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Matemática em Associação Ampla UFPA-UFAM,

como requisito parcial para obtenção do grau de

Doutor em Matemática.
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Resumo

Neste trabalho investigamos algumas caracteŕısticas dos mergulhos equivariantes de

uma variedade Kähleriana Simétrica. Usamos o Teorema de Wallach-Cartan para

caracterizar tais mergulhos nos casos do CPn e SO(2n)/U(n) e verificamos que

nestes casos os únicos mergulhos com pluri-curvatura média paralela são os

extrinsecamente simétricos. Usando o mergulho standard do CPn mostramos que se

uma subvariedade complexa Q do CPn tem pluri-curvatura média paralela então ela é

totalmente geodésica. Propusemos ainda um novo mergulho equivariante, denominado

p−mergulho, para um espaço simétrico hermitiano qualquer e verificamos que, pelo

menos no caso em que o posto de P é um, a pluri-curvatura média não é paralela .

Palavras-chave: Mergulhos Equivariantes, Espaços Simétricos, Variedades

Kählerianas.



Abstract

In this work we investigate some characteristics of the equivariant embeddings of a

symmetric Kählerian manifold. We use the Theorem of Wallach-Cartan to

characterize these embeddings in the case of CPn and SO(2n)/U(n) and verify that

if a equivariant embedding has parallel plurimean curvature then it’s the extrinsic

symmetric one. We use the standard embedding of CPn to prove that if a complex

submanifold of CPn has parallel plurimean curvature, then it’s the totally geodesics. We

propos a new equivariant embedding, the p−embedding, for any hermitian symmetric

space and verify that, at least when the rank is one, the plurimean curvature is not

parallel.

Keywords: Equivariant Embeddings, Symmetric Spaces, Kählerian Manifolds.
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1.2.4 O Toro Máximo e o Grupo de Weyl de um Espaço Simétrico . . . 13

1.3 Variedades Kählerianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.1 Subvariedades Kählerianas ppmc do espaço euclidiano . . . . . . . 16
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Introdução

Uma variedade Riemanniana P é chamada simétrica se em qualquer p ∈ P existe

uma isometria sp de P fixando p e revertendo toda geodésica por p. Nos referimos a sp

como simetria em p. Um grupo de isometrias G contendo a simetria sp para todo p ∈ P
age transitivamente, portanto (P,G) é homogênea.

Seja P uma variedade Riemanniana simétrica com um grupo de simetrias G agindo

transitivamente sobre P . Dado p ∈ P , denotamos o grupo de isotropia de P por

K = Gp := {g ∈ G : gp = p}, assim identificamos P com o espaço quociente G/K

usando o difeomorfismo P 3 gp 7→ gK ∈ G/K. Uma imersão Φ : P → V sobre um

espaço vetorial euclidiano V é equivariante se existe uma representação ρ de G em V

satisfazendo

Φ(gp) = ρ(g)Φ(p) para todo g ∈ G e p ∈ P.

Em outras palavras, Φ(P ) é uma órbita de ρ, de fato uma órbita muito

especial: o grupo de isotropia K = Gp fixa o vetor v0 = Φ(p) ∈ V. Uma representação

ρ : G → O(V ) é chamada classe-um para algum subgrupo K ⊂ G se existe um vetor

fixo não nulo v0 ∈ V por K, isto é, K = Gvo = {g ∈ G; ρ(g)vo = vo}. Assim nossa

representação relacionada a uma imersão equivariante de P = G/K é classe-um para K.

Reciprocamente, se K ⊂ G é um subgrupo maximal, toda representação classe-um para

K define um mergulho equivariante de P.

Podemos usar os mergulhos equivariantes de espaços simétricos de Kähler

P = G/K para encontrarmos subvariedades Kählerianas. Uma variedade Riemanniana é

Kähleriana se possui uma estrutura quase complexa paralela J . Tal variedade é

complexa, isto é, admite um atlas diferenciável com mudanças de coordenadas

holomorfas tais que J torna-se a multiplicação por i nas cartas coordenadas. Assim

é surpreendente que existam subvariedades, além das superf́ıcies, no espaço euclidiano
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real Rn tal que a métrica induzida é de Kähler. Estas devem ser consideradas análogas

às superf́ıcies imersas orientadas onde J é a rotação de π
2

sobre cada plano tangente,

num contexto de dimensão mais alta.

O estudo destas imersões nos conduz naturalmente a decompor a segunda forma

fundamental α de acordo com tipos, isto é, α(1,1)(X, Y ) = α(X(1,0), Y(0,1))+α(X(0,1), Y(1,0))

e α(2,0) = α(X(1,0), Y(1,0)) onde X(1,0) e X(0,1) denotam as projeções do vetor tangente X

aos espaços T ′ dos vetores do tipo (1, 0) e T ′′ dos vetores do tipo (0, 1), respectivamente.

Aplicações com α(1,1) = 0 são chamadas aplicações pluriharmônicas e a imersão

em que isto ocorre é denominada imersão plurimı́nima. Quando M é uma superf́ıcie

Riemanniana temos α(1,1) = 〈·, ·〉H onde H é o vetor curvatura média da imersão, neste

caso imersões plurimı́nimas são exatamente as imersões mı́nimas.

Denominamos o operador α(1,1) de pluri-curvatura média, pois ele é determinado

pelas curvaturas médias da restrição da imersão às curvas holomorfas. Quando ele é nulo

ou paralelo, a imersão tem propriedades similares às superf́ıcies mı́nimas ou de curvatura

média constante em R3. Por exemplo, admitem uma deformação dada por αθ(X, Y ) =

α(RθX,RθY ) onde Rθ é a rotação de ângulo constante θ nos planos complexos. A

deformação deste tipo mais conhecida é a que transforma o catenóide no helicóide, a

existência de tais deformações caracterizam esta classe de imersões.

Dizemos que uma imersão de uma variedade Kähleriana é ppmc (parallel plurimean

curvature), se o operador α(1,1) é paralelo. Exemplos de imersões ppmc em Rn são as

superf́ıcies orientadas com curvatura média paralela em Rn, mergulho de variedades

kählerianas satisfazendo α(2,0) identicamente nulas e alguns duplos recobrimentos de

variedades extrinsicamente simétricas em Rn. Parece natural que outros mergulhos

equivariantes sejam ppmc e portanto investigamos várias famı́lias de exemplos.

Voltemos aos mergulhos equivariantes Φ : P → V de um espaço simétrico

P = G/K e ρ : G → O(V ) a representação correspondente. Seja p o ponto base, o

espaço normal N = NpΦ(P ) = dΦ(TpP )⊥ se decompõe em autoespaços de ρ(sp), e se P

é simétrico de Kähler, N se decompõe em autoespaços de ρ(jp) em p. Denotamos por

N+ o 1−autoespaço de ρ(sp) |N e N++ ⊂ N+ o 1−autoespaço de ρ(jp) |N . O primeiro

resultado que obtivemos foi:
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Lema 1 A segunda forma fundamental α toma valores em N+ e sua (1, 1)−parte é a

projeção de α sobre N++.

Para qualquer imersão equivariante Φ : P → V , o espaço vetorial V pode ser visto

como um espaço de funções sobre P, um subespaço de C∞(P ). De fato, associamos a

cada v ∈ V a função altura fv(x) = 〈Φ(x), v〉, então a G−representação ρ sobre V

torna-se parte da G−representação sobre C∞(P ). Isto define uma nova função gf ∈
C∞(P ) para todo g ∈ G como segue:

(gf)(x) := f(g−1x).

Para ver a compatibilidade das representações sobre V e C∞(P ) observamos que

fρ(g)v(x) = 〈Φ(x), ρ(g)v〉 = 〈ρ(g)−1Φ(x), v〉 = 〈Φ(g−1x), v〉 = (gfv)(x).

Assim, todo mergulho equivariante é obtido de um G−submódulo classe-um de C∞(P ).

Um teorema de N.L. Wallach [26], que remonta à E. Cartan afirma que C∞(P ) decompõe-

se completamente em G−representações irredut́ıveis Vi, as quais são classe-um com

respeito a K e cada Vi ocorre precisamente uma vez em C∞(P ), a menos de equivalência.

Assim as imersões equivariantes de P = G/K correspondem às G−órbitas

Gfi = {fi ◦ g−1 : g ∈ G}

de funções fi, K−invariantes sobre P.

Para P = CPn podemos gerar C∞(P ) por certos polinômios reais sobre Cn+1, vistos

como polinômios em x e seu conjugado complexo x̄, usados como coordenadas em lugar

das variáveis Re(x) e Im(x). Estes polinômios provêm de S2n+1/S1 se, e somente se,

eles são homogêneos de mesmo grau em x e x̄. Usando este modelo obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 1 Se um mergulho equivariante do CPn é ppmc então ele é extrinsecamente

simétrico.

O mergulho standard de um espaço simétricos de Kähler P = G/K, Φ0 : P → V0 = g,

associa a cada p ∈ P o gerador infinitesimal Jp de sp. Este é extrinsecamente simétrico

e tem segunda forma fundamental α paralela [15, 12], portanto é ppmc. Usando o

mergulho standard do CPn em V e mergulhando uma subvariedade complexa Q em CPn

obtivemos o seguinte resultado:
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Teorema 2 Se uma subvariedade complexa Q de CPn é ppmc, então ela é totalmente

geodésica.

Para espaços simétricos de Kähler P gerais, podemos ver as funções sobre P como

geradas pelas restrições a P dos polinômios sobre V0. Para P = CPn ambos os métodos

foram comparados.

Podemos construir qualquer função invariante sobre o grupo de isotropia K por meio

de sua restição ao toro máximo T ⊂ P por p. Uma função sobre T extende-se unicamente

a uma função K−invariante sobre P se, e somente se, sua restrição é invariante sobre

o Grupo de Weyl de (P, T ), que é o subgrupo de K que mantém T invariante. Assim

obtivemos um método para comparar diferentes mergulhos equivariantes: nós somente

comparamos as restrições a T das funções K−invariantes correspondentes. Em geral

temos que: se P é um espaço simétrico hermitiano com toro máximo T de dimensão k,

então a álgebra das funções K−invariantes tem k geradores f1, . . . , fk cuja restrição a

T pode ser explicitamente descrita em termos de polinômios simétricos. Usando isto no

espaço das estruturas complexas SO(2n)/U(n) obtivemos que:

Teorema 3 Se um mergulho equivariante do espaço das estruturas complexas é ppmc

então ele é extrinsecamente simétrico.

Finalmente, um novo tipo de mergulho equivariante tem sido estudado para um

espaço simétrico de Kähler P = G/K qualquer. Seu ponto de ińıcio foi o mergu-

lho standard Φ0 : P → g. A nova imersão Φ0 associa a cada x ∈ P a projeção

ortogonal de g sobre o espaço tangente TxP ⊂ g. Isto define um mergulho equivariante

Φ1 : P → S(g) onde S(g) denota o espaço vetorial das aplicações lineares auto-adjuntas

sobre g. A segunda forma fundamental β de Φ1 e sua (1, 1)−parte β(1,1) com sua derivada

normal ∇⊥β(1,1) foram calculadas. Apesar de Φ0 ser ppmc Φ1,pelo menos no caso de

posto 1, não é ppmc.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos as principais definições e resultados referentes a grupos e

álgebras de Lie, espaços simétricos e variedades Kählerianas que serão usados no decorrer

deste trabalho.

1.1 Grupos e Álgebras de Lie

Os grupos de Lie são classes especiais que combinam a estrutura algébrica de grupo

com a estrutura de variedade diferenciável. Formalmente, temos:

Definição 1.1 Um grupo de Lie é um grupo que tem uma estrutura de variedade

diferenciável, de tal forma que a aplicação

p : (g, h) ∈ G×G 7→ gh−1 ∈ G

é diferenciável.

Um conceito importante do decorrer de todo o trabalho é o de “ação de um grupo”.

Definição 1.2 Uma ação à esquerda de um grupo G num conjunto X é uma função

que associa a g ∈ G uma aplicação a(g) : X → X e que satisfaz as propriedades:

1. a(1) = idX , isto é, a(1)(x) = x, para todo x ∈ X, e

2. a(gh) = a(g)a(h).
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Uma ação à direita é definida de maneira análoga. No que segue trabalharemos

apenas com ações à esquerda, além disso, o śımbolo a será suprimido na notação, assim

uma ação à esquerda escreve-se apenas g(x) ou gx. Com essas notações uma ação à

esquerda satisfaz 1x = x e g(hx) = (gh)x.

Outro conceito importante é o de órbita de um grupo.

Definição 1.3 Dado x ∈ X, sua órbita por G, denotada por Gx é definida como sendo

o conjunto Gx = {gx ∈ X; g ∈ G}.

Cada órbita é uma classe de equivalência com respeito à relação de equivalência dada

por: x ∼ y, se existe g ∈ G tal que y = gx. Por isso, duas órbitas ou são disjuntas ou

coincidem.

Definição 1.4 O conjunto Gx dos elementos de G que fixam x é denominado de

estabilizador de x :

Gx = {g ∈ G; gx = x}.

Definição 1.5 Seja a uma ação de G em X.

1. A ação é dita efetiva (ou fiel) se ker(a) = {g ∈ G; a(g) = idX} = {1}. Isto é, se

gx = x para todo x ∈ X então g = 1.

2. A ação é dita livre se os estabilizadores se reduzem ao elemento neutro de G, isto

é, se gx = x para algum x ∈ X, então g = 1.

3. A ação é dita transitiva se para todo par de elementos x, y ∈ X existe g ∈ G tal

que gx = y.

Proposição 1.1 Suponha que a ação de G em X é transitiva e tome x ∈ X. Então,

aplicação ξx : g Gx ∈ G/Gx 7→ gx ∈ X é uma bijeção entre G/Gx e X.

Em virtude dessa identificação, um quociente G/H é também chamado de espaço

homogêneo, como são chamados normalmente os conjuntos onde os grupos agem

transitivamente. O ponto x escolhido para estabelecer a identificação entre X e G/Gx

é denominado de origem ou ponto base do espaço homogêneo X. A identificação de

X com G/Gx depende da escolha da origem. No entanto, alterando x não muda
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substancialmente o espaço quociente, pois numa ação transitiva os estabilizadores são

conjugados entre si.

Estes conceitos e resultados serão usados neste trabalho para certos grupos de Lie.

Um exemplo importante de grupo de Lie é o grupo linear geralGl(n;R). Os elementos

deste grupo são as matrizes n × n inverśıveis com entradas reais ou transformações

lineares inverśıveis de um espaço vetorial real de dimensão finita. A estrutura de grupo

em Gl(n;R) é dada pelo produto usual de matrizes.

Os métodos para estudar os grupos de Lie estão baseados na construção de suas

álgebras de Lie, as quais possibilitam transferir métodos da álgebra linear ao estudo de

objetos não lineares, como os grupos de Lie.

Definição 1.6 Uma álgebra de Lie é definida como sendo um espaço vetorial g munido

de um produto (colchete) [ , ] : g× g→ g que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Bilinearidade, isto é, [ , ] é linear em cada uma das variáveis.

2. Anti-simetria, isto é [X, Y ] = −[Y,X], para X, Y ∈ g.

3. Identidade de Jacobi: para X, Y, Z ∈ g, [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

Um exemplo de álgebra de Lie é dado pelo espaço vetorial dos campos de vetores

sobre uma variedade diferenciável C∞ munido do colchete de Lie de campos de vetores.

Outro exemplo é a álgebra gl(n,R) formada pelas matrizes reais n × n com o colchete

dado pelo comutador de matrizes [A,B] = AB −BA.

A álgebra de Lie g de um grupo de Lie G é definida como o espaço dos campos

invariantes (à esquerda ou à direita, conforme a escolha), com o colchete dado pelo

colchete de Lie de campos de vetores. Os fluxos dos campos invariantes estabelecem

a aplicação exponencial exp : g → G, que é o principal elo de ligação entre g e G.

Esta aplicação estabelece o v́ınculo entre o colchete na álgebra de Lie e o produto no

grupo, determinando (quase que) completamente a estrutura do grupo de Lie a partir da

álgebra de Lie. Podemos dizer que a álgebra de Lie é um objeto linear que aproxima o

grupo: para se obter os elementos da álgebra de Lie deve-se derivar curvas no grupo. O

procedimento contrário consiste em resolver equações diferenciais. Por isso, nas primeiras
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décadas do desenvolvimento da teoria as álgebras de Lie eram denominadas “grupos

infinitesimais” [24].

Outro instrumento de ligação entre os grupos de Lie e suas álgebras de Lie são as

representações adjuntas. Antes de defińı-las, definamos primeiramente o que é uma

representação.

Definição 1.7 Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo Φ : G → H

diferenciável entre G e H é chamado de homomorfismo de grupos de Lie. No caso

particular em que o contra-domı́nio é um grupo linear Gl(V ), o homomorfismo é

chamado representação de G no espaço vetorial V. O espaço V é chamado de espaço

da representação e a dimensão de V sua dimensão.

Agora podemos definir as representações adjuntas.

Definição 1.8 A representação adjunta Ad : G→ Gl(g), de G em sua álgebra de Lie g

é definida por

Ad(g) = d(Cg)1, onde Cg(x) = gxg−1.

Em Gl(n;R) temos que Ad(g)A = gAg−1.

Definição 1.9 Seja g uma álgebra de Lie. Sua representação adjunta, é a aplicação

ad : g→ gl(g) definida por

ad(X)(Y ) = [X, Y ].

A identidade de Jacobi para colchetes em álgebras de Lie garante que as aplicações

ad(X), X ∈ g, são derivações 1 de g.

Um dos resultados que relacionam estas representações é o seguinte:

Proposição 1.2 Seja G um grupo de Lie, com álgebra de Lie g, com o colchete dado

pelos campos invariantes à esquerda. Então, d(Ad)1(X) = ad(X) para todo X ∈ g e

vale a igualdade Ad(expX) = exp(ad(X)).

Alguns exemplos de grupos de Lie com suas respectivas álgebras de Lie, que serão

usados neste trabalho, são os seguintes:

1Uma aplicação linear D : g→ g é denominada derivação, se D[X;Y ] = [DX;Y ] + [X;DY ].
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1. Gl(n;R), cuja álgebra de Lie é o espaço vetorial das matrizes n × n, munido do

colchete dado pelo comutador de matrizes [A;B] = AB −BA, essa álgebra de Lie

será denotada por gl(n;R).

2. O(n) = {g ∈ Gl(n;R) : ggt = gtg = Id} o grupo das matrizes ortogonais.

Sua álgebra de Lie é a subálgebra de matrizes anti-simétricas

so(n) = {A ∈ gl(n;R) : A + At = 0}. O colchete em so(n) é o comutador de

matrizes.

3. SO(n) = {g ∈ O(n) : det g = 1}, com álgebra de Lie so(n).

4. U(n) = {g ∈ Gl(n;C) : gḡ t = ḡ tg = Id}, com álgebra de Lie

u(n) = {A ∈Mn×n(C);A+ Ā t = 0}.

5. SU(n) = {g ∈ U(n); det g = 1} com álgebra de Lie su(n) = {A ∈ U(n); tr A = 0}.

1.2 Espaços Simétricos

Se E é um espaço euclidiano então as reflexões sobre subespaços afins são isometrias

importantes que geram todo o grupo de isometrias do espaço. Uma reflexão particular é a

simetria sobre p ∈ E que denotaremos por sp a qual reverte a orientação das geodésicas

que passam por p. De forma análoga, se M é uma variedade Riemanniana conexa

e p um ponto de M , uma isometria sp que fixa p e reverte a orientação de todas as

geodésicas que passam por p é chamada uma simetria (geodésica) de M por p. Se

M é uma variedade Riemanniana qualquer então claramente temos que a mesma não

necessariamente admite toda simetria geodésica. Um espaço simétrico (Riemanniano) é

uma variedade Riemanniana conexa tal que para todo ponto p ∈M a simetria geodésica

sp existe. Formalmente temos a seguinte definição:

Definição 1.10 Um espaço simétrico (Riemanniano) é uma variedade Riemanniana S

com a propriedade de que a reflexão geodésica em todo ponto é uma isometria de S. Em

outras palavras, para todo p ∈ S existe algum sp ∈ G = I(S) (o grupo das isometrias

de S) com as propriedades

sp(p) = p , (dsp)p = −I.

Esta isometria sp é chamada simetria em p.
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Como uma primeira consequência da definição, S é geodésicamente completa: se uma

geodésica γ está definida sobre [0, s), podemos reflet́ı-la por sγ(s) para algum t ∈ ( s
2
, s),

dáı podemos extendê-la em s. Além disso, S é homogênea, isto é, para dois pontos

p, q ∈ M existe uma isometria que aplica p sobre q. De fato, se conectamos p e q por

um segmento de geodésica γ (o que é posśıvel pois S é completa), e tomamos m ∈ γ o

ponto médio, então sm(p) = q, assim G age transitivamente.

Fixemos um ponto base p ∈ P. O subgrupo fechado Gp = {g ∈ G; g(p) = p}
(estabilizador de p) será chamado o grupo de isotropia e será denotado por K.

A diferencial em p de qualquer k ∈ K é uma transformação ortogonal de TpS.

Relembre que a isometria k é determinada por sua diferencial dkp; assim podemos ver K

como um subgrupo fechado de O(TpS) (o grupo ortogonal de TpS) usando este mergulho

k → dkp o qual é chamado representação isotrópica. Em particular K é compacto.

Reciprocamente, se S é um espaço homogêneo, ou seja, seu grupo de isometria G

age transitivamente, então S é simétrica se e somente se existe uma simetria sp para

algum p ∈ S. A saber, a simetria em qualquer ponto q = gp é justamente o conjugado

sq = gspg
−1.

Um espaço simétrico é chamado irredut́ıvel se sua representação isotrópica é

irredut́ıvel. Além disso dizemos que um espaço simétrico é do tipo compacto se seu

recobrimento universal é ainda compacto.

Como usual, podemos identificar o espaço homogêneo S com o espaço quociente

G/K usando o difeomorfismo G−equivariante gK 7→ gp. Em particular,

dim S = dim G− dim K.

Podemos citar como exemplos de espaços simétricos o espaço euclidiano, a esfera, o

espaço hiperbólico, o grupo ortogonal, os grupos de Lie compactos, as Grassmannianass,

dentre outros. Neste trabalho investigaremos, por exemplo, os mergulhos equivariantes

dos seguintes espaços simétricos:

• SU(p+ q)/S(Up × Uq), quando q = 1 e p = n (que é o CPn),

• SO(2n)/U(n) (espaço das estruturas complexas) e

• SO(p+ 2)/SO(p)× SO(2) (quádrica complexa),

sendo que
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• SU(p+ q) = U(p+ q) ∩ SL(p+ q, C), onde U(n) é o grupo das matrizes unitárias

de ordem n × n e SL(n, C) é o grupo das matrizes complexas n × n de

determinante 1;

• S(Up × Uq) é o conjunto das matrizes

 g1 0

0 g2

 onde g1 ∈ U(p), g2 ∈ U(q) e

det g1det g2 = 1;

• SO(2n) é o grupo especial ortogonal, que é o conjunto das matrizes A2n×2n

ortogonais (ou seja tais que AAt = Id) com determinante 1.

Definição 1.11 Uma variedade Riemanniana (não necessariamente completa) é

chamada localmente simétrica se o seu tensor curvatura é paralelo, isto é ∇R = 0.

Uma variedade M é localmente simétrica se e somente se existe um espaço simétrico

P tal que M é localmente isométrica a P.

Os espaços simétricos foram introduzidos por E. Cartan na década de 1920 (veja

caṕıtulo 3 de [3] e parágrafos 6.7 e 6.9 de [1] para considerações históricas).As referências

clássicas sobre espaços simétricos incluem [16], [19] e [20]. Mais recentemente o professor

Jost Eschenburg escreveu um material resumido sobre espaços simétricos entitulado

“Lectures Notes on Symmetric Spaces” [9], que será exaustivamente utilizado neste

trabalho.

1.2.1 Transvecções

Vimos que a simetria no ponto médio aplica um ponto qualquer p ∈ P a outro ponto

q ∈ P. No entanto existe outra simetria com propriedades ainda melhores. Seja γ o

segmento geodésico que conecta p e q tal que γ(0) = m é o ponto médio, e estenda

tal segmento a uma geodésica completa. A simetria sm reflete cada campo de vetores

paralelos ao longo de γ; de fato, sendo uma isometria, ela aplica X ao longo de γ sobre

outro campo de vetores paralelos X̃ ao longo de γ̃ com γ̃(t) = sp(γ(t)) e dsm.X(0) =

−X(0). Assim

dsm.X(t) = −X(−t)

para todo t ∈ R. A composição de duas simetrias, digamos τ = sq ◦ sm, reflete X duas

vezes e assim deixa X invariante. Mais precisamente, se q = γ(s),
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(1.1) τ(γ(t)) = γ(t+ s), dτγ(t)X(t) = X(t+ s)

para todo campo de vetores paralelos X ao longo de γ. Tal isometria τ é chamada

uma transvecção ao longo de γ. Como toda isometria é determinada por seu valor e o

valor de sua derivada num ponto, 1.1 mostra que a transvecção τ = τs para a variável

s ∈ R forma um subgrupo a um parâmetro de G, isto é τs1+s2 = τs1 ◦ τs2 . De fato, por

1.1, τs1 ◦ τs2 é a isometria mandando o ponto γ(0) a γ(s1 + s2) e todo vetor X ∈ Tγ(0)P

no seu transporte paralelo TPs1+s2X (onde TPt aqui denota o transporte paralelo de

Tγ(0)P a Tγ(t)P ao longo de γ), e o mesmo ocorre para τs1+s2 , dáı τs1 ◦ τs2 = τs1+s2 . Mais

geralmente, dados dois pontos p, q ∈ P , a composição sp ◦sq é uma transvecção ao longo

de uma geodésica qualquer conectando p e q. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 4 Cada geodésica completa γ : R → P é a órbita de um grupo a um

parâmetro de isometrias, as transvecções ao longo de γ que agem por transporte

paralelo ao longo de γ.

1.2.2 A decomposição de Cartan

Definição 1.12 A decomposição da álgebra de Lie g = p⊕ k tal que

[p, p] ⊂ k, [p, k] ⊂ p, [k, k] ⊂ k

e ad(k) |p é a álgebra de Lie de um subgrupo compacto de Gl(p) é chamada

decomposição de Cartan.

Teorema 5 Todo espaço simétrico P determina uma decomposição de Cartan sobre a

álgebra de Lie dos campos de Killing. Reciprocamente para toda álgebra de Lie g com

decomposição de Cartan g = p⊕k existe um único espaço simétrico simplesmente conexo

P = G/K onde G é o grupo de Lie simplesmente conexo com álgebra de Lie g e K o

subgrupo conexo com álgebra de Lie k.

1.2.3 Espaço Simétrico tipo euclidiano, compacto e não com-

pacto

Definição 1.13 Para cada álgebra de Lie g, definimos a forma de Killing como sendo
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a forma bilinear B(X, Y ) = tr ad(X)ad(Y ).

Seja P = G/K um espaço simétrico irredut́ıvel isotrópico 2 e seja g = p ⊕ k sua

decomposição de Cartan. Como p pode ser identificado com o espaço tangente de P no

ponto base p = eK, a métrica Riemanniana sobre P corresponde a um produto escalar

K−invariante 〈 , 〉 sobre p. Mas existe uma outra forma bilinear simétrica K−invariante

sobre p, a saber a restrição da forma de Killing B. Desde que K age irredutivelmente

sobre p, as duas formas bilineares diferem apenas por um fator λ (pois todo autoespaço

de B é K−invariante), ou seja B = λ〈 , 〉. O sinal de λ determinará o tipo do espaço

simétrico.

Teorema 6 A curvatura seccional de um espaço simétrico irredut́ıvel isotrópico P é

zero para λ = 0, e para λ 6= 0 temos

〈R(X, Y )Y,X〉 = λ−1B([X, Y ], B[X, Y ])

onde X, Y ∈ p são ortonormais.

Assim,

• se λ = 0, então P é flat e dizemos que é do tipo euclidiano;

• se λ < 0, então P tem curvatura seccional não negativa e dizemos que é do tipo

compacto e

• se λ > 0 a curvatura é não-positiva e dizemos que P é do tipo não-compacto.

1.2.4 O Toro Máximo e o Grupo de Weyl de um Espaço Simétrico

Os conceitos apresentados a seguir serão extremamente importantes na construção

dos mergulhos equivariantes no decorrer deste trabalho.

Seja P = G/K um espaço simétrico onde G é conexo e g = k + p a decomposição de

Cartan correspondente. Seja a ⊂ p uma subalgebra abeliana maximal 3.

2Dizemos que P é irredut́ıvel isotrópico se K age irredutivelmente sobre TpP que é o mesmo que

dizer que não podemos decompor TpP como V1 ⊕ V2 onde V1 e V2 são subespaços K− invariantes.
3Dizemos que a ⊂ g é uma subálgebra maximal se a é abeliana e a ⊂ a1 com a1 abeliana implica

a1 = a.
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Teorema 7 Nas condições acima, a intercepta toda K−órbita sobre p e sempre

intercepta perpendicularmente.

Se a é uma subálgebra abeliana maximal então T = exp(a) é denominado um toro

máximo de P . Além disso, todas as subalgebras maximais de p têm a mesma dimensão,

que será chamada posto do espaço simétrico P .

Definição 1.14 O grupo de Weyl de P com respeito a a é dado por W = M/M0, onde

M = {k ∈ K;Ad(k)a = a} e M0 = {k ∈ K;Ad(k)x = x ∀x ∈ a}.

O grupo de Weyl é finito, além disso se gα = {z ∈ g; ∀x ∈ a ad(x)z = α(x)z} então

a forma linear α ∈ a∗ é chamada uma raiz se este espaço gα é não nulo e os hiperplanos

α⊥ = Ker α ⊂ a são chamados hiperplanos raiz, as componentes conexas de a \ ∪αα⊥

são denominadas câmaras de Weyl. A ação de W sobre a permuta os hiperplanos ráızes

e aplica câmaras de Weyl em câmaras de Weyl.

O seguinte teorema determina o tamanho de W.

Teorema 8 O grupo de Weyl W agindo sobre a é gerado pelas reflexões nos hiperplanos

raiz α⊥ para todo α ∈ 4 (conjunto das ráızes), e age simplesmente transitivamente 4

sobre o conjunto das câmaras de Weyl em a.

1.3 Variedades Kählerianas

Definição 1.15 Seja M uma variedade diferenciável. Uma estrutura quase complexa

sobre M é um campo tensorial do tipo (1, 1) tal que J2(X) = J(JX) = −X para todo

campo de vetores X sobre M. Uma variedade quase complexa é um par (M,J) onde é

uma variedade diferenciável e J é uma estrutura quese complexa sobre M .

Definição 1.16 Seja M uma variedade diferenciável com uma estrutura quase

complexa J . Usando a complexificação natural do espaço tangente, dizemos que um

campo Z é do tipo (1, 0) se J(Z) = iZ e do tipo (0, 1) se JZ = −iZ.
4Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dizemos que a ação age simplesmente transitiva-

mente se é transitiva e para quaisquer x e y ∈ X existe um único g ∈ G tal que gx = y.
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Todo campo de vetores complexos Z de uma variedade quase complexa pode ser

escrito como uma soma

Z = Z(1,0) + Z(0,1)

onde Z(1,0) e Z(0,1) são campos de vetores do tipo (1, 0) e (0, 1) respectivamente.

Definição 1.17 Seja M uma variedade conexa com uma estrutura quase complexa J.

Uma estrutura Riemanniana g sobre M é chamada uma estrutura Hermitiana se

g(JX, JY ) = g(X, Y ) para todoX, Y ∈ X(M)

e uma estrutura Kähleriana se, em adição tivermos

∇XJ = 0 para todo X ∈ X(M)

Em outras palavras, ser hermitiana significa que J é uma isometria sobre M para

todo p ∈ M enquanto ser Kähleriana adiciona a condição de que o campo tensorial J é

invariante sobre paralelismo.

Os espaços simétricos hermitianos são espaços simétricos M com uma estrutura de

Kähler J tal que todas simetrias são holomorfas.

Teorema 9 Seja M uma variedade conexa com estrutura quase complexa J e estrutura

Riemanniana g.

• Se g é hermitiana, X e Y são ambos do tipo (1, 0) (ou ambos do tipo (0, 1)), então

g(X, Y ) = 0 ;

• Se g é Kähleriana, X e Y são ambos do tipo (1, 0) (ou ambos do tipo (0, 1)) e R

denota o tensor curvatura, então R(X, Y ) = 0 .

Os espaços simétricos Riemannianos irredut́ıveis compactos que são hermitianos são

([16],pg 354):

Espaço Posto Dimensão

SU(p+ q)/S(Up × Uq) min(p, q) 2pq

SO(2n)/U(n) [1
2
n] n(n− 1)

SO(p+ 2)/SO(p)× SO(2) 2 2p

Sp(n)/U(n) n n(n+ 1)

(e6(−78), so(10) + R) 2 32

(e7(−133), e6 + R) 3 54
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1.3.1 Subvariedades Kählerianas ppmc do espaço euclidiano

Algumas superf́ıcies no R3 admitem deformações isométricas que mudam a forma

da superf́ıcie enquanto preservam a métrica intŕınseca. As curvaturas principais podem

ser preservadas enquanto as direções principais são rotacionadas sob esta deformação,

isto acontece se a superf́ıcie tem curvatura média constante (“cmc”). O exemplo mais

conhecido é a deformação do catenóide sobre o helicóide que rotaciona as direções

principais em 45◦.

As subvariedades Kählerianas M ⊂ Rn ppmc (com pluri-curvatura média paralela)

generalizam as superf́ıcies de curvatura média constante, sendo que o papel do vetor

curvatura média é desempenhado pela (1, 1)− parte da segunda forma fundamental α,

que denominamos pluri-curvatura média:

α(1,1)(X, Y ) :=
1

2
(α(X, Y ) + α(JX, JY ))

Se escrevemos X = X(1,0) +X(0,1) e Y = Y(1,0) +Y(0,1) e substituimos na expressão acima

então vemos que:

α(1,1)(X, Y ) = α(X(1,0), Y(0,1)) + α(X(0,1), Y(1,0))

De forma análoga definimos

α(2,0)(X, Y ) = α(X(1,0), Y(1,0)) e

α(0,2)(X, Y ) = α(X(0,1), Y(0,1)).

As subvariedades Kählerianas ppmc são caracterizadas pela existência de uma famı́lia

associada de subvariedades isométricas com segunda forma fundamental rotacionada.

Mais claramente se M é uma variedade kähleriana, simplesmente conexa de dimensão

n, f : M → Rn uma imersão e α a segunda forma fundamental de f . Seja

αθ(X, Y ) = α(RθX,RθY ), onde Rθ = cosθI + senθJ.

Quando existe uma famı́lia de imersões isométricas fθ : M → Rn com segunda forma

fundamental αθ? Precisamente quando α(1,1) é paralela com respeito à conexão induzida

pelas conexões dos espaços tangente e normal [4].

No caso de uma superf́ıcie temos α(1,1)(X, Y ) = 〈X, Y 〉H, dáı α(1,1) é paralelo se

e somente se o vetor curvatura média H = 1
2

traço α é também paralelo e é isto que
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nos motiva a chamar α(1,1) de pluri-curvatura média de f pois para qualquer curva

complexa C ⊂ M a restrição de α(1,1) a TC é novamente a métrica multiplicada pelo

vetor curvatura média da superf́ıcie f |C .

Quando α(1,1) ≡ 0, a imersão é chamada (1, 1)−geodésica ou pluri-mı́nima, este caso

foi estudado em [13] e [14].

Existem três classes de imersões irredut́ıveis ppmc no espaço euclidiano conhecidas:

1. Superf́ıcies com vetor curvatura média não nulo paralelo;

2. Subvariedades pluri-mı́nimas;

3. Imersões Kählerianas extrinsecamente simétricas.

A primeira classe foi estudada por vários autores, veja por exemplo [25]. A segunda

contém vários exemplos em dimensões altas [7]. Descreveremos brevemente a terceira.

1.3.2 Espaços extrinsecamente simétricos

Uma imersão isométrica (irredut́ıvel e substancial) f : M → Rn é chamada

extrinsecamente simétrica se a segunda forma fundamental α toda

(α ∈ Hom(TM ⊗ TM,N)) é paralela. Estas imersões foram classificadas por Ferus

[15] (ou também [10]). Não é dif́ıcil ver que α é paralelo se e somente se f é invariante

sobre reflexões em cada um de seus espaços normais.

Se f : M → Rn é uma imersão Kähleriana extrinsecamente simétrica então f é ppmc.

Exemplos de espaços extrinsecamente simétricos são as esferas euclidianas

Sm ⊂ Em+1, o grupo ortogonal O(n) ⊂ Rn×n ou as Grassmannianas onde um subespaço

linear k−dimensional é trocado pela reflexão ortogonal neste subespaço e o espaço

receptor E consiste de todas as matrizes n × n simétricas (para mais detalhes ver [9]).

De fato, muitos espaços simétricos (chamados R−espaços simétricos, [18]) permitem um

tal mergulho.

Espaços extrinsecamente simétricos são as subvariedades mais belas, tendo um

papel para a geometria das subvariedades como o dos espaços simétricos para a

geometria Riemanniana. Enquanto os espaços simétricos têm tensor curvatura

paralelo os extrinsecamente simétricos têm segunda forma fundamental paralela.
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1.3.3 O mergulho standard

Seja agora P = G/K uma variedade de Kähler simétrica (hermitiana simétrica) do

tipo compacta, ou seja P é Kähler e simétrica do tipo compacta e todas as simetrias

geodésicas sp são holomorfas. Em todo ponto p ∈ P o tensor curvatura R é um produto

triplo de Lie sobre TpP e Jp uma derivação de R. Podemos assumir que p = eK. Seja

g = k + p

a decomposição de Cartan correspondente (decomposição em autoespaços de Ad(sp)).

Então podemos identificar TpP = p. Extendemos Jp : p → p a uma derivação Ĵp da

álgebra de Lie g colocando Ĵp = 0 em k. Desde que g é semisimples, cada derivação é

interna. Daqui podemos ver Ĵp ∈ g (agindo sobre g por ad(Ĵp)). A aplicação

f : P → g

p 7→ Ĵp

é chamada mergulho standard de P [15]. Sua imagem P̃ = Ĵ(P ) ⊂ g é uma órbita

adjunta. Desde que J é paralela, Jp e Jq são conjugados para um q ∈ P arbitrário sobre

a transvecção g ao longo de uma geodésica ligando p = eK a q. Daqui Ĵq = Ad(g)Ĵp.

Por holomorficidade cada k ∈ K = Gp preserva Jp, assim Ĵp centraliza K e a aplicação

Ĵ : P → Ad(G)Ĵp é uma cobertura equivariante (note que a álgebra de Lie estabilizadora

de Ĵp é k). Esta de fato é injetiva. Para ver isto, note que a órbita P̃ = Ad(G)Ĵp ⊂ g é

um espaço simétrico hermitiano extŕınseco com simetria extŕınseca sp = Ad(expπ)Ĵp e

estrutura quase complexa ad(Ĵp) |Tp̃P̃ onde p̃ = Ĵp. Desde que qualquer espaço simétrico

hermitiano semisimples é simplesmente conexo [[16],p376] a aplicação Ĵ é um a um. A

métrica Riemanniana sobre P̃ induzida por qualquer produto interno Ad− invariante

sobre g coincide, a menos de uma constante, com a métrica Riemanniana inicial sobre

cada fator de de Rham. O espaço tangente e normal de P̃ em p̃ = Jp são

Tp̃P̃ = ad(g)Ĵp = [p, Ĵp] = −Jp(p) = p,

Np̃P̃ = p⊥ = k

assim g = k + p é também a decomposição em espaço tangente e espaço normal a P̃ em

Ĵp.
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Não distinguiremos P e P̃ , consideraremos P como uma subvariedade de g onde o

ponto p ∈ P vem do elemento p = Ĵp ∈ g.

É importante destacar que o mergulho standard é extrinsecamente simétrico ([15],[12]).

Para calcularmos a segunda forma fundamental α de P̃ ⊂ g, consideremos gt um

grupo a um parâmetro das transvecções e v = (d/dt)ogt ∈ p, e ao mesmo tempo

v = (d/dt)ogtp ∈ TpP , e seja w ∈ TpP . Estendemos w a um campo de vetores wt

ao longo da curva t 7→ gtp in P colocando wt = (dgt)pw.

O campo de vetores correspondente ao longo de t7 → gtJp em P̃ é

f∗wt = gtf∗w = gt(Jw), usando a equivariância de f , que é gf = fg. Agora

α(v, w) = ((d/dt)of∗wt)
⊥ = (d/dt)ogt(Jw)⊥ = (v.Jw)⊥ = [v, Jw].

Note que p tem uma regra tripla:

1. É o complemneto de k na decomposição de Cartan de g.

2. É identificado com o espaço tangente da variedade abstrata P = G/K em p = eK.

3. É o espaço tangente (como um subespaço de g) da variedade mergulhada P̃ ⊂ g

em j(p) = Jp. O vetor v ∈ p corresponde ao vetor tangente −Jv ∈ TJpP̃ e ao vetor

tangente v.p = (d/dt)ogtp onde gt = exp tv.

1.3.4 A imersão f : Gr+
2 → S(n)

Um exemplo ppmc conhecido é o de uma imersão f : Gr+
2 → S(n), onde

Gr+
2 = G+

2 (Rn) é a Grassmanniana dos 2− planos orientados no Rn ([4]). Este espaço

é um espaço simétrico hermitiano que pode ser identificado com a quádrica complexa

{[z] ∈ CPn−1; 〈z, z〉 = 0} por meio da aplicação E = span{x, y} 7→ [x+ iy] onde (x, y) é

qualquer basse orientada ortonormal do plano orientado E ⊂ Rn. Colocamos f = f̃ ◦ π
onde π : Gr+

2 → Gr2 é a projeção canônica e f̃ : Gr2 → S(n) é o mergulho standard

(extrinsecamente simétrico) da Grassmanniana sobre o espaço das matrizes n× n reais

simétricas que associa a cada plano E ∈ GR2 a projeção ortogonal do Rn sobre E. O

exemplo mais fácil é a imersão de Veronese

S2 → RP2 → S4 ⊂ R5 ∼= {x ∈ S(3); traço x = 1}.

Esta imersão é ppmc, no entanto não é (2, 0)− geodésica.
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Caṕıtulo 2

O Teorema de Wallach-Cartan

Este caṕıtulo está dividido em duas partes: na primeira apresentamos o Teorema

de Wallach-Cartan, que essencialmente é encontrado em [26] no entanto foi motivado

pelos trabalhos de Eli Cartan [5], na segunda apresentamos propriedades que valem para

mergulhos equivariantes de um espaço simétrico hermitiano qualquer. As ferramentas

desenvolvidas aqui serão de grande valia para o desenvolvimento dos próximos caṕıtulos.

2.1 O Teorema de Wallach-Cartan

Seja P um espaço simétrico Riemanniano compacto, não necessariamente hermitiano

e G o grupo das isometrias de P. Seja g a álgebra de Lie de G, escolha um ponto base

0 ∈ P e seja K o estabilizador de 0 sobre G.

Definição 2.1 Um mergulho equivariante Φ : P = G/K → V sobre algum espaço

vetorial Euclidiano V é uma órbita ρ(G)v0 de uma representação ortogonal ρ de G sobre

V com Gv0 = K, onde Gv0 denota o grupo fixo de v0 ∈ V sobre a ação ρ.

Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta:

p
Φ //

g

�� ((

Φ(p)

ρ(g)

��
gp // ρ(g)Φ(p)
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Se dois tais mergulhos Φi : P → Vi, i = 1, 2, correspondem às representações

ρi : G → O(Vi), são dados, obtemos um terceiro mergulho ι1 ⊕ ι2 de P sobre V1 ⊕ V2,

correspondente à representação ρ1 ⊕ ρ2. Dessa forma podemos restringir nossa atenção

aos mergulhos tais que tal decomposição não existe e que corresponde às representações

irredut́ıveis ρ.

É interessante notar que se Φ : P = G/K → V é um mergulho equivariante,

então Φ(P ) é uma órbita de ρ muito especial pois o grupo de isotropia K = Gp fixa

v0 = Φ(p) ∈ V.

Os espaços extrinsicamente simétricos são exemplos de tais mergulhos [15], [10]. No

entanto existem muitas outras representações deG que fornecem mergulhos equivariantes

de G/K; estas são chamadas classe-um para o par (G,K).

Definição 2.2 Uma representação ρ : G → On é chamada classe- um para um

subgrupo K ⊂ G (ou classe-um para o para (G,K)) se existe um vetor não nulo v0 ∈ V
que é fixo por K, ou seja

K = Gv0 := {g ∈ G; ρ(g)v0 = v0}

A seguir apresentaremos o Teorema de Wallach-Cartan. Como já dissemos ele pode

ser encontrado em [26], no entanto, aqui não assumiremos G conexo nem semisimples e

trabalharemos com representações reais, esta adaptação do teorema é devido a [11].

Teorema 2.1 (Wallach-Cartan) Todo G−submódulo irredut́ıvel de C∞(P ) é uma

representação classe-um, e toda representação classe-um V ocorre em C∞(P )

exatamente uma vez, ou seja não existe outro G-submódulo W ⊂ C∞(P ) que seja

equivalente a V.

Demonstração: Primeiramente verifiquemos que toda representação classe-um

irredut́ıvel ocorre como um submódulo de C∞(P ). De fato, todo mergulho

G− invariante ι : P → V é determinado por n funções reais sobre P, a saber, as

funções altura 〈ι, ei〉 onde e1, . . . , en constituem uma base ortonormal de V. Isso ocorre

pois considerando todas as funções altura φv = 〈ι, v〉 para v ∈ V obtemos um mergulho

linear v → φv de V sobre o espaço vetorial de dimensão infinita C∞(P ) das funções reais

diferenciáveis sobre P . Este é um espaço Pré-Hilbert (com o produto interno L2) sobre
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o qual G age ortogonalmente por composição, g · φ := φ ◦ g−1, e o mergulho de V sobre

C∞(P ) é G−equivariante. Desde que o produto interno G−invariante sobre V é único

a menos de um fator, pela irredutibilidade de ρ, podemos assumir que o mergulho de V

sobre C∞(P ) é isométrico.

Reciprocamente, seja V ⊂ C∞(P ) qualquer G−submódulo irredut́ıvel e φ1, . . . , φn

uma base ortonormal de V. Podemos identificar V com Rn usando a aplicação linear

ortogonal Φ : Rn → V, Φ(x1, . . . , xn) =
∑

i xiφi. Transferimos a G−ação de V sobre Rn

de forma que Φ seja equivariante. Mais precisamente, se g · φj =
∑

i gijφi, colocamos

g · ej =
∑

i gijei para a base usual e1, . . . , en do Rn. Por outro lado, φi é uma função

sobre P para i = 1, . . . , n. Estas funções juntas definem uma aplicação diferenciável

−→
φ = (φ1, . . . , φn) =

∑
j

φjej : P → Rn,

que é equivariante. De fato, para todo p ∈ P e g ∈ G temos

−→
φ (g−1p) =

∑
j

(g · φj)(p)ej =
∑
ij

gijφi(p)ej =
∑
i

φi(p)(g
−1 · ei) = g−1 · (

−→
φ (p)).

Em particular k ·
−→
φ (0) =

−→
φ (k0) =

−→
φ (0) para todo k ∈ K e assim V é classe- um com

v0 = Φ(
−→
φ (0)).

Agora seja W equivalente a V , ou seja W ⊂ C∞(P ) é outro submódulo o qual é

G−isomorfo a V. Queremos mostrar que W ∩ V 6= ∅ e assim V = W pela

irredutibilidade. Dada uma base ortonormal φ1, . . . , φn de V encontramos uma base

ortonormal ψ1, . . . , ψn de W tal que para todo g ∈ G a matriz de V e W com respeito

a essas bases são as mesmas, que é g · φj =
∑

i gijφi e g · ψj =
∑

i gijψi. Seja

φ̂ : P × P → R, (p1, p2) 7→
n∑
i=1

φi(p1)ψi(p2).

Afirmamos que φ̂(g−1p1, g
−1p2) = φ̂(p1, p2) para todo g ∈ G. De fato,

φ̂(g−1p1, g
−1p2) =

∑
i φi(g

−1p1)ψi(g
−1p2) =

∑
i(g · φi)(p1)(g · ψi)(p2)

=
∑

ijk gjiφj(p1)gkiψk(p2) =
∑

j φj(p1)ψj(p2) = φ̂(p1, p2)

desde que
∑

i gjigki = δjk pela ortogonalidade da matriz (gij).

Seja s0 ∈ K a simetria geodésica de P no ponto base 0 ∈ P e τ = τ0 a involução

correspondente τ(g) = s0gs
−1
0 . Seja g = k ⊕ p a decomposição correspondente de g
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sobre os (±1)−autoespaços de τ∗, e colocamos P̄ = exp(p) ⊂ G. Então P = P̄0. Para

g ∈ P̄ e p = g0, temos φ̂(p, 0) = φ̂(g0, 0) = φ̂(0, g−10) = φ̂(0, s0(g0)) = φ̂(0, s0p). Assim

φ̂( , 0) = s · (φ̂(0, )). Mas φ̂( , 0) =
∑

i ψi(0)φi é um elemento não nulo de V enquanto

φ̂(0, ) =
∑

i φi(0)ψi ∈ W. Assim φ̂( , 0) = s·φ̂(0, ) é um elemento não nulo na interseção

V ∩W, o que mostra que V = W.

Resumidamente, temos que para qualquer imersão equivariante Φ : P → V , o espaço

vetorial V pode ser visto como um espaço de funções sobre P, um subespaço de C∞(P ).

De fato, associamos a cada v ∈ V a função altura

(2.1) fv : P → R : fv(x) = 〈Φ(x), v〉.

Então aG−representação ρ sobre V torna-se parte daG−representação sobre C∞(P ).Isto

define uma nova função gf ∈ C∞(P ) para todo g ∈ G como segue:

(2.2) (gf)(x) := f(g−1(x)).

Para ver a compatibilidade das representações sobre V e C∞(P ) observamos que

fρ(g)v(x) = 〈Φ(x), ρ(g)v〉 = 〈ρ(g)−1Φ(x), v〉 = 〈Φ(g−1x), v〉 = (gfv)(x).

Assim, todo mergulho equivariante é obtido de um G−submódulo classe-um de C∞(P ).

O Teorema de N.L.Wallach afirma que para toda representação irredut́ıvel V ⊂ C∞(P )

classe-um, encontramos uma função não nula f = v0 ∈ V ⊂ C∞(P ) que é invariante

sobre K, além disso C∞ decompõe-se completamente em G−representações irredut́ıveis

Vi, as quais são classe-um com respeito a K e cada tal representação ocorre precisamente

uma vez em C∞, a menos de equivalência. Assim as imersões equivariantes de P = G/K

correspondem a G−órbitas

Gfi = {fi ◦ g−1 : g ∈ G}

de funções fi K−invariantes sobre P.

Para encontrarmos tais funções f : P → R que são invariantes sobre K usaremos que

toda K−órbita sobre P intercepta um toro máximo fixo T ⊂ P contendo nosso ponto

base 0. Assim f é determinado por Φ = f |T , desde que f é constante ao longo de todas

as K-órbitas. No entanto Φ não é arbitrária pois precisa ser invariante sobre o Grupo

de Weyl W = {k ∈ K; kT = T} que mantém T invariante.
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2.2 Mergulho Equivariante de um espaço simétrico

hermitiano

Seja P um espaço simétrico e Φ : P → V um mergulho equivariante. Se p ∈ P então

usaremos a notação T para TpP e N para NpP. Seja s a simetria em p tal que s = −I
sobre T , temos então que:

sα(V,W ) = α(sV, sW ) = α(−V,−W ) = α(V,W ),

ou seja, α(V,W ) ∈ N+, onde N+ é o autoespaço se s associado a 1.

De forma análoga, podemos observar ainda que:

s∇⊥Uα(V,W ) = ∇⊥sUα(sV, sW ) = ∇⊥−Uα(−V,−W ) = −∇⊥Uα(V,W ),

ou seja, ∇⊥α(V,W ) ∈ N−, onde N− é o autoespaço se s associado a −1.

Disto decorrem as seguintes observações:

Observação 2.1 Se P um espaço simétrico e Φ : P → V um mergulho equivariante,

então 〈α(2,0), α(2,0)〉 é holomorfa.

Demonstração: De fato, sejam U, V,W e Z vetores do tipo (1, 0), e T do tipo (0, 1),

provenientes de um sistema de coordenadas

T 〈α(U, V ), α(W,Z)〉 = 〈∇⊥Tα(U, V ), α(W,Z)〉+ 〈α(U, V ),∇⊥Tα(W,Z)〉
= 〈∇⊥T (α)(U, V ) + α(∇TU, V ) + α(U,∇TV ), α(W,Z)〉+
〈α(U, V ),∇⊥T (α)(W,Z) + α(∇TW,Z) + α(W,∇TZ)〉

= 0

A última igualdade decorre do fato de que ∇TU = ∇TV = ∇TW = ∇TZ = 0 e do

fato de que ∇⊥α e α são perpendiculares.

Observação 2.2 Vimos acima que se Φ : P → V é um mergulho equivariante então

α ∈ N+ e ∇⊥α ∈ N−, ou seja, são ortogonais. No entanto observamos que vale uma

espécie de rećıproca: se Φ : P → V é um mergulho tal que α e ∇⊥α são ortogonais

então tal mergulho é localmente simétrico e se P for simplesmente conexo o mergulho é

simétrico, ([27], pg 138).
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Demonstração: De fato, pela equação de Gauss, temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 − 〈α(Y, Z), α(X,W )〉 E assim,

∇〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈∇⊥α(X,Z), α(Y,W )〉+ 〈α(X,Z),∇⊥α(Y,W )〉
−〈∇⊥α(Y, Z), α(X,W )〉 − 〈α(Y, Z),∇⊥α(X,W )〉

= o (pois ∇⊥α e α são ortogonais).

Portanto a curvatura é covariantemente paralela ou seja a imersão é localmente

simétrica.

Suponhamos agora que P é hermitiano e considere J a estrutura complexa sobre P .

Então J extende-se a uma isometria sobre V com J2 = s. Desde que s = I sobre N+,

este espaço se decompõe como N++ +N+− onde J = 1 sobre N++ e J = −1 sobre N+−.

Sejam V(1,0),W(1,0) do tipo (1, 0) e V(0,1),W(0,1) do tipo (0, 1), então

Jα(V(1,0),W(0,1)) = α(JV(1,0), JW(0,1)) = α(iV(1,0),−iW(0,1)) = α(V(1,0),W(0,1))

Jα(V(0,1),W(1,0)) = α(JV(0,1), JW(1,0)) = α(−iV(0,1), iW(1,0)) = α(V(0,1),W(1,0))

Jα(V(1,0),W(1,0)) = α(JV(1,0), JW(1,0)) = α(iV(1,0), iW(1,0)) = −α(V(1,0),W(1,0))

Jα(V(0,1),W(0,1))) = α(JV(0,1), JW(0,1))) = α(−iV(0,1)),−iW(0,1)) = −α(V(0,1)),W(0,1))

Daqui α(1,1) é a N++−componente de α enquanto α(2,0)+α(0,2) é a N+−−componente.

Já sabemos que ∇α ∈ N− e isto junto com α(1,1) ∈ N++ implica que

(∇Uα
(1,1))(V,W ))N

−
= (∇Uα

(1,1)(V,W )− α(1,1)(∇UV,W )− α(1,1)(V,∇UW ))N
−

= (∇Uα
(1,1)(V,W ))N

−

= (∇Uξ)
N−

onde ξ = α(1,1)(V,W ). Mas a N−−parte de ∇ sobre N+ é um tensor B (invariante sobre

o grupo K), assim pode ser calculado pela álgebra linear: ∇u(α
(1,1))(V,W ) = BUξ.

Portanto não precisamos mais de diferenciação; tudo pode ser calculado pelos

tensores K−equivariantes no ponto base p. Veja que Bu não depende de α, somente

dos fibrados N+ e N−. O mergulho é ppmc se e só se α(1,1) toma valores no núcleo de

B : N+ → Hom(T,N−).
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Lema 2.1 α(1,1) é a projeção de α em N++, escrevemos α(1,1) = (α)N
++

.

Demonstração:

Basta mostrar que o diagrama abaixo é comutativo:

T × T
π11
��

α // N

π++

��
T̂

α(1,1)
// N++

onde T̂ = T(1,0) × T(0,1) + T(0,1) × T(1,0)

De fato, seja (X, Y ) ∈ T × T. Sabemos que, por definição,

α(1,1)(X, Y ) = α(X(1,0), Y(0,1)) + α(X(0,1), Y(1,0)),

e este resultado é obtido aplicando α ao resultado de

π(1,1)(X, Y ) = π++(X(1,0) +X(0,1), Y(1,0) + Y(0,1)) = (X(1,0), Y(0,1)) + (X(0,1), Y(1,0)).

Queremos mostrar que isto é equivalente a calcular α(X, Y ) e depois projetar o resultado

em N++. De fato,

α(X, Y ) = α(X(1,0) +X(0,1), Y(1,0) + Y(0,1))

= α(X(1,0), Y(1,0)) + α(X(1,0), Y(0,1)) + α(X(0,1), Y(1,0)) + α(X(0,1), Y(0,1))

Projetando emN++ (que é aplicar π++ na expressão acima) obtemos α(X(1,0), Y(0,1))+

α(X(0,1), Y(1,0)), que é exatamente α(1,1)(X, Y ) e o resultado segue.

Mostramos então que a segunda forma fundamental α toma valores em N+ e sua

(1, 1)−parte é a projeção de α sobre N++, este resultado será fundamental nos próximos

caṕıtulos, quando estivermos calculando α e α(1,1) dos mergulhos a serem propostos.

O lema a seguir caracteriza a parte (2, 0) + (0, 2) de α.

Lema 2.2 α(2,0)+α(0,2) é a projeção de α em N+−.(Escrevemos α(2,0)+α(0,2) = (α)N
+−

).

Demonstração:

Análoga à demonstração do Lema anterior.
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Caṕıtulo 3

Os mergulhos equivariantes do CPn

Neste caṕıtulo caracterizaremos os mergulhos equivariantes do

CPn = Un/(Un−1 × U1) em espaços euclidianos e mostraremos que dentre tais

mergulhos o único ppmc é o extrinsecamente simétrico. Ao final faremos uma

comparação entre as funções equivariantes encontradas por meio do mergulho

equivariante standard e as encontradas pelo novo modelo proposto.

3.1 Funções definidas em CPn invariantes sobre o

grupo de isotropia

Para encontrarmos as funções invariantes do CPn lembremos que podemos pensar

em CPn como o quociente S2n+1/S1 e neste caso a ação de λ ∈ S1 ⊂ C em x ∈ S2n+1 é

dada por

(λ, x) 7→ λx

Assim podemos começar com uma função (real) f sobre S2n+1 e perguntamos o que

significa ser invariante sobre esta ação. Ao invés de Rex e Imx podemos tomar os

argumentos x e x̄ (com as transformações usuais Re x = 1
2
(x + x̄) e Im x = 1

2i
(x− x̄))

e assim podemos escrever f = f(x, x̄) ou mais precisamente, f é uma

composição de uma função f̂(u, v) de duas variáveis u, v em Cn+1 com

g : x 7→ (u, v) := (x, x̄) : Cn+1 → (Cn+1)2.

Usando a expansão de Taylor podemos decompor f(u, v) como soma de polinômios

bihomogêneos f̂kl de grau k em u e l em v; obviamente, fkl = f̂kl ◦ g é invariante sobre
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S1 se e só se k = l, ou seja se possuir a mesma ordem em x e x̄. Isto nos conduz ao

espaço Vk dos polinômios de grau k em x e x̄, que chamamos polinômios de bigrau k.

Definição 3.1 Seja f : Sn+1 → C. Colocamos f(x) = f̂(x, x̄), onde

f̂ : Sn+1 × Sn+1 → C. Dizemos que f̂ (ou simplesmente f) tem bigrau k se

f̂(λx, y) = λkf̂(x, y) = f̂(x, λy).

Note que se f : Sn+1 → C tem bigrau k então ela é invariante sobre S1 , pois

f(λx) = f̂(λx, λx) = (λλ̄)kf̂(x, x̄) = (|λ|)2kf̂(x, x̄) = f̂(x, x̄) = f(x), e assim define uma

função sobre CPn = S2n+1/S1.

Usaremos a notação Vk para o conjunto dos polinomios de bigrau k. Se as

componentes de x são x0, . . . , xn então estamos trabalhando com monômios do tipo

xr00 . . . xrnn x̄0
s0 . . . x̄n

sn , onde
∑

i si =
∑

j rj = k.

Observemos que A =
⊕

k Vk, fecho de
⊕

k Vk, satisfaz as seguintes propriedades:

1. A é uma subálgebra (fechada) de C(CPn).

Sejam xr00 . . . xrnn x̄0
s0 . . . x̄n

sn , e xt00 . . . x
tn
n x̄0

u0 . . . x̄n
un elementos

de A onde
∑

i si =
∑

i ri = k1 e
∑

i ti =
∑

i ui = k2, então o produto é

xr0+t0
0 . . . xrn+tn

n x̄0
s0+u0 . . . x̄n

sn+un , onde
∑

i ri + ti =
∑

i si + ui = k1 + k2.

2. A contem as constantes.

Claramente temos que A contem os polinômios constantes, que estão em V0.

3. A separa pontos de CPn.

Sejam p e q dois pontos distintos de CP n. Se xi(z) = (z, p) então xi(p) = 1 e

xi(q) 6= 1 portanto para fi = xix̄i temos fi(p) = 1 e fi(q) 6= 1.

4. A é auto-adjunto.

Se p ∈ A então p = p0 + . . . + pr onde pi ∈ Vi, i = 0, . . . , r e então

p = c + x0x̄0 + . . . + xr00 . . . xrnn x̄0
s0 . . . x̄n

sn onde
∑
ri =

∑
si = r. Neste caso,

p̄ = c + x0x̄0 + . . . + xs00 . . . xsnn x̄0
r0 . . . x̄n

rn onde
∑
ri =

∑
si = r e assim temos

que p̄ ⊂ A.
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Segue, pelo Teorema de Stone-Weirstrass 1, que
⊕

k Vk = C(CPn), portanto basta

trabalharmos com polinômios (monômios) de bigrau k.

Em Vk os polinômios fk = (xx̄)k são K−invariantes. Existem outros? No caṕıtulo

anterior vimos que as funções K−invariantes são determinadas por sua restrição ao toro

máximo de forma que tal restrição seja invariante pelo grupo de Weyl. Para o CPn

um supespaço abeliano maximal de p é gerado por E1n − En1 ([16], pg 349) e assim o

toro máximo é o ćırculo S1, uma geodésica fechada γ, além disso o único elemento não

trivial do Grupo de Weyl é a conjugação complexa se identificarmos o ponto base 0 com

1 ∈ S1. Os polinômios invariantes precisam portanto ser simétricos em z e z̄. Existem

duas simetrias elementares: z+ z̄ e zz̄, mas a segunda é constante 1 (desde que z ∈ S1).

Assim todos os polinômios homogêneos invariantes são potências de Φ = Rez = 1
2
(z+ z̄).

Escolhendo 0 = [e0], temos

γ(t) = [x(t)] = [e0cost+ vsent]

para algum vetor unitário v, este tem peŕıodo π desde que [−e0] = [e0]. Assim z = (eit)2

e

Re((eit)2) = cos 2t− sen 2t = 2cos 2t− 1 = 2xx̄− 1,

onde estamos indicando por x a 0−ésima cooordenada em Cn+1, que no caso de γ(t) é

o coeficiente de e0. Observe que escrevemos xx̄, e não x2, pois xx̄ é uma função bem

definida em S2n+1/S1. Assim xx̄ é uma função K− invariante que a menos de uma

constante coincide com Φ no toro máximo.

3.2 Mergulhos equivariantes

Na seção anterior discutimos sobre as funções definidas em CPn invariantes sobre o

grupo de isotropia. Vimos que as potências da função polinomial xx̄ são K−invariantes

e assim, trabalharemos com o seguinte mergulho:

1Lembremos que se C(S) é o espaço de Banach sup-normado de todas as funções complexas cont́ınuas

sobre o espaço de Hausdorf compacto S, um subespaço A de C(S) é uma álgebra se fg ∈ A sempre que

f ∈ A e g ∈ A. O Teorema de Stone-Weirtrass diz que se A é uma subálgebra fechada a qual contém as

constantes, separa pontos sobre S e é auto-adjunto (ou seja, f̄ ∈ A sempre que f ∈ A) então A = C(S).

A demonstração pode ser encontrada em [23]. No exemplo S = CPn e A é
⊕

k Vk.

29



FK : CPn → VK

[x] 7→ (xx̄)k

onde x ∈ (Cn+1)? = Hom(Cn+1,C) e x̄ := τ ◦ x (τ(z) = z̄, ∀z ∈ Cn+1)

Note que neste mergulho x não é um elemento de Cn+1 mas sim de seu dual (Cn+1)∗,

(xx̄)k é uma função de bigrau k, se z ∈ Cn+1 então (xx̄)k(z) =| x(z) |2k.

Calculemos a segunda forma fundamental de Fk.

Seja v = x′ = d
dt

∣∣
0
xt, (v ⊥ x, ix). Temos então que w = dF[x]v = k(xx̄)k−1(vx̄+xv̄).

Usando o śımbolo δ para d
dt

∣∣
t=0

, temos que:

δw = k(k − 1)(xx̄)k−2δ(xx̄)(vx̄+ xv̄) + k(xx̄)k−1δ(vx̄+ xv̄).

Mas, como x′ = v, v′ = x′′ = −x então

δ(xx̄) = vx̄+ xv̄ e

δ(vx̄+ xv̄) = 2(−xx̄+ vv̄). Assim:

δw = k(k − 1)(xx̄)k−2(vx̄+ xv̄)2 + 2k(xx̄)k−1(−xx̄+ vv̄)

= k(k − 1)(xx̄)k−2(x̄x̄vv + xxv̄v̄ + 2xx̄vv̄) + 2k(xx̄)k−1(−xx̄+ vv̄)

Como α(1,1)(v, v) = (δw)N
++

, então

α(1,1)(v, v) = 2k(k − 1)(xx̄)k−2xx̄vv̄ + 2k(xx̄)k−1(−xx̄+ vv̄)

É interessante notar que, se k = 1 as expressões para δw (que é a segunda forma

fundamental) e α(1,1)(v, v) coincidem, de fato para ambos obtemos 2(−xx̄ + vv̄). Isto

significa que para k = 1 o mergulho é extrinsecamente simétrico.

Para calcular ∇vα
(1,1)(v, v) temos que diferenciar o vetor normal

ξ = 2k(k − 1)(xx̄)k−2xx̄vv̄ + 2k(xx̄)k−1(−xx̄ + vv̄) e tomar sua componente em N−.

Primeiramente diferenciemos o vetor ξ:
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δξ = 2k(k − 1)(k − 2)(xx̄)k−3(vx̄+ xv̄)(xx̄vv̄)+

2k(k − 1)(xx̄)k−2((vx̄+ xv̄)vv̄ + xx̄(−xv̄ − vx̄))+

2k(k − 1)(xx̄)k−2(vx̄+ xv̄)(−xx̄+ vv̄)+

2k(xx̄)k−1(−(vx̄+ xv̄)− xv̄ − vx̄))

δξ = 2k(k − 1)(k − 2)(xx̄)k−3(xx̄x̄vvv̄ + xxx̄vv̄v̄)+

4k(k − 1)(xx̄)k−2(xvv̄v̄ + x̄vvv̄ − xxx̄v̄ − xx̄x̄v)+

4k(xx̄)k−1(−xv̄ − vx̄)

Agora tomemos sua componente em N− :

∇vα
(1,1)(v, v) = (δξ)N

−

= 2k(k − 1)(k − 2)(xx̄)k−3(xx̄x̄vvv̄ + xxx̄vv̄v̄)+

4k(k − 1)(xx̄)k−2(xvv̄v̄ + x̄vvv̄ − xxx̄v̄ − xx̄x̄v)

Note que a expressão acima é zero somente para k = 1, que como já comentamos é

o caso extrinsecamente simétrico. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Se um mergulho equivariante do espaço projetivo complexo tem pluri-

curvatura média paralela então ele é extrinsicamente simétrico.

De fato, pelos cálculos acima, vemos que nenhum mergulho equivariante do espaço

projetivo complexo, relativo à uma representação irredut́ıvel, tem pluri-curvatura média

paralela além dos extrinsicamente simétricos (k = 1). Para verificarmos que o mesmo se

aplica aos mergulhos referentes a representações redut́ıveis, usaremos o seguinte Teorema

geral:

Teorema 3.2 Sejam f1 : M → V1 e f2 : M → V2 duas imersões isométricas de uma

variedade Kähleriana M. Se f = (f1, f2) : M → V1 × V2 é ppmc então f1 e f2 também

o são.

Demonstração:

Se N é o espaço normal de f em algum ponto p ∈ M então afirmamos que

N = N1 ⊕ N2 ⊕ N0 onde N1 e N2 são os espaços normais de f1 e f2

respectivamente e N0 = {(df1v,−df2v); v ∈ TM}. De fato, se (η, ξ) ∈ N , então

〈(η, ξ), (df1v, df2v)〉 = 0 ∀v ∈ TM , como η ∈ V1 e ξ ∈ V2, então temos:

31



0 = 〈(η, ξ), (df1v, df2v)〉 = 〈(ηN1 + ηT1 , ξN2 + ξT2), (df1v, df2v)〉
= 〈ηT1 , df1v〉+ 〈ξT2 , df2v〉

Se escrevemos ηT1 = df1a e ξT2 = df2b, então obtemos

〈df1a, df1v〉+ 〈df2b, df2v〉 = 0 ∀v ∈ TM,

mas como as imersões são isométricas, então temos 〈a, v〉 = −〈b, v〉 ∀v ∈ TM e portanto

b = −a. Segue que (η, ξ) = (ηN1 + df1a, ηN2 − df2a) = (ηN1 , ηN2) + (df1a,−df2a) ou seja

(η, ξ) ∈ N1 ⊕N2 ⊕N0.

Sejam z do tipo (1, 0) e w̄ do tipo (0, 1). Sabemos que α(1,1)(z, w̄) ∈ N e assim

α(1,1)(z, w̄) = (∇̄w̄z)⊥

= (∇̄w̄z)N1 + (∇̄w̄z)N2 + (∇̄w̄z)N0

= α
(1,1)
1 (z, w̄) + α

(1,1)
2 (z, w̄)

A última igualdade decorre do fato de que

(∇̄w̄z)N0 = (df1(∇zw̄) + α
(1,1)
1 (z, w̄) + df2(∇zw̄) + α

(1,1)
2 (z, w̄))N0

= (df1(∇zw̄) + df2(∇zw̄))N0

= 0 (pois ∇zw̄ = 0).

Assim, temos que

∇̄uα(1,1)(z, w̄) = ∇̄uα(1,1)
1 (z, w̄) + ∇̄uα(1,1)

2 (z, w̄)

= ∇⊥u α
(1,1)
1 (z, w̄)−A

α
(1,1)
1 (z,w̄)

u+∇⊥u α
(1,1)
2 (z, w̄)−A

α
(1,1)
2 (z,w̄)

u

= ∇⊥u α
(1,1)
1 (z, w̄) +∇⊥u α

(1,1)
2 (z, w̄)

−
∑

i〈A1

α
(1,1)
1

(z, w̄)u+A2

α
(1,1)
2

(z, w̄)u, df1ei − df2ei〉(df1ei − df2ei)

= ∇⊥u α
(1,1)
1 (z, w̄) +∇⊥u α

(1,1)
2 (z, w̄)

+
∑

i(〈α
(1,1)
1 (z, w̄), α1(df1ei, u)〉 − 〈α(1,1)

2 (z, w̄), α2(u, df2ei)〉)(df1ei − df2ei)

Como por hipótese ∇̄uα(z, w̄) = 0 então cada fator da decomposição acima precisa

ser zero, em particular ∇⊥uα
(1,1)
1 (z, w̄) = ∇⊥uα

(1,1)
2 (z, w̄) = 0, ou seja f1 e f2 são ppmc.

Observe que a a condição para que a rećıproca seja verdadeira é que∑
i

(〈α(1,1)
1 (z, w̄), α1(df1ei, u)〉 − 〈α(1,1)

2 (z, w̄), α2(u, df2ei)〉)(df1ei − df2ei) = 0

Em particular, se f = (f1, f1) então a rećıproca é verdadeira.
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3.3 O mergulho standard e sua comparação com o

novo modelo

Até aqui trabalhamos com os mergulhos equivariantes Fk : CPn → Vk descritos nas

seções anteriores e vimos que dentre eles o único ppmc é o mergulho F1 (ou seja, o que

temos k = 1) e vimos também que este caso é o extrinsecamente simétrico pois a segunda

forma coincide com α(1,1). No entanto, como vimos no caṕıtulo 1, todo espaço simétrico

hermitiano possui um mergulho standard f : P → g, que já sabemos ser extrinsecamente

simétrico e assim ppmc. Uma pergunta natural é como estes dois modelos se relacionam?

A construção dos mergulhos Fk foi feita via funções K−invariantes. Caracterizemos

tais funções no toro máximo. Relembre que os mergulhos Fk são dados por:

FK : CPn → Vk

[x] 7→ (xx̄)k

Seja v =


v0

...

vn

. Além disso eTi ∈ (Cn+1)? = Hom(Cn+1,C), x0T = ceT0 + seT1 :

Cn+1 → C (c = cos t e s = sin t) e ¯x0T = k ◦ x0T para k : C → C, z 7→ z̄, 0 ≤ t ≤ π.

Temos então:

Fk(x
T
0 )(v) = (x0T ¯x0T )k(v)

= (xT0 (v)x̄T0 (v))k

= [(cv0 + sv1)(cv̄0 + sv̄1)]k

= [c2 | v0 |2 +s2 | v1 |2 +cs(v0v̄1 + v1v̄0)]k

que é a expressão para as funções invariantes definidas no toro máximo.

Por outro lado, para o CPn o mergulho standard é dado por:

[x] 7→ (xx∗)

A algebra de Lie de Un+2 consiste das matrizes hermitianas vezes i, e x ∈ Cn+2 é um

vetor (uma coluna), daqui xx∗ é uma matriz hermitiana. Observe que agora estamos

trabalhando em Cn+1 e não (Cn+1)∗.
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Portanto, se x0 é um vetor fixo então x0x0∗ ∈ H(Cn) que é o conjunto das matrizes

hermitianas de ordem n× n. Assim,

x0x0∗ =

 c

s

( c s
)

=

 c2 cs

sc s2


 v0

v1

( v̄0 v̄1

)
=

 v0v̄0 v0v̄1

v1v̄0 v1v̄1


As funções invariantes são dadas por

〈x0x0∗ , vv∗〉 = tr(x0x0∗vv∗)

= tr


c2 cs

sc s2
0

0 0




v0v̄0 v0v̄1

v1v̄0 v1v̄1

?

? ?



= tr


c2v0v̄0 + csv1v̄0 ?

? csv0v̄1 + s2v1v̄1

?

0 0


= c2 | v0 |2 +s2 | v1 |2 +cs(v0v̄1 + v1v̄0)

É interessante notar que as funções K− invariantes nos dois modelos coincidem

quando k = 1 (que já vimos ser o único caso ppmc), neste sentido o novo modelo

apresentado (mergulhando em Vk) são generalizações do standard.
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Caṕıtulo 4

As subvariedades complexas do CPn

No caṕıtulo anterior caracterizamos os mergulhos equivariantes de P = CPn em Vk

e vimos que o único ppmc é o extrinsicamente simétrico, ou seja quando k = 1. Neste

caṕıtulo trataremos da seguinte questão: dada uma subvariedade complexa Q do CPn,

o que podemos dizer do mergulho de Q em V1? Seria tal mergulho ppmc também?

Q ↪→ P ↪→ V1

Denotaremos por:

γ a segunda forma fundamental de Q ↪→ P,

α a segunda forma fundamental de P ↪→ V1 e

β a segunda forma fundamental de Q ↪→ V1.

Temos então que:

(4.1) 0 = (∇Zα)(X, Y ) = ∇⊥PZ α(X, Y )− α(∇P
ZX, Y )− α(X,∇P

ZY )

(4.2) (∇Zβ
(1,1))(X, Y ) = ∇⊥QZ β(1,1)(X, Y )− β(1,1)(∇Q

ZX, Y )− β(1,1)(X,∇Q
ZY )

Fazendo (4.2) menos (4.1) membro a membro, obtemos:

(∇Zβ
(1,1))(X, Y ) = ∇⊥QZ β(1,1)(X, Y )−∇⊥PZ α(X, Y )− β(1,1)(∇Q

ZX, Y ) + α(∇P
ZX, Y )

−β(1,1)(X,∇Q
ZY ) + α(X,∇P

ZY )
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Observação 4.1 Note que os dois primeiros termos do segundo membro cancelam-se,

ou seja, ∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ) = ∇⊥PZ α(X, Y ).

De fato,

∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ) = (∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ))NP + (∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ))TP

= ∇⊥PZ β(1,1)(X, Y ) + (∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ))TP

Mas (∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ))TP = 0, pois se ξ ∈ NQ (onde NQ é o espaço normal à Q e

tangente à P ) então

〈∇⊥QZ β(1,1)(X, Y ), ξ〉 = −〈β(1,1)(X, Y ), α(Z, ξ)〉
= −〈α(X, Y ), α(Z, ξ)

= −〈[X, JY ], [Z, Jξ]〉
= 〈[Z, [X, JY ]], Jξ〉
= 4〈R(X, JY )Z, Jξ〉
= 0

pois o tensor curvatura é invariante em TQ.

Portanto, a expressão para (∇Zβ
(1,1))(X, Y ) fica:

(∇Zβ
(1,1))(X, Y ) = −β(1,1)(∇Q

ZX, Y ) + α(∇P
ZX, Y )− β(1,1)(X,∇Q

ZY ) + α(X,∇P
ZY )

= −α(∇Q
ZX, Y ) + α(∇P

ZX, Y )− α(X,∇Q
ZY ) + α(X,∇P

ZY )

= α(γ(Z,X), Y ) + α(X, γ(Z, Y ))

E assim temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Se uma subvariedade complexa Q de CPn é ppmc então ela é totalmente

geodésica.

Demonstração: Claramente temos que se Q é totalmente geodésica, então

(∇Zβ
(1,1))(X, Y ) = 0 pois γ ≡ 0. Se Q não é totalmente geodésica então existe X ∈ TQ

tal que γ(X,X) 6= 0 e neste caso (∇Xβ
(1,1))(X,X) = 2α(γ(X,X), X) = [γ(X,X), JX]

que é não nulo.
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Caṕıtulo 5

Os mergulhos equivariantes do

espaço das Estruturas Complexas

Neste caṕıtulo estamos interessandos em caracterizar os mergulhos equivariantes do

espaço das estruturas complexas SO(2n)/U(n).

Já sabemos que para construir as funções invariantes sobre o grupo de isotropia K,

podemos fazê-lo por meio de sua restição ao toro máximo T ⊂ P por p e que a função

sobre T extende-se (unicamente) a uma função K−invariante sobre P se e somente se

sua restrição é invariante sobre o Grupo de Weyl, que é o subgrupo de K que mantém

T invariante.

No caso do espaço das estruturas complexas, um subespaço abeliano maximal de p

é gerado pelas matrizes

(E12 − E21)− (En+1,n+2 − En+2,n+1), (E23 − E32)− (En+2,n+3 − En+3,n+2), . . .

e portanto o toro máximo é S1 × . . .× Sn ([n
2
] vezes, onde [n

2
] = n

2
se n é par e n−1

2
se n

é ı́mpar) ([16],pg350) .O grupo de Weyl contém todas as permutações das coordenadas

e conjugações das coordenadas zj 7→ z̄j (onde zj é a coordenada do j−ésimo ćırculo

S1, j = 1, . . . , r).

Aqui faremos os cálculos para o caso n = 2. (O caso geral é análogo).

z(t1) = 2(e1cost1 + iv1sent1) e z(t2) = 2(e2cost2 + iv2sent2)
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onde ej = 1
2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


A função mais fácil é z+z̄+w+w̄ = 2Re(z)+2Re(w). Como o peŕıodo das geodésicas

é π, precisamos considerar a função:

2((Re(z))2 + (Re(w))2) = 2(2(cos2t1 − sen2t1) + 2(cos2t2 − sen2t2))

= 4(cos2t1 − (1− cos2t1) + cos2t2 − (1− cos2t2))

= 4(2cos2t1 − 1 + 2cos2t2 − 1)

= 8(cos2t1 + cos2t2)− 8

= 8(xx̄+ yȳ)− 8

Removendo as constantes podemos ver que xx̄+ yȳ é a função “mais fácil”.

FK : [x, y] 7→ (xx̄+ yȳ)k

A primeira derivada em t1 é:

k(xx̄+ yȳ)k−1δ(xx̄+ y + ȳ) = k(xx̄+ yȳ)k−1(vx̄+ xv̄)

A segunda derivada em t1 fica então:

k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2(vx̄+ xv̄)2 + k(xx̄+ yȳ)k−1δ(vx̄+ xv̄)

Mas, desde que:

(vx̄+ xv̄)2 = (vx̄+ xv̄)(vx̄+ xv̄)

= x̄x̄vv + 2xx̄vv̄ + xxv̄v̄
e

δ(vx̄+ xv̄) = −2(xx̄+ vv̄)

então, a segunda derivada é:

k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2(x̄x̄vv + 2xx̄vv̄ + xxv̄v̄) + k(xx̄+ yȳ)k−1(−2(xx̄+ vv̄))

Projetando em N++ para encontrar α(1,1)(v, v) :

α(1,1)(v, v) = 2k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2(xx̄vv̄) +−2k(xx̄+ yȳ)k−1(vv̄)

Lembremos também que (α(2,0) + α(0,2))(v, v) é a projeção sobre N+− :

(α(2,0) + α(0,2))(v, v) = k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2(x̄x̄vv + xxv̄v̄)
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que é zero somente no caso k = 1. Isto significa que o mergulho é extrinsecamente

simétrico somente quando k = 1.

Para encontrarmos ∇α(1,1) precisamos diferenciar α(1,1)(v, v) e projetar sobre N−.

Derivando, obtemos:

2k(k − 1)(k − 2)(xx̄+ yȳ)k−3(vx̄+ xv̄)xx̄vv̄ + 2k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2((vx̄+ xv̄)vv̄ +

xx̄(−xv̄ − vx̄))− 2k(k − 1)(xx̄+ yȳ)k−2(vx̄+ xv̄)vv̄ − 2k(xx̄+ yȳ)k−1(−xȳ − vx̄)

e projetando em N− :

∇α(1,1) = 2k(k−1)(k−2)(xx̄+yȳ)k−3(vx̄+xv̄)xx̄vv̄−4k(k−1)(xx̄+yȳ)k−2(vx̄+xv̄)vv̄

Que é zero somente se k = 1 (caso extrinsecamente simétrico).

A derivação em t2 é análoga.

Então, como no caso do CPn, temos:

Teorema 5.1 Se um mergulho equivariante do espaço SO(2n)/U(n) tem pluri-curvatura

média paralela então ele é extrinsicamente simétrico.

Aproveitamos para observar que se G/K é um espaço simétrico hermitiano qualquer

cujo toro máximo é um produto métrico de ćırculos isométricos S1 ⊂ C e cujo grupo

de Weyl contém todas as permutações das coordenadas e conjugações das coordenadas

zj 7→ z̄j (onde zj é a coordenada do j−ésimo ćırculo S1, j = 1, . . . , r) e cujas geodésicas

têm peŕıodo π então as funções K−invariantes mais fáceis são (xx̄+yȳ . . .)k e para k = 1

o mergulho definido é extrinsecamente simétrico.

Nestas condições temos então uma demonstração alternativa para o já conhecido

Teorema de O. Loos, para o caso em que o espaço simétrico é hermitiano, que diz:

“Se o toro máximo de um espaço simétrico (hermitiano) é um produto métrico de

ćırculos isométricos, então ele é um R− espaço, mergulhável como um espaço

extrinsecamente simétrico.”
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Caṕıtulo 6

O mergulho p−projeção

O mergulho a seguir é um novo exemplo de mergulho equivariante para qualquer espaço

simétrico hermitiano P = G/K. Tal mergulho é órbita de polinômios homogêneos sobre

g (álgebra de Lie de G), de grau 2 e o espaço receptor é o espaço das formas quadráticas.

O polinômio quadrático f2 é dado pela p−projeção πp (onde g = k + p é a

decomposição de Cartan, que é decomposição em espaços tangente e normal do

mergulho usual P ⊂ g no ponto base p, com Gp = K).

P = G/K → S2G (Espaço das formas quadráticas)

p 7→ fp onde fp(x) = 〈πpx, x〉

(usando um produto interno Ad(G)− invariante sobre g). A forma quadrática p é

inteiramente determinada por πp : g → p ⊂ g. Este é quase o simétrico extŕınseco

sobre g; de fato, sp tem autoespaços k (autovalor 1) e p (autovalor −1) enquanto πp tem

autovalor 0 sobre k e 1 sobre p. Daqui

sp = I − 2πp

onde I denota a identidade sobre g. Além disso, sp = J2
p e Jp são dados pelo

mergulho usual, de forma que podemos obter todas as informações do novo mergulho pelo

mergulho usual. Vamos chamar este mergulho de mergulho p−projeção ou simplesmente

p− mergulho.

Nós temos uma variedade Riemanniana P e um mergulho isométrico f : P → V

(onde o espaço vetorial V no nosso caso, é o espaço das matrizes simétricas sobre g.

Então sua Hessiana Ddf é a segunda forma fundamental, calculada como segue
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Ddf(v, w) = dv(df(w))− df(Dvw)

Afirmamos que df(w) = 1
2

˜adw onde ˜adw = adw sobre p e −adw sobre k.

De fato, f = πp e como J2
p = I − 2πp então ∂wf = ∂w(−1

2
J2). Segue que

∂wf = −1
2
((∂wJ)J + J∂wJ)

(∂wf)x = 1
2
([J, w]Jx+ J [J, w]x)

(∂wf)x = 1
2
([[J, w], [J, x]] + [J, [[J, w], x]])

Precisaremos da seguinte observação:

Observação 6.1 Se a, b ∈ g então J [a, b] = [Ja, b] + [a, Jb]. Em particular temos que

se a, b ∈ p então [a, b] = [Ja, Jb], se a, b ∈ k então J [a, b] = 0 e se a ∈ p e b ∈ k então

J [a, b] = [Ja, b] (analogamente, se a ∈ k e b ∈ p então J [a, b] = [a, Jb]).

Demonstração: De fato,

Pela Identidade de Bianchi temos

[J, [a, b]] + [b, [J, a]] + [a, [b, J ]] = 0

[J, [a, b]]− [[J, a], b]− [a, [J, b]] = 0

Ou seja, [J, [a, b]] = [[J, a], b] + [a, [J, b]], que é J [a, b] = [Ja, b] + [a, Jb].

Voltando ao cálculo de ∂wf , observe que quando x ∈ k, [J, x] = 0 e assim o primeiro

termo é zero. Neste caso, a expressão fica:

(∂wf)x = 1
2
([J, [[J, w], x]])

= 1
2
[J, [J, [w, x]]]

= −1
2
[w, x]

= −1
2
adwx

Quando x ∈ p, temos que [[J, w], x] ∈ k (pois é o colchete de dois elementos de p) e

assim [J, [[J, w], x]] = 0, ou seja o segundo termo é zero. Neste caso, a expressão fica:

(∂wf)x = 1
2
[[J, w], [J, x]]

= 1
2
(J [w, [J, x]]− [w, JJx])

= 1
2
[w, x]

= 1
2
adwx

Assim df(w) = 1
2

˜adw = 1
2
(adwπp − adwπk) (onde πk = I − πp)
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Retomando o cálculo da hessiana, temos

Ddf(v, w) = dv(df(w))− df(Dvw)

= ∂v(
1
2
(adwπp − adwπk))− 1

2
˜adDvw

No entanto, observe que ∂vadw = ad∂vw e ∂vw não está em p, tem parte normal

αvw ∈ k de forma que em lugar de ad∂vw usaremos sua componente simétrica adDvw.

A hessiana fica então:

Ddf(v, w) = ∂v(
1
2
(adwπp − adwπk))− 1

2
˜adDvw

= 1
2
(adDvw(πp − πk) + adw∂v(πp − πk)− ˜adDvw)

= 1
2
( ˜adDvw + adw∂v(πp − πk)− ˜adDvw)

= 1
2
(adw∂v(πp − πk))

= 1
2
(adw( ˜adv + ˜adv))

= adw ˜adv

Portanto β(v, v) = adv ˜adv = (ad2
v,−ad2

v).

Para calcularmos β(1,1)(v, v) primeiramente precisamos verficar quem é N+ e N++ :

Para o N+, lembrando que matrizes agem por conjugação, verifiquemos como

s =

 −I 0

0 I

 age:

 −I 0

0 I

 A 0

0 B

 −I 0

0 I

 =

 −A 0

0 B

 −I 0

0 I

 =

 A 0

0 B


 −I 0

0 I

 0 B

A 0

 −I 0

0 I

 =

 0 −B
A 0

 −I 0

0 I

 =

 0 −B
−A 0


Portanto as matrizes diagonais são invariantes por s enquanto as antidiagonais 1são

antinvariantes. Segue que N+ é constitúıdo pelas matrizes diagonais.

Para oN++, verifiquemos quais matrizes diagonais são invariantes por j =

 J 0

0 I

:

 −J 0

0 I

 A 0

0 B

 J 0

0 I

 = −

 −JA 0

0 B

 J 0

0 I

 =

 −JAJ 0

0 B


1Denominamos matrizes antidiagonais as matrizes cujos elementos que não estão na diagonal

secundária são necessariamente nulos.
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Igualando este resultado a

 A 0

0 B

 encontramos a condição JAJ = −A, que é

equivalente a AJ = JA. Concluimos que a (++)− parte de algum (A,B) (onde A ∈ p

e B ∈ k) é (AC) (onde AC é a parte complexa linear de A).

A parte complexa linear de A é dada por 1
2
(A − JAJ), como no nosso caso

β(v, v) = adv ˜adv = (ad2
v,−ad2

v) então A = ad2
v. A

C fica então:

1
2
(ad2

v − Jad2
vJ)(x) = 1

2
([v, [v, x]]− [J, [v, [v, Jx]]])

= 1
2
([v, [v, x]] + J [v, [Jv, x]])

= 1
2
([v, [v, x]] + J(−[x, [v, Jv]]− [Jv, [x, v]]))

= 1
2
([v, [v, x]] + J [[v, Jv], x]− [−v, [x, v]])

= 1
2
J [[v, Jv], x]

Como [v, Jv] ∈ k, ad[Jv,v] é antissimétrica. Segue que

β(1,1)(v, v) = (0,−ad2
v) = −ad2

v ◦ πk.

Para ver se é ppmc devemos calcular ∂w(β(1,1)(v, v)) :

∂w(β(1,1)(v, v)) = ∂w(−ad2
v ◦ πk)

= −(∂w(ad2
v) ◦ πk + ad2

v ◦ ∂wπk)
= −(((∂wadv)adv + adv∂wadv)πk + ad2

v ◦ ∂wπk)
= −(((adDwv + adαwv)adv + adv(adDwv + adαwv))πk + ad2

v ◦ ∂wπk)

Em p, a expressão fica apenas ad2
v ◦ ∂wπk, ou seja,

(∇wβ
(1,1))(v, v) = ad2

v ◦ ∂wπk = ad2
v

˜adw

que acreditamos que seja não nula e não tangente sempre, no entanto apresentaremos

uma demonstração expĺıcita apenas para o caso de posto 1:

Para mostrar que não é tangente precisamos mostrar que ad2
v

˜adw 6= adu ∀u.

Suponha que v 6= λ1w, todo plano que contem v tem curvatura diferente de 0 (entao

[v, x] = 0↔ x e v sao paralelos) e existe u tal que ad2v ãdw = adu.
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Entao,

〈ad2
vãdw(x), v〉 = 〈[v, [v, [w, x]]], v〉

= −〈[[v, [w, x]], v]v〉
= −〈[v, [w, x]], [v, v]〉 (metrica bi-invariante)

= 0

e 0 = 〈adu(x), v〉 = 〈[u, x], v〉 = −〈x, [u, v]〉 ∀x, portanto [u, v] = 0 e assim u = λv.

Entao ad2
vãdw(w) = 0 e adu(w) = 0, u = λ2w e v = λ3w, absurdo.

Para mostrar que ad2
vãdw 6= 0 podemos usar que R(X, Y )Z =

1

4
[Z, [X, Y ]]:

〈ad2ãdw(v), [w, v]〉 = 〈[v, [v, [w, v]]][w, v]〉
= 4〈R(v, [w, v])v, [w, v]〉

A ultima expressao é quase a curvatura seccional, que supomos nao nula.

Podemos concluir que, pelo menos no caso de posto 1, o p−mergulho não é ppmc.
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