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Resumo

O fenémeno causado pela interacao spin-flip V introduzido em um hamiltoniano
supercondutor tipo BCS, tem por um dos objetivos estudar um possivel efeito termo-
dindmico causado por adi¢ao de uma impureza magnética em um supercondutor. O
potencial spin-flip também pode ser entendido como uma maneira simplificada em re-
presentar o efeito de impurezas em um supercondutor convencional. Observamos que
a competicao entre os elétrons emparelhados e o efeito spin-flip, gera uma transicao de
fase de primeira ordem para dados valores de V', ou seja, para potenciais criticos, antes
que a fase supercondutora seja completamente destruida.

O diagrama de fases mostra um ponto tricritico em uma linha de fronteira que
concorda com resultados da hibridizacao em supercondutores onde a linha de transigao
de segunda ordem para a de primeira ordem ocorre quando a quebra de par decorre
de flutuacoes térmicas. Para que pudéssemos obter os pontos de fronteira de primeira
ordem, contamos com o auxilio de calculos numéricos computacionais para a minimi-
zagao de energia livre do sistema e verificamos até que ponto as impurezas magnéticas
presentes influenciaram na temperatura critica do supercondutor.

Palavras-chave: Supercondutividade, potencial Spin-flip, impurezas magnéticas.



Abstract

The phenomenon caused by the spin-flip V interaction introduced in a supercon-
ducting Hamiltonian type BCS, aims to study a possible thermodynamic effect caused
by the addition of a magnetic impurity in a superconductor. The spin-flip potential can
also be understood as a simplified way to represent the effect of impurities in a conven-
tional superconductor. We found that the competition between the paired electrons
and the spin-flip effect generates a first order phase transition for given values of V
that is, for potential critics, before the superconducting phase is completely destroyed.

The phase diagram shows a trichritic point on a boundary line that agrees with hy-
bridization results in superconductors where the second-order to first-order transition
line occurs when the pair break is due to thermal fluctuations. In order to obtain the
first order frontier points, we counted on the aid of computational numerical calcula-
tions to minimize the free energy of the system and verified the extent to which the
magnetic impurities present influenced the critical temperature of the superconductor.

Keywords: Superconductivity, Spin-flip potential, magnetic impurities.



Capitulo

Introducao

1.1 A descoberta da Supercondutividade

Os experimentos realizados em férmions ultra-frios foram motivados pela possibilidade
de se criar um condensado de Fermi ou equivalentemente a um liquido de Fermi super-
fluido [1,2]. Déa-se a esse fenémeno o nome de transicao BCS-BEC. Isto requer que os
atomos fermionicos formem pares, como os pares de Cooper de elétrons em supercon-
dutividade que serao explicados posteriormente [3]. Diante desse fato, a corrida para
estudar um dos fenémenos que intrigaria a comunidade cientifica comegou em 1911 na
Universidade de Leiden (Holanda). Heike Karmelingh Onnes e sua equipe observaram
em seu laboratorio pela primeira vez esse fenomeno exoético e surpreendente que a na-
tureza pode exibir: a supercondutividade [4]. Anos antes dessa fantastica descoberta
(mais precisamente em 1908), Onnes liquefez o Hélio submetendo-o a sucessivos proces-
sos de resfriamento obtendo temperaturas inferiores a 4 K. A partir dai, ele investigou
o comportamento da resisténcia elétrica para diversos metais, porém, estes apresenta-
ram o que ele identificou como resisténcia residual, na presenca de impurezas dos
materiais em andlise. Por fim, o material candidato para tal pesquisa foi o Mercirio
devido a facilidade em encontrar esse metal em elevado grau de pureza. Analisando o
material, observou-se a queda abrupta da resisténcia do merctirio, em torno de 4,2 K
(figura 1.2), o que deixou Onnes intrigado. A essa temperatura foi dado o nome de
temperatura critica T, que o levou ao descobrimento da Supercondutividade [5,6].

Desde entao, o termo supercondutor é usado para especificar materiais que perdem
resisténcia elétrica abaixo de uma temperatura critica T..

No ano de 1933, Karl Walter Meissner e Robert Ochsenfeld [7] descobriram que os
supercondutores sao na verdade, diamagnetos quase perfeitos. Quando um material é
submetido a um campo magnético, este penetra no mesmo, ainda que o valor do campo
em seu interior, seja diferente do campo aplicado. O valor do campo magnético no in-

terior de um material supercondutor é zero (B = 0), isso significa, que supercondutores



expulsam o campo magnético. Portanto, a esse fenomeno foi dado o nome de efeito
Meissner-Ochsenfeld [8].

Nos anos subsequentes a importancia dos estudos sobre materiais supercondutores
como metais e ligas metdlicas ganhou maior interesse. Precisamente no ano de 1986,
em um laboratorio da IBM proximo de Zurique (Suiga), Bednorz e Miiller buscavam a
supercondutividade em uma nova de classe de materias ceramicos: os Cupratos ou 6xi-
dos de cobre. Bednorz verificou que a resisténcia elétrica era nula nesse 6xido de cobre
em uma faixa de temperatura em torno de 53,1 K, onde seus resultados foram confir-
mados por diversos grupos experimentais, incluindo o Shoji Tanaka na Universidade
de Toquio [9]. Portanto, mediante a essas descobertas, a supercondutividade ganhou
maior notoriedade e estudos em maior escala. A figura 1.1 mostra o grafico contendo
a temperatura critica recorde de cada metal e ligas-metélicas versus seus respectivos
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Figura 1.1: Linha do tempo das descobertas de supercondutores. A direita, podemos
ver a temperatura do nitrogénio liquido, que de modo geral, divide os supercondutores
de altas temperaturas dos supercondutores de baixa temperatura. Os cupatros sao
dispostos como losangos azuis, os supercondutores & base de ferro como quadrados
amarelos, os 6xidos de magnésio e supercondutores “originais”’BCS (baixa temperatura)
sao representados como circulos verdes, os Férmions pesados por estrelas verdes, os
alotropos de carbono por triangulos vermelhos e, por fim, os fulerenos por triangulos
roxos. FONTE: P.J.Ray - CC BY-SA 4.0
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Figura 1.2: Merctirio no estado supercondutor (A esquerda). E a direita esta H.
K. Onnes, o descobridor da supercondutividade. Fonte: H. K. Onnes, Commun.

Phys.Lab.12,120, (1911)

E importante enfatizar também que, os supercondutores possuem duas classes dis-
tintas, ou melhor, sao divididos em dois tipos, de acordo com suas propriedades espe-
cificas. Os supercondutores de tipo I sao formados por metais e por algumas ligas e,
geralmente, suas temperaturas cristicas T¢ sao extremamente baixas, que, em confor-
midade com a teoria BCS, seria necessaria para reduzir as vibracoes dos atomos do
cristal e permitir que o fluxo de elétrons pelo material ocorra sem dificuldades, produ-
zindo assim a supercondutividade. Uma caracteristica importante dos supercondutores
tipo I é a queda abrupta de temperatura acompanhada do efeito Meissner. A figura
1.2 & esquerda nos mostra esse tipo de supercondutor. Agora, em se tratando dos
supercondutores do tipo II eles sao formados por ligas metalicas e outros compostos.
Exceto os metais puros como: Nidbio, Vanadio e Tecnécio, pois de forma geral, as T
associadas a eles sao muito mais altas que as dos de tipo I, como é o caso dos Cupratos.
O primeiro material descoberto no supercondutor tipo II foi uma liga de Chumbo e
Bismuto fabricada em 1930. A transicao para o estado supercondutor ocorre de forma
gradual com a presenca de um estado misto, onde os supercondutores tipo II apresen-
tam regioes no estado normal cercadas por regioes supercondutoras que ocorrem nos

vortices de Abrikosov (vortices em baixa temperatura).

1.2 A supercondutividade em ligas metalicas, com-

postos inorganicos e impurezas magnéticas

Nessa secao, temos o interesse em demonstrar através de estudos e pesquisas, um dos
muitos efeitos causados por impurezas magnéticas e processos de dopagem em materi-
ais supercondutores. O cerne desse trabalho é justamente demonstrar como os elétrons
localizados flipam (invertem seus spins) na presen¢a de impurezas magnéticas, bem

como, analisar através de processos termodinamicos a criticalidade desse supercondu-



tor. Para uma compreensao mais concisa desse efeito, falaremos resumidamente sobre
o efeito Kondo. Esse fendmeno decorre do aumento da resistividade elétrica devido a
presenca de impurezas magnéticas. A descoberta desse efeito ocorreu em 1964 pelo
fisico japonés Jun Kondo [9]. Esse fenémeno tornou-se um conceito referéncia em fisica
de matéria condensada, para um melhor entendimento do comportamento de sistemas
metalicos de elétrons que interagem fortemente.

Mediante o estudo realizado acerca de impurezas magnéticas realizado por Kondo,
existem diversos trabalhos que nos motivaram a desenvolver o presente estudo em
materiais que comportam esse tipo de fenémeno. Por exemplo, em 2009, cientistas
alemaes tornaram o semicondutor Germéanio em supercondutor a pressao ambiente.
No processo de construcao desse semicondutor, os cientistas inseriram seis atomos
de Galio para cada cem atomos de Germénio (figura 1.3). O que esperava-se era
que a Supercondutividade viesse a acontecer apenas nos aglomerados dos dtomos da
substancia dopante, porém, o acontecido que surpreendeu o grupo de cientista foi
que, uma camada de Germéanio com uma espessura de 60 nm tornou-se inteiramente
supercondutora. A insercao de tantos atomos pode danificar seriamente a estrutura
do Germéanio, porém, os pesquisadores utilizaram uma técnica chamada recozimento

(annealing) para refazer a estrutura cristalina do Germanio [10].

Figura 1.3: Dopagem do Germéanio com fos de Gélio (azuis). Pulsos curtos de ondas
eletromagnéticas recozem o material para reconstruir sua estrutura atomica, danificada

pela dopagem com os ions. Fonte: Sander Miinster, Kunstkosmos.

Pesquisadores da Universidade de Toquio (2015) realizaram estudos em um super-
condutor 2D na superficie de Dissulfeto de Molibdénio (M0S2), que mantém o estado
supercondutor mesmo em campos magnéticos com magnitude de 50 Tesla (com uma
poténcia 100 vezes maior que os imés de Neodimio disponiveis comercialmente). Este
resultado fornece importantes informacgoes sobre o desenvolvimento de superconduto-
res estaveis em campos magnéticos fortes. Os supercondutores apresentam resisténcia

nula e, portanto, podem permitir o fluxo de corrente sem consumo excessivo de energia.
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Além do mais, os fenomenos da supercondutividade sao objetos de intensa pesquisa
global para descobrir suas propriedades basicas e suas potenciais aplicagoes, particu-
larmente para tecnologias futuras de baixo consumo de energia. Em muitos supercon-
dutores descritos até hoje, dois elétrons com spins opostos formam o par de Cooper, e
sao esses pares de elétrons especiais que formam o estado supercondutor [11].

O campo magnético tende a alinhar os spins dos elétrons na mesma direcao, de modo
que um campo magnético forte o suficiente para alinhar os spins dos pares de Cooper em
um supercondutor podem tornar esse estado instavel e fazé-lo colapsar. Para corrigir tal
problema, pesquisadores do mundo inteiro tentaram projetar supercondutores estéveis
na presenca de campos magnéticos fortes. De forma mais clara, os supercondutores
bidimensionais sao os fortes candidatos, pois, sao criados em diversas formas a partir

de materiais atomicos espessos (figura 1.4).

50 Tesla

Figura 1.4: Pares de Cooper nao-convencionais protegidos por bloqueio “spin-valley” em
MoS2 (parte inferior). Os spins dos pares de Cooper sdo completamente bloqueados
perpendicularmente ao plano por campos magnéticos internos de aproximadamente
200 Tesla, de modo que o estado supercondutor é preservado mesmo diante de campos
magnéticos externos fortes (= 507"). (Parte superior) Arranjo dos pares de Cooper - A
simetria da estrutura cristalina da origem a um arranjo hexagonal dos pares. Fonte:
© 2015 Yu Saito.

Como citado acima, o grupo liderado pelo professor Yoshihiro Iwasa (lider do grupo
de pesquisa RIKEN) e o doutorando Yu Saito do Departamento de Fisica Aplicada e
Centro de Eletronica de Fase Quantica da Universidade de Toquio, prepararam um

supercondutor bidimensional (atomicamente fino) com apenas uma camada atomica
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de MoS2. Eles utilizaram um sistema de ima pulsado de 55 Tesla no Laboratoério
Internacional de Ciéncia MegaGauss do Instituto de Fisica do Estado Soélido; o grupo
descobriu que o estado supercondutor em MoS2 pode permanecer estavel mesmo sob
campos magnéticos com intensidade de 52 Tesla a 1,5 K [11].

Em 2017, um estudo realizado por Seokhwan Choi, do Instituto Avancado de Ci-
éncia e Tecnologia da Coréia, et al. descobriu um novo de tipo de efeito chamado
de comutacao de correntes de spin ou simplesmente corrente de rotagdo em um
supercondutor de Ferro [12]. O que ele fez foi, modificar a ordem magnética no su-
percondutor & base de Ferro SryV OsFeAs utilizando a corrente de spin, que eles pro-
duziram através da ponta magnética de um SMT. Os pesquisadores mostraram que a
corrente pode ser usada para modificar dois fendmenos: o magnetismo e a supercon-
dutividade coexistentes no material. Magnetismo e Supercondutividade sempre foram
tidos como antagonicos em relacdo ao outro. A visdo em torno disso é que, o mag-
netismo geralmente implica momentos magnéticos localizados, que podem separar os
elétrons delicadamente emparelhados (par de Cooper) em um condensado supercondu-
tor [13|. Porém, ambos fenomenos (magnetismo e supercondutividade) nao precisam
estar em desacordo. Um exemplo disso ¢ o chamado Supercondutor “Reentrante”|14],
onde um material magnético é transformado em supercondutor na presenca de um forte
campo magnético [15]. Nos supercondutores a base de ferro, também conhecido como

pnictideos de ferro, podem coexistir magnetismo e supercondutividade.

Figura 1.5: Choi et al., modificou a ordem magnética no supercondutor a base de ferro
SraVOs3FeAs usando uma corrente de spin, que eles produziram através da ponta
magnética de um STM (triangulo cinza). Antes de aplicar a corrente, os giros dos
atomos de ferro (esferas azuis) se alinham em um padrao que possui dupla simetria
rotacional (esquerda); para maior clareza, o padrao de rotagao é mostrado de cima.
Depois que a corrente é aplicada, a ordem magnética muda para um padrao com
simetria rotacional quadrupla (direita)

O trabalho de Choi et al., ¢ um passo em direcao a exploracao conjunta das pro-
priedades do magnetismo e da supercondutividade. Como muitos outros pnictideos, os
atomos de ferro(Fe) deste composto, que sao magnéticos ficam em camadas atdomicas
distintas, como esta disposto no centro da figura (1.5). Estudos anteriores mostraram

que, a 5 K, a temperatura dos experimentos de Choi e colaboradores, os spins dos
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atomos de ferro se alinham em um padrao conhecido como Cy assim chamado por sua

dupla simetria rotacional (esquerda da figura 1.5).

1.3 Interacao elétron-fonon (Formacao do par de Co-
oper)

Gases ultra-frios proporcionam novos conceitos para estudos em torno de sistemas
quanticos interagentes. Ao longo de muitos anos, gases quanticos bosonicos ou fermi-
onicos tém sido uma poderosa ferramenta quanto a investigacao de muitos fendmenos
fisicos. Esses gases possuem uma gama extensa de caracteristicas que facilitam es-
ses estudos, como ja foi (e ainda é), de forma ampla, demonstrado em pesquisas em
condensados de Bose-Einstein (BEC). Em 1995 quando atomos alcalinos de (®"Rb) fo-
ram resfriados a temperaturas de nanoKelvin através de técnicas de resfriamento por
laser e resfriamento evaporativo ocorreu o surgimento dessa fase super-fluida [16,17].
Até entao, o condensado (Bose-Einstein) alcalino criado, era fracamente interagente
e a condensacao era facilmente observada. Essas mesmas técnicas foram aplicadas a
outra classe de particulas, os férmions. O que motivou os experimentos em férmions
ultra-frios foi a possibilidade na criacao de um condensado de Fermi ou, equivalente,
um liquido de Fermi superfluido [18,19]. Isso requer que os elétrons formem pares,
como os pares de Cooper de elétrons em supercondutividade [20]. Em supercondutores
convencionais, o emparelhamento tipo onda-s ocorre entre elétrons de spin-up e outro
de spin-down. Em gases ultrafrios esse emparelhamento ocorre de forma similar com a
mesma energia de Fermi. Assim, o par de Cooper é formado em baixas temperaturas
e, impreterivelmente quando a interacao entre os elétrons forem atrativas e fortes. Isso
explica o fato de que, em sistemas fermionicos formarem uma energia de excitagao
minima (abaixo de uma certa temperatura) que é conhecida por gap no condutor. A
partir dessa teoria, muitas propriedades de superfluidos e supercondutores puderam ser
explicadas com mais clareza.

Na maioria dos experimentos que estudam a transicao BEC-BCS, as particulas fer-
mionicas sao atomos que sao forgados a formar uma molécula diatomica (que em baixas
temperaturas formam o BEC). A figura 1.6 (a) mostra um superfluido contendo esse
tipo de par. Quanto a fase BCS, o emparelhamento de Cooper (Par de Cooper), se da
por par de elétrons ligados a baixas temperaturas. A razao para esse emparelhamento

serd explicada mais adiante.
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Figura 1.6: Diagrama emparelhamento de férmions na transicio BEC-BCS. As duas

cores representam férmions em estados e spins diferentes. A interacao é do tipo onda-s.
[21]

Na década de 50 (1957), a teoria BCS que descreve microscopicamente a super-
condutividade foi proposta por Bardeen, Cooper e Schrieffer [22]. Porém, antes desse
grande feito, em um artigo publicado em 1956 por Cooper, este considerou o problema
de dois férmions com momentos iguais e opostos, na parte externa de um mar de Fermi
perfeito [3]. Leon Cooper notou que devido ao principio da exclusdo de Pauli, dois
férmions nao poderiam ocupar o estado de momento k < kg, ou seja, sao proibidos de
penetrarem o interior do mar de Fermi. Dessa forma, ele criou uma funcao de onda
para esse tnico par de elétrons excitados acima da superficie de Fermi, onde encontrou
um estado ligado (interagdo atrativa) formado, ndo importando a natureza da forga
dessa interacao. A esse estado com um par de elétrons ligados foram batizados como:
"par de Cooper".

Na realidade Bardeen, Schrieffer e Cooper unificaram a teoria de muito corpos
ao problema do emparalhamento desses pares, descrevendo com sucesso o fenémeno
da Supercondutividade. De forma mais clara, o estado BCS consiste na perda de
correlagoes entre férmions sobre a superficie de Fermi no espago dos momentos (figura
1.6 (c)). Sistemas correlacionados envolvem fenoémenos coletivos, ou seja, que nao
sao facilmente explicados por comportamento individual das particulas que constituem
o sistema, mas pela descricao do comportamento de um grupo de particulas. A forte
correlagao entre os elétrons dificulta o seu movimento. Em alguns materiais, os elétrons
comportam-se como se tivessem massa bem maior que a de um elétron sozinho, onde
a razao comportamental coletiva dos elétrons é observada em diversas substancias,
materiais etc.

Por fim, de acordo com a teoria BCS, os elétrons de um supercondutor formam
pares em baixas temperaturas permitindo a interacao dos elétrons e ions positivos da
rede cristalina. Os elétrons de condugao atraem esses fons concentrando um maior

namero de cargas positivas em certas regioes do espaco (figura 1.8).
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Figura 1.7: (Esquerda) Atracao elétron-elétron mediada por fonon. Quando um elétron
(circulos vermelhos) colide com a rede atomica (circulos verdes), ele cria uma vibragao.
O segundo elétron é afetado pela vibracao e, portanto, “sente” a presenca do outro
elétron e é atraido por ele. (Direita) Dois pares de elétrons interagentes na superficie
de Fermi (circulo) no espago dos momentos. Os elétrons dos pares de Cooper tém spins

e momentos opostos. [23,24]

Forcas elasticas mantém os fons presos a rede cristalina, gerando uma regiao com
alta densidade de carga que se “desloca” pelo material, exatamente como um fonon.
A interacao gerada é mediada por elétron-fénon, e, como o momento desse fénon é
fornecido pelo elétron, diz-se que esse fonon foi emitido por essa particula fermionica.
O fonon é o intermediador por dois elétrons interagirem na rede, na realidade, ele cria
uma espécie de estado ligado entre os dois elétrons. Esta particula composta por dois
elétrons e um fonon é o que chamamos de par de Cooper, cuja ligacao ocorre na ordem
de mili-elétron-volts (meV).

Devido ao fato da velocidade do elétron ser muito maior do que a do fonon, ocorrera
um “retardamento” na propagacao da deformacao em relacao ao elétron. Isso resulta
na permanéncia da correlacao do par de Cooper por longas distancias. A dimensao do
par pode ser estimada multiplicando-se a velocidade de Fermi, que é aproximadamente

vr ~ 10%cm/s ou ~ 10°m/s pela frequéncia de Debye (wp = 10'3s71), onde:

vp - wp' & 100 nm.

Esta dimensao ¢ muito maior que o alcance de interagao repulsiva coulombiana
blindada, que tem pouco efeito sobre a formacao do par ligado. De acordo com a teoria
BCS a formagao desses pares ocorre com maior probabilidade entre elétrons em estados

com vetores de onda e spin opostos. Representamos um dado estado do par por:



15

Assim, podemos escrever a funcao de onda do par de Cooper na forma geral:

]' i\ k-(r1—ro
Uiy = 1) = 75 3 gli)eer e, (1)
k

sendo |g(k)|? a probabilidade do par ser encontrado no estado (k 1, —k |).

Figura 1.8: Diagrama de Feynman da interacao mediada por fonon entre elétrons.
Linhas solidas com setas representam o propagador de elétrons; linha ondulada, o
propagador de fonons; e circulos cheios, o acoplamento elétron-fonon [25].

Fonon

@ Par de Cooper

2100 nm

te—0.1- .4 nm—=|
Espacamento dos
ions da rede

Figura 1.9: Os pares de elétrons estao acoplados ao longo de centenas de nanometros
[26].

O contexto historico sobre a descoberta da supercondutividade, bem como as ou-
tras secoes da supercondutividade em ligas metalicas etc., interacao elétron-féonon nos
serviram como escopo para a idealizacao do desenvolvimento desse trabalho, que esta
dividido na seguinte forma.

No capitulo 2, fizemos uma breve abordagem sobre transicoes de fase que nos serve

como parametro para descrever os fendomenos decorrentes de transicoes de primeira e
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segunda ordem no sistema e ainda, demonstrar a teoria acerca dos fenomenos criticos
e a teoria cujo formalismo descreve a energia livre para transicoes de fase de primeira
e segunda ordem, e, por fim, apresentamos a relacao de Clausius-Clapeyron que nos
dara informacoes sobre a entropia e densidade por par de Cooper.

No capitulo 3, consideramos um modelo de hamiltoniano onde o sistema possui
simetria tipo onda-s, no qual utilizamos as funcoes de Green de Zubarev para ob-
tencao de solugoes para as correlagoes do sistema apresentando suas propriedades e
particularidades.

No capitulo 4 apresentamos os resultados obtidos, discussoes, conclusoes e perspec-
tiva do trabalho.

No apéndice A, procuramos apresentar de forma clara, objetiva e detalhada as

funcoes de Green com a qual trabalhamos.



Capitulo

Transicao de Fase Supercondutora

No ano de 1950, os fisicos Russos Lev Davidovich Landau e Vitaly Lazarevich elabora-
ram a teoria microscopica fenomenoldgica para a supercondutividade [30]. No entanto,
em 1959 L.P. Gor’kov [31] desconstruiu a ideia de Ginzbrug e Landau, na qual, ele
mostrou que esta teoria poderia ter origem na teoria BCS deixando assim, de ser uma
formulacao empirica. A teoria GL trata de transicoes de fase de segunda ordem, porém,
por se tratar de uma teoria fenomenoldgica ela possui algumas restricoes que explica-
remos mais adiante. Contudo, em nosso trabalho o conceito de transicao de fase sera
um tema abordado constantemente. Para denotarmos e abordarmos um pouco sobre
essa tematica, explicaremos de forma breve esse conceito. Pois bem, uma transicao de
fase consiste numa alteracao de simetria entre os estados, ou seja, ela pode ser vista
a priori como uma mudanga em sistemas macroscopicos (por exemplo, um liquido que
torna-se um gas) que decorre de algum parametro de controle relevante ao sistema.

Durante uma transicao de fase de um dado meio, algumas propriedades deste mu-
dam e muitas vezes de forma descontinua, o que pode resultar de uma condicao externa
como: Temperatura, pressao, volume etc. Dessa forma, Ginzburg e Landau basearam-
se na ideia da alteracao de simetria entre esses estados para explicar a transicao entre
ambos, ou seja, da transicao do estado normal para o estado supercondutor, tendo
em pauta principios termodinamicos e encarando-os como fases distintas. Agora, na
transicao de fase do estado normal para o estado supercondutor, sera utilizado um pa-
rametro como Campo magnético externo que, em nosso estudo representa o pontencial
Spin-flip V.

Evidentemente que, as transicoes de fase sao mudancas na fase de um sistema ter-
modinamico que, ocorrem devido a variagao de parametros - como os mencionados
anteriormente: Temperatura, pressao e volume - que descrevem o dado sistema. En-
tender esses tipos de transicoes é algo de suma importancia para descrever fenomenos
fisicos e é uma das tarefas mais importantes para os fisicos que trabalham com a Fisica

da Matéria condensada [49]. Um diagrama de fases é o representante ideal para melhor
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mostrar as fases que envolvem um sistema, dados alguns parametros externos como o

representado na figura 2.1.

Pressao

fase sdlida liguido

]
i
' fludo supercritico
compressivel 1
i
'

pressiio crilica

P

fus ponto critico
.

liquida

ponto triplo 2
pp  DONLO triple vapor superaquecido
fase pasosa

tempe ratura
critica

Temperatura

Fente: Commans

Figura 2.1: Diagrama de fase. A linha verde pontilhada fornece o comportamento
anomalo da agua . A relacao de Clausius-Clapeyron pode ser usada para encontrar a
relacao entre pressao e temperatura ao longo dos limites das fases .Fonte: Commons.

Na figura 2.1 existem regides que sio divididas por curvas de coexisténcia. F im-
portante deixar claro que, a intencao em mostrarmos tal diagrama é para simplificar
o entendimento da importancia do diagrama de fases. As curvas que separam as fases
sao chamadas de "Curvas de coexisténcia". Portanto, quando o sistema encontra-se em
uma dessas curvas, podemos observar duas fases coexistentes. Por exemplo, na curva
azul da figura 2.1 as fases liquida e gasosa coexistem. Porém, nesse ponto a diferenca
entre as densidades do liquido e do gas é diferente de zero. A medida que é fornecido
calor ao sistema, a temperatura ndo é alterada (até que o sistema esteja em apenas
uma das fases). O calor cedido ao sistema nessa linha (azul) de coexisténcia é chamado
de "calor latente". Passar adiante dessa curva significa mudanca de fase. Vale ressaltar
que o diagrama de fases apresenta dois pontos distintos: 1) O ponto triplice, onde as
trés fases coexistem e 2) O ponto critico, em que ocorre a transicao de fase continua. A
regiao proxima ao ponto critico nao é simples em analisar, contudo, temos a possibili-
dade em estuda-la, investigando como alguns parametros fisicos se comportam quando
os variamos, como por exemplo, a temperatura, volume, pressao, campo magnético etc.

H4 essencialmente dois tipos de transicoes de fase: as continuas e as descontinuas.
Verificando a figura 2.1 percebe-se que a transigao entre o solido e o gas ocorre de forma
descontinua (transi¢cdo de primeira ordem), pois envolve calor latente. Por exemplo,
quando uma substancia passa da fase desordenada (gas) para a ordenada (solido),
uma quantidade de calor é liberada durante esse processo. Esta liberagao de calor
torna notoéria a mudanca estrutural do material. Particularmente, isso acontece ao
longo das linhas de fusao, ebulicao e sublimacao da maior parte das substancias ou
materiais conhecidos. J4 as transicoes de fase de segunda ordem sao transicoes de fase
continuas, como por exemplo a transicao de fase supercondutora, por exemplo, esse

tipo de transicao ocorre em supercondutores tipo I.
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Tendo elucidado a teoria envolta a transicao de fase de um sistema mecéanico, des-
crevemos esse sistema mais geral para realizarmos uma linha de raciocinio que sera
construida e estruturada em relacao as transicoes de fase de forma mais palpével - que
é mais comum e do conhecimento de todos - para que a ideia em torno deste traba-
lho seja melhor esclarecida. Em nosso caso, os resultados apresentados sao parecidos
com os processos ocorridos neste sistema, porém, nao sao iguais. Sendo dessa forma,
a Termodinamica dessa problematica serd tratada da mesma forma que a teoria apre-
senta, cujos parametros termodinamicos diferentes dos parametros apresentados pela
figura 2.1. Portanto, nosso sistema pode nao apresentar a pressao, mas terd presenca
de Campo Magnético, bem como, nao possuird volume mas terad magnetizacao etc. Na
se¢ao a seguir apresentaremos a energia livre de um sistema mecanico, onde requeremos
um estado de equilibrio, onde iremos intuir a relacao da equacao de Clausius-Clapeyron
que é uma equacao cuja utilidade esclarece a relacao entre a temperatura e a pressao
de transicao de equilibrio durante a transicao de fase de qualquer substancia. Porém,
neste trabalho a equacao de Clausius-Clapeyron foi ajustada para que o potencial spin-
flip V desempenhasse o papel da pressao que é tipica em um sistema geral mecanico, e
também, demonstrando a diferenga de entropia do estado supercondutor (ss.) e estado
normal (s,) dada por par de Cooper, bem como, as respectivas densidades desse par.

Tudo isso sera demonstrado na secao 4.3 em nossos resultados.

2.1 Potenciais termodinamicos: A energia livre de

um sistema

Para estudarmos o estado de equilibrio em um sistema fisico recorremos a conceitos
termodinamicos muito bem definidos, sendo esses estudos realizados através de funcoes
entropicas que sao dadas por Potenciais termodinamicos (nos quais a energia livre de
Gibbs ou Helmholtz estao inseridas). No inicio do capitulo falamos das curvas de co-
existéncia que separam as fases de um dado sistema. Porém, o que nao especificamos
foi que, o sistema s6 terad estabilidade em algum ponto do diagrama de fases se a ener-
gia livre for minima ou minimizada [26] de acordo com a figura 2.2. Entretanto, fica
evidente que a verificacao se uma dada transformacao no sistema o processo é irrever-
sivel ou reversivel (equilibrio), pode ser determinado pelo potencial termodindmico. O
critério para o equilibrio do sistema é dado pelo calculo desse potencial.

Conforme a Segunda Lei da Termodinamica, além da Entropia (S) podemos de-
monstrar outras fungdes termodinamicas, sdo elas: Entalpia (H), Energia livre de Gibbs
(G), Energia livre de Helmholtz (A) e energia interna (U). Cada uma dessas grande-
zas representam um potencial termodinamico, onde cada uma representa o critério de

equilibrio do sistema em determinadas condicoes; condicOes estas que, sao diferentes
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para cada fungao.

Particularmente, o potencial termodinamico de nosso interesse é a variacao da ener-
gia livre de Gibbs (AG) que é utilizado em processos decorrentes a pressao (P) e
temperatura (7') constantes [27,28].

No inicio deste capitulo, fizemos uma breve explanacao sobre transicoes de fase
continua (segunda ordem) e descontinua (primeira ordem). Como temos interesse em
investigar a transicao de fase descontinua, realizaremos a analise através do potencial
de Gibbs do sistema. De acordo com a figura 2.2, temos duas regides: estavel e insta-
vel. Na regiao instavel, qualquer perturbacao faz o sistema seguir para a regiao estavel;
onde as duas regioes de estabilidade representam duas fases distintas, cuja passagem
é chamada de mudanca de fase. E importante salientar que as instabilidades apresen-
tadas no sistema estao relacionadas as flutuagoes das variaveis termodinamicas, isso
torna evidente que a transicao de fases estd atrelada a essas flutuagoes. Saindo da
regiao de aquilibrio, as flutuagoes tendem a aumentar muito na regiao de instabilidade,
onde ponteriormente o sistema tende a migrar para outra regiao de estabilidade com

flutuagoes minimas.
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Figura 2.2: Entropia vs Energia do sistema, apresentando duas regioes de estabilidade
e uma de instabilidade [29].

Como dito anteriormente, a condicao para que o equilibrio do sistema encontre-
se estavel, ele deve ter valor minimo da energia livre de Gibbs [30], logo, a primeira

derivada da energia em fungido do volume (V') é nula, e a derivada segunda seja nula
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ou positiva, ou seja,
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A figura 2.3 apresenta a energia livre de Gibbs em funcao do volume V a uma
temperatura constante 7. O ponto de minimo Global (figura 2.3) apresenta a fase com
maior estabilidade, ou seja, é exatamente nessa fase que a o sistema encontra-se para a
dada temperatura. Posteriormente, esse resultado nos serd de muita utilidade, pois sera
através dele que iremos minimizar a energia de nosso sistema encontrando assim, os
minimos global e local da energia livre em funcao do gap do sistema e assim encontrar

as transicoes de primeira ordem entre o estado normal e estado supercondutor.

Maximo Global

Maxime Local

Energia Livre

Minimo Global

Volume

Figura 2.3: Curva da Energia livre de Gibbs vs Volume apresentando os maximos e
minimos (Global e local). Fonte:http://www.eoht.info/page/Inequality.

2.1.1 Equacgao de Clausius-Clapeyron

A relagao ou equacao de Clausius-Clapeyron é uma equacao cuja utilidade é explicar a
relagao entre a temperatura e a pressao de transicao de equilibrio durante a transicao de
fase de qualquer substancia. Ela também ¢ uma maneira de caracterizar uma transicao
de fase descontinua entre duas fases da matéria em um tnico sistema [31].

O diagrama da figura 2.4 apresenta uma linha que separa duas fases e é conhecida

como "curva de coexisténcia".

P A

Y

Figura 2.4: Diagrama de fases com duas fases distintias (1 e 2) em equilibrio na curva
de coexisténcia [32].
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Havendo a coexisténcia de fases, as duas energias livres de Gibbs sao iguais [33].

Portanto,

(T, P) = gao(T, P) (2.1)

Para que se mantenha o equilibrio de fases, quando o sistema é sujeito a uma pe-
quena variacao de T e P, o estado B do sistema deve apresentar a seguinte configuragao,
para que este se mantenha sobre a mesma curva da transicao de fase, ou seja, para o
estado B:

g (T +dT, P+ dP) = go(T +dT, P+ dP) (2.2)

E, lembrando que, a energia de Gibbs ¢é o critério de equilibrio num sistema iso-
térmico e isobérico, as relacoes termodinamicas que definem esse parametro sao dadas

pela entropia especifica e pelo volume especifico, ou melhor,

(), - - (3)
or), ' )
Da definicao da energia livre de Gibbs,

G=H-TS (2.3)

onde H é a entalpia e S a entropia. Para seguirmos adiante, necessitaremos recordar

algumas relacoes como a energia interna, portanto, para um sistema fechado simples:

dU = 6Q — oW (2.4)

e o trabalho é dado por:

SW = PdV (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), temos:

5Q = dU + PdV (2.6)

Para um processo reversivel,

5Q = TdS (2.7)

Onde, finalmente em termos da energia interna a equacdo (2.6), torna-se:

dU = TdS — PdV (2.8)

Como trata-se de um sistema isotérmico e isobarico, dI' =0 e dP = 0. Agora, em
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se tratando da entalpia, teremos a seguinte relacao:

H=U+PV (2.9)

Através da equacdo (2.3), definimos um Potencial Termodinamico denominado

Energia Livre de Gibbs,

G=H-TS

cuja derivada, nos da:

dG =d(H —TdS) =d(U + PV) —TdS — SdT = dU + VdP + PdV —TdS — SdT

dG = dU + VdP + PdV — TdS — SdT (2.10)

Substituindo dU = T'dS — PdV na expressao (2.10),

dG =FdS — PdV + VdP + PdV — FdS — SdT

dG = VdP — SdT (2.11)

A equagao (2.11) representa a energia livre de Gibbs para cada fase, portanto,

derivando a energia livre de Gibbs molar (2.1) resulta em,

dg1<T, P) = dgg(T, P)

v11dP — $1dT = vod P — sodT

Rearranjando os termos,

SQdT — SldT = UQdP — UldP

isolando as derivadas,

(s9 — $1)dT = (vy — v1)dP
Finalmente, temos a relacao de Clausius-Clapeyron:

dP_SQ—Sl
dT_UQ—Ul

Nos processos isotérmicos e isobaricos dgr p = 0, isso significa que a energia de

(2.12)
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Gibbs é minima no equilibrio. Essa relacao nos sera muito util, tendo em vista, que
trataremos com um sistema onde as transicoes de fase serao de primeira e segunda or-
dem. Vale ressaltar que a relacao de Clausius-Clapeyron nos possibilita a determinacao
de cada ponto da curva de primeira ordem que corresponde a transicao de fase des-
continua entre as fases coexistentes (estado normal e estado BCS), onde ela (relagao)
fornece a forma completa dessa curva de fronteira. Lembrando a condicao para que as
duas fases venham a manter-se em equilibrio é que, as energias livres do estado normal
e estado supercondutor sejam iguais. E importante salientar que em nosso estudo, essa
relacao ¢ de relevante importancia por nos fornecer valores das entropias e densidades

das particulas por par de Cooper, onde mostraremos com mais detalhes na secao 4.3.



Capitulo

Hamiltoniano proposto

Neste trabalho iremos explorar o fené6meno causado pela interacao de agao spin-flip V
introduzido em um hamiltoniano BCS, tendo por um dos objetivos estudar um possivel
efeito termodinamico causado por adigdo de uma impureza magnética, que pode até
mesmo representar um possivel campo magnético externo aplicado em um supercon-
dutor. O spin-flip estd associado a inversao de spins dos elétrons emparelhados, ou
melhor, essa interacao decorre de uma transi¢io do momento k para k' e —k para —k’,
spin que outrora era "up'torna-se "down"e vice-versa. Descobrimos que a competicao
entre o emparelhamento e o efeito spin-flip gera uma transicao de fase de primeira
ordem para dados valores de V, antes da destruicao total do estado supercondutor. O
principal efeito das impurezas magnéticas nos supercondutores é a reducao da tempe-
ratura critica. Isso se da devido ao acoplamento anti-ferromagnético entre o momento
magnético na impureza com os elétrons de conducao, afetando localmente a simetria de
reversao temporal do emparelhamento coerente [34]. Como a interacao de troca entre
a impureza magnética e um elétron nao ¢ invariante no tempo, esse tipo de impureza
se opoe a formacao do par de Cooper que mantém a supercondutividade.

Em 1961, Abrikosov e Gor’kov [35] produziram um artigo no qual a teoria mi-
croscopica foi estendida para incluir ligas com impurezas magnéticas. Ambos, foram
pioneiros na previsao tedrica da diminuicao da temperatura critica se as impurezas
fossem apenas magnéticas, embora isso nao signifique que impurezas nao magnéticas
ndo possam destruir localmente a supercondutividade [36].

E valido informar que esse modelo nos viabilizou o estudo do diagrama de fase que
descreve as transicoes de fase de primeira e segunda ordem, onde este, nos mostra uma
ponto tricritico em uma linha de fronteira que é topologicamente semelhante aquelas
encontradas nos diagramas de fases de alguns modelos de Ising (Modelo de Blume-
Capel). Com o auxilio de métodos numéricos a fronteira de primeira ordem pode ser

obtida através da minimizagao da energia livre.

25
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3.1 O Modelo

O Hamiltoniano utilizado por Kondo, em seu cédlculo perturbativo, assumiu que o spin
da impureza localizada S é acoplado ao spin dos elétrons (itinerantes) de condugao s
por uma interacdo de troca da forma J(s - S), eles podem ser escritos em forma da

aproximacao de Born [37-39] como segue:

J (K-K')R -
He—imp = N Z el JBn {S;ralt,ﬂk’,? +5, ach,ﬁak’,i + Sm(aLTak/,T - aL7¢ak/,¢)}
nk,k’

(3.1)
onde R,, denota o vetor de posicao do atomo da n-ésima impureza, cujo operador de
spin ¢ denotado por S,,. S* & definido por S, £iS, e N é o nimero total de 4tomos
no cristal.

A expressao acima foi primeiramente proposta por Kasuya que levou em conside-
racao a interacao de troca direta entre elétrons localizados e elétrons de conducgao. O
valor de J determina a intensidade dessa interagao, podendo ser apenas positiva.

Da expressao (3.1) aLS e ag s sao operadores de criacao e aniquilagao de um elé-
tron de condugao com spin s na banda a com momento k, obedecendo as relacoes de
anti-comutacao. Em nosso modelo, simplificamos essa interacao, de tal forma que s6
queremos examinar o efeito de inversdao do spin (conforme os dois primeiros termos da
equagao (3.1)). Além disso, por uma questao de simplicidade, consideramos apenas
dispersoes elasticas, ou seja, k = k’, assim, o hamiltoniano que descreve o processo de

emparelhamento afetado pelo potencial spin-flip pode ser escrito da seguinte forma:

H = Z EkaLsak,s -U Z GL’,Tafk/,ia'k,iava + Z VkCLLSCLk7,S (32)

s,k k .k’ s,k
O primeiro termo do somatorio da equagdo (3.2), estd relacionado a energia dos
elétrons livres, o segundo somatorio é a energia atrativa U que gera os pares de Cooper
com spins e momentos opostos, ou seja, a interacao atrativa ocorre para o espalhamento

dos elétrons de momento k’ e -k’ para o momento k e -k. O operador al, . cria um

Kt

elétron de momento k’ e spin-up (1) e é responsavel pela criacao de um elétron com

ale,
momento -k’ e spin-down (). J& o terceiro e dltimo somatoério, representa o mecanismo
do potencial de espalhamento V. que surge devido a interagao entre elétrons itinerantes
e o spin da impureza. Isso resulta no que chamamos de interacao spin-flip.

O parametro de ordem adequado para medir o niimero de pares de elétrons é definido

COImo:

A= Uz<a_k,¢ak7¢> (33)
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Onde (a.x jag+) é chamada de correlagdo do sistema. Afim de estudarmos os efeitos
do potencial spin-flip V, em A, para solucionarmos a correlacao descrita na equa-
¢ao (3.3), utilizaremos uma, dentre muitas técnicas que é conhecida como técnica da
Funcao de Green de Zubarev [40]|. O método das funges de Green provém da teo-
ria de campos, onde essas funcoes sao definidas como médias quanticas de operadores de
campo. A utilizagao das fungoes de Green na Mecanica Estatistica (ME) se d4, ao fato,
delas representarem uma extensao do método para temperaturas finitas. Informando
que, na Mecanica Estatistica as médias nao sao efetuadas no estado fundamental do
sistema. Isto permite sua utilizacao para calculos das propriedades Termodinamicas
de sistemas em equilibrio. Entretanto, sua utilizacao no presente trabalho é 1til para o
calculo das funcoes de correlacoes. A solucao dessa correlacao pode ser obtida através
da integral (que é obtida através do Teorema do Salto), onde esta nos permite verificar
a intensidade espectral dessas funcoes. h Portanto, as fung¢oes de Green sao descritas

no Apéndice A:

ImG (w) B
exp(fw) +1

(A ax 1) = 2/dw 2/dwaD(w)Imé(w) (3.4)

frp(w) = cop(Fa) £1 é a distribuiciio de Fermi-Dirac e G(w) é a transformada de

Fourier no espago w, obtido através da funcao de Green retardada, ou seja,
1
Gt = 1) = (s (t); axs(t)) = =0 = ) {a, (); axea(t)}),

onde, O(t —t') é a fun¢do degrau (Heaviside). Considerando h = 1, a expressao

acima se reduz a:

Gt ) = 200t — 1) (s (1) 0r () (3.5)

que é a funcao de Green retardada a ser encontrada para a possivel solucao da
média térmica da equacdo (3.4). O primeiro passo é encontrar a evolucdo de G,.(t —t')

cuja derivada,
000 = 5 (300 - Olerstrans @) = 5 (360~ 1)) HasOians) +

#1000 ) ({ Grawutians) ).

Da funcao de Heaviside:

1d 11 [~ .. 1
St —t)=>— —w(l= gy = Z6(t — t).
ARt = B z=50t—t)
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Dessa forma, a derivada da funcao de Green torna-se:

GO ) = 20t =) s (0 + 18- 0) ({ fawutians) ) (30)

O primeiro termo é zero devido a funcao delta e uma propriedade anticomutativa.
A derivada do operador a. (t) no anticomutador {...}, faz com que obtenhamos a
equagao do movimento na representacao de Heisenberg. Nessa representagao, o valor

esperado para o operador a.x |(t) para um autoestado arbitrario |¢(¢)) é dado por:

(@) = (W ()]s (1) (3.7)

Sendo assim, iremos escrever esse estado na equacao de Schrodinger no nivel fun-

damental, ou seja,

(1)) = e ™M (0)) (3.8)
Substituindo (3.8) em (3.7),

(amcs)e = ((0)] ™ a0 |(2)),

cuja definicao desse operador, obteremos:

() = eth/h,a_k7¢e—th/h (3.9)

Derivando a equacao (3.9) em funcao de t, por fim, encontraremos uma expressao

para resolvermos a equacao do movimento na representacao de Heisenberg,

d » o |
_a-ki — lHelHt/ha_k ie_ZHt/h + lelHt/ha_ki(_H)e_ZHt/h X (Z)
dt h ’ A ;
d 'y |
iaa_lw = ﬁel'Ht/h(a_k’iH — Ha_k7$)6—l7'lt/ﬁ — [a'k#? H] (310)

Tendo determinado a derivada do operador na expressao acima, aplicaremos esse

resultado na expressao (3.6) e esta tornar-se-a:

60 = 1) =30 =) { {0, M) ) (3.11)

Isso gera uma cadeia de equacgoes acopladas para as funcgoes de Green, a menos

que venhamos dissociar o termo aTk, Ta_Tk, -k, ax+ no hamiltoniano. A maneira mais

!
simples de abordar esse produto ¢ considerando apenas termos lineares de flutuagoes

(x — (z)). Logo, a média do produto desses operadores:
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(abed) = ({ab) — Aab)({cd) — Acd) = (ab){cd) — (ab)Acd — Aab{cd)
= (ab)(cd) — (ab)({cd) — cd) — ({ab) — ab)(cd)

(abed) = (ab)ed 4 ab{cd) — (ab){cd) (3.12)

Em consequéncia disso, pelo uso da aproximacao em que realizamos na equag¢ao
acima e considerando a (3.3), a expressdo do campo médio do hamiltoniano dada pela

equagao (3.2) em que o segundo somatorio pode ser reescrito como:

(af sl janciacr) 2= (al, aly Vaac s +alaly (aaciar) — (ol waly Yaa as).

Dessa forma, o novo hamiltoniano resulta:

Z ekak $k,s — Z Z Ayer 4@ k/ a.x, |0kt | + Z VkaL sAk,—s = Z EkaL,Sak,s_

s,k s,k

U Z<GL/7T(ZT1€/¢> Z a_x, | Ak 4 + Z afk,ﬁafk,’i Z(a_k,icuw) - Z(aL,ﬁafk/’Q Z<a-k,¢ak,T>
k’ k k’ k k’ k

+ Z VkaLsak’_S.
s,k

Lembrando que o gap e seu conjugado, sao:

A=U laway) <= A =U (af aly ).
k k

Escrevendo o hamiltoniano em funcao do gap, teremos,

1
Hcm = Z ekaLSak’S — A¥ Z .-k | Akt — A Z CLL’TCLILka7¢ + UAA* + Z VkCLLSCLk7_5,
sk k K’ sk
onde AA* = |A]%
Consideramos apenas dispersoes elasticas, ou seja, k = k' por esse fato o terceiro

somatorio da expressao acima é reescrito em funcao do espaco do momento k, entao:
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| 2
/Hcm Zekaltsaks AZakTa ki_A Za k7¢ak,T+ZVkaksak_s+7 (3 13)

s,k

Vale ressaltar que em nosso sistema, estamos considerando que a interacao dada
pela energia atrativa U é a responsavel pela formacgao dos pares de Cooper. Mediante
ao resultado obtido através da expressao (3.10), consideramos que o gap possui sime-
tria tipo onda-s, isso torna 6bvio que nao hé orientacao preferencial e k, portanto, é
constante por toda superficie de Fermi.

Esse hamiltoniano torna a equagao (3.11) em uma cadeia de equagdes que serao
desacopladas, gerando assim, posteriormente quatro equacoes do movimento. Como
estamos tratando com particulas fermionicas, seguiremos as propriedades da algebra
de Férmions. Agora, desacoplaremos o comutador do operador aniquilacao e o hamil-

toniano (eq. (3.11)). Entao a expressao torna-se,

(s Hem] = ) exlauics aie aies] = A laays appal ] = A lacy, azaiq] +

s,k k k

w[a_kw 1} (314)

+ ) Vit af ai -] + o

k,s

Reescrevendo a expressao da equagao (3.14) na equagao (3.11), teremos:

d 1
%G(t —t')=-0(t—1) {Z €0,y ak S0k,s) — A zk:[a-k,w ach,Tafk,J_

—A" aney G @] + Y Vidaars af k) aaer ()} (3.15)

k k,s
Calculando cada termo de forma independente e utilizando as formulas de Leibniz,

o primeiro somatoério resulta em:

=0
>l afad =) {@-k,u @L,s} s = Y a{augai .
s,k k,s k,s
O anti-comutador {a-k,¢, aLs} toma a seguinte forma:
{a k,J,?a’ks} = 0 kk0ys (3.16)

Entao,
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Z €k [a_ka aL,sakvs] = Z ek5_k,k§¢75ak7s = €_x0_k,| (317)

s,k s,k

Realizando o mesmo procedimento no segundo somatorio da equagao (3.15),

—A Z Qa-k,|, CLk, Cl ki = —AZ ({CL k> Clk/ } afk’i - aL/7T {a_k,i, afm}) = 5-kk’5¢T_5-k,-k’5TT7

onde,

5_kk/(s¢¢ =0 e 5_k,_k/(5ﬁ =1.

—AD (—af O ao0r) = Dal, (3.18)
k

Do terceiro somatorio, aplicando também as féormulas de Leibniz,

—A"Y facky acigair] = ) {acky acig Y ay — ) aokg {ackg a} =0 (3.19)
k k,s

k,s

E, por fim, o quarto somatorio,

D Vilawyaf o] =D {afk,u GL} s — Y af {a iy, ax o} =

k,s k,s k,s

= Z Vi0o,k0) sk, —s = Vol _x 1

k,s

Z Vk [a_k,i, aLSak,s] == V_ka_k,T (320)

k,s

A funcao de Green dependente do tempo é dada por:

Giih = ((A@), B())" = %9(75 — 1) ([A(1), B{)]) -

Daqui em diante, iremos aplicar esse artificio no hamiltoniano o qual aplicamos a
aproximacao do campo médio e das funcoes de Green desacopladas. Faremos essas
operacoes e verificaremos posteriormente que algumas das fungoes de Green geradas
pelas equagoes do movimento de Heisenberg sao de ordem superior. A resposta para tal
resultado é que, estas funcoes apresentam um nimero maior de operadores de criacao

e aniquilacao em relacao a funcao original. Aplicando os resultados obtidos a partir
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das egs. (3.17) a (3.20) a evolucdo dessa funcao,

d

LG~ 1) = e aexblt — )0y (0 g (1)) + Dz — 1) (b (0 s ()

PV 00t — ) (0); ().

i%G(t — ) =e kGt —t')+ ARt — ') + Vi P(t — ) (3.21)

em que, G(t —t'), R(t —t') e P(t —t') sao as respectivas equagoes do movimento,
onde,

Gt —t') = ({a-w (); axr (t))) (3.22)

R(t = 1) = (a4 (1); ax (1)) (3.23)

Pt —1') = ((a-x1(t); a1 () (3.24)

Além dessas trés fungoes de Green, a equa¢ao do movimento R(t —t') da origem a

outra equacao dada por,

Q(t =) = {{af (1); axa (1)) (3.25)

Entao, as quatro equacoes do movimento geradas para estas fungoes de Green,
podem ser escritas em transformadas de Fourier no espaco-w levando a quatro equagoes.
O que sera abordado agora é a transformacao dessa evolucao temporal de t para w, ou

seja,

1

w({a—k; ax 1)) = %({a—k& a1 ) + ((la—xy, H], axs)) (3.26)

1

Segue que, devido a relacao anticomutativa fermidnica {ai, aj} = 0;;, 0 anticomu-

tador é zero. Logo, a equacao do movimento resulta em,

wl{(a—k|; axr)) = (([a-xy, Hem], axs)) (3.27)

e, necessitamos calcular o comutador disposto na equacao (3.27). O comutador é
reescrito em funcao das energias desse sistema e tem o mesmo formato do comutador

disposto na equagao (3.14), vejamos:
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la_xy, Hem] = [a—xy, Z ek/aL/sak/S—A Z(IL/T(IL/ —A* Za k’ﬂk’ﬁ'z Vk/ak/ ay’ —s)-

K s Kk’ K s

Calcularemos separadamente cada termo desse comutador, conforme nos sera mos-

trado nas expressoes que se seguem:

Z €k’ [a—kw aL/safk/s] - Z Ek/([a—kia aL’S]ak's + GL/s[a—ki, ak’s])
k',s k’,s

= ZEk’ a- kwk/ ay’s m—i-m— ayr Oie’ 50|

= Z ek/(a,kiaL,sak/s — aL,Sakzsa,M)
= Z e ({a—xy, GL/S}ak’s - GL/s{ak’s, a1, })
k' s

_ T _ _
= E €k’{a—k¢> akls}ak’s = Ek'5-k,k'5¢sa—k’s = € k0_k,—s

k’,s k',s
Z éx[a—ky, aL,Sa_k/S] = €_kU_k| (3.28)

Por conseguinte, o segundo resultado do comutador,

—AZCL k\l/, k/T k’ AZ a_ kJ/, k/ -k’\L_}—ak/T[a ki?aTk’¢]>

_ T T T T T T
= —-A Z Cl k|, Q@ k/T -k’ — a’k',Ta_k*l’a-k’,J, + ak',Ta_kia-k’,i - ak/,Tak/,Ta_ki)

=-A Z({a—kia aL'T}aTk/’¢ - aL’,T{a—kiv afk',\L})
k/

=-A Z(é—k,k’ 5¢Ta;rk’,¢ — GL/,T(S-k,—k’éi,i)

k/
—A Z[CL_k\L7 GL/’TG/Tk,7¢] = Ak Z aL/,Té_k,_k/5¢,¢ = Aka’LT (329)
’ k/

O terceiro termo,
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~Afagaeaer] = =AY ({aoy, asw Yawr — ag{a i, awy}) = 0.
k/
O quarto e ultimo termo,

Z Viela_xy, GL/SCLk',fs] = Z Vie([a—xy, CLL/S]ak/,fs + CLL/S[G*k@ ak’,fs])

k',s k',s

_ T T T T
= E Vie(a_xay, a —s — Qg 0y Qxr _ g+ 0y Gk O —g — Qpy O —s0_k]|)
k',s

= Z Vies({a—xy, GLIS}akQ—s) - GLIS{@k’,—s, a—k} = Z Vie 0o Oy s e — s
k',s

k',s

Z Vk/ [a,ki, aL,SOJk/’,S] = V,ka,k,s = V,ka,kT (330)

k',s

Mediante a esses resultados, o comutador toma a seguinte forma:

wi{a; ) = eal(aw, ag)) + Ail(aly, @) + Vol (@, axg)) (3.31)

O argumento justificativo em torno da obtengao da equacao do movimento para
as fungoes de Green é que, a equacao do movimento é determinada em termos das
funcoes de Green, e, é exatamente isso que encontramos no lado direito da equagao
acima. Fizemos essa arguicdo anteriormente: As equacdes do movimento criam uma
cadeia de equacoes acopladas. O intuito no desenvolvimento desta cadeia é justamente
obter um conjunto de equacoes até que seja formado um sistema e obter as funcoes de
Green.

De agora em diante, utilizaremos o mesmo procedimento para obtencao das novas

equacoes do movimento.

g )} = o Hels ) + oy, Hol )

1

w{{aks; axr)) = ot ({[afy, Hom), arr)) (3.32)

O comutador da equacao (3.32) resulta,
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[GL/W Hem] = [ale Z ek’aL/sak’T —A Z aLTa:rk,i — A" Z a_x |yt + Z Vk’a;r{/sak’,fs]
k’ k/

k',s k',s
(3.33)
Abaixo listaremos apenas os resultados desses comutadores,

Z €’ [aLT, aL,sak/T] = —ekaLT (3.34)

k’,s
—AD lafy abal, ] =0 (3.35)

k’
AN Z[CLI{T’ a_kiak/ﬂ = A*G_IQ (336)
k/
Vielaty, al, aw _J] = —Viaf (3.37)
k CLkm ak/sak ,—S kiakﬁl/ .
k',s

Portanto, a segunda equagao do movimento expressa na equacao (3.32) torna-se,

1
w{{afy; awr)) = o=t ((—evafy + A_xa_yy — Vogal, axr))

ou ainda,

1

w((aly; axr)) = o = ex{(afr ai)) + A" ((aoxy, axy)) = Viellal ) (3.38)

A terceira equacgao da cadeia de equagoes do movimento vem a ser:

%({a_k% akT}> + <<[a—kT7 H]> akT>>

Devido as propriedades anticomutadoras, o primeiro termo depois da igualdade da

w({a—it; axr)) =

equacao acima ¢ nulo, logo,

w({a—ks; axr)) = (([a-xr, H], aks)) (3.39)

Novamente faz-se necessario o uso das equagoes do movimento para determinarmos
as fun¢oes de Green (FG) que ainda nos sao desconhecidas, para formarmos um sistema
através desse conjunto de equacoes e calcular as FG de nosso interesse. Diante dessas

informacoes a terceira equacao do movimento fica:

W@ i) = e x{(a i, ) — AL ((af s axg) + Vo((aw, ax)) (3.40)



36

A quarta e ultima equacao do movimento,

w((af, |, axy)) = %(Hah,am}» + ({laly, Hem), arer)) = (([ak . Hem], arcr)) — (3.41)
Logo,
wllal,, axy)) = —ec({af |, awr)) — AT ({akp, axr)) — Vil{ag 1. axs)) (3.42)

As equagoes (3.31),(3.38),(3.40) e (3.42) formam exatamente a cadeia de equa-
coes correlacionadas que nos darao o conjunto do sistema em estudo. Assumimos a
mesma simetria para o potencial spin-flip e independéncia de k. Por esse motivo,
Vk = V_x = V. Entretanto, consideramos também que e_, = e, e Ay = A_x = A .
Estamos adotando a supercondutividade convencional em nosso sistema, nesse caso, a
supercondutividade é do tipo onda-s, pois, o emparelhamento ocorre entre um elétron
spin-up e outro spin-down.

De forma resumida, serao listadas as equagoes do movimento obtidas.Rearranjando

os termos nessas quatro equagoes, verifica-se que:

(w — em){{amky arr)) = Aw{{aly, arr)) + Vor{{a—iy, axy))
(w+ ex){({afy, axp)) = % + A (g, arg)) — Viellag |, axy))
(w = ex) (i, a)) = =Dy ({af |, ar)) + V(@ a))

(w + a0 ((al , axp) = =A% (0w, @) — Viel(aly, arer).

E interessante salientar que o propagador ((a_i,ax+)) é o emparelhamento entre
duas particulas para manter o momento do par nulo. E importante deixar claro que em
nosso sistema os parametros de ordem sao iguais como descrevemos anteriormente, e
também, nao ha processo de hibridizacao devido a existéncia de apenas uma banda a.
O que temos entao: relagao de dispersao devido a energia cinética dos elétrons livres,

a energia de atracao onde ocorre o emparelhamento dos pares e o potencial spin-flip.
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3.2 Potencial Spin-flip independente de k

Como argumento, enfatizamos que o sistema tém a mesma simetria para o potencial
spin-flip e independéncia de k, bem como a relacao de dispersao ex = €_x € 0s para-
metros de ordem dados por Ay = A_x = A. O que faremos agora sao substitui¢oes de

varidveis nos propagadores, sao elas:

G(w) = ((a—ky, axy))

R(w) = {{af 4, i)

P(w) = ({a—xt, axy))

Q) = ({af, axr)) (3.43)

e o conjunto de equagoes do sistema [43],

(w—e_1)G(w) — AgR(w) — V_x P(w) =0

(0 + W) ~ ALGE) + Q) = 5

(w— e_1)P(w) + ArQ(w) — VkG(w) =0

(w+ a)Q(w) + A*  P(w) + VkR(w) = 0 (3.44)

Estamos interessados em encontrar o valor de G(w), pois, através dele obteremos a

correlagao de nosso interesse. Do sistema acima serd montado o seguinte determinante,

(w — G,k) _A*—k —Vk 0 é’(w) (1)
~A 0 Vi R —

ko (Wt k SO B (3.45)
—V_k 0 (w—e_x) A", P(w) 0
0 Vk Ak (w -+ €k> Q(w) 0

Utilizando a regra de Cramer é possivel encontrar o valor de é(w), vejamos:
~ detAé
pu— -4
() detA (3.46)
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onde A ¢é a matriz original (3.44) e detAs é uma matriz genérica da matriz (3.45).
O procedimento da regra de Cramer é substituir a primeira coluna pela coluna depois

da igualdade, ou seja,

0 —Ax —Vk 0
= 0 W
det(Ag) = | 27 W) k (3.47)
0 0 (w — E_k) Aik
0 Vk Ak (w + Ek)
A matriz original A entao,
(w — E,k> —Ak —V,k 0
—A* 0 %
det(A) = e Wiad 5 (3.48)
-V 0 (w—e_x) A",
0 Vk Ak <w + €k>

O potencial de interacao spin-flip permanece constante em todo o sistema. Usamos
o Teorema de Laplace como solucao do determinante da matriz 4 x 4, dessa forma o

determinante detAg, sera:
det(Aé) = CL11A11 + CL12A12 + CL13A13 +-- CLiinj.
onde a;; representa o elemento na linha i e coluna j. O termo A representa o cofator

do determinante, dessa forma

det(Ag) = ?—71: [—A% + (W — &) (w + ) + V] (3.49)

Por fim, o determinante original A,
det(A) = w* — (265 + 2A% + 2VHw? + (A* + ¢ — V?)? (3.50)

Para obtencao do espectro, faremos det(A) = 0. O interessante é notar que ao
desenvolvermos os calculos pertinentes ao determinante, vemos na equacao (3.50) que
o termo linear de w nao aparece. Isso nos d& a possibilidade de usarmos a equagao
biquadratica para acharmos as raizes de w, e assim, encontrarmos os polos dessa funcao.

Logo,

det(A) = qpw® — bpw? + ¢ =0 (3.51)
ap — 1

b = 26 + 2A% + 2V
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o= (A2 + & — V)2

Para determinacao dos poélos das funcoes de Green, serd imposta a condi¢ao, em
que, det(A) = 0. Com o resultado dos polos sao fornecidas as energias de excitagao do
sistema. Com isso, temos possibilidade em escrever a equagao (3.51) em funcao de suas
raizes. Por razoes simétricas, espera-se que as auto-energias do sistema nao dependam

do sinal da funcao. Os po6los obtidos sao:

wi =V 4+4/A2+ € (3.52)

wy ==V /A2 + & (3.53)

wy=—wy =V —1/A2+ &
W4:—W1:—V—\/A2+€i.

A funcao de Green pode ser obtida fazendo com que seus polos sejam escritos e
desenvolvidos na forma de fragoes parciais. Sendo assim, a expressao que pretendemos
obter consiste em justamente utilizarmos a regra de Cramer. Iremos escrever a energia
de excitagdo como § = V€2 + A2, Entdo, a expressao (3.46) toma a forma,

Cdet(Ag) A [V? — & 4 ]
T det(A) 2 (WA VWAV —w-VFE)w-V —-£)

G(w)
Reescrevemos o termo do numerador como:

AVZ— 24w = (w—/-V2+)(w+V/-V2+£2).

Substituindo esse termo na equacao acima,

oy A (W= /=V2+E)(w+/-VI+E?)
G(“)_%(w+v+£)(w+v—5)(w—v+€)(w—v_g) (3.54)

Convertendo em fragoes parciais, o termo resulta em

P IR S S ————
T | V1) M-V AHwrV -6 AHw-V-9]

A equacao da funcao de Green pode finalmente ser obtida como:
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. A 1 1 1 1

Gw) =5 {_(w+v+£> Tw—VrY  wrv-9 (W_V_f)}
N A 1 1 1 1
W)= e [_«um) Tlotw) @) <w—w1>}

Reorganizando esses termos,

~ A 1 1 1 1
G(w) = PV v Lw_wl) + CErS R CET (w+w2)] (3.55)

O que se observa da energia excitacdo de quase-particula ¢ = /2 + A2 & que o
parametro de ordem tem dimensao de energia e independe do momento k, logo, temos
uma energia minima para o estado supercondutor. Pode-se afirmar também que esse
termo é responsavel pelo incremento de energia no sistema do estado fundamental. Em
virtude desse resultado, poderemos mais adiante considerar um novo termo chamado
de interacao atrativa da formacao do par de elétrons com momento k e -k, onde
este é funcao que depende da temperatura, gap e do potencial Spin-flip. Substituindo

a equagao (3.55) em (3.4), ou seja,

(o yies) = 2 / duo{frp (w)TmC (w)] =

I e (e e e B ey s |
(3.56)

Utilizando o teorema do Salto, em que, consiste em tratarmos o sistema conside-
rando ¢ = ¢/, onde na maioria do casos Im(G(w)) = G(w + ic) — G(w — ie). Usando a

relacao, onde:

Tm {;} R (3.57)

Portanto,

Im{lim( Lo >}:—7r5(w—w1)+7r5(w—|—w1) (3.58)

e—0\Ww—w;+1 wW—w —1I

A expressao (3.56), entdo torna-se:
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—md(w—w1) =m0 (w—ws)+70 (w+wr ) +76 (w+ws)]dw

A o0
(@xstcr) =2 / ol

2 TA o
T 8rveEt A? /_oo Fro(W)[=m6(w — wy) — T6(w — wa) + (W + wi) + 7O (w + ws)]dw

<a-k’¢ak7¢) = 4\/%/(:} fFD(w)[—é(w—wl)—l—(S(w—i—wl)—5(w—w2)+5(w+w2)]dw.

Resolvendo as integrais,

A
W/

Podemos escrever as funcoes frp em termos de funcgoes hiperbolicas, lembrando

[frp(—=wi) = frp(wi) + fro(—w2) — frp(ws)] (3.59)

que,

1 1 efr 1

fro(=w1) = frp(wi) = e Bt 41  eBor +1  ePer 11 ePer 41

efer — 1

fro(—w1) = frp(wr) = Aor 1 1 (3.60)
Verifica-se que a tangente hiperbolica,
tanh feon = senh (%) = /2 — Pl * il = e — 1 (3.61)
2 cosh (%) efw1/2 4 e—Pwi/2 ePwi/2 efor 4 1 .
De modo anélogo, faremos para wsy,
tanh P = senh (%) = el — s * e = e -1 (3.62)
2 cosh (%) ePw2/2 -+ e—Bw2/2 eBw1/2 eBw2 +1 :

Substituindo (3.62),(3.63) em (3.60), obtemos justamente a Func¢ao de Green dese-

jada. Portanto,

(ag axy) = 4\/% {tcmh (%) + tanh (%) } (3.63)



Capitulo

Resultados e discussoes

4.1 Equacao de gap e energia livre

Tendo obtido a correlacao dada pela funcao de Green, podemos calcular o gap dado

pela eq. (3.3), através do parametro de ordem adequado, temos:

A=U (aiaes)
k

O parametro de ordem pode ser reescrito como a interacao atrativa do par de

elétrons, ou seja,

A =g(T,A,V) (4.1)

Como mencionado anteriormente, g(7T, A, V') é a interacao atrativa da formacao de

um par de elétrons com momento k e -k, ressaltando que g = 0 é para k < kp =

vV 2mEF
Substituindo a expressao da correlacao e transformando o somatoério em integral

em k,

S / o(k)dk (4.2)

O gap analogo ao sistema investigado por Cooper é dado como:

A_éU/()\/_djl: {mnh(ﬁ;")H h(%)} (4.3)

Sendo p(k) = (;/“ s a densidade de estados no espaco k, escrevemos o gap depen-

dente dessa energia e fazendo um ajuste para a mudanca de varidvel de k para ey.

Assim obtemos a equacao para a interacao atrativa e podemos substituir a integral do

momento pela energia de dispersdo. O termo d°k pode ser substituido por:

42
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&k = k? sin(0)dkdfde = Ark>dk

Portanto,

v, “p dk Buwn Bw
g(T,A,V) = 4(2—7Tl)3UA /_wD 4wk2m {t(mh ( 5 ) + tanh (72)} (4.4)

A densidade de estados é definida como o numero de estados eletronicos por unidade

de volume, por unidade de energia e por direcao de spin. Logo,

1 dn
MO =95

em que n é o nimero de estados por spin. Portanto, o nimero de vetores de onda

(4.5)

(estados orbitais) contidos no interior de uma esfera de raio k é dado por:

V 4

Agora, podemos reescrever a defini¢do (4.4) como,

1 dn dk
N _anar A
() = i de (4.7)

Utilizando a equagao (4.6) em (4.7), conseguiremos realizar a mudanga de variavel
de k para €, e dessa forma obter,

1i()/4 ]ﬁ)%_ 1 kQ%

N(e) = —
(€) de 2m?2  de

Vi \8723"
k,2
o2

Daqui em diante, realizaremos um pouco de algebra para chegarmos no resultado

N(e)de = (4.8)

desejado, para isso, iremos substituir (4.8) em (4.4) e dessa maneira teremos:

VU “p  4R2dk Buwr Bws
T,AV)=——A P2
9(TAV) = T2 62+A2{mnh< >+t ( 5 )}

onde,

o8 tews [ 2 Lo (%) (%)) a

em que wp é a energia de Debye (frequéncia de corte dos fonons), h = 1 e 8 =

1/KgT, por simplicidade, iremos adotar kg = 1.



44

Afirmamos anteriormente que o parametro de ordem pode ser reescrito como a

interacao atrativa do par de elétrons, portanto,

g(T,AA,V):p / \/m{mnh(ﬁ )+t (%)}

e () v (7))

entao, substituindo as raizes w; e wy obtidas a partir da expressao (3.52) e (3.53),

temos:

o (VEVEERY (v VAT
an 2K 5T an 2K 5T

op VEF A2
(4.10)

Como estamos tratando com emparelhamento do tipo onda-s, notoriamente A por
nao possuir dependéncia em k fica fora da integral evidentemente. Essa substituicao na
integral (4.10) é importante, pois, a regiao a ser integrada é aquela envolta a superficie
de Fermi por uma distancia préoxima da energia de Debye, supondo que o emparelha-
mento desses elétrons se d4 nessa superficie. o que procuramos é o nivel de energia
mais baixo para o parametro de ordem. O termo A na equacao pode ser cancelado,

levando a equacao de gap:

FT,AV) =1 (4.11)
onde,
F(T,A V) = W (4.12)

Esta equacao nao linear nao possui solucao analitica para obtencao do gap A, para
dados valores da temperatura T e do potencial V. Entretanto, para T # 0 somente
solucoes que minimizem a energia devem ser aceitas. A forma mais adequada para isso

¢ calcular a energia livre que ¢ obtida integrando a equagdo (4.12),

A A A A
/ Adz = / g(T,V,z)de < / Adx — / g(T,V,z)dx =0
0 0 0 0

A energia livre de Gibbs nos permite calcular a diferenca de energia livre entre o
estado supercondutor e o estado normal. Realizando uma mudanca de variavel, ou

seja, considerando A = x, a integral acima resulta em:

1 ol
§A’ — / g(T,V,z)dz =0 (4.13)
0
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Essa expressao pode ser igualada a zero quando o estado normal e o estado super-
condutor estao em equilibrio termodinamico. O equilibrio entre fases, implica que as
duas energias livres sao iguais, ou seja, a energia livre pode ser reescrita em funcao

desse gap,

1 &
Ful V&) = f(TV.0) = 8% = [ (T Ve)de ~ 0
0

1 A
foe (T, V,A") = f, + EM — / g(T,V,z)dx (4.14)
0

onde f, é a energia livre no estado normal, ou seja, A = 0. A equagao de gap nos
fornece solucao termodinamica estavel da curva A, desde que a energia livre f tenha
um minimo absoluto para A’ = A e para dados valores de T e V. Caso esse minimo ndo
seja absoluto, teremos uma solucao espiria (o sistema pode nos da resultados hipotéti-
cos) que corresponde a um estado metaestéavel [41], ou melhor, esse sistema serd capaz
de perder a estabilidade através de pequenas perturbacoes. De forma mais clara, o que
podemos afirmar é que a relacao estatistica entre a coexisténcia no estado supercondu-
tor e normal, nao havendo esse minimo absoluto, ocorrera por pura coincidéncia ou de
forma acidental. O estado metaestavel é um sistema onde o equilibrio nao é atingido
completamente. Na presenca de um agente externo, ou seja, de uma perturbacgao esse
sistema sofre alteracoes. Em nosso caso, o agente externo desse potencial spin-flip é o
campo magnético aplicado no sistema.

A anélise em torno desse problema é essencial para o caso em que ocorra uma
transigao de fase de primeira ordem. Notemos que, a equagao de gap (4.11) s6 funciona
na obtencao dos pontos de segunda ordem, isto é, para pontos de continuidade de
A = A(T,V). Se a curva 6 vs T sofre uma descontinuidade, saltando para zero em
alguma temperatura critica T, em A’ = A, para um determinado valor de V, a funcdo

f vs A’ exibira dois minimos absolutos iguais, de modo que,

f(Tca Aca V) = f(Tca 0, V)

Portanto, esses minimos sinalizam uma transicao de fase de primeira ordem, em
que a fase supercondutora (A # 0), passard a coexistir com a fase normal (A =0). O
ponto tricritico que divide a fronteira de segunda ordem da primeira foi estimado na
observacao da mudanc¢a comportamental da energia livre nos pontos de transicao de

fase.
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4.2 A solucao numérica da equacao autoconsistente

Para obtencao do diagrama de fases, resolvemos numericamente a equacao de gap
(equacao autoconsistente) com o auxilio do programa python que nos possibilitou a
determinacao dos valores desejados. Primeiramente, fizemos para o caso v = 0.0, onde
a expressao (4.10) na auséncia de V, resultou no modelo BCS como o esperado. Para tal
solugdo numeérica, o que fizemos foi normalizar a equagao (4.9) conforme os parametros
da teoria BCS [42]|. Dada a relacao entre o valor da diferenga de energia na temperatura
zero e o valor da temperatura de transicao supercondutora, o valor universal do gap

em conformidade com a teoria BCS é dado por,

AT =0)=1,764KgT, (4.15)
em que, consideramos Kp = 1. Logo,

A
—£ =1,764
T,
Da equagao (4.9), as variaveis contidas dentro das tangentes hiperbodlicas, podem

sofrer mudancas do tipo,

Puwr W

= —— 4.16
2 2T ( )
onde, 8 = % Lembrando que o pélo vale w; =V + /A2 4 ¢2
Portanto, substituindo esses valores na equacao (4.16), resta que:
Bui  w VAVATEE 4T
o T o - 2T T,
2 2T 2T i
Assumiremos que,
L T
=7
e
Y V
= A
Continuando o processo de normalizacao,
A 2 € 2
s _"HV(E) F (&) a, (417
= * p— "
2 2t T,

Ac
2T

em que o valor ¢ um namero. Portanto,
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A, 1,764
oT. 2

Mediante a normalizacao do sistema pela teoria BCS, evidentemente que o limite

=0, 882

de integragao ira sofrer alteragoes com a mudanca de varidveis. Esse limite é dado no
intervalo da energia de Debye que corresponde a 1073 < wp < 1072 na mesma escala
da energia de Fermi Er. Da teoria BCS, a temperatura critica universal é dada como:

T. = 1.13Epe /PR (4.18)

em que, Fp = hwp que é a energia de Debye e o termo p(Er)U = 0.6 que esta em
concordancia com o intervalo experimento do acoplamento BCS. Portanto, a eq. (4.18)

torna-se,

T, = 1.13hwpe /06 (4.19)

Consideramos /i = 1. o passo a seguir é dividir a eq. (4.19) por A, entao,

Lo qge-1/089D
resultando como,
i — (YD) — 9431
1,764%1.13  \A.) 7

Finalmente, a solucao numérica que desejamos pode ser resolvida com o auxilio da

equagao (4.10), cuja forma é dada a seguir. Vejamos,

0.6 (> de
1l=— ———{tanh (0.882 % [ x wy) + tanh (0.882 % 5 * w 4.20
[ s lanh (0852 4 fwn) 4 tanh (0852 G i)} (120

cujos resultados geram a curva A-T.

4.3 Diagrama de fases

Nesta se¢ao, iremos discutir a necessidade em analisar os diferentes tipos de graficos
que obtivemos, onde temos trés situagoes: 1) O minimo para A = 0, 2) Um minimo
para A # 0 e 3) Quando os dois minimos para A =0 e A # 0 coexistem.

Como discutido anteriormente, para o valor do potencial em V' = 0.0, observamos
o comportamento continuo do gap em funcao da temperatura, o que indica transicao
de fase de segunda ordem a uma temperatura critica T = T,.. Observe que a curva

apresentada na figura 4.1 foi obtida resolvendo a equagdo numérica (4.20). O gap
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critico é definido como o intervalo de temperatura igual a zero como foi mostrado

anteriormente através da eq. (4.15). Por esse motivo, reduzimos (normalizamos) as

varidveis do sistema para 6 = AA et=L.
C

Figura 4.1: Grafico gap vs T normalizados, para quatro valores diferentes do potencial
normalizado V. Pode-se observar que a curva sofre uma descontinuidade em ¢ ~ 0.45
e v = 0.640. Portanto, deve haver um valor critico de v para 0.589 < v < 0.640, para o
qual podemos localizar o ponto tricritico que divide a fronteira de segunda e primeira

ordem do diagrama de fases no plano v — ¢

Para determinar os pontos que mostram a transicao de fase de primeira ordem
(onde o sistema apresenta descontinuidade na curva), nao houve necessidade na analise
do sistema no estado fundamental, no que concerne nos parametros da energia livre
em funcdo do gap ¢’, tendo em vista que a temperatura nesse estado ¢ T = 0. ¢’
representa novos valores para o gap com a minimizacao de energia do sistema. Partindo
desse pressuposto, realizamos estudos em torno da fronteira (criticalidade) que divide
a fase supercondutora do estado normal para valores finitos de dadas temperaturas
(T > 0). Porém, para discutirmos a priori o diagrama de fases, fez-se necesséria
a analise em como o sistema se comporta quando os parametros controlados (T e
V) sofrem alteragoes. O potencial spin-flip V é visto como o Campo Magnético em
questoes de parametro externo, ou ainda, como uma variavel local que causa inversao
nos spins dos elétrons da rede, seja em impurezas magnéticas ou ligas metalicas.

Apos essa andlise, a figura apresenta trés curvas para trés valores representativos
de v. Para V =0 a curva A vs T apresenta uma forma continua, o que foi discutido

anteriormente.
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Figura 4.2: curva da energia livre versus novos valores de gap fs.— f, vs &' parav = 1.1

mostrando que a curva delimitada apresenta o estado normal do sistema.

A medida que que V' é aumentado, nota-se que a curva no eixo t comeca a mostrar
um valor constante de temperatura (para dados valores de ¢) até que § venha atingir
zero. Esse resultado significa que o valor esperado da temperatura critica do sistema foi
atingida para aquele dado V. O que fizemos foi ajustar os valores de V' que variavam de
0 até 0.640, onde, foram plotadas diversas curvas até que o sistema viesse atingir de fato,
a curva na figura 4.1 apresentou descontinuidade caracterizando assim, uma transicao
de fase de segunda ordem (continua) para transi¢do de primeira ordem (descontinua).
Note que para V = 0.589 o gap ainda cai continuamente para zero, o que sinaliza que
ainda estamos na curva de segunda ordem a uma temperatura critica normalizada em
t = 0.625. Entretanto, a eq. (4.20) nao pode ser utilizada caso o gap sofra um salto
descontinuo ao cair para zero. E exatamente nesse ponto que, ocorreria uma transicao
de fase de primeira ordem, entao haveria uma coexisténcia entre as fases ordenadas
e desordenadas. Entao, devemos utilizar a equacdo da energia livre (4.14) a fim de
determinar a temperatura de transicao para uma mudanca descontinua da fase.

A equacao de gap (4.11) funciona apenas para determinar pontos de segunda or-
dem, isso traz uma discussao importante, pois, os pontos de primeira ordem foram
obtidos encontrando valores do par (¢,v) da temperatura e do potencial spin-flip, onde
a densidade de energia livre é minimizada em dois minimos um local e o outro global.

Observamos que para o potencial em v = 0.640 a curva de gap exibe uma transicao
de fase de primeira ordem (figura 4.1). Nesse ponto, a temperatura de transigao é de

aproximadamente ¢t = 0.453. Para obtencao dessa transicao de fase, primeiramente
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verificamos os graficos de energia livre em funcao de delta para os valores de v = 0.0 e

v = 1.1, para observarmos o comportamento esperado para esses valores de v.

1.0 A

0.8

0.6

0.4

0.2 4

0.0 7

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 4.3: curva f,. — f, vs 0’ para potencial spin-flip v = 0.0, mostrando valores
negativos que representam a minimizacao do sistema, onde, este comeca a apresentar

o estado supercondutor.

A curva da figura 4.2 apresenta um tnico minimo e esse minimo se localiza em
A = 0 e isso caracteriza que o minimo de energia nesse ponto se da no estado normal.
Evidentemente que, com as varidveis do diagrama de fases normalizadas para o par
t-v, esse valor ultrapassa o estado supercondutor. O que significa que a formacao dos
pares de Cooper ¢ destruida.

Na figura 4.3 quando o minimo encontrado é para o parametro de ordem diferente
de zero, ou seja, A # 0 caracteriza que o estado de menor energia ou estado estavel do
sistema, encontra-se no estado supercondutor. O que nos interessa é justamente a linha
que contenha a coexisténcia das duas fases (normal e supercondutora). Porém, para que
tenhamos essa coexisténcia é necessario que os dois estados estejam estaveis digamos
que, a0 mesmo tempo, mas isso ocorre apenas quando os dois minimos coexistem, ou
seja, quando tenho os minimos em A = 0 e A # 0 no mesmo minimo o que esti
representado na figura 4.5 e por consequéncia, obtivemos os pontos que descrevem o
transicao de fase de primeira ordem na curva 4.6.

Agora, nota-se que o valor minimo tende a valores negativos para energia livre (fi-
gura 4.3), o que representa um range dentro do estado supercondutor que sera mostrado
mais adiante através do diagrama de fases. Partindo desse ponto, é possivel minimizar
a energia do sistema ajustando os valores dos pares (v, t). Portanto, para obten¢ao do

ponto tricritico (ou limite de fronteira entre o estado normal e supercondutor), o que
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fizemos foi aumentar o valor de v e diminuindo os valores de ¢, até que, pudéssemos

observar dois minimos (local e global), resultado que esta disposto na figura 4.4.
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Figura 4.4: curva f,. — f, vs ¢ para potencial spin-flip v = 0.612, mostrando os dois

minimos de energia um local (esq.) e o outro global.

Voltando ao ponto em que o sistema atinge a criticalidade, podemos mostra-lo
através do comportamento da energia livre em fungao do gap minimizado. O potencial
spin-flip correspondente a esse sistema critico é de v = 0.640 onde a diferenca de
energia (4.14) foi plotada em funcdo de novos valores de 0 que foi definido por ¢’
para energia minimizada (figura 4.5). Essa curva nos possibilita ver dois minimos no
mesmo nivel, mostrando a existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem em
aproximadamente ¢t = 0.45 e v = 0.640. Portanto, podemos inferir que o diagrama de
fases no plano v — ¢, deve conter uma curva de fronteira que divide a fase BCS (estado
supercondutor) e o estado normal, separados por um ponto tricritico localizado em
(v*,t*) [43]. No entanto, no estado normal de um metal, os elétrons se movem de forma
independente, visto que, no estado BCS, os elétrons sao ligados em pares de Cooper
pelas vibragoes dos ions na rede cristalina, gerando uma quasi-particula. O sentido em
chamarmos esse ponto de tricritico é que, este representa o ponto final de uma fronteira
de segunda ordem. Além disso, a secao de primeira ordem da fronteira da curva deve
terminar em t = 0 e v = 1. Notoriamente, é possivel observar que, a tUnica forma de
diminuir a temperatura é aumentando o potencial spin-flip exatamente como a teoria
proposta por Abrikosov e Gor’kov prevé. Observando a figura 4.1, podemos afirmar que
a transicao de fase ocorre no intervalo 0.589 < v* < 0.640. Esse v* (potencial critico)
foi estimado através de cédlculos numéricos das temperaturas criticas do sistema para

diferentes valores de v, com o auxilio da curva f,. — f,, versus ¢’, assim, encontramos
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(v*,t*) = (640,0.45).
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Figura 4.5: A diferenca de energia livre do estado supercondutor e o estado normal
fse — fn vs & para v = 0.640 e t = 0.45 (observe o ponto de descontinuidade do corres-
pondente intervalo através da curva 4.2). Existem dois minimos no mesmo nivel, para
d =0ed =0,76. Isso significa que o ponto (v*,t*) = (0.64,0.45) é aproximadamente
a fronteira de primeira ordem que divide o estado normal do BCS no diagrama de fases

no plano v — t.

Embasado nas informacoes obtidas, finalmente, o diagrama de fases disposto no
plano v — t dado pela figura 4.6, exibe uma linha de fronteira que separa a fase super-
condutora e a fase normal. A linha continua representa a transicao de segunda ordem
(linha de fronteira), enquanto, a linha pontilhada representa a transicao de fase de
primeira ordem. O ponto tri-critico é representado pela bolinha preta. A inclinacao
em cada ponto da fronteira de primeira ordem pode ser determinado pela relacao de
Clausius-Clapeyron, conforme a teoria disposta na secao 2.3. Lembrando que essa re-
lagao é a responsavel por determinar a forma da curva de fronteira de fases de forma
completa. Devemos nos lembrar que essa relacao também ¢ uma maneira de carac-
terizar uma transicao de fase descontinua entre duas fases da matéria em um tnico
sistema, em nosso caso, a andlise se da através da linha de coexisténcia entre a fase
supercondutora e a fase normal. E interessante notar que, para que seja mantido o
equilibrio entre as fases, quando o sistema é sujeito a uma pequena variagao de t e v,
ou ainda, para que qualquer ponto na curva esteja estével (mesma curva de transigao

de fase), a energia livre do sistema é dada por:

fSC<T7 Al? V) = fn<T7 Al? V) (421)
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Figura 4.6: Diagrama de fases no plano v —t. A fronteira que divide o BCS e os fases
normais tem duas secoes. As secoes de segunda e primeira ordem sao representados
pela linha continua e pontilhada, respectivamente. O ponto tri-critico é representado
pelo circulo preto e esté localizado em (v*,¢*) ~ (0.64, 0.45).

A equacao de Clausius-Clapeyron foi ajustada para nosso modelo, onde v desem-
penha o papel da pressao [44] e estd em conformidade com a equagao (2.17),
dv_ Sse—$n _ As (4.22)
dt  pse—pn  Ap
onde v e t representam o eixo horizontal e eixo vertical conforme a figura 5.6. Além
do mais, sg e s,, correspondem as entropias (por par de Cooper) do estado supercon-
dutor (BCS) e estado normal. Respectivamente, ps. € p,, correspondem as densidades
das particulas dos pares. Portanto, para t = 0, as entropias especificas devem ser zero,
obedecendo assim a Segunda Lei da Termodinamica, portanto, a inclinacao da curva
v—t é zero. Dessa forma, os pontos de primeira ordem tendem de forma perpendicular
tocar no eixo de v.
Vale ressaltar que cada ponto desse diagrama de fase, foi obtido cuidadosamente
através da curva de gap, verificando a minimizacao da energia livre como foi mostrado

anteriormente através das figuras 4.1 e figura 4.6.



Capitulo

Conclusao e perspectiva

O presente trabalho foi desenvolvido através da referéncia [43|, onde os resultados
sofreram variagoes - numéricas e nao qualitativas, o que nos é mais importante - devido
a parametros de normalizacao com dados numéricos obtidos através da teoria BCS.
Analisamos um sistema BCS para temperaturas finitas, onde encontramos uma linha de
fronteira com um ponto tricritico. Os resultados das curvas foram obtidas garantindo
assim a minimizacao da energia livre, o que garante o equilibrio termodinamico do
sistema. Por esse motivo utilizamos a equacao de Clausius-Clapeyron que foi ajustada
para o nosso modelo (equagdo 4.22), onde o potencial spin-flip representa a pressao
da equacao (2.17), em que sua importancia é relevante devido esta expressao, nos
fornecer as entropias tanto para o estado normal quanto para o estado supercondutor,
bem como, suas respectivas densidades por par de Cooper. Curiosamente, obtivemos
resultados semelhantes a supercondutores hibridizados com modelos de duas bandas
com hibridizagdo V [45], onde foram investigadas as transi¢oes de fase normal e fase
supercondutora, e, os efeitos da hibridizacdao onde o parametro de controle é V. Esses
tipos de transicoes sao de suma importancia no estudo de sistemas com temperatura
finita.

A necessidade em minimizarmos essa energia através da energia livre é de justa-
mente obtermos resultados satisfatorios para descrever a criticalidade em nosso objeto
de estudo. Para isso, desenvolvemos um método numérico a partir da equagao (4.14),
a qual nos garante o equilibrio entre as fases - implicando que as duas energias livres
sao iguais - rescrevendo a energia livre em func¢ao do gap em questao. Com isso, cons-
tatamos que o ponto de fronteira que divide a fase supercondutora e normal ocorre em
(t*,v*)=(0.453,0.640), obtidos através da energia livre em funcdo de delta. Por fim,
nota-se que mesmo diante das diferencas numeéricas entre os resultados (nossos dados
com os da referéncia [43]), o resultado qualitativo permanece inalterado, exibindo o
mesmo comportamento em ambos os trabalhos, mostrando que a presenca de impu-
rezas magnéticas em ligas metalicas estao relacionadas diretamente com a diminuigao

da temperatura como fora previsto por Abrikosov e Gor’kov. Isso influi no resultado

o4
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expressivo através da figura 4.6, onde pudemos analisar em quais pontos, as transi¢oes
sao de primeira ou segunda ordem de forma precisa, mediante ao ponto de fronteira.
Agora, um caso que nos d& perspectiva nesse trabalho é: e se V fosse dependente de

k? Isso nos intriga e leva-nos a pensar se a linha de primeira ordem seria mantida.



Apéndice

Método das Funcoes de Green

Nosso interesse em estudar as fungoes de Green estd voltado no fato de qué, essas
funcgoes representam uma ferramenta adequada na anélise de sistemas com particulas
interagentes. Com efeito, as fungoes de Green nos possibilitam a obten¢ao das energias
de excitacao do sistema, ou mesmo expressar a resposta de um sistema mecanico a uma
perturbacao externa. Em termos de uma funcao de Green de tempo duplo retardado
obtemos, assim, os coeficientes cinéticos que controlam os processos de transporte [48].

Podemos ainda argumentar que, mediante o uso dessa funcao ha possibilidade em
obter a intensidade espectral ou densidade de estados generalizada, a qual, por sua
vez, permite a obtencao da densidade de particulas (ng)r, a energia cinética total, a
energia potencial total e, por fim, (H)7 a energia total para um sistema em interagao.

Na Fisica tedrica tém-se diversas classes de funcoes de Green. A diferenca esta na
forma de tirar os valores médios. Assim, se tirarmos a média no estado fundamental,
ou seja, no estado |0), do sistema, teremos as fungoes de Green de teoria de campos,
enquanto as fungoes de Green obtidas tirando a média sobre um ensemble estatistico
dardo a funcdo de Green da Mecénica estatistica (tempo) ou Termodinamica (tempe-
ratura).

Aqui, iremos estabelecer as definicoes e propriedades das funcoes de Green, obtendo
as equacoes de evolucao para as mesmas, e da mesma maneira introduziremos as fungoes
de correlacao e representacoes espectrais. Um de nossos objetivos é determinar as
equacoes do movimento que descrevem nosso sistema. O que faremos é encontrar uma
das quatro correlagoes que corresponde ao momento nulo dos pares de Cooper. Para
isso, o formalismo que iremos utilizar é o formalismo das fun¢oes de Green de Zubarev,

0s quais sao obtidos ao tirar a média sobre o ensemble grand-canoénico.

A.1 Funcoes de Green Retardada, Avancada e Causal

Segundo a defini¢do de Zubarev [40], as fun¢oes de Green sdo:

26
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G.(t,¢') = ({A(t); BU)))r = —i8(t — ) {[A(t); BA))x (A1)

que é a funcdo de Green retardada G, (t,t'). Agora, iremos escrever a funcao de

Green avancada, portanto,

Galt,t') = ((A(t); B(t))a = i0(t' = t){[A(t); B()])r (A.2)

E, por fim, a funcao de Green Causal,

Ge(t,t) = (A(t); B(t)))e = —i({TA®); B{')})r (A.3)

o fator 6(t — t') implica que ¢t = t. Esse fator é chamado de funcao degrau ou
funcao de Heaviside e, faz com que nenhuma das funcoes de Green estejam definidas

para t = t'. Essa funcao é dada por:

1 t >t
e(t—t’):{  par

0, parat <t
onde,
d
—O(t—t)=6(t—t
S0 —t) =8t — 1)
ou ainda,
d

SO —1) = —o(t' 1)

as propriedades comutativas e anticomutativas sao dadas por:

A ~

[A(t); B(t),) = A@)B(t') —nB(¢)A(t) (A4)

{A@); B(t'),} = A(B() + nB(t')A(1) (A.5)

em que n = £1, onde n = +1 (bosons) e n = —1 (férmions). Agora, definiremos
o operador de ordenamento temporal que poe a esquerda o operador de maior tempo,

podendo haver mudanca de sinal () durante a inversao, pode ser definido como:

T{A(t); B(t"} = 6(t — t"YA(t)B(t'") +nb(t' — t)B(t')A(t)
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A.1.1 Funcoes de correlacao temporal
A equagao (A.1) nos mostra a funcao de Green retardada cuja dependéncia temporal

é explicitamente dada por:
(A.6)

() = =Tr[e PH-1N)y)

sendo que H é o operador hamiltoniano, i é o potencial quimico

(1] —

em que [ = ﬁ,
e N é o numero total de particulas. Pontanto,

Tr [e_B(H_“N)gD] = Trle Py

(1
Il

onde, por definicao:

H=H-—uN

Em geral, tratamos com sistema com muitos corpos, havendo a necessidade em
introduzir uma fun¢ao mais geral, as chamadas Funcgoes de Correlagao Temporal entre

os pares de operadores, definida como:

Fap(t,t') = (A(t) B(t'))

ou

~

Fap(t,t') = (B()A(t))
Fazemos a média estatistica sobre o ensemble grand-canonico j& que isso permite

considerar os niimeros de ocupacao, n;, como independente entre si.
Dessa forma, os operadores dependentes do tempo na representacao de Heisenberg

onde,
A(t) = et Ae= Tt (A.7)

B(t/) _ eth/Beﬂ'Ht’

Essas funcoes de correlacao sao obtidas através das funcoes de Green. Para verifi-

carmos que, pela defini¢do, as fungdes de Green (r,a,c) dependem de t e t' através da
diferenca t — t'. Assim, através da equacdo (A.6), podemos calcular a média desses
operadores A(t) e B(t') como:

(A.8)

(AW)B()r = =



59

Substituindo (A.6) em (A.8), temos:

. 1 o
(AW)B(t))r = =Trle” "M e™ Ae™ "™ Bem ] (A.9)

1 Tr[efﬁﬂeﬁ-[(tft’)Aefi’;'-[(tft’)é]

—
—

1 . .
= =Trle P A(t — ') B]

—_—
—
—

Portanto, podemos chamar
(A()B(t)) = (A(t —t')B) = Fap(t —t')

Comparando (A.8) com (A.9),

~ A

= (At -1)B)
Por fim, as funcoes de correlacao sao definidas como,

Fap(t —t") = (A(t)B(t")

ou

Fap(t,t") = Fap(t —t')

A.1.2 Equagoes de Evolugao para as funcoes de Green (Equa-
¢oes do Movimento de Heisenberg)
Os operadores descritos na subsecao anterior, satisfazem a equacao de evolucao ou

equacao de movimento de Heisenberg,

d - d . A . A ,
—A(t) — _( leAeﬂHt) — z’?—[emtA(t)e*mt . ethA(t)(ZvH)eszt " f
dt dt )
d . 1 (iHt—Ht) } (iHt—Ht) 4 1
—A(t) = ——He Alt) +e A(H)-
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i A(t) = A(t)(H) — HA(t)
d i
1 Al) = [A(t), H]
ou ainda,
At = —ilA(t), H A0
A1) = —i[A(t), H] (A.10)

Em que, a equagao acima ¢ descrita como a equacao de movimento de Heisenberg.
Agora, iremos tratar as equagoes do movimento para a funcao de Green Retardada

(G,), por exemplo:

d / / 1 (4! / d/i t) (4 i
Z G (1 1) —z{d—e(t—t)qA(t),B(t )]>T+9(t—t)< == B(Y) >T} . (@)
_1 d ! 1 LDy ! dA t) S (4!
—;{#@—t><[A<t>,B<t>1>T+e<t—t>< B >}
d / d / 1 LDy / dA(t D (4!

Realizando as devidas substitui¢oes, ou seja, usando o argumento que existe relagao
entre a func@o descontinua 6(¢) e a Delta de Dirac 6(¢) e substituindo (A.10) em (A.11),

teremos:

d . . .

PG 1) = (¢ — AW B e — 00 — ([AW), H BW)r (A12)
Notemos que o segundo membro do lado direito da equacao (A.12) surge como

uma nova Fungdo de Green (expressao que se assemelha a equacdo (A.1)). Nesse caso,

obtemos a equacao do movimento para essa funcao, logo:

i%GT(t,t') =0(t — t’)<[fl(t); B(t/)DT + <([fl(t),7{]; B@'))% (A.13)

A partir de agora, podemos utilizar o mesmo arcabouco matemético para demons-
trar as outras funcoes de Green. Vejamos o caso para a Funcao de Green Avancada

onde, derivando a equacao (A.2), temos:
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6.0y =i { G~ 0aws B+ o -0 ([ G s0] ) b (?)
Geuttt) == { G0 =0t BeDr o -0 (| FAw 5] ) |

Realizando as devidas substituicoes, a expressao acima torna-se:

5 Galtst) = 8 = AW B} — 00— 1) < [%Aw; 3@')] >

Z%Ga(t, t') = 0(t' — t)([A(t); B(t))r +i0(t — t){[A(t), H]; B(t")]))r (A.15)

Da mesma forma que a equagao (A.12), novamente, surge uma nova fungiao de

Green. Dessa forma, obtemos outra equacao do movimento de Heisenberg para a

Funcao de Green avancada, entao:

Z'%Ga(t,t’) — 5(t’ — t)<[121(t)7 B(t/)DT + <<[A(t),7—[], B(t/)>>a (A.16)

E, por fim, iremos determinar a Funcao de Green Causal. Nosso ponto de partida

serd da equacao (A.3), onde, iremos fazer a sua derivada e substituiremos o operador
de ordenamento temporal, entao:

%Gc(t, )= {—z'(T{A(z), B(z')}} - —i% {H(t — YAW)BE) +nb(t' — t)B(t')A(t)}

i%Gc(t,t’) — <[%9(t — t’)} A)B(t') +0(t - t’)iA(t)B(t’)> 4

+ <n {%e(t’ — t)] B(t)A(t) +no(t — t/)B’(t’)%A(t)>T

Lembrando que §(t —t') = —0(t' — t) e, aplicando (A.6) e (A.10), teremos:

i%Gc(t t) = (6(t — ) A()B(t') — i0(t — t')[A(t), H] B(t'))—

—md(t' =) B(t')A(t) —inb(t' — )B(t)[A(t), H])
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evidenciando 6(t — t'),

%GC(R t') = (ot — ) (AW B() + nBA)A)))~

—(i0(t — " [A(t), H]B(t') — né(t' — t)B(t')[A(t), H]) (A.17)

Da equagao (A.17), o primeiro membro do lado direito é dado pela expressao (A.5)
e o segundo membro surge como uma nova Funcao de Green. Portanto, para n = —1

a nova equacao do movimento de Heisenberg sera escrita como:

i%Gc(t,t') =0(t — t’)<[fl(t), B(t/)DT + <([A(t),7{]; B<t/)>>c (A.18)

Diante de todos esses calculos, fica evidente que as trés Fungoes de Green satisfazem

a mesma equacgao do movimento de Heisenberg, sendo escrita de forma geral:

i%Gj(t,t/) = 5(t — t’)<[121(t)7 B(t,)DT + <<[A(t),7’[], B(t/)>>] (A19)

E possivel notar que aquacdo do movimento de Heisenberg gera uma nova Funcao
de Green de ordem superior, desse modo, para que essas equacoes sejam desenvolvidas,
é necessario que elas sejam desacopladas reduzindo o sistema em uma cadeia finita de
equacoes. Como estamos tratando com um sistema de simetria translacional temporal,
ou seja, desde que as Fungoes de Green dependam da diferenca nos tempos (t — t'),

definiremos a transformada de Fourier da seguinte maneira:

1 [~ - /
G (E) = F{G.(t =1} = o / Gt — e P d(t — 1) (A.20)
™ —0oQ
e a sua inversa que ¢ dada por:
G (t) = / Go(E)eP'dE (A.21)
A funcao delta de Dirac é expressa por:
1 [ _ /
S(t—t)=— ) A.22
1=t =5 [ (A2

A transformada de Fourier temporal da equagao do movimento da Funcao de Green
Retardada, pode ser escrita em funcao da transformada inversa derivando a equagao
(A.21), logo:

o) =il (B)e PE = —— ETE’E"E:—/ EG.(E)e *P'dE
ZdtG (t) zdt/_ooG( Je "7 27T/—oo G, (E)e *™'d o | G.(E)e *'d
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Comparando com as equagoes (A.20) e (A.21). temos:

EGy(e) = F {i%Gr(t)} (A.23)

Substituindo a equagao da transformada de Fourier em (A.19),

F {z'iamf)} — FLS(t— ) (AW, BE)r} + FULA®), M B} (A24)

dt
Por fim,
B BY)p = o (1A, BY) + (14, B B): (4.25)
ou ainda,
(AW, B = 5= (A BY) + (14, H); B (4.26)

E, finalmente, podemos escrever a equacao (A.25) em termos da frequéncia e fazendo

h =1, entao:

W((A: BY)w = 5 (A, BY) + (1A, B B)). (A.27)

Portanto, esta ¢ a equacao do movimento de Heisenberg da Funcao de Green
({A: B))g que serd uma ferramenta importante no desenvolvimento de nossos estu-
dos. Note que, realizamos uma substituicao no primeiro termo do lado esquerdo da
equagdo (A.27) dos "colchetes"(que representam as propriedades comutativas) para
"chaves", cujas propriedades obedecem as regras anti-comutativas, pois, estamos tra-
tando com particulas que obedecem as estatiticas de Fermi-Dirac. As funcoes de Green
de tempo duplo (segundo termo lado direito) sdo de ordens superiores. De um modo
mais explicativo, as Func¢oes de Green dao possibilidades na criacao de uma cadeia de
equacoes do movimento acopladas, cuja condicao de contorno sao dadas por represen-

tacoes espectrais.

A.2 Representacao Espectral

Seja |v) o autovalor da Hamiltoniana H e E, seu correspondente autovalor, entao:

HIv) = E,|v) (A.28)

Como ja definimos as funcoes de correlacao temporal, sendo elas:

Fas(t —t') = (A1) B()) (A.29)
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Fpa(t' —t) = (B(t)A(1)) (A.30)

Assim, surge a ideia de que podemos substituir a equagao (A.9) em (A.30), logo:

Foa(t' —1) = (B{)A(®) = ZTr(e™B()A()

—

1 L
== > (WP B()A(t)|v) (A.31)
Substituindo a equagdo (A.7) em (A.31), teremos:
1 A A
FBA(t/ o t) == Z<V|€—BH61’Ht Be it ethAe—th|V>
(A.32)

é Z<V|€i’Ht’Be—th’ethAe—i’Ht|V>€—,3Eu
v

O que fizemos no processo acima foi escrever os operadores A(t) e B(t') na represen-

tagao de Heisenberg, igualmente, a equagao (A.7), lembrando que = ¢é a grand fungao
de particao do sistema. A seguir, iremos aplicar o principio de completeza na equagao

(A.32),
1 ot A A
) _ = § :<V‘61Ht Befﬂ-lt ’M> <u’ethAeszt’V>€fﬁEV

1 . N o )
_ = Z(V’B‘M> <M|A’y>efﬁEl,€zE,,t eszut ezEHtesz,,t

(t'—t) —iB,(t'—t)

1 3 7 - i
— = Y (Bl Alp)e BB
%

—_
—
—

1 . . : :
= 2 S IBlulAl)e B BI) (2.33)
= £
Introduzindo a transformada de Fourier Jp4(w) tal que,
(A.34)

Fpa(t' —t) = (B(tA(t))r = /_ Jpa(w)e™ D dw

onde Jg4 ¢ a chamada intensidade espectral, e estid definida em termos de w,
sendo que E, — F, = w. O que fica evidente é que, essas informagcoes sao dadas sobre

as energias de excitagoes do sistema, vejamos:
I , it —t) 70y
Fpa(t' —t)e d(t' —t) (A.35)

JBA(UJ) = %

—0o0
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Substituindo (A.34) e (A.35) em (A.34), teremos as representacoes espectrais das

funcoes de Green,

11 A ~ _ B —u\(t—t!
Toalw) = 52 S0IB) ldlv)e P [ e BB tOg( - p)
= o
em que, (v B ) = By I Aly) = Aw, assim:
W i
11 5 A ,—BE, = —i(By—E,—w)(t—t") /
Joaw) == ) BuAuwe ¢ g d(t —t)
v, -
11 A R
S —BE, i[(Bu—Ey)—w|(t—t") 704 _ 4
== Z B, Aue /OO e\ n d(t —t)

Lembrando que a equagdo (A.22) a Fungdo Delta de Dirac por defini¢ao é dada
como:

1 [, ,
§(E, — E, —w) / el Eu=Bn)=wlt=t) g _ 1) (A.36)

:% N

Onde, finalmente, temos:

1 P
Jpalw) = = > B Aue?5(E, - B, —w) (A.37)

v,p
De forma anéaloga,
o0

Fap(t—t) = (AQ)B(#))r = / Tap(w)ePe =) dy (A.38)

Portanto, as equagbes (A.34) e (A.36) sdo as representacOes espectrais para as

funcoes de correlacao temporal.

A.3 Representacoes espectrais para as Funcoes de Green
Avancada e Retardada

Introduzindo as componentes de Fourier para as Funcoes de Green retardada, teremos:

G.(t—t) = / G, (E)e E¢qE (A.39)
1 [ —
G.(E) = Dy / G, (t —t)e P d(t — ') (A.40)

Inserindo (A.1) em (A.40),
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Go() =~ [t — )P0 — 1) (A B
Go(B) =~ [ dlt = )0 — (AN B —n(BE)AW)) (A4

Substituindo as representagoes espectrais (A.34) e (A.38) e fazendo ¢ = 0, a ex-

pressao (A.41) tornar-se-4,

,l’ [e.9] o0

G.(F) = d(t)e'PWa(t) (JBA(w)e’Bwe_i“tdw — 77/

21 — oo —00

JBA(w)e_i‘”tdw)

Portanto, a expressao acima torna-se:

G.(E) = = /00 Jpa(w)(e™ —n)dw /00 dte' F=)tg(t) (A.42)

21 J_ oo o

Podemos escrever a Fungao de Heaviside () da seguinte maneira:

0(t) = / () = e—0 ;(e>0) (A.43)
ou ainda,
5(t) = L / b —iet (A.44)
) e x .

Reescrevendo a funcao de Heaviside na forma integral,

- o) —ixt
_ v € . +
0t) = 5 /_OO e e (A.45)

Realizando as devidas substitui¢oes, ou seja, substituindo (A.44) em (A.42), resul-

tard em,

. ;00 [ee] 1 oo
G (E) = —— / Tpa(w)(€* — n)dw / d eE-w=tgr  (A.46)

21 ) _ o oo T HE2T

Relembrando que, a funcao delta pode ser escrita como:

M(E—-—w—1)= 2i/ elFw=altgy
™ —0o0

Deste modo, a equagio (A.46) ira se configurar,
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G(B) = — / T T ()€ — n)duw / T B —w— ) (A.47)

- 2 oo —oo T F2E
Da propriedade da funcdo delta de Dirac, a equagdo (A.47) pode ser reescrita:
1 [ o dx
A(F)=— P _myd e A4
Gi(B) = 5 [ Tmae —mw [ =T (A48)
De forma anéloga, a Funcao de Green avancada ¢ dada por:
1 [ > dx
Gu(E) = — J e —n)d - A.49
() =5 [ dmae —mis [ =T (4.49)
Devido a similaridade entre (A.48) e (A.49). consideraremos E como sendo uma
varidvel complexa, deste modo, estenderemos os resultados das fungoes de Green sejam

analiticas no plano complexo E. Por esse motivo, assumimos que E é uma variavel

complexa. Portanto, os resultados obtidos reduzindo essas funcoes,

1 [ dw | G.(E), se ImE >0
F) — Buw ) A
G(E) / Tea(w)(e mE —w {GG(E), se ImE <0 (4.50)

o0

Com isso, possibilita-se mostrar que G,(e) pode ser analiticamente continua no
semiplano superior do plano complexo e G..(¢) continua no semiplano inferior do mesmo
plano complexo, ambas, singulares sobre o eixo real, ou seja, em Im(FE) = 0 cuja
representa¢ao é baseada nas excitagoes do sistema. Assim, podemos considerar G..(e) e
Gq(e) como componentes de uma mesma fungao de variavel E. Sabendo quem é G(F),

ha a possibilidade em determinar a densidade espectral J(w) da relacdo,

2mid(x) — lim( L )

es0t \x —1e x+1€

G(w +ie) — G(w —ie) = —i(e? ™M) J(E) (A.51)

onde w é real. De fato, a diferenga entre (A.48) e (A.49), temos:

1 1
F—-—w+ie FE—w-—ue

G(w+ie) —G(w—ic) = % /_: J(w)(e™ —n) ( ) dw (A.52)

Realizando algumas substituigoes, onde,

S(E —w) = — lim { ! ! } (A.53)

271 =0 E—w—ie_E—w—i-ié

podendo ser reescrita da seguinte forma:
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1 .

P é o valor principal da integral, onde ¢ — 0 e € > 0. Mediante a esses resultados,

finalmente a expressao (A.51) pode ser comprovada. Portanto,

G(w+ie) — G(w—ig) = —i / J(w) (e —n)§(E —w)dw = —i(e®™ —n)J(E) (A.55)
A densidade espectral pode ser obtida realizando alguns pequenos procedimentos

matematicos na equagao (A.55), vejamos:

G(w+ie) — G(w — ie) = —i(e™ — ) J(E) * <Z> = i(eﬁ“’ —n)J(E) =

= L i

]

Reescrevendo esta equacao em funcao da frequéncia, o resultado é:

J(w) = Z_G(w +ie) — G(w —ig)

o ;e — 0" (A.56)
e =

Substituindo esse resultado na expressao (A.34),

* Glw+ie) — G(w — ie)

Fpa(t' —t) = (B(t)A(t))p =i / et =ty (A.57)

—00

efw —n

Portanto, tendo conhecimento de quem é a Funcao de Green, esta nos d4 ha possi-
bilidade na obtencao da funcao de correlacao. Em nosso sistema, consideramos o fato
det =t e Gw+ic)—G(w—ic) = Im(G(w)), a funcao de correlacao dada pela equagao

(A.57), sera reescrita na forma:

(BE)AL) = / " fenl)Im((B; A)).) (A.58)

A equagdo (A.58) é conhecida como Teorema do Salto.
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