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RESUMO

Neste trabalho apresentamos alguns topicos de Geoometria Analitica para o 3° ano do ensino
médio, como uma proposta para que o professor possa tornar suas aulas dindmicas e que o
aprendizado se torne significativo. Utilizamos o site: https://www.geogebra.org, onde cons-
truimos e disponibilizamos nossas criacdes, que poderdo ser baixadas diretamente, ao longo
da leitura do trabalho, bastando para isso, clicar no link que as acompanha. Com as criagdes
disponiveis, o leitor poderd acompanhar por exemplo, a demonstracdo e a aplicacdo de uma
equagdao matemadtica, resolver situagdes problema utilizando o software, fazer modificacdes e
acrescentar atividades, ou seja, elas possibilitam uma maneira dindmica, agradavel e inovadora
de se trabalhar os conceitos de Geometria Analitica. Acreditamos que esta seja mais uma opgao
para que o professor utilize recursos tecnoldgicos em suas préticas didéticas, de forma que o
ensino-aprendizagem de Geometria Analitica acontega.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Geogebra, Recursos tecnolégicos, Atividades dinami-

cas.


https://www.geogebra.org

ABSTRACT

In this article we present some topics of Analytc Geometry for the high school level,as a
proposal for the teacher to turn his classes in a more dynamic and meaningful way, We use the
website: http://geogebra.org, where we build and release our creations that can be downloaded
at any time. With the available creations, the reader may experience for instance, the demons-
tration and aplication of a mathematic equation,solve equations using the software, make mo-
difications and add ativities, that is, they enable a more dynamic, pleasant and inovative way to
work the concept of Analytc Geometry. We believe that this is one more option for the teacher
to use tecnnology on his ditatic pratices, in a way that makes the the teaching and learning of
Analytc Geometry more easy.

keywords : Analytc Geometry, Geogebra, technological resources, dynamic activities.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros reais.
Igual.

Diferente.

Congruente.

Maior.

Menor.

Unido.

Pertence.

Entao.

Se somente se.

Mais ou menos.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Para todo.

Alfa.

Beta.

Gama.

Delta.

Médulo.

Fracao.

Menos.

Mais.

nao congruente.
segmento AB.
segmento orientado AB.
distancia entre os pontos A e B.

distancia entre o ponto P e areta r
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Capitulo 1

Geometria Analitica

A Geometria, como ciéncia dedutiva, foi criada pelos gregos. Mas, apesar do seu brilhan-
tismo faltava operacionalidade a geometria grega. E isto s6 iria ser conseguido mediante a
Algebra como principio unificador. Os gregos, porém, nio eram muito bons em 4lgebra. Mais
do que isso, somente no século X VII a dlgebra estaria razoavelmente aparelhada para uma fusao
criativa com a geometria. Ocorre, porém que o fato de haver condi¢des para uma descoberta
ndo exclui o toque de genialidade de alguém. E no caso da geometria analitica, fruto dessa
fusdo, o mérito nao foi de uma sé pessoa. Dois franceses, Pierre de Fermat e René Descartes,
sdo os responsaveis por esse grande avango cientifico: o primeiro movido basicamente por seu
grande amor, a matemadtica e o segundo por razdes filosoficas. E, diga-se de passagem, nao
trabalharam juntos: a geometria analitica € um dos muitos casos, em ciéncia, de descobertas
simultaneas e independentes. A teoria das propor¢des era a ferramenta algébrica dos gregos. O
que Descartes fez foi substituir a teoria das propor¢des por uma dlgebra simbdlica, da qual os
gregos sO tinham os rudimentos. Descartes e Fermat substituiram os pontos de um plano por
pares de nimeros e curvas por equacdes.

A Geometria Analitica estabelece conexdes entre geometria e dlgebra, de modo que os concei-
tos da geometria sdo analisados por meio de processos algébricos. Todos os objetos, figuras e
relacdes j4 obtidas na geometria euclidiana cldssica (geometria plana e espacial) sdo estudados
na geometria analitica por meio da dlgebra. Isso expande os conceitos da geometria, que agora
podem ser analisados de um modo completamente novo, e introduz conceitos que ainda nao po-
diam ser considerados ou que ndo podiam ser explorados a0 maximo na geometria euclidiana.
Um exemplo disso é o conceito de distancia entre um ponto e uma reta. Podemos dizer que € a
transferéncia de uma investigacdo geométrica para uma investigacao algébrica correspondente,
pela correspondéncia entre pontos no plano e pares ordenados de nimeros reais, permitindo

associar a cada curva no plano uma equag¢do com duas varidveis x € y.



1.1 Sistema unidimensional ou reta real

Definicao 1.1. O sistema unidimensional é o conjunto de pontos de uma reta sobre a qual

podemos localizar qualquer niimero real.

Sistema unidimensional com o GeoGebra
/] Definicéo
Sistema unidimensional € o conjunto de todos 0s pontos de uma
reta sobre o qual podemos localizar qualquer nimero real.
Podemos associa-lo ao eixo x do GeoGebra
: obs:
C Origem |B R
o O C» >
-5 ] -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.1: Sistema unidimensional no software GeoGebra

Esta figura pode ser baixada no link https://www.geogebra.org/classic/qrf2tgxy

Definicao 1.2. Segmento retilineo - A por¢do de uma reta compreendida entre dois de seus pon-
tos é chamada segmento retilineo ou simplesmente segmento. Os pontos se chamam extremos

do segmento.

Definicao 1.3. Segmento orientado - Um segmento orientado é determinado por um par orde-
nado de pontos, o primeiro chamado origem do segmento e o segundo chamado extremidade do
segmento.

Definicao 1.4. Medida de um segmento - Fixada uma unidade de comprimento, a cada seg-
mento orientado podemos associar um niimero real ndo negativo, que é a medida do segmento
em relacdo aquela unidade. A medida do segmento orientado é o seu comprimento, seu modulo
podendo ser chamada também de distdncia entre os pontos A e B. e indicaremos por |AB| ou

ainda por d g

No sistema unidimensional podemos representar pontos, segmentos e segmentos orientados.

Analiticamente falando, no sistema unidimensional representamos:


https://www.geogebra.org/classic/qrf2tgxy 

Um ponto por uma letra maiiiscula seguida de sua coordenada, usamos a notagdo:

A:[L‘A

o Um segmento é representado pela unido de dois pontos (extremos do segmento) e usamos

a notagdo: AB

o Um segmento orientado de origem A e extremidade B ¢é representado usando a notacdo:

AB

A medida de um segmento por |AB| ou por d sp.

Se e AB ¢é um segmento cujos extremos sdo A e B. A medida do segmento representa por

dap ou por | AB| e chama-se distancia entre os pontos A e B ou comprimento do segmento AB.

Usaremos a nota¢do dap para indicar essa distancia, que é um ntimero real e que satisfaz

as seguintes propriedades:
® dyp = 0;

dABZO(i)A:B,'

dap = dpa;

dap < dac + dop (desigualdade triangular)

dap = dac +dop & A, B, C sdo colineares e C estd entre A e B

Do ponto de vista da geometria plana, os segmentos AB e BA tem as mesmas medidas.

Em geometria analitica, hd distin¢cdo entre os sinais dessas medidas. Assim, se AB é um
segmento de medida positiva, BA serd um segmento oposto e portanto, terd medida negativa,

e escrevemos.

AB =—-BA

Se P é um ponto da reta distinto de O situado a sua direita, diremos que o ponto P corresponde
a um niimero positivo x. Analogamente, se P' é um ponto qualquer da reta situado a esquerda
de O, diremos que o ponto P’ corresponde a um niimero negativo ©'. Desta maneira, qualquer
niimero real x pode ser representado por um ponto dado P situado sobre o eixo x. Recipro-
camente, qualquer ponto dado situado sobre o eixo x representa um niimero real x, cujo valor
numérico é igual ao comprimento do segmento OP e cujo sinal é positivo (se estiver a direita

da origem O) ou negativo (se estiver a esquerda da origem O).

Construimos assim, um esquema por meio do qual se estabelece uma correspondéncia biuni-

voca entre os pontos de uma reta e os niimeros reais. E importante notar que a correspondéncia



estabelecida pelo sistema coordenado linear é tinica.

Assim, a cada niimero, corresponde um e somente um ponto sobre o eixo x e a cada ponto

sobre o eixo, corresponde um e somente um niimero real.

Todo eixo x pode ser posto, de modo natural em correspondéncia biunivoca com o conjunto

R dos niimeros reais, do seguinte modo:
o A origem O do eixo faz-se corresponder o niimero zero;

e A cada ponto P do eixo situado a direita de O corresponde um niimero real positivo

x = d(O, P) distdncia de P a origem ou comprimento do segmento de reta O P;

e Aos pontos situados a esquerda de O correspondem niimeros reais negativos cujos valo-

res absolutos medem as distancias desses pontos a origem.

Portanto, a cada ponto no eixo x corresponde o niimero real v = d(0, P) se P estd a
direitade O e © = —d(O, P) se P estd a esquerda do O.

1.1.1 Elementos da geometria plana no software GeoGebra

Com o auxilio do software GeoGebra iremos construir uma atividade que nos permite ex-
plorar com os alunos o que acabamos de destacar.

Para a construgdo da atividade no GeoGebra, vamos usar o fato de que, no GeoGebra, um
par ordenado da forma P = (a,0) representa um ponto sobre o eixo x que serd nossa reta real.
Assim, cada par ordenado da forma P = (a,0) estd associado ao niimero real sobre a reta (de
acordo com o valor de sua abscissa), da mesma forma que cada niimero real estd associado a

um ponto sobre a reta.

1.1.2 Praticando com o GeoGebra - elementos da geometria na reta

Esta atividade pode ser bixada no link https://www.geogebra.org/classic/dbdfevye

O objetivo desta atividade é apresentar sobre a reta real pontos, segmentos e segmentos orien-
tados além de explorar suas propriedades.


https://www.geogebra.org/classic/dbdfevye

Elementos da geometria plana no eixo real com o software GeoGebra

texto1 D texto2

Sobre a reta real (eixo x do sistema cartesiano), temos representados:
os pontos A,B,C,D e E, um segmento cujas extremidades sdo B e C,

e um segmento orientado de origem D e extremidade E, além da medi-
da dos segmentos.

_.,
Lo
w
«Q
1l
w
O

Figura 1.2: Elementos da Geometria Plana na reta no software GeoGebra

Com a atividade, podemos por exemplo, movimentar os ponto A,B,C,D e E sobre a reta e

solicitar que o aluno responda a alguns questionamentos:

e Quando A estd a direita de zero qual o sinal de sua abscissa?

Qual o sinal da abscissa de A quando ele estd a esquerda de zero?
e O que acontece quando aproximamos os pontos B e C'? E quando os afastamos?

e O que vocé observa sobre o sinal da medida do segmento BC'?

O valor dessa medida pode ser zero? Quando é que essa medida serd igual a zero?

e Como sdao chamados os pontos B e C do segmento BC'?

Quando movimentamos o ponto E para a esquerda o que acontece com o segmento ori-

entado?

Como sdo chamados os pontos D e E do segmento orientado DE?

Qual a diferenca entre os segmentos BC eDFE

Ao explorar a atividade, o aluno terd um primeiro contato com alguns conceitos bdsicos de

Geometria Analitica, como: segmento de reta, segmento orientado, podendo ainda trabalhadar



a distdancia entre dois pontos sobre uma reta e suas propriedades. Também é possivel avaliar o

conhecimento do aluno em Geometria Plana dos conceitos apresentados.

1.1.3 Sistema unidimensional no software GeoGebra

O conceito de distancia em Geometria analitica é de fundamental importancia, uma vez
que serd utilizado na resolugdo de uma infinidade de problemas, como por exemplo, ao definir
circunferéncia, elipse, hipérbole, pardbola e também ao resolver questoes relacionadas a poli-

gonos.

Com o auxilio do software GeoGebra, podemos criar uma atividade que nos permita explo-

rar o conceito de distancia entre dois pontos no sistema unidimensional ou na reta real.

Distancia entre dois pontos na reta com o GeoGebra

Definicéo:
Dados dois pontos A=(a,0) e B=(b,0) sobre uma
reta, definimos a distancia entre A e B por:

dAB: |a—b[

dpg = la-bl=|-4-(2)] = |-6|=6

Q@
N@

-10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 1.3: Distancia entre dois pontos no eixo horizontal no software GeoGebra

1.1.4 Praticando com o GeoGebra - distancia na reta real

Esta atividade pode ser baixada no link:https://www.geogebra.org/classic/haqtty6z

O objetivo desta atividade é apresentar a equacdo matemdtica que fornece a distdncia entre
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dois pontos na reta real, enfatizando o conceito de médulo de um niimero real, além de traba-

lhar operagoes de adi¢cdo e subtracdo no conjunto dos niimeros reais.

Para explorar a atividade basta mover um dos ponto A ou B e observar o que acontece com a

aplicacdo da formula da distancia e também com a medida do segmento d sp.

Apos a apresentacdo da atividade com o GeoGebra, o professor poderd fazer uma lista de

exercicios que o aluno responderd sem a ajuda do software GeoGebra.

e Se o0 ponto A estiver na posicdo 7 e B na posicdo —5, qual serd a medida da distdncia
AB?

e Se a distdncia entre os pontos A e B é igual a 10 e o ponto A estd na posicdo —3 em que

posicdo devemos colocar o ponto B? Quantas solucoes tem essa questdo?
e Qual a distdncia entre os pontos A = (3,0) e B = (—8,0)?
e Qual a distdncia entre os pontos A = (8,0) e B = (2,0)?

o Como vocé faz para obter o valor da distdncia entre os dois pontos quando suas abscissas

tem mesmo sinal? E quando os sinais sao opostos?

Criamos assim, uma atividade que permite explorar a distancia entre dois pontos quaisquer em
uma reta, podendo também servir para refocar alguns conceitos de matemdtica bdsica, como
as operacoes de adicdo e subtracdo de niimeros reais, além do conceito de modulo ou valor

absoluto de um niimero real.

A distdancia entre dois pontos em uma reta, ( sistema unidimensional) deve receber um trata-
mento especial, por ser algo simples de ser entendido e que servird como base para o trabalho
que precisamos desenvolver sobre distancia no plano (sistema bidimensional), e mais tarde

também no sistema tridimensional.

1.2 Sistema bidimensional ou sistema cartesiano

Definicao 1.5. Sistema bidimensional ou sistema cartesiano é um sistema coordenado no qual
um ponto pode estar em movimento em todas as direcoes, mantendo-se sempre em um mesmo

plano, é ele o sistema coordenado utilizado na Geometria Analitica Plana.

No sistema unidimensional, em que os pontos estdo sobre uma reta, a investigacdo analitica

das propriedades geométricas é extremamente limitada. Sendo impossivel por exemplo, estudar



as propriedades de figuras planas como o tridngulo, a circunferéncia e as conicas.
Para estender a utilidade do método analitico, consideramos agora um sistema coordenado

bidimensional.

1.2.1 Praticando com o GeoGebra - Plano cartesiano
Esta atividade estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/krmbjkbh
O objetivo desta atividade é discutir as propriedades de um ponto sobre o eixo x, o eixo v,

a bissetriz dos quadrantes impares, bissetriz dos quadrantes pares e também em cada um dos

quadrantes do plano cartesiano.

Sistema bidimensional ou plano cartesiano
[ ] Definigao PA=02)
o
D=(-3,2) ; Cc=(3,2)
d
e
n
Segundo quadrante a Primeiro quadrante:
d Y
abscissa a B=(2,0)
s
Terceiro quadrante F = (1, -1)Quarto quadrante
@
E=(2 -2)

Figura 1.4: Sistema bidimensional ou sistema cartesiano com o software GeoGebra

Para explorar a atividade sugerimos que o professor usando o Software GeoGebra, faca

perguntas como:

e O ponto A estd sobre o eixo 1y, o que vocé observa em suas coordenadas? Escreva as

coordenadas de trés pontos sobre o eixo .

e Obeserve os pontos que estdo localizados no primeiro e e no terceiro quadrantes. O que

eles tém em comum?

e O que acontece com os sinais dos pontos que estdo no segundo quadrante? e no quarto

quadrante?


https://www.geogebra.org/classic/krmbjkbh

e Oponto A = (2,5) estd em qual quadrante?

e Determine as coordenadas de um ponto qualquer que esteja localizado no terceiro qua-

drante, e um no quarto quadrante.

Apos explorar a atividade com o software GeoGebra sugerimos que o professor faca uma ativi-
dade usando papel quadriculado e trabalhe questoes semelhantes as questoes propostas, além
de solicitar que o aluno crie uma tabela com as caracteristicas das coordenadas dos pontos em

cada um dos setores do plano cartesiano.

Este sistema indicado na figura: é formado por duas retas orientadas chamadas eixos

coordenados, perpendiculares entre si e de mesma origem O.

O eixo horizontal é denominado eixo x ou eixo das abscissas; o eixo vertical é denominado
eixo y ou eixo das ordenadas; o ponto de intersecccdo O, é a origem do sistema cartesiano.

Estes eixos coordenados dividem o plano em quatro regioes chamadas quadrantes, numerados
como mostra a figura:

O Geogebra 2D, usa exatamente o sistema cartesiano. Por essa razdo, ele é um importante

aliado da geometria analitica, no estudo de ponto, retas e conicas.

Para a representagdo de pontos no software GeoGebra, podemos no campo digi-
tar o ponto por meio de um par ordenado (representagdo analitica) e teremos sua represen-

tagdo grdfica na ‘Janela de visualizagdo‘ do software Geogebra ou representar o ponto na

‘ janela de visualizagdo‘ (representagdo grdfica) e na‘ janela de dlgebra‘ aparecerd o par or-

denado (representagdo analitica)
Além de podermos arrastar o ponto em todas as direcoes e observar as propriedades dos pontos

sobre cada um dos quadrantes, dos eixos ou das bissetrizes dos quadrantes.

1.2.2 Localizacao de um ponto no plano cartesiano

Para localizar um ponto A qualquer no plano, procedemos assim: Por A, traca-se AA,
perpendicular ao eixo x e AA, perpendicular ao eixo y A medida do segmento orientado OA,
é chamada abscissa de A; a medida do segmento AA, ordenada de A. Os niimeros reais x e y,

formam as coordenadas de A e sdo representados por (x,y).

As abscissas medidas sobre o eixo x a direita da origem O sdo positivas e a esquerda sdo
negativas; as ordenadas medidas sobre y acima da origem O sdo positivas e abaixo sdo nega-
tivas.



A cada ponto P do plano cartesiano corresponde um e somente um par de coordenadas
(x,y). Reciprocamente, um par de coordenadas (x,y) qualquer determina um e somente um
ponto do plano cartesiano.

Assim, dadas as coordenadas (x,y),x # vy , ficam determinados dois pontos, um de coor-
denadas (z,vy) e outro de coordenadas (y,x) que sdo diferentes. Por essa razdo, um par de
coordenadas no plano cartesiano é chamado par ordenado de niimeros reais.

Podemos dizer que o sistema de coordenadas cartesianas estabalece uma correspondéncia biu-
nivoca entre cada ponto do plano e um par ordenado de niimeros reais.

A localizagdo de um ponto no plano por meio de suas coordenadas pode ser feito de acordo

com o exemplo:

Exemplo 1.1. Localize no plano cartesiano o ponto A = (5, 3)

Solugao: (com lapis e papel quadriculado)

Apos construir um plano cartesiano no centro do papel quadriculado, assinalaremos primeiro
um ponto A, sobre o eixo x , que estd 5 unidades a direita da origem O, em seguida, a partir de

A, sobre uma reta paralela ao eixo vy, mediremos 3 unidades acima do eixo x, obtendo assim
o ponto P = (5, 3).

Solugdo: (Com o software GeoGebra)

Podemos realizar facilmente essa atividade. Hd duas maneiras de se fazer:

e digitando no campo a expressdo P = (5, 3) e na janela de visualizagdo apare-
cerd o ponto P = (5, 3) no plano cartesiano do software GeoGebra.

e clicando sobre o ponto (5,3) na janela de vizualizacdo surge no plano cartesiano do
software GeoGebra um ponto denominado ponto A = (5,3), indo em configuragcoes

podemos renomear para ponto P e na janela de dlgebra aparecerd o ponto P = (5, 3).

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/nhdcnzbt

Apos a realizacdo dessa atividade, sugerimos que o professor, trabalhe utilizando o software
GeoGebra e também o papel quadriculado, questoes semelhantes, (basta mover o ponto P).
Assim, poderd fixar melhor a idéia de localizacdo de um ponto no plano cartesiano, por ser

este, um dos topicos que serdo pré-requisito de assuntos posteriores.

1.2.3 Pares ordenados: Operacoes

Adigdo: (x1,11) + (22,y2) = (21 + T2, y1 + Y2)
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Localizagao do ponto P = (5,3) no software GeoGebra

4
P
- ——— e — - )
|
2 |
ordenada |
|
|
abscissa :
O O
-2 0 2 4 6 8 10

Figura 1.5: Localizacdo do ponto A(5, 3) no plano cartesiano no software GeoGebra.
Exemplo: A = (-2,3)+ (5,—-2) = (245,34 (=2)) = (3,1)
Multiplicagdo por um niimero real k: k(x1,y,) = (kxy, kyp)
Exemplo:2(—3,4) = (2.(=3),2.4) = (—6,8)
Igualdade de dois pares ordenados: (x1,y1) = (T2,y2) & T1 =Ty € Y1 = Yo
Exemplo: (x — 1,y +3) = (1,7) onde

r—1=1=x=2
y+3=7T=>y=4

1.2.4 Distancia no plano

Sejam Py (x1,y1) e Pa(xa,y2) dois pontos quaisquer no plano. Vamos determinar a distdancia
d entre P e Ps, sendo d = | P, P|.

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/ggusntnc

Por Py e P, tracemos as perpendiculares Py A e P, D a ambos os eixos coordenados, como se

indica na figura, e seja I/ seu ponto de interseccdo. Consideremos o triangulo retdngulo P E P,
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m Teorema
No triangulo reténgLLIo P1P2E, temos, de .
acordo com o Teorema de Pitagoras que: Demonstragao:
P>
-------- ]
[yo-y4l
: |
1
1
|21 — 2]
1
3B
T2

Figura 1.6: Férmula da distancia entre dois pontos no plano no software GeoGebra
(retdngulo em E).

Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
d* = |P\P,)* = |PE|* + |EP,|? (1.1)
As coordenadas dos pés das perpendiculares aos eixos coordenados sdo
A(z1,0), B(22,0),C(0,41), D(0, y2).
Logo , temos:

EPQZAB:|I‘1—I‘2,

EPIZDC: |y2—y1|

substituindo esses valores na equacdo, obtemos:

& = (21— 22)* + (1 — 1) = d = V&1 — 22)2 + (1 — 12)? (1.2)

Este resultado se anuncia assim:

12



Teorema 1.1. A distdndia d entre dois pontos Py(x1,y1) e Py(x2,y9) € dada pela formula:

d= \/xl —19)2+ (y1 — y2)?

A distancia entre dois pontos no plano, merece uma aten¢do especial, pois, trata-se um
topico de Geometria Analitica que tem iniimeras aplicacdes na resolucdo de problemas envol-

vendo Geometria Plana.

Questoes como determinar o périmetro de um poligono, classificar um triangulo quanto aos
lados, determinar a medida da diagonal de um quadildtero qualquer, definir (circunferéncia,
circulo, pardbola, hiperbole, elipse), sdo aplicacoes diretas de distdancia entre pontos no plano

cartesiano.

Utilizando a figura podemos trabalhar com o aluno a demonstragdo da formula usando o soft-
ware GeoGebra e também solicitar que ele repita a demonstracdo em seu caderno, para fixar

aidéia.

Aqui é importante que o professor enfatize que o teorema de Pitdgoras é pré-requisito para

entendermos a demonstragdo e também a aplicacdo da formula.

1.2.5 Distancia entre dois ponto no software GeoGebra

Com o auxilio do software GeoGebra, iremos construir uma atividade que nos permite ex-

plorar com os alunos a formula da distancia entre dois pontos no plano.

1.2.6 Praticando com o GeoGebra - distancia no plano

Esta atividade estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/rvhShuga

O objetivo desta atividade é apresentar a demonstracdo e também a aplica¢do da equagdo
mdtemdtica que fornece a distancia entre dois pontos no plano cartesiano, enfatizando a im-

portancia da aplicacdo do teorema de Pitdgoras.

Para explorar a atividade criada com o software GeoGebra, o professor pode solicitar que
o aluno arraste um dos pontos A ou B e observe como a formula é aplicada.
Pode sugerir que o aluno resolva sem a ajuda do Software GeoGebra o cdlculo de algumas

distancia e depois confira usando o software a solugcdo encontrada.
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|
Distancia entre dois pontos no plano com o software GeoGebra

-

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABC, temos que:

6

A=(1,1),B= (4,5)

B=(4,5)
dAB:\/(l_(4))2+(1_(5))2: Y N e R Y
dap =/ (3) +(4) = s
dap=VvV9+16 =v25=5 Ay, =4
1 J
2
Aplicagéo da férmula
1 @ =
g féormula

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 6 7 8 9 10

Figura 1.7: Distancia entre dois pontos no plano no software GeoGebra.

Apds explorar a atividade no software, o professor pode solicitar que o aluno resolva algu-
mas atividades sem a utilizacdo do mesmo.

Por exemplo:

e Calcule a distdncia entre os pontos A = (3,2) e B = (5, 3).

Sabendo que A = (0,0) e que dyp = 1 determine o ponto B sabendo que ele é um ponto

do eixo Y. Quantas solugoes vocé encontrou?

e Na questdo anterior, quantas solu¢des vocé encontraria se o ponto B fosse um ponto

qualquer do plano?

e Determine a medida dos lados do tridngulo ABC dados os pontos A = (1,1), B = (2,2)
e C' = (3,—1) e calcule seu perimetro.
e Mostre que o tridngulo de vértice A = (2,4), B = (5,1) e C = (3,—1) ¢ isdsceles.

Calcule a seguir seu perimetro.
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1.2.7 Divisao de um segmento em uma raziao dada

Teorema 1.2. Se Pi(x1,y1) e Py(x2,y2) sdo extremos de um segmento P, P,, as coordenadas

(x,y) de um ponto que divide este segmento na razdo r sdo dada por:

PP
r=—
PP
T1 -+ Trxo Y1 + Y2
1+r "7

Demonstragdo. : Pelos pontos P, P, P, tracemos perpendiculares aos eixos coordenados da
geometria plana, as trés retas paralelas P; A;, PA e P, A, interceptam segmentos proporcionais

sobre os segmentos transversais P, P, e A; A,. Portanto, podemos escrever:

PP AA

L 1.3
PP, AA, (1.3)
As coordenadas dos pés das perpendiculares ao eixo x sdo A;(x1,0), A(z,0) e Az(xs,0).
AlAZZE—[L‘l; AAQZIEQ—ZB
substituindo estes valores na equagda , obtemos:
r — I
T =
To — T
de onde concluimos que
Ty + rag
= —= —1. 1.4
r=" (1.4)

Por um procedimento semelhante para as ordenadas, obtemos:

:Z/1+7’y2

—1
1+r’r%

No caso particular em que P € o ponto médio do segmento orientado P; P, temos r = 1, de

maneira que os resultados anteriores se reduzem a

x_l’l—f—.%'g
2
e
:y1+92
5
1+ Xy Y1+ Yo
M = ( , ).
2 2

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/pcaZ2nx3v
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| A4~

Divisdo de um segmento em uma razao r dada no software GeoGebra

o

De acordo com a figura, temos:

texto2

tgxto1

T_E_AAl_I—ml
_PPQ_AAQ_SCQ*(E

Yy—4un

_I—$1 _
Y2—Y

0P T

X9 — T

TTe— T =T — T
re +x =21+ 1

z(r+1) =z + ray

Yo —TY =Y — Y
TY+Y =Y+ 1Y
y(r+1) =y + 7112

T+ T Yty
r+1 T or+41
T1+7rTe Y1+ Y2
( ), r#1

r+1 ' r+4+1

Figura 1.8: Divisdao de um segmento em uma razao r no software GeoGebra.

1.2.8 Ponto médio de um segmento

Ao abordar o contetido ponto médio de um segmento em Geometria Andlitica, devemos dar
uma atengdo especial, uma vez que em Geometria Plana, diversos conceitos geometricos estdo
diretamente ligados a ponto médio de um segmento, por exemplo, quando abordamos temas
como medianas de um tridngulo, ponto de encontro das diagonais de um paralelogramo, e
outras propriedades de triangulos, como : em um tridngulo retdngulo o ponto médio da hipo-

tenusa é equidistante dos trés vértices do triangulo, entre outras aplicagoes.

Corolario 1.1. As coordenadas do ponto médio de um segmento orientado cujos extremos sao

(x1,y1) e (22, y2) sdo dadas por:
RS Rl

2

:y1+y2
2

1.2.9 Ponto médio de um segmento no software GeoGebra

Usando o Geogebra é possivel agilizar a resolugdo de diversos problemas envolvendo ponto
médio, uma vez que o Geogebra dispoem dessa ferramenta.

Podemos também criar no software GeoGebra uma atividade que permita que se trabalhe a
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formula matemdtica usada no cdlculo de ponto médio.

Ponto médio de um segmento no software GeoGebra

I ] pefiniggo
aplicagéo
A+ TB —2 +(4) Y4+ 1+(3>
— — =1 _YyaTyp _ _
Ea% 2 P) Ym = D) = 5 =2
4
M=(1, 2) A ARRsssERaNRRRAS! =
- B=(4,E3)
2= (1,2) i
A=(-2,1) — i !
T 49 : |
| i |
1 } ]
3 : {
-12 -1 -10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

Figura 1.9: Ponto médio de um segmento no plano no software GeoGebra

1.2.10 Praticando com o GeoGebra - ponto médio

Esta atividade estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/pccjbeqc

O objetivo desta atividade é apresentar a demonstacdo e também a aplicacdo da equagdo mate-
madtica utilizada para o cdlculo do ponto médio de um segmento qualquer no plano cartesiano,

enfatizando a importancia do teorema de Tales na demonstracdo.

Para explorar essa atividade, podemos mover um dos pontos A ou B e observar a aplica-
cdo da formula no software GeoGebra, podemos também propor que o aluno resolva algumas
questoes sobre ponto médio aplicando a formula e depois usar o software para conferir os re-

sultados.

Feito isso, podemos propor uma lista de atividades que o aluno deve resolver com a aplica-
¢do da formula apresentada sem a utilizagcdo do software GeoGebra (sugerimos a utilizacdo de

papel quadriculado).

1.3 Baricentro de um tridngulo

Definicao 1.6. A mediana de um triangulo é o segmento de reta cujas extremidades sdo um

vértice do triangulo e o ponto médio do lado oposto a ele.
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Todo tridngulo possui trés medianas que intersectam-se num tinico ponto, chamado baricentro

do triangulo.

O baricentro divide cada mediana na razdo 1 para 2.
No trigngulo ABC sejam AM, BM,,C M as medianas do tridngulo ABC' e seja G o bari-
centro do tridngulo ABC..

Vamos determinar as coordenadas do baricentro de um tridngulo de vértices A = (x4,ya),

B = (IB7yB) e(C = <x07y0)'

Se M = (zpr,ynr) € 0 ponto médio de BC', sabemos que:

. _ Tp+t+xc
M=
e
Y + Yo
?JM:T

Como G é€ baricentro do tridngulo ABC, temos que: AG = 2.GM, usando coordenadas,

temos:
rp + Z¢
Tp— 2 =21 —Ty) =326 =24+ 2.2y = 326 =14+ Q(T)
g+ 2Tpt+x
3Ty =xa+Tp+Tc = Tg= %
de maneira andloga, temos que:
_ _ _ Yp + Yc

Ya— Yo = 2(Ye —ym) = 3.Yyc = ya + 2.y = 3.Yg = ya + 2(T)

Ya+ys+ yc
3.Yg =ya+yst+yc = yG:#

De onde concluimos que as coordenadas do baricentro de um tridngulo ABC de coordenadas

A= (za,ya), B=(xp,yp) e C = (z¢,yc) sdo dadas por:

A+ B+ 2C yA+yB+yC)
3 ’ 3

G =
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Baricentro de um tridngulo com o software GeoGebra B Medlanas

Barigentro
Vamos determinar as coordenadas do baricentro de um . Proriedade
tridngulo de vértices A=(x,,¥,), B=(xg,yg) € C=(Xc.¥c) .
\/ Demponstragéao A=(2,4)
Seja M=(XM,yM) as coordenadas do ponto médio do
lado BC, entéo Tp+ x¢ YyB + Yo
Ty = 2 ) M = 9

Além disso, temos AG=2.GM logo:

TA— X
2=——"=20q -2 =Ty — g =
ra —Tym
rp+ xC
3ze = 2( )+ 4= 32 =2a+ 25+ 20 =

2
_Tat+xp+TC

pitel 3

[ B=c21) M= (05, 1) C=@1

Figura 1.10: Baricentro de um tridngulo com o software Geo

1.3.1 Praticando com o GeoGebra - baricentro

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/fybrtuze

Utilizando a figura[l.10|podemos:
e Apresentar a definicdo de mediana, mediatriz e baricentro de um triangulo qualquer.
e Apresentar e explorar as propriedades do baricentro

e Apresentar a demonstracdo da equacdo matemdtica que usaremos para o cdlculo do
baricentro.

e Mostrar a aplicagcdo da equagcdo matemdtica usada para o cdlculo do baricentro.

e Solicitar que o aluno (em equipe) crie uma lista de questoes sobre baricentro usando o
software GeoGebra, (basta movimentar os pontos A, B e C' anotando suas coordenadas)

e passe para outra equipe, que deverd resolver sem a utilizacdo do software.

E importante que o professor enfatize que na demonstracdo da equagdo matemdtica, utiliza-
mos: a definicdo de ponto médio, razdo de segmentos e também as defini¢coes e propriedades
de mediana e de baricentro de um triangulo.

1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos

Definicao 1.7. Dados trés pontos distintos em um plano, dizemos que eles estdo alinhados ou
sdo colineares, se pertencem a mesma reta.
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|
Condigéo de alinhamento de trés ponto no plano com o software GeoGebra

Os tridangulos ABE e ACD sao semelhantes Texto 1

Os lados correspondentes sdo proporcionais, ou seja:

AD - CD
AE = BE B
Volgm LIl -
Usando as coordenadas dos pontos, podemos escrever: /
V4 /
L3—2T1 Y3~ U1
To— T — / c
2 1 Y= v | A/ [l E |_'D
I I |
: ¢ It
%4 X2 X3

Figura 1.11: Condicao de alinhamento de trés pontos no plano com o software Geo
Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/ef29bktu

Dados trés pontos distintos em um plano, para apresentar as condigcbes a que suas coor-
denadas devem obedecer, para que eles estejam alinhados, vamos supor que os trés pontos
A= (z1,11), B = (22,12) e C = (x3,y3) estejam sobre a mesma reta como na figua[l.11].

Prolongando a reta horizontal que passa por A, obtemos os pontos D e E , os quais formam os
tridangulos retdngulos ABE ¢ ACD que sdo semelhantes.

Os lados ﬁ—g = g—g, o que equivale a dizer que

T3 —T1 _ Ys— U
To — 1 Y2 — U1

(1.5)

ou seja:

ﬂ: 2= _ Y~ W
Ar  x9—2x1 T3— 1T

(1.6)
Desenvolvendo essa expressdo, temos
(3 —21)(y2 — 1) — (v2 —21)(y3 — 1) = 0

ou

(r1y2 + 22y3 + 23y1) — (213 + Toy1 + T3Y2) = 0

Que pode ser escrita na forma

20


https://www.geogebra.org/classic/ef29bktu

1 oy 1
T2 Y2 1]=0.
x3 ys 1

Concluimos assim, que hd duas maneiras de se verificar se trés pontos distintos em um plano,
estdo alinhados, ou sdo colineares.

Podemos verificar se os pontos satisfazem a equagdo

Yo—Y1  Ys— W
To — I T3 — T

(1.7)

T oy 1
ou se o determinante | o vy, 1 | €igual a zero.

x3 Yz 1

1 Y
Fazendo o caminho inverso, podemos verificar também que , se | x5 s

—_ = =
Il
(e}

T3 Y3

Entdo A = (x1,y1), B = (xa,y2) e C = (x3,y3) sd@o pontos colineares (reciproca da pro-
priedade anterior).

1.5 Reta

Um dos objetivos da Geometria Analitica é obter equacdes associadas a um conjunto de
pontos, estabelecendo assim, uma relagdo entre a Geometria e a Algebra.
Em Geometria Andlitica, representamos uma reta por meio de uma equagdo, a equacdo de uma

reta é uma expressdo matemdtica que estabelece uma relacdo entre as coordenadas dos pontos
da reta.

Para determinar a equacdo de uma reta é necessdrio que uma das condigoes seja satisfeita:

e Dois pontos da reta sejam conhecidos.

e Um ponto da reta e sua direcdo sejam conhecidos.

1.5.1 Inclinacao de uma reta

Duas retas ao se cruzarem, formam quatro dngulos, sendo dois a dois, opostos pelo vértice.

Esta figura estd disponivel no linkhttps://www.geogebra.org/classic/tecpbmem
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Angulo entre duas retas no software GeoGebra

a=134.35°

“A

A expresséao “angulo entre duas retas” € ambigua,
ja que tal angulo pode se a ou seu suplemento 3

Figura 1.12: Angulo entre duas retas no software GeoGebra.

A expressdo "o dngulo compreendido entre duas retas"é ambigua, jd que tal dngulo pode ser
« ou seu suplemento 3.
Para fazer a distingdo entre os dngulos, consideramos que as retas sdo orientadas e vamos

estabelecer o seguinte:

Definicao 1.8. Chama-se dngulo de inclinacdo de uma reta ao formado pelos parte positiva do

eixo x e a reta, considera-se ainda, que a reta estd orientada para cima.

A

Inclinagdo de uma reta no software GeoGebra

N 5
Angulo de inclinagdo de uma reta é o angulo formado entre a

reta e o eixo x (no sentido positivo de ambos).
Considera-se a reta orientada para cima. B =(23)

na figura, alfa, o angulo de inclinagao da reta r

Figura 1.13: Angulo de inclinagdo da reta no software GeoGebra
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Em geral, nos problemas de geometria analitica, empregamos mais a tangente ou inclina¢do

do angulo do que o préprio dangulo.

Definicao 1.9. Chama-se inclinacdo ou coeficiente angular de uma reta a tangente de seu

dangulo de inclinagao.

A inclinagdo de uma reta se representa geralmente pela letra m. Portanto, podemos escre-

ver.
m = tg(a)

Coeficiente angular de uma reta

defini¢do
Consideremos uma reta r de inclinagdo a em relagdo ao eixox. 6 B
D caso 1
O coeficiente angular ou a declividade dessa retar é o D >
= ! = caso
numero real m que expressa a tangente trigonométrica 5
de sua inclinagéo a, ou seja: D caso3
= caso 4
m = tg(a) 4 [

Vamos observar os varios casos, considerando
=54.74°

0° < a < 180°

-7 -6 -5 -4 -3, -2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7

Figura 1.14: Coeficiente angular da reta no software GeoGebra

1.5.2 Praticando com o GeoGebra - inclinacao da reta

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/xs7jsztc
O objetivo desta atividade é apresentar o conceito de inclinacdo de uma reta, lembrando que
o inclinacao de uma reta estd diretamente ligada ao conceito matemdtico de tangente de um

dangulo, (pré-requisito na aplicacdo).

Para explorar a atividade, podemos movimentar o ponto B e observar o angulo formado entre

a reta e o eixo x.

Movimentando o ponto B sobre a reta, observamos que o dngulo ndo se altera. Porém, ao
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movimentamos o ponto B em outra direcdo, temos um dngulo diferente, e consequentemente

teremos uma nova reta.

Podemos também observar que, qualquer reta que coincida ou seja paralela ao eixo y serd
perpendicular ao eixo x, e seu dngulo de inclinagcdo serd de 90°. Como a tg(90°) ndo estd
definida, o coeficiente angular de uma reta paralela ao eixo y ndo existe. No caso em que a reta
seja paralela ou coincida com o eixo x teremos o dngulo de inclinacdo igual a 0° e portanto

sua tangente serd igual a zero

Ao tratarmos deste topico em Geometria Analitica, devemos enfatizar a importancia das ra-
zo0es trigonométricas no tridngulo retangulo, especialmente a razdo trigonométrica tangente
de um dngulo (pré-requisito na aplica¢do).

Sugerimos que o professor solicite que o aluno monte sua propria tabela das razoes trigono-

métrica dos angulos notdveis, assim, poderd recorrer a ela sempre que necessdrio.

Teorema 1.3. Se A(x1,y1) e B(xs,ys) sdo dois pontos distintos quaisquer de uma reta, o

coeficiente angular da reta é
_ Y=
Ty — X1

m , T, F To.

Demonstracdo. Consideremos a reta AB da figura[l.15] e seja « seu angulo de inclinagéo.

Por B tracemos uma reta perpendicular ao eixos x e por A tracemos uma perpendicular ao

i

Coeficiente angular de uma reta

D Intrudugao
Seja r a reta determinada pelos pontos A=(x4,¥4) B=(x24y2) e C=(X,yq)
Caso 1: 0° < a < 90° No tridngulo retangulo ABC (feto em C), temos: caso 1
D caso 2
dC,B) DMy _yp—u
lg o = =—[=
- d(A,C) Az m—m
B
Entéo: m Y2 — Y1 10—-2 8 1
=== m=———=—=
Ty — T 10-2 8

Ay =8

Figura 1.15: coeficiente angular da reta dados dois de seus pontos
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eixo y, seja C' o ponto de intersec¢do das perpendiculares tragadas. O angulo (BAC) = «, e,
por trigonometria, como a tangente de um angulo € a razdo entre a medida do cateto oposto e o

cateto adjacente, teremos:

BC
= 1.8
T ac (18)
As coordenadas de A, B e C sdo A(xy,y1), B(x2,y2) eC(xa,y;). Portanto, teremos:
BC =y —wn
e
AO =Ty — I1.
Substituindo esses valores na equagdo, obtemos:
it TR
Ty — X1
[

1.6 Estudo da reta

Definicao 1.10. Chamamos reta ao conjunto de pontos do plano tais que, tomados dois pontos
distintos quaisquer Py(x1,v1) e Py(x2,y2), 0 valor do coeficiente angular m calculado por

meio da formula
Y1 — Yo
m=——77
T — T2

y L1 7é T2,

é sempre constante.

1.6.1 Equacao da reta dados um ponto e a inclinacao

Geometricamente uma reta fica perfeitamente determinada por um de seus pontos e sua
direcdo. Analiticamente, a equagdo de uma reta pode ser perfeitamente determinada se co-
nhecermos as coordenadas de um de seus pontos e seu dngulo de inclinagdo e, portanto, seu

coeficiente angular.

Teorema 1.4. A reta que passa pelo ponto Py (x1,y1) e tem o coeficiente angular m dado, tem
por equagdo

Yy—u :m<$_331)'

Demonstracdo. Seja P(z,y) um ponto qualquer da reta, diferente do ponto dado P;(z1,y1)

pela definicdo de reta, as coordenadas do ponto P(x,y) satisfazem a equagio

Yy—Uh
T —x

m =
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Multiplicando ambos os membros da equagdo por x — x1, obtemos:

y—11 =m(r — 1) (1.9)

Reciprocamente, se as coordenadas de qualquer outro ponto P,(x2, y») satizfazem a equagio

y — 11 = m(x — x7), teremos
Y2 — U1
m = 7
To — T

que € a expressdo analitica da defini¢do de reta, aplicada aos pontos Pi(x1,y1) € Py(a,¥s).
Portanto, P, esta sobre a reta. O

Exemplo 1.2. Determinar a equacdo da reta que passa por P(—3,1) e tem o dngulo de incli-
nagdo de 135°.

Solucio da atividade 1. : A reta cuja equagdo se quer determinar, estd representada na figura:
O coeficiente angular desta reta é

m = tg(135°) = —1.

Assim, a equacdo da reta é
y—1=-1(—(-3)
y—1=—1(x+3)
y—1=-x-3
r+y+2=0

Podemos sugerir que o aluno veja a solugdo encontrada utilizando a figura https://www.geogebra.org/classi

Outras formas da equaciao de uma reta

1.6.2 Reta paralela ao eixo y

Uma reta é ou ndo paralela ao eixo y. Se uma reta é paralela ao eixo vy, sua equagdo é da
forma
r=k keR.

Exemplo 1.3. Determina a equacdo da reta paralela ao eixo y passando no ponto P = (3, 2).

Solucio da atividade 2. A reta cuja equagdo se que determinar, é paralela ao eixo y e passa

por P = (3,2). Assim, como podemos constatar facilmente através do esbogco de um grdfico,
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ela passa por todos os pontos que possuem o niimero 3, como abscissa, ou seja sua equagao é
da forma
r =3

Se a reta ndo é paralela ao eixo y , sua inclinacdo é dada pelo teorema acima .

Como todas as retas satisfazem uma destas classificagcoes, qualquer outra forma de uma reta

deve reduzir-se necessariamente a uma destas formas.

Para alguns tipos de problemas, sem divida, é mais convenientes outras formas. Apresen-

taremos algumas dessas formas.

1.6.3 a) Equacao da reta dado seu coeficiente angular e sua ordenada em

relacdo a origem.

Consideremos a reta r da figura, cujo coeficiente angular é m e cuja intersec¢do com o eixo

yéb.

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/uSpkjvm?2

Equacéo reduzida da reta com o software GeoGebra

Coeficiente angular: Ay

2
m_ —_ —
Ax 4

=0.5

Coeficiente linear: b = 2

Equagdo reduzida dareta: r: y = 0.5x+ 2

Figura 1.16: Equagao reduzida da reta com o software GeoGebra.

Como se conhece b, o ponto cujas coordenadas sdo P(0,b) estd sobre a reta. Portanto, o
problema reduz-se a determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto P(0,b) e tem coefici-

ente angular dado.
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A equacdo da reta é
y—b=m(z—0).

ou seja, sua equagdo é da forma

y=mx+0b

Teorema 1.5. A equacgdo da reta cujo coeficiente angular é m e cuja ordenada em relagdo a
origem é b, tem, por equagdo
y=mx+0b

A equacdo y = mx + b é denominada equacgdo reduzida da reta, na qual m e b sdo niimeros

reais e:
e m é chamado coeficiente angular da reta

e b é a ordenada do ponto de interseccdo da reta com o eixo das ordenadas, também deno-

minado coeficiente linear da reta.

® T e y sdo as coordenadas de um ponto genérico da reta.

1.6.4 Praticando com o software GeoGebra - equacio da reta

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/upkjvm2

Utilizando a figura [[.16 podemos solicitar que o aluno mova o ponto B e observe na equa-

cdo da reta, o que acontece com seus coeficientes angular e linear.

1.6.5 b) Equacao da reta dados dois pontos quaiquer.

Geometricamente, uma reta fica perfeitamente determinada quando conhecemos dois de
seus pontos. Analiticamente, a equacdo de uma reta também fica perfeitamente determinada

pelas coordenadas de dois pontos quaisquer da reta.

Esta atividade estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/yxkr2qay
Teorema 1.6. A reta que passa por dois pontos dados P(z1,y1) e P(x2,ys). tem por equagdo

Y1 — Y2
=825

T —x1), T # To.
1 — X9

Yy~
Demonstragcdo. Seja r a reta P; P, da figura. Como se conhecem dois de seus pontos, seu
coefiente angulas € dado por
Y1 — Y2

m=-—— I 7é3:2.
Ty — T2
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Equagéo da reta dados um ponto e a inclinagéo no software GeoGebra

D Introducéo D Demonstrgao D observacao aplicacao

Coeficiente angular

_ 4y _3

™= Ar 3

Equacéo da reta

(y —yp) = m(x — xp)

(y=(5) =1x- (1)

Figura 1.17: Equagdo da reta dados um ponto e o coeficiente angular com o software GeoGebra.

Portanto, com o coeficiente angular m e o ponto P(z1,y;) este problema se reduz a determinar
a equacao da reta que passa por um ponto e tem coeficiente angular dado. Assim, substituindo

este valor na equagdo do teorema 1.5, obtemos:

P

Yy—uy = (95—$1),$17é$2-
T1 — T2

]

e Se x1 = x9, 0 teorema acima ndo poderd ser usado. Neste caso, a reta é paralela ao eixo
Yy e sua equagdo é

r = T

o Ao multiplicarmos a equagdo

Y1 — Y2
Yy—Y=—-
Ty — T2

(x —x1), 21 # X2
por (x1 — x3), obtemos a equagdo

T1Ys — ToY1 — TYa + X2y + xy1 — w1y = 0.
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que pode ser escrita na forma do determinante

T oy 1
Ty yp 1|=0
x3 Yz 1

Teorema 1.7. A equacdo da reta que passa por dois pontos Py (x1,y1) e P(xs,ys) em forma de

determinante é dada por

z y 1
ry oy 1|=0
Ty Y2 1

1.6.6 c¢) Equacao segmentaria da reta
Sejam a # 0 e b # 0 os segmentos que uma reta determina sobre os eixo x e y respectiva-

mente, ou seja, a intersecdo da reta com o0s eixos.

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/rzc8dsbc

N 1

Equacao segmentaria da reta com o software GeoGebra

A equagédo segmentaria de uma reta cuja
intersecgcao com os eixos, séo os pontos
A=(a,0) e B=(0,b) é dada por:

r Yy

Jad A |
a+b

Figura 1.18: Equagdo segmentdria da reta com o software GeoGebra.

Entdo A = (a,0) e B = (0,b) sdo dois pontos da reta. Portanto,o problema de obter a

equacdo de uma reta quando se conhece os segmentos que ela determina sobre os eixos se
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reduz a determinar a equagdo da reta que passa por dois pontos. Assim, pelo teorema

0—-2>

de onde ao multiplicarmos ambos os menbros da equacdo por a, obtemos:
ay = —bx + ab

Somando a ambos os membros bx e em seguida multiplicando ambos os membros por (ab) ™!,

temos finalmente

A equacgdo segmentdria da reta.

Teorema 1.8. A reta cujas interseccoes com os eixos x e y sdo, respectivamente, a # 0 e b # 0,
tem por equagdo

r Yy

—+Z =1

a b

A vantagem de apresentar a equagdo segmentdria da reta é que podemos obter o ponto
(P, = (a,0): intersecdo da reta com o eixo x), e o ponto (P, = (0,b) : intersecdo da reta com

o eixo y) facilmente, e assim, representar a reta no plano se torna tarefa fdcil.

1.6.7 Praticando com o software GeoGebra - Estudo da reta

Esta figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/rzc8dsbc
Utilizando a figura podemos solicitar que o aluno movimente os pontos A e B e observe o que
acontece com a equagdo da reta. Podemos também sugerir uma atividade em grupo, onde cada

grupo crie uma lista de questoes com suas respectivas solugoes usando o software, e depois,

cada grupo deverd resolver as questoes proposta pelo outro grupo, sem utilizar o software.

1.7 Posicoes de duas retas no plano

Duas retas distintas r,e s contidas no mesmo plano sdo paralelas ou concorrentes.

Esta figura estd disponivel no link:https://www.geogebra.org/classic/e25m4ufc
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Posicao relativa de duas retas no plano com o software GeoGebra

Duas retas r e s contidas no mesmo plano séo paralelas ou concorrentes. retas paralelas D retas cor

Seréo paralelas quando:

b
r Caso 1: Forem iguais (coinc

a e b : paralelas coincidentes istoé,se rMs=r
r e s : paralelas distintas

a=b,anb=a Caso 2: Forem paralelas dit

r//s,r0s=Q 1T

isto €, se rNs=qo

p e g : concorrentes perpendiculares

p m e n : concorrentes obliquas

pLq

Figura 1.19: Posicdo relativa de duas retas com o software GeoGebra.

1.7.1 Retas paralelas
Sendo « a inclinacdo da reta r e [ a inclinacdo da reta s, temos:
m(r) =m(s) = tg(a) =tg(f) = a =0

e (e (B estdo entre 0° e 180°)

Se as inclinagdes sdo iguais , as retas sdo paralelas (r//s)
Assim, concluimos que:
Duas retas distintas e ndo verticais r e s sdo paralelas se, e somente se, seus coeficientes angu-

lares sdo iguais m(r) = m(s)

Se, além dos coefientes angulares, elas tiverem também os mesmos coeficientes lineares, as

retas sdo coincidentes.

1.7.2 Retas concorrentes

Duas retas no mesmo plano com coeficientes angulares diferentes ndo sdo paralelas; logo

sdo concorrentes.

Sendo « a inclinagdo da reta r e 3 a inclinagdo da reta s, temos:

a# B e tgla) #tg(B) < m(r) # m(s) < r e s sdo concorrentes.

Assim, concluimos que: Duas retas distintas e ndo verticais, r e s Ao concorrentes se, e SO-
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mente se, seus coeficientes angulares sdo diferentes (m(r) # m(s))

1.7.3 Retas perpendiculares

Definicao 1.11. Duas retas contidas em um mesmo plano, que concorrem formado um angulo

de 90°, sdo denominadas retas sdo perpendiculares.

E possivel provar que:

ou
rlssm(r)m(s=-1.

1.7.4 Posicao relativa entre retas e sistemas lineares 2x2

Dado o sistema linear formado pelas equagées das retas v : a,xz + b,y + ¢, = 0 e s :

asx + by + ¢ = 0, tal que:

r:a.x+by+c. =0
s:ast+bsy+cs =0

o O sistema é possivel e determinado (SPD): tem uma tinica solucdo e as retas r e s sdo
concorrentes, além disso, a solucdo do sistema é o ponto cujas coordenadas correspon-

dem ao ponto de intersecgdo das retas r e s.

o Sistema possivel e indeterminado (SPI: o sistema tem infinitas solucoes e as retas r e s sdo
coincidentes, possuindo infinitos pontos em comum, cujas coordenadas correspondem as

infinitas solugoes do sistema.

o Sistema impossivel(SI): o sistema ndo tem solugdo e as retas r e s sdo paralelas, isto é,

ndao possuem pontos en comum.

1.7.5 Praticando Sistemas lineares com o software GeoGebra

Sugerimos que o professor explore as figuras abaixo para mostrar a relagcdo entre siste-

mas lineares e retas no plano cartesiano.

Esta figura estd disponivel no link: https://www.geogebra.org/classic/es7mhdtg

33


https://www.geogebra.org/classic/es7mhdtg

Esta figura estd disponivel no link: https://www.geogebra.org/classic/qtttbqff

1\

Retas concorrentes e sistemas lineares no software GeoGebra

f:—x+y=1
g: 2x+y =10
A = (3,4)

Figura 1.20: retas concorrentes e sistemas lineares com o software GeoGebra

1.7.6 Distancia entre ponto e reta

Dados uma retar : ax + by + ¢ = 0 e um ponto P = (xzp,yp) (P # r), é possivel tragcar
uma tinica reta S que passe por P e seja perpendicular a r, determinando um ponto P' em r.
A distdncia entre os pontos P e a reta v e dada pela distdncia entre P e P'. Indicamos essa
distdancia por d(P,r) E possivel provar que a distancia de um ponto a uma reta é dada pela

equagdo:

\/al’p + byp +C
d(Pr) = a? + b2

Exemplo 1.4. Determine a distdncia do ponto P = (4,6) a retar : 3x + 6y — 18 = 0.

Solucao da atividade 3. Inicialmente, calculamos o coeficiente angular de r.

1
3x+6y—18:0:>6y:—39:+18:>y:—§x+3

my = —=
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Retas paralelas e sistemas lineares com o software GeoGebra

6
eql: —2x+ by =—1

eq2: 2x—by = -5

a=-2
L2 3
b=5
@ 2
m = -1
IIIIIII @ /
Jo 8 i 5 Js 4 =3 2 o 1 2 3

Figura 1.21: retas paralelas e sistemas lineares com o software GeoGebra

Em seguida, escrevemos a equacdo da reta s perpendicular a reta r, que passa por P = (4,6).

Como r L s, temos:

y—yp=my(x —ap)=>y—6=2x—-4)=>y—6=2r—8=>2r—y—2=0

Agora, como o ponto P' é comum ds retas r e s, obtemos as suas coordenadas resolvendo o

seguinte sistema:

3r+6y—18=0
2 —y—2=0 .(6)

Multiplicando a segunda linha do sistema por 6, temos:

3r+6y—18=0
122 -6y —12=0

somando as equagoes do sistema temos:
152 =30=0=2=2
substituindo x por 2 na segunda equagdo, temos:

20 —y—2=0=222-y—-2=0=24-y—2=0=2—-y=0=>y=2
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Logo P' = (2,2). Finalmente calculamos a distancia entre P = (4,6) e P' = (2,2);

AP P) = \Jlor =2+ (o — v = VA= 27 (627 = VP TP = V20 =25

Portanto, a distancia entre o ponto P e a retar é 2\/5.

Utilizando esse mesmo processo para o caso genérico de um ponto P = (x,y) e uma reta

r:ax + by + ¢ = 0, chegamos a seguinte formula:

_axp +byp + ¢

Utilizando essa formula para calcular a distdncia entre o ponto P = (4,6) e a retar : 3x +

d(P,r)

6y — 18 = 0, obtemos o mesmo resultado determinado anteriormente:

d(P.r) = 34+6.6—18 [30] 30 V45
’ V32 + 62 V45 V45 V45

1.8 Area de um tridngulo

Para determinarmos a drea de um triangulo, em geometria analitica conhecemos alguns mé-
todos. Obteremos agora uma formula que permite calcular a drea de um tridngulo em fungdo
das coordenadas de seus vértices.

Sejam A(x1,11), B(x2,y2) e C(x3,ys3) os vértices de um tridngulo qualquer, chamaremos de h
a altura relativa ao lado AC' desse tridngulo e b a distdancia entre os pontos A e C. A drea do

tridngulo ¢ dada por:

Area = 1bh
2

Estd figura estd disponivel no link https://www.geogebra.org/classic/spyxmtmn

Pela formula da distancia entre dois pontos no plano, temos que:

b=/(v1 —x3)2 + (1 — y3)?

A equagdo da reta AC' é:
Y1 —Ys
Ty — I3

Y=y = (x — z1)

que podemos escrever na forma
(11 —y3)x — (v1 — 3)y — 21y3 — 2351 = 0
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Area de um triangulo com o software GeoGebra

A area do tridngulo ABC ¢ dada por:
A=(4,4)
1 1
A=_(bh)=5(63)=9
5 (b) =2 (63)
h=3
-/ a
C=¢1.1 B =(5,1)

Figura 1.22: Area de um tridngulo com o software GeoGebra

. Utilizando esta iltima equagdo com o ponto B(xs,Yys) aplicando a férmula da distdncia de

uma reta a um ponto, obtemos:

[(y1 — y3)z2 — (1 — T3)Y2 + T1Y3 — T3y |
\/(yl —y3)? + (21 — 23)%)

h:

como .
Area = =b, h
2

|(y1 — y3)w2 — (21 — 23)Y2 + T1Y3 — T3y |
\/(91 —y3)? + (21 — 13)?

1
Area = 5\/@1 —3)2+ (y1 — y3)

Temos que a drea do tridngulo ABC' é dada por:

1
Area = §|(y1 — y3)T2 — (T1 — T3)Y2 + T1Y3 — T3y |

A expressdo que aparece dentro do modulo, no segundo membro da equacdo é o valor abso-

luto do determinante

Teorema 1.9. A drea do tridngulo que tem por vértices os pontos A(x1,v1), B(x2,ys) e C(x3,y3)
Ty oy 1
é dada por Area = % Ty Yo 1 | tomando-se o valor absoluto do determinante.

r3 yz 1

Trés pontos distintos colineares, podem ser considerados como os vértices de um triangulo

cuja drea é zero.
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Assim, se trés pontos distintos A(xy,y1), B(z2,y2) e C(x3,ys3) sdo colineares entdo:

1 oy 1
T2 Y2 1 = 0
r3 Y3 1
logo
Area =0

Reciprocamente, se é verdadeiro que Area = 0, os trés pontos sdo colineares.

coroldrio: Uma condigdo necessdria e suficiente pra que trés pontos distintos A(x1, 1), B(z2,y2)

e C(x3,ys3) sejam colineares é que

1y 1
T2 Y2 1 = 0
x3 y3 1

Teorema 1.10. A equacdo da reta que passa por dois pontos Py(x1,y1) e P(x2,y2) em forma
de determinante é dada por

r y 1
oy 1|=0
T2 Yo 1
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Capitulo 2
Conicas

A Menaecmus, por volta de 350 a.C., discipulo e sucessor do matemdtico Eudoxo na di-

recdo da Escola de Cizico (Asia Menor), atribui-se a invengao das curvas elipse,pardbola e
hipérbole, por ele construidas mecanicamente e utilizadas na resolucdo do cldssico problema
da duplicacdo do cubo (problema de Delos). mas foi Apolonio (Il séc. a. C.) quem extraiu
essas curvas de uma superficie conica, mediante secoes planas. Dai a denominacdo comum de
secoes conicas
Os nomes elipse, pardbola e hipérbole foram usados por Apolonio, que os tirou de uma termi-
nologia pitagorica (VI sec. a.C.) especificas de dreas.
Assim, quando os pitagoricos faziam a base de um retdngulo ficar sobre um segmento retilineo
de modo que uma extremidade dessa base coincidisse com uma das extremidades do segmento,
diziam que tinham um caso de elipse, pardbola ou hipérbole, conforme a referida base fosse
menor do que o segmento, com ele coincidisse ou o excedesse. A razdo dessas designagoes estd
na prorpia significagdo dos termos, pois elipse quer dizer falta, pardbola corresonde a igual e
hipérbole exprime excesso.

Usando o GeoGebra, construimos as conicas geradas a partir de secgoes de um cone por
um plano. Ao clicar nos links abaixo, o leitor terd acesso as figuras, que poderdo ser baixadas

e exploradas ao introduzir o contetido conicas no terceiro ano do ensino médio.

2.1 Praticando com o GeoGebra - conicas em 3D

Utilizando o software GeoGebra, construimos no espaco 3D, uma simulacdo que permite
visualizar o cone sendo seccionado por planos, e em cada caso, criando uma das conicas.
Sugerimos que o professor explore com os alunos as criagdes para permitir uma melhor visua-

lizagdo das conicas.

2.1.1 Vista 3D da circunferéncia no Software GeoGebra

Esta figura estd disponivel o link: https://www.geogebra.org/classic/vgpk3rsz
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Figura 2.1: Elipse 3D no software GeoGebra

2.1.2 Vista 3D da parabola no sofware GeoGebra

Esta figura estd disponivel no link:https://www.geogebra.org/classic/tbxa2qqr

2.1.3 Vista 3D da elipse no software GeoGebra

Esta figura estd disponivel no link: file:///C:/Users/valde/Dropbox/Valdeida/Tese/Figuras/elipse3.png|

.

Vista 3D da circunferéncia no software Geogebra

Figura 2.2: Circunferéncia vista 3D no software GeoGebra
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2.2 Circunferéncia

Defini¢do 2.1. Dados um ponto C(a,b) , pertencente a um plano e um niimero real r > 0,
chama-se circunferéncia ao conjunto de pontos P; tais que dcp, = v onde usualmente usamos

a distancia euclidiana.

2.2.1 Equacao da circunferéncia

Considerando um ponto C = (a,b) o centro, r o raio e P = (x,y) um ponto da circunferén-

cia, temos:

d(P,C)=+/(r—a) + (y— b2 =r= (x—a)*+ (y—b)> ="

Assim, concluimos que a equagdo reduzida de uma circunferéncia de centro C' = (a,b) e raio
T tem equagdo:
(= a)* + (y—b)* =1

Ao desenvolver os produtos notdveis na equacdo:
(x —a)®+ (y — b)* =12

obtemos
2 +y* —2ax — 2by + (a®> + b — 1) =0

denominada equacdo geral da circunferéncia.

2.2.2 Praticando com o GeoGebra - Eq. circunferéncia

Esta figura estd disponivel no link: https://www.geogebra.org/classic/bngdj8xv

Sugerimos que ao acessar esta figura, o professor apresente a demonstragcdo da equagoes geral
e reduzida da circunferéncia e explore suas aplicacoes, solicitando que o aluno movimente o

centro C ou o ponto B, observando as mudangas que ocorrem nas equagoes.

2.2.3 Posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia

Dados um ponto P = (z,y) e uma circunferéncia \, de centro C = (a, b) e raio r, as possi-

veis posigoes relativas entre P e \ sdo:
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a |

Equacdes da circunferéncia com o software GeoGebra
[:] Definicao Aplicando 2

C =(0,1) raio = 2

c: x2—|—(y—1)2:4

d: x*+y>—2y=3

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3

Figura 2.3: Equacdes da circunferéncia com o software GeoGebra

e O ponto pertence a circunferéncia:

dPO)=re@—a)’+y—-0=re(@—a)’+@y->0>*—r’=0Pc)

e O ponto é interno a circunferéncia:
dP,C)<re(z—a) +y—-0?<re(@r—a)’+@y-0>*-r’<0sP

é interno a \.

e O ponto é externo a circunferéncia:
dP,C)>re(x—a)’+y—-0>>re(@—a)’+@y-0>*-r>0P

é externo d \

2.2.4 Praticando com o GeoGebra - Posicao relativa entre ponto e circun-

feréncia.

Esta figura estd disponivel no link; https://www.geogebra.org/classic/zwfupfcm
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Sugerimos que ao acessar essa figura o professor possa utiliza-la para explorar as proprie-

dades dos pontos internos, externos ou pertencentes a uma circunferéncia.

2.2.5 Posicoes relativas de uma reta e uma circunferéncia

Consideremos as trés possiveis posicoes de uma reta em relacdo a uma circunferéncia:

e A reta t é secante a circunferéncia: Nesse caso, a distdncia entre o centro da circunfe-

réncia e a reta é menor que o raio. A reta e a circunfer encia tém dois pontos em comum.

e A retat é tangente a circunferéncia: Nesse caso, a distdncia entre o centro da circunfe-

réncia e a reta ¢ igual ao raio. A reta e a circunferéncia tém um unico ponto comum.

e A reta t é exterior a circunferéncia: Nesse caso, a distdncia entre o centro da circunfe-

réncia e a reta é maior que o raio. A reta e a circunferéncia ndo tém ponto comum.

2.2.6 Praticando com o0 GeoGebra - Posicao relativa entre reta e circun-

feréncia.

Esta figura estd disponivel no link: https://www.geogebra.org/classic/tkjfanrx

Ao acessar a figura é possivel explorar questoes relacionadas a posicdo relativa entre reta

e circunferéncia.

2.2.7 Praticando com o GeoGebra - Posicao relativa entre duas circunfe-
réncias

Esta figura estd disponivel no link: https://www.geogebra.org/classic/vwunvkja

Movimentando um dos pontos, podemos mostrar as diversas posicoes entre duas circun-
feréncias no plano cartesiano, além de ser possivel apresentar suas equagoes e resolver os

sistemas formados, encontrando a solugdo grdfica.

2.3 Sugestoes de construcoes com o software GeoGebra

Apresentamos aqui,o passo a passo de algumas construcoes que podem ser feitas com o

GeoGebra para tornar o estudo das conicas mais atrativo e dindmico.
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=d(C,Q)

f = raio: Q pertence a circunferéncia.
f>raio: Q é externo a circunferéncia.
f <raio: Q é interno a circunferéncia.

PN

Posicao relativa entre um ponto e uma circunferéncia com o software GeoGebra
Q

Figura 2.4: Posic¢do relativa entre ponto e circunferéncia como o software GeoGebra.

2.4 Elipse

Definicao 2.2. Elipse é o lugar geometrico dos pontos de um plano tais que a soma de suas

distancias a dois pontos fixos, denominados focos, Fi e F5, é constante, igual a 2a e maior que

a distdancia entre os focos (2a > 2c).

Elementos da elipse:

e F e I, sdo focos da elipse e a distdncia entre ele é a distancia focal;

o A A, ¢ o eixo maior da elipse e sua medida é dada por PF, + PFy = 2a ;

BB, é o eixo menor da elipse cuja medida é igual a 2b;

e O ¢ o centro da elipse (interseccdo dos eixos da elipse e ponto médio de F\F», A1As e

3132);

e o niimero e = < chama-se excentricidade da elipse.

2.4.1 secao conica

Uma elipse é uma cénica obtida quando seccionamos um cone com um plano inclinado em

relagcdo ao seu eixo.
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Vamos usar o GeoGebra para mostrar a elipse sendo gerada.

Para gerarmos a simulacdo vamos criar os seguintes elementos:

Um pardametro(niimero real);

Um ponto P dependente do pardmetro;

O plano perpendicular ao vetor normal que passa pelo ponto P;
o Um cone.

Apos realizar a construgdo, iremos ativar no GeoGebra uma animacdo que mostrard o que
acontece ao variarmos o pardmetro. Com a janela do GeoGebra aberta, seguiremos o caminho

que descrevemos abaixo:

Na barra de menu exibir | Janela 3D
e Para criar o comando inserir no campo | Entrada

o c=1
e Para criar o vetor normal inserir no campo
o | N=(1,0,2)

e Para criar o ponto P com coordenada =z dependente do pardametro digitamos:

e | P=(0,0,c)

e Para ciramos um plano perpendicular ao vetor normal N que passa por P,inserimos no

campo

o [ x(N)(x —x(P)) +y(N)(y —y(P)) + 2(N)(z — 2(P)) = 0

e Para criar o cone centrado na interse¢do de xyz inserimos no campo | Entrada

o |t +yt=2
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Equacgdes da elipse dados o centro e os eixos

Eixo maior 2a=8
Equag&o reduzida Equagéo geral Eixo menor 2b=4

2/ 42 2702 = 1 2 2=
(X)? 142+ (y)? /22 =1 0.25¢ +y*=4 Centro C = (0, 0)

Figura 2.5: Equacgdes da elipse dados o centro e os eixos

2.4.2 Elipse no Geogebra

Alterando o valor de m é possivel ver uma translacdo na direcdo do eixo x e deslizando o

controle do parametro n a elipse se desloca na direcdo do eixo y.

Ao alternamos a e b modificamos o tamanho dos eixos. Da forma que a elipse estd montada,

a altera o eixo paralelo ao eixo cartesiano x e b o eixo y.

Podemos ainda marcar os focos da elipse lembrando da seguinte propriedade. Em uma elipse
temos que:
a® =b*+ ¢

Em que c é a metade da distdncia focal. Assim, c = +/(a? — b2, porém, se o eixo vertical for
maior que o horizontal, teremos ¢ = \/b?> — 2.

Assim,podemos definir os focos da elipse da seguinte maneira:
Se o eixo maior for o horizontal, as coordenadas de um dos focos serdo o centro com um des-

locamento de c unidades para a direita e o outro c unidades para a esquerda ou seja:

Fl(x) = (m7 n) + (C7 0)

46



FQ(:c) = (m7n) - (C’ O)

Se o eixo maior for o vertical,as coordenadas dos focos serdo o centro com um deslocamento

de c unidades para cima ou para baixo ou seja:

Fl(y) = (ma TL) + (07 C)

Fyyy = (m,n) — (0,c¢)

Para representd-los na figura, vamos ao campo de do GeoGebra e digitamos os se-

guintes comandos:

o Fip = (m+va®—"b%n)
o [ = (m—+Va2—1b4n)

Fig = (mon+ VE= )
o [y = (m,n—Vb*—a?)

Assim, criamos quatro pontos, mais dois estardo indefinidos pois o valor dentro da raiz qua-
drada estd negativo, F'y(,) e Iy, sdo os focos quando o eixo horizontal for o maior e Iy, e

Fy) sdo os focos quando o eixo vertical é maior.

Propriedade dos pontos sobre uma elipse

. Para demonstrar que o valor da soma das distancias de um ponto da curva aos focos é

sempre constante e igual a 2a, propriedade que define a elipse, podemos usar o GeoGebra.

Para isso, vamos clicar no botdo | Ponto | depois clicamos em cima da elipse para gerar um
ponto,, provavelmente com o nome de A. sobre a elipse. ao mover o ponto gerado veremos que

este ponto somente se desloca na trajetoria do contorno da figura.

Ao lado direito do botdo clique nele e surgirdo mais opgoes. Procure por .

Ao clicarmos em um dos focos e depois em um ponto sobre a elipse, o programa ird ge-
rar o segmento de reta AF\ ). Repita o procedimento para gerar o segmento Al e mu-

dando as dimensoes da elipse para poder fazer a mesma coisa com os pontos AF () e AFy,.

Na | Janela de Algebra‘ surgird um novo item chamado "segmento”com os nomes dos quatro
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segmentos criados, os nomes dos elementos serdo provavelmente f e g os dois primeiros e h e 1
o segundo par. Neste campo serd exibida a medida do comprimento de cad um destes segmen-
tos.

Ao movimentar o ponto A sobre a elipse, repare que os valores de f e g ou de h e i variam. Va-
mos verificar como as somas [ + g ou h + 1 se comportam. Para isso, vamos criar as seguintes

entradas:

Vamos digitar no campo de

cte, = f+yg

ctey = h+1

Na | Janela de Algebra | teremos os elementos cte, e ctey, sendo um definido. estes elementos

terdo o valor numérico das somas representadas no comando.

Repare que quando mudamos os pardmetros a,b, m ou n haverd mudancas em cte, que re-
presenta f + g, porém, quando movimentamos o ponto sobre a elipse, por mais que variem os

valores de f e g é possivel verificar que a soma [ + g permanece constante.

2.5 Parabola

Definicao 2.3. Dados uma reta d, chamada de diretriz, e um ponto F', chamado foco, de modo

que [ & d, a pardbola é o lugar geométrico dos pontos que estdo a mesma distdncia de P e d.

Pardbola ={P/d(P,F) = d(P,d)}
Elementos da pardbola:
e o ponto F' é o foco da pardbola;

e areta d é a diretriz da pardbola;

o ponto V' é o vértice da pardbola;

a reta que passa por F, perpendicular a diretriz d, chama-se eixo de simetria da pard-
bola;

a distancia do foco até a diretriz é o parametro da pardbola.
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2.5.1 Secao conica

Para criar a interseccdo de um plano com um cone centrado no encontro dos eixos ryz

gerando uma pardbola vamos criar os seguintes elementos:
e Um pardametro (niimero real);
o Um vetor normal;
o Um ponto dependente do parametro;
e O plano perpendicular ao vetor normal que passa pelo ponto P;
e Um cone.

Apos realizada a construgdo, podemos ativar uma animagdo que mostra o que acontece quando

variarmos o pardmetro.

Para a construcdo, vamos no GeoGebra, com a | Janela 3D | aberta, gerar os objetos.
e Para criar o paramtro vamos digitar ¢ = 1
e Para criarmos o vetor normal vamos digitar N = (1,0, 1)

e Para criarmos o ponto P com coordenada z dependente do pardmetro vamos digitar

P =(0,0,c¢)
e Para criarmos um plano perpendicular ao vetor normal N que passa por P vamos digitar
z(N)(x = z(P)) +y(N)(y —y(P)) + 2(N)(z — 2(P)) = 0

e Para criar o cone centrado na origem xyz digitamos x> + 1> = 2*

Apds a construgdo teremos como resultado a seguinte configuragdo:

Podemos rotacionar a figura com a ajuda do botao de giro, é possivel notar a sec¢do conica em

azul.Para dar maior destaque a pardbola vamos usar o botdo ’ Intersecgdo entre duas superficies ‘

e clicar no cone e no plano. A pardbola aparecerd em destaque.

Clicando com o botdo direito no pardmetro c e em seguida em animar é possivel ver os vd-

rios cortes paralelos no cone.

Podemos ainda criar uma visdo bidimensional da pardbola. Basta clicar com o botdo direito

na equagdo da conica localizada na| Janela de Algebra | que representa a pardbola e depois em

\ Criar visdo 2D ‘

O GeoGebra ird adicionar uma nova janela com a vista do plano relacionado.
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Figura 2.6: Pardbola gerada pela interseccao de um plano em um cone

Se pedirmos para animar novamente o pardametro c, serd possivel ver as mudangas que a

pardbola sofre com a variacdo tanto na | janela 3D | quanto na viualizacdo bidimensional do
objeto.

2.5.2 Equacao da parabola

Chamaremos a distancia do foco a diretriz de p. Assim, p = d(F,d) comp # 0, afinal F' ¢ d.
A equacdo reduzida da pardbola de diretriz paralela ao eixo y é dada por
(y —b)* = 2p(z — a)
E a pardbola de diretriz paralela ao eixo x, é representada por
(x —a)* = 2p(y — b)

Com o auxilio do GeoGebra, podemos verificar como cada um dos pardmetros a,b e p influen-
ciam na pardbola.
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2.5.3 Construcao da parabola com o GeoGebra

Com o Geogebra ativado, vamos efetuar os seguintes passos.

e No campo vamos digitar:

a=1
b=1
p=2

o Em seguida, podemos escolher se a pardbola terd sua diretriz paralela a x ou a y. (aqui

vou escolher a pardbola com diretriz paralela ao eixo y

e No campo vamos digitar a equagdo

(y—b)? = 2p(x — a).

Ao fim dessa sequéncia de passos, teremos na | Janela de ALgebra | do GeoGebra um elemento

em "conica'e trés elementos em "niimero"”. Na ’Janela de visualizag¢do ‘ teremos a pardbola.

Clicando para exibir os niimeros a,b e p, os controles deslizantes para variarmos os pard-

metros irdo aparecer e teremos entdo como resultado a figura:

Podemos ainda digitar no campo de o comando V = (a,b) e teremos o vértice
da pardbola em destaque, recomenda-se exibir a malha do plano e deixar as coordenadas apa-
recerem no rotulo de V.

Teremos agora o vértice da pardbola acompanhando seu movimento a medida que variamos a

eb.

Ao variarmos p, como estaremos mudando a distancia do foco a diretriz, por definicao, mu-
damos a distancia dos pontos que pertencem d pardbola ao foco, deixando-a mais estreita

quando o valor de p estd mais proxima de zero e mais larga quando o valor de p estd mais
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Equagao da parabola dados o vértice e o parametro

Vértice V=(-2, 1) parametro p=3
Equagao reduzida da parabola: Equagao geral da parabola;
(y-17P=2*3(x+2) y2-6x-2y =11

Diretriz

Vértice

Figura 2.7: Equagdes da pardbola dados o vértice e a diretriz

distante de zero.
Podemos ainda acrescentar d pardbola o foco e a diretriz.

Repare que o nome que o sotware deu a pardbola é c.

e Vamos criar a reta tangente a pardbola que passa por V.

No campo digite Tangente[V,c] surgira a reta f.

e Vamos criar agora uma reta perpendicular a reta [ que passa por V.

No campo digite Perpendicular[V,f], surgira a reta g

e Agora vamos criar a circunferéncia de centro V' e raio p/2.

No campo digite Circulo[V,abs(p/2)], surgira o circulo d.

e Vamos agora marcar os pontos de interseccdo da reta g com a circunferénca d

No campo digite Intersecgdo[d,g] serdo criados os pontos A e B .Um serd
o0 foco (o que estd na regido mais interior da pardbola) e o outro é o ponto por onde

passa a diretriz.
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e Para finalizar construimos a reta diretriz.

No campo digite Reta[B,f] e serd criada a reta paralela a f que passa pelo
ponto B. nomeada de h.

Podemos ainda deixar o ambiente mais limpo, para isso desligue a exibicdo das retas f e g do

ponto B e da circunferéncia d.

Podemos ainda entrar nas propriedadas da pardbola e mudar sua equagdo para que fique

com a diretriz paralela ao eixo x, basta trocar sua equacdo para

(z—a)* =2p(y —b)
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Consideracoes Finais

Neste trabalho procuramos fazer uma abordagem de alguns topicos de Geometria Analitica
utilizando o software GeoGebra, usando o espaco interativo do GeoGebratube, criamos figu-
ras e atividades, que estdo disponiveis para serem baixadas, exploradas e até modificadas pelo
professor, possibilitando que este torne suas aulas mais dindmicas , mais criativas e o apren-
dizado ganhe um verdadeiro significado, uma vez que poderd apresentar ao aluno algumas
demonstragoes de equagcoes matemdticas utilizadas ao longo do curso, que muitas vezes sdo
apenas apresentadas, sem demonstracoes ou justificativas, e também revisar topicos de Geo-
metria Plana que serdo agora tratados por meio de equagoes.

Esperamos que ao buscar por nosso material, o professor sinta-se motivado a também inovar
suas prdticas em sala de aula, que este seja um pontapé inicial para que as tecnologias dis-
poniveis sejam inseridas ao cotidiano escolar e assim, possam colaborar para tornar as aulas

mais prazerosas.
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