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Resumo

Os grupos quanticos associados a uma Algebra de Lie, denotados por Uy(g) sdo
deformacoes da Algebra envolvente universal associada a algebra de Lie g, que é uma
Algebra de Hopf. Alem disso, as 4lgebras quanticas de Lie £,(g) sdo generalizacoes
de Algebras de Lie g cujas constantes de estrutura sdo séries de poténcias em h. As
Algebras £,(g) sdo derivados das Algebras envolventes quantizadas Uj,(g), com um col-
chete quantico que satisfaz uma generalizacao da antissimetria. Partindo dos conceitos
anteriores, neste trabalho o grupo quantico U, (g) e a Algebra de Lie quantica £,(g)
serdo construidos para o caso explicito da Algebra de Lie linear especial g = sly(C) e
posteriormente generalizados para uma Algebra de Lie simples sobre C de dimenséo
finita.

Palavras-chave: Algebras de Lie, Algebras de Hopf, Envolvente universal, Grupo
quantico, Algebras de Lie quanticas, g-antissimetria.



Abstract

The quantum groups associated with a Lie Algebra, denoted by Uj(g) are defor-
mations of the universal enveloping Algebra associated with the Lie algebra g, which
is a Hopf Algebra. Furthermore, quantum Lie algebras £,(g) are generalizations of
Lie algebras g whose structure constants are power series in h. The £,(g) Algebras
are derivatives of the Quantized Enclosing Algebras Uj(g), with a quantum bracket
that satisfies a generalization of antisymmetry. Starting from the previous concepts,
in this work the quantum group Up(g) and the quantum Lie Algebra £,(g) will be
constructed for the explicit case of the Lie Algebra Special linear Lie g = sl3(C) and
later generalized to a simple Lie Algebra over C of finite dimension.

Keywords: Lie algebras, Hopf algebras, Universal envelope, Quantum group, Quan-
tum Lie algebras, ¢g-antisymmetry.
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Introducao

O termo "grupos quanticos" foi popularizado por Drinfeld em seu discurso no Con-
gresso Internacional de Matematicos em Berkeley (1986). Significa certas Algebras de
Hopf especiais que sdo deformacdes ndo triviais das Algebras de Hopf envolventes das
Algebras de Lie simples. Na sua forma original, os grupos quanticos sao Algebras asso-
ciativas definidas por certas relagoes expressas em termos de uma matriz de constantes
chamada R-matriz quantica. No entanto, V. G. Drinfel’d |?] e M. Jimbo [?| percebe-
ram independentemente que estas Algebras associativas possuem uma estrutura mais
interessante: sao Algebras de Hopf

As Algebras de Hopf, que podem ser vistas como uma generalizacio da estrutura
de grupos, nasceram no campo da Topologia Algébrica entre as décadas de 40 e 50 do
século passado. FEles aparecem nos trabalhos de Heinz Hopf dedicados ao estudo da
cohomologia de Grupos de Lie compactos e seus espacos homogéneos associados. O pri-
meiro exemplo de uma tal estrutura foi observado em um de seus trabalhos, intitulado
"Fundamentalgruppe und zweite Bettische Gruppe'"de 1941, o qual era a homologia de
um grupo de Lie conexo. A definicao de Algebra de Hopf tal como era utilizada naquela
época sofreu alguma evolugao até chegar a definicao atual, que é a utilizada neste traba-
lho. Com a publicacio de Sweedler em 1969 [?], a Algebra de Hopf passou a ser objeto
de estudo da Algebra Abstrata e dessa forma deu continuidade ao seu desenvolvimento.

Na teoria de Algebras de Hopf um dos problemas importantes reside na classificacao
destas Algebras de dimensdo fixa num corpo algebricamente fechado de carateristica
zero, porém um dos obstéculos na resolucao deste problema esta na falta de exemplos
suficientes. Portanto é necessario encontrar novas familias de Algebras de Hopf. Um
dos exemplos mais importantes sdo as Algebras envolvente universal de uma Algebra
de Lie, dai a importancia dos grupos quanticos.

Uma Algebra de Lie g est4 naturalmente contida como um subespaco de sua Algebra
envolvente universal U(g) pela agao adjunta. De fato, o colchete de Lie em g surge
como a restricao da a¢ao adjunta de U(g) neste subespaco, evidenciando assim a relagao
intrinseca entre a Algebra de Lie e a sua Algebra envolvente universal.

10
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Um dos exemplos mas importantes dos grupos quanticos ¢ Up(g), o qual é uma
deformacio de Algebra de Hopf U(g). G.W. Delius e A. Huffman, no trabalho de 1995
[?], investigaram os subespacos de U,(g) através da agio adjunta, analogamente ao
caso de U(g). Nesse artigo, dotaram estes subespagos com o suporte de Lie quantico,
que é induzido pela acdo adjunta da Algebra de Hopf U,(g). Estes subespacos sdo
chamados Algebras de Lie quanticas e sio denotados por £,(g). Em 1996, 0s mesmos
autores, com M. D. Gould e Y. Zhang em [?] apresentaram a estrutura das Algebras
de Lie quanticas associadas as Algebras de Lie gl,, e sl,.

A Algebra U, (sly) foi descoberta por Kulish e Sklyanin em 1982 [?]. Atualmente,
através de calculos simbolicos computacionais, foram construidos outros exemplos im-
plicitos de Algebras de Lie quanticas, tais como £;(sls), £(sls) e £,(sp,). Porém, a
Algebra de Lie sly permite construir os exemplos mais simples de Uy, (sly) e £5,(sly) e
portanto estudar algumas propriedades de estrutura nestas Algebras permite generali-
zar alguns propriedades em Uy (g) e £5,(g), onde g é uma Algebra de Lie simples. [?]

Este trabalho esté dividido em trés capitulos. O primeiro aborda todos os conceitos
preliminares, apresentando definicdes e propriedades de Algebras de Lie, focando em
Algebras de Lie simples sobre C de dimensio finita. E também introduzido o conceito
de Algebra de Envelope Universal U(g), é realizada a construcao de U(sly) e por tiltimo
sao enunciadas as relacoes de Serre sobre os geradores de U(g) [?]. Esta primeira parte,
tem como principal referéncia o livro classico de K. Erdmann e M. J. Wildon [?], o
livro de J. E. Humphreys [?], e livro de Mazorchuv |?] para o caso de sls.

O segundo capitulo constituiu-se de um estudo sobre as algebras de Hopf, seja do
ponto de vista mais classico, como o apresentado nos livros de Sweedler [?] e E. Abe
[?], seja do ponto mais dirigido a introdugao dos Grupos Quéanticos, como nos livros
de V. Chari e A. Pressley [?], o livro de J. C. Jantzen |?] e o livro de C. Kassel |7,
demonstrando que toda Algebra Envolvente universal pode-se definir uma estrutura de
Algebra de Hopff.

No ultimo capitulo, procede-se a construgdo do grupo quantico Uy(sly), e, através
da sua agao adjunta, definir a algebra de Lie quantica £4(slz). Por dltimo, tendo como
referencia os artigos de G.W Delius,V. G. Drinfeld, M. D. Gould, A. Huffmann, Y.
Zhang e M. Jimbo [?, 7, 7,7, 7, ?] é definido o grupo quéntico Uy (g) e £,(g) para um
Algebra de Lie simples complexa de dimenséo finita.



Capitulo 1

Preliminares

Este ¢ um capitulo introdutorio, formado em sua maior parte por algumas defini¢oes
dos conceitos bésicos da teorias das Algebras de Lie que serdio importantes no decorrer
deste trabalho. Esses conceitos sao ilustrados por exemplos que devem servir de guia
na leitura dos capitulos subsequentes. Serdo enumeradas também as Algebras de Lie
simples e finalmente sera definida a Algebra envolvente universal e exemplificada para
a Algebra de Lie linear especial sl,. As principais referencias a seguir neste capitulo
sdo o livro de K. Erdmann e M. J. Wildon [?] e o livro de J. E. Humphreys |?].

1.1 Algebras de Lie

Definicdo 1.1.1. Seja k um corpo. Uma Algebra de Lie g é um k-espaco vetorial,
munido de um produto [ , | : g x g — @, chamado de colchete de Lie, tal que satisfaz
as sequintes condicoes:

(i) [-,-] € k-bilinear,

(i1) [z,z] =0, para todo x em g,

(117) Identidade de Jacobi: [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0, para todo x,y,z em g.
Observacao 1.1.2.

(i) Se [x,z] =0, para todo x em g, entao [x,y] = —|y, x|, para todo y em g. De fato,
pela condigao (i) da Defini¢ao 7?7, tem-se que

0=[z+y,xv+yl = [z, 2] +[z,y + [y, 2] + [y, 9] = [z, 9] + [y, 2].

Portanto [x,y] = —[y, z|, para todo x,y em g.
Suponha que o corpo k nao € de caracteristica dois entao a reciproca € verdadeira.
De fato, se [z,y] = —[y,x| para todo x,y em g, entdo [z,x] = —[x,x], logo

2[z,z] =0, como char(k) # 2, temos que [x,x] = 0 para todo x em g.

(i) Se A é uma k-Algebra associativa, entio A com o colchete de Lie dado pelo
comutador, i.e.,
[v,y] =2y —yx, Vo,ye A

12
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¢ uma Algebra de Lie e é denotada por A~. Note que o colchete de Lie dado pelo
comutador satisfaz as condi¢ées da Definicao ?7.
Sejam x,x1,T2,Y, Y1, Y2, 2 elementos de A e a, B em k. Logo,

[axy + x9,y] = (a1 + 22)y — y(ax + 22)
= ar1y + T2y — QYT — YT

= alry, y] + [22,9].

[z, Byr + yo2] = 2(By1 +y2) — (Byr + 12)x
= Bxyr + xy2 — Byix — you
= Blz, y1] + [z, ya].

Portanto o comutador € bilinear em A. Alem disso, [x,x] = xo —xx =0 e a
propriedade de Jacobi também é satisfeita, pois

[z, [y, 2]l + [2, [z, 0] + [y, [z, 2] = [, (y2 = 2y)] + [z, (zy — y2)] + [y, (22 — 22))]
= z(yz — zy) — (yz — 2y)x + z(zy — yx)—
— (zy —yx)z +y(ze —x2) — (220 — x2)y
=0.

Antes de apresentar alguns exemplos, é conveniente introduzir a nogao de subélge-
bra de Lie.

Definicdo 1.1.3. Seja g uma Algebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie h é um k-
subespago vetorial de g, que € fechado pelo colchete, ou seja, [x,y] estd em b para todo
x,y em b.

Uma subalgebra de Lie h é uma Algebra de Lie com a estrutura herdada pela
estrutura de g.

1.2 Exemplos de Algebras de Lie

A maioria dos exemplos que serao apresentados a seguir sao subalgebras da Algebra
de Lie das transformacoes lineares, por isso o primeiro exemplo é o seguinte:

1.2.1 Algebra de Lie Linear Geral

Sejam, k um corpo, V um k-espago vetorial e End(V) o conjunto de todas as
transformacoes lineares V' — V com estrutura de Algebra associativa. Denote a
Algebra End(V) vista como Algebra de Lie por gl(V) com o colchete definido pelo
comutador com a composicao de funcoes, esta Algebra de Lie é chamada Algebra
linear geral. Se dimy(V) = n, entdo podemos identificar End(V) com o k-espago
vetorial M, (k), das matrizes quadradas n x n com o colchete de Lie definido pelo
comutador [X,Y] = XY — Y X para todo X,Y € M, (k) e

gl, == glin,k) = gl,, (k) := gl(V) = M, (k).
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Fixado n € N* e dados i,j € {1,...,n}, ¢ denotado por E;; a matriz n X n com
1 na (i, j)-ésima entrada e 0 nas demais. O conjunto {E;; | 1 <4,j < n} é uma base
para a Algebra de Lie gl,(k), e dada uma matriz A em gl,(k), os escalares a;; em k
sao as entradas da matriz A na (i, j)-ésima entrada, tais que

A= i aijEij-

ij=1

As matrizes podem ser escritas como A = (a;;);;. Para quaisquer 4, j, k,r € {1,...,n},
tem-se que
EijEy = 01 Eq,

onde § é o delta de Kronecker, tal que

0 se j#k,
1 se j=k.

Portanto, os comutadores das matrizes F;; sao determinados por:
[Eija Ekl} = EijEkl - EklEij = jkEil - 5liEkj-

Sendo o colchete uma aplicacao bilinear, esta equacao é suficiente para determinar o
comutador de duas matrizes A = (a;;);; € B = (b;j)i;. De fato,

[A, B] = Z aijEij, Z b1 B
ij=1 k=1

n

= E aiib[Eij, Ex]
1,5,k,1=1
n

= E : a'ijbkléjkEiz—(SuEkj
i’j’k’lzl
n

= Z (@prbrg — rqbpr) Epg,

p,q,r=1

logo [A, B] = (34— aibrj — bias),;-

1.2.2 Algebra de Lie Linear Especial

O subespago sl, (k) = {X € gl (k) | tr(X) = 0} é uma subéalgebra de Lie de gl (k).
De fato, se X,Y sdo matrizes em sl,(k), lembrando que tr(XY) = tr(Y X) para XY
matrizes quaisquer, entao

tr([X,Y]) = tr(XY = YX) = tr(XY) — tr(YX) = 0,

portanto [X,Y] estd em sl,(k). A algebra sly(k) com o comutador ¢ chamada Algebra
de Lie linear especial.
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1.2.3 Algebra de Lie Linear Ortogonal

(i) O subespago das matrizes antisimétricas o,(k) := {X € gl (k) | X' = —X} ¢
uma subalgebra de Lie de gl,(k), onde X' é a transposta da matriz X. De fato,
se XY sao matrizes em 0,(k), entdo X' = —X e Y = —Y, portanto

X, Y] = (XY - YX)!
= (XY) = (YX)
= ViX! - XY
= (=Y)(—=X) = (-X)(-Y)
VX - XY
= (XY - YX)
= —[X,Y].

Logo [X, Y] esta em o,(k).

(ii) O subespago 509,41 (k) := {X € gly,1(k) | JX' = —XJ} é uma subalgebra de
Lie de gl,(k), onde J é uma matriz quadrada, da forma

0

Lpxp
J = 0
0

o~ o

0
Iy (2n+1)x(2n+1)

Onde [, ¢ a matriz identidade n x n. Sejam X,Y € s04,41(k). Logo,

JIX,Y]'=J(XY - YX)
= J(Y'X! - XYY
= JY'X! - JX'Y!
=-YJX"'+ XJY!
=YXJ-XYJ
= (XY -YX)J
= —[X,Y]J.

Portanto [X, Y] é um elemento de s02,1(k).

1.2.4 Algebra de Lie Linear Simplética

O subespago sp,, (k) := {X € gl,, (k) | JX' = =X J} é uma subdlgebra de Lie de
gl,,(k), onde J é escrita da seguinte forma

0 Id,
J__(—I¢l 0 )’
com Id, a matriz identidade de n x n. Seja X,Y € sp,(k). De forma aniloga do
Exemplo ?? item (ii), temos que .J [X,Y]" = — [X, Y] J. Portanto [X, Y] & um elemento
de sp,, (k).
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1.2.5 Algebra de Lie Superior Triangular

O subespago t,(k) = {X € gl,(k) | X € triangular superior } é uma subalgebra de
Lie de gl,(k), onde seus elementos X em t,(k) sdo matrizes n x n da seguinte forma

ann Q12 -+ Qin
x| e e
0 0 - ay
com a;; € k, para todo i,j € {1,2,...,n}. Lembre que o produto de matrizes triangu-

lares superiores é triangular superior, portanto [X,Y] = XY — Y X é um elemento de

t, (k).

1.3 Generalidades Algébricas

Definicdo 1.3.1. Uma Algebra de Lie g € dita uma Algebra abeliana se [z,y] =0, para
todo x,y em g.

Exemplo 1.3.2.

1. Seja g uma Algebra de Lie. Se dim(g) = 1, entio g € abeliana. De fato, se {v}
¢ uma base de g, entdao para todo x,y em g, existem «, 3 em Kk tais que x = av
ey = pPv. Logo

[z, y] = [awv, pv] = aBlv,v] = 0.
Se g € uma Algebra de Lie qualquer, entio todo subespaco de dimensdo 1 € uma
subdlgebra de Lie abeliana.

2. O subespago D, (k) := {X € gl (k) | X € diagonal} é uma subdlgebra de Lie
abeliana de gl (k). De fato, para todo X,Y em ©,(k), temos que
XY =diag(xq,...,x,) - diag(yr, ..., Yn)
= diag(xlyla LR 7xnyn)
= diag(ylxlv - aynﬂjn)
(

= diag(y1, ..., Yn) - diag(xy, ..., x,)
VX,

onde x;,1y; sao os elementos em k na posicao 11 das matrizes X e Y, para todo
i=1,---,n. Portanto, [X,Y] = XY — Y X =0, para todo X,Y em D,(k).

3. Seja g uma Algebra de Lie. Se dim(g) = 2, entio existem duas possibilidades:

(i) g € abeliana, ou

(i1) existe uma base {u,v} de g, tal que [u,v] =v.

De fato, suponha que g ndo é abeliana e seja {uy,v;} uma base de g. Como g
nao € abeliana, entao [uy,v1] # 0. Seja vy = [ug,v1] e escolha usy tal que [ug, vo] é
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uma base de g, logo us = auy + fvy e vo = yuy + dvy, com a, B,7,0 em k. Desta
forma, tem que
[ug, Vo] = [auy + o, yuy + dv1]

= afuy, yuy + dv1] + Blvr, yus + ovy]

= ay[ur, ui] + adfuy, v1] + By[vr, ur] + Bd[vr, v1]

= (ad — B7)[u1, v1]

= (ad — Bv)va.
Como g nao é abeliana, entao ad — Py # 0. Fazendo u =
obtida uma base {u,v} de g, tal que [u,v] = v.

1 _ .
a676'yu2 €V = Vg, €

Definigdo 1.3.3. Sejam (g,[,]1) e (b, [,]2) Algebras de Lie. Uma transformacéo linear
@ : g — b € dito homomorfismo de Algebras de Lie se
o[z, yl) = [p(x), o), Yo,y € g

Observacao 1.3.4. Se ¢ é um homomorfismo bijetor, entao f € dito isomorfismo. As
Algebras de Lie g,b sao ditas isomorfas, se existe um isomorfismo og — bh. Além
disso, ¢ € um automorfismo se ¢ € um isomorfismo e g = b.

Exemplo 1.3.5. Seja tr : gl (k) — k a transformacdo linear que associa a cada
matriz X € gl (k) o seu traco. Comok € uma Algebra de Lie abeliana, pois dim(k) = 1,
entao todo X, Y em gl (k) satisfaz:

tr ([X,Y]) =tr(XY - YX)=tr(XY) —tr(YX) =0.
Por outra parte,
[tr(X), tr(Y)] = tr(X)tr(Y) —tr(Y)tr(X) =0
para todo X,Y em gl (k). Portanto tr é um homomorfismo de Algebras de Lie.
Exemplo 1.3.6. Seja g uma Algebra de Lie. Para todo x em g, defina-se a transfor-

macao linear
ad:g — FEnd(g)
r — ad, :g—¢
y — ady(y) == [, y],

para qualquer y em g. Note que ad, € um homomorfismo de dlgebras de Lie, pois para
todo x,y em g, lem que

ad ([z,y]) (2) = adjz)(2)
= [[z,y]. 2]
= —[z, [z,y]]
= [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]
= [z, [y, 2]] = [y, [z, ]]
= [z, ady(2)] — [y, ad,(2)]
= ady o ady(z) — ady o ad,(z)

]
)
= [adx,ady](z)7
onde z em g qualquer. Portanto ad([z,y]) = [ad(z), ad(y)].
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Definigdo 1.3.7. Seja g uma Algebra de Lie de dimensdo finita e B = {x1,...,x,}
uma base de g. O colchete de dois elementos x;,x; quaisquer de B pode ser escrito
como:
[z, z;] = cfjxk,
k

Os coeficientes cfj sao chamados de constantes de estrutura de g em relacao @ base B.

Estas constantes de estrutura determinam a Algebra, a menos de isomorfismo. De
fato, seja g, h Algebras de Lie, com bases {z1,...,2,} e {y1,..., 7.} e seja a transfor-
macao linear ¢ : g — b, tal que p(z;) = y;, para todo i = 1,...,n. Dados z,y em g,
existem tnicos o, 37 em k tais que

x:Zaixi, y:Zﬁjxj.
i=1 j=1
Logo,
o(lz,9]) = ([Z oz":v@-,Zﬂjfij =Y a'Fplr,a] = Y o' Bee(a)
i=1 j=1 ij=1 i k=1

Z aiﬁjcijk = Z o' Flyi,y;] = Z o Flp(xs), o(x;)]

1,5,k=1 3,j=1 7,j=1

- [¢ (Z ax) ¢ <Z Bjxj>] = [p(z), 0(y)]-

Isto mostra que ¢ é um isomorfismo e, portanto, que g e h sao isomorfas.

Definicao 1.3.8. Seja g uma Algebra de Lie e b um subespaco vetorial de g. Dizemos
que by € um ideal de g se

[z,y] € b, paratodox € gey€bh,

18to €,
9.0l =([z,y]l [z €9,y €h) Ch.

Observacao 1.3.9. Todo ideal de g é subdlgebra de g, mas nem toda subdlgebra, no
entanto, € ideal. Por exemplo, o subespaco de sly(k) gerado pela matriz

b 5)

é uma subdlgebra por ser unidimensional. No entanto, nao é um ideal de sly(C), pois

©0)60 26 )

Exemplo 1.3.10. sl,(k) é um ideal de gl, (k). Basta verificar que [X,Y] estd em
sl, (k) para todo X em gl,(k) e Y em sl,(k). De fato,

tr([X,Y]) = tr(XY = YX) = tr(XY) — tr(YX) = 0.



19

Exemplo 1.3.11. O centro de uma Algebra de Lie g € o conjunto
Z(g)={z€g]| [2,2] =0,Vx € g}.

Da bilinearidade do colchete, seque que Z(g) € um subespago vetorial de g. Dai, como
lg,Z(g)] =0 € Z(g), tem que Z(g) € um ideal de g.

Proposicao 1.3.12. Seja g uma Algebra de Lie. Se b,,bh, sio dois ideais de g, entdo
b, Nb, € um ideal de g.

Demonstracao. Sejam x em g e y em h, N bh, quaisquer. Como y estd em b,, entao
[z, y] estd em b1, da mesma forma, temos que [z, y] estd em b,. Portanto [z, y] estd em

h.Nb, O

Proposicdo 1.3.13. Sejam g, b duas Algebras de Lie, ¢ : g — b um homomorfismo
de Algebras de Lie e i C g, ) C b dois subespacos.

(1) Sei é uma subdlgebra de g, entao p(i) € uma subdlgebra de b.

(11) Se i é um ideal de g e ¢ é sobrejetiva, entiao (i) é um ideal de b.
(iii) Sej € uma subdlgebra de by, entio ¢ '(j) € uma subdlgebra de g.

(iv) Sej é um ideal de b, entao p='(j) € um ideal de g.

(v) ker(p) ={z € g | o(x) =0} é um ideal de g.

(vi) im(p) ={y €b | y=p(z), para algum x € g} € uma subdlgebra de b.
Demonstragdo. Sejam z,y €1, a,b € p~'(j), h € h e g € g quaisquer.

(i) Como ¢(z),¢(y) em (i) e ¢ é um homomorfismo, tem que [p(x),p(y)] =
©([x,y]). Comoié uma subélgebra, tem que [z, y] estd em i. Portanto, [p(z), p(y)]
estd em o(i).

(ii) Como p(y) estd em (i) e ¢ & um homomorfismo sobrejetivo, entao existe x em

g tal que p(z) = hem b. Logo [h, p(y)] = [¢(2), v(y)] = ¢([z,y]). Como [z,y]
estd em (i), pois i é um ideal, entdo ¢([z,y]) estd em ¢(i). Portanto ¢(i) é um
ideal de b.

(iii) Como j é uma subalgebra de b e p(a), ¢(b) estdo emj, entao ¢([a, b)) = [p(a), ¢(b)]
estd em j. Assim, temos que [a,b] estd em p~'(j). Portanto, ¢~ (j) é uma
subalgebra de g.

(iv) Como j é um ideal de b, p(b) estd em j e p(g) estd em b, temos que p([g,b]) =
[0(g), o(b)] esta em j. Logo [g,b] estd em p~1(j). Portanto, ¢'(j) é um ideal de

d.

(v) Seja z em ker(y) qualquer. Tem que

©([g,2]) = [p(9), v(2)] = [¢(g),0] = 0,

ou seja, [g, z] € um elemento de ker(y). Portanto, ker(yp) é um ideal de g.
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(vi) Sejam p(2), p(w) em im(p) quaisquer. Entao [¢(z), o(y)] = ¢([z, w]), como [z, w]
estd em g, tem que [©(z), p(y)] € um elemento de im(yp). Portanto im(y) é uma
subalgebra de b.

]

Definicdo 1.3.14. Seja b um ideal de uma Algebra de Lie g. O espago quociente g/b
possui uma estrutura de Algebra de Lie, onde o colchete € definido por

[z +b,y+b] = [,y +b.

Note que o colchete esta bem definido. De fato, suponha que z,2’,y,vy" estao em g
taisque z+h=2'"+hey+bh=9y +bh Comozx—2',y—1y sao elementos em b, tem-se
que

[+ (@ —x),y+ @ —y)]+h
[z, y] + 2,y —yl + [ — 2, y] + [z — 2"y —y] + b
[z,y] +b,

[, y'] + b

pois [z,y' — yl, [z — z,y], [x — 2/, ¢ — y] estao em b, uma vez que h é um ideal.

Teorema 1.3.15 (Teoremas de Isomorfia, [?, Teorema 2.2|). Sejam g e b Algebras de
Lie.

(i) Se p:g— b é um homomorfismo de Algebras de Lie, entio
g/ker(p) = im(e).
(ii) Sei,j C g ideais de g, entao
(i+)/i=j/(ini).
(iii) Se i, ideais de g tais que j C i, entdo

(8/i)/(i/}) = g/i.

1.4 Algebras de Lie Simples

Nesta secdo, sera definida uma Algebra de Lie simples e serdo enunciadas algu-
mas propriedades importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Posteriormente,
serao listadas as Algebras de Lie simples de dimensao finita.

Definigao 1.4.1. Sejam g uma dlgebra de Lie e A, B dois subconjuntos nao-vazios de
g. Define-se
A, B] = ([e,g] | 2 € Ay € B).

A série derivada de g € definido pela sequéncia dos sequintes subespacos de g:

(0)

9

g.
0.0 =0
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g® =g, "],

g® = [g* D, g% Y],

Tais subespacos sio chamados as Algebras derivadas de g.

Observacgao 1.4.2. As Algebras derivadas de g sio ideais de g. Basta notar que se i, j
sao ideais de g, entao [i,j] também é um ideal de g. De fato, dados x € g,i €Eiej €],
pela identidade de Jacobi temos que [x,[i, j|] = [[z, 4], 5] + [i, [z, j]] € [i,j], pois i,) sdo
ideais de g.

Exemplo 1.4.3.

1. Uma Algebra de Lie g € abeliana se, e somente se, g’ = 0. De fato, se g € abeliana,
entao [z,y| = 0, para todo x,y em g. Portanto, g’ = [g,9] = 0. Reciprocamente,
se g =lg,0] =0, entdo [x,y| =0, para todo x,y em g, ou seja, g € abeliana.

2. Seja a Algebra de Lie g = sly(k), com base {e, h, f}, onde

0 1 10 0 0
=(0) -l h) =00)
Os colchetes entre tais elementos sao definidos pelo comutador, tal que:
[h7€]:26’ [h7f:|:_2f7 [e’f]:h'

Se k um corpo com caracteristica diferente de 2, entao e, h, f estao em ¢ = [g, g],
portanto, g’ = g. Desse modo, g®) = g, para todo k > 0. Por outro lado, se k é

de caracteristica 2, tem-se que
[h,e] =2e=0=2f=[h,f] [e f]=h,
logo g' € o subespaco gerado por h. Assim, g® = {0}.

Definicao 1.4.4. Uma Algebra de Lie g é dita simples se satisfaz as seguintes dos
condicoes:

(i) Os tnicos ideais de g sio 0 e g.

(i) dim(g) # 1.

Exemplo 1.4.5. A Algebra de Lie sly(k), do Ezemplo ?? item 2. ¢ uma Algebra sim-
ples. Para verificar isso, seja z = ae +bh +cf, com a,b,c em k. Entao, pelas relagoes
dos elementos da base com o colchete de Lie, tem que

ad(e)(z) = ad.(2)
= [67 Z]
= [e, ae + bh + cf]
= ale, e] + ble, h] + cle, f]
= —2be + ch.
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Além disso,

ad(e)*(z) = ad, o ad,(2)
= ad.(ad.(2))
= ad.(—2be + ch)
= le, —2be + ch]
= —2ble, €] + c[e, h]

= —2ce,

ou seja, se z # 0, temos que ad(e)(z) e ad(e)?(z) é miltiplo nao-nulo de e. Portanto,
se b # {0} € um ideal nao-nulo de sly(k), entao e estd em . Como h = [e, f] e
f=1/2[f, h], tem-se que h, f também estao em b e dai b = sly(k). Portanto sly(k) é
uma Algebra de Lie simples.

Corolario 1.4.6. Se g = sly(k), entao g =[g,9] = ¢ e Z(g) = {0}.

Demonstracao. Pelo exemplo 77, tem-se que g é uma &lgebra de Lie simples e, além
disso, ¢, Z(g) sdo ideais de g, entdo g’ = {0} ou g’ = ge Z(g) = {0} ou Z(g) = g. Como
g € nao-abeliana, temos que g’ # {0} e Z(g) # g. Portanto, g’ =ge Z(g) ={0}. O

1.4.1 Lista das Algebras de Lie Simples sobre C

A classificacdo das Algebras de Lie simples sobre um corpo algebricamente fechado
é realizada por meio dos diagramas de Dynkin, os quais sao grafos construidos a partir
de sistemas simples de raizes. Essa classificacao consiste em uma relacao bijetiva que
associa cada classe de equivaléncia de Algebras de Lie simples a um tnico diagrama
e vice-versa. Nesta secio, serdo listadas as Algebras de Lie simples sobre C, seus res-
pectivos diagramas de Dynkin e sua matriz de Cartan associada. A construcao desses
diagramas e a demonstracdo da simplicidade das Algebras de Lie podem ser encontra-
das em [?, Capitulo 12.| e [?, Capitulo V.19.].

Definicao 1.4.7. Uma matriz de Cartan é uma matriz quadrada n X n com entradas
inteiras a;;, denotada por C' = (ayj)1<ij<n , tal que:

(111) a;; =0 se, e somente se, aj; = 0.

As Algebras de Lie classicas da Secdo ?? sido representativas das Algebras de Lie
simples associadas aos diagramas de Dynkin A,, B,, C, e D,, da seguinte forma:

(i) Tipo A,:
Seja n em N, com n > 1. A Algebra sl,,.1(C) = {X € gl,,,(C) | tr(X) =0} do
Exemplo 7?7 ¢ uma Algebra de Lie simples de dimensio (n + 1) — 1 e tem como
base:
{Eijli # jY U{H; = Eii — Eiy101, (1<i<n)}.
O diagrama de Dynkin associado a Algebra de Lie sl,1(C) é um grafo de n
vértices da forma:
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o———o—
ap Oy

-—O0——o0
Qp—1 On

A, (n>1):
Seja C' = (aj), com «ay; € R, 1 > 4,5 > n, uma matriz de Cartan associada
aos diagramas de Dynkin, tal que o;jcj; é o nimero de linhas que conectam o
vértice o; com o vértice a;. Além disso, se a;; > aj;, entdao a aresta entre os
vértices a; e o tem o simbolo >, com a ponta voltada para o vértice a;. Com
essas convencoes a matriz de Cartan contem exatamente a mesma informacgao do
Diagrama de Dynkin, logo cada um pode ser construido a partir dé outro.

Portanto a matriz de Cartan associada a Algebra de Lie g = sl,(C) é a seguinte
matriz:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 0
Cy = § : (1.2)
0 . -1 2 -1
0 . 0o -1 2

nxn

Tipo B,:
Seja 2 < n em N. Seja a Algebra s04,,1(C) = {X € gly,.4|JX! = =X J} do
Exemplo ?7 item (i7), onde

1 0 0
J=10 0 I,],

0 I, O
com [I,, a matriz identidade n x n. A Algebra 509,11(C) é uma Algebra de Lie
simples de dimensao n(2n + 1) e seu diagrama de Dynkin associado é um grafo
de n vértices da forma:

Bna (n Z 2) : (03] (0D)

Qp_1 Gp

De forma analoga ao item anterior, tem-se que a matriz de Cartan para g = §09,11
é dada por:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 0
C, = . .
0 . -1 2 =2
0 - 0 -1 2

nxn

Tipo C);:
Sejan em N, comn > 3. Seja a Algebra de Lie sp,,(C) = {X € gly, |JX! = —XJ}

do Exemplo 7?7, onde
0 I,
7= (4, 1),
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com I, a matriz identidade n x n. A Algebra sp,(C) é uma Algebra de Lie
simples de dimensao n(2n + 1) e seu diagrama de Dynkin associado é o grafo de
n vértices, tal que:

Cpn, (n>3): a1 Qo Qp—1 Oy

A matriz de Cartan associada a Algebra g = sp,,(C) é da seguinte forma:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 0
Co : .
0 -1 2 -1
0 0 -2 2

Tipo D,:

nxn

Seja 4 < n em N. Seja a Algebra 50,,(C) = {X € gl,,|J X' = —X J}, onde

0 I,
(i 5)

com I, a matriz identidade n x n. A Algebra 50,,(C) é uma Algebra de Lie
simples de dimensdo n(2n — 1) e seu diagrama de Dynkin associado é um grafo
de n vértices da forma:

0 O— o » an_l
Dn, (TL > 4) : a1 Qo Qp—2

Qn

Logo tem-se que a matriz de Cartan para g = 504, ¢ dada por:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
Cg . . .
0 -1 2 -1 -1
0 0O -1 2 0
0 0O -1 0 2

nxn

Observacdo 1.4.8. Toda Algebra de Lie simples compleza, pode ser associado um
diagrama de Dynkin e uma matriz de Cartan.

1.5 Algebra Envolvente Universal

Seja k um corpo arbitrario. Para cada Algebra de Lie g sobre k pode-se associar uma
Algebra associativa U(g) com unidade 1 € k, chamada Algebra envolvente universal.
Nesta secdo, esta Algebra serd construida a partir da Algebra tensorial. Além disso,
serao enunciadas algumas propriedades importantes para o desenvolvimento deste tra-
balho e sera descrita a Algebra envolvente universal de sl,, principalmente da Algebra
de Lie sl,.
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1.5.1 Algebra Tensorial

Sejam R um anel comutativo com unidade, e M um R-moédulo. Para cada inteiro
n > 0, o n-ésimo produto tensorial de M é denotado por 7™M, onde:

T°M = R,
T'M = M,
T°M = M Qr M

J/

T"M =M Qr M Qpr---Q@r M.

n—parcelas

Definicdo 1.5.1. A Algebra tensorial de M é o R-mddulo

[e.e]

T(M)=EPT1"M,

n=0

onde cada elemento de T(M) é uma soma finita de elementos s;, com s; € T'M. A
multiplicacao interna e a multiplicacao escalar sio definidas nos geradores por:

<$1®"'®$p)'($p+1®"'®$p+q):$1®"'®l’p®$p+1®"'®l’p+q
a(ajl®...®xp>:aaj1®...®xp

comx; € M, a € R e € estendida por linearidade.

Pode-se observar que a multiplicacio definida em T'(M) é associativa e tem como
identidade o elemento unitario de T°M = R, mas este produto em geral ndo é comu-
tativo, ja que o produto tensorial ndo é comutativo. Além disso, o produto satisfaz a
seguinte condicao:

TPM @ T'M C TPYIM, com p,q € Zso.

Observagao 1.5.2. Seja o : M — T'(M). Pela defini¢ao da multiplicagao em T'(M),
tem-se que
(p(l'l)...sp(l'n) :l‘1®®l’n

Como cada elemento de T(M) € uma soma finita dos elementos anteriores, tem-se que
T(M) estd gerado como R-Algebra por p(M) =T M.

Proposicao 1.5.3. (Propriedade universal da Algebra tensorial) Sejam M um
R-mddulo e A uma R-dlgebra associativa com unidade. Para qualquer homomor-
fismo de R-mddulos ¢ : M — A, existe um tunico homomorfismo de R-dlgebras
v:T(M) — A tal que y(1) =1 e~vyoi = ¢, ondei : M — T(M) € a inclusao,
1.e. 0 sequinte diagrama comula

M T(M) = @ZO:() ™M
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1.5.2 Algebra Envolvente Universal

Definicio 1.5.4. Seja g uma Algebra de Lie sobre um corpo k. A Algebra envolvente
universal de g é um par (U,i), onde U € uma Algebra associativa e i : g — U™,
satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) i é um homomorfismo de Algebras de Lie entre g e U~.

(ii) Se A ¢ uma Algebra associativa e f é um homomorfismo de Algebras de Lie
¢ g — A7, entao existe um tunico homomorfismo de Algebras ¢ : U — A, tal
que o sequinte diagrama comute.

Toda Algebra de Lie tem uma Algebra envolvente universal. De fato, para garantir
a existéncia de U, é necesséario a Algebra tensorial. A seguir serd construida a Algebra
envolvente universal.

Seja T'(g) a Algebra tensorial de uma Algebra de Lie g, e seja J o ideal bilateral
de T'(g) gerado por todos os elementos da forma z ® y — y ®  — [z,y], com z,y em
g. Define-se U(g) := T(g)/J e seja m : T(g) — U(g) a projecao canoénica. Note que
J nao contém os escalares T%(g) = k, logo 7 leva k isomorficamente em U(g). Seja
i :g — U(g) a restricdo de 7 em T"(g) = g e seja A uma Algebra associativa com
unidade tal que ¢ : g — A~ um homomorfismo de Algebras de Lie. Pela Propriedade
universal da Algebra tensorial ??, existe um homomorfismo de Algebras v : T'(g) — A,
tal que o seguinte diagrama comuta:

g T(g)

onde i’ : g — T(g) é a inclusdo natural. Como 1 é um homomorfismo de Algebras de
Lie, tem-se que

Y@y —y@r—[r,y]) =v(@)v(Y) —vW)v(®) —v(,9])
o(7)9(y) — d(y)o(x) — ([, y])
= ¢([x,y]) — o([z,y]) = 0.

Logo J C ker(y). Portanto a aplicacao ¢ : U(g) — A tal que p(z + J) := vy(x) + J,
estd bem definida e o seguinte diagrama comuta
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Portanto U(g) := T(g)/J é uma Algebra envolvente universal com i : g — U(g) a
inclusao natural.

Um dos resultados mais importantes sobre as Algebras envolventes é o Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, que permite construir uma base nesta Algebra:

Teorema 1.5.5 (Teorema Poincaré-Birkhoff-Witt, [?, Corolario C|). Seja g uma Al-
gebra de Lie sobre um corpo k e seja {x;}jc; uma base de g, onde I é um conjunto
bem ordenado. Entdo, o conjunto de elementos na Algebra envolvente universal:

i(le)i(xh)"'i(xjn)a jl S]Q < e Sjn,neZ+,

junto com 1 € k, € uma base de Ul(g).

1.5.3 Algebra Envolvente Universal de sly(C)

Considere a Algebra associativa R com geradores e, h e f e denote por U(sly(C)) o
quociente de R modulo o ideal J gerado pelas relagoes

ef —fe=h, he —eh =2e, hf-fh=-2f.

A dlgebra U(sly(C)) é chamada de Algebra envolvente universal de sl;(C). Abusando
da notacao, normalmente os elementos de R sao identificados com suas imagens na
Algebra de quociente U (sly).

Lema 1.5.6.

(i) Eziste uma unica aplicagao linear i : sly(C) — U(sly(C)) satisfazendo

(i) A aplicagio i é um homomorfismo de Algebras de Lie.

Demonstragao. A afirmacao (i) segue do fato de que {e, h, f} é uma base de sl,(C). A
afirmacao (i7) segue das relagoes entre os elementos da base {e, h, f} e a defini¢do de
Ul(sl(C)) O

Teorema 1.5.7 (Propriedade universal de U(sly(C)), [?, Teorema 2.1.5]). Seja A uma
Algebra associativa com unidade e ¢ : sly(C) — AT um homomorfismo de Alge-
bras de Lie. Entdo existe um tinico homomorfismo ¢ : U(sly(C)) — A de Algebras
associativas tal que ¢ = p o1, isso € tal que o diagrama a Sequir comuta:
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sly(C) U(sly(C))

Demonstracio. Primeiro sera provado a existéncia de ¢. Para a Algebra R com gera-
dores e, f e h tem-se um tnico homomorfismo ¢ : R — A de Algebras associativas
tal que:

P(e) =¢le), () =o(f), (h)=o(h). (1.3)

Seja 7 a projecdo canonica da seguinte forma 7 : R — U(sly(C)). Entao

P(ef —fe) = ¢ (e)y(f) — v (f)y(e)

e, f]) (¢ ¢ um homomorfismo de Algebras de Lie)

Portanto ¢ (ef — fe — h) = 0. Da forma analoga, temos que 1)(he — eh — 2e) = 0
e P(hf — fh + 2f) = 0. Logo o J C ker(y) e, portanto, ¢ ¢ fatorado através de
R/ ker(y) = U(sly(C)). Denote por ¢ o homomorfismo induzido de U(sly(C)) para A.
Entao ¢ = ¢ oi segue das definigoes. A unicidade de ¢ decorre da unicidade de i e de
como a igualdade ¢ = ¢ o forca as formulas (77). O

Proposigao 1.5.8 (Unicidade de U(sly(C)), [?, Proposigao 2.1.6]). Seja U'(sly(C)) ou-
tra Algebra associativa tal que existe um homomorfismo €' : sly(C) — U'(sly(C))) de
Algebras de Lie com a propriedade universal descrita no Teorema ??. Entéio U'(sly(C))
é canonicamente isomorfa a U(sly(C)).

Teorema 1.5.9 (Teorema de PBW de sly(C),[?, Teorema 2.2.1]). O conjunto
{e'hd f* . i, 5,k € Ng}
é uma base de U(sly(C)).

Os monomios da forma e‘h/ f¥ sdo geralmente chamados de mondémios padrao.
Observe que os mondémios padrio também formam uma base da Algebra polinomial
Cle, h, f]. Portanto, o Teorema PBW diz que a Algebra nio comutativa U(sly(C)) &
"do mesmo tamanho"que a Algebra comutativa Cle, h, f].

Observacao 1.5.10. Seja g uma Algebra de Lie simples compleza de dimensdo n.
Pelo Teorema 7, g € gerada por e;, fi, h; com 1 < 1 < n, satisfazendo as relagoes de
Serre. Seja R a Algebra associativa com gerada por e, f, b, com 1 <i < n e seja J
o ideal gerado pelas relagoes de Serre sobre e;, f;, h;, dadas no Teorema ??. De forma
andloga da Algebra de Lie sly(C), tem-se que a Algebra envolvente universal de g € a
Algebra quociente U(g) :== R/J.
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1.5.4 Relacoes de Serre da Algebras de Lie Simples

A construcao das Algebras envolventes quantizadas, que sera detalhada no Capitulo
3, é realizada a partir das relacdes de Serre das Algebras envolventes ordinarias. No
seguinte teorema, mostra-se uma caracterizacio das Algebras de Lie complexas simples
e sao apresentadas as relacoes de Serre.

Teorema 1.5.11 ([?, Teorema 6.]). Seja g uma Algebra de Lie sobre o corpo C e seja
Cy = (aij)1<ij<n @ matriz de Cartan associada a g. Se g € gerada por {e;, fi, hi|1 <
i < n} tal que a sequintes relagoes sao satisfeitas:

(i) [hi,hj] =0, para todo 1 <i,j < n.

(ii) [hi,e;] = auje; e by, f;] = —aujf;, para todo 1 < i, 5 <n.
(1it) lei, fi] = 0ijhi, para todo 1 <i,5 < n, onde §;; € o delta de Kronecker (?7).
(iv) ad(e;)' i (e;) =0 e ad(f;)' =i (f;) =0, com i # j.

Entio g é uma Algebra de Lie simples de dimensdo finita. (As relagoes (i) — (iv) sdo
chamadas de relagoes de Serre.)

Se g & uma Algebra de Lie simples complexa, tendo em conta o Teorema ??, pode-se
construir a Algebra envolvente universal de g de forma analoga a sly(C), transformando
os colchetes de Lie em comutadores e expandindo as expressoes das adjuntas. Portanto
a Algebra envolvente universal U(g) ¢ uma Algebra associativa sobre C com geradores
€1y.vslny f1yeooy fn, h1,..., hy, e as seguintes relacoes

(i) [hi,hj] =0, para todo 1 <14,j <n.

(ii) [hi,ej] = aijej e [hi, fj] = —au; f;, para todo 1 <4, j < mn.

(iii) [es, f;] = di;hi, para todo 1 < 4,5 <n, onde J;; & o delta de Kronecker (?7).
(iv) Para todo i # j

1—ayj;

1—ayjy
1 — Q4 —Qj— 1 — Qi —ay—
> (—1)1( z J) e “leel=0, Y (—1)’( z J) =0,

=0 1=0



Capitulo 2

Algebras de Hopf

Na literatura classica os conceitos de Algebra, coalgebra, bialgebra e Algebra de
Hopf sdo definidos sobre um corpo k [?, 7, ?]. Porém, esta se¢ao, tem como objetivo
definir a estrutura de uma Algebra de Hopf sobre um anel comutativo R. Para isso,
sao introduzidos os conceitos de Algebra associativa, coalgebra e bialgebra sobre um
anel comutativo R via diagramas e serd usado como referéncia o livro de V. Chari e
A. Pressley [?]. Alem disso, definimos a Algebra de convolucdo de uma coalgebra para
introduzir o conceito de antipoda e serao apresentados alguns exemplos e propriedades
que nos permitira mostrar que a algebra envolvente universal de sly(C) é uma Algebra
de Hopf. Para o desenvolvimento deste capitulo, seja R um anel comutativo com
unidade. Nesta secao, salvo mencao ao contrario, o produto tensorial e aplicacoes
lineares serao tomados sobre R.

2.1 Algebras associativas com Unidade

Definicdo 2.1.1. Uma Algebra sobre um anel comutativo com unidade R é uma terna
(A,m, ), onde A é um R-mddulo em : AR A — A, p: R — A sdo transformagoes
entre R-mddulos, tais que os sequintes diagramas sejam comutativos:

m®idA
ARARA — "5 AgA L AwmA
u®zy XA@M
A® A - A A

As aplicacdes m e p sao chamadas multiplicacao e unidade de A.
O primeiro diagrama representa a associatividade da multiplicacao, ou seja,
mo(idA(X)m):mo(m@idA). (21)

O segundo diagrama retrata a unidade usual de A, onde aplicagoes 7,: R® A — Ae
Y A® R — A sio os isomorfismos canonicos dados por v, (1g®a) = (a) e 1, (a®1g) =
(a), para todo a € A, ou seja,

mo (ida @ p) =idg =mo (u®ida). (2.2)

30
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Sejam A e B R-Algebras e A® B o produto tensorial de A e B sobre R, define-se
a aplicagdo transposi¢io (ou aplicacdo twist), da seguinte forma:

Tap 1 A®B —B®A
a®b—b®a,

para todo a em A e para todo b em B, o qual & um isomorfismo de R-Algebras. Uma
R-Algebra é dita comutativa se o seguinte diagrama comuta:

A®A

7\
— A

A®A

Observacao 2.1.2. Seja (A, m, 1) uma R-Algebra, serd denotado m® := m o TAA>
logo, uma R-dlgebra é dita comutativa se m = m°.

Definicao 2.1.3. Sejam (A, m, u), (A',m/, i) duas R-Algebras. Uma aplicacdo linear
f:A— A € dita morfismo de R-Algebras se satisfaz as sequintes condicoes:

(i) m'o (f&f)=fom,
(i) fou=4,

equivalentemente, se 0s sequintes diagramas sao comutativos:

AQA 128 o yea R—" oA

m m’ \ f
%

A - Al Al

Exemplo 2.1.4.

1. O anel R tem uma estrutura natural de R-Algebra com a sequinte multiplicacdo
e unidade:

mR:R®R — R [LR:ZdRR—>R
a®b — ab, a— pa) == a,
para todo a,b em R.

2. Seja’k um corpo. O anel de polinomios k[z] tem estrutura de k-Algebra com m a
multiplicacao usual de polindmios e p a inclusao dos escalares como polindmios
constantes em Kk(x], ou seja,

m : klz] @ k[z] — k[z] pock — klz]
p(z) ® q(x) — p(x)q(x), ar— pa) == a,

para todo p(x),q(x) em klz|, a em k e estendendo linearmente.
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3. Sejam (Vi,my, 1) e (Va,ma, piz) R-Algebras, entio Vi @ Vo tem estrutura de R-
Algebra com a sequinte multiplicacdo e unidade:

myewn: VieV e Vel — (Vo)
v= (1 ®v) ® (v ®vy) = [(Mmy ®ma) o (idy, © Ty, 0 idy,)](v)

ey, - B — Vi@V,
g — m(1g) ® pe(1lr),

para todo v, v] em Vi e vy, vy em Va. Note que my,gy, = mi @ ma, pois

Myiew, (V) = (M1 ® my) o (idy, o Ty, v, 0 idy,)[(v1 ® v2) ® (V] ® v))]
= (m1 @ ma)[(v1 ® v}) ® (v2 ® v})]
=my(v1 ® v]) ® ma(vg @ vy).

Daqui por diante, a multiplicacado m e a unidade p em uma R-algebra A, serao
definidas como m(a ® b) = ab, para todo a,b em A e u(\) = 14\, para todo A em R.
Estas sao chamadas, multiplicacao e unidade usual de A.

2.2 Coalgebras

Nesta secao, definimos o conceito de codlgebra que é essencialmente a nocao dual
de uma Algebra. Esta dualizacio é uma nocio categorica, e & obtida revertendo as
flechas nos diagramas correspondentes. Além disso, serdao apresentados alguns exemplos
elementares e alguns dos principais resultados sobre suas propriedades.

Definicao 2.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma codlgebra sobre R
(ou uma R-codlgebra) é uma terna (C,A,€), onde C é um k-mddulo, A : C — C & C
ee:C — R sao morfismos de R-modulos de modo que os sequintes diagramas sao
comutalivos:

A ® ide
CRCR(<——— OCxC

e®z'dc/0®c\idc®e

1de @ A A R®C A C®R

!
71/ C%

Os morfismos v : C - R C e~ : C — C® R sio o0s isomorfismos candénicos dados
por v/(c) =1p®c e 7.(c) = c® 1g, para todo c € C.

CeC C
A

A comutatividade do diagrama do lado esquerdo é chamada axioma da coassocia-
tividade, o que pode ser escrito, para todo ¢ em C, como

(A®ide) o Ae) = (ide ® A) o Ae), (2.3)
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enquanto a comutatividade do segundo diagrama ¢ chamada axioma da counidade, o
que pode ser escrito, para todo ¢ em C, como

(e ®idc) o Alc) = ¢ = (ide ® €) o A(c), (2.4)
Uma R-coalgebra ¢ chamada comutativa, se 7c.c 0o A = A, ou seja

Cc—2 S C®C

N

CeC

Observacgao 2.2.2. Seja (C, A, €) uma R-codlgebra, serd denotado por AP := 1 coA.
Entao, uma R-codlgebra é cocomutativa se A = AP,

Defini¢ao 2.2.3. Sejam (C,Ae€) e (C',A’,€) duas R-codlgebras. Uma aplicacio R-
linear é dita morfismo de R-codlgebras se satisfaz as sequintes dois condigoes:

(i) (f®floA=Aof,
(ii)) e=¢€of,

ou seja, f € um morfismo de R-codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

c_ 2 . cecC c_— 1
f fef € ¢
C/TC,Q@C, k,

De aqui em diante, serao usada a seguinte notacao dada em [?], chamada a notagao
de Sweedler. Sejam (C, A, €) uma R-codlgebra e ¢ um elemento qualquer em C'. Como
A(c) é um elemento em C ® C, podemos escrever o elemento A(c) da seguinte forma

c) = i ity @ Ca)- (2.5)
i=1
Aplicando agora idc ® A e A ® idc no elemento A(c), temos por um lado,
(ide ® A)(A(c)) = (idc ® A) (i(cm) ® C(z’?)))
i=1
= zn:(idc(c(il)) ® A(cuz)))
i=1

— Z (C(il) ® (Z ( @) @ qg)w)))

Jj=1
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e por outro,

(A ide)(A(e)) = (A @ ide) (Zwm) ® C(m)))

= (Alcany) ® ide(cuz)))

i—1
- (Z (C(“)(m ® C(il)(jz)) ® C(m)) -
i—1 \j=1

A coassociatividade de A, garante que (idec ® A) o A = (A ®idc) o A. Assim, tem-se
que

n m n k
Z (C(“) ® (Z <c(12)<j1> ® C(“)uz)))) - Z ( <C(“)(j1) ® C(ﬂ)uz)) ® C(’Q)) :
j

i=1 =1 i=1 \j=1
(2.6)
Por este motivo, para simplificar as notagoes, A(c) serd escrito da seguinte forma

Ale) =D ey ® ),
(©)

onde c(y) € ¢(2) representam elementos na primeira e segunda entrada do tensor C ®@ C
respectivamente. Logo a igualdade (??) pode-se escrever como

Y ®@cen®cen = Y cun®cay @ c). (2.7)

(C)(C(z)) (C)(C(l))

Portanto, temos que a coassociatividade pode-se denotar como
((ch & A) ¢} A)(C) = Z C(1) X C(2) & C3) = (A X ch) o A,
(o)
e a counidade pode ser escrita, para todo ¢ em C, da seguinte forma:
(e®ide) o A)(e) =Y eleqy)e = c= ) celcm) = ((ide @ €) 0 A)
(c) (c)

Exemplo 2.2.4.

1. O anel R, como R-mddulo, tem uma estrutura natural de R-codlgebra com a
sequinte comultiplicacao e counidade:

ARR—>R®R ER:idRZR—>R
ar— Aa) ' =a® lg, ar— €(a) == a,

para todo a em R.

2. Seja X um conjunto, é denotado por R[X| o R-mddulo que tem X como base.
R[X] tem estrutura de R-codlgebra. Seja x em X e defina:

A : R[X] — R[X]|® R[X] e : RIX] —R
r— Az) =z ®uz, x+— €(z) == 1g.

Basta definir A e € nos elementos da base e estender por linearidade.
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3. O exemplo a sequir pretende ressaltar que um R-mddulo nao precisa apresentar
uma unica estrutura de codlgebra.
Seja R um anel comutativo com unidade e R[z] o anel de polindmios com coefi-
cientes em R. Este é um R-mddulo e tem como base {1g,x,x* x> ...}. Basta
definir os morfismos A e € sobre os elementos da base:

3.1. Sao definidos:

Ay : R[z] — R[z] ® R|x] €1 : Rlz] — R
™ Ay (™) =2 @ 2™, ™ (™) = 1g,
para todo x™ na base de R[z]. Ay e e dotam a R[z] de estrutura de R-
codlgebra.

3.2. Considere os sequintes morfismos:

Ay : R[z] — R[z] ® R|x]
™ Ag(x™) = Z (T) ™,
€a : Rlz] — R i

0 se m#0

™ eg(a™) 1= { 1w se m=0.

Com estd comultiplicacio e counidade, R[x] tem estrutura de R-codlgebra.
De fato, serd wverificada a comutatividade dos diagramas da definicao de
codlgebra

* coassociatividade:

através da mudanca de varidvel r =1+ j, tem-se que:

((idn © As) 0 Ag) (2™ = f: z"j: (T) (T__f) P

Renomeando as varidveis r v+ 1, © — j, tem que:

((idpi) ® Az) 0 Ag) (™) = i Xj: (T;) (T__]]) N Y

=0 i=j
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+ Counidade:

=0
_ Z (T;L) €9 (.’L’l) ®xm )
=0
= T(;L) lp®x
=z

Por outro lado,
((idRM ® 62) o Ag) (™) = (z’dRm ® 62) (ZO <T) ' ® xm_’)
SO

( >xm®13

Esta codlgebra € chamada de Codlgebra de Poténcias Divididas.

3 3

=T .

4. Sejam (C1,Aq,€1) e (Cy, Ag, €2) duas R-codlgebras, entao Cy @ Cy tem estrutura
de R-codlgebra com a sequinte comultiplicacao e counidade:

Acigc, : (C1®Cy) — (C1®Ch) ® (C1 ® Cy)
c1 ® cy — [(chl O Tcy,Cp © idCQ) @) (Al (24 AQ)] (Cl X CQ)

€ECLRCs - Cl () 02 — R
1 ®cy— (mo (€1 ®e€))(c1 ®ca) = €1(cy)ea(ca).

Seja U um R-modulo. Defina-se o R-modulo U* = Hompg(U, R) chamado o dual
de U. Seja (C,A,€) uma R-codlgebra. Considere as seguintes aplicagdes transpostas
A" (CC) = C*ec* :r— C* onde A*(f) = f oA para todo fem (C®C)*, e
(1) =Poe com & : R= R,
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Proposicao 2.2.5. Se (C,A,¢€) é uma R-codlgebra, entao C* tem uma estrutura de
R-Algebra.

Demonstracao. Considere o seguinte homomorfismo A de R-modulos:

A Homg(C,R) ® Homg(C,R) — Hom(C ® C;R® R)
f®eg — MNf®g): C®C— R®R (2.8)
c1 ® ey —> fe2) ® gler).

A multiplicacdo e unidade sao definidas a seguir para C*:
m:C*"C"— C°
f@g r—m(f®yg):=(A"0XoTec+)(f ©9)
=Ag® f)oA,

uw:R=2R" — C°
ar— pla): C — R
¢ — ae(c).

Vejamos que (C*,m, ) ¢ uma R-Algebra, serd provado que as equacdes (?7) e (?7?)
sao satisfeitas.

e Associatividade: Sejam f, g, h elementos de C* e c em C.

o(m®ide:)(f ®g®h)(c)=mm(f® g)®idc-(h)](c)
=m[(AMg® f) o A) ® h](c)
=A@ (Mg @ f)oA)oAle)

=ANh® (AMg® f)oA)] (Zc ® c2 )

(o)
ZZ (c) @ Mg @ f)oA](c
(c)

:Zh(C(Q) ) @ANg® f) Z ca11) ® c(12)

Z 12)) 11)
em)

Z h®g®f 2) ® C(12) ®C(11))
©(en)

=(h®g®f) Z C(2) @ C12) @ C(11)
(C)(C(l))
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De forma analoga, tem-se que:

mo (ide+ @m)(f @ g h)(c) = (h® g f) ( Z C(22) ® C21) & 0(1)) ~
(C)(C<2))

Pela coassociatividade de A (?7?), tem que
mo (m®ide)(f @ g®h)(c) =mo (idex @m)(f ®@ g® h)(c)
e Unidade: Sejam f em C*, aem Re cem C.

mo (u®ide-)(a® f)(c) = m(u(a) @ f)(c)
= [A(f @ p(a)) o Al(c)

= \(f ® u(a)) (; ey @ C(2))
_ ; f (c) @ p(a) (cay)

_ (z): £ (c2)) ® ae (cqy)

~a ; f(ee) € (cw)

=a) [ (e(cw) c)
(c)

=af (ZE (c) C(2>) :

(c)

De forma analoga, tem-se que

mo (ide+ @ p)(f ® a)(c) = af (Z c)€ (C<2>)> :

Pela counidade de C, dada em (?7),

Portanto,

mo (u®ide)(a® f)(c) =mo (idex @ pu)(f @ a)(c).
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Observacao 2.2.6. Sejam U,V dois R-mddulos. A aplicacio )\ definida em (77),
pode-se definir sobre U*, V* da sequinte forma

NU RV —  (V,U)
f@g — AMf®g): VU — R®R (2.9)
v@ur— f(v) @ g(u),

para todo f € U*, g e V*, ue U ev € V. Note que X € um isomorfismo de R-mddulos
se U,V tém dimensao finita (ver [?, Corolario I1.2.2.]).

O fato de a aplicacao A ser bijetora quando os R-mo6dulos sao de dimensao finita,
permite definir uma estrutura de Coalgebra no dual de uma Algebra de dimensao finita,
como é demonstrado na seguinte proposicao.

Proposicdo 2.2.7. Seja (A,m, i) uma R-Algebra com A wm R-mddulo de dimensdo
finita, entao A*tem uma estrutura de R-codlgebra.

Demonstracao. Como A é um R-moédulo de dimensao finita, pela Observacao 77, a
aplicagao
NMARA — (AR A)

¢ um isomorfismo de R-modulos, portanto, existe A~!. Define-se a seguinte comultipli-
cacao e counidade para A*:

A:A* —s A @ A
fo—= W om) () =Y fu) @ fo,
@)

e: A" — R'>2R
[ 1 (f),

tal que f(zy) = > ) fi(z)f2(y), para todo z,y € A. Serd provado que (A", A,€)
satisfaz as condigoes (?7) e (??) da defini¢ao de coélgebra.

e Coassociatividade: Sejam f em A* e x, y, z em A.

(A®idy+) o A) (f)(z @y ® 2) = (A @idy~) Zf(l ®fo) | (t®y®2)

A (fay ®@dv*(f 1)) @y z)

= f(11 ®f12)®f(2) (z®y® 2)

- Z fll) ) @ faz)(y) ® fiz)(2).
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De forma analoga, tem-se que

((idv- @ A) o A)(f)z@y@z)= > fuy(®) @ fan(y) © faz(2)-
(f)(f(z)))

Aplicando o isomorfismo 6 : A* ® A*® A* — (A® A® A)* definida por 0(f ®
g h)(zr®@y®z)= f(x)g(y)h(z), para todo f,g,h € A* e z,y,z € A, entdo,

Y fan@) @ fayW) @ foy(2) = Y fan(@) fun ) fe(2)
N (f)) N (fw))
= fay(@y) f(2)
(f)
= f(zyz)

= Zf(l) fe)(yz)
Z fay(@) fian(y) fraz) (2)

(f)(f(z))

— Z fay(@) @ fan(y) ® faz)(2).
H(f)

Portanto

(ii) Counidade: Sejam f em A* e x, y em A.

(e @ida-) o Al (f)(z @ y) = (e @ idar) (Zf>®f ) y)

=Y e (fo) ®ida- (f)] (z @ y)
)

=y )] (z®y)

)

= fo(u(@) @ f ()

()

De forma anéaloga,

(ida- @ €) o Al (/) @y) = f) (@) @ o (u(w)),

(f)

aplicando o isomorfismo AA* ® A* — (A ® A)*, definido por A\(f ® g)(z ®y) =
f(z)g(y), para todo f, g em A* e x, y em A, entado, tem que

Z fay(u(x)) @ fa(y Z fa = f(u(z)y)
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> fo(@) @ fo Zfl) ) foy)(u(y)) = fzp(y)).
(f)

Como A é uma R-algebra, pela comutatividade do Diagrama (?7?), u(z)y = zu(y),
e portanto:
(e ®idy) o A= (ids €)oo A.

]

A seguir sera definido o conceito de coideal e apresentado o resultado que permite
construir a estrutura quociente do coalgebra.

Definigao 2.2.8. Seja (C,A,€) é uma R-codlgebra. O subespago I C C é chamado
coideal de C' se:
A CIC+C®I e €I)=0

Observagao 2.2.9. Seja (C) A, €) uma R-codlgebra. Se I é um coideal de C, entao A
induz um homomorfismo A de C/I para

CoC/IoC+Cal)=C/IC/I.

Similarmente, a counidade ¢ induz um homomorfismo € : C/I — R. Logo (C/I,A,€)
€ uma R-codlgebra é chamada R-codlgebra quociente.

2.3 Bialgebras

Nas secoes anteriores foram estudados os R-moédulos que possuem estrutura de
algebra associativa com unidade e de Coalgebra. Nesta secao serao estudados os R-
modulos que possuem ambas as estruturas, denominados Bidlgebras, que, além de
possuirem estrutura de Algebra e Coalgebra simultaneamente, estes satisfazem uma
condicao de compatibilidade entre eles. Seu estudo ¢ a etapa anterior ao estudo das
Algebras de Hopf.

Lema 2.3.1. Se (V,p,n) é uma R-Algebra e (V,A,¢) é uma R-Codlgebra, entio as
sequintes sao equivalentes:

(i) m e p sao morfismos de R-Codlgebras.
(i) A e € sdo morfismos de R-Algebras.

Demonstracao. Sejam m e p morfismos de R-codlgebras. Pelo Exemplo 77 item 4.
tem que V ® V' é uma R-Coalgebra, onde a comultiplicacao e counidades sao definidas
como Aygy = (idy @ vy @ idy) o (A ® A) e eygy = my o (€ ® €), respectivamente.
Como m e p sao morfismos de codlgebras, pela Definicao 77, tem-se

(m®m)o|(idy @ vy ®idy) o (A®A)] =Aom; (2.10)
Avey
mio(e®e€) =eom. (2.11)
——_———

VRV
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De forma analoga, pelo Exemplo 7?7 item 1. tem-se que o anel R é uma R-coalgebra
com comultiplicagao e counidade Apg e eg respectivamente. Logo

(H@p)oAp=Aoy, (2.12)
€L — de = €0 U. (213)
Note que de (?7) e (?7) tem-se que:
Aom=m®@m)o[(idy @ vy ®idy)o (A ® A)]
= [(m (%9 m) o) (Zdv &® vV & Zdv)] O(A X A)

(. J

mygv
Aop=(u®pu) oAy
—_———
Hvev

onde mygy e ftygy ¢ a multiplicacio e unidade respetivamente da R-Algebra VoV,
apresentada no Exemplo ?7 item 3. Pela Definicdo ??, A é um morfismo de R-Algebras.
Alem disso, de (??7) e (?7) tem que:

com=mpgo (e6®e)
€op=1dr = lg

com mp e jupr a multiplicacio e unidade de R como R-Algebra (Exemplo ?? item 1.).
Portanto € € um morfismo de R-algebras. O reciproco é provado de forma semelhante.
m

Definigao 2.3.2. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma R-Bidlgebra é uma
quintupla (V,m, pu, A €), onde:

o (V,m,u) é uma R-dlgebra.
o (VA e) é uma R-codlgebra,
satisfazendo uma das duas condi¢oes equivalentes do Lema 77.

Observacao 2.3.3. Em geral, quando resultados forem enunciados para bidlgebras,
serd utilizada a condi¢ao de compatibilidade de que A, € sejam morfismos de R-dlgebras,
a menos que seja especificado o contrdrio.

A seguir, serd definido os morfismos entre R-modulos.

Definigao 2.3.4. Sejam (V,pu,n, Ae) e (V' 1/, n', A’ €) duas R-bidlgebras. Uma apli-
cacao [V — V' é um morfismo de R-bidlgebras se é um morfismos de R-Algebras
e de R-Codlgebras.

Exemplo 2.3.5. 1. SeV é um R-mddulo de dimensdo finita dotado de uma estru-
tura de R-bidlgebra, entao V* também é uma R-bidlgebra como consequéncia das
Proposicoes 77 e 77.

2. Seja (X, u) um monoide, ou seja, € um par onde:

e X € um conjunto.



43

em : X®X — X € uma operacao interna, associativa e com elemento
neutro denotado por e.

O R-mddulo R[X]| tem estrutura de R-codlgebra com a multiplicacao e counidades
definidas no Exemplo 7?7 item 2. Além disso, se consideramos em [X| a multi-
plica¢io mpix) oblida estendendo m por linearidade em todo R[X] e a unidade
dada por:

MRIX] - R— R[X}
1lp — e,

entao (R[X], mpx), trix), Dr[x]: €rx]) € uma R-bidlgebra.

A seguir, ¢ introduzido o conceito de convolucao, que permite fornecer de estrutura
de monoide a Hom(C, A), sendo A uma R-Algebra e C' uma R-Codlgebra.

Definigio 2.3.6. Sejam (A, m, u) uma R-Algebra, (C,A,€) uma R-Codlgebra e f, g
em Hom(C, A). A convolugao de f e g é dada pela sequinte composi¢ao:

C—25C00C—T% s Aa04—" 0 A
Ou seja, € uma aplicacdo:

x: Hom(C, A) @ Hom(C, A) — Hom(C, A)
f®yg —  fxg =mo(f®g)oA.

A convolugao € denotada por f *g.

Observagao 2.3.7. Tendo em conta a notagao de Sweedler, dada em (??), temos que
para todo ¢ em C':

(f®g)(c)=(mo(f@g)oA)(c)=(mo(fg) | cu®ce
()

=m Zf(c(l)) ®glce) | = Zf(c(l))g(C(g)).
(w) (©)

Proposicao 2.3.8. Se (A, m, 1) ¢ uma R-Algebra e (C, A, €) é uma R-Codlgebra, entio
(Hom(C, A),x) € um monoide com elemento neutro y o €.

Demonstracao. Vejamos primeiro que a operacao interna * ¢ associativa, ou seja, que
o seguinte diagrama comuta:

Hom(C,A) ® Hom(C,A) ® Hom(C, A) _red Hom(C,A) ® Hom(C, A)

id @ * %

Hom(C,A) ® Hom(C, A) - Hom(C, A)
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Note que, para todo f, g, h em Hom(C, A) e c em C, tem-se que:

(k0 (x®id)(f®g@h)(c) = ((f*g) *h)(c) =Y _(f*9) (cy) b (cz))
(c)

=D D> flean) g(can) hlew) =Y fcw) g (co) b (cs)

© (c) (©

= > flew) g (o) hlen) =D flew) (9% h) (c@)

© () (©)
= (fx(gxh))(c) = (xo (id@+))(f ® g @ h)(c).

Por ultimo, veja que o€ é o neutro para *, ou seja, f* (uoe) = (uoe)* f = f, para
todo f em Hom(C, A). Note que para todo ¢ em C, tem que:

(f *(noe) Zf cy) (poe) Zf ¢ (c) Zf

=f 2016(02) = flw)=f ZE Zf ) ce)
> elew) flew) =D (noe) (cwy) f(cw) = ((no 6) * f)(c).
(c)

(©)

2.4 Algebras de Hopf

Nesta taltima secao é estudada os R-modulos que sao R-bidlgebras com uma estru-
tura adicional dada por um antimorfismo de k-algebras, chamado de antipoda. Estas
R-biédlgebras sao camadas de R-Algebras de Hopf.

Seu nome de Algebras de Hopf surge em homenagem aos estudos realizados por
Heinz Hopf na década de 1940. A definicio formal da Algebra de Hopf s6 apareca
na década de 1960 no trabalho de Pierre Cartier, na teoria dos grupos algébricos com
caracteristica positivas, e por outro lado, no trabalho de Armand Borel, em Topologia
Algébrica. Comecaremos esta secao introduzindo a nogao de antipoda para entao
definir o que seria uma Algebra de Hopf.

Definigao 2.4.1. Seja (V,m, p, A, €) uma R-bidlgebra. A antipoda € um endomorfismo
S € End(V), tal que:
Sxidy =idy xS = poe, (2.14)

ou seja, que o sequinte diagrama comuta
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VeV VeV
N "
€
v R—r sy
Y I
VeV VeV
idy ® S

Observagao 2.4.2. Usando a notagdo de Sweedler (?7), a condi¢ao de antipoda (?7?)
pode ser escrita, para todo v em V', da sequinte forma:

D S5 (vw) vy = (moe)(v) =Y oS (ve) -
(v) (v)

Lema 2.4.3. Seja (V,m, u, A, ¢) uma R-Algebra. No caso que exista uma antipoda
S € End(V), este € inico.

Demonstra¢ao. Suponha que existem Sy, So em End(V), tal que:

Sy xidy =idy xS1 =poe
Sg*idvzidv*SQZ/LOE.

Entao
Sl:Sl*(,uOE):Sl*(idv*52>:(Sl*idv)*SQZ(,MOG)*SQZSQ
0

Exemplo 2.4.4. Considere o anel de polinomios H = R[x] do Exemplo 7?7 item 2. H
tem estrutura de R-bidlgebra dada por A(x) =10x+2®1 ee(x) =0. Se S: H — H
€ uma antipoda de H, entdo

0= e(X) = (idy ® S)A(z) = (idy @ ) 1@z + 2z © 1) = S(z) +25(1).

Como S(1) = 1, seque que S(x) = —x. Entdo a aplicagio linear S : H — H definida
por S(1) =1 e S(z) = —x € a antipoda de H.

Nio toda Algebra possui uma antipoda, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 2.4.5. Seja H = R|x] o anel de polinomios com estrutura usual de R-
Algebra e com estrutura de R-Codlgebra dada por A(x) = x @ x e e(x) = 1, (Evemplo
??, item 3.1). Como H é uma R-bidlgebra, pode-se afirmar que estd bidlgebra ndo
possui nenhuma antipoda. De fato, pois se S : H — H é um antipoda, entao

1 =¢(z) = (idg ® S)A(z) = z5(z),
0 que € impossivel, pois o elemento x nao possui tnverso no anel de polindmios.

A seguir sera definido as Algebras de Hopf e os morfismos entre as mesmas.

Definicdo 2.4.6. Uma R-Algebra de Hopf é uma quintupla (V,m, p, Ay e, S) onde:
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o (Vim,u, A e) é uma R-bidlgebra,
o S € End(V) é uma antipoda.

Definigdo 2.4.7. Sejam (Vi,mq, 1, Ay, €1, S1) e (Va,ma, o, Ny, €2, S5) duas R-Algebra
de Hopf. Um morfismo de R-Algebras de Hopf f : Vi — Vi € um morfismo de R-

bidlgebras que satisfaz a sequinte propriedade:
Spof=fob.

Lema 2.4.8. Se (V,m,pu, A€, S) é uma R-Algebra de Hopf de dimensio finita, entdo
V* tem estrutura de R-Algebra de Hopf com antipoda S*.

Demonstragao. No Exemplo ?7 item 1., mostra que se (V, m, u, A, €) é uma R-bialgebra
de dimensao finita, entao V* tem estrutura de R-bidlgebra. Note que S* satisfaz a
propriedade da defini¢do de antipoda (77?). Seja f em V* e x em V, entdo

(S™ s idy~)( ZS ) foy | (@) ZZf ) feo (2(2)

() (@)

Y Srw)re | =D znS (ve
(z) (z)

= ZZf ) fo) (S (z2)) ans (x)

(f) (=)
= (idy~ * 5*)(f)(x).

]

O seguinte teorema apresenta condicdes que satisfaz a antipoda S de uma R-Algebra
de Hopf.

Teorema 2.4.9 (|?, Teorema 2.1.4|). Seja (V,m, u, A€, S) uma R-Algebra de Hopf.
(1) S(vive) = S(v9)S(v1), para todo vi,ve € V.
(ii) S(1) = 1; especificamente, S o u = p.

(iii) €0 S = e.

(iv) To(S®S)oA=AoS; em outras palavras, para todo v € V, tem-se que

Ao S(v ZS V) ® S (va)) -

(v) Se V é comutativo ou cocomutativo, entao S? = 1.

Exemplo 2.4.10 (Algebra envolvente universal). Seja g uma Algebra de Lie sobre um
corpo k. Sua Algebra envolvente universal U(g) € uma Algebra de Hopf.
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Demonstracao. Primeiro serao definidas as aplicacoes da estrutura m, u, A, e e S, tais
que (U(g),m, 1, A€, S) é uma Algebra de Hopf.

Lembre que U(g) ¢ definida como a Algebra quociente da Algebra tensorial T'(g)
do espaco vetorial g pelo ideal bilateral I gerado pelos elementos z @ y —y ® x — [z, y],
onde x e y sao elementos de g. As aplicacoes m e p sao implicitas na defini¢ao de
Algebra associativa. Agora serdo definidos A e e.

Para toda Algebra de Lie g, tem-se que g@® g é uma Algebra de Lie, com o colchete

definido por [(xlyyl)v(w%yQ)] = ([l’th];[yl,yQ]) para todo T, T2,Y1,Y2 €M g. As
inclusoes

Za]gﬁg@ga

onde i(z) = (z,0) e j(y) = (0,y), para todo x, y em g, sdo homomorfismos de Alge-
bras de Lie. Como a algebra U(g) é também uma Algebra de Lie, entdo os seguintes
homomorfismos de Algebras sao induzidos

U@),U(j) - U(g) — Ulg @ g),
que podem ser combinados em um tinico homomorfismo de Algebras v, onde
b:U(g)©U(g) — Ulg @ g)-

O homomorfismo ¢ é um isomorfismo de Algebras. Este isomorfismo e seu inverso sao
definidos da seguinte forma

P(a®b)=(a®0)(0®b), e ¥ a,b)=ax1+1®0b,

para todo a, b em U(g). Alem disso, para toda Algebra de Lie g, temos a aplicacdo
diagonal
0:9—909Dg,

tal que §(z) := (x,z), para todo x em g. Esta aplicagdo ¢ um homomorfismo de
Algebras de Lie e induz o seguinte homomorfismo de Algebras

A:U(g) —2 S U(ge g) —— Uls) @ Ulg):

Logo o homomorfismo A é definido por
A(a) :a®]—+1®a7
para todo a em U(g). De fato, para todo a, b em U(g), tem-se que
[A(a), A(b)] = A(a)A(b) — A(b)A(a)
=@®1+10a)(b1+130) - b®1+1b)(a®@1+1R®a)
=(ab—ba)®1+1® (ab— ba)

=14, ®14+1® [a,b]
= A([a, b]).

Seja € : U(g) — k, definido por €(a) = 0, para todo a em U(g). Vejamos que A
e € satisfazem a Propriedades (?7) e (?7) respetivamente, da definicdo de Codalgebra.



Como A e ¢ sdo homomorfismos de Algebras, tem-se que A(1) = 1® 1 e ¢(1) =
Seja a em U(g). Entao,

(A ®id) o A)a) = (A @ id)(Ala) = (A@id)(a®1+1®a)
=A)®1+A1)®ae=a®121+1Rae®1+1®1®a
=a@AN)+10@®1+1®a) =a® A1)+ 1® (A(a))
=([d@A)(e®1+1®a) = (id® A)(A(a))
= ((id® A) o A)(a).

Além disso, tem-se que

(e®id)oA)(a) = (e®id)(Aa)) = (e®id)(a®@ 1+ 1® a)
=e(a)®@1+e(l)®a=001+1xy®a
=1y ®a.
De forma anéaloga,
(td®¢€)oA)(a) =a® li.
Portanto (U(g),m, i, A, €) é uma k-Algebra. Agora, seja S € End(U(g)), tal que

S(a) = —a,
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para todo a em U(g). Sera provado que S satisfaz a defini¢do de antipoda, ou seja, que
satisfaz (?7). Note que S é um homomorfismo de Algebras, logo S(1) = 1. Seja a em

U(g), entao
(S *id)(a) = (mo (S®id)oA)(a) = (mo (S®id)(Aa))
=(mo(S®id)(a®1+1®a)=m(S(a)®1+9(1)®a)
=m(—a®1+1®a)=0=p(0) = pule(a))
— (1o e)a).

De maneira analoga, tem-se que

(id* S)(a) = (po€)(a).
Logo S é a antipoda. Portanto (U(g),m, i, A, €, S) é uma k-Algebra de Hopf.

]

Agora sera introduzido o conceito de acoes de R-Algebras de Hopf, para isso sera

definido o A-modulo, onde A é uma R-Algebra.

Definicdo 2.4.11. Seja A uma R-Algebra. O R-mddulo V é chamado A-mddulo &
esquerda, se existe uma aplica¢ao de R-mddulos Ny : ARV — V| tal que os sequintes

diagramas comutem:

ARAQV ——= AQV RRV—— = AQV
idA®)\l\L \L)\l Spll l)\
ARV %4 \% - %
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A comutatividade dos diagramas acima pode ser escrita respetivamente como seque:
)\lo(m®idv) :Alo(idA(X)/\l) € )\lO(M®Zdv) :idvoapl.

Da mesma forma, o R-mddulo V' é dito A-mddulo a direita se existe uma aplicagdo de
R-mddulos A\, : V@ A — V, tal que os sequintes diagramas comutem:

VRIARA ——= V® A VOIR— = V®A
Wml lAT wrl lAr
A
Ve X V V i Vv

Da mesma forma, os diagramas podem ser escritos da sequente maneira:
Ao (idy @m) =N o (N ®idy) e Ao (idy ®p)=1idy oy,

onde o : RV = Ve, : VR —V sao os isomorfismos candénicos dados por
oi(lg ®@v) =1gv e p.(v® 1g) = vlg, para todo v € V.

No caso que V seja uma R-Algebra ou uma R-bialgebra, a estrutura dos modulos
respeita a estrutura adicional de V.

Definicdo 2.4.12. Sejam A uma R-Algebra de Hopf e V- uma R-Algebra. Dizemos
que A age & esquerda de V, ou que V é um A-médulo Algebra & esquerda, se existir
uma aplicacao R-linear - : AQV — V', definida por -(a ® v) = a - v, para todo a em A
ev em V, satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) V é um A-mddulo & esquerda via -.

(it) a- (vw) =37y (aq) - v)(a@) - w), para todo a em A e v,w em V.
(i1i) a -1y = ea(a)ly, para todo a em A.
De maneira andloga podemos definir um A-mddulo Algebra o direita.
Exemplo 2.4.13.

1. Sejam A uma Algebra de Hopf e V uma R-Algebra qualquer. Entdo A age &
esquerda sobre V via a aplicacio - : A®V — V., definida por a-v := e(a)v, para
todo a em A ev em V. Esta acao é chamada de acao trivial.

2. Toda dlgebra de Hopf A com antipoda S age sobre si mesma via a a¢ao adjunta
a esquerda, definida por

ad: A® A —A
@y —ad(r @y) =Y r0yS(re),
(z)

onde A(z) := Z(x) ) ® T(2), para todo x,y em A. A sequir serd provado que a
aplicagao ad satisfaz as condigoes (i), (i) e (iii) da Definicao ??. De fato, para
todo x,y,z em A er em R, tem-se que



(i) A é um A-mddulo a esquerda via ad.

ado (m®idy)(z @y ® z) = adim(z @ y) ® ida(z))
= ad(zy ® 2)

= Y (@y)w=S ((zy)e)

(zy)

= sz 2)3/2)

= Zx (Zy ZS )S :U(Q))
(=)

= ad (:U@Zy )zS )

= ad(ida(x) ® ad(y ® z))
= ado (idy ® ad)(r @y ® z).

Além disso, tem-se que

ado (p®ida)(r @)= ad(u(c) ®ida(z))
= ad(rls ® x)

= razS (re)
@

= rayrer
@

=rz =1ids(o(r ® x))
= idy o pi(r @ ).

(i)
ad(z ® (yz)) = 236(1)(312)5 (z2))
*Zx nyz Y e (S (zen)) S (ze)

()
—Z$(1)y Z $(21 22))
(2»)
—ZZU ny Z Z 5 211) T(212) zS ($(22))
(1(2)) (m(2l>)
—Z Z z 11)y5 12) Z xz 21)25 (I(22 )
@ (2)) (z2)

= Z (ad(x ) (ad(z@) ® 2)).
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(iii)

ad(m & 1A) = Zx(l)lAS (I‘(z)) = ZZL‘(l)S (:E(Q)) 14 = E(ZL‘)lA.
(z) (z)

Portanto uma R-Algebra de Hopf A com antipoda S é um A-mddulo & esquerda
via a aplicacao linear ad.

Note que dada uma R-Algebra de Hopf (A,m,u, A, ¢, S) e considerando a acdo
adjunta do exemplo anterior ad : A@ A — A definida por ad(z®y) = >_ ) z1)yS (z2))
para todo z,y em A, tem-se que

ad=mo(m®ida)o (ids ®idy ® S) o (ida @ T) o (A®idy). (2.15)

De fato, se z,y em A qualquer, f =mo (m ®ida)o (ids Rida® S) e g= (ida®T) 0
(A ®1idy), entao

o (ids @ 7)o (ARids)(x ®Yy)
o (ida ® 7)(A(z) ®ida(y))

foglz®@y) =

f
f

= fo(ida®T) Zl’(l) QT2 QY
(z)

= f| D ida (z0)) ®7 (z2) @ y)
@)

= mo (m®idy)o (ids ®ids @ 58) [ Y x01) @Y ®(9)
(@)

= mo(m®ids) | Y ida (z0)) ®ida(y) ® S (z(2)
(@)

- m Zm(x(l)@)y) ®ida (S (2(2)))
()

— Zm (ryy @ S (v12))



Capitulo 3

Grupos Quanticos

Neste capitulo sera definido o grupo quantico de uma Algebra de Lie simples com-
plexa, também chamados como Algebras de Drinfeld-Jimbo, as quais correspondem &
uma deformacdo em um parametro da Algebra envolvente universal U(g) da Algebra de
Lie simples complexa g de dimensao finita. Para introduzir o conceito de grupo quan-
tico, sera considerado o caso da Algebra de Lie simples sl,(C) e posteriormente sera
generalizado para toda Algebra de Lie simples complexa. Alem disso, sera construido
as Algebras de Lie quanticas £y a partir dos grupos quanticos.

3.1 Quantizacao da Algebra Envolvente Universal para

5[2(@)

Considere a Algebra complexa C[h] de séries formais complexas em uma indeter-
minada h. Qualquer elemento de C[h] é da forma

f= Zanh"

n>0

onde (ag, ay,...) € a familia de nimeros complexos indexados por o conjunto dos intei-
ros nao negativos. Se f' =5 _ a,h" é outra série formal de C[h], temos que a soma
f+ f e oproduto ff" em C[h], estao definidas por:

f+f= Z(an +a,)h* e ff' = Z ( Z awﬁn) h". (3.1)
n>0 n>0 \p+r=n

Qualquer polinomio em h pode ser considerado como um elemento de C[h]. Em

particular, o polinomio constante 1 é um elemento de C[h] onde atua como uma

unidade para o produto. Logo, com a soma e o produto definidos em (?7?), tem-se que

C[h] é um anel comutativo com unidade. O seguinte lema é uma caracterizacao dos

elementos invertiveis em C[A].

Lema 3.1.1 (|?, Lema XVL1.1.]). A serie formal f = }_ - a,h" € invertivel se, e
somente se, ag # 0 em C.

Em particular, C[h] ndo é um corpo. Nao é possivel dividir por um elemento de
C[[h] a menos que a série de poténcias contenha um termo nao de ordem h°.
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A continuacao serd apresentado o conceito de g-ntimero, o qual permitira definir as
Algebra de Drinfeld-Jimbo. Para qualquer nimero complexo nao-zero ¢, o g-niimero
[n],, com n € C, & definido da seguinte forma:

n —_n

e T
[nly = [n] : =

Note que , lim,;[n], — n. Pois
n __ ,—n —n( 2n __ 1
lim[n], = lim 79 _pp? 9 =7 (g )
g1 ~1 q—q ' a1 q(¢®—1)
e = D@+ 1)
=1 (¢—1)(g+1)
"M gD+ P4 g (" )

= lim
g—1 (¢—1)(g+1)
g T A A g+ 1) (" )
g—1 (¢+1)
)
= —n = n
9

Se r é um inteiro positivo, entdo defina-se o ¢-fatorial [r],! da seguinte forma:

[r]e = [1ql21g - - - [, [0]4! = 1.

Sera definido a seguir, a Algebra envolvente universal quantica de Drinfel-Jimbo
para a Algebra de Lie simples sly(C).

Definicdo 3.1.2. Seja P = C(H, E, F) a Algebra de polindmios nao-comutativos com
trés geradores H, E, F e seja I o ideal bilateral de P[h] gerado por:

¢ — gt

HE —-FH —-2FE, HF —-FH+2F e EF-FFE—

P (3.2)

1 Y

onde g = e, logo ¢! = "™ . O grupo quantico Uy (sly(C)) € a dlgebra quociente P[h]/I
sobre C[[h].

Observacao 3.1.3.

(i) O elemento q* pode-se escrever em termos da funcdo exponencial da sequinte

forma:
g =t =3 (hH)"

n!
n>0

(ii) O elemento q—q~* em C[h] é nao invertivel em C[h], pois seu termo constante

é zero (Lema ?7). Mas a terceira expressao da Definicao 77 é uma série de
poténcias formais Y, po(H)h™ com certos polinomios p,(H) em C[H], pois

H_ —H hH _ ,—hH :
" —q et —e sinh(hH) ,
qg—q?! eh —e—h sinh(h) sinh(hH)esc(h),

onde csc(h) e sinh(hH) sao séries de Taylor com entradas em h e H. Portanto
sao elementos em P[h].
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00 efinicio 77 pode-se simplificar da sequinte forma: A Algebra envolvente uni-
i) A Definicao 7?7 pod mplificar d inte f A Algeb lvent
versal quantizada Uy(sly(C)) é uma dlgebra associativa com unidade sobre C[h]
gerada por trés geradores H, E, F' e as relacoes:
H_ —H

HE—-EH=2E, HF —FH=-2F ¢ EF-FE=1"%_ _.[§],

- (3.3)

(iv) A dltima relagao em (?7) implica que em Uy(sla(C)), se perde a estrutura da
dlgebra de Lie de U(sly(C)). Mas, quando ¢ — 1 ou equivalentemente h — 0,
temos que

EF — FE = [H], — H.

Teorema 3.1.4. A Algebra Uy, (sly(C)) é uma Algebra de Hopf em relacio & comulti-
plicacao Ay, counidade €, e antipoda Sy definido por:

Ay Up(slx(C)) —Un(512(C)) ®cpny Un(sla(C)),

€p - Uh(slg((C)) — C[[h“, Sh : Uh(E[Q(C)) — Uh(E[Q(C))

tais que:
ALE)=E®q¢? 1412 eE. Sp(E) = —q 'E. en(E) = 0.
AWF)=Foq¢i?+¢d"?eF Sy(F) = —qF. en(F)=0

Demonstracdo. Note que Ay, se estende a um homomorfismo de Algebras, pois
JAVRE Uh<5[2((C)) — Uh<5[2((C)) Qcln] Uh(s[g(C)),

se estende trivialmente a um homomorfismo P[h] — P[h] ® P[h]. Além disso, tem-se
que
An(I) € P[] ® I + I ® P[h],

pois Ap(H), Ap(E) e Ap(F) estdo contidos em P[h] ® I + I ® P[h]. De fato A, é
invariante sobre as relagoes (??), da seguinte forma:
(i)
An(HE — EH) = Ap(H)AR(E) — Ap(E)AR(H)
—(Ho1+1@H)(E®q¢"?+¢"? o E)-
—(E@q¢ "+ ¢"?9E)H®1+1 H)

—HE@q¢ "+ " @ HE — EH® ¢ "2 — ¢"2 @ EH
= (HE—-EH)®q "?+¢"* @ (HE - EH)
—oE®q 4 g7 @ 2E
= 2A,(E).



(ii)

(iii)

%)

Ap(HF — FH) = Ap(H)AW(F) = Ap(F)An(H)
— (Ho1+1@H)(Foq¢ 1?4+ ¢1? F)-
~(Feoq"?+¢d"? e F)(H®1+1® H)
_HF@q¢ "+ " @ HF — FH® ¢ "2 — 1% o FH
= (HF - FH)® ¢ "*+¢"* 2 (HF — FH)
= —Fq¢ 24 ¢l g —oF
— —2AL(F).

AR(EF — FE) = Ap(E)AL(F) — Ap(F)AR(E)
_ (E®q’H/2 e ®E)(F®Q7H/2 12 F)-
—(F® g H? 2 g F)(E® g H? 2 g E)
—EFeq¢ 4+ B¢ PR 4 ¢12F @ Bg 1?4 g% @ EF—
_FE@q¢H - FqH/2 ®q—H/2E _ qH/2E®Fq—H/2 " @ FE.

veja que, para todo n inteiro positivo, tem-se que

E (g)n _ (g - 1)nE. (3.4)

A relagao (77?) serd provada por inducdo sobre n. Se n = 1, entao

E(g) _EH _HE-2E _ (H—2)E:(§_1)E'

2 2 2 2 2

Suponha agora que E(H/2)"' = (H/2 — 1) 'E. Logo
(8 == () ()~ (5-)a(8)”
_ (g_l) <§_1> B <§—1> E.

Pela equagao (7?) e fazendo novamente indugio sobre as poténcias de F, tem-se
que

H/2 W E(H/2)" h(H/2 — 1)"E
H/2 __ _
g = p Yy SRR s

n>0 n>0 n>0

— qH/ZflE — qfqu/2E.

Suponha que E™~1¢f/2 = g=mH1gH2 Em=1 Nogo
quH/Z — EEmfqu/Q — qu+1EqH/2Emfl

el - o (3.5)
— gl EEm = g qH/2E.
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De forma analoga, tem-se que

F (g) = (g + 1) F e Fm¢i? = gngi2pm, (3.6)

Logo, por (??) e (77),
EqH/2 ®q—H/2F . qH/2E®Fq_H/2 _ q—qu/2E®Fq—H/2q . qH/2E®Fq—H/2

— q—lq(qH/2E®Fq—H/2) _ qH/2E®Fq—H/2
=0.

qH/2F®Eq7H/2 . FqH/2 ®qu/2E — qH/2F®Eq7H/2 . qu/2F®qflquH/2
— qH/2F®Eq7H/2 o qqfl(qH/2F®Eq7H/2)
=0.

Desta forma, tem-se que

AWEF - FE)=EF@q¢ " +¢"@EF - FE®@ ¢ " —¢" @ FE
= (EF-FE)®q¢ " +¢" ® (EF — FE)

H -H H -H
= %@CZ*H_F(]H@%
q—q q—q
_ @ —aMec+¢" e (" —q")
q—q*
oo +¢"@9¢" —¢" @q
B qg—q!
e d—qgToq?
q—qt

Por ultimo, note que

Ap(g™) = Ay (M) = Z W AnHEH))" Z E(H ®1+1® H)"

n!

n>0 n>0
m+k
S () B e - oS ey
n>0 m>0 m>0 k>0

— M @ htl — gH o g
Portanto,

An(q™) = An(g™™)
q—qt

=Ln |\ ——
q9—4q

= An([H]y).

A(EF — FE) =
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Por outra parte, € &é um homomorfismo de Algebras bem definido, ja que as igualdades
nas relagoes se mantém apos a aplicagao:

en(HE — EH) =0 =2¢(E).
en(HF — FH) =0 = —2¢(F).
1-1 _ eal(g") —elg™)

Gh(EF— FE) =0= q—qil = q—qil = Eh([[H]]q).

A terceira igualdade, segue do fato de que

(g =Y" @ = h"((!))" .

n

Veja agora que (Up(sla(C), Ay, €,) € uma bidlgebra. Como Ay e €, sao morfismos de
Algebras, somente basta provar que ¢, € uma counidade e Ay, é coassociativa verificando
nos geradores as seguintes igualdades respectivamente:

mpy O (Eh @ idU;L) o Ah = idU;L = my © (idU;L & Eh) e} Ah
(Ah X idUh) O Ah :(idUh X Ah) o} Ah‘

Primeiro sera verificado que é satisfeita a condicao de counidade para E, F, H.
(i)
mp o (e, @idy,) o Ap(E) = my o (e @ idy, )(E® ¢~ "? 4+ ¢"? © E)

= my(en(E) ®idy, (¢ 7?) + e,(¢"?) @ idy, (E))
= m(0@¢"?+1® E)=F.

my, o (idy, ® €,) 0 Ay(E) = my o (idy, @ e,)(E© ¢ "? +¢"* @ E)
= my(idy, (E) ® er(qg" ") + idy, (¢7%) @ en(E))
= my(E®1+¢"?®0) =E.

mp © (Eh X idUh) ) Ah(F) = My o (Eh ® ZdUh)(F ® q*H/Q 4 qH/2 ® F)
= mp(en(F) @ idy, (¢77?) + e,(¢"?) @ idy, (F))
= my(0®q¢?+10F)=F

mp O (idUh ® Gh) o Ah(F) = my O (idUh () gh)(F X q*H/2 + qH/2 ® F)
= m(idy, (F) @ en(q~"""?) +idy, (¢""*) @ en(F))
= mpy(F@1+¢"*20)=F
(iii)
mpy O (€h®idUh) OAh<H) = My ° (€h®ldUh)(H®1+1®H)
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= mu(en(H) @ idy, (1) + ex(1) ® idy, (H))
= m(0®1+1® H)=H.

mp, o (idy, @ ep) o Ap(H) = mypo (idy, ®ep)(FR1+1® H)
= my(idy,(H) @ ep(1) + idy, (1) @ ex(H))
= mp(H®1+1®0)=H.

Agora serd verificada a condicao de coassociatividade para E, F, H.
(i)
(A, @ idy,) 0 Ap(E) = (A, @ idy,)(E ® ¢ " + ¢"* @ E)
= AW(E) @ idy, (") + An(¢"?) @ idy, (B)
— (B¢ TPy ¢1PgE)q T2+ (12g 2o E
— (E® qu/Z) ® qu/Q + qH/2 QR E® qu/Z + qH/2 ® qH/2 ®E
R <q7H/2 ® qu/2) + qH/2 ® (E ® qu/Z + qH/2 ® E)
= idy, (E) @ An(g™"?) + idy, (¢"?) @ An(E)

= (idy, @ Ap)(E @ ¢ 72+ ¢"* @ B)
= (idUh ® Ah) @) Ah(E)

(i)

(An @ idy, ) o Aw(F) = (A @ idy, )(F © ¢~ + 4" & F)
= AW(F) @idy, (") + An(¢"?) @ idy, (F)
=(F® qu/z + qH/2 ®F)® qu/z + qH/2 & qH/2 ®F
=(F® qu/z) ®q—H/2 + qH/2 QF® qu/z + qH/2 ® qH/2 o F
=F® (q—H/2 ® q_H/2) 1412 g (F® 1?4 gl1? g F)
= idy, (F) @ An(q~H?) + idy, (¢"%) @ Aw(F)
= (idy, @ M) (F @ q "2 1+ ¢"? o F)
= (idy, @ Ap) o Ap(F)

(iii)

(A, ®idy,) o Ay(H) = (A @ idy, )(H®1+1® H)
= Ay(H) @ idy, (1) + AR(1) @ idy, (H)
=HR1+1H)®1+(1®1)®H
=H®)RI+10H®1+1010H
=H(1®1)+1@H®1+1®H)
= idy,(H) @ Ap(1) + idy, (1) @ Ap(H)
= (idy, @ Ap)(H®1+1® H)
= (idy, ® Ap) o Ap(H)
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Portanto, foi demonstrado que (Up(sla(C)), mp, fin, €n, Ap) é uma bidlgebra. Por ul-
timo, note que (Uy(sl2(C)), mp, i, €4, An, Sp) ¢ uma Algebra de Hopf. Para isso, sera
mostrado que S, € End(Uy(sly(C))) é um morfismo de Algebras e que satisfaz a se-
guinte condic¢ao:

my, o (s, @ idy, ) o Ay = pp 0 €, = my, o (idy, & sp) o Ay, (3.7)
Primeiro serd provado que S, é invariante sobre E, F, H em (77).
()
SW(HE — EH) = Sp(E)Sh(H) — Sp(H)Sh(E) = ¢ 'EH — Hq'E

= ¢ Y(HE-2E)-Hq'E= ¢'HE -2¢'E - Hq 'E
= —2¢'E+(¢'H—-Hqg Y YE= —2¢'E =25,(E).

Sh(HF—FH) == Sh<F)Sh(H) —Sh(H>Sh(F) == qFH—HqF
=q(HF +2F) — HqF = ¢qHF +2qF — HqF
=2qF + (¢H — Hq)F = 2qF = —25,(F).

(iii) Note que

Tendo em conta a relacao anterior, temos que

SW(EF — FE) = Sy(F)Sy(E) — Sy(E)Sh(F) = (—qF)(—¢ 'E) — (—¢ 'E)(—qF)
— "Fq\E — ¢ 'EqF = FE — EF
" —q" _ Sua") = Sule™)
q—q* q—q!
= Sh([[H]]q)-

Por ultimo, sera provado que Sj, satisfaz a propriedade de antipoda (?7?) para E, F, H.
(i)
mpy O (Sh X ’idUh) @) Ah<E) = My o (Sh &® ZdUh)(E (029 qu/2 + qH/2 & E)
= mp(Sh(B) @ idy, (") + Sp(¢"?) @ idy, (E))
= mp(—¢ 'E®@q¢ "+ ¢ E)
— g \EqHP 4 HE

_ —q_qu_H/2E+q_H/2E
= 0= HUp © Gh(E).
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mp O (ZdUh X Sh) @) Ah(E) = My o (’LdUh (%9 Sh)(E & q_H/2 + qH/2 & E)
= my(idy, (E) ® Su(¢~""?) + idy, (¢""*) ® Si(E))
= mp(E®¢"?+¢"?® —¢'E)
— EqH/2 o EqH/2
= 0=ppoen(F).

(i)
mpy 0 (Sp ® idy,) 0 Ap(F) = my 0 (S @idy,)(F®@ ¢ "2 +¢"? @ F)
= mp(Sh(F) @ idy, (") + Si(¢"?) @ idy, (F))
= mp(—qF@q "*+¢ "2 e F)
_ R 4 2R
= —qFq "P 4 qpg P
= 0= ppoen(F).

my, o (idy, ® Sp) 0 Ap(F) = my o (idy, ® Sp)(F @ ¢ 42 +¢#2 o F)
= mp(idy, (F) @ Su(g~"?) + idy, (¢"?) @ Su(F))
= mu(F @ ¢""? +¢"? @ —qF)
— Rt — R
_ Rt — g
= 0=ppoen(F).

(iii)
my o (Sp, ®idy,) o Ap(H) = mpo (S, ®idy, )(H®1+1® H)
= mp(Sh(H) ®idy, (1) + Sp(1) @ idy, (H))
= my(-H®1+1x H)
- H+H
= 0= pyoen(H).

th(idUh ®Sh> OAh(F) = My o (idUh ®Sh)(H®1+1®H)
= my(idy,(H) ® Sp(1) +idy, (1) @ Sp(H))
= my(H®1+1® —H)

Portanto foi demonstrado que (U, (sl2(C)), ma, i, An, €n, Sp) é uma Algebra de Hopf.
]
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Na teoria de Algebras de Lie, o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt tem um papel
importante, pois a qualquer base (ordenada) de uma algebra de Lie associa uma base de
sua Algebra envolvente universal. O seguinte teorema é um anélogo de este resultado
para Uy (slz(C)).

Teorema 3.1.5 ([?, proposicao 6.4.7]). Os monoémios FTH*E", para r, s, t inteiros
ndo negativos, formam uma base para Up(sly(C)).

Como (Uy(sly(C)), ma, pin, An, €, Sp) ¢ uma Algebra de Hopf com antipoda Sp,
usando a notagdo de Sweedler (?7), é possivel definir a a¢do adjunta em Up,(sly(C)),
do Exemplo 7?7, da seguinte forma:

ad : Up(sl(C)) @ Up(sly(C)) — Up(sly(C))
rTRY — ad(z®y) = Z 1y ySh(z(2)),
()

para todo z,y € Up(slx(C)), com Ap(z) = 37, z1) @ ¥(2). A partir de agora, serd
denotado ad,(y) = ad(x ® y). Portanto, a acdo adjunta em Uy(sl3(C)) com relacdo a
H,E,F é definida para todo = € U, (s[(C)) da seguinte forma:

(i) No caso de H, tem-se que Ap(H)=H® 1+ 1® H, logo
ady(x) = Z H1yzSh, (H(g))
(H)

= Hx —zH.
(ii) Como Ay(E) = E® ¢ 12 + ¢ @ E, entio
adE(x) == Z E(l)ZL’Sh (E(g))
(E)
= ExS, (¢ + ¢"*25,(E)
= Exq"? 4+ ¢"P2(—q'E)
_ E.I'QH/Q . q_qu/QxE.

(iii) Por ultimo, note que A, (F) = F ® ¢ /% + ¢!/ ® F, portanto
adp(x) = Y FuyzSy (F)
()
= FxS5, (q*H/Q) + %28, (F)
= Faq"? +¢"Pa(—qF)
= quH/2 — qu/2xF.

Portanto, a acdo adjunta para todo xz em Up(sly(C)) esta definida pelas seguintes
relacoes:

adp(x) = Hr — xH.
adp(z) = Exq"? — ¢ *¢"22E. (3.8)
adp(z) = Frq'? — q¢"*2F.
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3.2 Algebra de Lie Quantica £,(sl)

Uma Algebra de Lie g é naturalmente contida em sua Algebra envolvente univer-
sal U(g). Esta algebra de Lie g forma um subespago vetorial onde o colchete de Lie
¢ dado pela restricio da acio adjunta de U(g). No caso da Algebra de Lie sly(C),
tem-se que é um subespaco da Algebra associativa U(sly(C)) gerado por e, f,h e o
colchete de Lie e dado pelo comutador. De forma analoga pode-se encontrar a Algebra
de Lie quéantica £(sly(C)) a partir da Algebra envolvente universal quantica Uy (sly(C)).

No entanto, no caso quantico, o espaco gerado por E, F,H nao é fechado com
relagao ao comutador, ja que EF — FE definida em (??7) nao é um elemento no espago.
Portanto, sera definida um subespago tridimensional de Uy (sl2(C)), tal que seja fechado
baixo a acao adjunta.

Definicao 3.2.1. Seja £4,(sly) o subespago tridimensional de Uy (sla(C)) gerada pelos
elementos:
E,=q"?E, F,=q¢"?F H,=qEF —q 'FE, (3.9)

munido com uma operacao chamada colchete de Lie quintico dado por:

[, y]n = ad,(y) (3.10)

para todo x,y em £4(sly). O espaco £,(sly) € chamado Algebra de Lie qudintica asso-
ciada a slsy.

Note que o colchete de Lie quantico em £(sl;) esta definido pela adjunta de Uy (sl2(C)).
Portanto, pelas adjuntas dadas em (?7?), e utilizando o fato que

quH/2 — q—qu/QE e quH/Q — qqu/Z_Fv7

para todo inteiro m, tem-se que o colchete quantico entre um elemento = em £(sly) e
os elementos da base Fj, F} e Hy, esta definido da seguinte forma.

Caso 1. Para £}, tem-se que:
(B, x| = adg, () = ad,-n2p(x) = ad,-n/ o adg(z).

Note que para todo y em Uy(sly(C)):

ad,-np(y) = ¢ Pyg"?,

pois Ap(q~H/?) = ¢ 12 @ ¢~ 12 e S (¢7H/?) = ¢"/2. Portanto:

[Eh, Eh]h = adqu/z o adE(Eh)
= ad,-n/2 0 adp (q_H/QE)
_ qufH/2 (E(qu/ZE)qH/Z . qfqu/Z(qu/2E)E)
= adqu/2 (q*1E2 — qilEQ)
=0.



[En, Filn = ad-n/2 0 adp(Fy)
= ad,-n;2 0 adp (q*H/QF)
= ad, 2 (E(qu/ZF)qH/Q _ qfqu/2<qu/2F)E)
= ady-n/2 (qEF — qilFE)
L (qEF _ q_lFE) 12
=q¢EF — ¢ 'FE
= H,j.

[Eha Hh]h =

adqu/z 9} adE(Hh)

= ad,-n/2 0 adp (qEF — q_lFE)
= ad,-ny2 0 (adE (gEF) — adg (q_lFE))
= ad, np (E(qEF)q"? — ¢ '¢"*(¢EF)E) —

—ad,np (E(q'FE)¢"? — ¢ '¢"*(¢T' FE)E)

= ad, np (¢"PE*F — ¢"?EFE) —

— ad-uy» (q_2qH/2EFE — q_2qH/2FE2)

— E2FqH/2 . EFEqH/2 . q—QEFEqu/Q + q_2FE2qH/2
= ¢"? (¢'E*F — ¢ 'EFE — ¢ *EFE + ¢ *FE?)
= ¢""*(¢*(FE — EF)E + ¢ 'E(EF — FE))

_H H H —H
3 (4 —4 (44
:qH/2(q3< __1>E+q1E< — ))
q—q q—q

-3
49 " —4q _

q—qt

= —(1+¢ g "*E
= — (1 —|— qu)Eh.

Caso 2. De forma andloga, para F}, tem-se que:

[Fhs Enln

[Ehy Filn

= ad,-n/2 o adp(Ey)

= ad,-n2 0 adp (q’H/2E)

= ad,-n: (F(q—H/2E)qH/2 _ qu/2(q_H/2E)F)
= ad, n2 (¢T'FE — qEF)

e (q_lFE_qEF) 112

=q¢ 'FE —gEF

= — H,.

= Cldqu/z o adF(Fh)

= ad,-n/2 0 adp (q’H/2F)

— adq—H/Q (F(q—H/QF)qH/Q o qu/2<q_H/2F)F)
= ad,-n/2 (qF2 — qFZ)
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[Fy, Hylw = ad, /> 0 adp(H,)
= ady-us2 0 adp (¢EF — ¢ 'FE)
= ad,-us2 o (adp (¢EF) — adp (¢ ' FE))
= ady-up (F(qEF)q"? — q¢"(qEF)F) —
— ady-nj2 (F(¢7'FE)¢"? - ¢¢"?(¢"' FE)F)
= ad, np (P¢"PFEF — ¢*¢"*EF?) -
—ad,-np (¢"*F?E — ¢"?FEF)
_ qZFEFqH/Z . ququH/z . FquH/2 + FEFqH/2
= ¢"* (*FEF — *EF? — ¢F’E + qFEF)
= ¢"""*(*(FE — EF)F + qF(EF — FE))
= ¢"? (q3 (—q_H _qu) F+qF (—qH — q_lH)>
q—q q—q
_ (q3 - q_l) G2
q—qt
= (1+¢%)g "PF
= (14 ¢*)F.
Caso 3. Por ultimo, no caso de Hj, tem-se que:
[Hh, Eh]h = aquF—qleE(Eh)
= adypr(En) — adg-1rp(E)
= q(adg o adp(Ey)) — ¢ ' (adp o adg(E}))
= q(adg (¢T'FE — qEF)) — ¢~ (adp(0))
= q(adg (¢'FE)) — q(adg (¢EF))
= q(E(q'FE)¢"? — ¢ '¢"*(¢T'FE)E) —
—q(E(qEF)q"* — ¢ '¢"*(¢EF)E)
¢"? (¢'EFE — ¢"'\FE* — ¢E*F + ¢EFE)
¢""? (¢ (EF — FE)E + ¢E(FE — EF))

(o () e ()

—q _
_( 1>qH/2q Hp
q9—4q

= (q2 + 1)Eh

[Hh, Fh]h = aququ—lFE(Fh)
= adypr(Fu) — adg-1pp(Fh)
= q(adg o adp(Fy)) — ¢ ' (adp o adp(Fy,))
= q(adg(0)) —q* (adF (qEF — q_lFE))
= ¢ (adp (¢7'FE)) — ¢~ (adr (¢EF))
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=q ' (F(¢'FE)q"? - q¢"*(¢"'FE)F) —
—q ' (F(qEF)q""? — q¢"*(¢EF)F)
— qH/2 (¢ 'F?’E — ¢ 'FEF — qFEF + qEF?)
¢"? (¢"'F(FE — EF) + q(EF — FE)F)

= (o () v () )
(=)o

—(q_2 + 1)Fh

[Hy, Hyp = ady, (Hy) = ady, (¢EF — ¢ 'FE)
=q-ady, (EF) —q ' ady, (FE)
= q-ady, (E)ady, (F) — ¢~ ' - ady, (F)ady, (E)
= q(¢* + 1) 1-¢*)F—¢'(1-¢*)F(@+1E
=q(¢* —q)EF —q (¢’ — ¢ *)FE
= ("~ )(qEF— “'FE)
= (¢" - q‘Q)Hh-

Portanto, o colchete de Lie quantico em £4(sly) esta definido como:

(B, Fuln = Hp, [Fh, Enln = —Hp,

[En, Hpln = —(1+ ¢ %) En, [F. Hyln = (1 + ¢*)F),
[Hp, Epln = (¢ + 1)Ey, [Hp, Filn = —(q¢7% + 1) Fy,
[En, Epln = [Fu, Fuln =0 [Hy, Hyln = (¢° — ¢~ %) Hp.

(3.11)

Note que a Algebra de Lie quantica £1,(sly) ndo é uma Algebra de Lie, pois o col-
chete quantico de Lie definido por (??) nao satisfaz a propriedade da antissimetria e
a propriedade de Jacobi. No entanto, o colchete quantico de Lie satisfaz uma genera-
lizacdo da antissimetria que envolve a operacdo g — ¢~ !. Alem disso, as constantes
de estrutura de £sl) sdo g-dependentes de tal forma que £4(sl) tende a sly quando
q=1.

Definicao 3.2.2. g-conjugacdo € o automorfismo ~ &E-linear de anéis definido da se-
gquinte forma:

~: C[h] — €[A]
a+— a,
onde h = —h.
No mesmo sentido, pode-se definir a g-conjugacao sobre o grupo quantico Uy, (slx(C)).

Definicao 3.2.3. A g-conjugacio sobre um grupo quantico Uy (sla(C)) € o g-automorfismo
de Algebras ~: £,,(sly) — £5,(sly) que estende a q-conjugacio sobre C[h] agindo como
a identidade sobre os geradores E, F e H.
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O automorfismo anterior pode ser estendido a um g-conjugacio sobre a Algebra de
Lie quantica £,(sly), da seguinte forma:

~: Sh(ﬁ[g) — Sh(s[g)
(aE), 4+ bF), + cHy) — (aE), 4+ bFy, + cHy)™ = aEy + bF), + ¢H,,

com Z = —z, para todo z € C[h], e ¢ = ¢~'. Entdo o colchete de Lie quantico satisfaz:
[xvy]; = _[gvaﬂ Va:, y e £h(5[2>. (312)

A propriedade (??7) é chamada g-antissimetria. De fato, as rela¢des 7?7 do colchete
de Lie quantico £;(sly) satisfaz esta propriedade, pois

(i)
[En, Fp)y = H,=H, = —(—Hp) = —[Fn, Enln
= —[Fy, Enla.

[En, Hyli = (—(14+ ¢ ) E)~ = —(1+ ¢ ) Ey = —(¢* + 1)E},
= —[Hp, Ep)n = —[Ez, Ei:]h

(iii)
(B, Hly = (14 ) Fn)™ = (14+ ) Fy = —(—(q > + 1))
= —[Hp, Fplp = —[th, j*:h]h

[Hy, il = (2 — ¢ 2 HW)™ = (¢ — ¢ ) Hy = —(¢° — ¢ %) Hy
— —[Hp, Hyln = —[Hp, Hiln-

De forma analoga, é obtido que

[Fh7Eh]g = _[El/la /F\z]h
[Hy, Ev]y = —[En, Hp|p.
[Hy, Fr)y, = —[Fn, Hpn-

Note que a g-conjugacao de g para ¢! ¢ importante, pois permite que o colchete

de Tie quantico seja g-antissimétrico no sentido de (?7).
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3.3 U(g) e £,(g) para uma Algebra de Lie simples
complexa de dimensao finita

Nas se¢Oes anteriores foi possivel observar que o grupo quantico U, (sly(C)) é uma
deformacdo da Algebra envolvente universal U(sly(C)) como Algebra de Hopf. Agora,
se g ¢ uma Algebra de Lie simples sobre C de dimensio finita, pela secdo ??, tem-
se que a Algebra envolvente universal U(g) ¢ uma Algebra associativa sobre C com
geradores e1,...,€n, fi,-., fn, h1,...,h, e as relacoes de Serre. Alem disso, na secao
?? foi provado que U(g) é uma Algebra de Hopf. Portanto, pode-se definir a Algebra
envolvente universal quantizada Uy (g), de maneira similar de Uy (sly(C)).

Definicdo 3.3.1. Seja g uma Algebra de Lie simples sobre C de dimensdo finita e seja
Cy = (ij)1<ij<n Sua matriz de Cartan, como a matriz diagonal D = diag(dy, ..., d,).
O grupo qudntico Uy(g), também chamadas Algebras de Drinfeld-Jimbo, é uma Algebra
associativa com unidade sobre C[h] gerada por E;, F;, H; com 1 < i <mn e as relagoes

g —q "
1—a;; 1
o] mmETt 0 i (315)
k=0 qi
l—aij 1
(—1>’“[ _kaij} FPRF T =0, i (3.16)
k=0 gi

com q; :=%" onde 6;; é o delta de Kronecker (77), e
no_ [n],!
m' | [mlg!n —m],!”

para todo inteiro nao negativo n > m. As igualdades (7?) e (?7) sdo chamadas de
relacoes qudnticas de Serre.

De forma analoga a Uy, (sly(C)), defina-se uma estrutura de Algebra de Hopf em
Un(g) da seguinte forma.

Teorema 3.3.2. A Algebra Uy(g) ¢ uma Algebra de Hopf com a comultiplicacio Ay,
counidade €, e antipoda Sy, definido por:

Ay Un(9) —Un(g) @y Un(9),

€p - Uh(g) — C[[h]], Sh : Uh(g) — Uh(g)

tais que:
An(H) =H; @1+ 1 H,. Sn(H;) = —H;. en(H;) = 0.
AWE)=E®¢"+12 E;. Sp(E;) = —Eq M. en(Ei) = 0.
AnF)=Fel+q¢eF,. Sp(F;) = —¢"F;. en(F;) =0
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Para demonstrar o Teorema 77, o seguinte lema é necessario

Lema 3.3.3. [?, Lema 6.5.2] Seja q uma indeterminada. Entao

aon n—1 n—1
—m n—m > >
(i) {m]q—q {m]q—i—q [ _1L,sen_m_0.

m

n
m

(i) Seo-1)" |

] g m =0, sen > 0.
q

Levando em consideracao o lema anterior, o Teorema 77 serd provado.

Demonstracao Teorema ?7. Sera provado que Ay, €, e Sy, preservam as relacoes de de-
finigao (?7)-(??). No caso das relacoes (?77) e (??), a demonstragao é andloga a a prova
do Teorema ??. Portanto, s6 falta demonstrar que as relagdes quanticas de Serre (77)
e (??)sdo invariantes sobre Ay, €, € Sy,

Vejamos primeiro que

> (=1 F—,ﬂo‘”LM DFAR(E)AR(E) TR =0, i# ] (3.17)

k=0

Denote por K; o elemento ¢?. Pela equagao (7?), tem-se que
K,E;K; ' = ¢ E;.

Calculemos A, (E;)". Pelo Lema ?7? item (i) e fazendo inducao sobre r, tem-se que

My =3 a0 ] Bt rtEr
k=0 q;

Logo, a parte esquerda de (?7) é igual a

l—a;; k l1—az;—

. 1 —ay k 1l—a; —k
E E § k t(k—t)—s(l—a;;—k—s) 7 ) 8
qi qi q

k=0 t=0 s=0

i

x (E'® KIEF) (B, @ K, +1 @ E) (E ® KSE i~k ) . (3.19)

A soma anterior serd dividida em duas partes. A primeira parte contém somas com F;
no primeiro fator do produto tensorial e a segunda contém somas com £ no segundo
fator do produto tensorial. Sera provado que ambas as partes sao zero. Vamos verificar
isso com a segunda parte.

Note que as somas com F; no segundo fator do produto tensorial pode ser escrito
como

Z / k s(2t+s k—1)—t(k—t)— I Qg k 1 - Qi — k
k t s
i i q

—k—s

i

_ 1—cvj
x Bt @ KM EF TR BT
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Sem=s+t,p=Fk—t, entao

L P L
p+t qi t qi m _t i p qi m qi t qi .

Entao
1—051']' l—aij—m m 1 1
m —t(m— m(m—t— — Qi — MM — Qi
il O ) T e e
P m
m=0 p=0 t=0 ai qi qi

x E" @ K"EPE; B, “9"P,

Pelo Lema ?7 item (7), a soma interior sobre t ¢ nula se m > 0, logo a soma dos termos
com m = 0 é igual a

1—a;;

> [1 - %] 1@ EVE;E; 7.
p q

p=0

i

Pela Relagao de Serre (?7?) da definicdo de Uy(g), tem-se que a soma é zero. A prova
¢ analoga para as somas com F; no primeiro fator do produto tensorial. O mesmo
raciocinio ¢ usado para mostrar que as relagoes de Serre (?7) e (?77) sdo invariantes em
en e Sy. Portanto (Ui (g), mp, ptn, An, €4, Sp) ¢ uma Algebra de Hopf sobre C[[h] O

Um conceito central na teoria das Algebras de Lie quanticas ¢ a ¢g-conjugacio em
C[h], tal que h — —h, ou seja, ¢ — ¢! (Defini¢ao ?7?). Na se¢dao anterior, uma g-
conjugagao de Uy (sly(C)) foi definida como um g-automorfismo de Uy, (sl(C)) que pode
ser estendido para uma g-conjugacdo no C[h]. Portanto, uma g-conjugacdo pode ser
definida para o grupo quantico Uy(g) da seguinte forma.

Defini¢ao 3.3.4. A g-conjugacio em Uy(g) € um q-automorfismo ~: Uy(g) — Ux(g),
que estende a q-conjugacao em C[h] agindo como identidade nos geradores E;, F;, H;.

A Algebra de Lie quantica £, (sl;) dada na Definicio ?? é o exemplo mais simples
de uma Algebra de Lie quantica, pois para uma Algebra de Lie simples g sobre C[[h] de
dimensdo finita, diferente de sly(C), a Algebra de Lie quantica é definida da seguinte
forma.

Defini¢do 3.3.5. Uma Algebra de Lie quintica £,(g) dentro de U,(g) é um ad-
submddulo indecomponivel de dimensdo finita de Uy(g) dotado com o colchete de Lie
quantico [a,bl, = ad,(b) tal que

(1) £,(9) € uma deformagao de g, ou seja, £,(g) = g (mod h).

(i1) £i(g) € invariante baizo a involugao q-Cartan 0, a g-antipoda S e qualquer dia-
grama automorfismo T de Uy(g).

A propriedade (77) tem um papel importante nas investigacoes sobre a estrutura
geral das Algebras de Lie quanticas, em particular, esta condicdo permite a definicao
de uma forma de Killing quantica associada a £,(g). Porém, G. W. Deliusno e A.
Huffmann mostraram em [?| que dado qualquer modulo que satisfaca todas as propri-
edades da definigao, exceto a propriedade (i), pode-se sempre construir a partir dele
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uma Algebra de Lie quantica Lj(g) que também satisfaca a propriedade (i1). Assim,
este requisito extra ndo ¢ muito forte e sera omitido neste trabalho.[?, 7].

As Algebras de Lie quanticas ndo sdo tnicas. No artigo [?], G. W. Delius apresenta
a Algebra de Lie quantica £, (sly), gerada pelos elementos E}, Fi e H} em Uy (sly(C)),
onde

2 2 2
E = - *H/?E, F = fH/2F’ H = EF — ,1FE .
Vi RVt h q_q_l(q q )

E as relacoes dadas pela acao adjuntas, estao definidas por:

[Ep: Fn) = Hy, [Fh, Epln = —Hh,
(B, Hyln = —2q7 "B}, [Fys Hyn = 2qF),
[Hi/n E}/L]h = 2qE;w [H}/w Fi/z]h = _2q_lFI{w
(B, Epln = [y, Fyln =0 [Hy, Hyw = 2(g — ¢~ ') Hj.

Esta Algebra de Lie quantica, também é fechada sobre o colchete de Lie quantico
e satisfaz a propriedade de g-antissimetria. Porém, em 1996, G. W. Delius e M. D.
Gould conseguiram provar o seguinte teorema.

Teorema 3.3.6 (|?, Teorema 1.|). Dada qualquer Algebra de Lie simples compleza g
de dimensao finita, tem-sE que:

(i) Todas as Algebras de Lie quanticas £5,(g) sdo isomorfas como Algebras.
(ii) Todas as Algebras de Lie quanticas £,,(g) tem produtos de Lie quanticos q-antissimetricos.

Portanto, as dois Algebras de Lie quanticas £(sly(C)) e £, (slo(C)), sdo isomorfas
como algebras.

Neste capitulo foi construido a Algebra de Lie quantica associada a Algebra de Lie
sl3(C) a partir da a¢do adjunta do grupo quéantico Uy(sl,(C)). Entretanto, realizar
uma tarefa semelhante para outros grupos quanticos é mais complexo. Atualmente
existe um método geral para construir Algebras de Lie quanticas usando a R-matriz
universal. Na verdade, este método é usado em diferentes livros classicos sobre a teoria,
como |?, 7, ?|. No artigo |?] os autores utilizam este método para descrever £5,(g) para
g = sl, para todo n. Este método é importante pois mostra que sempre existe uma
Algebra de Lie quantica para toda Algebra de Lie g. Além disso, dentro da teoria de
grupos quanticos nao existe uma definicao geral de Algebra envolvente quantizada, até
agora limitamos o conceito de Algebra de Lie quantica a Algebras de Lie g simples e
complexas de dimensao finita, como o caso das algebras de Lie g = sls, sl4, s05, onde
por meio de ferramentas computacionais, como MathLab foi possivel determinar a sua
estrutura de Algebra de Lie quantica.
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