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Resumo

Os grupos quânticos associados a uma Álgebra de Lie, denotados por Uh(g) são
deformações da Álgebra envolvente universal associada a álgebra de Lie g, que é uma
Álgebra de Hopf. Alem disso, as álgebras quânticas de Lie Lh(g) são generalizações
de Álgebras de Lie g cujas constantes de estrutura são séries de potências em h. As
Álgebras Lh(g) são derivados das Álgebras envolventes quântizadas Uh(g), com um col-
chete quântico que satisfaz uma generalização da antissimetria. Partindo dos conceitos
anteriores, neste trabalho o grupo quântico Uh(g) e a Álgebra de Lie quântica Lh(g)
serão construídos para o caso explícito da Álgebra de Lie linear especial g = sl2(C) e
posteriormente generalizados para uma Álgebra de Lie simples sobre C de dimensão
�nita.

Palavras-chave: Álgebras de Lie, Álgebras de Hopf, Envolvente universal, Grupo
quântico, Álgebras de Lie quânticas, q-antissimetria.



Abstract

The quantum groups associated with a Lie Algebra, denoted by Uh(g) are defor-
mations of the universal enveloping Algebra associated with the Lie algebra g, which
is a Hopf Algebra. Furthermore, quantum Lie algebras Lh(g) are generalizations of
Lie algebras g whose structure constants are power series in h. The Lh(g) Algebras
are derivatives of the Quantized Enclosing Algebras Uh(g), with a quantum bracket
that satis�es a generalization of antisymmetry. Starting from the previous concepts,
in this work the quantum group Uh(g) and the quantum Lie Algebra Lh(g) will be
constructed for the explicit case of the Lie Algebra Special linear Lie g = sl2(C) and
later generalized to a simple Lie Algebra over C of �nite dimension.

Keywords: Lie algebras, Hopf algebras, Universal envelope, Quantum group, Quan-
tum Lie algebras, q-antisymmetry.
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Introdução

O termo "grupos quânticos" foi popularizado por Drinfeld em seu discurso no Con-
gresso Internacional de Matemáticos em Berkeley (1986). Signi�ca certas Álgebras de
Hopf especiais que são deformações não triviais das Álgebras de Hopf envolventes das
Álgebras de Lie simples. Na sua forma original, os grupos quânticos são Álgebras asso-
ciativas de�nidas por certas relações expressas em termos de uma matriz de constantes
chamada R-matriz quântica. No entanto, V. G. Drinfel'd [?] e M. Jimbo [?] percebe-
ram independentemente que estas Álgebras associativas possuem uma estrutura mais
interessante: são Álgebras de Hopf

As Álgebras de Hopf, que podem ser vistas como uma generalização da estrutura
de grupos, nasceram no campo da Topologia Algébrica entre as décadas de 40 e 50 do
século passado. Eles aparecem nos trabalhos de Heinz Hopf dedicados ao estudo da
cohomologia de Grupos de Lie compactos e seus espaços homogêneos associados. O pri-
meiro exemplo de uma tal estrutura foi observado em um de seus trabalhos, intitulado
"Fundamentalgruppe und zweite Bettische Gruppe"de 1941, o qual era a homologia de
um grupo de Lie conexo. A de�nição de Álgebra de Hopf tal como era utilizada naquela
época sofreu alguma evolução até chegar à de�nição atual, que é a utilizada neste traba-
lho. Com a publicação de Sweedler em 1969 [?], a Álgebra de Hopf passou a ser objeto
de estudo da Álgebra Abstrata e dessa forma deu continuidade ao seu desenvolvimento.

Na teoria de Álgebras de Hopf um dos problemas importantes reside na classi�cação
destas Álgebras de dimensão �xa num corpo algebricamente fechado de caraterística
zero, porém um dos obstáculos na resolução deste problema esta na falta de exemplos
su�cientes. Portanto é necessário encontrar novas famílias de Álgebras de Hopf. Um
dos exemplos mais importantes são as Álgebras envolvente universal de uma Álgebra
de Lie, dai a importância dos grupos quânticos.

Uma Álgebra de Lie g está naturalmente contida como um subespaço de sua Álgebra
envolvente universal U(g) pela ação adjunta. De fato, o colchete de Lie em g surge
como a restrição da ação adjunta de U(g) neste subespaço, evidenciando assim a relação
intrínseca entre a Álgebra de Lie e a sua Álgebra envolvente universal.
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Um dos exemplos mas importantes dos grupos quanticos é Uh(g), o qual é uma
deformação de Álgebra de Hopf U(g). G.W. Delius e A. Hu�man, no trabalho de 1995
[?], investigaram os subespaços de Uh(g) através da ação adjunta, analogamente ao
caso de U(g). Nesse artigo, dotaram estes subespaços com o suporte de Lie quântico,
que é induzido pela ação adjunta da Álgebra de Hopf Uh(g). Estes subespaços são
chamados Álgebras de Lie quânticas e são denotados por Lh(g). Em 1996, os mesmos
autores, com M. D. Gould e Y. Zhang em [?] apresentaram a estrutura das Álgebras
de Lie quânticas associadas às Álgebras de Lie gln e sln.

A Álgebra Uh(sl2) foi descoberta por Kulish e Sklyanin em 1982 [?]. Atualmente,
através de cálculos simbólicos computacionais, foram construídos outros exemplos im-
plícitos de Álgebras de Lie quânticas, tais como Lh(sl3), Lh(sl4) e Lh(sp4). Porém, a
Álgebra de Lie sl2 permite construir os exemplos mais simples de Uh(sl2) e Lh(sl2) e
portanto estudar algumas propriedades de estrutura nestas Álgebras permite generali-
zar alguns propriedades em Uh(g) e Lh(g), onde g é uma Álgebra de Lie simples. [?]

Este trabalho está dividido em três capítulos. O primeiro aborda todos os conceitos
preliminares, apresentando de�nições e propriedades de Álgebras de Lie, focando em
Álgebras de Lie simples sobre C de dimensão �nita. É também introduzido o conceito
de Álgebra de Envelope Universal U(g), é realizada a construção de U(sl2) e por último
são enunciadas as relações de Serre sobre os geradores de U(g) [?]. Esta primeira parte,
tem como principal referência o livro clássico de K. Erdmann e M. J. Wildon [?], o
livro de J. E. Humphreys [?], e livro de Mazorchuv [?] para o caso de sl2.

O segundo capitulo constituiu-se de um estudo sobre as álgebras de Hopf, seja do
ponto de vista mais clássico, como o apresentado nos livros de Sweedler [?] e E. Abe
[?], seja do ponto mais dirigido à introdução dos Grupos Quânticos, como nos livros
de V. Chari e A. Pressley [?], o livro de J. C. Jantzen [?] e o livro de C. Kassel [?],
demonstrando que toda Álgebra Envolvente universal pode-se de�nir uma estrutura de
Álgebra de Hop�.

No ultimo capitulo, procede-se a construção do grupo quântico Uh(sl2), e, através
da sua ação adjunta, de�nir a álgebra de Lie quântica Lh(sl2). Por último, tendo como
referencia os artigos de G.W Delius,V. G. Drinfeld, M. D. Gould, A. Hu�mann, Y.
Zhang e M. Jimbo [?, ?, ?, ?, ?, ?] é de�nido o grupo quântico Uh(g) e Lh(g) para um
Álgebra de Lie simples complexa de dimensão �nita.



Capítulo 1

Preliminares

Este é um capítulo introdutório, formado em sua maior parte por algumas de�nições
dos conceitos básicos da teorias das Álgebras de Lie que serão importantes no decorrer
deste trabalho. Esses conceitos são ilustrados por exemplos que devem servir de guia
na leitura dos capítulos subsequentes. Serão enumeradas também as Álgebras de Lie
simples e �nalmente será de�nida a Álgebra envolvente universal e exempli�cada para
a Álgebra de Lie linear especial sl2. As principais referencias a seguir neste capitulo
são o livro de K. Erdmann e M. J. Wildon [?] e o livro de J. E. Humphreys [?].

1.1 Álgebras de Lie

De�nição 1.1.1. Seja k um corpo. Uma Álgebra de Lie g é um k-espaço vetorial,
munido de um produto [ , ] : g× g −→ g, chamado de colchete de Lie, tal que satisfaz
as seguintes condições:

(i) [·, ·] é k-bilinear,

(ii) [x, x] = 0, para todo x em g,

(iii) Identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todo x, y, z em g.

Observação 1.1.2.

(i) Se [x, x] = 0, para todo x em g, então [x, y] = −[y, x], para todo y em g. De fato,
pela condição (i) da De�nição ??, tem-se que

0 = [x+ y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = [x, y] + [y, x].

Portanto [x, y] = −[y, x], para todo x, y em g.
Suponha que o corpo k não é de característica dois então a reciproca é verdadeira.
De fato, se [x, y] = −[y, x] para todo x, y em g, então [x, x] = −[x, x], logo
2[x, x] = 0, como char(k) ̸= 2, temos que [x, x] = 0 para todo x em g.

(ii) Se A é uma k-Álgebra associativa, então A com o colchete de Lie dado pelo
comutador, i.e.,

[x, y] := xy − yx, ∀x, y ∈ A

12
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é uma Álgebra de Lie e é denotada por A−. Note que o colchete de Lie dado pelo
comutador satisfaz as condições da De�nição ??.
Sejam x, x1, x2, y, y1, y2, z elementos de A e α, β em k. Logo,

[αx1 + x2, y] = (αx1 + x2)y − y(αx1 + x2)

= αx1y + x2y − αyx1 − yx2

= α[x1, y] + [x2, y].

[x, βy1 + y2] = x(βy1 + y2)− (βy1 + y2)x

= βxy1 + xy2 − βy1x− y2x

= β[x, y1] + [x, y2].

Portanto o comutador é bilinear em A. Alem disso, [x, x] = xx − xx = 0 e a
propriedade de Jacobi também é satisfeita, pois

[x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = [x, (yz − zy)] + [z, (xy − yx)] + [y, (zx− xz)]

= x(yz − zy)− (yz − zy)x+ z(xy − yx)−
− (xy − yx)z + y(zx− xz)− (zx− xz)y

=0.

Antes de apresentar alguns exemplos, é conveniente introduzir a noção de subálge-
bra de Lie.

De�nição 1.1.3. Seja g uma Álgebra de Lie. Uma subálgebra de Lie h é um k-
subespaço vetorial de g, que é fechado pelo colchete, ou seja, [x, y] está em h para todo
x, y em h.

Uma subálgebra de Lie h é uma Álgebra de Lie com a estrutura herdada pela
estrutura de g.

1.2 Exemplos de Álgebras de Lie

A maioria dos exemplos que serão apresentados a seguir são subálgebras da Álgebra
de Lie das transformações lineares, por isso o primeiro exemplo é o seguinte:

1.2.1 Álgebra de Lie Linear Geral

Sejam, k um corpo, V um k-espaço vetorial e End(V ) o conjunto de todas as
transformações lineares V −→ V com estrutura de Álgebra associativa. Denote a
Álgebra End(V ) vista como Álgebra de Lie por gl(V ) com o colchete de�nido pelo
comutador com a composição de funções, esta Álgebra de Lie é chamada Álgebra
linear geral. Se dimk(V ) = n, então podemos identi�car End(V ) com o k-espaço
vetorial Mn(k), das matrizes quadradas n × n com o colchete de Lie de�nido pelo
comutador [X, Y ] = XY − Y X para todo X, Y ∈Mn(k) e

gln := gl(n,k) = gln(k) := gl(V ) =Mn(k).
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Fixado n ∈ N∗ e dados i, j ∈ {1, . . . , n}, é denotado por Eij a matriz n × n com
1 na (i, j)-ésima entrada e 0 nas demais. O conjunto {Eij | 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base
para a Álgebra de Lie gln(k), e dada uma matriz A em gln(k), os escalares aij em k
são as entradas da matriz A na (i, j)-ésima entrada, tais que

A =
n∑

i,j=1

aijEij.

As matrizes podem ser escritas como A = (aij)ij. Para quaisquer i, j, k, r ∈ {1, . . . , n},
tem-se que

EijEkl = δjkEil,

onde δ é o delta de Kronecker, tal que

δjk =


0 se j ̸= k,

1 se j = k.
(1.1)

Portanto, os comutadores das matrizes Eij são determinados por:

[Eij, Ekl] = EijEkl − EklEij = δjkEil − δliEkj.

Sendo o colchete uma aplicação bilinear, esta equação é su�ciente para determinar o
comutador de duas matrizes A = (aij)ij e B = (bij)ij. De fato,

[A,B] =

[
n∑

i,j=1

aijEij,
n∑

k,l=1

bklEkl

]

=
n∑

i,j,k,l=1

aijbkl[Eij, Ekl]

=
n∑

i,j,k,l=1

aijbklδjkEil−δliEkj

=
n∑

p,q,r=1

(aprbrq − arqbpr)Epq,

logo [A,B] = (
∑n

k=1 aikbkj − bikakj)ij.

1.2.2 Álgebra de Lie Linear Especial

O subespaço sln(k) = {X ∈ gln(k) | tr(X) = 0} é uma subálgebra de Lie de gln(k).
De fato, se X, Y são matrizes em sln(k), lembrando que tr(XY ) = tr(Y X) para X, Y
matrizes quaisquer, então

tr([X, Y ]) = tr(XY − Y X) = tr(XY )− tr(Y X) = 0,

portanto [X, Y ] está em sln(k). A álgebra sl2(k) com o comutador é chamada Álgebra
de Lie linear especial.
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1.2.3 Álgebra de Lie Linear Ortogonal

(i) O subespaço das matrizes antisimétricas on(k) := {X ∈ gln(k) | X t = −X} é
uma subálgebra de Lie de gln(k), onde X t é a transposta da matriz X. De fato,
se X, Y são matrizes em on(k), então X t = −X e Y t = −Y , portanto

[X, Y ]t = (XY − Y X)t

= (XY )t − (Y X)t

= Y tX t −X tY t

= (−Y )(−X)− (−X)(−Y )

= Y X −XY

= −(XY − Y X)

= −[X, Y ].

Logo [X, Y ] está em on(k).

(ii) O subespaço so2n+1(k) := {X ∈ gl2n+1(k) | JX t = −XJ} é uma subálgebra de
Lie de gln(k), onde J é uma matriz quadrada, da forma

J =

1p×p 0 0
0 0 In
0 In 0


(2n+1)×(2n+1)

.

Onde In é a matriz identidade n× n. Sejam X, Y ∈ so2n+1(k). Logo,

J [X, Y ]t = J(XY − Y X)t

= J(Y tX t −X tY t)

= JY tX t − JX tY t

= −Y JX t +XJY t

= Y XJ −XY J

= −(XY − Y X)J

= − [X, Y ] J.

Portanto [X, Y ] é um elemento de so2n+1(k).

1.2.4 Álgebra de Lie Linear Simplética

O subespaço spn(k) := {X ∈ gl2n(k) | JX t = −XJ} é uma subálgebra de Lie de
gln(k), onde J é escrita da seguinte forma

J =

(
0 Idn

−Idn 0

)
,

com Idn a matriz identidade de n × n. Seja X, Y ∈ spn(k). De forma análoga do
Exemplo ?? item (ii), temos que J [X, Y ]t = − [X, Y ] J . Portanto [X, Y ] é um elemento
de spn(k).
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1.2.5 Álgebra de Lie Superior Triangular

O subespaço tn(k) = {X ∈ gln(k) | X é triangular superior } é uma subálgebra de
Lie de gln(k), onde seus elementos X em tn(k) são matrizes n× n da seguinte forma

X =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 0 · · · ann

 ,

com aij ∈ k, para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Lembre que o produto de matrizes triangu-
lares superiores é triangular superior, portanto [X, Y ] = XY − Y X é um elemento de
tn(k).

1.3 Generalidades Algébricas

De�nição 1.3.1. Uma Álgebra de Lie g é dita uma Álgebra abeliana se [x, y] = 0, para
todo x, y em g.

Exemplo 1.3.2.

1. Seja g uma Álgebra de Lie. Se dim(g) = 1, então g é abeliana. De fato, se {v}
é uma base de g, então para todo x, y em g, existem α, β em k tais que x = αv
e y = βv. Logo

[x, y] = [αv, βv] = αβ[v, v] = 0.

Se g é uma Álgebra de Lie qualquer, então todo subespaço de dimensão 1 é uma
subálgebra de Lie abeliana.

2. O subespaço Dn(k) := {X ∈ gln(k) | X é diagonal} é uma subálgebra de Lie
abeliana de gln(k). De fato, para todo X, Y em Dn(k), temos que

XY = diag(x1, . . . , xn) · diag(y1, . . . , yn)
= diag(x1y1, . . . , xnyn)

= diag(y1x1, . . . , ynxn)

= diag(y1, . . . , yn) · diag(x1, . . . , xn)
= Y X,

onde xi, yi são os elementos em k na posição ii das matrizes X e Y , para todo
i = 1, · · · , n. Portanto, [X, Y ] = XY − Y X = 0, para todo X, Y em Dn(k).

3. Seja g uma Álgebra de Lie. Se dim(g) = 2, então existem duas possibilidades:

(i) g é abeliana, ou

(ii) existe uma base {u, v} de g, tal que [u, v] = v.

De fato, suponha que g não é abeliana e seja {u1, v1} uma base de g. Como g
não é abeliana, então [u1, v1] ̸= 0. Seja v2 = [u1, v1] e escolha u2 tal que [u2, v2] é
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uma base de g, logo u2 = αu1 + βv1 e v2 = γu1 + δv1, com α, β, γ, δ em k. Desta
forma, tem que

[u2, v2] = [αu1 + βv1, γu1 + δv1]

= α[u1, γu1 + δv1] + β[v1, γu1 + δv1]

= αγ[u1, u1] + αδ[u1, v1] + βγ[v1, u1] + βδ[v1, v1]

= (αδ − βγ)[u1, v1]

= (αδ − βγ)v2.

Como g não é abeliana, então αδ − βγ ̸= 0. Fazendo u = 1
αδ−βγu2 e v = v2, é

obtida uma base {u, v} de g, tal que [u, v] = v.

De�nição 1.3.3. Sejam (g, [, ]1) e (h, [, ]2) Álgebras de Lie. Uma transformação linear
φ : g −→ h é dito homomor�smo de Álgebras de Lie se

φ([x, y]1) = [φ(x), φ(y)]2, ∀x, y ∈ g.

Observação 1.3.4. Se φ é um homomor�smo bijetor, então f é dito isomor�smo. As
Álgebras de Lie g, h são ditas isomorfas, se existe um isomor�smo φg −→ h. Além
disso, φ é um automor�smo se φ é um isomor�smo e g = h.

Exemplo 1.3.5. Seja tr : gln(k) −→ k a transformação linear que associa a cada
matriz X ∈ gln(k) o seu traço. Como k é uma Álgebra de Lie abeliana, pois dim(k) = 1,
então todo X, Y em gln(k) satisfaz:

tr ([X, Y ]) = tr(XY − Y X) = tr(XY )− tr(Y X) = 0.

Por outra parte,

[tr(X), tr(Y )] = tr(X)tr(Y )− tr(Y )tr(X) = 0

para todo X, Y em gln(k). Portanto tr é um homomor�smo de Álgebras de Lie.

Exemplo 1.3.6. Seja g uma Álgebra de Lie. Para todo x em g, de�na-se a transfor-
mação linear

ad : g −→ End(g)

x 7−→ adx : g −→ g

y 7−→ adx(y) := [x, y],

para qualquer y em g. Note que adx é um homomor�smo de álgebras de Lie, pois para
todo x, y em g, tem que

ad ([x, y]) (z) = ad[x,y](z)

= [[x, y], z]

= −[z, [x, y]]

= [x, [y, z]] + [y, [z, x]]

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= [x, ady(z)]− [y, adx(z)]

= adx ◦ ady(z)− ady ◦ adx(z)
= [adx, ady](z),

onde z em g qualquer. Portanto ad([x, y]) = [ad(x), ad(y)].
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De�nição 1.3.7. Seja g uma Álgebra de Lie de dimensão �nita e B = {x1, . . . , xn}
uma base de g. O colchete de dois elementos xi, xj quaisquer de B pode ser escrito
como:

[xi, xj] =
∑
k

ckijxk,

Os coe�cientes ckij são chamados de constantes de estrutura de g em relação à base B.

Estas constantes de estrutura determinam a Álgebra, a menos de isomor�smo. De
fato, seja g, h Álgebras de Lie, com bases {x1, . . . , xn} e {y1, . . . , yn} e seja a transfor-
mação linear φ : g −→ h, tal que φ(xi) = yi, para todo i = 1, . . . , n. Dados x, y em g,
existem únicos αi, βj em k tais que

x =
n∑
i=1

αixi, y =
n∑
j=1

βjxj.

Logo,

φ([x, y]) = φ

([
n∑
i=1

αixi,
n∑
j=1

βjxj

])
=

n∑
i,j=1

αiβjφ[xi, xj] =
n∑

i,j,k=1

αiβjckijφ(xk)

=
n∑

i,j,k=1

αiβjckijyk =
n∑

i,j=1

αiβj[yi, yj] =
n∑

i,j=1

αiβj[φ(xi), φ(xj)]

=

[
φ

(
n∑
i=1

αixi

)
, φ

(
n∑
j=1

βjxj

)]
= [φ(x), φ(y)].

Isto mostra que φ é um isomor�smo e, portanto, que g e h são isomorfas.

De�nição 1.3.8. Seja g uma Álgebra de Lie e h um subespaço vetorial de g. Dizemos
que h é um ideal de g se

[x, y] ∈ h, para todo x ∈ g e y ∈ h,

isto é,
[g, h] = ⟨[x, y] | x ∈ g, y ∈ h⟩ ⊂ h.

Observação 1.3.9. Todo ideal de g é subálgebra de g, mas nem toda subálgebra, no
entanto, é ideal. Por exemplo, o subespaço de sl2(k) gerado pela matriz(

1 0
0 −1

)
,

é uma subálgebra por ser unidimensional. No entanto, não é um ideal de sl2(C), pois[(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
0 −1

)]
=

(
0 −2
0 0

)
.

Exemplo 1.3.10. sln(k) é um ideal de gln(k). Basta veri�car que [X, Y ] está em
sln(k) para todo X em gln(k) e Y em sln(k). De fato,

tr([X, Y ]) = tr(XY − Y X) = tr(XY )− tr(Y X) = 0.
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Exemplo 1.3.11. O centro de uma Álgebra de Lie g é o conjunto

Z(g) = {z ∈ g | [z, x] = 0,∀x ∈ g}.

Da bilinearidade do colchete, segue que Z(g) é um subespaço vetorial de g. Daí, como
[g, Z(g)] = 0 ∈ Z(g), tem que Z(g) é um ideal de g.

Proposição 1.3.12. Seja g uma Álgebra de Lie. Se h1, h2 são dois ideais de g, então
h1 ∩ h2 é um ideal de g.

Demonstração. Sejam x em g e y em h1 ∩ h2 quaisquer. Como y está em h1, então
[x, y] está em h1, da mesma forma, temos que [x, y] está em h2. Portanto [x, y] está em
h1 ∩ h2

Proposição 1.3.13. Sejam g, h duas Álgebras de Lie, φ : g −→ h um homomor�smo
de Álgebras de Lie e i ⊂ g, j ⊂ h dois subespaços.

(i) Se i é uma subálgebra de g, então φ(i) é uma subálgebra de h.

(ii) Se i é um ideal de g e φ é sobrejetiva, então φ(i) é um ideal de h.

(iii) Se j é uma subálgebra de h, então φ−1(j) é uma subálgebra de g.

(iv) Se j é um ideal de h, então φ−1(j) é um ideal de g.

(v) ker(φ) = {x ∈ g | φ(x) = 0} é um ideal de g.

(vi) im(φ) = {y ∈ h | y = φ(x), para algum x ∈ g} é uma subálgebra de h.

Demonstração. Sejam x, y ∈ i, a, b ∈ φ−1(j), h ∈ h e g ∈ g quaisquer.

(i) Como φ(x), φ(y) em φ(i) e φ é um homomor�smo, tem que [φ(x), φ(y)] =
φ([x, y]). Como i é uma subálgebra, tem que [x, y] está em i. Portanto, [φ(x), φ(y)]
está em φ(i).

(ii) Como φ(y) está em φ(i) e φ é um homomor�smo sobrejetivo, então existe x em
g tal que φ(x) = h em h. Logo [h, φ(y)] = [φ(x), φ(y)] = φ([x, y]). Como [x, y]
está em φ(i), pois i é um ideal, então φ([x, y]) está em φ(i). Portanto φ(i) é um
ideal de h.

(iii) Como j é uma subálgebra de h e φ(a), φ(b) estão em j, então φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)]
está em j. Assim, temos que [a, b] está em φ−1(j). Portanto, φ−1(j) é uma
subálgebra de g.

(iv) Como j é um ideal de h, φ(b) está em j e φ(g) está em h, temos que φ([g, b]) =
[φ(g), φ(b)] está em j. Logo [g, b] está em φ−1(j). Portanto, φ−1(j) é um ideal de
g.

(v) Seja z em ker(φ) qualquer. Tem que

φ([g, z]) = [φ(g), φ(z)] = [φ(g), 0] = 0,

ou seja, [g, z] é um elemento de ker(φ). Portanto, ker(φ) é um ideal de g.
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(vi) Sejam φ(z), φ(w) em im(φ) quaisquer. Então [φ(z), φ(y)] = φ([z, w]), como [z, w]
está em g, tem que [φ(z), φ(y)] é um elemento de im(φ). Portanto im(φ) é uma
subálgebra de h.

De�nição 1.3.14. Seja h um ideal de uma Álgebra de Lie g. O espaço quociente g/h
possui uma estrutura de Álgebra de Lie, onde o colchete é de�nido por

[x+ h, y + h] = [x, y] + h.

Note que o colchete está bem de�nido. De fato, suponha que x, x′, y, y′ estão em g
tais que x+h = x′+h e y+h = y′+h. Como x−x′, y− y′ são elementos em h, tem-se
que

[x′, y′] + h =[x+ (x′ − x), y + (y′ − y)] + h

=[x, y] + [x, y′ − y] + [x′ − x, y] + [x− x′, y′ − y] + h

=[x, y] + h,

pois [x, y′ − y], [x′ − x, y], [x− x′, y′ − y] estão em h, uma vez que h é um ideal.

Teorema 1.3.15 (Teoremas de Isomor�a, [?, Teorema 2.2]). Sejam g e h Álgebras de
Lie.

(i) Se φ : g → h é um homomor�smo de Álgebras de Lie, então

g/ker(φ) ∼= im(φ).

(ii) Se i, j ⊂ g ideais de g, então

(i+ j)/i ∼= j/(i ∩ j).

(iii) Se i, j ideais de g tais que j ⊂ i, então

(g/j)/(i/j) ∼= g/i.

1.4 Álgebras de Lie Simples

Nesta seção, será de�nida uma Álgebra de Lie simples e serão enunciadas algu-
mas propriedades importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Posteriormente,
serão listadas as Álgebras de Lie simples de dimensão �nita.

De�nição 1.4.1. Sejam g uma álgebra de Lie e A,B dois subconjuntos não-vazios de
g. De�ne-se

[A,B] := ⟨[x, y] | x ∈ A, y ∈ B⟩.

A série derivada de g é de�nido pela sequência dos seguintes subespaços de g:

g(0) = g.

g(1) = [g, g] = g′.
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g(2) = [g(1), g(1)].

...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)].

Tais subespaços são chamados as Álgebras derivadas de g.

Observação 1.4.2. As Álgebras derivadas de g são ideais de g. Basta notar que se i, j
são ideais de g, então [i, j] também é um ideal de g. De fato, dados x ∈ g, i ∈ i e j ∈ j,
pela identidade de Jacobi temos que [x, [i, j]] = [[x, i], j] + [i, [x, j]] ∈ [i, j], pois i, j são
ideais de g.

Exemplo 1.4.3.

1. Uma Álgebra de Lie g é abeliana se, e somente se, g′ = 0. De fato, se g é abeliana,
então [x, y] = 0, para todo x, y em g. Portanto, g′ = [g, g] = 0. Reciprocamente,
se g′ = [g, g] = 0, então [x, y] = 0, para todo x, y em g, ou seja, g é abeliana.

2. Seja a Álgebra de Lie g = sl2(k), com base {e, h, f}, onde

e =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
.

Os colchetes entre tais elementos são de�nidos pelo comutador, tal que:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

Se k um corpo com característica diferente de 2, então e, h, f estão em g′ = [g, g],
portanto, g′ = g. Desse modo, g(k) = g, para todo k ≥ 0. Por outro lado, se k é
de característica 2, tem-se que

[h, e] = 2e = 0 = 2f = [h, f ] [e, f ] = h,

logo g′ é o subespaço gerado por h. Assim, g(2) = {0}.

De�nição 1.4.4. Uma Álgebra de Lie g é dita simples se satisfaz as seguintes dos
condições:

(i) Os únicos ideais de g são 0 e g.

(ii) dim(g) ̸= 1.

Exemplo 1.4.5. A Álgebra de Lie sl2(k), do Exemplo ?? item 2. é uma Álgebra sim-
ples. Para veri�car isso, seja z = ae+ bh+ cf , com a, b, c em k. Então, pelas relações
dos elementos da base com o colchete de Lie, tem que

ad(e)(z) = ade(z)

= [e, z]

= [e, ae+ bh+ cf ]

= a[e, e] + b[e, h] + c[e, f ]

= −2be+ ch.
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Além disso,

ad(e)2(z) = ade ◦ ade(z)
= ade(ade(z))

= ade(−2be+ ch)

= [e,−2be+ ch]

= −2b[e, e] + c[e, h]

= −2ce,

ou seja, se z ̸= 0, temos que ad(e)(z) e ad(e)2(z) é múltiplo não-nulo de e. Portanto,
se h ̸= {0} é um ideal não-nulo de sl2(k), então e está em h. Como h = [e, f ] e
f = 1/2[f, h], tem-se que h, f também estão em h e daí h = sl2(k). Portanto sl2(k) é
uma Álgebra de Lie simples.

Corolário 1.4.6. Se g = sl2(k), então g = [g, g] = g′ e Z(g) = {0}.

Demonstração. Pelo exemplo ??, tem-se que g é uma álgebra de Lie simples e, além
disso, g′, Z(g) são ideais de g, então g′ = {0} ou g′ = g e Z(g) = {0} ou Z(g) = g. Como
g é não-abeliana, temos que g′ ̸= {0} e Z(g) ̸= g. Portanto, g′ = g e Z(g) = {0}.

1.4.1 Lista das Álgebras de Lie Simples sobre C
A classi�cação das Álgebras de Lie simples sobre um corpo algebricamente fechado

é realizada por meio dos diagramas de Dynkin, os quais são grafos construídos a partir
de sistemas simples de raízes. Essa classi�cação consiste em uma relação bijetiva que
associa cada classe de equivalência de Álgebras de Lie simples a um único diagrama
e vice-versa. Nesta seção, serão listadas as Álgebras de Lie simples sobre C, seus res-
pectivos diagramas de Dynkin e sua matriz de Cartan associada. A construção desses
diagramas e a demonstração da simplicidade das Álgebras de Lie podem ser encontra-
das em [?, Capítulo 12.] e [?, Capítulo V.19.].

De�nição 1.4.7. Uma matriz de Cartan é uma matriz quadrada n× n com entradas
inteiras aij, denotada por C = (αij)1≤i,j≤n , tal que:

(i) αii = 2.

(ii) αij ≤ 0, i ̸= j.

(iii) αij = 0 se, e somente se, αji = 0.

As Álgebras de Lie clássicas da Seção ?? são representativas das Álgebras de Lie
simples associadas aos diagramas de Dynkin An, Bn, Cn e Dn da seguinte forma:

(i) Tipo An:
Seja n em N, com n ≥ 1. A Álgebra sln+1(C) = {X ∈ gln+1(C) | tr(X) = 0} do
Exemplo ?? é uma Álgebra de Lie simples de dimensão (n+ 1)2 − 1 e tem como
base:

{Eij|i ̸= j} ∪ {Hi := Eii − Ei+1,i+1, (1 ≤ i ≤ n)}.
O diagrama de Dynkin associado a Álgebra de Lie sln+1(C) é um grafo de n
vértices da forma:
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An, (n ≥ 1) : ◦ ◦ · · · ◦ ◦
α1 α2 αn−1 αn

Seja C = (αij), com αij ∈ R, 1 ≥ i, j ≥ n, uma matriz de Cartan associada
aos diagramas de Dynkin, tal que αijαji é o número de linhas que conectam o
vértice αi com o vértice αj. Além disso, se αij > αji, então a aresta entre os
vértices αi e αj tem o símbolo >, com a ponta voltada para o vértice αj. Com
essas convenções a matriz de Cartan contem exatamente a mesma informação do
Diagrama de Dynkin, logo cada um pode ser construido a partir dó outro.

Portanto a matriz de Cartan associada à Álgebra de Lie g = sl2(C) é a seguinte
matriz:

Cg =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 · · · 0
0 −1 2 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2


n×n

(1.2)

(ii) Tipo Bn:
Seja 2 ≤ n em N. Seja a Álgebra so2n+1(C) = {X ∈ gl2n+1|JX t = −XJ} do
Exemplo ?? item (ii), onde

J =

1 0 0
0 0 In
0 In 0

 ,

com In a matriz identidade n × n. A Álgebra so2n+1(C) é uma Álgebra de Lie
simples de dimensão n(2n + 1) e seu diagrama de Dynkin associado é um grafo
de n vértices da forma:

Bn, (n ≥ 2) : ◦ ◦ · · · ◦ ◦
α1 α2 αn−1 αn

>

De forma análoga ao item anterior, tem-se que a matriz de Cartan para g = so2n+1

é dada por:

Cg =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 · · · 0
0 −1 2 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1 2 −2
0 · · · 0 −1 2


n×n

(iii) Tipo Cn:
Seja n em N, com n ≥ 3. Seja a Álgebra de Lie spn(C) = {X ∈ gl2n|JX t = −XJ}
do Exemplo ??, onde

J =

(
0 In

−In 0

)
,
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com In a matriz identidade n × n. A Álgebra spn(C) é uma Álgebra de Lie
simples de dimensão n(2n+ 1) e seu diagrama de Dynkin associado é o grafo de
n vértices, tal que:

Cn, (n ≥ 3) : ◦ ◦ · · · ◦ ◦
α1 α2 αn−1 αn

<

A matriz de Cartan associada à Álgebra g = sp2n(C) é da seguinte forma:

Cg =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 · · · 0
0 −1 2 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1 2 −1
0 · · · 0 −2 2


n×n

.

(iv) Tipo Dn:
Seja 4 ≤ n em N. Seja a Álgebra so2n(C) = {X ∈ gl2n|JX t = −XJ}, onde

J =

(
0 In
In 0

)
,

com In a matriz identidade n × n. A Álgebra so2n(C) é uma Álgebra de Lie
simples de dimensão n(2n − 1) e seu diagrama de Dynkin associado é um grafo
de n vértices da forma:

Dn, (n ≥ 4) : ◦ ◦ · · · ◦
◦

α1 α2 αn−2

αn−1

◦
αn

Logo tem-se que a matriz de Cartan para g = so2n é dada por:

Cg =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1 2 −1 −1
0 · · · 0 −1 2 0
0 · · · 0 −1 0 2


n×n

.

Observação 1.4.8. Toda Álgebra de Lie simples complexa, pode ser associado um
diagrama de Dynkin e uma matriz de Cartan.

1.5 Álgebra Envolvente Universal

Seja k um corpo arbitrário. Para cada Álgebra de Lie g sobre k pode-se associar uma
Álgebra associativa U(g) com unidade 1 ∈ k, chamada Álgebra envolvente universal.
Nesta seção, esta Álgebra será construída a partir da Álgebra tensorial. Além disso,
serão enunciadas algumas propriedades importantes para o desenvolvimento deste tra-
balho e será descrita a Álgebra envolvente universal de sln, principalmente da Álgebra
de Lie sl2.
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1.5.1 Álgebra Tensorial

Sejam R um anel comutativo com unidade, e M um R-módulo. Para cada inteiro
n ≥ 0, o n-ésimo produto tensorial de M é denotado por T nM , onde:

T 0M = R,

T 1M =M,

T 2M =M ⊗RM

...

T nM =M ⊗RM ⊗R · · · ⊗RM︸ ︷︷ ︸
n−parcelas

.

De�nição 1.5.1. A Álgebra tensorial de M é o R-módulo

T (M) =
∞⊕
n=0

T nM,

onde cada elemento de T (M) é uma soma �nita de elementos si, com si ∈ T iM . A
multiplicação interna e a multiplicação escalar são de�nidas nos geradores por:

(x1 ⊗ · · · ⊗ xp) · (xp+1 ⊗ · · · ⊗ xp+q) = x1 ⊗ · · · ⊗ xp ⊗ xp+1 ⊗ · · · ⊗ xp+q

a(x1 ⊗ · · · ⊗ xp) = ax1 ⊗ · · · ⊗ xp

com xi ∈M , a ∈ R e é estendida por linearidade.

Pode-se observar que a multiplicação de�nida em T (M) é associativa e tem como
identidade o elemento unitário de T 0M = R, mas este produto em geral não é comu-
tativo, já que o produto tensorial não é comutativo. Além disso, o produto satisfaz a
seguinte condição:

T pM ⊗ T qM ⊆ T p+qM, com p, q ∈ Z≥0.

Observação 1.5.2. Seja φ :M −→ T (M). Pela de�nição da multiplicação em T (M),
tem-se que

φ(x1) · · ·φ(xn) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn.

Como cada elemento de T (M) é uma soma �nita dos elementos anteriores, tem-se que
T (M) está gerado como R-Álgebra por φ(M) = T 1M .

Proposição 1.5.3. (Propriedade universal da Álgebra tensorial) Sejam M um
R-módulo e A uma R-álgebra associativa com unidade. Para qualquer homomor-
�smo de R-módulos ϕ : M −→ A, existe um único homomor�smo de R-álgebras
γ : T (M) −→ A tal que γ(1) = 1 e γ ◦ i = ϕ, onde i : M ↪→ T (M) é a inclusão,
i.e. o seguinte diagrama comuta

M T (M) =
⊕∞

n=0 T
nM

A

∃!γ

i

ϕ
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1.5.2 Álgebra Envolvente Universal

De�nição 1.5.4. Seja g uma Álgebra de Lie sobre um corpo k. A Álgebra envolvente
universal de g é um par (U, i), onde U é uma Álgebra associativa e i : g → U−,
satisfazendo as seguintes condições:

(i) i é um homomor�smo de Álgebras de Lie entre g e U−.

(ii) Se A é uma Álgebra associativa e f é um homomor�smo de Álgebras de Lie
ϕ : g → A−, então existe um único homomor�smo de Álgebras φ : U → A, tal
que o seguinte diagrama comute.

g U−

A−

∃!φ

i

ϕ

Toda Álgebra de Lie tem uma Álgebra envolvente universal. De fato, para garantir
a existência de U , é necessário a Álgebra tensorial. A seguir será construida a Álgebra
envolvente universal.

Seja T (g) a Álgebra tensorial de uma Álgebra de Lie g, e seja J o ideal bilateral
de T (g) gerado por todos os elementos da forma x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y], com x, y em
g. De�ne-se U(g) := T (g)/J e seja π : T (g) → U(g) a projeção canônica. Note que
J não contém os escalares T 0(g) = k, logo π leva k isomor�camente em U(g). Seja
i : g → U(g) a restrição de π em T 1(g) = g e seja A uma Álgebra associativa com
unidade tal que ϕ : g → A− um homomor�smo de Álgebras de Lie. Pela Propriedade
universal da Álgebra tensorial ??, existe um homomor�smo de Álgebras γ : T (g) → A,
tal que o seguinte diagrama comuta:

g T (g)

A−

∃!γ

i′

ϕ

onde i′ : g → T (g) é a inclusão natural. Como ψ é um homomor�smo de Álgebras de
Lie, tem-se que

γ(x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]) = γ(x)γ(y)− γ(y)γ(x)− γ([x, y])

= ϕ(x)ϕ(y)− ϕ(y)ϕ(x)− ϕ([x, y])

= ϕ([x, y])− ϕ([x, y]) = 0.

Logo J ⊂ ker(γ). Portanto a aplicação φ : U(g) → A tal que φ(x + J) := γ(x) + J ,
está bem de�nida e o seguinte diagrama comuta
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g U(g)

A

ϕ

i

φ

T (g)
π

i′

γ

Portanto U(g) := T (g)/J é uma Álgebra envolvente universal com i : g → U(g) a
inclusão natural.

Um dos resultados mais importantes sobre as Álgebras envolventes é o Teorema de
Poincaré-Birkho�-Witt, que permite construir uma base nesta Álgebra:

Teorema 1.5.5 (Teorema Poincaré-Birkho�-Witt, [?, Corolário C]). Seja g uma Ál-
gebra de Lie sobre um corpo k e seja {xj}j∈I uma base de g, onde I é um conjunto
bem ordenado. Então, o conjunto de elementos na Álgebra envolvente universal:

i(xj1)i(xj2) · · · i(xjn), j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jn, n ∈ Z+,

junto com 1 ∈ k, é uma base de U(g).

1.5.3 Álgebra Envolvente Universal de sl2(C)
Considere a Álgebra associativa R com geradores e,h e f e denote por U(sl2(C)) o

quociente de R módulo o ideal J gerado pelas relações

ef − fe = h, he− eh = 2e, hf − fh = −2f .

A álgebra U(sl2(C)) é chamada de Álgebra envolvente universal de sl2(C). Abusando
da notação, normalmente os elementos de R são identi�cados com suas imagens na
Álgebra de quociente U(sl2).

Lema 1.5.6.

(i) Existe uma única aplicação linear i : sl2(C) −→ U(sl2(C)) satisfazendo

i(e) = e, i(h) = h, i(f) = f .

(ii) A aplicação i é um homomor�smo de Álgebras de Lie.

Demonstração. A a�rmação (i) segue do fato de que {e, h, f} é uma base de sl2(C). A
a�rmação (ii) segue das relações entre os elementos da base {e, h, f} e a de�nição de
U(sl2(C))

Teorema 1.5.7 (Propriedade universal de U(sl2(C)), [?, Teorema 2.1.5]). Seja A uma
Álgebra associativa com unidade e ϕ : sl2(C) −→ A(−) um homomor�smo de Álge-
bras de Lie. Então existe um único homomor�smo φ : U(sl2(C)) −→ A de Álgebras
associativas tal que ϕ = φ ◦ i, isso é tal que o diagrama a seguir comuta:
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sl2(C) U(sl2(C))

A

∃!φ

i

ϕ

Demonstração. Primeiro será provado a existência de φ. Para a Álgebra R com gera-
dores e, f e h tem-se um único homomor�smo ψ : R −→ A de Álgebras associativas
tal que:

ψ(e) = ϕ(e), ψ(f) = ϕ(f), ψ(h) = ϕ(h). (1.3)

Seja π a projeção canônica da seguinte forma π : R −→ U(sl2(C)). Então

ψ(ef − fe) = ψ(e)ψ(f)− ψ(f)ψ(e)

= ϕ(e)ϕ(f)− ϕ(f)ϕ(e)

= [ϕ(e), ϕ(f)]

= ϕ([e, f ]) (ϕ é um homomor�smo de Álgebras de Lie)

= ϕ(h)

= ψ(h).

Portanto ψ(ef − fe − h) = 0. Da forma análoga, temos que ψ(he − eh − 2e) = 0
e ψ(hf − fh + 2f) = 0. Logo o J ⊆ ker(ψ) e, portanto, ψ é fatorado através de
R/ ker(ψ) = U(sl2(C)). Denote por φ o homomor�smo induzido de U(sl2(C)) para A.
Então ϕ = φ ◦ i segue das de�nições. A unicidade de φ decorre da unicidade de ψ e de
como a igualdade ϕ = φ ◦ i força as fórmulas (??).

Proposição 1.5.8 (Unicidade de U(sl2(C)), [?, Proposição 2.1.6]). Seja U ′(sl2(C)) ou-
tra Álgebra associativa tal que existe um homomor�smo ε′ : sl2(C) −→ U ′(sl2(C))(−) de
Álgebras de Lie com a propriedade universal descrita no Teorema ??. Então U ′(sl2(C))
é canonicamente isomorfa a U(sl2(C)).

Teorema 1.5.9 (Teorema de PBW de sl2(C),[?, Teorema 2.2.1]). O conjunto

{eihjfk : i, j, k ∈ N0}

é uma base de U(sl2(C)).

Os monômios da forma eihjfk são geralmente chamados de monômios padrão.
Observe que os monômios padrão também formam uma base da Álgebra polinomial
C[e, h, f ]. Portanto, o Teorema PBW diz que a Álgebra não comutativa U(sl2(C)) é
"do mesmo tamanho"que a Álgebra comutativa C[e, h, f ].

Observação 1.5.10. Seja g uma Álgebra de Lie simples complexa de dimensão n.
Pelo Teorema ??, g é gerada por ei, fi, hi com 1 ≤ i ≤ n, satisfazendo as relações de
Serre. Seja R a Álgebra associativa com gerada por ei, fi,hi, com 1 ≤ i ≤ n e seja J
o ideal gerado pelas relações de Serre sobre ei, fi,hi, dadas no Teorema ??. De forma
análoga da Álgebra de Lie sl2(C), tem-se que a Álgebra envolvente universal de g é a
Álgebra quociente U(g) := R/J .



29

1.5.4 Relações de Serre da Álgebras de Lie Simples

A construção das Álgebras envolventes quantizadas, que será detalhada no Capítulo
3, é realizada a partir das relações de Serre das Álgebras envolventes ordinárias. No
seguinte teorema, mostra-se uma caracterização das Álgebras de Lie complexas simples
e são apresentadas as relações de Serre.

Teorema 1.5.11 ([?, Teorema 6.]). Seja g uma Álgebra de Lie sobre o corpo C e seja
Cg = (αij)1≤i,j≤n a matriz de Cartan associada a g. Se g é gerada por {ei, fi, hi|1 ≤
i ≤ n} tal que a seguintes relações são satisfeitas:

(i) [hi, hj] = 0, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

(ii) [hi, ej] = αijej e [hi, fj] = −αijfj, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

(iii) [ei, fj] = δijhi, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, onde δij é o delta de Kronecker (??).

(iv) ad(ei)1−αij(ej) = 0 e ad(fi)1−αij(fj) = 0, com i ̸= j.

Então g é uma Álgebra de Lie simples de dimensão �nita. (As relações (i)− (iv) são
chamadas de relações de Serre.)

Se g é uma Álgebra de Lie simples complexa, tendo em conta o Teorema ??, pode-se
construir a Álgebra envolvente universal de g de forma análoga a sl2(C), transformando
os colchetes de Lie em comutadores e expandindo as expressões das adjuntas. Portanto
a Álgebra envolvente universal U(g) é uma Álgebra associativa sobre C com geradores
e1, . . . , en, f1, . . . , fn, h1, . . . , hn e as seguintes relações

(i) [hi, hj] = 0, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

(ii) [hi, ej] = αijej e [hi, fj] = −αijfj, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

(iii) [ei, fj] = δijhi, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, onde δij é o delta de Kronecker (??).

(iv) Para todo i ̸= j

1−αij∑
l=0

(−1)l
(
1− αij

l

)
e
1−αij−l
i eje

l
i = 0,

1−αij∑
l=0

(−1)l
(
1− αij

l

)
f
1−αij−l
i fjf

l
i = 0.



Capítulo 2

Álgebras de Hopf

Na literatura clássica os conceitos de Álgebra, coálgebra, biálgebra e Álgebra de
Hopf são de�nidos sobre um corpo k [?, ?, ?]. Porém, esta seção, tem como objetivo
de�nir a estrutura de uma Álgebra de Hopf sobre um anel comutativo R. Para isso,
são introduzidos os conceitos de Álgebra associativa, coálgebra e biálgebra sobre um
anel comutativo R via diagramas e será usado como referência o livro de V. Chari e
A. Pressley [?]. Alem disso, de�nimos a Álgebra de convolução de uma coálgebra para
introduzir o conceito de antípoda e serão apresentados alguns exemplos e propriedades
que nos permitirá mostrar que a álgebra envolvente universal de sl2(C) é uma Álgebra
de Hopf. Para o desenvolvimento deste capítulo, seja R um anel comutativo com
unidade. Nesta secão, salvo menção ao contrário, o produto tensorial e aplicações
lineares serão tomados sobre R.

2.1 Álgebras associativas com Unidade

De�nição 2.1.1. Uma Álgebra sobre um anel comutativo com unidade R é uma terna
(A,m, µ), onde A é um R-módulo e m : A⊗k A→ A, µ : R −→ A são transformações
entre R-módulos, tais que os seguintes diagramas sejam comutativos:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

idA ⊗m

m⊗ idA

m

m R⊗ A A⊗R

A

A⊗ A

m

µ⊗ idA idA ⊗ µ

γl γr

As aplicações m e µ são chamadas multiplicação e unidade de A.

O primeiro diagrama representa a associatividade da multiplicação, ou seja,

m ◦ (idA ⊗m) = m ◦ (m⊗ idA). (2.1)

O segundo diagrama retrata a unidade usual de A, onde aplicações γl : R ⊗ A → A e
γr : A⊗R → A são os isomor�smos canônicos dados por γl(1R⊗a) = (a) e γr(a⊗1R) =
(a), para todo a ∈ A, ou seja,

m ◦ (idA ⊗ µ) = idA = m ◦ (µ⊗ idA). (2.2)

30
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Sejam A e B R-Álgebras e A⊗ B o produto tensorial de A e B sobre R, de�ne-se
a aplicação transposição (ou aplicação twist), da seguinte forma:

τA,B : A⊗B −→ B ⊗ A

a⊗ b −→ b⊗ a,

para todo a em A e para todo b em B, o qual é um isomor�smo de R-Álgebras. Uma
R-Álgebra é dita comutativa se o seguinte diagrama comuta:

A⊗ A

τA,A m

A⊗ A A
m

Observação 2.1.2. Seja (A,m, µ) uma R-Álgebra, será denotado mop := m ◦ τA,A,
logo, uma R-álgebra é dita comutativa se m = mop.

De�nição 2.1.3. Sejam (A,m, µ), (A′,m′, µ′) duas R-Álgebras. Uma aplicação linear
f : A→ A′ é dita mor�smo de R-Álgebras se satisfaz as seguintes condições:

(i) m′ ◦ (f ⊗ f) = f ◦m,

(ii) f ◦ µ = µ′,

equivalentemente, se os seguintes diagramas são comutativos:

A⊗ A
f ⊗ f

m

f

m′

R A
µ

µ′
f

A′ ⊗ A′

A A′ A′

Exemplo 2.1.4.

1. O anel R tem uma estrutura natural de R-Álgebra com a seguinte multiplicação
e unidade:

mR : R⊗R −→ R µR = idR : R −→ R

a⊗ b 7−→ ab, a 7−→ µ(a) := a,

para todo a, b em R.

2. Seja k um corpo. O anel de polinômios k[x] tem estrutura de k-Álgebra com m a
multiplicação usual de polinômios e µ a inclusão dos escalares como polinômios
constantes em k[x], ou seja,

m : k[x]⊗ k[x] −→ k[x] µ : k −→ k[x]
p(x)⊗ q(x) 7−→ p(x)q(x), a 7−→ µ(a) := a,

para todo p(x), q(x) em k[x], a em k e estendendo linearmente.
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3. Sejam (V1,m1, µ1) e (V2,m2, µ2) R-Álgebras, então V1 ⊗ V2 tem estrutura de R-
Álgebra com a seguinte multiplicação e unidade:

mV1⊗V2 : (V1 ⊗ V2)⊗ (V1 ⊗ V2) −→ (V1 ⊗ V2)

v = (v1 ⊗ v2)⊗ (v′1 ⊗ v′2) 7−→ [(m1 ⊗m2) ◦ (idV1 ◦ τV2,V1 ◦ idV2)](v)

µV1⊗V2 : R −→ V1 ⊗ V2

1R 7−→ µ1(1R)⊗ µ2(1R),

para todo v1, v′1 em V1 e v2, v′2 em V2. Note que mV1⊗V2 = m1 ⊗m2, pois

mV1⊗V2(v) = (m1 ⊗m2) ◦ (idV1 ◦ τV2,V1 ◦ idV2)[(v1 ⊗ v2)⊗ (v′1 ⊗ v′2)]

= (m1 ⊗m2)[(v1 ⊗ v′1)⊗ (v2 ⊗ v′2)]

= m1(v1 ⊗ v′1)⊗m2(v2 ⊗ v′2).

Daqui por diante, a multiplicação m e a unidade µ em uma R-álgebra A, serão
de�nidas como m(a ⊗ b) = ab, para todo a, b em A e µ(λ) = 1Aλ, para todo λ em R.
Estas são chamadas, multiplicação e unidade usual de A.

2.2 Coálgebras

Nesta seção, de�nimos o conceito de coálgebra que é essencialmente a noção dual
de uma Álgebra. Está dualização é uma noção categórica, e é obtida revertendo as
�echas nos diagramas correspondentes. Além disso, serão apresentados alguns exemplos
elementares e alguns dos principais resultados sobre suas propriedades.

De�nição 2.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma coálgebra sobre R
(ou uma R-coálgebra) é uma terna (C,∆, ϵ), onde C é um k-módulo, ∆ : C → C ⊗ C
e ϵ : C → R são mor�smos de R-módulos de modo que os seguintes diagramas são
comutativos:

C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

C ⊗ C C

idC ⊗∆

∆⊗ idC

∆

∆ R⊗ C C ⊗R

C

C ⊗ C

∆

ϵ⊗ idC idC ⊗ ϵ

γ′l γ′r

Os mor�smos γ′l : C → R⊗C e γ′r : C → C ⊗R são os isomor�smos canônicos dados
por γ′l(c) = 1R ⊗ c e γ′r(c) = c⊗ 1R, para todo c ∈ C.

A comutatividade do diagrama do lado esquerdo é chamada axioma da coassocia-
tividade, o que pode ser escrito, para todo c em C, como

(∆⊗ idC) ◦∆(c) = (idC ⊗∆) ◦∆(c), (2.3)
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enquanto a comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da counidade, o
que pode ser escrito, para todo c em C, como

(ϵ⊗ idC) ◦∆(c) = c = (idC ⊗ ϵ) ◦∆(c), (2.4)

Uma R-coálgebra é chamada comutativa, se τC,C ◦∆ = ∆, ou seja

C ⊗ C

τC,C

∆

C ⊗ C

C

∆

Observação 2.2.2. Seja (C,∆, ϵ) uma R-coálgebra, será denotado por ∆cop := τC,C◦∆.
Então, uma R-coálgebra é cocomutativa se ∆ = ∆cop.

De�nição 2.2.3. Sejam (C,∆, ϵ) e (C ′,∆′, ϵ′) duas R-coálgebras. Uma aplicação R-
linear é dita mor�smo de R-coálgebras se satisfaz as seguintes dois condições:

(i) (f ⊗ f) ◦∆ = ∆′ ◦ f ,

(ii) ϵ = ϵ′ ◦ f ,

ou seja, f é um mor�smo de R-coálgebras se os seguintes diagramas comutam:

C
∆

f

∆′

f ⊗ f

C C ′f

ϵ ϵ′

C ⊗ C

C ′ kC ′ ⊗ C ′

De aqui em diante, serão usada a seguinte notação dada em [?], chamada a notação
de Sweedler. Sejam (C,∆, ϵ) uma R-coálgebra e c um elemento qualquer em C. Como
∆(c) é um elemento em C ⊗ C, podemos escrever o elemento ∆(c) da seguinte forma

∆(c) =
n∑
i=1

c(i1) ⊗ c(i2). (2.5)

Aplicando agora idC ⊗∆ e ∆⊗ idC no elemento ∆(c), temos por um lado,

(idC ⊗∆)(∆(c)) = (idC ⊗∆)

(
n∑
i=1

(c(i1) ⊗ c(i2))

)

=
n∑
i=1

(idC(c(i1))⊗∆(c(i2)))

=
n∑
i=1

(
c(i1) ⊗

(
m∑
j=1

(
c(i2)(j1) ⊗ c(i2)(j2)

)))
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e por outro,

(∆⊗ idC)(∆(c)) = (∆⊗ idC)

(
n∑
i=1

(c(i1) ⊗ c(i2))

)

=
n∑
i=1

(∆(c(i1))⊗ idC(c(i2)))

=
n∑
i=1

(
k∑
j=1

(
c(i1)(j1) ⊗ c(i1)(j2)

)
⊗ c(i2)

)
.

A coassociatividade de ∆, garante que (idC ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ idC) ◦∆. Assim, tem-se
que

n∑
i=1

(
c(i1) ⊗

(
m∑
j=1

(
c(i2)(j1) ⊗ c(i2)(j2)

)))
=

n∑
i=1

(
k∑
j=1

(
c(i1)(j1) ⊗ c(i1)(j2)

)
⊗ c(i2)

)
.

(2.6)
Por este motivo, para simpli�car as notações, ∆(c) será escrito da seguinte forma

∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2),

onde c(1) e c(2) representam elementos na primeira e segunda entrada do tensor C ⊗C
respectivamente. Logo a igualdade (??) pode-se escrever como∑

(c)(c(2))

c(1) ⊗ c(21) ⊗ c(22) =
∑

(c)(c(1))

c(11) ⊗ c(12) ⊗ c(2). (2.7)

Portanto, temos que a coassociatividade pode-se denotar como

((idC ⊗∆) ◦∆)(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3) = (∆⊗ idC) ◦∆,

e a counidade pode ser escrita, para todo c em C, da seguinte forma:

((ϵ⊗ idc) ◦∆)(c) =
∑
(c)

ϵ(c(1))c(2) = c =
∑
(c)

c(1)ϵ(c(2)) = ((idc ⊗ ϵ) ◦∆)

Exemplo 2.2.4.

1. O anel R, como R-módulo, tem uma estrutura natural de R-coálgebra com a
seguinte comultiplicação e counidade:

∆R : R −→ R⊗R ϵR = idR : R −→ R

a 7−→ ∆(a) := a⊗ 1R, a 7−→ ϵ(a) := a,

para todo a em R.

2. Seja X um conjunto, é denotado por R[X] o R-módulo que tem X como base.
R[X] tem estrutura de R-coálgebra. Seja x em X e de�na:

∆ : R[X] −→ R[X]⊗R[X] ϵ : R[X] −→ R

x 7−→ ∆(x) := x⊗ x, x 7−→ ϵ(x) := 1R.

Basta de�nir ∆ e ϵ nos elementos da base e estender por linearidade.



35

3. O exemplo a seguir pretende ressaltar que um R-módulo não precisa apresentar
uma única estrutura de coálgebra.
Seja R um anel comutativo com unidade e R[x] o anel de polinômios com coe�-
cientes em R. Este é um R-módulo e tem como base {1R, x, x2, x3, . . . }. Basta
de�nir os mor�smos ∆ e ϵ sobre os elementos da base:

3.1. São de�nidos:

∆1 : R[x] −→ R[x]⊗R[x] ϵ1 : R[x] −→ R

xm 7−→ ∆1(x
m) := xm ⊗ xm, xm 7−→ ϵ1(x

m) := 1R,

para todo xm na base de R[x]. ∆1 e ϵ1 dotam a R[x] de estrutura de R-
coálgebra.

3.2. Considere os seguintes mor�smos:

∆2 : R[x] −→ R[x]⊗R[x]

xm 7−→ ∆2(x
m) :=

m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ xm−i,

ϵ2 : R[x] −→ R

xm 7−→ ϵ2(x
m) :=

{
0 se m ̸= 0
1R se m = 0.

Com está comultiplicação e counidade, R[x] tem estrutura de R-coálgebra.
De fato, será veri�cada a comutatividade dos diagramas da de�nição de
coálgebra

* coassociatividade:

((
idR[x] ⊗∆2

)
◦∆2

)
(xm) =

(
idR[x] ⊗∆2

)( m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ xm−i

)

=
m∑
i=0

((
m
i

)
xi ⊗∆2

(
xm−i))

=
m∑
i=0

((
m
i

)
xi ⊗

m−i∑
j=0

(
m− i
j

)
xj ⊗ xm−i−j

)

=
m∑
i=0

m−i∑
j=0

(
m
i

)(
m− i
j

)
xi ⊗ xj ⊗ xm−i−j,

através da mudança de variável r = i+ j, tem-se que:

((
idR[x] ⊗∆2

)
◦∆2

)
(xm) =

m∑
i=0

m∑
r=i

(
m
i

)(
m− i
r − i

)
xi ⊗ xr−i ⊗ xm−r.

Renomeando as variáveis r 7→ i, i 7→ j, tem que:

((
idR[x] ⊗∆2

)
◦∆2

)
(xm) =

m∑
j=0

m∑
i=j

(
m
j

)(
m− j
i− j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i
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=
m∑
i=0

i∑
j=o

(
m
i

)(
i
j

)
xj ⊗ xi−j ⊗ xm−i

=
m∑
i=0

(
m
i

)
∆2

(
xi
)
⊗ xm−i

=
(
∆2 ⊗ idk[x]

)( m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ xm−i

)
=
((
∆2 ⊗ idR[x]

)
◦∆2

)
(xm) .

* Counidade:

((
ϵ2 ⊗ idR[x]

)
◦∆2

)
(xm) =

(
ϵ2 ⊗ idR[x]

)( m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ xm−i

)

=
m∑
i=0

(
m
i

)
ϵ2
(
xi
)
⊗ xm−i

=

(
m
0

)
1R ⊗ xm

= xm.

Por outro lado,

((
idR[x] ⊗ ϵ2

)
◦∆2

)
(xm) =

(
idR[x] ⊗ ϵ2

)( m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ xm−i

)

=
m∑
i=0

(
m
i

)
xi ⊗ ϵ2

(
xm−i)

=

(
m
m

)
xm ⊗ 1R

= xm.

Esta coálgebra é chamada de Coálgebra de Potências Divididas.

4. Sejam (C1,∆1, ϵ1) e (C2,∆2, ϵ2) duas R-coálgebras, então C1 ⊗ C2 tem estrutura
de R-coálgebra com a seguinte comultiplicação e counidade:

∆C1⊗C2 : (C1 ⊗ C2) −→ (C1 ⊗ C2)⊗ (C1 ⊗ C2)

c1 ⊗ c2 7−→ [(idC1 ◦ τC1,C2 ◦ idC2) ◦ (∆1 ⊗∆2)] (c1 ⊗ c2)

ϵC1⊗C2 : C1 ⊗ C2 −→ R

c1 ⊗ c2 7−→ (m ◦ (ϵ1 ⊗ ϵ2))(c1 ⊗ c2) = ϵ1(c1)ϵ2(c2).

Seja U um R-módulo. De�na-se o R-módulo U∗ = HomR(U,R) chamado o dual
de U . Seja (C,∆, ϵ) uma R-coálgebra. Considere as seguintes aplicações transpostas
∆∗ : (C ⊗ C)∗ → C∗ e ϵ∗ : r → C∗, onde ∆∗(f) = f ◦∆ para todo f em (C ⊗ C)∗, e
ϵ∗(1) = Φ ◦ ϵ, com Φ : R ∼= R∗.
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Proposição 2.2.5. Se (C,∆, ϵ) é uma R-coálgebra, então C∗ tem uma estrutura de
R-Álgebra.

Demonstração. Considere o seguinte homomor�smo λ de R-módulos:

λ : HomR(C,R)⊗HomR(C,R) −→ Hom(C ⊗ C,R⊗R)

f ⊗ g 7−→ λ(f ⊗ g) : C ⊗ C −→ R⊗R

c1 ⊗ c2 7−→ f(c2)⊗ g(c1).

(2.8)

A multiplicação e unidade são de�nidas a seguir para C∗:

m : C∗ ⊗ C∗ −→ C∗

f ⊗ g 7−→ m(f ⊗ g) := (∆∗ ◦ λ ◦ τC∗,C∗)(f ⊗ g)

= λ(g ⊗ f) ◦∆,

µ : R ∼= R∗ −→ C∗

a 7−→ µ(a) : C −→ R

c 7−→ aϵ(c).

Vejamos que (C∗,m, µ) é uma R-Álgebra, será provado que as equações (??) e (??)
são satisfeitas.

� Associatividade: Sejam f , g, h elementos de C∗ e c em C.

m ◦ (m⊗ idC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c) = m[m(f ⊗ g)⊗ idC∗(h)](c)

= m[(λ(g ⊗ f) ◦∆)⊗ h](c)

= λ[h⊗ (λ(g ⊗ f) ◦∆)] ◦∆(c)

= λ[h⊗ (λ(g ⊗ f) ◦∆)]

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)


=
∑
(c)

h
(
c(2)
)
⊗ [λ(g ⊗ f) ◦∆]

(
c(1)
)

=
∑
(c)

h
(
c(2)
)
⊗ λ(g ⊗ f)

∑
(c(1))

c(11) ⊗ c(12)


=

∑
(c)(c(1))

h
(
c(2)
)
⊗ g

(
c(12)

)
⊗ f

(
c(11)

)
=

∑
(c)(c(1))

(h⊗ g ⊗ f)
(
c(2) ⊗ c(12) ⊗ c(11)

)

= (h⊗ g ⊗ f)

 ∑
(c)(c(1))

c(2) ⊗ c(12) ⊗ c(11)

 .
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De forma análoga, tem-se que:

m ◦ (idC∗ ⊗m)(f ⊗ g ⊗ h)(c) = (h⊗ g ⊗ f)

 ∑
(c)(c(2))

c(22) ⊗ c(21) ⊗ c(1)

 .

Pela coassociatividade de ∆ (??), tem que

m ◦ (m⊗ idC∗)(f ⊗ g ⊗ h)(c) = m ◦ (idC∗ ⊗m)(f ⊗ g ⊗ h)(c)

� Unidade: Sejam f em C∗, a em R e c em C.

m ◦ (µ⊗ idC∗)(a⊗ f)(c) = m(µ(a)⊗ f)(c)

= [λ(f ⊗ µ(a)) ◦∆](c)

= λ(f ⊗ µ(a))

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)


=
∑
(c)

f
(
c(2)
)
⊗ µ(a)

(
c(1)
)

=
∑
(c)

f
(
c(2)
)
⊗ aϵ

(
c(1)
)

= a
∑
(c)

f
(
c(2)
)
ϵ
(
c(1)
)

= a
∑
(c)

f
(
ϵ
(
c(1)
)
c(2)
)

= af

∑
(c)

ϵ
(
c(1)
)
c(2)

 .

De forma análoga, tem-se que

m ◦ (idC∗ ⊗ µ)(f ⊗ a)(c) = af

∑
(c)

c(1)ϵ
(
c(2)
) .

Pela counidade de C, dada em (??),∑
(c)

ϵ
(
c(1)
)
)c(2) =

∑
(c)

c(1)ϵ
(
c(2)
)
.

Portanto,

m ◦ (µ⊗ idC∗)(a⊗ f)(c) = m ◦ (idC∗ ⊗ µ)(f ⊗ a)(c).
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Observação 2.2.6. Sejam U, V dois R-módulos. A aplicação λ de�nida em (??),
pode-se de�nir sobre U∗, V ∗ da seguinte forma

λ : U∗ ⊗ V ∗ −→ (V, U)∗

f ⊗ g 7−→ λ(f ⊗ g) : V ⊗ U −→ R⊗R

v ⊗ u 7−→ f(v)⊗ g(u),

(2.9)

para todo f ∈ U∗, g ∈ V ∗, u ∈ U e v ∈ V . Note que λ é um isomor�smo de R-módulos
se U, V têm dimensão �nita (ver [?, Corolario II.2.2.]).

O fato de a aplicação λ ser bijetora quando os R-módulos são de dimensão �nita,
permite de�nir uma estrutura de Coálgebra no dual de uma Álgebra de dimensão �nita,
como é demonstrado na seguinte proposição.

Proposição 2.2.7. Seja (A,m, µ) uma R-Álgebra com A um R-módulo de dimensão
�nita, então A∗tem uma estrutura de R-coálgebra.

Demonstração. Como A é um R-módulo de dimensão �nita, pela Observação ??, a
aplicação

λ : A∗ ⊗ A∗ −→ (A⊗ A)∗

é um isomor�smo de R-módulos, portanto, existe λ−1. De�ne-se a seguinte comultipli-
cação e counidade para A∗:

∆ : A∗ −→ A∗ ⊗ A∗

f 7−→ (λ−1 ◦m∗)(f) =
∑
(f)

f(1) ⊗ f(2),

ϵ : A∗ −→ R∗ ∼= R

f 7−→ µ∗(f),

tal que f(xy) =
∑

(f) f1(x)f2(y), para todo x, y ∈ A. Será provado que (A∗,∆, ϵ)
satisfaz as condições (??) e (??) da de�nição de coálgebra.

� Coassociatividade: Sejam f em A∗ e x, y, z em A.

((∆⊗ idV ∗) ◦∆) (f)(x⊗ y ⊗ z) = (∆⊗ idV ∗)

∑
(f)

f(1) ⊗ f(2)

 (x⊗ y ⊗ z)

=
∑
(f)

(
∆
(
f(1)
)
⊗ idV ∗

(
f(2)
))

(x⊗ y ⊗ z)

=
∑
(f)

∑
(f(1))

(
f(11) ⊗ f(12)

)
⊗ f(2)

 (x⊗ y ⊗ z)

=
∑

(f)(f(1))

f(11)(x)⊗ f(12)(y)⊗ f(2)(z).
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De forma análoga, tem-se que

((idV ∗ ⊗∆) ◦∆)(f)(x⊗ y ⊗ z) =
∑

(f)(f(2)))

f(1)(x)⊗ f(21)(y)⊗ f(22)(z).

Aplicando o isomor�smo θ : A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗ −→ (A⊗ A⊗ A)∗ de�nida por θ(f ⊗
g ⊗ h)(x⊗ y ⊗ z) = f(x)g(y)h(z), para todo f, g, h ∈ A∗ e x, y, z ∈ A, então,∑

(f)(f(1))

f(11)(x)⊗ f(12)(y)⊗ f(2)(z) =
∑

(f)(f(1))

f(11)(x)f(12)(y)f(2)(z)

=
∑
(f)

f(1)(xy)f(2)(z)

= f(xyz)

=
∑
(f)

f(1)(x)f(2)(yz)

=
∑

(f)(f(2))

f(1)(x)f(21)(y)f(22)(z)

=
∑

(f)(f(2))

f(1)(x)⊗ f(21)(y)⊗ f(22)(z).

Portanto
(∆⊗ idA∗) ◦∆ = (idA∗ ⊗∆) ◦∆.

(ii) Counidade: Sejam f em A∗ e x, y em A.

[(ϵ⊗ idA∗) ◦∆] (f)(x⊗ y) = (ϵ⊗ idA∗)

∑
(f)

f(1) ⊗ f(2)

 (x⊗ y)

=
∑
(f)

[
ϵ
(
f(1)
)
⊗ idA∗

(
f(2)
)]

(x⊗ y)

=
∑
(f)

[
µ∗ (f(1))⊗ f(2)

]
(x⊗ y)

=
∑
(f)

f(1)(µ(x))⊗ f(2)(y)

De forma análoga,

[(idA∗ ⊗ ϵ) ◦∆] (f)(x⊗ y) =
∑
(f)

f(1)(x)⊗ f(2)(µ(y)),

aplicando o isomor�smo λA∗ ⊗A∗ −→ (A⊗A)∗, de�nido por λ(f ⊗ g)(x⊗ y) =
f(x)g(y), para todo f , g em A∗ e x, y em A, então, tem que∑

(f)

f(1)(µ(x))⊗ f2(y) =
∑
(f)

f(1)(µ(x))f(2)(y) = f(µ(x)y)
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∑
(f)

f(1)(x)⊗ f(2)(µ(y)) =
∑
(f)

f(1)(x)f(2)(µ(y)) = f(xµ(y)).

Como A é umaR-álgebra, pela comutatividade do Diagrama (??), µ(x)y = xµ(y),
e portanto:

(ϵ⊗ idA∗) ◦∆ = (idA∗ ⊗ ϵ) ◦∆.

A seguir será de�nido o conceito de coideal e apresentado o resultado que permite
construir a estrutura quociente do coálgebra.

De�nição 2.2.8. Seja (C,∆, ϵ) é uma R-coálgebra. O subespaço I ⊂ C é chamado
coideal de C se:

∆(I) ⊂ I ⊗ C + C ⊗ I e ϵ(I) = 0

Observação 2.2.9. Seja (C,∆, ϵ) uma R-coálgebra. Se I é um coideal de C, então ∆
induz um homomor�smo ∆ de C/I para

C ⊗ C/(I ⊗ C + C ⊗ I) = C/I ⊗ C/I.

Similarmente, a counidade ϵ induz um homomor�smo ϵ : C/I → R. Logo (C/I,∆, ϵ)
é uma R-coálgebra é chamada R-coálgebra quociente.

2.3 Biálgebras

Nas seções anteriores foram estudados os R-módulos que possuem estrutura de
álgebra associativa com unidade e de Coálgebra. Nesta seção serão estudados os R-
módulos que possuem ambas as estruturas, denominados Biálgebras, que, além de
possuírem estrutura de Álgebra e Coálgebra simultaneamente, estes satisfazem uma
condição de compatibilidade entre eles. Seu estudo é a etapa anterior ao estudo das
Álgebras de Hopf.

Lema 2.3.1. Se (V, µ, η) é uma R-Álgebra e (V,∆, ϵ) é uma R-Coálgebra, então as
seguintes são equivalentes:

(i) m e µ são mor�smos de R-Coálgebras.

(ii) ∆ e ϵ são mor�smos de R-Álgebras.

Demonstração. Sejam m e µ mor�smos de R-coálgebras. Pelo Exemplo ?? item 4.
tem que V ⊗ V é uma R-Coálgebra, onde a comultiplicação e counidades são de�nidas
como ∆V⊗V = (idV ⊗ τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆ ⊗ ∆) e ϵV⊗V = mk ◦ (ϵ ⊗ ϵ), respectivamente.
Como m e µ são mor�smos de coálgebras, pela De�nição ??, tem-se

(m⊗m) ◦ [(idV ⊗ τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗∆)]︸ ︷︷ ︸
∆V ⊗V

= ∆ ◦m; (2.10)

mk ◦ (ϵ⊗ ϵ)︸ ︷︷ ︸
ϵV ⊗V

= ϵ ◦m. (2.11)
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De forma análoga, pelo Exemplo ?? item 1. tem-se que o anel R é uma R-coálgebra
com comultiplicação e counidade ∆R e ϵR respectivamente. Logo

(µ⊗ µ) ◦∆k = ∆ ◦ µ, (2.12)

ϵk = idk = ϵ ◦ µ. (2.13)

Note que de (??) e (??) tem-se que:

∆ ◦m = (m⊗m) ◦ [(idV ⊗ τV,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗∆)]

= [(m⊗m) ◦ (idV ⊗ τV,V ⊗ idV )]︸ ︷︷ ︸
mV ⊗V

◦(∆⊗∆)

∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦∆k︸ ︷︷ ︸
µV ⊗V

ondemV⊗V e µV⊗V é a multiplicação e unidade respetivamente da R-Álgebra V ⊗V ,
apresentada no Exemplo ?? item 3. Pela De�nição ??, ∆ é um mor�smo de R-Álgebras.
Alem disso, de (??) e (??) tem que:

ϵ ◦m = mR ◦ (ϵ⊗ ϵ)

ϵ ◦ µ = idR = µR

com mR e µR a multiplicação e unidade de R como R-Álgebra (Exemplo ?? item 1.).
Portanto ϵ é um mor�smo de R-álgebras. O reciproco é provado de forma semelhante.

De�nição 2.3.2. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma R-Biálgebra é uma
quíntupla (V,m, µ,∆, ϵ), onde:

� (V,m, µ) é uma R-álgebra.

� (V,∆, ϵ) é uma R-coálgebra,

satisfazendo uma das duas condições equivalentes do Lema ??.

Observação 2.3.3. Em geral, quando resultados forem enunciados para biálgebras,
será utilizada a condição de compatibilidade de que ∆, ϵ sejam mor�smos de R-álgebras,
a menos que seja especi�cado o contrário.

A seguir, será de�nido os mor�smos entre R-módulos.

De�nição 2.3.4. Sejam (V, µ, η,∆, ϵ) e (V ′, µ′, η′,∆′, ϵ′) duas R-biálgebras. Uma apli-
cação f : V −→ V ′ é um mor�smo de R-biálgebras se é um mor�smos de R-Álgebras
e de R-Coálgebras.

Exemplo 2.3.5. 1. Se V é um R-módulo de dimensão �nita dotado de uma estru-
tura de R-biálgebra, então V ∗ também é uma R-biálgebra como consequência das
Proposições ?? e ??.

2. Seja (X,µ) um monoide, ou seja, é um par onde:

� X é um conjunto.
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� m : X ⊗ X −→ X é uma operação interna, associativa e com elemento
neutro denotado por e.

O R-módulo R[X] tem estrutura de R-coálgebra com a multiplicação e counidades
de�nidas no Exemplo ?? item 2. Além disso, se consideramos em [X] a multi-
plicação mR[X] obtida estendendo m por linearidade em todo R[X] e a unidade
dada por:

µR[X] : R −→ R[X]

1R 7−→ e,

então (R[X],mR[X], µR[X],∆R[X], ϵR[X]) é uma R-biálgebra.

A seguir, é introduzido o conceito de convolução, que permite fornecer de estrutura
de monoide a Hom(C,A), sendo A uma R-Álgebra e C uma R-Coálgebra.

De�nição 2.3.6. Sejam (A,m, µ) uma R-Álgebra, (C,∆, ϵ) uma R-Coálgebra e f , g
em Hom(C,A). A convolução de f e g é dada pela seguinte composição:

C
∆−−−−→ C ⊗ C

f⊗g−−−−−−→ A⊗ A
m−−−−→ A.

Ou seja, é uma aplicação:

∗ : Hom(C,A)⊗Hom(C,A) −→ Hom(C,A)

f ⊗ g 7−→ f ∗ g := m ◦ (f ⊗ g) ◦∆.

A convolução é denotada por f ∗ g.

Observação 2.3.7. Tendo em conta a notação de Sweedler, dada em (??), temos que
para todo c em C:

(f ⊗ g)(c) = (m ◦ (f ⊗ g) ◦∆)(c) = (m ◦ (f ⊗ g))

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)


= m

∑
(w)

f(c(1))⊗ g(c(2))

 =
∑
(c)

f(c(1))g(c(2)).

Proposição 2.3.8. Se (A,m, µ) é uma R-Álgebra e (C,∆, ϵ) é uma R-Coálgebra, então
(Hom(C,A), ∗) é um monoide com elemento neutro µ ◦ ϵ.

Demonstração. Vejamos primeiro que a operação interna ∗ é associativa, ou seja, que
o seguinte diagrama comuta:

Hom(C,A)⊗Hom(C,A)⊗Hom(C,A) Hom(C,A)⊗Hom(C,A)

Hom(C,A)⊗Hom(C,A) Hom(C,A)

∗ ⊗ id

id⊗ ∗

∗

∗
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Note que, para todo f , g, h em Hom(C,A) e c em C, tem-se que:

(∗ ◦ (∗ ⊗ id))(f ⊗ g ⊗ h)(c) = ((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑
(c)

(f ∗ g)
(
c(1)
)
h
(
c(2)
)

=
∑
(c)

∑
(c(1))

f
(
c(11)

)
g
(
c(12)

)
h
(
c(2)
)
=
∑
(c)

f
(
c(1)
)
g
(
c(2)
)
h
(
c(3)
)

=
∑
(c)

∑
(c(2))

f
(
c(1)
)
g
(
c(21)

)
h (c22) =

∑
(c)

f
(
c(1)
)
(g ∗ h)

(
c(2)
)

= (f ∗ (g ∗ h))(c) = (∗ ◦ (id⊗ ∗))(f ⊗ g ⊗ h)(c).

Por ultimo, veja que µ ◦ ϵ é o neutro para ∗, ou seja, f ∗ (µ ◦ ϵ) = (µ ◦ ϵ) ∗ f = f , para
todo f em Hom(C,A). Note que para todo c em C, tem que:

(f ∗ (µ ◦ ϵ))(c) =
∑
(c)

f
(
c(1)
)
(µ ◦ ϵ)

(
c(2)
)
=
∑
(c)

f
(
c(1)
)
ϵ
(
c(2)
)
=
∑
(c)

f
(
c(1)ϵ

(
c(2)
))

= f

∑
(c)

c1ϵ(c2)

 = f(w) = f

∑
(c)

ϵ
(
c(1)
)
c(2)

 =
∑
(c)

f
(
ϵ
(
c(1)
)
c(2)
)

=
∑
(c)

ϵ
(
c(1)
)
f
(
c(2)
)
=
∑
(c)

(µ ◦ ϵ)
(
c(1)
)
f
(
c(2)
)
= ((µ ◦ ϵ) ∗ f)(c).

2.4 Álgebras de Hopf

Nesta última seção é estudada os R-módulos que são R-biálgebras com uma estru-
tura adicional dada por um antimor�smo de k-álgebras, chamado de antípoda. Estas
R-biálgebras são camadas de R-Álgebras de Hopf.

Seu nome de Álgebras de Hopf surge em homenagem aos estudos realizados por
Heinz Hopf na década de 1940. A de�nição formal da Álgebra de Hopf só apareça
na década de 1960 no trabalho de Pierre Cartier, na teoria dos grupos algébricos com
característica positivas, e por outro lado, no trabalho de Armand Borel, em Topologia
Algébrica. Começaremos esta seção introduzindo a noção de antípoda para então
de�nir o que seria uma Álgebra de Hopf.

De�nição 2.4.1. Seja (V,m, µ,∆, ϵ) uma R-biálgebra. A antípoda é um endomor�smo
S ∈ End(V ), tal que:

S ∗ idV = idV ∗ S = µ ◦ ϵ, (2.14)

ou seja, que o seguinte diagrama comuta
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V ⊗ V V ⊗ V

V

S ⊗ idV

∆

V

m

V ⊗ V

∆

V ⊗ V
idV ⊗ S

R
ϵ µ

m

Observação 2.4.2. Usando a notação de Sweedler (??), a condição de antípoda (??)
pode ser escrita, para todo v em V , da seguinte forma:∑

(v)

S
(
v(1)
)
v(2) = (µ ◦ ϵ)(v) =

∑
(v)

v(1)S
(
v(2)
)
.

Lema 2.4.3. Seja (V,m, µ,∆, ϵ) uma R-Álgebra. No caso que exista uma antípoda
S ∈ End(V ), este é único.

Demonstração. Suponha que existem S1, S2 em End(V ), tal que:

S1 ∗ idV = idV ∗ S1 = µ ◦ ϵ
S2 ∗ idV = idV ∗ S2 = µ ◦ ϵ.

Então

S1 = S1 ∗ (µ ◦ ϵ) = S1 ∗ (idV ∗ S2) = (S1 ∗ idV ) ∗ S2 = (µ ◦ ϵ) ∗ S2 = S2

Exemplo 2.4.4. Considere o anel de polinômios H = R[x] do Exemplo ?? item 2. H
tem estrutura de R-biálgebra dada por ∆(x) = 1⊗x+x⊗ 1 e ϵ(x) = 0. Se S : H → H
é uma antípoda de H, então

0 = ϵ(X) = (idH ⊗ S)∆(x) = (idH ⊗ S)(1⊗ x+ x⊗ 1) = S(x) + xS(1).

Como S(1) = 1, segue que S(x) = −x. Então a aplicação linear S : H → H de�nida
por S(1) = 1 e S(x) = −x é a antípoda de H.

Não toda Álgebra possui uma antípoda, como mostra o próximo exemplo.

Exemplo 2.4.5. Seja H = R[x] o anel de polinômios com estrutura usual de R-
Álgebra e com estrutura de R-Coálgebra dada por ∆(x) = x⊗ x e ϵ(x) = 1, (Exemplo
??, item 3.1). Como H é uma R-biálgebra, pode-se a�rmar que está biálgebra não
possui nenhuma antípoda. De fato, pois se S : H → H é um antípoda, então

1 = ϵ(x) = (idH ⊗ S)∆(x) = xS(x),

o que é impossível, pois o elemento x não possui inverso no anel de polinômios.

A seguir será de�nido as Álgebras de Hopf e os mor�smos entre as mesmas.

De�nição 2.4.6. Uma R-Álgebra de Hopf é uma quíntupla (V,m, µ,∆, ϵ, S) onde:
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� (V,m, µ,∆, ϵ) é uma R-biálgebra,

� S ∈ End(V ) é uma antípoda.

De�nição 2.4.7. Sejam (V1,m1, µ1,∆1, ϵ1, S1) e (V2,m2, µ2,∆2, ϵ2, S2) duas R-Álgebra
de Hopf. Um mor�smo de R-Álgebras de Hopf f : V1 → V2 é um mor�smo de R-
biálgebras que satisfaz a seguinte propriedade:

S2 ◦ f = f ◦ S1.

Lema 2.4.8. Se (V,m, µ,∆, ϵ, S) é uma R-Álgebra de Hopf de dimensão �nita, então
V ∗ tem estrutura de R-Álgebra de Hopf com antípoda S∗.

Demonstração. No Exemplo ?? item 1., mostra que se (V,m, µ,∆, ϵ) é uma R-biálgebra
de dimensão �nita, então V ∗ tem estrutura de R-biálgebra. Note que S∗ satisfaz a
propriedade da de�nição de antípoda (??). Seja f em V ∗ e x em V , então

(S∗ ∗ idV ∗)(f)(x) =

∑
(f)

S∗ (f(1)) f(2)
 (x) =

∑
(f)

∑
(x)

f(1)
(
S
(
x(1)
))
f(2)

(
x(2)
)

= f

∑
(x)

S
(
x(1)
)
x(2)

 = f

∑
(x)

x(1)S
(
x(2)
)

=
∑
(f)

∑
(x)

f(1)
(
x(1)
)
f(2)

(
S
(
x(2)
))

=

∑
(f)

f(1)S
∗ (f(2))

 (x)

= (idV ∗ ∗ S∗)(f)(x).

O seguinte teorema apresenta condições que satisfaz a antípoda S de uma R-Álgebra
de Hopf.

Teorema 2.4.9 ([?, Teorema 2.1.4]). Seja (V,m, µ,∆, ϵ, S) uma R-Álgebra de Hopf.

(i) S(v1v2) = S(v2)S(v1), para todo v1, v2 ∈ V .

(ii) S(1) = 1; especi�camente, S ◦ µ = µ.

(iii) ϵ ◦ S = ϵ.

(iv) τ ◦ (S ⊗ S) ◦∆ = ∆ ◦ S; em outras palavras, para todo v ∈ V , tem-se que

∆ ◦ S(v) =
∑
(v)

S
(
v(2)
)
⊗ S

(
v(1)
)
.

(v) Se V é comutativo ou cocomutativo, então S2 = 1.

Exemplo 2.4.10 (Álgebra envolvente universal). Seja g uma Álgebra de Lie sobre um
corpo k. Sua Álgebra envolvente universal U(g) é uma Álgebra de Hopf.
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Demonstração. Primeiro serão de�nidas as aplicações da estrutura m, µ, ∆, ϵ e S, tais
que (U(g),m, µ,∆, ϵ, S) é uma Álgebra de Hopf.

Lembre que U(g) é de�nida como a Álgebra quociente da Álgebra tensorial T (g)
do espaço vetorial g pelo ideal bilateral I gerado pelos elementos x⊗ y− y⊗ x− [x, y],
onde x e y são elementos de g. As aplicações m e µ são implícitas na de�nição de
Álgebra associativa. Agora serão de�nidos ∆ e ϵ.

Para toda Álgebra de Lie g, tem-se que g⊕ g é uma Álgebra de Lie, com o colchete
de�nido por [(x1, y1), (x2, y2)] = ([x1, x2], [y1, y2]) para todo x1, x2, y1, y2 em g. As
inclusões

i, j : g −→ g⊕ g,

onde i(x) = (x, 0) e j(y) = (0, y), para todo x, y em g, são homomor�smos de Álge-
bras de Lie. Como a álgebra U(g) é também uma Álgebra de Lie, então os seguintes
homomor�smos de Álgebras são induzidos

U(i), U(j) : U(g) −→ U(g⊕ g),

que podem ser combinados em um único homomor�smo de Álgebras ψ, onde

ψ : U(g)⊗ U(g) −→ U(g⊕ g).

O homomor�smo ψ é um isomor�smo de Álgebras. Este isomor�smo e seu inverso são
de�nidos da seguinte forma

ψ(a⊗ b) = (a⊗ 0)(0⊗ b), e ψ−1(a, b) = a⊗ 1 + 1⊗ b,

para todo a, b em U(g). Alem disso, para toda Álgebra de Lie g, temos a aplicação
diagonal

δ : g −→ g⊕ g,

tal que δ(x) := (x, x), para todo x em g. Está aplicação é um homomor�smo de
Álgebras de Lie e induz o seguinte homomor�smo de Álgebras

∆ : U(g)
U(δ)−−−−−−→ U(g⊕ g)

ψ−1

−−−−−−→ U(g)⊗ U(g).

Logo o homomor�smo ∆ é de�nido por

∆(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a,

para todo a em U(g). De fato, para todo a, b em U(g), tem-se que

[∆(a),∆(b)] = ∆(a)∆(b)−∆(b)∆(a)

= (a⊗ 1 + 1⊗ a)(b⊗ 1 + 1⊗ b)− (b⊗ 1 + 1⊗ b)(a⊗ 1 + 1⊗ a)

= (ab− ba)⊗ 1 + 1⊗ (ab− ba)

= [a, b]⊗ 1 + 1⊗ [a, b]

= ∆([a, b]).

Seja ϵ : U(g) −→ k, de�nido por ϵ(a) = 0, para todo a em U(g). Vejamos que ∆
e ϵ satisfazem a Propriedades (??) e (??) respetivamente, da de�nição de Coálgebra.
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Como ∆ e ϵ são homomor�smos de Álgebras, tem-se que ∆(1) = 1 ⊗ 1 e ϵ(1) = 1k.
Seja a em U(g). Então,

((∆⊗ id) ◦∆)(a) = (∆⊗ id)(∆(a)) = (∆⊗ id)(a⊗ 1 + 1⊗ a)

= ∆(a)⊗ 1 + ∆(1)⊗ a = a⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ a⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ a

= a⊗∆(1) + 1⊗ (a⊗ 1 + 1⊗ a) = a⊗∆(1) + 1⊗ (∆(a))

= (id⊗∆)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = (id⊗∆)(∆(a))

= ((id⊗∆) ◦∆)(a).

Além disso, tem-se que

((ϵ⊗ id) ◦∆)(a) = (ϵ⊗ id)(∆(a)) = (ϵ⊗ id)(a⊗ 1 + 1⊗ a)

= ϵ(a)⊗ 1 + ϵ(1)⊗ a = 0⊗ 1 + 1k ⊗ a

= 1k ⊗ a.

De forma análoga,
((id⊗ ϵ) ◦∆)(a) = a⊗ 1k.

Portanto (U(g),m, µ,∆, ϵ) é uma k-Álgebra. Agora, seja S ∈ End(U(g)), tal que

S(a) = −a,

para todo a em U(g). Será provado que S satisfaz a de�nição de antípoda, ou seja, que
satisfaz (??). Note que S é um homomor�smo de Álgebras, logo S(1) = 1. Seja a em
U(g), então

(S ∗ id)(a) = (m ◦ (S ⊗ id) ◦∆)(a) = (m ◦ (S ⊗ id))(∆(a))

= (m ◦ (S ⊗ id))(a⊗ 1 + 1⊗ a) = m(S(a)⊗ 1 + S(1)⊗ a)

= m(−a⊗ 1 + 1⊗ a) = 0 = µ(0) = µ(ϵ(a))

= (µ ◦ ϵ)(a).

De maneira análoga, tem-se que

(id ∗ S)(a) = (µ ◦ ϵ)(a).

Logo S é a antípoda. Portanto (U(g),m, µ,∆, ϵ, S) é uma k-Álgebra de Hopf.

Agora será introduzido o conceito de ações de R-Álgebras de Hopf, para isso será
de�nido o A-módulo, onde A é uma R-Álgebra.

De�nição 2.4.11. Seja A uma R-Álgebra. O R-módulo V é chamado A-módulo à
esquerda, se existe uma aplicação de R-módulos λl : A⊗ V → V , tal que os seguintes
diagramas comutem:

A⊗ A⊗ V A⊗ V

A⊗ V V
λl

λl

m⊗ idV

idA ⊗ λl

A⊗ V

V V
idV

λ

µ⊗ idV

φl

R⊗ V
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A comutatividade dos diagramas acima pode ser escrita respetivamente como segue:

λl ◦ (m⊗ idV ) = λl ◦ (idA ⊗ λl) e λl ◦ (µ⊗ idV ) = idV ◦ φl.

Da mesma forma, o R-módulo V é dito A-módulo à direita se existe uma aplicação de
R-módulos λr : V ⊗ A→ V , tal que os seguintes diagramas comutem:

V ⊗ A⊗ A V ⊗ A

V ⊗ A V
λr

λr

idV ⊗m

λr ⊗ idA

V ⊗ A

V V
idV

λr

idV ⊗ µ

φr

V ⊗R

Da mesma forma, os diagramas podem ser escritos da seguente maneira:

λr ◦ (idV ⊗m) = λr ◦ (λr ⊗ idA) e λr ◦ (idV ⊗ µ) = idV ◦ φr,

onde φl : R ⊗ V → V e φr : V ⊗ R → V são os isomor�smos canônicos dados por
φl(1R ⊗ v) = 1Rv e φr(v ⊗ 1R) = v1R, para todo v ∈ V .

No caso que V seja uma R-Álgebra ou uma R-biálgebra, a estrutura dos módulos
respeita a estrutura adicional de V .

De�nição 2.4.12. Sejam A uma R-Álgebra de Hopf e V uma R-Álgebra. Dizemos
que A age à esquerda de V , ou que V é um A-módulo Álgebra à esquerda, se existir
uma aplicação R-linear · : A⊗ V → V , de�nida por ·(a⊗ v) = a · v, para todo a em A
e v em V , satisfazendo as seguintes condições:

(i) V é um A-módulo à esquerda via ·.

(ii) a · (vw) =
∑

(a)(a(1) · v)(a(2) · w), para todo a em A e v, w em V .

(iii) a · 1V = ϵA(a)1V , para todo a em A.

De maneira análoga podemos de�nir um A-módulo Álgebra à direita.

Exemplo 2.4.13.

1. Sejam A uma Álgebra de Hopf e V uma R-Álgebra qualquer. Então A age à
esquerda sobre V via a aplicação · : A⊗ V → V , de�nida por a · v := ϵ(a)v, para
todo a em A e v em V . Esta ação é chamada de ação trivial.

2. Toda álgebra de Hopf A com antípoda S age sobre si mesma via a ação adjunta
à esquerda, de�nida por

ad : A⊗ A −→A

x⊗ y −→ad(x⊗ y) :=
∑
(x)

x(1)yS(x(2)),

onde ∆(x) :=
∑

(x) x(1) ⊗ x(2), para todo x, y em A. A seguir será provado que a
aplicação ad satisfaz as condições (i),(ii) e (iii) da De�nição ??. De fato, para
todo x, y, z em A e r em R, tem-se que
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(i) A é um A-módulo à esquerda via ad.

ad ◦ (m⊗ idA)(x⊗ y ⊗ z) = ad(m(x⊗ y)⊗ idA(z))

= ad(xy ⊗ z)

=
∑
(xy)

(xy)(1)zS
(
(xy)(2)

)
=
∑
(x)

∑
(y)

x(1)y(1)zS
(
x(2)y(2)

)

=
∑
(x)

x(1)

∑
(y)

y(1)zS
(
y(2)
)S

(
x(2)
)

= ad

x⊗∑
(y)

y(1)zS
(
y(2)
)

= ad(idA(x)⊗ ad(y ⊗ z))

= ad ◦ (idA ⊗ ad)(x⊗ y ⊗ z).

Além disso, tem-se que

ad ◦ (µ⊗ idA)(r ⊗ x) = ad(µ(c)⊗ idA(x))

= ad(r1A ⊗ x)

=
∑
(r)

r(1)xS
(
r(2)
)

=
∑
(r)

r(1)r(2)x

= rx = idA(φl(r ⊗ x))

= idA ◦ φl(r ⊗ x).

(ii)

ad(x⊗ (yz)) =
∑
(x)

x(1)(yz)S
(
x(2)
)

=
∑
(x)

x(1)yz
∑
(x(2))

ϵ
(
S
(
x(21)

))
S
(
x(22)

)
=
∑
(x)

x(1)y
∑
(x(2))

ϵ
(
x(21)

)
zS
(
x(22)

)
=
∑
(x)

x(1)y
∑
(x(2))

∑
(x(21))

S
(
x(211)

)
x(212)zS

(
x(22)

)
=
∑
(x)

∑
(x(1))

x(11)yS
(
x(12)

) ∑
(x(2))

x(21)zS
(
x(22)

)
=
∑
(x)

(ad(x(1) ⊗ y))(ad(x(2) ⊗ z)).
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(iii)

ad(x⊗ 1A) =
∑
(x)

x(1)1AS
(
x(2)
)
=
∑
(x)

x(1)S
(
x(2)
)
1A = ϵ(x)1A.

Portanto uma R-Álgebra de Hopf A com antípoda S é um A-módulo à esquerda
via a aplicação linear ad.

Note que dada uma R-Álgebra de Hopf (A,m, µ,∆, ϵ, S) e considerando a ação
adjunta do exemplo anterior ad : A⊗A→ A de�nida por ad(x⊗y) =

∑
(x) x(1)yS

(
x(2)
)

para todo x, y em A, tem-se que

ad = m ◦ (m⊗ idA) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ S) ◦ (idA ⊗ τ) ◦ (∆⊗ idA). (2.15)

De fato, se x, y em A qualquer, f = m ◦ (m⊗ idA) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ S) e g = (idA ⊗ τ) ◦
(∆⊗ idA), então

f ◦ g(x⊗ y) = f ◦ (idA ⊗ τ) ◦ (∆⊗ idA)(x⊗ y)

= f ◦ (idA ⊗ τ)(∆(x)⊗ idA(y))

= f ◦ (idA ⊗ τ)

∑
(x)

x(1) ⊗ x(2) ⊗ y


= f

∑
(x)

idA
(
x(1)
)
⊗ τ

(
x(2) ⊗ y

)
= m ◦ (m⊗ idA) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ S)

∑
(x)

x(1) ⊗ y ⊗ x(2)


= m ◦ (m⊗ idA)

∑
(x)

idA
(
x(1)
)
⊗ idA(y)⊗ S

(
x(2)
)

= m

∑
(x)

m
(
x(1) ⊗ y

)
⊗ idA

(
S
(
x(2)
))

=
∑
(x)

m
(
x(1)y ⊗ S

(
x(2)
))

=
∑
(x)

x(1)yS
(
x(2)
)

= ad(x⊗ y).



Capítulo 3

Grupos Quânticos

Neste capitulo será de�nido o grupo quântico de uma Álgebra de Lie simples com-
plexa, também chamados como Álgebras de Drinfeld-Jimbo, as quais correspondem à
uma deformação em um parâmetro da Álgebra envolvente universal U(g) da Álgebra de
Lie simples complexa g de dimensão �nita. Para introduzir o conceito de grupo quân-
tico, será considerado o caso da Álgebra de Lie simples sl2(C) e posteriormente será
generalizado para toda Álgebra de Lie simples complexa. Alem disso, será construido
as Álgebras de Lie quânticas Lg a partir dos grupos quânticos.

3.1 Quantização da Álgebra Envolvente Universal para
sl2(C)

Considere a Álgebra complexa CJhK de séries formais complexas em uma indeter-
minada h. Qualquer elemento de CJhK é da forma

f =
∑
n≥0

anh
n

onde (a0, a1, . . . ) é a família de números complexos indexados por o conjunto dos intei-
ros não negativos. Se f ′ =

∑
n≥0 a

′
nh

n é outra série formal de CJhK, temos que a soma
f + f ′ e o produto ff ′ em CJhK, estão de�nidas por:

f + f ′ =
∑
n≥0

(an + a′n)h
n e ff ′ =

∑
n≥0

( ∑
p+r=n

apa
′
r

)
hn. (3.1)

Qualquer polinômio em h pode ser considerado como um elemento de CJhK. Em
particular, o polinômio constante 1 é um elemento de CJhK onde atua como uma
unidade para o produto. Logo, com a soma e o produto de�nidos em (??), tem-se que
CJhK é um anel comutativo com unidade. O seguinte lema é uma caracterização dos
elementos invertíveis em CJhK.

Lema 3.1.1 ([?, Lema XVI.1.1.]). A serie formal f =
∑

n≥0 anh
n é invertível se, e

somente se, a0 ̸= 0 em C.

Em particular, CJhK não é um corpo. Não é possível dividir por um elemento de
CJhK a menos que a série de potências contenha um termo não de ordem h0.

52
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A continuação será apresentado o conceito de q-número, o qual permitirá de�nir as
Álgebra de Drinfeld-Jimbo. Para qualquer número complexo não-zero q, o q-número
JnKq, com n ∈ C, é de�nido da seguinte forma:

JnKq = JnK :=
qn − q−n

q − q−1
,

Note que , limq→1JnKq → n. Pois

lim
q→1

JnKq = lim
q→1

qn − q−n

q − q−1
= lim

q→1

q−n(q2n − 1)

q(q2 − 1)

= lim
q→1

q−n+1(qn − 1)(qn + 1)

(q − 1)(q + 1)

= lim
q→1

q−n+1(q − 1)(qn−1 + qn−2 + · · · q + 1)(qn + 1)

(q − 1)(q + 1)

== lim
q→1

q−n+1(qn−1 + qn−2 + · · · q + 1)(qn + 1)

(q + 1)

=
2n

2
= n

Se r é um inteiro positivo, então de�na-se o q-fatorial JrKq! da seguinte forma:

JrKq = J1KqJ2Kq · · · JrKq, J0Kq! = 1.

Será de�nido a seguir, a Álgebra envolvente universal quântica de Drinfel-Jimbo
para a Álgebra de Lie simples sl2(C).

De�nição 3.1.2. Seja P = C⟨H,E, F ⟩ a Álgebra de polinômios não-comutativos com
três geradores H,E, F e seja I o ideal bilateral de P JhK gerado por:

HE − EH − 2E, HF − FH + 2F e EF − FE − qH − q−H

q − q−1
, (3.2)

onde q = eh, logo qH = ehH . O grupo quântico Uh(sl2(C)) é a álgebra quociente P JhK/I
sobre CJhK.

Observação 3.1.3.

(i) O elemento qH pode-se escrever em termos da função exponencial da seguinte
forma:

qH = ehH =
∑
n≥0

(hH)n

n!
.

(ii) O elemento q− q−1 em CJhK é não invertível em CJhK, pois seu termo constante
é zero (Lema ??). Mas a terceira expressão da De�nição ?? é uma série de
potências formais

∑
n pn(H)hn com certos polinômios pn(H) em C[H], pois

qH − q−H

q − q−1
=
ehH − e−hH

eh − e−h
=
sinh(hH)

sinh(h)
= sinh(hH)csc(h),

onde csc(h) e sinh(hH) são séries de Taylor com entradas em h e H. Portanto
são elementos em P JhK.
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(iii) A De�nição ?? pode-se simpli�car da seguinte forma: A Álgebra envolvente uni-
versal quantizada Uh(sl2(C)) é uma álgebra associativa com unidade sobre CJhK
gerada por três geradores H, E, F e as relações:

HE − EH = 2E, HF − FH = −2F e EF − FE =
qH − q−H

q − q−1
=: JHKq.

(3.3)

(iv) A última relação em (??) implica que em Uh(sl2(C)), se perde a estrutura da
álgebra de Lie de U(sl2(C)). Mas, quando q → 1 ou equivalentemente h → 0,
temos que

EF − FE = JHKq −→ H.

Teorema 3.1.4. A Álgebra Uh(sl2(C)) é uma Álgebra de Hopf em relação à comulti-
plicação ∆h, counidade ϵh e antípoda Sh de�nido por:

∆h : Uh(sl2(C)) −→Uh(sl2(C))⊗CJhK Uh(sl2(C)),

ϵh : Uh(sl2(C)) −→ C[[h]], Sh : Uh(sl2(C)) −→ Uh(sl2(C)).

tais que:

∆h(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H. Sh(H) = −H. ϵh(H) = 0.

∆h(E) = E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E. Sh(E) = −q−1E. ϵh(E) = 0.

∆h(F ) = F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F. Sh(F ) = −qF. ϵh(F ) = 0.

Demonstração. Note que ∆h se estende a um homomor�smo de Álgebras, pois

∆h : Uh(sl2(C)) −→ Uh(sl2(C))⊗CJhK Uh(sl2(C)),

se estende trivialmente a um homomor�smo P JhK → P JhK⊗P JhK. Além disso, tem-se
que

∆h(I) ⊂ P JhK ⊗ I + I ⊗ P JhK,

pois ∆h(H), ∆h(E) e ∆h(F ) estão contidos em P JhK ⊗ I + I ⊗ P JhK. De fato ∆h é
invariante sobre as relações (??), da seguinte forma:

(i)

∆h(HE − EH) = ∆h(H)∆h(E)−∆h(E)∆h(H)

= (H ⊗ 1 + 1⊗H)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)−
− (E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= HE ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗HE − EH ⊗ q−H/2 − qH/2 ⊗ EH

= (HE − EH)⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ (HE − EH)

= 2E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ 2E

= 2∆h(E).
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(ii)

∆h(HF − FH) = ∆h(H)∆h(F )−∆h(F )∆h(H)

= (H ⊗ 1 + 1⊗H)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )−
− (F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= HF ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗HF − FH ⊗ q−H/2 − qH/2 ⊗ FH

= (HF − FH)⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ (HF − FH)

= − 2F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗−2F

= − 2∆h(F ).

(iii)

∆h(EF − FE) = ∆h(E)∆h(F )−∆h(F )∆h(E)

= (E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )−
− (F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= EF ⊗ q−H + EqH/2 ⊗ q−H/2F + qH/2F ⊗ Eq−H/2 + qH ⊗ EF−
− FE ⊗ q−H − FqH/2 ⊗ q−H/2E − qH/2E ⊗ Fq−H/2 − qH ⊗ FE.

veja que, para todo n inteiro positivo, tem-se que

E

(
H

2

)n
=

(
H

2
− 1

)n
E. (3.4)

A relação (??) será provada por indução sobre n. Se n = 1, então

E

(
H

2

)
=
EH

2
=
HE − 2E

2
=

(H − 2)E

2
=

(
H

2
− 1

)
E.

Suponha agora que E(H/2)n−1 = (H/2− 1)n−1E. Logo

E

(
H

2

)n
= E

(
H

2

)(
H

2

)n−1

=

(
H

2
− 1

)
E

(
H

2

)n−1

=

(
H

2
− 1

)(
H

2
− 1

)n−1

E =

(
H

2
− 1

)n
E.

Pela equação (??) e fazendo novamente indução sobre as potências de E, tem-se
que

EqH/2 = E
∑
n≥0

hn(H/2)n

n!
=
∑
n≥0

hnE(H/2)n

n!
=
∑
n≥0

hn(H/2− 1)nE

n!

= qH/2−1E = q−1qH/2E.

Suponha que Em−1qH/2 = q−m+1qH/2Em−1, logo

EmqH/2 = EEm−1qH/2 = q−m+1EqH/2Em−1

= q−m+1q−1EEm−1 = q−mqH/2E.
(3.5)
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De forma análoga, tem-se que

F

(
H

2

)n
=

(
H

2
+ 1

)n
F e FmqH/2 = qmqH/2Fm. (3.6)

Logo, por (??) e (??),

EqH/2 ⊗ q−H/2F − qH/2E ⊗ Fq−H/2 = q−1qH/2E ⊗ Fq−H/2q − qH/2E ⊗ Fq−H/2

= q−1q(qH/2E ⊗ Fq−H/2)− qH/2E ⊗ Fq−H/2

= 0.

qH/2F ⊗ Eq−H/2 − FqH/2 ⊗ q−H/2E = qH/2F ⊗ Eq−H/2 − qqH/2F ⊗ q−1Eq−H/2

= qH/2F ⊗ Eq−H/2 − qq−1(qH/2F ⊗ Eq−H/2)

= 0.

Desta forma, tem-se que

∆h(EF − FE) = EF ⊗ q−H + qH ⊗ EF − FE ⊗ q−H − qH ⊗ FE

= (EF − FE)⊗ q−H + qH ⊗ (EF − FE)

=
qH − q−H

q − q−1
⊗ q−H + qH ⊗ qH − q−H

q − q−1

=
(qH − q−H)⊗ q−H + qH ⊗ (qH − q−H)

q − q−1

=
qH ⊗ q−H − q−H ⊗ q−H + qH ⊗ qH − qH ⊗ q−H

q − q−1

=
qH ⊗ qH − q−H ⊗ q−H

q − q−1

Por ultimo, note que

∆h(q
H) = ∆h(e

hH) =
∑
n≥0

hn(∆h(H))n

n!
=
∑
n≥0

hn

n!
(H ⊗ 1 + 1⊗H)n

=
∑
n≥0

n∑
m≥0

(
n
m

)
hn

n!
(Hm ⊗Hn−m) =

∑
m≥0

∑
k≥0

hm+k

m!k!
(Hm ⊗Hk)

= ehH ⊗ ehH = qH ⊗ qH .

Portanto,

∆(EF − FE) =
∆h(q

H)−∆h(q
−H)

q − q−1

= ∆h

(
qH − q−H

q − q−1

)
= ∆h(JHKq).
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Por outra parte, ϵ é um homomor�smo de Álgebras bem de�nido, já que as igualdades
nas relações se mantêm após a aplicação:

ϵh(HE − EH) = 0 = 2ϵ(E).

ϵh(HF − FH) = 0 = −2ϵ(F ).

ϵh(EF − FE) = 0 =
1− 1

q − q−1
=
ϵh(q

H)− ϵ(q−H)

q − q−1
= ϵh(JHKq).

A terceira igualdade, segue do fato de que

ϵ(qH) =
∞∑
n=0

hnϵ(H)n

n!
=

∞∑
n=0

hn(0)n

n!
= 1.

Veja agora que (Uh(sl2(C),∆h, ϵh) é uma biálgebra. Como ∆h e ϵh são mor�smos de
Álgebras, somente basta provar que ϵh é uma counidade e∆h é coassociativa veri�cando
nos geradores as seguintes igualdades respectivamente:

mh ◦ (ϵh ⊗ idUh
) ◦∆h = idUh

= mh ◦ (idUh
⊗ ϵh) ◦∆h

(∆h ⊗ idUh
) ◦∆h =(idUh

⊗∆h) ◦∆h.

Primeiro será veri�cado que é satisfeita a condição de counidade para E,F,H.

(i)

mh ◦ (ϵh ⊗ idUh
) ◦∆h(E) = mh ◦ (ϵh ⊗ idUh

)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= mh(ϵh(E)⊗ idUh
(q−H/2) + ϵh(q

H/2)⊗ idUh
(E))

= mh(0⊗ q−H/2 + 1⊗ E) = E.

mh ◦ (idUh
⊗ ϵh) ◦∆h(E) = mh ◦ (idUh

⊗ ϵh)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= mh(idUh
(E)⊗ ϵh(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗ ϵh(E))

= mh(E ⊗ 1 + qH/2 ⊗ 0) = E.

(ii)

mh ◦ (ϵh ⊗ idUh
) ◦∆h(F ) = mh ◦ (ϵh ⊗ idUh

)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= mh(ϵh(F )⊗ idUh
(q−H/2) + ϵh(q

H/2)⊗ idUh
(F ))

= mh(0⊗ q−H/2 + 1⊗ F ) = F.

mh ◦ (idUh
⊗ ϵh) ◦∆h(F ) = mh ◦ (idUh

⊗ ϵh)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= mh(idUh
(F )⊗ ϵh(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗ ϵh(F ))

= mh(F ⊗ 1 + qH/2 ⊗ 0) = F.

(iii)

mh ◦ (ϵh ⊗ idUh
) ◦∆h(H) = mh ◦ (ϵh ⊗ idUh

)(H ⊗ 1 + 1⊗H)
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= mh(ϵh(H)⊗ idUh
(1) + ϵh(1)⊗ idUh

(H))

= mh(0⊗ 1 + 1⊗H) = H.

mh ◦ (idUh
⊗ ϵh) ◦∆h(H) = mh ◦ (idUh

⊗ ϵh)(F ⊗ 1 + 1⊗H)

= mh(idUh
(H)⊗ ϵh(1) + idUh

(1)⊗ ϵh(H))

= mh(H ⊗ 1 + 1⊗ 0) = H.

Agora será veri�cada a condição de coassociatividade para E,F,H.

(i)

(∆h ⊗ idUh
) ◦∆h(E) = (∆h ⊗ idUh

)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= ∆h(E)⊗ idUh
(q−H/2) + ∆h(q

H/2)⊗ idUh
(E)

= (E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ qH/2 ⊗ E

= (E ⊗ q−H/2)⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ qH/2 ⊗ E

= E ⊗ (q−H/2 ⊗ q−H/2) + qH/2 ⊗ (E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= idUh
(E)⊗∆h(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗∆h(E)

= (idUh
⊗∆h)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= (idUh
⊗∆h) ◦∆h(E)

(ii)

(∆h ⊗ idUh
) ◦∆h(F ) = (∆h ⊗ idUh

)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= ∆h(F )⊗ idUh
(q−H/2) + ∆h(q

H/2)⊗ idUh
(F )

= (F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ qH/2 ⊗ F

= (F ⊗ q−H/2)⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ qH/2 ⊗ F

= F ⊗ (q−H/2 ⊗ q−H/2) + qH/2 ⊗ (F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= idUh
(F )⊗∆h(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗∆h(F )

= (idUh
⊗∆h)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= (idUh
⊗∆h) ◦∆h(F )

(iii)

(∆h ⊗ idUh
) ◦∆h(H) = (∆h ⊗ idUh

)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= ∆h(H)⊗ idUh
(1) + ∆h(1)⊗ idUh

(H)

= (H ⊗ 1 + 1⊗H)⊗ 1 + (1⊗ 1)⊗H

= (H ⊗ 1)⊗ 1 + 1⊗H ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗H

= H ⊗ (1⊗ 1) + 1⊗ (H ⊗ 1 + 1⊗H)

= idUh
(H)⊗∆h(1) + idUh

(1)⊗∆h(H)

= (idUh
⊗∆h)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= (idUh
⊗∆h) ◦∆h(H)
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Portanto, foi demonstrado que (Uh(sl2(C)),mh, µh, ϵh,∆h) é uma biálgebra. Por ul-
timo, note que (Uh(sl2(C)),mh, µh, ϵh,∆h, Sh) é uma Álgebra de Hopf. Para isso, será
mostrado que Sh ∈ End(Uh(sl2(C))) é um mor�smo de Álgebras e que satisfaz a se-
guinte condição:

mh ◦ (sh ⊗ idUh
) ◦∆h = µh ◦ ϵh = mh ◦ (idUh

⊗ sh) ◦∆h (3.7)

Primeiro será provado que Sh é invariante sobre E,F,H em (??).

(i)

Sh(HE − EH) = Sh(E)Sh(H)− Sh(H)Sh(E) = q−1EH −Hq−1E

= q−1(HE − 2E)−Hq−1E = q−1HE − 2q−1E −Hq−1E

= − 2q−1E + (q−1H −Hq−1)E = −2q−1E = 2Sh(E).

(ii)

Sh(HF − FH) = Sh(F )Sh(H)− Sh(H)Sh(F ) = qFH −HqF

= q(HF + 2F )−HqF = qHF + 2qF −HqF

= 2qF + (qH −Hq)F = 2qF = −2Sh(F ).

(iii) Note que

Sh(q
H) =

∞∑
n=0

hnSh(H)n

n!
=

∞∑
n=0

hn(−H)n

n!
= q−H .

Tendo em conta a relação anterior, temos que

Sh(EF − FE) = Sh(F )Sh(E)− Sh(E)Sh(F ) = (−qF )(−q−1E)− (−q−1E)(−qF )
= qhFq−1E − q−1EqF = FE − EF

=
q−H − qH

q − q−1
=

Sh(q
H)− Sh(q

−H)

q − q−1

= Sh(JHKq).

Por ultimo, será provado que Sh satisfaz a propriedade de antípoda (??) para E,F,H.

(i)

mh ◦ (Sh ⊗ idUh
) ◦∆h(E) = mh ◦ (Sh ⊗ idUh

)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= mh(Sh(E)⊗ idUh
(q−H/2) + Sh(q

H/2)⊗ idUh
(E))

= mh(−q−1E ⊗ q−H/2 + q−H/2 ⊗ E)

= −q−1Eq−H/2 + q−H/2E

= −q−1qq−H/2E + q−H/2E

= 0 = µh ◦ ϵh(E).
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mh ◦ (idUh
⊗ Sh) ◦∆h(E) = mh ◦ (idUh

⊗ Sh)(E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E)

= mh(idUh
(E)⊗ Sh(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗ Sh(E))

= mh(E ⊗ qH/2 + qH/2 ⊗−q−1E)

= EqH/2 − EqH/2

= 0 = µh ◦ ϵh(E).

(ii)

mh ◦ (Sh ⊗ idUh
) ◦∆h(F ) = mh ◦ (Sh ⊗ idUh

)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= mh(Sh(F )⊗ idUh
(q−H/2) + Sh(q

H/2)⊗ idUh
(F ))

= mh(−qF ⊗ q−H/2 + q−H/2 ⊗ F )

= −qFq−H/2 + q−H/2F

= −qFq−H/2 + qFq−H/2

= 0 = µh ◦ ϵh(F ).

mh ◦ (idUh
⊗ Sh) ◦∆h(F ) = mh ◦ (idUh

⊗ Sh)(F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F )

= mh(idUh
(F )⊗ Sh(q

−H/2) + idUh
(qH/2)⊗ Sh(F ))

= mh(F ⊗ qH/2 + qH/2 ⊗−qF )
= FqH/2 − qH/2qF

= FqH/2 − FqH/2

= 0 = µh ◦ ϵh(F ).

(iii)

mh ◦ (Sh ⊗ idUh
) ◦∆h(H) = mh ◦ (Sh ⊗ idUh

)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= mh(Sh(H)⊗ idUh
(1) + Sh(1)⊗ idUh

(H))

= mh(−H ⊗ 1 + 1⊗H)

= −H +H

= 0 = µh ◦ ϵh(H).

mh ◦ (idUh
⊗ Sh) ◦∆h(F ) = mh ◦ (idUh

⊗ Sh)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= mh(idUh
(H)⊗ Sh(1) + idUh

(1)⊗ Sh(H))

= mh(H ⊗ 1 + 1⊗−H)

= H −H

= 0 = µh ◦ ϵh(H).

Portanto foi demonstrado que (Uh(sl2(C)),mh, µh,∆h, ϵh, Sh) é uma Álgebra de Hopf.
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Na teoria de Álgebras de Lie, o Teorema de Poincaré-Birkho�-Witt tem um papel
importante, pois a qualquer base (ordenada) de uma álgebra de Lie associa uma base de
sua Álgebra envolvente universal. O seguinte teorema é um análogo de este resultado
para Uh(sl2(C)).

Teorema 3.1.5 ([?, proposição 6.4.7]). Os monômios F rHsEt, para r, s, t inteiros
não negativos, formam uma base para Uh(sl2(C)).

Como (Uh(sl2(C)),mh, µh,∆h, ϵh, Sh) é uma Álgebra de Hopf com antípoda Sh,
usando a notação de Sweedler (??), é possível de�nir a ação adjunta em Uh(sl2(C)),
do Exemplo ??, da seguinte forma:

ad : Uh(sl2(C))⊗ Uh(sl2(C)) −→ Uh(sl2(C))

x⊗ y −→ ad(x⊗ y) :=
∑
(x)

x(1)ySh(x(2)),

para todo x, y ∈ Uh(sl2(C)), com ∆h(x) =
∑

(x) x(1) ⊗ x(2). A partir de agora, será
denotado adx(y) = ad(x ⊗ y). Portanto, a ação adjunta em Uh(sl2(C)) com relação à
H,E, F é de�nida para todo x ∈ Uh(sl(C)) da seguinte forma:

(i) No caso de H, tem-se que ∆h(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, logo

adH(x) =
∑
(H)

H(1)xSh
(
H(2)

)
= HxSh(1) + 1xSh(H)

= Hx− xH.

(ii) Como ∆h(E) = E ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ E, então

adE(x) =
∑
(E)

E(1)xSh
(
E(2)

)
= ExSh

(
q−H/2

)
+ qH/2xSh(E)

= ExqH/2 + qH/2x(−q−1E)

= ExqH/2 − q−1qH/2xE.

(iii) Por ultimo, note que ∆h(F ) = F ⊗ q−H/2 + qH/2 ⊗ F , portanto

adF (x) =
∑
(F )

F(1)xSh
(
F(2)

)
= FxSh

(
q−H/2

)
+ qH/2xSh(F )

= FxqH/2 + qH/2x(−qF )
= FxqH/2 − qqH/2xF.

Portanto, a ação adjunta para todo x em Uh(sl2(C)) está de�nida pelas seguintes
relações:

adH(x) = Hx− xH.

adE(x) = ExqH/2 − q−1qH/2xE.

adF (x) = FxqH/2 − qqH/2xF.

(3.8)
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3.2 Álgebra de Lie Quântica Lh(sl2)

Uma Álgebra de Lie g é naturalmente contida em sua Álgebra envolvente univer-
sal U(g). Está álgebra de Lie g forma um subespaço vetorial onde o colchete de Lie
é dado pela restrição da ação adjunta de U(g). No caso da Álgebra de Lie sl2(C),
tem-se que é um subespaço da Álgebra associativa U(sl2(C)) gerado por e, f, h e o
colchete de Lie e dado pelo comutador. De forma análoga pode-se encontrar a Álgebra
de Lie quântica L(sl2(C)) a partir da Álgebra envolvente universal quântica Uh(sl2(C)).

No entanto, no caso quântico, o espaço gerado por E,F,H não é fechado com
relação ao comutador, já que EF −FE de�nida em (??) não é um elemento no espaço.
Portanto, será de�nida um subespaço tridimensional de Uh(sl2(C)), tal que seja fechado
baixo a ação adjunta.

De�nição 3.2.1. Seja Lh(sl2) o subespaço tridimensional de Uh(sl2(C)) gerada pelos
elementos:

Eh = q−H/2E, Fh = q−H/2F, Hh = qEF − q−1FE, (3.9)

munido com uma operação chamada colchete de Lie quântico dado por:

[x, y]h := adx(y) (3.10)

para todo x, y em Lh(sl2). O espaço Lh(sl2) é chamado Álgebra de Lie quântica asso-
ciada a sl2.

Note que o colchete de Lie quântico em L(sl2) esta de�nido pela adjunta de Uh(sl2(C)).
Portanto, pelas adjuntas dadas em (??), e utilizando o fato que

EmqH/2 = q−mqH/2E e FmqH/2 = qmqH/2F,

para todo inteiro m, tem-se que o colchete quântico entre um elemento x em L(sl2) e
os elementos da base Eh, Fh e Hh, está de�nido da seguinte forma.

Caso 1. Para Eh, tem-se que:

[Eh, x]h = adEh
(x) = adq−H/2E(x) = adq−H/2 ◦ adE(x).

Note que para todo y em Uh(sl2(C)):

adq−H/2(y) = q−H/2yqH/2,

pois ∆h(q
−H/2) = q−H/2 ⊗ q−H/2 e S

(
q−H/2

)
= qH/2. Portanto:

[Eh, Eh]h = adq−H/2 ◦ adE(Eh)
= adq−H/2 ◦ adE

(
q−H/2E

)
= adq−H/2

(
E(q−H/2E)qH/2 − q−1qH/2(q−H/2E)E

)
= adq−H/2

(
q−1E2 − q−1E2

)
=0.
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[Eh, Fh]h = adq−H/2 ◦ adE(Fh)
= adq−H/2 ◦ adE

(
q−H/2F

)
= adq−H/2

(
E(q−H/2F )qH/2 − q−1qH/2(q−H/2F )E

)
= adq−H/2

(
qEF − q−1FE

)
= q−H/2

(
qEF − q−1FE

)
qH/2

= qEF − q−1FE

= Hh.

[Eh, Hh]h = adq−H/2 ◦ adE(Hh)

= adq−H/2 ◦ adE
(
qEF − q−1FE

)
= adq−H/2 ◦

(
adE (qEF )− adE

(
q−1FE

))
= adq−H/2

(
E(qEF )qH/2 − q−1qH/2(qEF )E

)
−

− adq−H/2

(
E(q−1FE)qH/2 − q−1qH/2(q−1FE)E

)
= adq−H/2

(
qH/2E2F − qH/2EFE

)
−

− adq−H/2

(
q−2qH/2EFE − q−2qH/2FE2

)
= E2FqH/2 − EFEqH/2 − q−2EFEqH/2 + q−2FE2qH/2

= qH/2
(
q−1E2F − q−1EFE − q−3EFE + q−3FE2

)
= qH/2(q−3(FE − EF )E + q−1E(EF − FE))

= qH/2
(
q−3

(
q−H − qH

q − q−1

)
E + q−1E

(
qH − q−H

q − q−1

))
=

(
q−3 − q

q − q−1

)
qH/2q−HE

= − (1 + q−2)q−H/2E

= − (1 + q−2)Eh.

Caso 2. De forma análoga, para Fh tem-se que:

[Fh, Eh]h = adq−H/2 ◦ adF (Eh)
= adq−H/2 ◦ adF

(
q−H/2E

)
= adq−H/2

(
F (q−H/2E)qH/2 − qqH/2(q−H/2E)F

)
= adq−H/2

(
q−1FE − qEF

)
= q−H/2

(
q−1FE−qEF

)
qH/2

= q−1FE − qEF

= −Hh.

[Fh, Fh]h = adq−H/2 ◦ adF (Fh)
= adq−H/2 ◦ adF

(
q−H/2F

)
= adq−H/2

(
F (q−H/2F )qH/2 − qqH/2(q−H/2F )F

)
= adq−H/2

(
qF 2 − qF 2

)
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=0.

[Fh, Hh]h = adq−H/2 ◦ adF (Hh)

= adq−H/2 ◦ adF
(
qEF − q−1FE

)
= adq−H/2 ◦

(
adF (qEF )− adF

(
q−1FE

))
= adq−H/2

(
F (qEF )qH/2 − qqH/2(qEF )F

)
−

− adq−H/2

(
F (q−1FE)qH/2 − qqH/2(q−1FE)F

)
= adq−H/2

(
q2qH/2FEF − q2qH/2EF 2

)
−

− adq−H/2

(
qH/2F 2E − qH/2FEF

)
= q2FEFqH/2 − q2EF 2qH/2 − F 2EqH/2 + FEFqH/2

= qH/2
(
q3FEF − q3EF 2 − qF 2E + qFEF

)
= qH/2(q3(FE − EF )F + qF (EF − FE))

= qH/2
(
q3
(
q−H − qH

q − q−1

)
F + qF

(
qH − q−H

q − q−1

))
=

(
q3 − q−1

q − q−1

)
qH/2q−HF

= (1 + q2)q−H/2F

= (1 + q2)Fh.

Caso 3. Por ultimo, no caso de Hh, tem-se que:

[Hh, Eh]h = adqEF−q−1FE(Eh)

= adqEF (EH)− adq−1FE(Eh)

= q (adE ◦ adF (Eh))− q−1 (adF ◦ adE(Eh))
= q

(
adE

(
q−1FE − qEF

))
− q−1 (adF (0))

= q
(
adE

(
q−1FE

))
− q (adE (qEF ))

= q
(
E(q−1FE)qH/2 − q−1qH/2(q−1FE)E

)
−

− q
(
E(qEF )qH/2 − q−1qH/2(qEF )E

)
= qH/2

(
q−1EFE − q−1FE2 − qE2F + qEFE

)
= qH/2

(
q−1(EF − FE)E + qE(FE − EF )

)
= qH/2

(
q−1

(
qH − q−H

q − q−1

)
E + qE

(
q−H − qH

q − q−1

))
=

(
q3 − q−1

q − q−1

)
qH/2q−HE

= (q2 + 1)Eh.

[Hh, Fh]h = adqEF−q−1FE(Fh)

= adqEF (FH)− adq−1FE(Fh)

= q (adE ◦ adF (Fh))− q−1 (adF ◦ adE(Fh))
= q (adE(0))− q−1

(
adF

(
qEF − q−1FE

))
= q−1

(
adF

(
q−1FE

))
− q−1 (adF (qEF ))
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= q−1
(
F (q−1FE)qH/2 − qqH/2(q−1FE)F

)
−

− q−1
(
F (qEF )qH/2 − qqH/2(qEF )F

)
= qH/2

(
q−1F 2E − q−1FEF − qFEF + qEF 2

)
= qH/2

(
q−1F (FE − EF ) + q(EF − FE)F

)
= qH/2

(
q−1F

(
q−H − qH

q − q−1

)
+ q

(
qH − q−H

q − q−1

)
F

)
=

(
q−3 − q

q − q−1

)
qH/2q−HF

= −(q−2 + 1)Fh.

[Hh, Hh]h = adHh
(Hh) = adHh

(qEF − q−1FE)

= q · adHh
(EF )− q−1 · adHh

(FE)

= q · adHh
(E)adHh

(F )− q−1 · adHh
(F )adHh

(E)

= q(q2 + 1)E(1− q−2)F − q−1(1− q−2)F (q2 + 1)E

= q(q2 − q−2)EF − q−1(q2 − q−2)FE

= (q2 − q−2)(qEF − q−1FE)

= (q2 − q−2)Hh.

Portanto, o colchete de Lie quântico em Lh(sl2) está de�nido como:

[Eh, Fh]h = Hh, [Fh, Eh]h = −Hh,

[Eh, Hh]h = −(1 + q−2)Eh, [Fh, Hh]h = (1 + q2)Fh

[Hh, Eh]h = (q2 + 1)Eh, [Hh, Fh]h = −(q−2 + 1)Fh,

[Eh, Eh]h = [Fh, Fh]h = 0 [Hh, Hh]h = (q2 − q−2)Hh.

(3.11)

Note que a Álgebra de Lie quântica Lh(sl2) não é uma Álgebra de Lie, pois o col-
chete quântico de Lie de�nido por (??) não satisfaz a propriedade da antissimetria e
a propriedade de Jacobi. No entanto, o colchete quântico de Lie satisfaz uma genera-
lização da antissimetria que envolve a operação q 7→ q−1. Alem disso, as constantes
de estrutura de L(sl2) são q-dependentes de tal forma que Lh(sl2) tende a sl2 quando
q = 1.

De�nição 3.2.2. q-conjugação é o automor�smo ∼ C-linear de anéis de�nido da se-
guinte forma:

∼: CJhK −→ CJhK
a 7−→ ã,

onde h̃ = −h.

No mesmo sentido, pode-se de�nir a q-conjugação sobre o grupo quântico Uh(sl2(C)).

De�nição 3.2.3. A q-conjugação sobre um grupo quântico Uh(sl2(C)) é o q-automor�smo
de Álgebras ∼: Lh(sl2) −→ Lh(sl2) que estende a q-conjugação sobre CJhK agindo como
a identidade sobre os geradores E,F e H.
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O automor�smo anterior pode ser estendido a um q-conjugação sobre a Álgebra de
Lie quântica Lh(sl2), da seguinte forma:

∼: Lh(sl2) −→ Lh(sl2)

(aEh + bFh + cHh) 7−→ (aEh + bFh + cHh)
∼ = ãEh + b̃Fh + c̃Hh,

com z̃ = −z, para todo z ∈ CJhK, e q̃ = q−1. Então o colchete de Lie quântico satisfaz:

[x, y]∼h = −[ỹ, x̃] ∀x, y ∈ Lh(sl2). (3.12)

A propriedade (??) é chamada q-antissimetria. De fato, as relações ?? do colchete
de Lie quântico Lh(sl2) satisfaz está propriedade, pois

(i)

[Eh, Fh]
∼
h = H̃h = Hh = −(−Hh) = −[Fh, Eh]h

= −[F̃h, Ẽh]h.

(ii)

[Eh, Hh]
∼
h = (−(1 + q−2)Eh)

∼ = −(1 + ˜q−2)Ẽh = −(q2 + 1)Eh

= −[Hh, Eh]h = −[H̃h, Ẽh]h.

(iii)

[Fh, Hh]
∼
h = ((1 + q2)Fh)

∼ = (1 + q̃2)F̃h = −(−(q−2 + 1)Fh)

= −[Hh, Fh]h = −[H̃h, F̃h]h.

(iv)

[Hh, Hh]
∼
h = ((q2 − q−2)Hh)

∼ = (q̃2 − q̃−2)H̃h = −(q2 − q−2)Hh

= −[Hh, Hh]h = −[H̃h, H̃h]h.

De forma análoga, é obtido que

[Fh, Eh]
∼
h = −[Ẽh, F̃h]h.

[Hh, Eh]
∼
h = −[Ẽh, H̃h]h.

[Hh, Fh]
∼
h = −[F̃h, H̃h]h.

Note que a q-conjugação de q para q−1 é importante, pois permite que o colchete
de Lie quântico seja q-antissimétrico no sentido de (??).
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3.3 Uh(g) e Lh(g) para uma Álgebra de Lie simples
complexa de dimensão �nita

Nas seções anteriores foi possível observar que o grupo quântico Uh(sl2(C)) é uma
deformação da Álgebra envolvente universal U(sl2(C)) como Álgebra de Hopf. Agora,
se g é uma Álgebra de Lie simples sobre C de dimensão �nita, pela seção ??, tem-
se que a Álgebra envolvente universal U(g) é uma Álgebra associativa sobre C com
geradores e1, . . . , en, f1, . . . , fn, h1, . . . , hn e as relações de Serre. Alem disso, na seção
?? foi provado que U(g) é uma Álgebra de Hopf. Portanto, pode-se de�nir a Álgebra
envolvente universal quantizada Uh(g), de maneira similar de Uh(sl2(C)).

De�nição 3.3.1. Seja g uma Álgebra de Lie simples sobre C de dimensão �nita e seja
Cg = (αij)1≤i,j≤n sua matriz de Cartan, como a matriz diagonal D = diag(d1, . . . , dn).
O grupo quântico Uh(g), também chamadas Álgebras de Drinfeld-Jimbo, é uma Álgebra
associativa com unidade sobre CJhK gerada por Ei, Fi, Hi com 1 ≤ i ≤ n e as relações

HiHj −HjHi = 0, HiEj − EjHi = αijEj, HiFj − EjFi = −αijFj, (3.13)

EiFj − FjEi = δij
qHi
i − q−Hi

i

qi − q−1
i

, (3.14)

1−αij∑
k=0

(−1)k
[
1− αij
k

]
qi

Ek
i EjE

1−αij−k
i = 0, i ̸= j, (3.15)

1−αij∑
k=0

(−1)k
[
1− αij
k

]
qi

F k
i FjF

1−αij−k
i = 0, i ̸= j, (3.16)

com qi :=
dih, onde δij é o delta de Kronecker (??), e[

n
mq

]
=

JnKq!
JmKq!Jn−mKq!

,

para todo inteiro não negativo n ≥ m. As igualdades (??) e (??) são chamadas de
relações quânticas de Serre.

De forma análoga a Uh(sl2(C)), de�na-se uma estrutura de Álgebra de Hopf em
Uh(g) da seguinte forma.

Teorema 3.3.2. A Álgebra Uh(g) é uma Álgebra de Hopf com a comultiplicação ∆h,
counidade ϵh e antípoda Sh de�nido por:

∆h : Uh(g) −→Uh(g)⊗CJhK Uh(g),

ϵh : Uh(g) −→ C[[h]], Sh : Uh(g) −→ Uh(g).

tais que:

∆h(Hi) = Hi ⊗ 1 + 1⊗Hi. Sh(Hi) = −Hi. ϵh(Hi) = 0.

∆h(Ei) = Ei ⊗ qHi + 1⊗ Ei. Sh(Ei) = −Eiq−Hi . ϵh(Ei) = 0.

∆h(Fi) = Fi ⊗ 1 + q−Hi ⊗ Fi. Sh(Fi) = −qHiFi. ϵh(Fi) = 0.
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Para demonstrar o Teorema ??, o seguinte lema é necessário

Lema 3.3.3. [?, Lema 6.5.2] Seja q uma indeterminada. Então

(i)

[
n
m

]
q

= q−m
[
n− 1
m

]
q

+ qn−m
[
n− 1
m− 1

]
q

, se n ≥ m ≥ 0.

(ii)
∑n

m=0(−1)m
[
n
m

]
q

q−(n−1)m = 0, se n > 0.

Levando em consideração o lema anterior, o Teorema ?? será provado.

Demonstração Teorema ??. Será provado que ∆h, ϵh e Sh preservam as relações de de-
�nição (??)-(??). No caso das relações (??) e (??), a demonstração é análoga à a prova
do Teorema ??. Portanto, só falta demonstrar que as relações quânticas de Serre (??)
e (??)são invariantes sobre ∆h, ϵh e Sh.

Vejamos primeiro que

1−αij∑
k=0

(−1)k
[
1− αij
k

]
qi

∆h(Ei)
k∆h(Ej)∆h(Ei)

1−αij−k = 0, i ̸= j. (3.17)

Denote por Ki o elemento qhi . Pela equação (??), tem-se que

KiEjK
−1
i = q

αij

i Ej.

Calculemos ∆h(Ei)
r. Pelo Lema ?? item (i) e fazendo indução sobre r, tem-se que

∆h(Ei)
r =

n∑
k=0

q
−k(r−k)
i

[
r
k

]
qi

Ek
i ⊗Kk

i E
r−k
i .

Logo, a parte esquerda de (??) é igual à

1−αij∑
k=0

k∑
t=0

1−αij−k∑
s=0

(−1)kq−t(k−t)−s(1−αij−k−s)
[
1− αij
k

]
qi

[
k
t

]
qi

[
1− αij − k

s

]
qi

(3.18)

×
(
Et
i ⊗Kt

iE
k−t
i

)
(Ej ⊗Kj + 1⊗ Ej)

(
Es
i ⊗Ks

iE
1−αij−k−s
i

)
. (3.19)

A soma anterior será dividida em duas partes. A primeira parte contém somas com Ej
no primeiro fator do produto tensorial e a segunda contém somas com Ej no segundo
fator do produto tensorial. Será provado que ambas as partes são zero. Vamos veri�car
isso com a segunda parte.

Note que as somas com Ej no segundo fator do produto tensorial pode ser escrito
como

1−αij∑
k=0

k∑
t=0

1−αij−k∑
s=0

(−1)kqs(2t+s−k−1)−t(k−t)−
[
1− αij
k

]
qi

[
k
t

]
qi

[
1− αij − k

s

]
qi

× Es+t
i ⊗Ks+t

i Ek−t
i EjE

1−αij−k−s
i .
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Se m = s+ t, p = k − t, então[
1− αij
p+ t

]
qi

[
p+ t
t

]
qi

[
1− αij − p− t

m− t

]
qi

=

[
1− αij −m

p

]
qi

[
1− αij
m

]
qi

[
m
t

]
qi

.

Então

1−αij∑
m=0

1−αij−m∑
p=0

(
m∑
t=0

(−1)t
[
m
t

]
qi

q
−t(m−1)
i

)
(−1)pqm(m−t−1)

[
1− αij −m

p

]
qi

[
1− αij
m

]
qi

× Em
i ⊗Km

i E
p
iEjE

1−αij−m−p
i .

Pelo Lema ?? item (ii), a soma interior sobre t é nula se m > 0, logo a soma dos termos
com m = 0 é igual à

1−αij∑
p=0

[
1− αij
p

]
qi

1⊗ Ep
iEjE

1−αij−p
i .

Pela Relação de Serre (??) da de�nição de Uh(g), tem-se que a soma é zero. A prova
é análoga para as somas com Ej no primeiro fator do produto tensorial. O mesmo
raciocínio é usado para mostrar que as relações de Serre (??) e (??) são invariantes em
ϵh e Sh. Portanto (Uh(g),mh, µh,∆h, ϵh, Sh) é uma Álgebra de Hopf sobre CJhK

Um conceito central na teoria das Álgebras de Lie quânticas é a q-conjugação em
CJhK, tal que h 7→ −h, ou seja, q 7→ q−1 (De�nição ??). Na seção anterior, uma q-
conjugação de Uh(sl2(C)) foi de�nida como um q-automor�smo de Uh(sl2(C)) que pode
ser estendido para uma q-conjugação no CJhK. Portanto, uma q-conjugação pode ser
de�nida para o grupo quântico Uh(g) da seguinte forma.

De�nição 3.3.4. A q-conjugação em Uh(g) é um q-automor�smo ∼: Uh(g) → Uh(g),
que estende a q-conjugação em CJhK agindo como identidade nos geradores Ei, Fi, Hi.

A Álgebra de Lie quântica Lh(sl2) dada na De�nição ?? é o exemplo mais simples
de uma Álgebra de Lie quântica, pois para uma Álgebra de Lie simples g sobre CJhK de
dimensão �nita, diferente de sl2(C), a Álgebra de Lie quântica é de�nida da seguinte
forma.

De�nição 3.3.5. Uma Álgebra de Lie quântica Lh(g) dentro de Uh(g) é um ad-
submódulo indecomponível de dimensão �nita de Uh(g) dotado com o colchete de Lie
quântico [a, b]h = ada(b) tal que

(i) Lh(g) é uma deformação de g, ou seja, Lh(g) = g (mod h).

(ii) Lh(g) é invariante baixo a involução q-Cartan θ̃, a q-antípoda S̃ e qualquer dia-
grama automor�smo τ de Uh(g).

A propriedade (ii) tem um papel importante nas investigações sobre a estrutura
geral das Álgebras de Lie quânticas, em particular, esta condição permite a de�nição
de uma forma de Killing quântica associada a Lh(g). Porém, G. W. Deliusno e A.
Hu�mann mostraram em [?] que dado qualquer módulo que satisfaça todas as propri-
edades da de�nição, exceto a propriedade (ii), pode-se sempre construir a partir dele
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uma Álgebra de Lie quântica Lh(g) que também satisfaça a propriedade (ii). Assim,
este requisito extra não é muito forte e será omitido neste trabalho.[?, ?].

As Álgebras de Lie quânticas não são únicas. No artigo [?], G. W. Delius apresenta
a Álgebra de Lie quântica L′

h(sl2), gerada pelos elementos E ′
h, F

′
h e H

′
h em Uh(sl2(C)),

onde

E ′
h =

√
2

q − q−1
q−H/2E, F ′

h =

√
2

q − q−1
q−H/2F, H ′

h =
2

q − q−1
(qEF − q−1FE).

E as relações dadas pela ação adjuntas, estão de�nidas por:

[E ′
h, F

′
h] = H ′

h, [F ′
h, E

′
h]h = −Hh,

[E ′
h, H

′
h]h = −2q−1E ′

h, [F ′
h, H

′
h]h = 2qF ′

h

[H ′
h, E

′
h]h = 2qE ′

h, [H ′
h, F

′
h]h = −2q−1F ′

h,

[E ′
h, E

′
h]h = [F ′

h, F
′
h]h = 0 [H ′

h, H
′
h]h = 2(q − q−1)H ′

h.

Está Álgebra de Lie quântica, também é fechada sobre o colchete de Lie quântico
e satisfaz a propriedade de q-antissimetria. Porém, em 1996, G. W. Delius e M. D.
Gould conseguiram provar o seguinte teorema.

Teorema 3.3.6 ([?, Teorema 1.]). Dada qualquer Álgebra de Lie simples complexa g
de dimensão �nita, tem-sE que:

(i) Todas as Álgebras de Lie quânticas Lh(g) são isomorfas como Álgebras.

(ii) Todas as Álgebras de Lie quânticas Lh(g) tem produtos de Lie quânticos q-antissimetricos.

Portanto, as dois Álgebras de Lie quânticas Lh(sl2(C)) e L′
h(sl2(C)), são isomorfas

como álgebras.

Neste capitulo foi construído a Álgebra de Lie quântica associada à Álgebra de Lie
sl2(C) a partir da ação adjunta do grupo quântico Uh(sl2(C)). Entretanto, realizar
uma tarefa semelhante para outros grupos quânticos é mais complexo. Atualmente
existe um método geral para construir Álgebras de Lie quânticas usando a R-matriz
universal. Na verdade, este método é usado em diferentes livros clássicos sobre a teoria,
como [?, ?, ?]. No artigo [?] os autores utilizam este método para descrever Lh(g) para
g = sln para todo n. Este método é importante pois mostra que sempre existe uma
Álgebra de Lie quântica para toda Álgebra de Lie g. Além disso, dentro da teoria de
grupos quânticos não existe uma de�nição geral de Álgebra envolvente quantizada, até
agora limitamos o conceito de Álgebra de Lie quântica a Álgebras de Lie g simples e
complexas de dimensão �nita, como o caso das álgebras de Lie g = sl3, sl4, so5, onde
por meio de ferramentas computacionais, como MathLab foi possível determinar a sua
estrutura de Álgebra de Lie quântica.
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