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RESUMO

MELO, Evanjeffson Santos de. MOBILIZACAO DE CONCEITOS DE ANALISE
COMBINATORIA A LUZ DA TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS. 2024. Dissertagio
(Mestrado em Ensino de Ciéncias e Humanidades) — Programa de Pds-Graduacdo em Ensino
de Ciéncias e Humanidades, Universidade Federal do Amazonas, Humaitad/AM.

A Andlise Combinatoria desempenha papel significativo na matemaética e, apesar de repleta de
problemas capazes de motivar os alunos, é considerada uma disciplina complicada, na qual os
alunos tém dificuldades de encontrar o caminho correto para a resolucéo de cada problema. Os
alunos sentem dificuldades em identificar corretamente a contagem de possibilidades em um
problema de combinatoria. Isso pode resultar em respostas incorretas e frustracéo por parte dos
alunos. A Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) pode ser uma estratégia valiosa para 0 ensino
de conceitos de Analise Combinatdria e para o desenvolvimento do Raciocinio Combinatorio
dos alunos. Nesse sentido, 0 uso de Sequéncias Didaticas, embasadas pela TSD, pode ser uma
estratégia eficaz para aprimorar a aprendizagem e superar as dificuldades enfrentadas pelos
estudantes. Definimos a seguinte questdo norteadora: de que maneira as Sequéncias Didaticas
mobilizam conceitos de Andlise Combinat6ria em alunos de curso de licenciatura de ensino
superior? Para isso, temos como objetivo geral o de analisar a mobilizacdo de conceitos de
Anélise Combinatoria por meio de sequéncias didaticas em alunos do ensino superior. N0sso
referencial tedrico fundamenta-se na TSD e o referencial metodoldgico utilizado é a Engenharia
Didatica de Michele Artigue. Tendo uma abordagem qualitativa, o estudo foi conduzido em
uma disciplina de um curso de Licenciatura em Ciéncias: Matematica e Fisica na Universidade
Federal do Amazonas (UFAM), onde foram confrontadas as analises a priori e a posteriori,
além de identificados e descritos niveis de raciocinio combinatério de uma amostra de seis
alunos. Essa abordagem demonstrou ser uma estratégia pedagogica eficaz para a aprendizagem
dos alunos. Observou-se a construcdo colaborativa de conhecimento entre os participantes, bem
como o enriquecimento do pesquisador, que simultaneamente explora objetivos educacionais e
adquire aprendizados através de sua pratica. Durante a aplicacdo da sequéncia didatica, pode-
se observar a mobilizacdo de conceitos de Permutacdo, além de conceitos como Principio
Fundamental da Contagem e Fatorial. Notou-se uma dificuldade comum, que foi a dificuldade
em aplicar corretamente conceitos de permutacdo com repeticdo. A aplicacdo pratica das
sequéncias didaticas provou ser eficaz, pois permitiu aos estudantes, mesmo aqueles com
conhecimentos prévios limitados em Andlise Combinat6ria, alcancar as soluc@es corretas ou
ajustar seus raciocinios apés a intervencdo docente. Além disso, promoveu a socializacdo e o
desenvolvimento colaborativo do raciocinio combinatério, mostrando-se uma estratégia
pedagogica valiosa ndo s6 para o Ensino Superior, mas também com potencial de adaptagédo
para o Ensino Médio.

Palavras-chave: Raciocinio combinatério. Analise Combinatoria. Matematica. TSD.



ABSTRACT

MELO, Evanjeffson Santos de. MOBILIZATION OF CONCEPTS OF COMBINATORY
ANALYSIS IN THE LIGHT OF THE THEORY OF TEACHING SITUATIONS. 2023.
Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias e Humanidades) — Programa de Pos-Graduacao
em Ensino de Ciéncias e Humanidades, Universidade Federal do Amazonas, Humaitd/AM.

Combinatorial Analysis plays a significant role in mathematics and, despite being full of
problems capable of motivating students, it is considered a complicated subject, in which
students have difficulty finding the correct way to solve each problem. Students have difficulty
correctly identifying the count of possibilities in a combinatorics problem. This can result in
incorrect answers and frustration on the part of students. The Theory of Didactic Situations
(TSD) can be a valuable strategy for teaching Combinatorial Analysis concepts and for
developing students’ Combinatorial Reasoning. In this sense, the use of Didactic Sequences,
based on TSD, can be an effective strategy to improve learning and overcome the difficulties
faced by students. We defined the following guiding question: how do Didactic Sequences
mobilize Combinatorial Analysis concepts in higher education undergraduate students? To
achieve this, our general objective is to analyze the mobilization of Combinatorial Analysis
concepts through didactic sequences in higher education students. Our theoretical framework
is based on TSD and the methodological framework used is Michele Artigue's Didactic
Engineering. Taking a qualitative approach, the study was conducted in a discipline of a Science
Degree course: Mathematics and Physics at the Federal University of Amazonas (UFAM),
where a priori and a posteriori analyzes were compared, in addition to identifying and
describing levels of combinatorial reasoning of a sample of six students. This approach has
proven to be an effective pedagogical strategy for student learning. The collaborative
construction of knowledge among the participants was observed, as well as the enrichment of
the researcher, who simultaneously explores educational objectives and acquires learning
through his practice. During the application of the didactic sequence, one can observe the
mobilization of Permutation concepts, in addition to concepts such as the Fundamental
Principle of Counting and Factorial. A common difficulty was noted, which was the difficulty
in correctly applying permutation concepts with repetition. The practical application of the
didactic sequences proved to be effective, as it allowed students, even those with limited prior
knowledge in Combinatorial Analysis, to reach the correct solutions or adjust their reasoning
after the teaching intervention. Furthermore, it promoted the socialization and collaborative
development of combinatorial reasoning, proving to be a valuable pedagogical strategy not only
for Higher Education, but also with potential for adaptation for Secondary Education.
Keywords: Combinatorial reasoning. Combinatorial analysis. Mathematics. TDS.
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1 INTRODUCAO

Iniciei minha graduacdo em 2016, no curso de Licenciatura Plena em Ciéncias:
Matematica e Fisica no Instituto de Salude e Biotecnologia (ISB) da Universidade Federal do
Amazonas (UFAM). Ao longo desse periodo, participei de diversas Atividades Académicas-
Cientifico-Culturais (AACC), como o Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica
(PIBIC), a Residéncia Pedagogica (RP) e monitorias, 0 que me permitiu ter contato direto com
produgdes cientificas e aprofundar meus conhecimentos. Durante minha jornada na graduagéo,
observei que alguns conteddos como os relacionados a Analise Combinatéria eram
frequentemente tratados como um emaranhado de formulas e memorizacdo de procedimentos
mecanicos.

Esse intenso envolvimento com a area da educacdo ndo apenas enriqueceu minha
formacdo académica, mas também despertou em mim um profundo interesse pela pesquisa e
pelo ensino. Motivado por essas experiéncias, decidi continuar meus estudos, buscando
aprimorar continuamente minhas habilidades e contribuir para meu desenvolvimento
educacional. Apds concluir a graduacdo, meu desejo de aprofundar meus conhecimentos e
habilidades resultou em minha aprovagdo, em 2021, no mestrado do Programa de P0s-
Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Humanidades (PPGECH), no Instituto de Educacdo,
Agricultura e Ambiente (IEAA), em Humaitd-AM. Sob a orientac¢do do professor Dr. Marcos
André Braz Vaz, tive a oportunidade de desenvolver pesquisas que integraram ciéncia e
educacao, fortalecendo significativamente minha trajet6ria académica e profissional.

Composto por um corpo docente excepcional, o Programa de P6s-Graduagdo em Ensino
de Ciéncias e Humanidades (PPGECH) conta com especialistas em diversas areas. Esse corpo
docente diversificado e qualificado é um dos pontos fortes do programa, proporcionando aos
alunos uma ampla gama de conhecimentos e experiéncias. Esses professores ndo apenas séo
reconhecidos por suas contribui¢cdes académicas, mas também pela sua atuagdo prética e pela
relevéncia de seus trabalhos no cenario nacional e internacional. A presenca desses
profissionais enriquece o ambiente académico do PPGECH, estimulando a producéo cientifica
e 0 debate académico, além de oferecer oportunidades Unicas de aprendizado para os alunos.

O professor Dr. Marcos André Braz Vaz, especialista em educacdo matematica e
educacdo estatistica, foi fundamental para o aprofundamento das nossas pesquisas. Ele me
apresentou as principais teorias e metodologias que utilizamos em nosso estudo,

proporcionando uma base sélida e abrangente para nossa investigacao.
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Com o embasamento tedrico estabelecido, nossas pesquisas progrediram de maneira
significativa, permitindo uma analise aprofundada e critica dos dados coletados. Agora, na
proxima secdo, iremos apresentar e discutir os resultados obtidos, destacando as implicages e
contribuigcOes da nossa pesquisa para o campo da educacéo.

A analise combinatéria desempenha um papel significativo na matematica escolar e tem
sido frequentemente abordada na literatura de Educacdo Matematica (Navarro; Batanero;
Godino, 1996; Nascimento, 2018; Miotto, 2014; Kapur, 1970; Lopes, 1998; Borba; Rocha;
Azevedo, 2015; Borba, 2002; Batista, 2020; Batanero, 2001, 2005). Desde o século passado até
os dias atuais, pesquisas relacionadas ao ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria tém
se consolidado como um campo de investigacdo importante para lidar com as dificuldades
enfrentadas por alunos e professores.

A anadlise combinatdria é uma ferramenta matematica poderosa que pode ser aplicada
em uma ampla gama de &reas, desde a matematica tedrica até a resolucdo de problemas
cotidianos. Suas origens remontam a construcao e resolucdo de quadrados magicos (Vazques;
Noguti, 2004; Zanon, 2019; Eves, 1997; Boyer, 1974) e jogos de azar (Borba; Rocha; Azevedo,
2015; Zanon, 2019; Eves, 1997; Boyer, 1974), mas ao longo do tempo ela se desenvolveu e
hoje é utilizada em diversas areas, como: planejamento de eventos, design de sistemas digitais,
organizacao de dados, probabilidade e estatistica (Souza, 2018; Souza, 2020), planejamento de
rotas e logistica, codificacdo e criptografia (Vidal, 2019), biologia molecular, economia etc.
(Pessoa; Borba, 2010; Borba; Rocha; Azevedo, 2015). Segundo Morgado et al. (1991), a
Anélise Combinatéria, apesar de repleta de problemas capazes de motivar os alunos, é
considerada uma disciplina complicada, em que os alunos tém dificuldade de encontrar o
caminho correto para a resolucéo de cada problema.

A combinacdo de conceitos matematicos com situacfes do cotidiano pode ser um
desafio para muitos estudantes, especialmente quando se trata de conceitos de combinatoria.
Existem diversas razdes pelas quais os alunos podem enfrentar dificuldades ao aprender sobre
combinatdria, e isso tem sido objeto de estudo e pesquisa na area de Educacdo Matematica.
Como abordado nos estudos de Moro e Soares (2006), Pereira e Curi (2016) e Barbosa e
Oliveira (2018), uma das dificuldades mais comuns ¢ a falta de habilidades em contagem e
raciocinio légico. Os alunos frequentemente tém dificuldade em identificar corretamente a
contagem de possibilidades em um problema de combinato6ria e em aplicar formulas e conceitos
matematicos relevantes, como o Principio Fundamental da Contagem, a formula de permutacao
e a formula de combinacéo. Essa dificuldade pode resultar em respostas incorretas e frustracao

por parte dos alunos.
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Diante disso, estudos sobre novas metodologias para facilitar a aprendizagem sobre
Raciocinio Combinatério contribuem na compreensdo de problemas combinatdrios por parte
dos alunos. A combinatoria é um topico dificil para muitos alunos, e com o intuito de superar
as dificuldades mencionadas é fundamental que os professores adotem uma abordagem clara e
simplificada ao ensinar combinatoria, destacando os conceitos fundamentais e incentivando os
alunos a se envolverem em praticas e resolucdo de uma variedade de problemas. Além disso, a
contextualizacdo da combinatdria com situacGes da vida real e sua conexao com outras areas
da matematica podem desempenhar um papel crucial ao promover uma melhor compreenséao
dos conceitos e sua aplicacdo préatica pelos alunos.

Nesse sentido, as linhas de pesquisa em Educacdo Matematica ajudam a elucidar os
problemas enfrentados ao longo da jornada escolar do estudante. A Teoria das SituacOes
Didaticas - TSD (Brousseau, 1996, 2008), que se constitui numa abordagem referente a Didatica
da Matemética Francesa, € uma estratégia valiosa para o ensino de conceitos de Andlise
Combinatéria e para o desenvolvimento do Raciocinio Combinatorio dos alunos. A TSD se
concentra no estudo do ensino e aprendizagem da matematica, buscando entender como 0s
alunos constroem seus conhecimentos matematicos.

As dificuldades de aprendizagem em Matematica sdo um fendmeno presente em todas
as areas, exemplos sdo: Biologia, Quimica, Engenharias, Geometria, Estatistica, entre outras
(Silva, 2019; Santos, 2020; Souza, 2018, Souza, 2020; Maia, 2021). A incompreensdo das
propriedades basicas da matematica pelos alunos pode criar uma barreira para o0 avango no
aprendizado, prejudicando a compreensdo ndo apenas de conceitos de andlise combinatoria,
mas também de outras areas que envolvem exatas.

Existem varias razdes pelas quais é fundamental estudar Analise Combinatéria (Kapur,
1970; Duro; Becker, 2015; Miotto, 2014; Morgado et al., 1991). Os alunos adquirem
compreensfes sobre problemas de conceitos de combinatéria que sdo influenciadas por
diferentes fontes, incluindo a escola, por meio de problemas envolvendo o produto cartesiano,
e/lou experiéncias fora da sala de aula, abordando permutagdo, arranjo e combinacéo
(Nascimento, 2018).

Uma das principais razoes para as dificuldades dos alunos na aprendizagem de conceitos
matematicos é a falta de conexdo entre o contetdo apresentado em sala de aula e a realidade
dos estudantes (Placha, 2006; Moro; Soares, 2006). Muitos alunos ndo conseguem perceber a
utilidade pratica da matematica em suas vidas cotidianas, o que resulta em desinteresse e

dificuldades na compreensdo dos conceitos (Duarte, 2019). Trocado (2017) diz que, atualmente,
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0 ensino de analise combinatoria na maioria das escolas estad centrado na memorizagdo de
férmulas e na aplicacdo mecénica dessas formulas aos problemas propostos.

Esse metodo resulta em grande desinteresse e desmotivagédo tanto para alunos quanto
para professores, levando a um aprendizado deficiente e superficial sobre o assunto. E
necessario buscar novas abordagens para o ensino da matematica, levando em consideracao a
diversidade cultural e os conhecimentos prévios dos alunos, a fim de tornar o aprendizado mais
significativo e contextualizado. Além disso, é importante valorizar os erros como parte do
processo de aprendizagem e adotar uma abordagem ludica e desafiadora para ensinar a
disciplina, visando potencializar a construgéo de conhecimentos. Como apontado por Luckesi
(1990, p. 133), “A visdo culposa do erro, na pratica escolar, tem conduzido ao uso permanente
do castigo como forma de correcado e de direcdo da aprendizagem, tomando a avaliagdo como
suporte da decisdo. Todavia, uma visdo sadia do erro possibilita sua utilizacdo de forma
construtiva”.

Esta pesquisa é justificada pela necessidade de se repensar o ensino da matematica, visto
gue muitos estudantes encontram dificuldades em compreender os conceitos matematicos,
muitas vezes por conta de um ensino que prioriza a memorizacdo e a repeticdo de
procedimentos mecanicos. E necessario buscar alternativas que permitam aos estudantes
desenvolver um pensamento critico e reflexivo, capaz de relacionar os conceitos matematicos
com o mundo real e de solucionar problemas de forma criativa e autbnoma. Assim, esta
dissertacdo busca contribuir para a formacao inicial de professores que possam oferecer um
ensino mais significativo e contextualizado, que valorize a compreensdo e a construcao de
conceitos pelos estudantes.

O elevado numero de alunos em recuperagdo em matematica é preocupante e afeta nao
sO 0s cursos de exatas, mas também outras areas do conhecimento (Lima et al., 2020). Diante
dessa realidade, é necessério buscar alternativas para melhorar o ensino, especialmente em
contetdos considerados desafiadores, como a Analise Combinatoria. Nesse sentido, o uso de
Sequéncias Didéticas, embasadas pela Teoria das Situa¢Ges Didaticas (TSD) de Guy Brousseau,
pode ser uma estratégia eficaz para aprimorar a aprendizagem e superar as dificuldades
enfrentadas pelos estudantes.

Considerando o contexto exposto, formulou-se a questdo norteadora: "De que maneira
as sequéncias didaticas mobilizam conceitos de Analise Combinatdria em estudantes de cursos
de licenciatura no ensino superior?”. Para isso, temos como objetivo geral o de analisar a
mobilizacao de conceitos de Analise Combinatoria por meio de sequéncias didaticas em alunos

do ensino superior. Para alcancar isso, temos como objetivos especificos: a) Desenvolver
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sequéncias didaticas sobre o conteldo de Analise Combinatéria para estudantes do ensino
superior; b) Identificar os conceitos de Analise Combinatdria mobilizados por meio dessas
sequéncias; ¢) Analisar estratégias e erros no processo de mobilizacdo de conhecimentos de
Anélise Combinatoria nas sequéncias didaticas a luz da TSD. Este enfoque visa aprofundar a
compreensdo da aplicacdo e do impacto das sequéncias didaticas no ensino de conceitos
matematicos complexos em contextos de licenciatura, contribuindo para o aprimoramento das
praticas pedagdgicas no ensino superior.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: seguindo desta introdugdo, séo
apresentados o0s objetivos da pesquisa; no capitulo 3, estdo os levantamentos iniciais da
pesquisa, onde abordam-se aspectos teoricos relevantes para a construcdo do objeto de estudo,
destacando-se uma breve contextualizacao historica da Analise Combinatdria, além de aspectos
de seu ensino, as definicdes da Educacdo Matematica, Sequéncias Didaticas e Didatica da
Matematica. No capitulo 4 sdo abordados os referenciais tedrico-metodoldgicos, onde sdo
apresentados o referencial tedrico, a Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau, e 0
referencial metodologico, com a Engenharia Didatica descrita por Michele Artigue, além dos
Niveis de Raciocinio Combinatorio descritos por Moro e Soares. J& no capitulo 5, intitulado
Construcdo da base experimental, realiza-se uma revisdo bibliografica sobre analise
combinatéria. E ap0s, no capitulo 6, sobre as analises a priori e a posteriori, encontra-se a
descricdo dos participantes e I6cus da pesquisa, 0s encontros e os resultados e as discussoes.

Por fim, apresentam-se as consideracdes finais da pesquisa.
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3 LEVANTAMENTOS INICIAIS DA PESQUISA

Nesta secdo, apresentaremos 0s levantamentos iniciais da pesquisa, que incluem uma
andlise historica da analise combinatoria, a abordagem do ensino, bem como as defini¢des de
educacdo matematica, sequéncia didatica e didatica da matematica.

3.1 Anélise Combinatoria em um contexto histérico

Antes de iniciarmos a discussdo acerca da Analise Combinatoria, é conveniente explorar
0s eventos histdricos associados a essa area da Matematica. A pratica de organizar e contar esta
intrinsecamente ligada ao dia a dia desde as civilizacBes antigas. Embora existam escassos
registros detalhando os métodos de contagem utilizados, é possivel compreender seu dominio
por meio das aplicagdes conhecidas.

A matemaética desempenha um papel fundamental e indispensavel em nossas vidas, com
uma longa historia de aplicacdo em diversas areas e contribuicGes significativas. Uma
percepcao historica da matematica proporciona uma base solida para explorar e compreender
seus principios, teorias e aplicacdes, permitindo uma abordagem mais completa e enriquecedora
no processo de ensino e aprendizagem (D’Ambrésio, 1996). Para Lopes (1998) a matematica
enfrenta atuais desafios, como o de ensinar ndo apenas o dominio dos numeros e das operacdes
de forma mecénica, mas também ler, interpretar e refletir criticamente os fatos, fazendo com
que o aluno realize inferéncias sobre incertezas e acontecimentos.

Historicamente, a matematica esteve intimamente relacionada aos avangos em areas
como a engenharia, a medicina, as telecomunicagdes e a educacdo. Em seu livro “Educacao
Matematica”, D’Ambrosio (1996) salienta que:

Ter uma ideia, embora imprecisa e incompleta, sobre por que e quando se resolveu
levar o ensino da matematica a importancia que tem hoje séo elementos fundamentais

para se fazer qualquer proposta de inovagdo em educacdo matemaética e educacdo em
geral. (D’Ambrdsio, 1996, p. 29).

Os registros mais antigos do uso da combinatoria sdo atribuidos aos chineses ha quatro
milénios atras. Claramente, o que essa civilizacdo contribuiu para o campo da Analise
Combinatoria ndo corresponde exatamente a teoria como entendida hoje. No entanto, ja
revelava uma capacidade notavel de organizar e contar quantidades, um aspecto que fica claro

nos Quadrados Magicos contidos no I-King (ou I Ching), como mostra Eves (1997, p. 268):
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Um dos classicos matematicos chineses mais antigos é o I-King ou Livro das
Permutagdes. Nele aparece um diagrama numérico conhecido como Lo-Shu, [...].
Trata-se do exemplo conhecido mais antigo de quadrado méagico; conta uma lenda que
o0 primeiro a vé-lo foi o imperador Yu, por volta de 2.200 a.C., decorando a carapaga
de uma tartaruga divina que lhe apareceu as margens do rio Amarelo. [...] ¢ um arranjo
quadrado de numerais expressos por nds em cordas; nos pretos para nimeros pares e
brancos para ndmeros impares.

Caminhando em diferentes diregdes e acumulando distintos conhecimentos, grupos de
individuos compartilhando uma mesma modalidade foram se estruturando em sociedades e
dando origem a grandes civilizagdes. Dentre as diversas civilizagdes, algumas merecem
destaque, por exemplo, as que floresceram nos altiplanos do México e nos Andes, Astecas,
Maias e Incas, nas planicies da América do Norte e na Amazonia, na Africa subequatorial, nos
vales do Indus, do Ganges e do Yang-Tse, e na bacia do Mediterraneo. As civilizagdes situadas
ao redor da bacia do Mediterraneo, incluindo Egito, Babil6nia, Judéia, Grécia e Roma, sdo de
particular interesse devido a suas contribuicdes significativas. Para D’ Ambrosio (1996, p. 34):

A civilizacdo egipcia floresceu com base de sustentacdo na agricultura nas margens
do Nilo, que se fertilizavam periodicamente. A sociedade egipcia, organizada em
torno desse recurso, estava subordinada a uma ordem hierarquica encabecada por um
farad legitimado por divindades identificadas como os astros, obviamente associadas

a regularidade do Nilo. A distribuicdo de recursos e a reparticdo das terras férteis
deram origem a formas muito especiais de matematica.

A matematica, assim como 0$ conhecimentos egipcios, chegou até o periodo
contemporaneo por meio dos escritos em papiros e hieroglifos, dentre 0os mais conhecidos estdo
0 Papiro de Rhind, no Museu Britanico, e o Papiro de Moscou. O Papiro de Rhind (ou Ahmes)
é um dos mais antigos escritos de matematica e, originalmente, € uma obra do escriba Ahmes.
De acordo com Eves (1997, p. 69):

1650 a.C. essa é a data aproximada do papiro Rhind (ou Ahmes), um texto matematico
na forma de manual pratico que contém 85 problemas copiados em escrita hieratica
pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo. O papiro foi adquirido no Egito pelo
egiptologo escocés A. Henry Rhind, sendo mais tarde comprado pelo Museu

Britanico. [...]. O papiro Rhind foi publicado em 1927. Tem cerca de 18 pés de
comprimento por cerca de 13 polegadas de altura.

Atualmente, o Papiro de Rhind estd disponivel para visualizacdo publica no site do
Museu Britanico e sua traducao contribuiu para compreender o desenvolvimento da matematica
na civilizagdo egipcia. Dentre os 85 problemas, existe um que esta relacionado a contagem: o
Problema 79, o qual foi enunciado por Boyer (1974, p. 12):

Assim o Problema 79 cita apenas “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de
trigo, 16807 hectares”. E presumivel que o escriba estava tratando de um, talvez bem
conhecido, em que em cada uma das sete casas havia sete gatos, cada um deles come

sete ratos, cada dos quais havia comido sete espigas, cada uma delas teria produzido
sete medidas de grdo. O problema evidentemente ndo pedia uma resposta pratica, que



17

seria a quantidade de grdo poupadas, mas a ndo-pratica soma dos nimeros de casas,
gatos, ratos, espigas e medidas de gréo.

Historiadores associam o Problema 79 do Papiro de Rhind aos problemas enunciados
ainda na Idade Média pelo matematico Leonardo Fibonacci (1.170 - 1.250), descrito por Eves
(1997, p. 76):

[...] ele viu no problema um precursor de um popular problema da Idade Média e que
figura no Liber Abaci (1202) de Leonardo Fibonacci. Dentre os muitos problemas
dessa obra ha o seguinte: “Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora
tem sete mulos; cada mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete pdes; com
cada pdo ha sete facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre mulheres, mulos, sacos,
pées, facas e bainhas, quantos estdo na estrada de Roma?”.

Portanto, observa-se que a solugéo tanto do problema mencionado no Papiro de Rhind
quanto do problema enunciado por Fibonacci exige o uso repetido da multiplicacéo, seguida
pela adicdo. Isso indica que ambos o0s problemas estavam relacionados com o Principio
Fundamental da Contagem.

As antigas civilizagbes conhecidas como Caldeus, Assirios e Fenicios floresceram na
regido denominada Mesopotamia, entre os rios Tigres e Eufrates. Baseavam-se no pastoreio,
cuja atividade levou-os a aritmética, & contagem e calculos astronémicos. Emigrantes do Norte
desenvolveram, na margem superior do Mediterraneo, a importante civilizacdo dos gregos. Eles
se dedicavam a uma matematica pratica, similar a dos egipcios, enquanto simultaneamente
cultivavam o desenvolvimento de um raciocinio abstrato. Assim, inicia-se 0 surgimento das
ciéncias, da filosofia e da matemaética abstrata (D’ Ambrosio, 1996).

A Tales de Mileto (625-547 a.C.) e Pitagoras de Samos (560-480 a.C.) sdo atribuidos
0s primeiros progressos da matematica grega. E relevante mencionar os trés maiores filésofos
da antiguidade Grega: Socrates, Platdo e Aristoteles, que viveram no século IV a.C., quando
Matematica e Filosofia representavam uma mesma linha de pensamento. Platdo fazia distingdo
entre uma matematica préatica, essencial para comerciantes e artesdos, mas considerada
insuficiente para intelectuais. Para esses Ultimos, ele defendia uma matematica abstrata, vista
como crucial para a elite (D’ Ambrdsio, 1996).

No século IV a. C., Euclides (330-270 a.C.) organizaria em 13 livros o que seria a obra
mais importante desse periodo: “Os elementos”, nessa obra ele organizou toda a matemaética
entdo conhecida. Dentre suas proposicoes, apresentou o desenvolvimento do bindmio (1 + x)?,
para 0 caso m = 2, anos mais tarde a teoria binomial foi ampliada (Morgado et al., 1991).

No século Il a. C. viveu Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.), que de acordo com
D’Ambrosio (1996, p. 37):
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Talvez o primeiro capaz de desenvolver, com igual competéncia, as duas matematicas,
a utilitaria e a abstrata. Arquimedes, por muitos considerado o primeiro matematico
aplicado, desenvolveu inimeros engenhos para uso civil e militar e resolveu
problemas praticos, tais como definir a quantidade dos metais constituindo uma liga,
ao mesmo tempo em que dava as suas inveng@es um tratamento matematico teérico.

A expansao do Império Romano comegou com caracteristicas distintas dos gregos. Com
foco em politica, exerciam liberdade religiosa total, suas atividades voltavam-se a uma filosofia
social e politica, os maiores nomes sdo Cicero (106-43 a. C.) e Julio César (70-19 a. C.). Os
romanos desenvolveram um modelo politico que se baseava em um sistema de leis e cddigos,
onde a maior forca politica era o Senado, formado por representantes de todas as provincias
romanas e cujo poder executivo era um imperador, denominado César. Vale ressaltar os
trabalhos de Apol6nio (240-174 a. C.), Claudio Ptolomeu (100-178 a. C.) e Diofanto no século
II.

Na Idade Média, Alcuino de York (735-804) destaca-se nesse periodo por seus
trabalhos, que propdem quebra-cabecas e desafios incentivando o uso de estratégias
combinatdrias. Entre esses, destaca-se o desafio conhecido da travessia de barco, que é o
seguinte: “Um lobo, uma cabra e um repolho precisam ser levados para o outro lado de um rio
em um barco que s6 pode carregar um deles por vez, além do barqueiro. Qual a maneira de
realizar a travessia de modo que o lobo ndo devore a cabra e a cabra ndo consuma o repolho?”.
A solucdo desse problema descrita por Eves (1997) contribui para o desenvolvimento de um
raciocinio combinatério, pois consiste em descrever todas as trajetorias possiveis do barco,
observando as restricdes apresentadas:

Para solucionar este problema, é necessario assumir a posicdo do barqueiro e seguir
0s seguintes passos: 1. Levar a cabra para a outra margem; 2. Retornar com o barco
vazio e pegar o repolho, para levéa-lo até outra margem; 3. Deixar o repolho e trazer a
cabra de volta no barco; 4. Trocar a cabra pelo lobo e cruzar o rio com o lobo; 5.

Voltar para pegar a cabra. 6. Levar a cabra até a outra margem, onde estardo
finalmente os trés (Eves, 1997, p. 314).

Destaca-se, também, Leonardo (1170-1240), chamado de Fibonacci, e sua obra Liber
abbaci, na qual explica todo o sistema posicional e as regras de operacdes aritméticas. Em obras
como “O tratado das medigdes ¢ calculos”, de Abraham bar Hiyya (falecido em 1136), o calculo
combinatério de Bbraham ibn Ezra (1090-1167), a introducdo do método de inducgdo por Levi
ben Gerson (1288-1344), junto com um reconhecimento do sistema logico implicito em Os
elementos de Euclides, foi possivel completar a construcdo de uma teologia cristd. Coube a Sdo
Tomas de Aquino (1225-1274) publicar a maior obra filoséfica da Idade Média, a Summa

theologica. O interesse leigo na obra de Euclides surge apenas modestamente no século XV.
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Nos séculos X1V e XV, os interesses eram na filosofia, l16gica, dtica e nas navegagdes,
para os quais os trabalhos de Pedro Nunes (1502-1575), que publicou Algebra na aritmética e
na geometria e o Tratado da esfera, devem ser mencionados. Nas artes e construcéo ressalta-
se o trabalho de Leon Batista Alberti (1404-1472), que modernizou a obra de Vitruvius. Todos
esses conhecimentos que passariam a ser denominados matematica comegaram nessa época a
serem organizados com um estilo singular e a serem conhecidos por especialistas. Reconhece-
se ai 0 nascimento de especialidades no conhecimento. O termo matematica comega a ser
utilizado como se conhece hoje no século XV. No Renascimento, pode-se destacar as obras de
Girolamo Cardano (1501-1576) que, com influéncia de Nicollé Tartaglia (1499-1557),
publicou Ars magna (1545), onde exp6e métodos de resolucdo de equacdes de 3° e 4° graus.

Vale ressaltar Rene Descartes (1596-1650) e sua obra Discurso do método, que introduz
um novo enfoque para a geometria, utilizando nocdes e notagcdes da nova algebra, sendo hoje
conhecida como geometria analitica (D" Ambroésio, 1996). E importante considerar os trabalhos
de Simon Stevin (1548-1620), ampliando o universo dos numeros com a introducdo de
decimais, além de John Napier (1550-1617), por seu trabalho com logaritmos. Isso possibilitou
passar de uma ciéncia reflexiva a uma ciéncia experimental. O centro dessa importante mudanga
de conceito de ciéncias estava na Universidade de Cambridge, onde sem ddvida a figura mais
importante nessa fase é Isaac Newton (1642-1727), que escreveu a obra Principia mathematica
philosophiae naturalis (1687), na qual estabelece as leis da mecanica utilizando um novo
instrumento matematico, o calculo diferencial. Santos (2019) diz que Newton conceituou o
binbmio como um complemento ao estudo de produtos notaveis.

Essa area de estudo engloba aspectos como os coeficientes binomiais e suas respectivas
propriedades, o Triangulo de Pascal, juntamente com suas caracteristicas, e a formulacéo para
0 desenvolvimento do Bindmio de Newton. As expedi¢cdes da Espanha e Portugal e logo
praticadas pela Franca, Holanda e Inglaterra estabeleceram as bases dos impérios coloniais e 0
mundo entrou em um outro sistema de propriedade e de producéo, e a economia capitalista se
estabeleceu. Na Alemanha, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) compartilha com Newton
a gloria de ter inventado o calculo diferencial. Na Europa continental, as ideias de Newton
encontraram bases filosoficas para a Revolucéo Francesa (D’Ambrosio, 1996).

Ressalta-se os trabalhos dos irmaos Bernoulli sobre o célculo das variaces e a teoria
das séries infinitas. Leonhard Euler (1707-1783), em um de seus muitos trabalhos, estabelece
as bases do conceito de permutacdo cadtica a partir da interacdo académica de Euler com
Nicolaus Bernoulli (1687-1759), em uma troca de cartas, desafiado por Nicolaus, que Ihe

apresentou um problema intrigante: calcular o niUmero de maneiras possiveis de distribuir uma
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determinada quantidade de cartas em igual nimero de envelopes enderecados a diferentes
destinatarios, de forma que nenhuma carta esteja no envelope correto.
A troca de cartas entre os franceses Blaise Pascal (1632-1662) e Pierre de Fermat (1601-
1655) teve um papel crucial no avango da teoria da probabilidade como é conhecida hoje.
Nessas cartas, eles exploravam a solugdo para o problema dos pontos, que busca estabelecer
como as apostas devem ser divididas em um jogo de dados interrompido entre dois
competidores de habilidades comparaveis, baseando-se na pontuacdo no momento da
interrupcdo e no total de pontos necessario para a vitéria. Segundo Boyer (1974, p. 265):
Enquanto Pascal em 1654 trabalhava em sua As cnicas, seu amigo, o Chevalier de
Mére, propbs-lhe questdes como esta: Em oito lances de um dado um jogador deve
tentar lancar um, mas depois de trés tentativas infrutiferas, o jogo é interrompido.
Como deveria ele ser indenizado? Pascal escreveu a Fermat sobre isto, e a

correspondéncia entre eles foi o ponto de partida real da moderna teoria das
probabilidades.

Na Franca, a teoria das probabilidades teve enormes avangos com Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) e Pierre-Simon Laplace (1749-1827), a mecénica celeste e a fisica
matematica passaram, entao, a ser firmemente estabelecidas. Charles Babbage (1792-1871) fez
avancos para a ciéncia da computacdo. Vale mencionar William Rowan Hamilton (1821-1865),
Hermann Grassmann (1809-1877), Arthur Cailey (1821-1895) e James Sylvester (1814-1897)
pelo desenvolvimento de espacos vetoriais, de quaternides e das matrizes. Efetivamente, esse é
0 inicio da &lgebra multilinear. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) coloca a analise
matematica em termos rigorosos e introduz uma defini¢do de limites que viria caracterizar o
tratamento rigoroso da analise, mediante epsilon e delta. Com Carl F. Gauss (1777-1855),
incorporando geometria analitica ao calculo, a geometria diferencial tem seu momento de
gléria. Pelos trabalhos com os nimeros complexos pode-se ressaltar Jean Baptiste Fourier
(1768-1830) e Georg Bernhard Riemann (1826-1866), surgindo no final do século XIX a
analise complexa.

A teoria dos numeros tem grande avango, sobretudo com os estudos das propriedades e
a distribuicdo de nimeros primos, resolucdo de congruéncias, essencialmente equacGes num
universo numérico modular, com as contribui¢cdes fundamentais de Carl F. Gauss, que ja foi
chamado de “principe dos matematicos”. Georg Cantor (1845-1918) formalizou uma teoria dos
conjuntos, e 0s numeros reais foram rigorosamente definidos por Richard Dedekind (1831-
1916). Bertrand Russel (1872-1970) e Alfred N. Whitehead (1861-1925) publicaram Os

Principia mathematica e estabeleceram firmemente a l6gica matematica.



21

Felix Klein (1849-1925) é uma figura de extrema importadncia para a educagéo
matematica e um dos mais importantes matematicos do século XIX, percebendo as
possibilidades da Alemanha, que dependia de uma renovacdo da educacdo secundaria, e,
sobretudo, modernizando o ensino de matemaética, publicou a obra Matematica elementar de
um ponto de vista avancado, que marcou época e, segundo D’Ambrosio (1996, p. 53),
“representa o inicio da moderna educacao matematica”.

Na transicdo do século XIX para o XX, realizou-se o primeiro Congresso Matematico
Internacional em 1893, em Chicago, EUA, e em 1900 o segundo Congresso foi realizado na
Franca, onde David Hilbert apresentou uma lista com 23 problemas que, segundo ele, seriam a
principal preocupacdo dos matematicos no século XX. O aparecimento da topologia no século
XX formalizou uma geometria associada a analise, introduzindo uma analise para espacos de
dimensdes infinitas, que € a analise funcional, dando um formalismo algébrico a geometria, por
meio da geometria algébrica. Destaca-se a obra Elementos de matemética de Nicolas Bourbaki,
sendo o autor um personagem ficticio adotado por um grupo de matematicos franceses em 1928
com o objetivo de conceber uma obra equivalente a obra de Euclides, sintetizando toda a

matematica conhecida no século XX.

3.2 O ensino de Anélise Combinatoria

A Anélise Combinatoria € um ramo da Matematica que estuda possibilidades e
combinac@es possiveis entre conjuntos de elementos. Morgado et al. (1991) dizem que a analise
combinatéria é a parte da matemaética que analisa estruturas e relagdes discretas. Nesse mesmo
sentido, Borba, Rocha e Azevedo (2015, p. 1350) referem que “A Combinatoéria estuda técnicas
de contagem — direta e implicita — de agrupamentos possiveis, a partir de elementos dados, que
satisfacam determinadas condicGes. Seguindo essa linha de raciocinio, Rocha et al. (2018)
estabelecem que:

A andlise combinatdria é a area da Matematica cujo objetivo é desenvolver métodos
de contagem dos elementos de um determinado conjunto. Como estes conceitos sao

aplicados constantemente em situac6es cotidianas, seu estudo se torna importante para
a formag8o de um cidaddo critico. (Rocha et al., 2018, p. 1).

A Analise Combinatdria ¢ uma componente essencial da Matematica Discreta e, como
tal, tem um papel importante na matematica escolar. Ela aborda uma ampla gama de problemas
e utiliza ndo apenas combinagdes, arranjos e permutacdes, mas também outras técnicas para 0s

enfrentar. O principio da inclusdo-exclusdo, o principio das gavetas de Dirichlet, as fun¢Bes
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geradoras, a Teoria dos Grafos e a Teoria de Ramsey sdo exemplos de técnicas poderosas na
Analise Combinatéria. Assim, Kapur (1970), para justificar o ensino da Combinatéria na
escola, apresentou as seguintes razdes, que ainda sdo validas:
(1) A independéncia da combinatéria do Célculo facilita a adaptagdo de problemas
adequados para  séries e, geralmente, problemas muito desafiadores podem ser
discutidos com os alunos para que eles descubram a necessidade de criar uma
matematica mais “sofisticada”.
(2) A combinatéria pode ser usada para treinar os alunos em enumeracdo, fazer
conjecturas, generalizagdo e pensamento sistematico; pode ajudar no
desenvolvimento de muitos conceitos, como relagdes de equivaléncia e ordem,
funcéo, amostra etc.

(3) Muitas aplica¢des em diferentes campos podem ser apresentadas (Kapur, 1970, p.
114).

A Analise Combinatdria € uma ferramenta matematica poderosa que pode ser aplicada
em uma ampla gama de &reas, desde a matematica tedrica até a resolucdo de problemas
cotidianos. Suas origens remontam a construcédo e resolucdo de quadrados magicos (Vazques;
Noguti, 2004; Zanon, 2019; Eves, 1997; Boyer, 1974) e jogos de azar (Borba; Rocha; Azevedo,
2015; Zanon, 2019; Eves, 1997; Boyer, 1974), mas ao longo do tempo ela se desenvolveu e
hoje é utilizada em diversas areas, como: planejamento de eventos, design de sistemas digitais,
organizacdo de dados, probabilidade e estatistica, como destacado por Souza (2018; Souza,
2020), planejamento de rotas e logistica, codificacdo e criptografia (Vidal, 2019), biologia
molecular, economia etc.

Pessoa e Borba (2010), Borba, Rocha e Azevedo (2015) e Mello (2017) destacam como
a sociedade contemporanea valoriza pessoas com habilidades criticas e analiticas mais
acentuadas, aptas a analisar e sugerir solugfes para os desafios emergentes, tanto no &mbito
tedrico quanto nas situacOes do dia a dia. Para Mello (2017, p. 10):

A andlise combinatéria é a parte da matemética que analisa estruturas e relagdes
discretas, constituindo, assim, uma importante ferramenta que abrange um vasto

campo investigativo, com intensa atividade devido as suas inimeras aplica¢fes nas
mais diversas areas.

Destacam-se dois tipos de problemas frequentes em Andalise Combinatéria: (1)
demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e que
satisfazem certas condicdes; e (2) contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e
que satisfazem certas condi¢Ges dadas. Com base em classificagdes anteriores, Pessoa e Borba
(2009) sugerem que os problemas combinatérios sejam organizados conforme seus invariantes
de ordem e escolha. Assim, prop6em a classificacdo desses problemas em quatro tipos: aqueles

que investigam situacGes de produto cartesiano, combinages, arranjos e permutacoes.
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Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) do Brasil de 1997 recomendam a
introducdo do Principio Fundamental da Contagem ja nos anos iniciais do Ensino Fundamental,
por meio de situagbes praticas de contagem simplificadas. No contexto do ensino da
Matematica, os PCNs enfatizam a importancia de explorar quatro grupos de situacdes
relacionadas as estruturas multiplicativas nas séries iniciais do Ensino Fundamental. Dentre
essas situacdes, destacam-se aquelas associadas a ideia de combinatdria. Nessa perspectiva, por
se tratar de um campo que abrange uma diversidade de conteddos, esse bloco pode desenvolver:

Também algumas ideias ou procedimentos matematicos, como proporcionalidade,
composicao e estimativa, sao fontes naturais e potentes de inter-relagéo e, desse modo,
prestam-se a uma abordagem dos contetidos em que diversas relagcbes podem ser
estabelecidas. A proporcionalidade, por exemplo, estd presente na resolucdo de
problemas multiplicativos, nos estudos de porcentagem, de semelhanca de figuras, na
matematica financeira, na analise de tabelas, graficos e funcdes. O fato de que varios
aspectos do cotidiano funcionam de acordo com leis de proporcionalidade evidencia

que o raciocinio proporcional é Gtil na interpretacdo de fendmenos do mundo real
(Brasil, 1997, p. 38).

No estudo conduzido por Moro e Soares (2006) é explorada a hipotese de que é possivel
identificar e descrever distintos estagios na construcéo inicial do raciocinio combinatério, bem
como sua evolucdo em direcdo a uma organizacdo l6gico-formal. Esse objetivo é investigado
por meio da andlise das solugbes de problemas matematicos do tipo produto cartesiano
apresentados aos alunos.

Vergnaud (1983) destaca a elegancia intrinseca do produto cartesiano como um dos
motivos pelos quais ele é amplamente utilizado na Franca como uma forma de introduzir o
conceito de multiplicagdo no ensino fundamental. Essa abordagem ressalta a importancia de
utilizar estratégias pedagdgicas que ndo apenas promovam o aprendizado efetivo, mas também
despertem o interesse e a compreensao dos alunos, rompendo com o modo tradicional de
transmisséo de contetdo. Ao reconhecer a utilidade do produto cartesiano, pode-se explorar sua
aplicacdo como uma ferramenta pedagogica eficaz para facilitar a compreensdo conceitual da
multiplicagdo desde os primeiros anos escolares.

Na literatura de psicologia da Educacdo Matematica, diversos estudos, conforme
observado por Moro e Soares (2006), indicam que criangas, inclusive as que estdo nas series
iniciais da educacdo basica, sdo capazes de iniciar a compreensdo de conceitos e relacdes
multiplicativas de natureza relativamente complexa.

Essa abordagem visa fomentar a criatividade dos alunos na resolucdo de problemas,
permitindo-lhes recorrer ao desenho de objetos e & aplicacdo de operacfes de soma ou
multiplicacdo em contextos de contagem. Essa estratégia é destacada como um recurso valioso

para o fomento do raciocinio 16gico-dedutivo. Assim, destacam-se problemas combinatorios:
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Levando-se em conta tais consideracdes, pode-se concluir que os problemas cumprem
um importante papel no sentido de propiciar as oportunidades para as criangas, do
primeiro e segundo ciclos, interagirem com os diferentes significados das operagdes,
levando-as a reconhecer que um mesmo problema pode ser resolvido por diferentes
operagdes, assim como uma mesma operacdo pode estar associada a diferentes
problemas (Brasil, 1997, p. 73).

Durante o segundo ciclo do Ensino Fundamental, é essencial que os estudantes adquiram
uma compreensdo solida do Principio Multiplicativo, capacitando-os a identificar diferentes
formas de combinar elementos de um conjunto especifico. Esse conhecimento é crucial, pois
facilita a elaboracdo de tabelas e graficos, ferramentas fundamentais para a representacéo e
andlise de dados.

Além disso, o emprego de problemas envolvendo combinatoria leva o aluno, desde
cedo, a desenvolver procedimentos basicos como a organizacéo dos dados em tabelas,
graficos e diagramas, bem como a classificacdo de eventos segundo um ou mais
critérios, Uteis ndo sé em Matematica como também em outros campos, 0 que reforca

a argumentacdo dos defensores de seu uso desde as séries iniciais do ensino
fundamental (Brasil, 1997, p. 137).

Em relacdo a conteddos como o Principio Fundamental da Contagem, arranjos,
combinacdo simples, permutacdo simples e permutacdo com elementos repetidos, Batista
(2020, p. 18) destaca que: “Podem ser aplicados baseados em dados reais, ou tentativas de
reproducéo da realidade, e que por meio da resolucéo de problemas, podem ser resolvidos com
criatividade, por parte do aluno, associando os problemas propostos ao cotidiano”.

O entendimento da Analise Combinatdria como uma disciplina distinta das técnicas
especificas de combinacdes, arranjos e permutacBes € refletido na Base Nacional Comum
Curricular - BNCC (Brasil, 2018). Nessa estrutura educacional, sdo descritas habilidades para
a aprendizagem de “Técnicas de Contagem e Analise Combinatoria” na area de Matematica e
Suas Tecnologias. A BNCC aborda essas habilidades tanto para o Ensino Fundamental quanto
para o Ensino Médio, destacando a importancia de compreender os fundamentos e aplicacdes
da Anélise Combinatoria em diferentes niveis de ensino.

Dentre as competéncias previstas na BNCC (Brasil, 2018), observa-se uma progressao
na abordagem da Analise Combinatoria ao longo do Ensino Fundamental e do Ensino Medio.
No Ensino Fundamental, as habilidades elencadas estdo relacionadas ao principio da contagem
e ao principio multiplicativo, fornecendo uma base sélida para a compreensao dos fundamentos
da contagem e da combinagéo de elementos.

Jad no Ensino Médio, as competéncias relacionam-se aos principios aditivos e
multiplicativos do Ensino Fundamental para a resolucdo de problemas que envolvam célculo

de probabilidade. Essa progressao evidencia o desenvolvimento gradual das habilidades em
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Andlise Combinatéria ao longo da jornada educacional dos estudantes, preparando-os para

enfrentar desafios mais complexos e aplicar esses conceitos em contextos praticos. Segundo a

BNCC:
A Matemética ndo se restringe apenas a quantificacdo de fendmenos deterministicos
— contagem, medicdo de objetos, grandezas — e das técnicas de célculo com os
nimeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza proveniente de
fendmenos de caréater aleatério. A Matematica cria sistemas abstratos, que organizam
e inter-relacionam fendmenos do espacgo, do movimento, das formas e dos ndmeraos,
associados ou ndo a fendmenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e
objetos que sdo fundamentais para a compreensdo de fendmenos, a construgdo de

representagBes significativas e argumenta¢fes consistentes nos mais variados
contextos (Brasil, 2018, p. 265).

No &mbito dessa conjuntura, as formas de representacdo utilizadas pelos alunos, tanto
na notacdo quanto na verbalizacdo, juntamente com suas interpretacdes das solucdes adotadas,
refletem o processo de aprendizagem construtivista em andamento. Esses aspectos fornecem
uma base essencial para a intervencdo do pesquisador, desempenhando o papel de professor em
atividade na sala de aula. O objetivo dessa intervencdo é promover o0 avango das crian¢as nos
estadgios de desenvolvimento do raciocinio combinatorio, conforme destacado por Placha
(2006). Estudos, como os de Souza (2018, 2020) e Maia (2021), demonstram a preocupacéo e
relevancia de pesquisas que abordem o raciocinio de alunos em diversos niveis, como ensino
fundamental, médio e superior.

Nesse contexto, surge a necessidade de investigar mais a fundo a separacdo desses niveis
de raciocinio combinatério, visando a compreensdo mais precisa de seu desenvolvimento e dos

fatores envolvidos em sua progressao.

3.3 Educacdo Matematica

Ao longo das ultimas décadas, observa-se um aumento significativo de estudos na area
de Educacdo Matematica, que abrangem uma ampla variedade de temas. Essas pesquisas tém
se dedicado a explorar o processo de construgdo de conhecimento matematico em criangas,
adolescentes, adultos e professores, abarcando os diversos conceitos presentes nos curriculos
escolares, desde a Educacéo Infantil até o Ensino Superior.

Dentre as diversas investigacOes realizadas, destaca-se a analise do desenvolvimento
desses individuos no que diz respeito aos conceitos matematicos fundamentais (Placha, 2006).
A Educacdo Matematica, como um campo de pesquisa educacional, tem como foco a
compreensdo, interpretacdo e descricdo de fendmenos relacionados ao ensino e aprendizagem

da matematica em diferentes niveis de escolaridade, abrangendo tanto sua dimensdo teorica
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quanto pratica. D’Ambrésio (1996, p. 7) considera a disciplina de Matematica “como uma
estratégia desenvolvida pela espécie humana ao longo de sua historia para explicar, entender,
manejar e conviver com a realidade sensivel e perceptivel, com o seu imaginario, naturalmente
dentro de um contexto natural e cultural”.

A consolidacdo da Educacdo Matematica como uma area de pesquisa € relativamente
recente, considerando a longa histéria da Matematica em si. Nas Gltimas décadas, houve um
grande impulso no desenvolvimento dessa area, resultando em varias tendéncias tedricas que
valorizam diferentes temas educacionais no ensino da Matematica. No contexto brasileiro, uma
das tendéncias que se destaca é a Didatica da Matematica, que possui uma forte influéncia de
autores franceses (Pais, 2018).

A Matematica esta correlacionada a varios aspectos encontrados no cotidiano do aluno
e do professor, tal como uma noticia que assistimos no noticiario e até o ponto simples de
comparar precos nos supermercados. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) indicam
como um dos objetivos do ensino fundamental que os alunos sejam capazes de “posicionar-se
de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes situacGes sociais, utilizando o
didlogo como forma de mediar conflitos e de tomar decisdes coletivas” e fazer “o uso de
diferentes linguagens, seja ela verbal, matematica, gréfica, plastica e corporal, como meio para
produzir, expressar e comunicar suas ideias, interpretar e usufruir das produgfes culturais,
atendendo a diferentes intences e situacdes de comunicacdo” (Brasil, 1997, p. 107).

O uso da didatica para a disciplina esta relacionado a inquietacdo de como ensinar
matematica, em especifico conceitos de Analise Combinatdria, para que o estudante aprenda
mais e melhor. Tendo em vista o ambiente académico, como fazer da sala de aula um ambiente
onde os estudantes tenham a possibilidade de desenvolver de forma autbnoma suas capacidades
e habilidades cognitivas?

Uma dificuldade encontrada no ensino de Analise Combinatdria se da pelo pouco tempo
disponivel para abordar todos os assuntos referentes a disciplina, levando-se em conta sua
extensdo tedrica. Assim, de acordo com Miotto (2014, p. 9), “Tempo ndo mais disponivel, visto
gue a grande quantidade de assuntos requisitados impossibilita que o professor de matematica
se atenha por um longo periodo sobre um mesmo conceito”. 1sso faz com que os conceitos
sejam vistos de modo superficial. Um modelo baseado em um ensino mecanico ndo favorece a
construcdo de conhecimentos por parte dos alunos nem o dialogo entre os atores envolvidos no
processo de ensino e aprendizagem.

A falta de espaco autdbnomo para a articulagdo e argumentacdo, quando nao sao

desenvolvidas e estimuladas dentro de um ambiente de aprendizagem onde o professor assume



27

um papel de mediador e ndo transmissor, pode ser um motivo pelo qual os alunos tém
dificuldade de se expressar oralmente em aulas de matematica, pois tém medo de errarem e
serem vitimas de constrangimentos (Mocambite, 2016). Outro ponto relevante a ser
mencionado é a dificuldade na efetivacdo do ensino de matemética como inseguranca dos
professores, 0 que pode ser vista como a principal causalidade para a consolidacdo de matérias
e estudo no ambito educacional, levando ao ensino memoristico e automatizado. Batanero
(2001) afirma que € natural o lecionador obter certas insegurancgas para preparar e ensinar, assim
0 evitam, por insuficiéncia de compreender os conceitos e pela deficiéncia de sua formacéo
docente.

Segundo Freire (2018), essa concepgdo de ensino se caracteriza em um modelo de
educacdo bancaria, no qual o poder de criatividade dos educandos é anulado ou é minimizado,
estimulando-se sua passividade e ndo sua criticidade, satisfazendo os interesses dos opressores.
Dessa forma, o professor monologa, falando e escrevendo repetidamente, por vezes a mesma
coisa, quase sempre de um mesmo jeito, e o0 estudante assiste, passivamente, ouve
passivamente, decora e repete as informacdes, sem questiona-las. Assim, estudar € memorizar
conteddos, sem significados.

Souza e Vaz (2017) chamam a atencdo para a alfabetizacdo estatistica desde as séries
iniciais como uma forma de minimizar dificuldades de aprendizagem em séries futuras,
contribuindo para a formacdo critica e participativa na sociedade e auxiliando na construcédo de
conhecimentos e conceitos. Os autores chamam atencéo para o letramento, que é definido como
uma ferramenta que valoriza a andlise critica quando decorrem o0s processos educativos,
ampliando os conhecimentos a partir de analises e dados sentindo as suas compreensdes e dando
uma possibilidade para atuar com as situacgdes vividas (Souza 2020).

Dentro desse contexto, surgem metodologias de ensino, como a Teoria das Situacfes
Didaticas (TSD), as Metodologias Ativas de Aprendizagem e as Sequéncias Didaticas, que
podem atuar como facilitadores no processo de constru¢cdo dos conhecimentos matematicos.
Ao aplicar a TSD ao ensino de Analise Combinatdria, os professores podem criar situaces
didaticas que permitam aos alunos explorarem conceitos combinatdrios em contextos reais e
significativos. 1sso pode envolver a utilizagdo de dados do mundo real, a realizacéo de pesquisas
e experimentos e a andlise critica de informacGes divulgadas na sociedade. A TSD também
enfatiza a importancia da participacdo ativa do aluno no processo de aprendizagem. Isso pode
incluir a realizacdo de atividades em grupo, a discusséo e analise de diferentes abordagens para
resolver um problema de situa¢Ges que exijam conceitos de combinatdria e o uso de tecnologias

educacionais para envolver os alunos em atividades interativas.
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A variedade de teorias e suas caracteristicas distintas evidenciam a dificuldade de uma
Unica teoria abranger todos os fendmenos relacionados ao ensino e aprendizagem da
matematica. A presenca de teorias diversas e complementares é fundamental para desenvolver
conceitos solidos que possam capturar de maneira abrangente a realidade em estudo. A
aplicacdo das sequéncias didaticas para a construcdo de conhecimentos matematicos se dé por
meio de atividades com situacBes problemas, para que se tenha o aperfeicoamento da
aprendizagem da Matematica e conceitos de Analise Combinatdria. As sequéncias didaticas
competem fundamentalmente em inovar os métodos de aprimoramento na aprendizagem em
alunos, rompendo com um modelo de ensino tradicional, onde a memorizacdo de formulas é

priorizada em detrimento de um raciocinio criativo.

3.3.1 Sequéncia Didética

A metodologia de uma sequéncia didatica é projetada para facilitar a conexdo do
estudante com o material de estudo por meio de um processo ordenado, permitindo que o
aprendizado se desenvolva progressivamente em fases distintas. Zabala (2015, p. 18) descreve
uma sequéncia didatica como sendo um “Conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e
articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos.

Para Dolz, Noverraz e Schneuwly (2004, p. 97), “uma Sequéncia Didatica é um conjunto
de atividades escolares organizadas sistematicamente em torno de um género oral ou textual
escrito”. Os autores defendem que ela ¢ composta por fases distintas, a saber: 1) Uma
apresentacdo da situacdo, em que € descrita detalhadamente a tarefa de expressao oral ou escrita
que os alunos terao de realizar; 2) “Um primeiro texto inicial, oral ou escrito, que corresponda
ao género trabalhado ou primeira produ¢io; 3) “Um conjunto de médulos, compostos por um
ou diversas atividades/exercicios em que os problemas colocados pelo género sdo abordados de
forma sistematica ¢ profunda”; e, por fim, 4) “Uma producdo final, em que o aluno podera
colocar em pratica os conhecimentos adquiridos e, junto com o professor, mensurar 0s avangos
alcangados”.

Zabala (2015, p. 55) também descreve as quatro fases de aplicacdo de uma sequéncia
didatica, a saber: “comunicacdo da licdo, estudo individual do conteudo, repeti¢cdo do contetido
estudado e avaliagdo ou nota do professor”. Franco (2018, p. 156) afirma que “A sequéncia
didatica tem como finalidade organizar e orientar o processo de ensino”. Isso corrobora o que

Zabala nos traz quando menciona que “toda pratica pedagdgica requer uma organizagao
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metodologica antes de sua execugdo”. Portanto, compreende-se que é possivel estruturar temas
e conteldos basicos e essenciais em uma sequéncia didatica bem relacionada antes de introduzir
conceitos mais avancados.

Isso envolve dar prioridade a uma ordem ldgica de conteudos que promove o
entendimento do estudante, visto que o aprendizado se desenrola em uma sequéncia completa
de atividades que progridem de forma gradual, favorecendo um entendimento mais
aprofundado dos tépicos pelos alunos. Uma sequéncia didatica bem estruturada pode favorecer
um encadeamento de grandes temas correlatos, evidenciando a ligagdo que existe entre as
grandes areas de uma disciplina ou mesmo dentro de um contexto mais abrangente, abarcando
diversas areas do saber.

No trabalho de Groenwald, Zoch e Homa (2009) foi implementada uma abordagem de
e-learning baseada no contetdo de Analise Combinatéria, seguindo o padrdio SCORM
(Sharable Content Object Reference Model), além de realizar a aplicacdo dessa metodologia
por meio de uma sequéncia didatica. Esse processo educativo foi experimentado com nove
estudantes do 4° semestre do curso de Licenciatura em Matematica na Universidade Luterana
do Brasil (ULBRA). No estudo de Silva e Guerra (2017), que aplicaram uma Sequéncia
Didatica com 20 alunos do Ensino Médio, em um diagnostico prévio os resultados mostraram
que os discentes deixaram quase todas as questdes em branco e aqueles que responderam ainda
assim ndo acertaram.

Tavares e Bogutchi (2019), em uma pesquisa-acdo, desenvolveram uma Sequéncia
Didatica com um grupo de quatro alunos do curso de Sistemas de Informacao da Universidade
Federal de Ouro Preto (UFOP) para a criagdo de um aplicativo para Android, no formato de um
jogo. Marques e Barbosa (2021) elaboraram uma Sequéncia Didatica utilizando Metodologias
Ativas, como o Ensino Hibrido — Sala de Aula Invertida, e incorporando Tecnologias Digitais
de Informacgdo e Comunicagdo (TDICs) ao ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria
para 16 alunos do 2° ano do Ensino Médio do municipio de Casimiro de Abreu-RJ.

Esses sdo alguns estudos que destacam a relevancia e o impacto positivo das sequéncias
didaticas em diferentes graus de ensino, oferecendo suporte essencial aos docentes no
planejamento e na implementacdo de aulas que sejam ndo apenas mais envolventes e
estimulantes, mas também inspiradoras. Ao adotarem essas estratégias, os professores
conseguem superar 0 modelo tradicional de ensino, marcado pela simples exposicdo de
conteldos que ndo se conectam com a vida dos alunos seguida de exercicios focados em

memorizacdo. Essa abordagem renovada facilita a criacdo de um ambiente de aprendizado
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dindmico, onde o conhecimento é construido de maneira mais significativa e integrada ao dia a

dia dos estudantes.

3.3.2 Didatica da Matematica

O movimento da matematica moderna levou os pesquisadores franceses, entre outros, a

se interessarem pelo estudo e pela investigacdo de problemas relativos ao ensino e

aprendizagem da matematica, bem como propor a¢des fundamentadas para resolvé-los. De

acordo com Brousseau et al. (1986), a defini¢do atribuida por Comenius a didatica era a de "arte

de instruir. Comenius considerava-a como um método singular, abrangente para todas as

disciplinas, um método intrinsecamente natural que se aplicaria com igual eficicia tanto as artes

quanto as linguas. Quaisquer variacGes seriam consideradas minimamente relevantes, nao
demandando métodos especializados. Assim, para Brousseau et al. (1986, p. 39):

A Didatica da Matematica estuda atividades didaticas que tém como objetivo o ensino

da parte especifica dos saberes matemaéticos, propiciando explicacbes, conceitos e

teorias, assim como meios de previsdo e analise; incorporando resultados relativos aos

comportamentos cognitivos dos alunos, além dos tipos de situa¢Oes utilizadas e os
fendmenos de comunicagdo do saber.

A Didética da Matematica, surgida na Franca a partir dos anos 1970, em um contexto
marcado pela reforma da Matematica Moderna, pela criacdo do Instituto de Pesquisa sobre o
Ensino da Matematica (IREM) e pelo reconhecimento das teorias psicologicas de Piaget sobre
0 desenvolvimento da inteligéncia e a aquisi¢do de conceitos fundamentais, concentrou-se,
primeiramente, nos desafios do ensino de conceitos matematicos, levando em consideracao as
particularidades do conhecimento matematico.

Para Texeira e Passos (2013), pode-se complementar que a Didatica da Matematica
seria, também, a arte de conceber e conduzir condi¢es que podem determinar a aprendizagem
de um saber matematico por parte de um individuo. Segundo Pais (2018), a Didatica da
Matematica se destaca por sua énfase na formalizacdo conceitual de suas concepgles praticas
e teoricas, dando prioridade ao estudo da didatica por meio de conceitos matematicos. De
acordo com Pais (2018), em uma definicdo especifica para o contexto brasileiro, a Didatica da
Matemaética e conceituada como:

A didatica da matematica € uma das tendéncias da grande area de educacdo
matematica, cujo objeto de estudo é a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matematico,
procurando manter fortes vinculos com a formag8o de conceitos matematicos, tanto

em nivel experimental da préatica pedagdgica, como no territério tedrico da pesquisa
académica (Pais, 2018, p. 11).
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Os progressos das investigacGes em Didatica da Matematica deram forma a ideia de
estabelecer uma disciplina cientifica dedicada ao estudo dos processos de ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos. De acordo com Placha e Moro (2009), o desafio
central do ensino da Matemaética reside na correspondéncia entre as estruturas cognitivas da
crianca e 0 método adotado pelo professor para ensinar os conceitos. Segundo essa perspectiva,
é fundamental que o professor intervenha em sala de aula, promovendo a reflex&o e a descoberta
de nocoes, relagdes e propriedades matematicas, proporcionando aos alunos uma evolugdo em
sua compreensao dos conceitos abordados. Segundo Almouloud (2018, p. 148):

A Didatica da Matemética é definida como sendo a ciéncia da educacéo cujo proposito
¢ o estudo de fendmenos de ensino e de aprendizagem, mas especificamente, € o
estudo de situacdes que visam a aquisicdo de conhecimentos/saberes matematicos

pelos alunos ou adultos em formag&o, tanto do ponto de vista das caracteristicas dessas
situagBes, quanto do tipo de aprendizagem que elas possibilitam (Almouloud, 2018).

A diversidade de teorias, cada uma com suas caracteristicas Unicas e por vezes
complementares, reforca o desafio de encontrar uma teoria ou modelo que consiga englobar e
esclarecer todos os aspectos dos processos de ensino e aprendizagem em matematica. Apenas
através da integracdo de diversas teorias complementares € que podemos formular conceitos
robustos, com o objetivo de compreender a complexidade da realidade estudada de maneira

abrangente.
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4 REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGICO

Nesta secdo, apresentaremos o desenho de estudo de nossa pesquisa, nosso referencial
tedrico, nosso referencial metodoldgico, o conceito de contrato didatico proposto por
Brousseau, (2008) e os niveis de raciocinio combinatério descritos por Moro e Soares, (2006).

4.1 Desenho de estudo

Realizamos uma pesquisa qualitativa, pois na analise consideramos elementos
dindmicos e subjetivos a partir das concepcdes dos alunos nas atividades com anagramas e
Analise Combinatdria, visando aprofundar a compreensdo do fenémeno. Segundo Teis e Teis,
(2006), esse tipo de abordagem firmou-se como promissora possibilidade de investigacdo em
pesquisas na &rea da educacdo, sendo caracterizada pelo seu enfoque interpretativo.

A pesquisa qualitativa concentra-se na compreensdo e explicacdo das relagbes sociais,
caracterizado em pesquisas pela descricdo de aspectos como participagdo, comportamento,
identificagdo de dificuldades e melhoria da aprendizagem dos alunos. Na educacdo matematica,
essa abordagem permite explorar profundamente como os alunos compreendem conceitos
matematicos, quais sdo as suas dificuldades e quais estratégias utilizam para resolver
problemas. Em relagdo ao uso de técnicas qualitativas com analises quantitativas, Oliveira
(2011, p. 29), menciona que “adotar a pratica de combinar técnicas de analise quantitativa com
técnicas de andlise qualitativa proporciona maior nivel de credibilidade e validade aos
resultados da pesquisa evitando-se assim, o reducionismo por uma s6 op¢ao de analise”.

Além disso, a pesquisa qualitativa na educacdo matematica contribui para o
desenvolvimento de praticas pedagdgicas mais eficazes e inclusivas. Ao compreender as
experiéncias dos alunos em suas préprias palavras, os educadores podem identificar barreiras
especificas que dificultam a aprendizagem e adaptar suas metodologias de ensino para melhor
atender as necessidades de todos os estudantes. 1sso € particularmente importante em contextos
diversificados, onde as abordagens tradicionais podem néo ser eficazes para todos.

Para alcancar esse objetivo, foram realizadas pesquisas bibliograficas, por meio da
analise critica de trabalhos académicos e publicacdes relevantes na area, bem como pesquisas
de campo, com a coleta de dados diretamente no ambiente onde o fenébmeno ocorre. De acordo
com Silva, (2019, p. 26):

A pesquisa empirica, também conhecida como pesquisa de campo, envolve a
comprovacdo pratica de determinados aspectos por meio de experimentos ou
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observacdes em contextos especificos para a coleta de dados. Na relagdo com a teoria,
a pesquisa de campo serve para fundamentar e validar no plano da experiéncia os
conceitos apresentados teoricamente. Em outros casos, a observacdo e
experimentacdo empiricas fornecem dados que contribuem para a sistematizacéo da
teoria. Dessa forma, a pesquisa empirica é essencial para a validacdo e comprovagdo
das teorias.

A combinacdo dessas abordagens permitiu uma analise aprofundada e embasada,
contribuindo para o avanco do conhecimento na area de estudo. A escolha por esse tipo de
abordagem se justifica pela necessidade de capturar as diferencas e subjetividades presentes nas
experiéncias individuais dos alunos. Este método nos permite explorar mais a fundo as
percepcdes, dificuldades e estratégias utilizadas pelos alunos durante o processo de

aprendizagem.

4.2 Teoria das Situacgdes Didaticas (TSD)

O referencial tedrico utilizado nesta pesquisa é a Teoria das Situagbes Didaticas
(Brousseau, 1996, 2008). Essa metodologia tem como objetivo entender as correlacGes
existentes para com professores, alunos e 0 meio onde ocorre o aprendizado, neste caso, a sala
de aula.

A Teoria das SituacGes Didaticas representa uma referéncia para o processo de
aprendizagem matemética em sala de aula envolvendo professor, aluno e conhecimento
matematico. A proposta implantada na Franca na década de 1960 desenvolvia a formacao de
professores no intuito de produzir, por meio de materiais, como textos e jogos, exercicios
capazes de controlar e produzir conhecimento.

Nesse sentido, essa teoria valoriza o trabalho do professor que busca proporcionar
condic@es suficientes para que o aluno apreenda um determinado contetdo matematico, e, por
outro lado, reconhece os conhecimentos mobilizados pelo aluno no decorrer da construgéo do
saber matematico em jogo. A teoria de Brousseau (2008) tem como objetivo executar a entrega
de conhecimento por etapas cognitivas, um processo de aprendizagem para centrar 0 ensino
especificamente em processos matematicos. Por essa concepcdo, a metodologia oferece
métodos de ceder explicagBes, conceitos por previses e analises de resultados
comportamentais dos alunos.

Assim, o professor, na tentativa de buscar organizar o meio, proporciona a participacao
do aluno. Para Freitas (2008, p. 79), “o meio é onde ocorrem as intera¢des do sujeito [...]. E no

meio que se provocam mudancas visando desestabilizar o sistema didatico e o surgimento de
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conflitos™.

Brousseau (2008) descreve que a reflexdo entre os ensinos educacionais deveria
proporcionar uma ampla investigacdo para que 0s conhecimentos matematicos pudessem se
vincular a um determinado conhecimento e fortalecessem em construgdo e consolidagéo, de
modo que sua construcdo determine as mudancas resultantes do contato com a pesquisa e se
consolide através de uma adaptacdo independente.

Quando, na acéo do professor, ao propor uma situacéo ficar caracterizada uma intencao
de possibilitar ao aluno a aprendizagem de um determinado contetido, tem-se uma situago
didatica (Freitas, 2008). Brousseau et al. (1986) caracteriza uma situagdo didatica como um
conjunto de relagdes estabelecidas entre um aluno, em um determinado meio, e o professor com
a finalidade de proporcionar a esse aluno a construcao do saber. Silva (2008) menciona que 0
aluno deve se relacionar com o problema, desafiando-o a soluciona-lo.

O professor deve proporcionar ndo a simples comunicacdo de um conhecimento
moldado, mas a devolugdo de um bom problema. Para Freitas (2008, p. 83), na devolugdo o
aluno aceita a responsabilidade de resolver o problema, como se fosse dele e ndo somente
porque o professor quer. Nesse caso, na devolucdo ha um processo de transferéncia de
responsabilidades e o professor passa a ser um coadjuvante. A partir desse momento fica
caracterizada a situacdo didética.

Na teoria de Brousseau (2008), o aluno é tratado como pesquisador, pois 0 mesmo
formula hipoteses, constroi modelos, estabelece teorias e faz comparacdes. Esse é 0 ponto-
chave em que o aluno participa ativamente no seu proprio processo de aprendizagem.

A Teoria das Situagdes Didaticas divide-se em quatro vertentes norteadoras: acéo,
formulacéo, validacdo e institucionalizacdo. Segundo Brousseau (2008), a situacdo de acao se
baseia nas tomadas de decisdes por parte dos alunos, onde sdo postos todos os saberes em
pratica com a finalidade de solucionar os problemas sugeridos, sem a intervencgéo do professor.
O discente ¢ colocado numa situagdo chamada de acdo, permitindo-o julgar os seus resultados
de acdo ou até mesmo ajusta-los quando necessario.

Na argumentativa da formulacdo, conforme Brousseau (2008), o aluno troca
informac®es com um ou mais individuos. E nessa vertente que todo o conhecimento interno é
modificado em externo, e neste momento que as taticas usadas sdo explanadas. Na dialética da
validacg&o, o aluno deve utilizar mecanismos de prova, é onde o saber é usado com a finalidade
de que o aluno deve mostrar a validade de um modelo criado pelo mesmo em conforme com a

mensagem matematica. E, por fim, a dialética da institucionalizacéo se baseia na validacdo da
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atitude matemaética dos alunos, a qual visa a fixacdo convencional e explicita na referéncia do
estatuto cognitivo do saber. Para Brousseau (2008, p. 102-103):
A institucionalizacéo acontece tanto em uma situacdo de a¢do — quando se reconhece
o valor de um procedimento que se tornard um meio de referéncia — como em uma

formulag¢do [...]. Nas situa¢des de prova também: deve-se identificar, dentre as
propriedades encontradas, quais serdo mantidas.

Na Teoria das Situagdes Didéticas, o errar ndo deixa de fazer parte do conhecimento do
aluno e ndo deve incumbir ao docente avaliar negativamente o aluno diante das situacfes
errdneas. Nessa teoria, gera-se uma visao totalmente inovada sobre a ideia errébnea que passou
a ser compreendida como um percalcgo e parte da busca pela aquisicdo do saber. O saber prévio
oferece um suporte para novos assuntos.

Cabe ao professor providenciar situacbes favoraveis de modo que o aluno aja
efetivamente sobre o saber, transformando-o em conhecimento, assim tendo o significado de
transferéncia de responsabilidade, uma atividade na qual o professor, além de comunicar o
enunciado, procura agir de tal forma que o aluno aceite o desafio de resolvé-lo, como se o

problema fosse seu e ndo somente porque o professor quer (Freitas, 2008).

4.3 Engenharia Didética (ED)

A metodologia de validacdo adotada na presente pesquisa é a Engenharia Didatica (ED)
por ser apropriada e focada diretamente ao ensino de matematica. De acordo com Artigue
(2002), a Engenharia Didatica é uma abordagem didatica inovadora que se fundamenta em
experiéncias praticas realizadas em sala de aula, permitindo uma observacdo adequada das
sequéncias de ensino. A ideia de Engenharia Didatica surgiu no inicio da década de 1980 e,
segundo Artigue (1996, p. 193), esse termo foi “cunhado para o trabalho didatico que ¢ aquele
comparavel ao trabalho do engenheiro [...]”, pois requer do pesquisador um rigor cientifico.

A Engenharia Didatica tem como foco o sistema didatico (professor-aluno-
conhecimento) e é caracterizada por pesquisas experimentais em que o aluno possa apreender
um elemento novo de um contetdo, ou simplesmente um contedo novo. Tem como aporte,
para essa aprendizagem, a teoria das situac6es didaticas de Brousseau et al. (1986).

A Engenharia Didatica é especifica para adquirir sequéncias capazes de se adequar a
qualquer pesquisa de ensino, criada para atender questdes como pesquisa investigativa no

ensino e realizages didaticas. Dessa forma, ela é a metodologia desenvolvida no contexto das
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pesquisas em Didatica da Matematica que utilizavam sequéncias de ensino. E um esquema
estrutural para a elaboracdo, desenvolvimento e analise de sequéncias de ensino.

As fases da Engenharia Didatica consistem em analisar a pesquisa antecipadamente para
formular e articular passos para se adaptar as possiveis intervenc@es e obstaculos, sendo a prévia
responsavel de analisar o funcionamento do ensino habitual e inclui a analise prévia de
dimensGes epistemolodgicas, cognitivas e didaticas.

A analise preliminar é o entendimento e a realizacdo das sequéncias das atividades
impostas pela pesquisa, sendo descritas e, posteriormente, justificadas as decisdes visualizadas
pelo pesquisador desde a abordagem aos recursos e as hipoteses dos resultados possiveis. Nessa
fase foi realizado um levantamento que abrangeu todo o estudo do objeto matematico, incluindo
consideracdes do quadro tedrico didatico geral. Pais (2018) destaca que:

Para melhor organizar a analise preliminar, é recomendavel proceder a uma descri¢do
das principais dimensdes que definem o fendbmeno a ser estudado e que se relacionam
com o sistema de ensino, tais como a epistemologia cognitiva, pedagogica, entre

outras. Cada uma dessas dimensdes participa na constituicdo do objeto de estudo
(Pais, 2018, p. 101).

De acordo com Artigue (1996), faz-se uma analise epistemoldgica dos contelidos
contemplados sobre o assunto da Educacdo Matemética que vem sendo desenvolvido pelo
ensino atual do referido assunto e uma analise da concepgdo dos alunos, das dificuldades e
obstaculos que dificultam o processo de ensino e aprendizagem dentro do contexto matematico.

E na realizacio de uma analise preliminar seguida de uma anélise a priori que o
professor pode visualizar as opc¢des da sequéncia didatica elaborada, a qual serd o motivo da
investigacdo. Na segunda fase, concepcdo e analise a priori, 0 pesquisador escolhe certo
numero de variaveis pertinentes para o problema estudado. Essas varidveis sdo chamadas de
variaveis de comando. Artigue (1996) distingue dois tipos de variaveis de comando:

As varidveis macro-didacticas ou globais, que dizem respeito a organizacao global da
engenharia; E as variaveis micro-didacticas ou locais, que dizem respeito a

organizacdo local da engenharia, isto é, & organizacéo de uma sesséo ou de uma fase
(Artigue, 1996, p. 202).

A terceira fase consiste na aplicacdo da sequéncia didatica incorporada pela pesquisa,
onde o professor emboca seu saber tedrico. Nessa fase, a abordagem é desenvolvida através de
uma metodologia que intensifique o privilégio de reflexdo e a construcdo de um saber
consciente e indagador.

A construcdo de uma sequéncia didatica necessita de uma preparacdo, conforme aponta
Pais (2018, p. 102):
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Uma sequéncia didatica é formada por um certo nimero de aulas planejadas e
analisadas previamente com a finalidade de observar situagcdes de aprendizagem,
envolvendo 0s conceitos previstos na pesquisa didatica. Essas aulas sdo também
denominadas sessdes, tendo em vista 0 seu carater especifico para a pesquisa. Em
outros termos, ndo séo aulas no sentido da rotina da sala de aula. Tal como acontece
na execucdo de todo projeto, é preciso estar atento ao maior nimero possivel de
informacdes que podem contribuir no desvelamento do fendmeno investigatorio.

Artigue (1996) relata que na fase experimental da sequéncia didatica se torna necessario
deixar sucinto os seguintes pontos: explicitacdo dos objetivos e condigOes de realizacdo da
pesquisa; estabelecimento do contrato didatico; aplicacdo dos instrumentos de pesquisa; e
registros das observacdes feitas durante a experimentacéo.

Portanto, aos professores compete a responsabilidade e o posicionamento assumido
perante o0 objeto de ensino, elaborando abordagens metodolégicas que designem os principios
acima expostos.

A Ultima fase de anéalise, a posteriori, e validacdo da experiéncia adquirida, é a
concluséo da pesquisa, determinando as hipoteses validas e as que ndo foram validadas. A fase
da metodologia da Engenharia Didatica incorpora analises sucintas que se ddo pela compara¢do
de cada uma, submetidas aos planos de agdes que acontecem nas primeiras fases e assim
validando.

Portanto, com o conhecimento concebido nas fases da engenharia didatica é possivel
visualizar uma abordagem metodolégica inovadora as préaticas educativas desenvolvidas em
sala de aula, em vista que se deve considerar a prdpria pratica de ensino como objeto de

investigacao, propondo mudancas a medida que os resultados observados sdo alcangados.

4.4 Contrato Didatico

O conceito de contrato didatico desempenha um papel fundamental na Teoria das
Situac6es Didaticas (TSD), sendo um dos elementos-chave na analise e criacdo de situagdes de
ensino e aprendizagem em matematica. Segundo Brousseau (2008, p. 9):

Numa situacdo de ensino preparada e realizada pelo professor, o aluno em geral tem
a tarefa de resolver o problema que lhe é apresentado, por meio da interpretagdo das
questdes colocadas, das informacdes fornecidas, das exigéncias impostas, que sdo a
maneira de ensinar do professor. Esses habitos especificos do professor, esperados

pelo aluno, e os comportamentos deste, esperados pelo professor, constituem o
Contrato Didatico.

Ao considerar que a descricdo didatica se manifesta no método de ensino, podemos

observar que € por meio dessa manifestacdo que o professor assume a responsabilidade de
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organizar e implementar situagdes de ensino, visando incentivar seus alunos a adotarem uma

postura de aprendizagem diante dos problemas matematicos propostos.

4.5 Niveis de raciocinio combinatorio

Nesta secdo, exploramos os conceitos e os diferentes niveis de desenvolvimento do
raciocinio combinatorio em alunos de diferentes niveis de escolaridade. Com base em Moro e
Soares (2006), Moro, Soares e Camarinha Filho (2010), Placha e Moro (2009), Magina e
Spinillo (2018), Borba, Rocha e Azevedo (2015), Pereira e Curi (2016), Pessoa e Santos (2012),
Lima e Borba (2019), Barbosa e Oliveira (2018) e Rocha (2011), buscamos identificar as etapas
progressivas de construcdo desse tipo de raciocinio, desde sua formacdo inicial até sua
organizacao loégico-formal. Assim, pode-se tracar e identificar niveis de raciocinios
combinatorios.

A complexidade do Raciocinio Combinatério, uma forma particular de pensamento
exigida na matematica escolar, muitas vezes é um obstaculo para os alunos. O Raciocinio
Combinatorio pode ser descrito como uma forma de pensamento utilizada para analisar
situacfes em que € necessario agrupar elementos de conjuntos de acordo com critérios
especificos de escolha e/ou ordenagdo. A partir dessa andlise, é possivel determinar o nimero
total de agrupamentos possiveis, seja de forma direta ou indireta. Essa definicao € proposta por
Pessoa e Borba (2010) e destaca a importancia desse tipo de raciocinio em diversas areas do
conhecimento.

O trabalho de Moro e Soares (2006) foi realizado para responder a questdo sobre a
possibilidade de se verificar como ocorre a construgdo do raciocinio combinatorio quando da
solucdo de problemas multiplicativos de produto cartesiano na escola fundamental. Como
hipdtese em exame, consideraram que podem ser identificados e descritos diferentes niveis da
construcdo inicial daquele modo de raciocinio, em diregdo a sua organizagdo logico-formal,
guando alunos, mesmos o0s das séries iniciais, 32 e 42 séries, solucionam problemas matematicos
do tipo produto cartesiano.

Apoiados em trabalhos de Jean Piaget e colaboradores, os autores veem importantes
contribuicGes sobre a construcdo inicial e progressiva do raciocinio combinatdrio ja em criangas
pequenas, com alteracdes expressivas logico-formais durante a adolescéncia. Segundo eles, ha
diversos estudos indicando que criancgas, nas séries iniciais da educacgéo bésica, sdo capazes de
iniciar a compreensdo de conceitos e relagfes multiplicativas relativamente complexas, como

as de razdo, proporcao e funcdo, e que pertencem, também, ao campo conceitual das estruturas
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multiplicativas. S&o resultados que falam a favor da probabilidade de que uma construgédo
afiliada, como a do raciocinio combinatério, também possa ocorrer quando se trata de organizar
conteddo de campos diversos de aprendizagem na escola fundamental.

Os autores relatam que h& poucos estudos que tratam do raciocinio combinatério entre
variaveis e seus valores. Menos frequentes ainda sdo 0s que examinam essa forma de raciocinio
na solucdo de problemas multiplicativos, os de produto cartesiano. Assim, segundo 0s autores,
identificar e descrever as estratégias de solucédo desses problemas pelos alunos € um caminho
para estimular sua presenca nas propostas dos professores. Deste modo:

E, no terreno da aprendizagem escolar da matematica, é interessante conhecer a
progressdo do raciocinio combinatério do aluno da escola elementar que,
provavelmente, venha a ser revelada e/ou estimulada pela solucdo de tal género de
problemas. Desse tipo de resultado serd possivel inferir formas de intervencao do

professor para ativar a elaboracdo de conceitos e relagdes matematicas pertinentes e
seus organizadores subjacentes (Moro; Soares, 2006, p. 107).

O estudo contou com 50 alunos de uma escola da rede publica municipal e foram
apresentados quatro problemas de produto cartesiano. Foi destacado que poderiam responder
utilizando diferentes formas de expressar a solucdo, como exemplo: desenhos, escritas
numéricas e alfabéticas, graficos, entre outras que julgassem necessarias. O principal
procedimento de analise dos dados foi de ordem qualitativa e compreendeu a descricdo
interpretativa do conteddo das solucGes dos sujeitos a cada um dos problemas, segundo o que
este contelido estaria revelando sobre a significacdo combinatdria da solugdo. Essa analise foi
efetuada de acordo com trés momentos:

a) da primeira descri¢do das principais caracteristicas de cada solucéo; b) de uma
segunda descricdo, de depuracdo daquelas caracteristicas nos diversos casos em que
se faziam presentes, verificando seus tragos e significados comuns com base na
conjungdo dos eixos de critérios acima referidos, para obter niveis e/ou subniveis
provaveis de elaboragdo do raciocinio combinatdrio; c) de uma terceira descricdo, a

revisdo dos niveis (subniveis) obtidos em b), para verificar a validade das descrigdes
obtidas e da provavel hierarquia ali presente (Moro; Soares, 2006, p. 110).

A seguir estdo descritos os niveis e subniveis de raciocinio combinatério obtidos da
analise das solucbes de todos os sujeitos de 3% e 42 séries aos quatro problemas de produto

cartesiano resolvidos.

Nivel 0 — De resposta alheia ao contexto:
Consiste em solu¢do ndo numérica, sem relagdo com o que pede o problema, e sem

referéncias as variaveis.
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Nivel I — De resposta contextualizada sem indicio de combinac&o:

Subnivel 1A - Da escolha de variaveis, consistindo de soluces que contém escolhas
relativas a uma ou mais variaveis, sem qualquer combinacao entre elas;

Subnivel IB - Da adicdo de valores, consistindo em solugdes que se limitam ao calculo
aditivo (mental ou ndo) de alguns ou de todos os valores envolvidos, seguindo ou ndo sua ordem
de aparecimento e incluindo ou nédo os distractores;

Subnivel IC - Das composi¢cdes numéricas em diferentes formas de calculos, quando
h& emprego de algoritmo escolar de composi¢édo numérica em contexto ao qual ele ndo se aplica.
S&o obtidas uma ou mais composi¢fes numéricas (com ou sem desenho ilustrativo) com os
valores das variaveis (e/ou com os distractores) entre si combinados. Sdo efetuados célculos

diversos (aditivos, multiplicativos) na aparente busca de “muitas maneiras”.

Nivel 11 — Das primeiras aproximagdes a solugdo combinatoria:

Subnivel 1A - Do caso favorito, quando é representada uma, € somente uma,
possibilidade de combinacdo entre as variaveis (um e somente um valor de cada uma delas).
Seria a combinagéo escolhida por razéo estética ou por adequacdo de uso. Quando presentes,
os valores distractores sdo também considerados;

Subnivel 11B — Dos casos favoritos conforme valor distractor ou de variavel estranha,
quando ha a representacdo de alguns casos de combinacdo das variaveis, envolvendo um ou
mais valores, inclusive distractores e variaveis nao presentes no problema, e que ndo se excluem
quando os valores sdo pequenos. Para valores maiores, a cada valor de uma variavel
corresponde somente um valor da outra, por vezes ainda conforme critério de uso adequado, e
com forte marca da correspondéncia termo a termo como organizador;

Subnivel 11C — Dos casos favoritos ignorados os distractores, em que as solugdes
representam ndmero limitado de casos de combinacdo das variaveis, cujos valores aparecem
emparelhados, sem que os distractores interfiram na solucdo, por vezes ainda conforme critério
de uso adequado. Ha também forte marca do esquema de correspondéncia termo a termo como

organizador.

Nivel 111 — Da obtencdo de algumas combinacgoes:
Subnivel 111A — Das buscas iniciais de combinagdes, “distorcidas” pelos “distractores”,
abrangendo solugGes em que estdo representadas muitas combinagGes entre os valores das

variaveis, mas regidas pelos valores distractores. Essas combina¢6es sdo obtidas ou apenas com
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calculo aditivo ou mesclando tais calculos com os multiplicativos, na aparente busca de “muitas
maneiras”;

Subnivel 111B — Das aproximacdes aditivas, multiplicativas e por divisdo, consistindo
na busca de um certo nimero de combina¢Bes obtidas mediante diferentes juncdes e
complementacBes de calculos variados entre alguns e/ou todos os valores das variaveis
envolvidas, repetidos ou ndo, bem como entre resultados desses calculos, complementados por
valores unitarios do texto do problema;

Subnivel 111C — Das muitas combinag6es aditivo-multiplicativas com trés variaveis,
consistindo de numero limitado de combinacdes entre os valores envolvidos, obtidas de
diferentes “jungdes” aditivo-multiplicativas na busca da resposta final em termos de “muitos
casos”. Por vezes, hd também a representacdo por diagrama com recursos pictoricos, quando
aparece a dificuldade em representar os valores das trés variaveis.

Nivel 1V — Da presenca de solu¢do combinatdria: quando estéo presentes todos 0s casos
possiveis de combinacao entre os valores das varidveis, quer em representacao pelo diagrama
cartesiano, quer por calculo multiplicativo candnico.

Apesar de seu carater exploratério e com os limites metodologicos que apresenta, o
estudo ora reportado permitiu a identificacdo e a descri¢do de niveis e subniveis de solu¢des
aos problemas de produto cartesiano focalizados em uma hierarquia que vai de solu¢Ges ndo
pertinentes e/ou pertinentes ao problema, sem sinal de raciocinio combinatdrio, até aquelas em
que sinais desse raciocinio aparecem.

O estudo de Moro, Soares e Camarinha Filho (2010) trata da construcao do raciocinio
combinatério tal como presente na solucdo de quatro problemas multiplicativos de produto
cartesiano por alunos de 3? a 62 série da escola fundamental. E examinada a hipétese de que se
pode identificar a psicogénese daquele tipo de raciocinio em direcéo a sua formalizacéo, quando
sdo solucionados, na escola, problemas matematicos de produto cartesiano. Também foi
verificada a ocorréncia de relacdo entre os niveis identificados, a escolaridade e o tipo de
problema resolvido, na expectativa de que, quanto mais avangada a escolaridade, solucdes de
niveis mais avancados tendam a ocorrer.

Como tal, além de verificar como se constrdi o raciocinio combinatério, visou também
examinar a validade e a fidedignidade dos resultados obtidos em trabalhos anteriores (Moro;
Soares, 2006) que descreveram diferentes niveis hierarquicos de raciocinio combinatério, a
partir da anélise das solu¢Ges aos mesmos quatro problemas. O estudo foi conduzido em duas
escolas publicas de uma extensa regido metropolitana, selecionadas por conveniéncia devido a

disponibilidade em receber os pesquisadores. Uma escola atendia alunos da 12 a 4?2 série,
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enguanto a outra atendia alunos da 5% a 82 série do Ensino Fundamental. Participaram do estudo
110 alunos de ambos os sexos. Os alunos incluidos foram os presentes em cada turma que
concordaram em participar da pesquisa. A selecao de uma turma por série também foi baseada
na conveniéncia, considerando a disponibilidade dos professores em ceder suas turmas para a
coleta dos dados.

Para a analise dos dados foram escolhidos procedimentos de ordem qualitativa e de
ordem quantitativa. A analise qualitativa focalizou o contetddo das soluc¢des dos participantes a
cada um dos problemas, centrando-se no que esse conteddo pode revelar do raciocinio
combinatério ali envolvido. Os critérios empregados organizaram-se em trés eixos principais,
a saber: presenca de limites de interpretacdo, pelos sujeitos, das relacBes entre elementos do
texto dos problemas; presenca de um ou mais casos de combinagdo de valores das variaveis; e
presenca de calculo relacional aditivo e/ou multiplicativo.

Em resumo, este estudo adota 0s mesmos eixos utilizados em estudos anteriores, porém,
com uma diferenca significativa: a defini¢do do eixo relativo a interpretacdo das relacdes entre
os elementos textuais do problema. A andlise foi conduzida em dois momentos principais:

a) Revisdo comparativa das caracteristicas descritivas de cada grupo de solucdes das

duas hierarquias (3 e 4? séries e 5% e 62 séries), considerando critérios revisados para

identificar tragos e significados comuns;

b) Nova descricdo dos niveis (e subniveis) com revisdes repetidas para adaptar e

redefinir os niveis em resposta a redefinicdo dos critérios, assegurando a validade das

descricOes obtidas e possiveis hierarquias presentes.

A anélise quantitativa foi realizada utilizando testes estatisticos ndo paramétricos, como
analise de variancia e coeficiente de correlacdo de Spearman, aplicados as frequéncias das
solucdes agrupadas por niveis identificados. O objetivo foi verificar a relacdo entre esses niveis
de solucdo, o nivel de escolaridade (séries escolares) e o tipo de problema resolvido. Através
da andlise qualitativa das solucGes dos quatro problemas aplicados, foram descritos os niveis e
subniveis de elaboragdo do raciocinio combinatorio. A seguir esta a descri¢cdo dos niveis e

subniveis identificados.

Nivel I - De auséncia de solugdo combinatéria:

Sdo solugbes que se caracterizam por revelar limites maiores ou menores da
interpretacdo sobre o que é informado e solicitado no texto do problema. Tais limites, quando
acentuados, denotam atencdo quase exclusiva aos algarismos do texto. Resultam, entdo, em

composicdes numericas por justaposicao desses algarismos e em calculos aritméticos variados
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com 0s numeros assim obtidos e com os contidos no texto, na tentativa de dar alguma resposta
numérica ao problema.

Outra forma de manifestacdo dos limites mencionados é apelar, na busca de solucéo,
para critérios relacionados ao uso social, o que denota certo desvio do contexto especifico da
matematica escolar em que os problemas apresentados se situam, mas em que ha alguma
atencdo ao contetdo do texto, ndo somente aos algarismos. Eis os subniveis identificados:

Subnivel 1A: da obtencéo de resultado por um calculo qualquer:

Sdo solucBes que se caracterizam pela aparente busca de algum resultado numérico,
mediante justaposi¢do de algarismos do texto ou pela execugdo (com célculo mental ou ndo) de
quaisquer das operacOes aritméticas com os valores das variaveis, dos distractores e/ou outros,
por vezes resultantes das préoprias operacdes (em ordem variada, de uma a quatro operacoes,
repetindo-se exclusivamente ou néo).

Subnivel IB: da evocacgdo de elementos do problema em contextos ndo matematicos:

Sdo solucdes com desenho ou escrita alfabética. Referem-se (com copia ou ndo) a
pergunta ou ao texto do problema, as variaveis e/ou aos seus valores (sobretudo os distractores).
Pautam-se pela interpretacdo do contetudo do problema conforme o significado sociocultural
das varidveis, mas sem combinagdo entre elas.

Nivel 11 - Dos primeiros indicios de relagdes para solu¢cdes combinatdrias:

A caracteristica que distingue as solucdes (predominantemente pictdricas) desse nivel
daquelas do anterior é o progressivo aparecimento de relacGes de correspondéncia termo a
termo entre valores unitarios das variaveis, todas elas ou alguma delas, como também entre
partes dos valores de uma das variaveis com partes dos das outras. A marca de tais relacdes é
ainda aditiva. Por vezes, fazem-se presentes, complementares as soluc@es, calculos aritméticos
envolvendo tanto valores numéricos do texto (incluidos os distractores) quanto valores
numéricos estranhos ao texto. Segue a descri¢do dos subniveis identificados:

Subnivel 11A: dos emparelhamentos parciais entre variaveis e seus valores:

A termo: (a) entre valor unitario de uma das variaveis ao valor da outra; ou (b) entre
partes do valor de uma delas ao valor das outras. Seguem, respectivamente, calculos aditivos,
multiplicativos e subtrativos, envolvendo, de diferentes formas, as variaveis, considerados 0s
distractores ou suas partes decompostas.

Subnivel 11B: das composic¢des aditivas restritas a varidvel Gnica ou estranha:

Apesar do registro da resposta correta a pergunta, a solugao representa composicoes
aditivas (que se esgotam), ndo dos valores das duas variaveis do texto, mas dos dois valores de

uma delas com um valor constante relativo a mesma variavel. Essa ndo consta no texto, mas
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refere-se & caracteristica do objeto ali evocado. Logo, estd presente apenas a relacdo de
composicdo (aditiva) dos valores de uma das variaveis.

Subnivel 11C: do caso favorito:

S&o solugdes que representam um caso apenas de relacdo entre as varidveis, e que
colocam em correspondéncia termo a termo um — e somente um — valor de cada uma delas.
Seria uma combinacdo escolhida por razdo estética ou por adequacéo de uso. Quando presentes,
os valores distractores sdo também considerados.

Subnivel 11D: dos casos favoritos:

Sdo solugBes (sobretudo pictdricas ou diagramaticas) que consistem em mais de um
caso de relacdo entre as variaveis, mas que ordenam por correspondéncia termo a termo apenas
partes dos valores dessas variaveis em relacdo a parte dos valores das outras, incluindo, por
vezes, os distractores. Em alguns casos, a ordenacdo é claramente direcionada pelo critério de
uso.

Nivel I11 - Dos indicios de solu¢des combinatoérias:

As solugdes do nivel 111 trazem, diversamente das de niveis anteriores, o fato de serem
regidas pelo esquema de correspondéncia “um para muitos” entre os valores das variaveis, de
inicio ainda envolvendo os distractores. Quando predomina o emprego de diagramas, a presenca
em progressao desse esquema é mais evidente, embora, por vezes, haja sinais de contagem dos
casos obtidos e de célculos aditivos, mesclados com calculos multiplicativos. Outra marca
importante é a de que sdo solugdes ndo distorcidas por interpretacdes do contetido do problema,
restritas a contextos socioculturais especificos. Eis 0s subniveis encontrados:

Subnivel 111A: da busca inicial de combina¢Ges mediante calculos diversos distorcidos
pelos distractores:

S&o solugdes com diagrama ou com calculo, em que estdo representadas muitas
tentativas de combinac@es entre os valores das variaveis, mas regidas pelos valores distractores.
Essas tentativas sdo feitas por diferentes juncGes, repeti¢cbes e complementagdes de célculos
variados entre alguns e/ou todos os valores das variaveis, os aditivos mesclados aos
multiplicativos, na aparente busca de “muitas maneiras”.

Subnivel 111B: das combinacGes parciais mediante calculos aditivo-multiplicativos ndo
distorcidos pelos distractores:

Trata-se de solucBes obtidas por meio de diagramas ou de célculos em que ha
multiplicacdo e/ou adicdo entre alguns ou todos os valores de algumas das variaveis,
acompanhados de outro tipo de calculo aditivo ou multiplicativo, envolvendo os resultados

obtidos e/ou o valor da terceira variavel, quando é o caso, sem a presenca dos distractores. Sao
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combinagdes obtidas de diversas “relagdes” aditivo-multiplicativas, na busca de resposta final,
em termos de “muitos casos”. Quando hd diagrama com recursos pictoricos, fica evidente a
dificuldade de representar todos os valores das trés variaveis, combinados.

Subnivel 111C: das combinagGes de varidveis marcadas por relagdes aditivo-
multiplicativas:

Séo solucdes diagramadas ou com calculos, as quais contemplam a composicdo de
relacdes aditivo-multiplicativas entre todos os valores das variaveis envolvidas. Quando
presentes, 0s calculos sdo de adicdo e/ou de multiplicacdo entre os valores de cada variavel e
cada resultado obtido dessas operacOes. Os resultados sdo, entdo, incorretos, por causa dessa
“combinagdo” de produtos e somas, as vezes com sinais de contagem dos casos obtidos.

Nivel 1V - Da presenca de solugdes combinatorias:

Muito apoiadas em diagramas ou em outro recurso grafico (listas, tabelas, por exemplo),
as solucdes desse nivel diferenciam-se daquelas do nivel anterior, ao representarem a relacdo
de “um para muitos” entre todos os valores de todas as varidveis, sejam elas duas ou trés. Na
elaboracdo dessas solucbes, ha o emprego de procedimentos econémicos, inclusive os com
marca algébrica.

Subnivel 1VA: do total das combinagdes por calculo de marca aritmética:

S&o solugdes em que estdo presentes todos 0s casos possiveis de combinagédo entre os
valores das variaveis, representados quer em diagrama (com registro pictorico e/ou numérico
do total de possibilidades identificadas, ou com apoio na disposi¢cdo ordenada dos valores de
uma ou mais variaveis como referéncia), quer por calculo multiplicativo canénico.

Subnivel 1VB: do total das combinag@es por calculo de marca algébrica:

Trata-se de solucdo com marca algébrica (siglas, algarismos) representada com certa
ordem pela qual esta indicada uma parte ou o total das combinac@es entre os valores das trés
variaveis. Esse traco expressa controle eficiente das possibilidades de combinacdo dos valores
das varidveis na utilizacdo de procedimento econémico de célculo relacional. No caso obtido,
essa representacdo é a da metade das combinagdes.

A hierarquia exposta neste texto retrata em termos gerais a tendéncia ja desenhada
naqueles estudos: de solucBes sinalizando auséncia de raciocinio combinatorio, conforme,
agora, os limites maiores ou menores da interpretacdo dos respondentes das relagdes entre 0s
elementos do texto do problema, até aquelas em que ha sinais de presenca desse tipo de
raciocinio, identificados os momentos de transicdo entre tais patamares e dentro de cada um

deles.
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Os resultados sugerem uma relacdo entre a transformacéo das referidas caracteristicas,
de forma que quanto mais aumentam nas solucdes o0s casos de combinacgdo das variaveis e de
seus valores, mais ali aparecem sinais da presenca em transformacdo do célculo relacional
aditivo em direcdo ao multiplicativo. Foi possivel constatar que os avan¢os na identificacdo das
varidveis e das combinacBGes entre elas, conforme seus respectivos valores, ocorrem
inicialmente por tateio, havendo na sequéncia melhor dissocia¢do dos casos e um controle cada
vez mais sistematico de suas inter-relacdes (Inhelder; Piaget, 1972).

Em sintese, os resultados obtidos apontam para a necessidade e a relevancia do trabalho
com problemas de produto cartesiano na escola fundamental, desde as séries iniciais, ndo
somente pelo seu significado matematico especifico, mas também como alternativa para
promover o desenvolvimento cognitivo do aluno, ao ativar a construcdo de seu raciocinio

combinatorio, com possiveis reflexos em outras areas da aprendizagem escolar.
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5 CONSTRUCAO DA BASE EXPERIMENTAL: ANALISES A PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos um estudo de revisdo bibliografica sobre Analise
Combinatoria, com o intuito de analisar como o tema vem sendo abordado em pesquisas
recentes. Em seguida, apresentamos 0s participantes da pesquisa, a sequéncia didatica e as
analises a priori dos encontros, contemplando niveis de raciocinio combinatorio inferidos das
analises das repostas dos participantes.

Neste estudo, focou-se exclusivamente em artigos publicados em periédicos. Para
conduzir esta revisao sistematica, recorreu-se a base de dados disponivel no Portal de Periédicos
da Capes, uma plataforma virtual que retne e fornece acesso a producgdes cientificas tanto
nacionais quanto internacionais (Capes, 2020). O intervalo de tempo considerado para a
pesquisa compreendeu publicacdes do periodo de 2014 a 2024. O processo de pesquisa foi
estruturado da seguinte maneira: inicialmente, aplicou-se o descritor “Analise Combinatoria”.
Posteriormente, introduziu-se um segundo descritor na funcionalidade de busca avancada. Este
segundo termo, “Sequéncia Didatica”, foi selecionado com o objetivo de refinar a pesquisa,
garantindo que os resultados fossem pertinentes ao escopo do estudo. Essa estratégia resultou
em nove resultados iniciais, dos quais, apos a aplicacdao do filtro de periddicos revisados por
pares, restaram seis. Desses, cinco artigos foram considerados relevantes para uma analise mais
detalhada, categorizacdo e inclusdo no levantamento.

Em uma segunda etapa, replicou-se a estratégia de busca utilizando o descritor “Analise
Combinatoéria” e adicionou-se um novo termo, “Ensino”, através da busca avangada no Portal
de Periddicos da Capes. Essa busca gerou 56 resultados iniciais que, ap6s a aplicacdo dos filtros
de revisao por pares e delimitacdo temporal de 2014 a 2024, resultaram em 29 estudos. Desses,
21 artigos ndo contemplados na busca anterior foram adicionados a compilacdo de estudos. Na
terceira e Ultima etapa de busca, manteve-se 0 descritor “Analise Combinatdria” e introduziu-
se “Educagdo” como segundo termo na busca avancada. Essa agcdo gerou 42 resultados,
entretanto, todos ja haviam sido identificados nas etapas anteriores de busca, culminando em
um total de 26 pesquisas analisadas integralmente.

Os resultados da revisao sistematica evidenciaram as pesquisas atuais e seus desafios no
ensino de Analise Combinatéria. Um total de 26 artigos foram encontrados, conforme os
critérios selecionados de busca em periddicos cientificos. Apos a leitura de todos os artigos na
integra, apenas 25 artigos foram validados para a etapa de categorizagdo. O artigo excluido da
analise ndo possuia relacdo com ensino ou educacdo. A seguir, apresenta-se uma lista com todos

os artigos encontrados, analisados e categorizados:
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Ne° Titulo Ano Autor(es)

01 Reflexdo sobre o ensino de analise combinatoria no Ensino Médio: 2014 Martins, G.G.;
percepgoes de professores formados no CEUNES-UFES Silva, J.D.

O Ensino de Analise Combinatéria como Referéncias Curriculares para Kashimoto, LK_;

02 2015 o
Saberes Docentes Oliveira, R.G.

03 Os PCN €o bloco Tratamento da Informagao :~algu,m.as possibilidades tedrico- 2016 | Teixeira, PJM.
metodologicas para a sala de aula da Educago Basica

04 | Um estudo probabilistico sobre caminhos em reticulados quadrados 2016 | Santos, R.C.

05 O uso de pressupostos tedricos da Teoria da Aprendizagem Significativa no 2016 Brum, W.P,;
estudo acerca de Analise Combinatoria Poffo, .LR.D.

N . . ~ L .. Dias, R.A.;

06 Ell(t)g:r(()ﬁs ici&i:narAnahse Combinatéria na Educagdo Basica: atividades 2017 | Freitas, A.V:

craiscip ©s Victer, E.F.

07 A aprendizagem de Analise Combinatoria no Ensino Médio: uma proposta 2017 Silva, D.P;
didatica por meio da Resolug@o de Problemas Guerra, E.A.
Resolugdo e formulagdo de problemas no desenvolvimento do raciocinio Nunes, C.B.;

08 S 2017 .
combinatorio Vidal, T.C.

09 | A matematica por trés do sudok 2018 | Santos. R.Ps

¢ ca por fras do sudoku Vasconcellos, L.A.S.
Ensino da Analise Combinatdria por meio de Tecnologia Mével: um relato de Tavares, P.C.M.;

10 A 2019 .
experiéncia Bogutchi, T.F.
Modelagem na Educagdo Matematica para o desenvolvimento de conceitos Bastos, T.A.;

11 (1 S 2020
de Analise Combinatoria Rosa, M.

12 Materiais lidicos como instrumentos de ensino-aprendizagem-avaliacao de 2020 Rostirola, S.C.M.;
Analise Combinatdria no Ciclo de Alfabetizagao Siple, I.Z.

13 Ensino-Aprendizagem de Analise Combinatoria via Exploragdo, Resolugdo e 2020 Silveira, A.A.;
Proposicdo de Problemas no Ensino Médio Andrade, S.

14 Resolugdo, Exploragdo e Proposigdo de Problemas nos anos iniciais do ensino 2020 Santos, E.V,;
fundamental: contribuigdes para o ensino e aprendizagem da combinatoéria Andrade, S.
Teses e Dissertagdes sobre o Ensino e a Aprendizagem da Combinatoria: Campos, C.E;

15 o N 2021 L
perspectivas investigativas Igliori, S.B.C.

16 Sala de aula invertida adaptada ao Ensino Remoto: uma proposta de Ensino 2021 Marques, B.S.M.;
Hibrido aplicado a Analise Combinatoria Barbosa, N.M.

17 | Analise Combinatoéria: metodologia de apoio ao professor 2021 | Venezuela, A.L.

Gieseler, L.C.;
A Proposicdo e Resolugdo de Problemas na aprendizagem de Matematica: Schneider, B.;

18 o . . 2021 .

possibilidades para o Ensino Superior Possamai, J.P;;
Allevato, N.S.G.

19 A Utilizagdo da Gamificagdo na Aprendizagem de Andlise Combinatéria: 2022 Brito, C.E.;
possibilidades atreladas ao uso do H5P e do Wordwall Almeida, L.M.

20 Aprendizagem matematica: usando loterias da caixa como metodologia de 2022 Neres, R.L.;
ensino de Analise Combinatoéria e Probabilidade Correa, V.B.
Proposi¢do de problema de Analise Combinatéria como ponto de partida: Silveira, A.A.;

21 S 2022
episodios de sala de aula Andrade, S.
Combinando: um material para Ensino de Analise Combinatdria a estudantes Basniak, M.1;

22 2023 .
cegos Dombrowski, A.F.

e . . . Portela, A.C.T.;
23 UtlllZ%Q'aO do sof{war'e .]R{ para auxiliar no processo de ensino-aprendizagem 2023 | Oliveira, H.H.G.S.:
da Anélise Combinatdria .
Viola, D.N.
N . . Vieira, R.PM.;
24 8132;3; do modelo combinatério de Padovan por meio da Engenharia 2023 | Alves, FR.V.:
Catarino, PM.M.C.
A ) . . . . - Teixeira, M.A.G.;
25 Polindmio de Gauss: uma investiga¢ao da origem do conceito e a relagao 2024 | Travassos, MLE.G.:

com coeficiente binomial

Craveiro, .M.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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Os artigos foram categorizados quanto ao nivel de ensino: fundamental, médio, superior
ou formacdo continuada (Tabela 1). Nota-se que alguns artigos fizeram proposi¢des de planos
de aula ou revisao bibliografica, ndo necessariamente avaliando a pratica do ensino diretamente
em sala de aula, portanto, para esse fim, esses artigos foram classificados na categoria
“formagdo continuada” pelo entendimento que essas contribuicdes estdo diretamente ligadas a

pratica dos docentes ja formados e em exercicio.

Tabela 2 - Frequéncia absoluta (fi) e relativa (fr)
de artigos em relacdo ao enfoque da pesquisa

quanto ao nivel de ensino

Nivel de Ensino fi fr
Fundamental 4 16%
Médio 13 52%
Superior 3 12%
Formacao continuada 5 20%

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Nota-se que mais da metade das pesquisas encontradas (52%) estdo relacionadas ao
nivel de ensino médio. Esse resultado reflete a relacdo dos contetidos de Analise Combinatéria
com esse nivel de ensino. A baixa porcentagem de pesquisas com enfoque no ensino superior
(12%) demonstra a lacuna e reforca a justificativa da presente pesquisa em avaliar o ensino de

Anélise Combinatdria no nivel superior.

5.1 Ensino Fundamental

Dias, Freitas e Victer (2017) trouxeram propostas interdisciplinares de estudo de
conceitos de analise combinatoria na educacdo bésica. Esses autores apresentam propostas
Iudicas que mobilizam o principio fundamental da contagem, combinacdes e arranjo simples,
com as atividades “boneca de papel”, “eleicdes” e “campeonato de futebol”. Teixeira (2016)
propde problemas de contagem em uma atividade de pintar faixas, listras e regides de bandeiras,
para mobilizar o principio aditivo da contagem. O autor ressalta a importancia de se trabalhar
a componente Andalise Combinatdria desde os anos iniciais do Ensino Fundamental.

Rostirola e Siple (2020) utilizaram materiais ladicos contextualizando com a obra
literaria “Alice no Pais das Maravilhas” para realizar propostas de ensino que promovam o

desenvolvimento do raciocinio combinatério, com alunos do 3° ano do ensino fundamental.
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Santos e Andrade (2020) trabalharam conceitos de combinagdo, arranjo e permutacdo com
alunos do 5° ano do Ensino Fundamental, aplicando a metodologia de resolucéo, exploracéo e
proposicdo de problemas.

Percebe-se que, nos anos iniciais, as pesquisas possuem um olhar voltado mais para o
Iudico. Nota-se que os artigos com enfoque no ensino fundamental, em contraste aos demais
niveis de ensino, relatam menos dificuldades em relacdo a aplicacao e participacdo dos alunos,
indicando uma possivel associacdo entre o nivel de ensino e a complexidade dos contetdos

trabalhados em Anéalise Combinatoria.

5.2 Ensino Médio

Kashimoto e Oliveira (2015) identificaram dificuldades de alunos do 2° ano do ensino
médio quanto ao contetido de Analise Combinatoria. Silva e Guerra (2017) realizaram testes de
conhecimentos prévios sobre Analise Combinatoria com alunos do 2° ano do ensino médio
antes de aplicarem as sequéncias didaticas propostas. Os resultados dos testes prévios
mostraram que 0s alunos ndo conseguiram resolver os problemas propostos. No entanto, apds
a aplicacdo das sequéncias didaticas, Silva e Guerra (2017) relatam que houve apropriacdo dos
alunos quanto aos conceitos basicos de Analise Combinatoria.

Santos e Vasconcellos (2018) utilizaram “Sudoku” como recurso didatico com alunos
do 3° ano do ensino médio. Os autores citam as dificuldades dos alunos em relacao a aplicacdo
da préatica, mas também citam que a dinamica proporcionou maior envolvimento dos alunos
com assuntos de matematica e desenvolvimento do raciocinio. Tavares e Bogutchi (2019)
desenvolveram um jogo de ensino de Analise Combinatoria para smartphone “Foca na Comb”.
A aplicacdo foi utilizada em uma sala de aula com alunos do 2° ano do ensino médio, e, de
acordo com os autores, facilitou o entendimento sobre os conteudos de Analise Combinatoria
e promoveu maior envolvimento dos alunos.

Brito e Almeida (2022) empregaram tecnologias digitais e a metodologia de
gamificacdo com alunos do 3° ano do ensino médio para mobilizar conhecimentos de Analise
Combinatéria. Os alunos recebiam pontuagfes de acordo com a participacdo em atividades
propostas e ganhavam “emblemas” conforme a pontuagdo aumentava. Os autores relataram o
parecer positivo dos alunos e a participacdo de 78% dos discentes de forma satisfatoria.

Também envolvendo tecnologias digitais, Portela, Oliveira e Viola (2023) elaboraram
uma ferramenta computacional em linguagem de programacéo R para a identificagdo do tipo

de Anéalise Combinatoria a ser utilizada em um problema. Os autores observaram que:
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[...] uma parcela significativa dos participantes apresentou um déficit significativo no
entendimento dos conceitos de analise combinatoria, revelando uma discrepancia em
relacdo ao conteldo programatico esperado para o respectivo nivel educacional
(Portela; Oliveira; Viola, 2023, p. 23).

Uma quantidade relevante de autores empregou tecnologias digitais e recursos
computacionais em suas pesquisas (Tavares; Bogutchi, 2019; Brito; Almeida, 2022; Portela;
Oliveira; Viola, 2023). Pelos resultados das pesquisas, nota-se que 0 acesso a tecnologia digital
é um requisito para a aplicacdo dessas metodologias e 0 seu uso requer cautela para evitar a
exclusdo de alunos no processo de ensino e aprendizagem.

Neres e Correa (2022) aplicaram um método de ensino com volantes de loteria da Caixa
Econbémica Federal, com alunos do 2° ano do ensino médio. Os autores mobilizaram tanto
conhecimentos sobre Analise Combinatdria quanto sobre Probabilidade. Os alunos envolvidos
na pesquisa relataram dificuldades com conceitos matematicos basicos, e 0s autores comentam
que a utilizagdo de praticas que envolvam o cotidiano promoveu melhor participacao e interesse
dos alunos.

A relacdo do cotidiano do aluno com a pratica escolar também € vista no trabalho de
Bastos e Rosa (2020), que aplicaram a modelagem mateméatica no ensino de Analise
Combinatoria com alunos do 2° ano do ensino médio. Nessa pesquisa, 0s alunos visitaram
academias de suas preferéncias e aplicaram conceitos de combinacgédo, permutacéo e arranjo na
elaboracdo de fichas de treinos. Silveira e Andrade (2020) utilizaram a abordagem de
exploracdo, resolugédo, proposi¢éo, codificacdo e descodificacdo de problemas com alunos do
2° ano do ensino médio. Nas duas pesquisas citadas, os autores relatam uma intervengao menor
do professor em sala de aula, assumindo papel de mediador, e permitindo aos alunos maior
autonomia, passando a desempenhar o papel de sujeito principal da aprendizagem.

Silveira e Andrade (2022) observaram os resultados da aplicacdo da metodologia de
proposicdo de problemas com alunos do 2° ano do ensino médio. Os alunos elaboraram
problemas envolvendo anagramas. E relevante notar que nessa pratica, os autores relatam que
alguns grupos de alunos desenvolveram questfes muito similares ou parecidas com questfes
do livro didatico. Houve situagdo em que o problema proposto necessitava de reformulacéo
para evitar problemas de interpretacdo. De modo geral, resultados da pratica pedagdgica
mostraram que o0s alunos se tornaram protagonistas de sua aprendizagem ao debaterem e
tomarem decisdes na proposicdo de problemas.

O protagonismo do aluno no processo de ensino e aprendizagem também € visto no
trabalho de Marques e Barbosa (2021), apresentando topicos de uma sequéncia didatica com o

tema Andlise Combinatdria. Os autores propuseram, durante o periodo de isolamento social
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causado pela pandemia da Covid-19, a metodologia de sala de aula invertida adaptada ao ensino
remoto com alunos do 2° ano do ensino médio. Os autores relatam aspectos positivos da
proposta, a0 mesmo tempo em que citam os desafios nesse modelo de ensino quanto a
possibilidade de perda de conexdo com a internet, falta de energia elétrica, atualizacdo dos
softwares dos computadores e ruidos.

Basniak e Dombrowski (2023) mobilizaram o principio fundamental da contagem
utilizando material impresso 3D em uma proposta de inclusao entre alunos cegos e videntes. A
pesquisa teve como foco alunos do ensino médio, mas os autores também indicam o uso do
material didatico para outros niveis de ensino, incluindo o ensino fundamental. Dentre os
desafios, os autores mencionam que “[...] € preciso uma pessoa especializada que faga a
modelagem e a impressao dos objetos [...]” (Basniak; Dombrowski, 2023, p. 18). Os resultados
mostraram-se positivos na incluséo de alunos cegos utilizando o material produzido, que fora
denominado “o Combinando”.

Teixeira, Travassos e Carneiro (2024) apresentam uma pesquisa com enfoque no ensino
médio, porém, com uma abordagem diferente das apresentadas anteriormente. Nesse trabalho
é explorado um historico sobre a origem do conceito de Polindmio de Gauss e sua relagdo com
o coeficiente binomial. Os autores acreditam que os resultados encontrados “[...] ampliam as
possibilidades de abordagem combinatdria, enriquecendo o ensino da matematica no Ensino

Médio” (Teixeira; Travassos; Carneiro, 2024, p. 14).

5.3 Ensino Superior

Nunes e Vidal (2017) utilizaram o método de resolucao de problemas com uma turma
do curso de Licenciatura em Matematica no ensino de conceitos elementares de Analise
Combinatoria. Os autores citam o beneficio encontrado na pratica quando os alunos chegaram
a compreensdo por conta prépria ao invés do texto de livros didaticos. Dentre as dificuldades
relatadas nos resultados da pesquisa, cita-se a dificuldade que um dos grupos encontrou no
processo de generalizacdo na resolucao dos problemas.

Gieseler et al. (2021) propuseram a resolucdo de problemas associada ao contetdo de
Anélise Combinatdria com alunos do curso de bacharelado em Ciéncia da Computacdo na
modalidade de ensino remoto. Os alunos desenvolveram jogos digitais em diversas plataformas
envolvendo problemas relacionados. Dentre os resultados positivos, 0s autores perceberam a
participacdo mais ativa dos estudantes frente aos conteudos de Matematica, bem como

possibilidades de aplicagédo da atividade no Ensino Superior.
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Vieira, Alves e Catarino (2023) desenvolveram uma proposta de estudo dos conceitos
do modelo combinatério de Padovan para cursos de formacdo inicial de professores de
matematica, utilizando a Engenharia Didatica em conjunto com a Teoria das Situacoes
Didaticas.

Nota-se uma lacuna no quantitativo de pesquisas que envolvam estudos sobre 0 ensino
de Analise Combinatdria no nivel de Ensino Superior. Esse contraste elenca as possibilidades
de investigacOes que abordem a tematica nos mais diversos cursos de formacéo de profissionais,
além de verificar de que forma as novas metodologias aplicadas no Ensino Médio impactam na

formacéo dos alunos quando entram na graduacao.

5.4 Formacéo Continuada

Martins e Silva (2014) investigaram professores com formagéo inicial em matematica
na sua pratica docente ao ensinar os conceitos de Analise Combinatoria. Os resultados dos
questionarios mostraram que 0s professores dominam 0s conceitos basicos, mas possuem
insegurancas quanto a sua formagdo. Os autores citam que essas insegurancas podem refletir
em uma abordagem mais superficial do tema enquanto professores do Ensino Médio.

Brum e Poffo (2016) apresentam resultados de uma pesquisa com um grupo de
professores em exercicio que lecionam no Ensino Médio. Os resultados mostraram as
dificuldades dos professores em resolver exercicios relacionados com a Analise Combinatoria.
Os autores citam que na pratica foi observado que os professores detinham conhecimentos
basicos de Analise Combinatdria, porém, “o conhecimento comum do contetido nao € suficiente
para abordar exercicios no ensino [...]” (Brum e Poffo, 2016, p. 126), indicando fragilidades na
formacéo dos professores.

Esses resultados de pesquisas em formacdo continuada denotam ainda mais a
importancia de se investigar sobre as préaticas de ensino no nivel de Ensino Superior, uma vez
que a formacéo de profissionais do Ensino Fundamental e Ensino Médio passam por essa etapa
e podem refletir na insuficiéncia de aplicar as competéncias referentes ao ensino de Analise
Combinatoria.

Preocupado com as deficiéncias no ensino de Anélise Combinatoria, Venezuela (2021)
contribui com roteiros de planos de aulas para que professores trabalhem os conteudos de
Arranjo simples, Arranjo com reposi¢cdo, Combinagdo simples, Combinagdo com repeticéo,

Permutacdo simples, Permutagdo circular e Permutacdo com elementos repetidos. Santos
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(2016) propde calculos de probabilidade em reticulados quadrados que possam ser aplicados
por professores do Ensino Meédio e Superior em aulas de Analise Combinatoria.

Campos e Igliori (2021) elaboraram uma revisao bibliografica de teses e dissertacGes
sobre o ensino de Analise Combinatdria. Apesar de ndo ter um foco especifico em formacéo
continuada, esta pesquisa contribuiu para o entendimento do estado da arte em todos o0s niveis

de ensino.
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6 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI

Nesta secdo sdo apresentados o local, os participantes da pesquisa, 0s procedimentos e
etapas que compdem as sequéncias didaticas e as estratégias que os alunos empregaram em
suas resolugdes. Além disso, serdo descritas as experimentagdes, os resultados, as anélises e
algumas reflexdes sobre os encontros realizados.

Coari (Figura 1) € um municipio localizado no Estado do Amazonas, a 366 km de
distancia da capital estadual Manaus. Segundo o censo demografico realizado em 2010, o
municipio possui uma area territorial de 57.970,768 km2 e uma populagéo de 75.965 habitantes.
A estimativa populacional para o ano de 2021 é de 86.713 pessoas, conforme dados do IBGE
(2010).

A pesquisa foi realizada no Instituto de Saide e Biotecnologia (ISB) da Universidade
Federal do Amazonas (UFAM) localizado em Coari-AM.

Figura 1 - Localizagdo do municipio de Coari-AM
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Fonte: Guilherme et al. (2016).
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O ISB, antes denominado de Unidade Académica Permanente de Coari, é uma das cinco
Unidades Académicas da UFAM criadas no interior do Estado do Amazonas através do
Programa de Expansdo. Foi criado pela Resolugdo n.° 26, de 25 de novembro de 2005, do
Conselho Universitario (CONSUNI). O ISB esta localizado na Estrada Coari/Mamia, 305,
Espirito Santo, na cidade de Coari, Médio Solimdes. O nome atual do Instituto se deu através
da Resolucédo n.° 26, de 26 de outubro de 2006. O ISB contém na sua grade o total de 7 cursos
de graduac&o, segmentados nas areas de exatas e biologicas (enfermagem, fisioterapia, nutrigéo,
medicina, biotecnologia, licenciaturas conjuntas de fisica e matematica, e biologia e quimica).
A implementacdo desses cursos, proporcionou ao municipio ndo apenas a capacidade de atender
as proprias demandas educacionais, mas também, o tornou apto para suprir a caréncia dos
municipios proximos.

O de licenciatura em ciéncias: matematica e fisica curso oferece 50 vagas anuais e, de
acordo com o Projeto Pedagogico do Curso (PPC), disponivel em sua pagina eletronica:

Art. 2° - Para a integralizag8o curricular, a carga horaria total do curso de Graduacéo
em Licenciatura Ciéncias: Matematica e Fisica, correspondentes a 3.460 (trés mil e
quatrocentas e sessenta) horas/aula, equivalentes a 181 (cento e oitenta e um) créditos,
a serem integralizados em, no minimo 10 (dez) e, no maximo, 15 (quinze) periodos
letivos. A carga horaria total estd distribuida em: componentes curriculares
obrigatoérios — com carga horaria de 3.000 (trés mil) horas/aula, totalizando 177 (cento
e setenta e sete) créditos; componentes curriculares optativos — com carga horaria de
60 (sessenta) horas/aula, totalizando 04 (quatro) créditos; estagio curricular com carga
horéria de 405 (quatrocentos e cinco) horas/aula, totalizando 18 (dezoito) créditos e

Atividades Académico-Cientifico-Culturais — com carga horaria de 400
(quatrocentas) horas.

A escolha por trabalhar nesse curso especifico de Licenciatura em Ciéncias: Matematica
e Fisica foi feita pela proximidade com o contetido abordado de Analise Combinatdria pelo fato
de estar presente na matriz curricular do curso e pela facilidade de acesso a pesquisa por parte
do pesquisador por ser egresso do curso. Para proporcionar uma maior participacgao dos alunos,
foram adotados os seguintes critérios de inclusdo para a selecdo dos participantes: ser cidadao
brasileiro, possuir idade igual ou superior a 18 anos e estar matriculado na disciplina de
Matematica Elementar Il. Por outro lado, foram estabelecidos critérios de exclusdo para
individuos que ndo apresentaram condi¢cdes de responder as avaliagdes/atividades durante a
pesquisa, tais como alunos ausentes ou alunos que optaram por ndo participarem das interacoes.

O estudo em questdo, que foi conduzido, destacou-se pela auséncia de riscos tanto para
0s participantes envolvidos quanto para os pesquisadores. Todas as medidas de seguranca e
ética foram rigorosamente seguidas, garantindo a integridade fisica, psicoldgica e privacidade
dos participantes. A coleta de dados foi realizada de forma n&o invasiva, por meio de
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entrevistas, observacdes e avaliacGes voluntérias, respeitando a autonomia e o consentimento
informado dos individuos. O pesquisador adotou praticas cientificas éticas e responsaveis, de
acordo com as diretrizes e normas do Comité de Etica em Pesquisa/Comissdo Nacional de Etica
em Pesquisa (CEP/Conep). E importante observar que a pesquisa foi aprovada na Plataforma
Brasil, com o Parecer Consubstanciado do CEP aprovado e CAAE: 70193423.9.0000.5020,
Numero do Parecer: 6.115.731. Assim, foi assegurado que o estudo ndo apresentava quaisquer
riscos significativos para os participantes ou para 0s pesquisadores.

A pesquisa oferece uma valiosa oportunidade de explorar e aprimorar o raciocinio
combinatério de professores em formacgdo, trazendo consigo uma série de beneficios
substanciais. Ao enfocar essa habilidade cognitiva crucial, o estudo contribui para o
desenvolvimento profissional dos futuros educadores, fortalecendo suas competéncias
pedagdgicas no ensino de disciplinas que requerem habilidades combinatérias, como
matematica, ciéncias e &reas relacionadas.

O aprofundamento na compreensdo e pratica do raciocinio combinatério tem a
possibilidade de formar na medida em que os professores a oferecerem uma educacdo mais
enriquecedora e eficaz aos seus alunos, promovendo uma compreensdo mais sélida de conceitos
complexos e estimulando o0 pensamento criativo e critico. Além disso, a pesquisa proporciona
um maior embasamento tedrico e empirico para aprimorar as estratégias de ensino e
desenvolver recursos educacionais inovadores, enriquecendo o campo da pedagogia. Em dltima
analise, o estudo visa contribuir para a formacao de professores mais qualificados e preparados
para enfrentar os desafios educacionais contemporaneos, beneficiando assim tanto os docentes
em formacdo quanto as futuras geracdes de estudantes.

Inicialmente, planejavamos realizar quatro encontros para a aplicacdo das sequéncias
didaticas. Contudo, devido as limitacdes de tempo e questdes organizacionais, foi necessario
ajustar as sequéncias para dois encontros. O primeiro ocorreu com um grupo de voluntarios que
concordaram em participar de uma sessao online via Google Meet. Essa sessdo funcionou como
uma aula experimental, que forneceu a base para desenvolver a nova sequéncia didatica,
adaptada ao contexto alterado.

A turma era composta por cinco estudantes, com idades variando entre 25 e 35 anos.
Entre os alunos, duas eram mulheres, representando 40% do grupo, enquanto trés eram homens,
constituindo 60% da turma. Portanto, observa-se que a maioria dos participantes era do sexo
masculino, com todos os participantes tendo concluido o Ensino Médio.

O segundo encontro ocorreu na Universidade Federal do Amazonas (UFAM), em Coari-

AM, no Instituto de Saude e Biotecnologia (ISB). A pesquisa foi realizada com alunos do curso
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de Licenciatura em Ciéncias: Matematica e Fisica. Esse encontro foi conduzido durante a
disciplina de Matematica Elementar Il, destinada aos alunos do segundo periodo do curso. A
sessdo escolhida para a investigacdo aconteceu em 05/12/2023, as 18h, contando com a

presenca de 12 alunos.

6.1 Primeiro encontro via Google Meet

O primeiro encontro ocorreu no dia 31/10/2023, de modo online sincrono via Google
Meet?, com cinco alunos participantes voluntarios que serdo tratados anonimamente como
aluno 01, aluno 02 e assim por diante. Durante a sequéncia didatica foram produzidos materiais
de transcricdo dos audios capturados durante a conversacdo entre alunos e professor-
pesquisador, bem como registros fotograficos das formulagdes para a resolucdo dos anagramas.

O encontro teve inicio as 10h da manhd, com uma introdugdo feita pelo professor-
pesquisador, que explicou aos participantes os propositos e as motivag6es por tras da aula de
simulacdo proposta. Solicitou que os alunos preparassem papel e caneta, que poderiam ser
necessarios para auxiliar em suas respostas. No comec¢o da sessdo, o professor-pesquisador
assegurou-se de que todos estavam familiarizados com o conceito de “anagrama”. Em seguida,
pediu que os alunos escolhessem uma palavra a sua vontade, como, por exemplo, 0 nome ou
sobrenome, e calcular o nimero possivel de anagramas que poderiam ser criados a partir dela.
Foi estabelecido um periodo de 20 minutos para que, individualmente, os alunos elaborassem
suas soluc¢des. Passado o periodo estabelecido, os alunos foram convidados a apresentarem suas
resolugdes. Um dos alunos questionou se as respostas deveriam ser postadas no chat da
plataforma, ao que o professor afirmou que sim. Prosseguiu-se, entdo, com a atividade, na qual
os participantes, fazendo uso de papel e caneta, elaboravam seus anagramas.

O Aluno 01 escolheu a palavra “JESUS” e apresentou 0 resultado de 505 anagramas.
Em sua explicacéo, o aluno comentou que:

Aluno 01: De acordo com meu raciocinio matematico que nao é muito la essas coisas,
a palavra JESUS tem cinco letras, entdo toda vez que a gente troca uma letra de

L E um aplicativo do Google para Android, iOS e Web que oferece chamadas de videos pelo celular ou computador.
Disponivel em: http://www.techtudo.com.br. Acesso em: 30 mar. 2024.
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alguma forma sempre vai dar uma palavra, eu consegui escrever quatro, mas eu
conseguia pensar em mais umas dez aqui, todas diferentes, entdo meu palpite foi que
dava em torno de 5, 500 ou 5 mil, maltiplos de 5, sabe.

Observa-se que o aluno calculou sua resposta com base no nimero de caracteres da
palavra, levando de alguma maneira ao resultado 505, indicando uma preferéncia por maltiplos
de 5, porém, diferente do resultado esperado da aplicacdo da equacdo de permutacdo com
repeticdo, que levaria ao total de 60 combinagdes. N&o fica evidente se a resposta do aluno foi
baseada em algum conceito de analise combinatoria ou se foi apenas uma tentativa arbitraria de
obter o resultado. Essa tentativa de resolver o problema dos anagramas indica que o estudante
teve um foco quase exclusivo para os algarismos e caracteres, tentando encontrar uma resposta
numérica.

A tentativa do Aluno 01 aproxima-se tanto da descricdo do Subnivel IC — Das
composi¢des numericas em diferentes formas de calculos, do raciocinio combinatorio, quanto
do nivel I descrito por Moro e Soares (2006) em problemas escolares de produto cartesiano. Os
autores descrevem que no nivel | essas solugbes se destacam por definir os limites de
interpretacdo do enunciado do problema, muitas vezes focando excessivamente nos nimeros
presentes. Isso leva a formacéo de respostas numéricas através da justaposicdo de algarismos e
a realizacdo de calculos aritméticos variados com 0s ndmeros encontrados no texto em um
esforgo para fornecer uma solugdo numérica. Adicionalmente, uma outra manifestagdo desses
limites € a tentativa de resolver o problema com base em critérios de uso social, desviando-se
do contexto matematico escolar, embora ainda haja alguma consideracdo pelo conteldo.
Entretando, podemos perceber que o Aluno 01 assimilou o conceito de anagrama, como
mostrado em sua resposta que destacou como a troca de letras resultava na formacéo de uma
nova palavra.

Prosseguindo com a sequéncia didatica, o professor-pesquisador ainda ndo interveio na
explicacdo do Aluno 01, propondo que continuassem com as resolucdes antes de apresentar
possiveis correcdes e equacdes matematicas. Na sequéncia, o Aluno 02 apresentou seus
resultados. Ele escolheu a palavra “SABRINA” ¢ apresentou 0 resultado de 5.040 anagramas.
Em sua explicacdo, o Aluno 02 comentou que: “A resposta deu 5.040, porque € 7! fatorial, eu
acho que, na minha cabeca, eu s6 lembrei de combinacdo, ai eu utilizei o 7! Fatorial”.

Observa-se que o Aluno 02 ndo apresentou a mesma estratégia de resolucdo do Aluno
01. Uma vez que, diferente do Aluno 01, o Aluno 02 utilizou o fatorial para calcular as possiveis
combinagdes de anagramas. Entretanto, ndo fica evidente se a escolha da aplicacdo do fatorial

decorre do uso direto da equacdo da permutacdo simples ou por deducdo. Neste caso, tem-se
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um resultado correto de 2.520 combinag6es, uma vez que ha elementos repetidos no anagrama
da palavra escolhida.

Na resolug¢do do anagrama da palavra “SABRINA”, nota-se que houve uma tentativa
inicial de formulagéo das possibilidades do anagrama. Essa tentativa aproxima-se do Subnivel
I1IC: das combinacdes de varidveis marcadas por relagdes aditivo-multiplicativas, descrigdo
encontrada em Moro, Soares e Camarinha Filho (2010). Essas solugdes envolvem diagramas
ou célculos que estabelecem relagdes aditivas e multiplicativas entre os valores das variaveis
envolvidas. Geralmente, recorrem a adi¢do e/ou multiplicacdo dos valores de cada variavel e 0s
resultados dessas operagdes.

Contudo, tais solucdes frequentemente resultam em respostas incorretas devido a
mistura inadequada de produtos e somas, as vezes acompanhadas de tentativas de contabilizar
0s casos derivados dessa combinacao. E importante ressaltar que, no caso do Aluno 02, o eshogo
de todas as possiveis combina¢fes do anagrama seria demasiadamente trabalhoso. Contudo,
como fica evidente em sua explicacdo, o conceito de fatorial esta incorporado a sua estrutura
cognitiva, visto que caso a palavra escolhida ndo contivesse letras repetidas, o aluno teria obtido
a resposta correta.

O Aluno 03 escolheu a palavra “RUBEN” ¢ apresentou o resultado de 500 anagramas,
e em sua explicacdo ele comentou que: “Eu consegui fazer umas 10 palavras diferentes para a
palavra RUBEN, logo eu acho que d& umas 500 formas diferentes. Deve ser algo em torno de
500, no minimo, considerando que sou da area de humanas”.

O Aluno 03 apresentou os resultados do anagrama para a palavra escolhida, e pode-se
notar uma tentativa de resolugcdo sem equacdes algébricas, apenas com esbogos das possiveis
combinagdes da palavra, resultando em um total de 500 combinacdes, distante do resultado
esperado de 120 combinacdes para o0 anagrama. A resolucao seguida pela resposta apresentada
pelo Aluno 03 demonstra as limitagOes apresentadas pelo estudante. Aqui, observa-se que 0
aluno ficou restrito as combinag6es que conseguiu formar.

Apegando-se a resolugdes sem indicios de calculos combinatdrios, o que aproxima sua
resposta ao Subnivel IA — Da escolha de variaveis descrito por Moro e Soares (2006), do qual
0 método consiste em solucgdes que envolvem escolhas relacionadas a uma ou mais variaveis,
sem que haja combinacdo entre essas variaveis. Os sujeitos do Nivel | contextualizam suas
respostas, embora sem indicios de raciocinio combinatério em seu esfor¢o para encontrar a
solucdo do problema. Nesse nivel, os sujeitos baseiam-se em abstracdes muitas vezes de

maneira aleatoria.
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O proximo aluno a apresentar sua resolucdo, o Aluno 04, escolheu a palavra
“DANIELLE” para montar o seu anagrama e apresentou o resultado de 40.320 anagramas. Em
sua explicacdo, ele comentou que:

Aluno 04: Considerando que meu nome tem 8 letras, também tive 0 mesmo raciocinio
da SABRINA, entdo deu 8 fatorial, considerando que no anagrama nao se repetem

letras, eu cheguei neste valor onde eu fui multiplicando 8 vezes 7 vezes 6 vezes 5 e
assim por diante.

Observa-se que o Aluno 04 calculou o fatorial do nimero de caracteres da palavra,
levando ao resultado 40.320, indicando a aplicacdo da permutacao simples, porém, diferente do
resultado esperado da aplicacdo da equacgédo de permutacdo com repeticdo que levaria ao total
de 10.080 combinac¢des. Em sua resposta, podemos notar a sistematizacdo das estratégias
utilizadas. Fica evidente que a resposta do aluno foi baseada no conceito de permutacao simples
e ndo levando em conta os disctractores, 0 que mesmo apresentando indicios de célculos
combinatérios ndo levou em conta as duas letras repetidas na palavra escolhida.

Destaca-se que a resolucdo apresentada se assemelha a resposta do Aluno 02, que
também utilizou 0 mesmo raciocinio em sua resposta, porém, com uma explicacdo de
estratégias utilizadas mais claramente. O que também fica evidente em sua explicacédo é que o
conceito de fatorial &€ bem claro em sua estrutura cognitiva.

Essa tentativa de resolver o problema dos anagramas indica que o estudante teve
propriedades do pensamento formal e a insercao da realidade como subconjunto de um conjunto
maior de possibilidades. 1sso é descrito por Duro e Becker (2015, p. 872): “em lugar de teorizar
sobre dados empiricos (concretos), 0 pensamento formal permite que o sujeito teorize sobre
possibilidades”.

A tentativa do Aluno 04 aproxima-se tanto da descricdo do Subnivel I1IC: das
combinacBes de varidveis marcadas por relacfes aditivo-multiplicativas, do raciocinio
combinatério, quanto do nivel 1V descrito por Moro, Soares e Camarinha Filho (2010). Os
autores descrevem que no nivel 1V do raciocinio combinatério, como muito apoiadas em
diagramas ou em outro recurso grafico (listas, tabelas, por exemplo), as solucdes desse nivel
diferenciam-se daquelas do nivel anterior, ao representarem a relagdo de “um para muitos” entre
todos os valores de todas as variaveis, sejam elas duas ou trés. Na elaboragdo dessas solucdes,
h& o emprego de procedimentos econémicos, inclusive os com marca algébrica.

O ultimo aluno a apresentar sua resolucao foi o Aluno 05, que elaborou anagramas para
a palavra “CALEBE” e apresentou o resultado de 75 anagramas. Em sua explicagéo, o aluno

comentou que:
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Aluno 05: Deu 75, mas ‘td’ errado porque eu fiz a somatoria, faz muito tempo que eu
fiz esse conteido, entdo eu ndo lembrei se eu somava 1 mais 2 mais 3 mais 4 mais 5,
ou se era multiplicagéo, porém, eu concordo com as meninas que tem que fazer a
multiplicacdo do fatorial com as 6 letras, o que da 720. Eu cheguei nesse 75 porque
eu eliminei um “E” ai eu somei e deu 75, primeiro eu coloquei 126, mas depois eu vi
que dava 75.

O aluno esbocgou algumas possiveis combinages, o que indica um principio de tentativa
em solucionar o problema do anagrama. E interessante notar, pela explicacéo do Aluno 05, que
ele ndo conseguiu esbocar uma estratégia correta para a resolugdo, chegando a um total de 75
combinagbes, mas a resposta correta seria 360 possibilidades de anagramas diferentes para a
palavra escolhida. Podemos notar, também, que ap0s as explanagdes dos outros alunos, 0 Aluno
05 conseguiu visualizar que sua estratégia tracada para resolucdo nao é a correta. No entanto,
sem perceber que a ocorréncia da letra repetida “E” provavelmente chegaria em outra resposta
incorreta por ndo levar em conta a correcao feita pela letra repetida.

Analisando o esboco elaborado pelo Aluno 05, observa-se que sua resposta pode ser
caracterizada como Subnivel IC — Das composi¢des numéricas em diferentes formas de
célculos, encontrado por Moro e Soares (2006), que descrevem o Nivel Il como caracteristico
qguando ha emprego de algoritmo escolar de composi¢do numérica em contexto ao qual ele ndo
se aplica. S&o obtidas uma ou mais composi¢des numericas (com ou sem desenho ilustrativo)
com os valores das varidveis (e/ou com os distractores) entre si combinados. Sdo efetuados
calculos diversos (aditivos, multiplicativos), na aparente busca de “muitas maneiras”.

Na etapa seguinte, o professor-pesquisador interveio para introduzir as equacdes
relacionadas as permutacGes simples e com repeticdo. A permutacdo simples, utilizada como
técnica de contagem para anagramas sem repeticdo de letras, é representada por B, =n!, onde

n indica o numero de letras na palavra. Ja para palavras com letras repetidas, utiliza-se a formula

Pkl,kz,...,ki _ n!

de permutagcao com repeti¢ao: n m,

onde k; representa 0 numero de

repeticOes de cada letra. Apos explicar essas equacdes, 0s alunos tiveram a chance de revisar
seus célculos, corrigir ou ajustar suas respostas conforme necessario.

Passado um breve intervalo para essa atividade, procedeu-se a verificacdo das respostas
de todos os alunos. Foi observado que todos conseguiram elaborar corretamente as solugdes
para 0 numero de combinagdes possiveis de seus anagramas, aplicando de forma precisa as
equacdes de permutacdo, seja para casos com ou sem repeticao de letras. Essa atividade também
possibilitou a assimilacdo dos conceitos abordados. O resultado indica uma possivel influéncia

positiva da interacdo de socializacdo com os demais colegas. Espera-se que a préatica de
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socializar os resultados, proposta na sequéncia didatica, permita a constru¢do do raciocinio

conjuntamente com todos os participantes da atividade.

6.2 Segundo encontro com alunos da disciplina de Matematica Elementar |1

O segundo encontro ocorreu na Universidade Federal do Amazonas (UFAM), em Coari-
AM, no Instituto de Saude e Biotecnologia (ISB). A pesquisa foi realizada com alunos do curso
de Licenciatura em Ciéncias: Matematica e Fisica. Esse encontro foi conduzido durante a
disciplina de Matematica Elementar Il, destinada aos alunos do segundo periodo do curso. A
sessdo escolhida para a investigacdo aconteceu em 05/12/2023, as 18h, contando com a
presenca de 12 alunos. A escolha dessa disciplina se deu, principalmente, pela inclusdo de
Anélise Combinatdria em sua ementa, além da disponibilidade do professor em disponibilizar
para a pesquisa uma de suas aulas, que faz parte de um curso com total de 60 horas letivas. A
acessibilidade do local para o pesquisador também foi um fator crucial na selecdo. Vale ressaltar
que a execucdo desta pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa da Propesp?.

Instruimos os alunos a manterem seus celulares desligados durante a atividade,
incentivando a confianga em suas proprias habilidades de raciocinio. Para proteger a identidade
dos participantes, utilizamos nomes ficticios, como Aluno 1, Aluno 2, entre outros, em
conformidade com as diretrizes éticas estabelecidas.

A sessdo de estudo aconteceu em uma Unica ocasido noturna, estendendo-se por duas
horas. Durante esse tempo, os dados foram coletados ndo apenas através da observacdo direta
das atividades préticas realizadas pelos estudantes, mas também por meio de gravacdes de
audio, capturando suas interacdes e reflexdes. A execucdo dessas atividades demandou
materiais basicos, como canetas, folhas de papel em branco e um gravador de voz.

A importancia dos métodos de Analise Combinatoria, como destacado por Franco
(2018), reside na sua capacidade essencial de sintetizar e decifrar grandes volumes de dados.
De forma similar aos gréaficos estatisticos, que simplificam visualmente informagdes complexas
(Maia, 2021), a Analise Combinatoria fornece um arsenal de estratégias matematicas para

explorar todas as combinacGes e permutacdes possiveis dentro de um conjunto de dados,

2 A execucdo desta pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa da Propesp, garantindo que a
participacdo dos estudantes fosse totalmente voluntaria e sem qualquer impacto em suas avaliagfes académicas ou
risco de represélia. Como parte do processo, foram distribuidos Termos de Consentimento Livre e Esclarecido,
Termos de Assentimento e Termos de Autorizagdo de Uso de Imagem e Audio, assegurando a privacidade e a
confidencialidade das informacGes coletadas.
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facilitando o entendimento mais aprofundado e meticuloso das informagdes (Morgado et al.,
1991).

Adaptando-se perfeitamente a estrutura logico-formal da Andlise Combinatdria, a
sequéncia didatica foi desenhada para promover uma aprendizagem sequencial, onde o dominio
de cada etapa prepara o terreno para a proxima, e o progresso das atividades é planejado para
reforcar a assimilacdo dos conceitos. Para apoiar uma diversidade de estilos de aprendizagem,
a sequéncia didatica em Analise Combinatoria foi dividida em dois momentos-chave de entrega
de contetdo. No primeiro momento foi solicitado que os alunos resolvessem uma atividade
envolvendo anagramas de palavras por eles escolhidas, no segundo momento, apds uma revisao
dos conceitos de permutacdo simples e com repeticdo, foi solicitada a correcdo (se necessario)
dos conceitos inicialmente abordados, culminando na apresentacdo de suas proprias
interpretacdes.

Na 1% Etapa (apresentacdo e ambientacéo) foi realizada uma apresentacéo tanto dos
objetivos da atividade quanto sobre a presenca do pesquisador naquele dia especifico. Também
foram repassadas todas as orientacGes sobre como deveria ser feita a atividade, bem como a
assinatura dos termos de consentimento.

Na 2?2 Etapa (atividade com anagramas) foi solicitado que os alunos escolhessem uma
palavra para responderem e defenderem sua resposta sobre quantos anagramas seria possivel
encontrar com a palavra escolhida por eles.

Na 32 Etapa (revisdo dos conceitos sobre permutacdo simples e com repeticao) foi
exposta uma breve revisao sobre o assunto em questao, perpassando o conceito de fatorial.

Na 4?2 Etapa (correcdo e institucionalizacdo) foi solicitado aos alunos, com base na
revisdo dos conceitos e levando em conta suas respostas na atividade com anagramas, que
corrigissem (se necessario) suas respostas e explicitassem o que os levou a correcao e defesa
de sua nova resposta.

Portanto, explorar e elucidar as estratégias dos estudantes para resolver essas questdes
constitui uma estratégia eficaz para integra-los as iniciativas educativas dos docentes. No
contexto do ensino de matematica, é de particular interesse examinar como se desenvolve o
raciocinio combinatorio nos alunos e futuros professores, um processo que pode ser tanto
revelado quanto fomentado através da resolucao desses problemas especificos. A partir dessas
percepgoes, é viavel deduzir métodos pelos quais o educador pode mobilizar a construgéo de
conceitos e relagbes matematicas relevantes, incluindo seus principios organizacionais

fundamentais, especialmente em relagcdo aos desafios combinatdrios na esfera da matematica
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elementar, com vistas a mapear e esclarecer o desenvolvimento progressivo do pensamento
combinatério evidenciado nas soluc@es dos alunos.

A metodologia central para a analise dos dados adotou uma abordagem qualitativa,
focando na interpretacdo detalhada do conteldo presente nas respostas dos participantes ao
problema, visando desvendar o que essas respostas indicam sobre o significado do raciocinio
combinatério aplicado. Os métodos selecionados para a analise dos dados incluiram abordagens
tanto qualitativas quanto quantitativas.

A andlise qualitativa focou no contetdo das solugcfes dos participantes ao problema,
centrando-se no que esse contetido pode revelar do raciocinio combinatério ali envolvido. Os
critérios usados, inspirados dentre os apontados na literatura, disseram respeito as
caracteristicas da construcao do raciocinio combinatério (Inhelder; Piaget, 1972; Moro; Soares,
2006; Duro; Becker 2015), aos esquemas e diferentes relacdes 16gico-matematicas presentes na
construcdo das estruturas combinatoria (Bryant; Nunes, 2012; Moro; Soares 2006) e as
estratégias de solucdo a problemas de composicao pratica de combinac6es (Placha; Moro, 2009;
Moro, Soares e Camarinha Filho, 2010; Duro; Becker, 2015). A seguir sdo descritos os niveis
e 0s subniveis de elaboracdo do raciocinio combinatério, inferidos da anélise qualitativa das

solugdes dos alunos ao problema aplicado.

Nivel 0 — De resposta alheia ao contexto

Consiste em solucdo ndo numérica, sem relagdo com o que pede o problema e sem

referéncias as variaveis.

Nivel 1 — De resposta contextualizada sem indicio de combinagéo

As solugdes demonstram variagdes na interpretacéo dos problemas, focando mais nos
numeros apresentados. Quando o foco € quase exclusivo nos algarismos ou caracteres, resulta
em solucBes baseadas na justaposicdo dos numeros e em calculos aritméticos variados, tentando
encontrar uma resposta numeérica. Outra manifestacdo desses limites € o recurso a critérios de
uso social na solucdo dos problemas, o que indica um afastamento do contexto matematico
escolar, embora ainda considere o conteudo do texto além dos nimeros.

Subnivel 1 — Da escolha de varidveis, consistindo de solu¢des que contém escolhas
relativas a uma ou mais variaveis, sem qualquer combinacdo entre elas. S&o solucdes que se

caracterizam pela aparente busca de algum resultado numerico, mediante a justaposicdo de
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algarismos do texto ou pela execugédo (com célculo mental ou ndo) de quaisquer das operacées
aritméticas com os valores das variaveis, dos distractores e/ou outros, por vezes resultantes das
proprias operacdes

Subnivel 11 — Da adicao de valores, consistindo em soluc@es que se limitam ao célculo
aditivo (mental ou ndo) de alguns ou de todos os valores envolvidos, seguindo ou ndo sua ordem

de aparecimento e incluindo ou nédo os distractores.

Nivel 11 — Das primeiras aproximacdes a solugdo combinatdria

A caracteristica que distingue as solucdes desse nivel daquelas do anterior € o
progressivo aparecimento de relacGes de correspondéncia termo a termo entre valores unitarios
das variaveis, todas elas ou alguma delas, como também entre partes dos valores de uma das
varidveis com partes dos das outras. A marca de tais relacfes é ainda aditiva. Por vezes, fazem-
se presentes, complementares as solug@es, calculos aritméticos envolvendo tanto valores
numéricos do texto (incluidos os distractores) quanto valores numéricos estranhos ao texto.

Subnivel 11A — Do caso favorito, quando é representada uma, e somente uma,
possibilidade de combinacdo entre as variaveis (um e somente um valor de cada uma delas).
Seria a combinacdo escolhida por razdo estética ou por adequagdo de uso. Quando presentes,
os valores distractores sdo também considerados.

Subnivel 11B — Dos emparelhamentos parciais entre variaveis e seus valores. Sdo
solucdes que se compdem de esbogos de correspondéncia termo a termo: (a) entre valor unitéario
de uma das variaveis ao valor da outra; ou (b) entre partes do valor de uma delas ao valor das
outras. Seguem, respectivamente, calculos aditivos e multiplicativos, envolvendo, de diferentes

formas, as variaveis, considerados os distractores ou suas partes decompostas.

Nivel 111 — Da obteng&o de algumas combinac¢des

As solucgdes do nivel 111 trazem, diversamente daquelas dos niveis anteriores, o fato de
serem regidas pelo esquema de correspondéncia “um para muitos” entre os valores das
variaveis, de inicio ainda envolvendo os distractores. Quando predomina o emprego de
diagramas, a presenga em progressdo desse esquema é mais evidente, embora, por vezes, haja
sinais de contagem dos casos obtidos e de calculos aditivos, mesclados com calculos
multiplicativos. Outra marca importante ¢ a de que sdo solucBes ndo distorcidas por

interpretagfes do contetdo do problema, restritas a contextos socioculturais especificos.
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Subnivel 111A — Da busca inicial de combina¢des mediante calculos diversos
distorcidos pelos distractores. Sdo solugdes com diagrama ou com célculo, em que estdo
representadas muitas tentativas de combinacgdes entre os valores das variaveis, mas regidas
pelos valores distractores. Essas tentativas sdo feitas por diferentes juncdes, repeticdes e
complementagdes de célculos variados entre alguns e/ou todos os valores das variaveis, 0s
aditivos mesclados aos multiplicativos, na aparente busca de “muitas maneiras”.

Subnivel 111B — Das combinacGes de variaveis marcadas por relacbes aditivo-
multiplicativas. Sdo soluc¢des diagramadas ou com célculos, as quais contemplam a composi¢do
de relagdes aditivo-multiplicativas entre todos os valores das varidveis envolvidas. Quando
presentes, os calculos sdo de adicdo e/ou de multiplicacdo entre os valores de cada variavel e
cada resultado obtido dessas operac@es. Os resultados sdo, entdo, incorretos, por causa dessa
“combinagdo” de produtos e somas, as vezes com sinais de contagem dos casos obtidos.

Subnivel 11IC — Das aproximagdes aditivas, multiplicativas e por divisdo, que
consistem em soluc@es obtidas mediante diferentes combinacdes e jun¢des de calculos aditivos,
multiplicativos e de divisdo entre alguns e/ou todos os valores das varidveis envolvidas,
repetidos ou ndo, bem como entre resultados desses calculos, complementados, por vezes, por

valores unitéarios do texto do problema e em ordens variadas.

Nivel 1V — Da presenca de solu¢des combinatérias

Muito apoiadas em diagramas ou em outro recurso grafico (listas, tabelas, por exemplo),
as solucdes desse nivel diferenciam-se daquelas do nivel anterior ao representarem a relacéo de
“um para muitos” entre todos os valores de todas as varidveis, sejam elas duas ou trés. Na
elaboracdo dessas solugcbes, ha o emprego de procedimentos econémicos, inclusive os com
marca algébrica. Pode-se aqui notar a forte influéncia do Principio Fundamental da Contagem
(PFC) sendo utilizado de modo intencional e correto.

Subnivel IVA — Da presenga de solucdo combinatdria, quando estdo presentes todos 0s
casos possiveis de combinacdo entre os valores das variaveis, quer em representacdo pelo

diagrama cartesiano, quer por calculo multiplicativo canénico.

A sequéncia didatica consiste na proposta de resolucdo de anagramas. Os alunos devem
montar anagramas com alguma palavra de sua preferéncia, individualmente, e registrar sua
formulacdo no papel. Apos essa etapa, é proposto que alunos voluntarios socializem no quadro

branco suas respostas e que tentem validar seus resultados para os demais colegas da turma,
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seja por demonstracdo de calculos ou apresentacdo de suas crencas em relacdo aos resultados
obtidos. Por fim, o professor-pesquisador apresenta as equacfes de Permutacdo Simples e
Permutacdo com RepeticOes, e propde que os alunos fagcam a revisao de suas formulagdes para
conferir se os resultados estavam corretos.

A proposta de sequéncia didatica desta pesquisa diferencia-se das propostas
tradicionais, uma vez que se faz uma inversdo na ordem de apresentacédo do tema, demonstracédo
de exemplos e exercicios propostos. A equacao de Permutacdo Simples pode ser empregada
como técnica de contagem para a resolugdo de anagramas sem letras repetidas: B, = n!, em que

n € o numero de letras que a palavra contém. Para o caso em que a palavra contém letras

. o ~ s N ki, ky,. ki !
repetidas, a equagéo da Permutacédo com Repeticéo é dada por: B, » "2 = m , sendo
1- 2 el

k; o nimero de repeticdes da i-ésima letra.

Os dados foram obtidos das formulagdes elaboradas e registradas pelos alunos em papel,
bem como as apresentadas no quadro branco. Também foram feitos registros de dudio por meio
de gravador de voz e, posteriormente, transcritos para a elaboracdo da analise, resultados e
discussdes.

Na primeira aula agendada de Matematica Elementar 11, o professor responsavel pela
disciplina ofereceu uma oportunidade especial. Atendendo ao pedido do pesquisador, 0
professor Valenca gentilmente cedeu uma de suas aulas, permitindo aplicar esta pesquisa. A
seguir, serdo detalhados o processo e 0s eventos ocorridos durante essa sessao.

As 18h da data marcada, na sala 04 do bloco 01 da Universidade Federal do Amazonas,
0 pesquisador conduziu uma aula experimental para 12 alunos do 2° periodo do curso de
Licenciatura em Ciéncias: Matematica e Fisica. A sessdo de estudo aconteceu em uma Unica
ocasido noturna, estendendo-se por duas horas. A execucdo dessas atividades demandou
materiais basicos, como canetas, folhas de papel em branco e um gravador de voz. Solicitou-se
aos alunos que guardassem seus celulares, evitando consultas externas, para que a atividade
fosse realizada exclusivamente com base em suas proprias habilidades e raciocinio.

No inicio do encontro, o professor-pesquisador certificou-se de que todos os alunos
compreendiam o conceito de “anagrama”. Em seguida, solicitou-se aos alunos que destacassem
uma folha de seus cadernos para resolver um exercicio proposto. Depois, pediu-se que
escolhessem uma palavra a sua escolha e calculassem quantos anagramas seria possivel formar
com ela. O pesquisador instruiu: "Escolham um nome e calculem quantos anagramas podem
ser formados com ele". Foi esclarecido que eles poderiam usar o proprio nome, um sobrenome

ou qualquer outra palavra de sua escolha para determinar o nimero possivel de anagramas.
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Foi estabelecido um periodo de 20 minutos para que cada aluno, individualmente,
formulasse sua resolucdo para o problema, este tempo foi estipulado tendo base o tempo levado
pelos alunos do encontro com a turma voluntaria. Enfatizou-se a importancia de tentarem
resolver o exercicio individualmente, sem recorrer a celulares ou outras fontes de consulta, para
garantir a autenticidade e a veracidade dos dados coletados na pesquisa. Orientou-se que as
respostas poderiam ser apresentadas de diferentes formas, seja por meio de texto, formulas ou
verbalmente. Também se reiterou que essa atividade ndo influenciaria a avaliagdo na disciplina
de Matematica Elementar 11, incentivando a participacéo ativa e honesta dos alunos sem auxilio
externo. Com isso, iniciou-se o tempo destinado para a realizagdo da tarefa proposta.

Ap0ds o periodo designado para a resolucéo da questdo, deu-se inicio a fase de validacao
das respostas pelos alunos. De maneira voluntaria, eles foram convidados a se dirigir ao quadro
para expor 0os métodos e estratégias adotadas na obtencdo de suas respostas. O pesquisador
pediu que compartilhassem a palavra escolhida, o nimero de anagramas identificados e o
processo utilizado para chegar ao resultado.

Inicia-se com o primeiro estudante que se voluntariou para apresentar sua resposta no
quadro. O primeiro estudante, Aluno 01, escolheu a palavra “DELL”, e apresentou seu resultado

no quadro, conforme a Figura 2.
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Figura 2 - Resolucéo apresentada no caderno pelo Aluno 01 para o anagrama
da palavra “DELL”
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Figura 3 - Resolucdo apresentada no quadro pelo Aluno 01 para o0 anagrama
da palavra “DELL”.
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Observa-se que o aluno calculou o fatorial do nimero de caracteres da palavra, levando
ao resultado 24, indicando a aplicacdo da permutacdo simples, porém, diferente do resultado
esperado da aplicacdo da equacdo de permutacdo com repeticdo que levaria ao total de 12
combinagOes. Fica evidente que a resposta do aluno foi baseada no conceito de permutacao
simples, uma vez que o calculo multiplicativo é utilizado na resposta. Destaca-se que a
resolucdo apresentada no quadro se assemelhou ao resultado apresentado no caderno (Figura
3), portanto, a imagem foi omitida por redundancia.
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Nota-se que o Aluno 01 optou por aplicar diretamente uma formula matematica, sem
esbocar todas as possibilidades do anagrama ou validar sua resposta. Em sua explicacdo no
quadro, ele comentou que:

Eu escolhi a palavra DELL e utilizei o “fatorial” por se tratar de uma palavra com

4 letras, entdo da 4! (fatorial), logo, fica 4 X 3 X 2 X 1 = 24 entdo tem 24 maneiras
diferentes de escrever a palavra DELL (Aluno 01).

Essa tentativa de resolver o problema dos anagramas indica que o estudante teve um
foco quase exclusivo para os algarismos e caracteres, tentando encontrar uma resposta
numérica. A tentativa do Aluno 01 aproxima-se tanto da descricdo do subnivel 1A do
raciocinio combinatorio quanto do nivel I11 descrito por Moro, Soares e Camarinha Filho (2010)
em problemas escolares de produto cartesiano.

Os autores descrevem que no nivel Il do raciocinio combinatério como solugdes
diagramadas ou com calculos, as quais contemplam a composi¢do de relagdes aditivo-
multiplicativas entre todos os valores das variaveis envolvidas. Quando presentes, os calculos
sdo de adicdo e/ou de multiplicacdo entre os valores de cada variavel e cada resultado obtido
dessas operagdes. Os resultados sdo, entdo, incorretos, por causa desta “combinagdo” de
produtos e somas, as vezes com sinais de contagem dos casos obtidos.

Continuando com a sequéncia didatica, o professor-pesquisador ainda ndo interveio na
explicacdo do Aluno 01, propondo que prosseguissem com as resolucdes antes de introduzir
possiveis correcBes e apresentar as equagdes matematicas relevantes.

Prosseguindo com a coleta de respostas dos alunos, solicitou-se a uma estudante que
fosse a préxima a detalhar sua metodologia no quadro. Contudo, ela optou por ndo participar.
Recordando que a participacdo na pesquisa € inteiramente voluntaria, a oportunidade foi entédo
estendida a outro aluno disposto a compartilhar sua abordagem de maneira publica.

E importante destacar que apenas um ndmero reduzido de alunos optou por participar
ativamente na atividade, o que limitou a capacidade de extrair e analisar as estratégias e
mecanismos adotados por eles para solucionar o problema proposto. Ressaltou-se novamente a
importancia da participacdo de todos os envolvidos, destacando que apenas através do
engajamento dos participantes seria possivel obter um diagndstico preciso da situacdo
investigada.

Um segundo estudante se ofereceu voluntariamente para se dirigir ao quadro e expor sua
metodologia de resolucdo. Na sequéncia, o Aluno 02 apresentou seus resultados, conforme

Figuras 4 e 5:



72

Figura 4 - Resolugdo apresentada no caderno pelo Aluno 02 para o anagrama da palavra
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Figura 5 - Resolucdo apresentada no quadro pelo Aluno 02 para o anagrama
da palavra “CLOVES”.

Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Observa-se que o Aluno 02 apresentou a mesma estratégia de resolugdo do Aluno 01.
Na avaliacdo da resposta do aluno, destacou-se a aplicacdo de variadas técnicas de resolucéo,
que incluiram desde diagramas até calculos algébricos. Mais uma vez ndo fica evidente se a
escolha da aplicacdo do fatorial decorre do uso direto da equagéo da permutacao simples ou por
deducdo. Nesse caso, tem-se um resultado correto de 720 combinagfes, uma vez que ndo ha
elementos repetidos no anagrama. Ao fazer sua explicacdo o Aluno 02 comenta: “Eu escolhi o

nome Cloves, eu usei fatorial, e 0 nome tem 6 letras, entdo fica 6! Fatorial, que é multiplicar
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até o ultimo numero, no caso 6 X5 X4 X 3 X2 X 1 =720, entdo a palavra tem 720 anagramas,

€ iss0”.

A resolucdo do anagrama da palavra “CLOVES” no caderno do Aluno 02 pode ser
observada na Figura 4. Nota-se que houve uma tentativa inicial do aluno em esbocar as
possibilidades do anagrama. Essa tentativa aproxima-se do subnivel IlIIA da descricdo
encontrada em Moro, Soares e Filho (2010), onde “[...] estdo representadas muitas tentativas de
combinagdes entre os valores das variaveis [...]”. Essa abordagem demonstra competéncia no
Nivel 1V, especificamente no Subnivel IVA, que se caracteriza pela habilidade em lidar com
solucdes de natureza combinatdria.

Concluida a exposicdo, questionou-se aos demais alunos sobre a compreensao dos
métodos empregados pelo colega, recebendo-se respostas afirmativas de todos. Posteriormente,
dois estudantes manifestaram interesse em apresentar suas solu¢des no quadro. Foi entio
decidido que o Aluno 03 procederia primeiro, seguido pelo Aluno 04.

O proximo aluno, identificado por Aluno 03, escolheu a palavra “RUA”. Diferente dos
demais alunos, o Aluno 03 mostrou-se mais reservado e néo realizou uma explicacdo enquanto

redigia no quadro. A resolugédo pode ser vista nas Figuras 6 e 7:

Figura 6 - Resolucdo apresentada no caderno pelo Aluno 03 para o0 anagrama da
palavra “RUA”
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Figura 7 - Resolucdo apresentada no quadro pelo Aluno 03 para o0 anagrama
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Durante sua apresentacao no quadro, o estudante limitou-se a registrar sua resposta, sem
fornecer inicialmente uma explicacdo detalhada. Quando indagado pelo pesquisador sobre o
processo utilizado para chegar aquela conclusdo, o Aluno 03 entdo respondeu: “E, eu coloquei
3 aqui e depois eu multipliquei aqui e deu 6.

O pesquisador, buscando aprofundar a andlise, questionou o aluno sobre o significado
do simbolo "1, colocado ao lado do nimero 3, que o estudante havia mencionado como sendo
a quantidade de letras na palavra "RUA". Inicialmente, o estudante admitiu ndo recordar o
termo especifico para o simbolo "!"', mas enfatizou que o procedimento consistia simplesmente
em multiplicar 3x2x1=6. Essa abordagem parece ter sido influenciada pelas explicacGes
fornecidas pelos dois alunos anteriores.

Observa-se, novamente, a utilizacdo da equacéo da permutacédo simples, sem evidéncias
de que tenha sido utilizada intencionalmente ou por deducdo. Ao comparar e avaliar 0s
resultados apresentados pelo Aluno 03 no caderno, observa-se o esboco de todas as
combinagdes da palavra “RUA” que denota uma validacdo dos resultados encontrados no
calculo matematico (Figura 6). Entretanto, essa explicacao foi omitida pelo aluno durante sua
explanacgdo no quadro.

Ao analisar a resposta do aluno, constatou-se ndo apenas a correcdo da solucdo, mas
também uma demonstracdo meticulosa na sua folha de resposta, onde esbogou todas as
possiveis configuracdes da palavra selecionada, complementadas por calculos algébricos que

fundamentaram sua conclusdo. Tal abordagem evidencia a mobilizagdo de um avangado nivel
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de raciocinio combinatorio, enquadrando-se no Nivel 1V, especificamente no Subnivel IVA,
que destaca a competéncia em estratégias de resolugcdo complexas e combinatorias.

Apo6s a conclusdo da resposta do Aluno 03, o pesquisador convidou a préxima
voluntéria, a Aluna 04, para apresentar sua solugdo a frente da classe. A palavra escolhida pelo
aluno foi “AMOS”, como mostrado nas Figuras 8 e 9:

Figura 8 - Resolucéo apresentada no caderno pelo Aluno 04 para o anagrama
da palavra “AMOS”
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Figura 9 - Resolugdo apresentada no quadro pelo Aluno 04 para o anagrama
da palavra “AMOS”

Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

O Aluno 04 apresentou os resultados do anagrama para a palavra “AMOS” (Figura 9).

Aqui nota-se, pela primeira vez, uma tentativa de resolugdo sem equacdes algébricas, apenas
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com esbocos das possiveis combinacgdes da palavra, resultando em um total de 5 combinagdes,
distante do resultado esperado de 24 combinacdes.
Quando questionado sobre sua resolucao, a resposta do Aluno 04 foi a seguinte:
Eu s6 fiz assim, professor, eu ndo sei esse negocio aqui ndof...] enquanto deu para
formar, eu fui formando, deu cinco, professor(...] eu s fui fazendo, eu ja ouvi dizer
que é assim, quando ndo faz repeticdo, tipo aqui, quando nao tiver repeticdes, tem
que fazer uma outra palavra, pra ir misturando as letras e formar uma outra palavra,

nao foi que nem os meninos ali ndo, cheio de ndmeros na doida, essa dai eu néo
estudei ndo (Aluno 04).

Na resposta fornecida, a aluna utilizou uma estratégia de listagem de possibilidades,
como evidenciado em sua folha de resposta. Contudo, ndo aplicou métodos de célculo algébrico
ou estratégias baseadas em multiplicacdo. Essa abordagem sugere um entendimento inicial e
superficial do problema, classificando sua resposta no Nivel I. Esse nivel é marcado por
respostas contextualizadas, mas que ndo demonstram um entendimento profundo sobre
combinagbes, mais especificamente situando-se no Subnivel 1A. Por outro lado, a resolucédo
apresentada pelo Aluno 04 revela suas dificuldades. Fica claro que ele se limitou as
combinag6es que conseguiu visualizar, mesmo tendo observado as solug¢des de seus colegas e
respondido aos questionamentos do professor-pesquisador. Até aquele momento, a interacéo
com o grupo néo foi suficiente para motiva-lo a revisar ou modificar sua resposta original, que
permaneceu inalterada no quadro, idéntica a versdo de seu caderno, conforme ilustrado na
Figura 8.

Concluida a exposicdo do aluno, o pesquisador convidou o proximo voluntério a
detalhar sua resposta no quadro. O préximo aluno a apresentar sua resolucdo, o Aluno 05,

escolheu a palavra “CASA” para montar o seu anagrama (Figura 10).
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Figura 10 - Resolugdo apresentada no caderno pelo Aluno 05 para o anagrama da
palavra “CASA”
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Figura 11 - Resolucéo apresentada no quadro pelo Aluno 05 para o anagrama
da palavra “CASA”

Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

O aluno registrou sua resposta no quadro de maneira reservada, e entdo foi questionado
pelo professor-pesquisador sobre o resultado apresentado:

[...] eu so fiz até ai, entdo eu reparei que conseguia repetir 6 vezes a letra ‘a’, ai eu
associei que as outras eu iria conseguir repetir mais trés vezes, ai como sio quatro
letras, eu coloquei [...] eu ndo cheguei a fazer tudo. Como eu conseguia repetir a
letra ‘a’ 6 vezes, eu associei que iria conseguir repetir a letra ‘c’ mais 6 vezes, depois

novamente a letra ‘a’ e depois a letra ‘s’, ai eu cheguei ao numero 24 de anagramas
(Aluno 05)
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Ao eshogar possiveis combinagdes para solucionar o problema do anagrama, o Aluno
05 demonstrou um principio de tentativa e um envolvimento inicial com a questao proposta.
Interessantemente, antes de sua apresentacdo no quadro, analises do esboco em seu caderno
(Figura 10) revelaram que ainda ndo havia aplicado o principio multiplicativo em seu raciocinio
combinatdrio. Isso sugere uma evolugdo em seu entendimento, possivelmente influenciada pela
interacdo e socializacdo com os colegas, uma préatica encorajada na sequéncia didatica para
fomentar a construcdo coletiva do conhecimento.

Durante a apresentacdo, apesar de nao alcancar a resposta correta no quadro, o nimero
de anagramas em sua folha de resposta estava precisamente identificado. Essa discrepancia
entre a apresentacao e o trabalho escrito aponta para uma capacidade de deducdo correta em
uma situacao de permutacdo simples, sem repeti¢do. No entanto, uma compreensao incompleta
acerca da repeticdo da letra "a" na primeira posic¢ao levou o aluno a ndo concluir o resultado
correto de 12 combinacdes. A utilizacdo da técnica de listagem de possibilidades por parte do
Aluno 05 reflete um certo nivel de engajamento e uma abordagem inicial ao problema, ainda
que sua solucdo integral tenha sido dificultada por uma falta de compreensdo completa da
questdo proposta.

A anélise de suas respostas e explicacdo permite classificar o raciocinio combinatorio
do Aluno 05 no Nivel I1, especificamente no Subnivel 1A, caracterizado pelos primeiros passos
em direcdo a solucdo de problemas combinatdrios. Tal classificacdo enfatiza a importancia da
interacdo entre colegas e a reflexdo sobre as proprias tentativas como meios valiosos para
aprofundar a compreenséo e melhorar a habilidade em resolver problemas complexos.

Apos a apresentacdo do Aluno 05, buscou-se o proximo voluntério para prosseguir com
as explicacbes. No entanto, inicialmente, ndo houve manifestacdes de interesse. Seguiu-se um
didlogo esclarecedor no qual o pesquisador destacou a importancia da diversidade de
participacdes, enfatizando que cada aluno possui uma perspectiva Unica na interpretacdo do
problema, e que seriam justamente essas varia¢fes que enriqueceriam a analise.

Motivado por essa explanacgdo, um estudante se prontificou a detalhar sua abordagem
no quadro, cuja explicacdo sera abordada a seguir. A palavra escolhida pelo Aluno 06 foi

“CEU”, como demonstrado nas Figuras 12 e 13:



79

Figura 12 - Resolucgdo apresentada no caderno pelo Aluno 06 para o anagrama da
palavra “CEU”
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Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

Figura 13 - Resolugdo apresentada no quadro pelo Aluno 06 para o anagrama
da palavra “CEU”

Fonte: Registro do pesquisador, 2023.

A Ultima participacdo voluntaria em apresentar sua resolu¢do no quadro foi do Aluno
06, que elaborou anagramas para a palavra “CEU” (Figura 13). Observa-se que nesse caso
houve tanto o uso do esbog¢o de todas as possiveis combinac¢des quanto da validacdo do uso da
permutacdo simples por meio do célculo do fatorial. Ap6s redigir no quadro, o pesquisador
pediu a explicacdo do aluno sobre a resolucédo, que respondeu: “Eu fiz assim, eu coloquei cada
letra e fui mudando as outras duas, ai deu pra ver que deu 6, ai eu fiz essa conta aqui e chegou

no numero 6” (Aluno 06).
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Na sua solucdo, o aluno adotou uma abordagem metddica e eficaz, demonstrando
habilidade na listagem de possibilidades e na execucdo de célculos algébricos, sem, contudo,
recorrer a terminologia técnica especifica. Ele apresentou de maneira clara os métodos
utilizados, alcancando a resposta correta tanto na sua folha de resposta (Figura 12) quanto na
apresentacdo no quadro (Figura 13). Essa estratégia de solugdo ndo so reflete uma compreensao
profunda dos conceitos combinatérios como também uma capacidade de aplica-los de forma
precisa, enquadrando-se no Nivel 1V, especificamente no Subnivel IVA. Esse nivel destaca a
habilidade do aluno em desenvolver solu¢es combinatérias complexas, demonstrando muito
entendimento e aplicacéo de conceitos avanc¢ados.

A decisdo do aluno de esbocar todas as possiveis combinacdes do anagrama antes de
proceder a resolucdo algébrica sugere uma estratégia deliberada para validar o esgotamento de
todas as combinacOes possiveis através do calculo. Essa abordagem indica uma compreensdo e
aplicacdo do método algébrico ndo apenas como uma ferramenta de solugdo, mas como um
meio de verificagdo da exaustividade de suas combinacdes. Interessantemente, essa
metodologia contrasta com abordagens mais tradicionais de ensino, onde a equacdo ou o calculo
algébrico pode ser empregado diretamente antes da exploracdo manual de todas as combinag6es
possiveis, evidenciando uma adaptacdo inteligente e reflexiva do aluno as demandas do
problema combinat6rio proposto.

Ap0s a resolucado apresentada pelo Aluno 06, ndo houve mais participac6es voluntarias,
entdo, essa etapa da sequéncia didatica foi encerrada. No préximo passo, foi realizada a
intervencdo do professor-pesquisador, em que finalmente sdo apresentadas as equacgdes de
permutacao simples e permutacdo com repeticdo. Apds a apresentacdo das equacdes, os alunos
tiveram a oportunidade de refazer os calculos, verificar e validar suas respostas ou reformular,
conforme necessario. Apos alguns minutos, foi realizada a verificacdo dos cadernos de todos
o0s estudantes e constatado que todos conseguiram de forma satisfatoria elaborar a resolucdo
correta do numero de combinacdes de seus anagramas, aplicando as equacdes de permutacdo

adequadas.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

No presente estudo, foram elaborados anagramas com o objetivo de mobilizar conceitos
especificos de Analise Combinatéria, com foco em permutagdes, junto a estudantes de um curso
de licenciatura situado no interior do Amazonas. Essa abordagem demonstrou ser uma
estratégia pedagogica eficaz para a aprendizagem dos alunos. No entanto, enfrentou-se
restricbes de tempo e desafios organizacionais que nos levaram a modificar a sequéncia
didatica. Inicialmente, foi realizado um encontro com uma turma voluntaria que contribuiu para
a elaboracéo da sequéncia didatica final. A aplicacdo preliminar da sequéncia didatica com uma
turma voluntaria possibilitou a realizacdo de ajustes cruciais e sua validacdo antes da
implementacdo final no curso de Licenciatura em Ciéncias: Matematica e Fisica do ISB. Essa
estratégia aprimorou significativamente o processo de ensino-aprendizagem. A sequéncia
ajustada foi, entdo, aplicada com éxito aos alunos do curso no ISB.

Os aspectos positivos identificados nesta pesquisa incluem a construcao colaborativa de
conhecimento entre os participantes, bem como o enriquecimento do pesquisador, que
simultaneamente explora objetivos educacionais e adquire aprendizados através de sua pratica.
Por outro lado, enfrentamos desafios inesperados. Diferentemente do engajamento observado
na turma voluntéria, a aplicacdo da sequéncia didatica com os alunos do curso resultou em uma
participacao reduzida por grande parte da turma. Essa discrepancia evidencia a necessidade de
considerar as caracteristicas e dindmicas especificas de cada grupo ao construir sequéncias
didaticas. Essa reducdo na participacao ativa do aluno destaca uma quebra no contrato didatico
estabelecido durante a primeira etapa, que envolveu a apresentagdo e ambientacdo. A baixa
participacdo ativa dos alunos compromete o pleno desenvolvimento da TSD proposta por
Brousseau, que defende o papel do aluno como sujeito ativo no processo de construgdo do
conhecimento, assumindo o protagonismo. Assim, o professor atua como mediador, afastando-
se do tradicional papel de transmissor de informacdes.

Durante a aplicagdo da sequéncia didatica, pode-se observar a mobilizagdo de conceitos
de Permutacdo Simples e Permutacdo com Repeticdo, além de conceitos como Principio
Fundamental da Contagem e Fatorial de um nimero. Notou-se uma dificuldade comum, tanto
na turma experimental voluntéria quanto na aplicacdo final com alunos do curso, que foi a
dificuldade em aplicar corretamente conceitos de permutacdo com repeticdo. Foi possivel
observar que 0s alunos ndo conseguiram resgatar totalmente os conhecimentos de Analise
Combinatoria do Ensino Médio, mas de certa forma conseguiram se apropriar durante a pratica

desenvolvida no Ensino Superior. Alguns alunos obtiveram sucesso ao aplicar a equacéo de
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permutacao simples, porém, quando o anagrama continha letras repetidas ndo houve aplicagdo
da equacéo da permutacdo com repeticdo. A selecdo das palavras dos anagramas pelos proprios
alunos revelou escolhas mais simples, considerando-se que o nimero de letras das palavras
variou entre trés e seis.

A luz da TSD, a analise das estratégias e erros dos alunos revela diversas dificuldades,
como a ndo interpretacdo completa do problema, que impacta na escolha inadequada de
estratégias e na abordagem incorreta da resolucdo. 1sso resulta em erros, como a selecdo de
férmulas incorretas, a utilizacdo de distraces e a desconsideracdo de repeticdes de letras,
especialmente nas permutagdes com repetigéo.

Apesar do carater exploratério e das limitacdes metodoldgicas, este estudo revelou
avancos significativos no desenvolvimento do raciocinio combinatério entre os alunos do
Ensino Superior, através da aplicacdo de sequéncias didaticas. Identificou-se diferentes niveis
e subniveis de solucdo para problemas de combinatédria, demonstrando uma evolugdo desde
respostas ndo pertinentes ou sem sinais de raciocinio combinatério até aquelas que, embora ndo
alcancassem um nivel de formalidade tedrica, exibiam claramente o uso desse tipo de
raciocinio. Esse progresso, fortemente ancorado no uso pratico de ferramentas, como o
diagrama cartesiano, ressalta a importancia de abordagens pedagdgicas que incentivem etapas
progressivas de desenvolvimento e refinamento do pensamento combinatorio.

Os achados deste estudo reforcam as recomendac@es da literatura sobre a integracdo de
problemas que demandam raciocinio combinatorio em todos os niveis educacionais, destacando
a capacidade e a necessidade dos estudantes de se engajarem com tais desafios desde cedo. Essa
pratica ndo apenas favorece a aplicabilidade em diversas areas do conhecimento, mas também
é crucial para o desenvolvimento cognitivo, conforme indicado pela teoria piagetiana sobre a
I6gica proposicional.

A aplicacdo pratica das sequéncias didaticas provou ser eficaz, pois permitiu aos
estudantes, mesmo aqueles com conhecimentos prévios limitados em Analise Combinatoria,
alcancar as soluc@es corretas ou ajustar seus raciocinios apds a intervengdo docente. Além
disso, promoveu a socializacdo e o desenvolvimento colaborativo do raciocinio combinatério,
mostrando-se uma estratégia pedagogica valiosa ndo so para o Ensino Superior, mas também
com potencial de adaptacdo para o Ensino Médio. Assim, evidencia-se a relevancia do
desenvolvimento gradual e continuado do raciocinio combinatério, iniciando em fases precoces
da educacdo, o que pode servir como fundamento para futuras investigagdes e préticas

pedagdgicas em matematica.
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