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Resumo

Neste trabalho apresentamos a Variedade de Gelfand-Tsetlin associada a dlgebra de Lie
gl,, por meio da subélgebra de Gelfand-Tsetlin, denotada por I'. Para tanto, realizamos
um estudo detalhado desta subalgebra I', definida a partir dos centros da algebra
envolvente universal de gl;, com i = 1, ..., n, os quais D. P. Zelobenko em [ZET73| provou
que sao descritos como polinémios em 7 indeterminadas. Adicionalmente, apresentamos
uma caracterizagao polinomial alternativa para esses centros que surgem a partir da
teoria dos quasideterminantes, desenvolvidos no artigo |[GKL95| e no livro [MOQT].
Também é introduzido o conceito de Base de Grobner, juntamente com o algoritmo para
o célculo desta base, o qual tem como objetivo compreender o processo da classificagao
de variedades algébricas, neste caso, da Variedade de Gelfand-Tsetlin para gl,.

Palavras-chave: Algebra de Lie, algebra envolvente universal, bases de Grébner,
variedade de Gelfand-Tsetlin.



Abstract

In this work, we present the Gelfand-Tsetlin variety associated with the Lie algebra
gl,, through the Gelfand-Tsetlin subalgebra, denoted by I'. To achieve this, we conduct
a detailed study of this subalgebra I', which definition is based on the centers of the
universal enveloping algebra of gl;, with ¢ = 1,...,n, which D. P. Zelobenko in [ZET73]
proved to be described as polynomials in i variables. Additionally, we provide an
alternative polynomial characterization for these centers that arises from the theory
of quasideterminants, developed in the paper |[GKL95| and the book [MOO07|. The
concept of Grobner Basis is also introduced, along with the algorithm for calculating
this basis, aiming to understand the process of classification of algebraic varieties, in
this case, the Gelfand-Tsetlin variety for gl,.

Keywords: Lie algebra, universal enveloping algebra, Grébner bases, Gelfand-Tsetlin
varierty.
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Introducao

A origem da teoria das algebras de Lie remonta a segunda metade do século XIX,
quando Sophus Lie tentou desenvolver uma teoria de simetrias continuas aplicavel a
equacoes diferenciais. Esses estudos levaram a identificacao de uma classe particular
de grupos, agora denominados grupos de Lie, para os quais uma teoria abrangente foi
elaborada. Atualmente, essa teoria desempenha um papel central em diversas areas da
matematica e da fisica, incluindo a geometria diferencial, mecanica quéntica e teoria
de representagoes.

Dada g uma &lgebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado k de caracteristica
zero, ¢ possivel construir uma algebra associativa unitaria a partir de g, chamada de
algebra envolvente universal U(g) que contém uma copia isomorfa do g. Esta algebra
associativa nos permite estudar algumas propriedades de g.

No ambito da teoria das algebras de Lie, o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt assume
um papel crucial, proporcionando uma descricao explicita da algebra envolvente uni-
versal de uma &lgebra de Lie. Este teorema resulta dos trabalhos independentes de
Poincar¢[PO00] em 1900, e de Birkhoff[BI37] e Witt[WI37] em 1937. Tais contribui-
¢oes estabeleceram as versoes dos teoremas que sao fundamentais na atualidade. O
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt nos permite identificar a graduacao associada a
algebra envolvente universal, denotada por gr(U(g)), com a &lgebra simétrica S(g).
Esté algebra simétrica é isomorfa & algebra de polinémios em varidveis comutativas.
Além disso, existe outra versao desse teorema, que nos permite descrever uma base da
algebra envolvente universal a partir de uma base da algebra de Lie.

Como consequéncia deste teorema, quando consideramos a algebra de Lie linear geral
gl,,, existe uma cadeia natural de inclusoes da forma gl; C gl, C --- C gl,,, a qual induz
a cadeia da forma U(gl;) C U(gl,) C --- C U(gl,,). Assim, D. P. Zelobenko em [ZET3]
mostra que o centro de U(gl;) é isomorfo a algebra de polindomios em i indeterminadas.

Tendo em conta o anterior, no Capitulo 2 seré definida a subalgebra de Gelfand-Tsetlin
como a subélgebra comutativa de U(g) gerada pelos centros de U(gl;) com i = 1,2, .., n.
Desta forma ao tomar a imagem desses polinémios em gr(U(g)), podemos definir uma
variedade algébrica conhecida como a Variedade de Gelfand-Tsetlin, a qual S. Ovisienko

em [OV03| provou que é equidimensional com dimensao @

A ideia da subéalgebra de Gelfand-Tsetlin tem implicagoes significativas para a teoria
das representagdes. Por exemplo, no artigo [GT50], I. M. Gelfand e M. L. Tsetlin
introduzem os modulos de Gelfand-Tsetlin, fornecendo uma apresentacao explicita de
todas as representacoes irredutiveis de dimensao finita de gl, em termos de certos
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objetos combinatoérios.

No Capitulo 3, nos concentramos em estudar como determinar outras expressoes po-
linomiais que geram os centros da algebra U(gl,), que surgem a partir da teoria dos
quasideterminantes e a conexao com as fungoes simétricas nao comutativas desenvol-
vida no artigo [GKL95| de I.M. Gelfand, D. Krob, A. Lascoux, B. Leclerc, V.S. Retakh
e J.-Y. Thibon, e no livro de A. Molev [MOOQ7|. E de maneira analoga ao Capitulo 2,
considerar a variedade de Gelfand-Tsetlin associada a subalgebra de Gelfand-Tsetlin.

Em seguida, no Capitulo 4, apresentamos as bases de Grébner como ferramentas essen-
ciais para a manipulacao eficiente de ideais polinomiais, que sao frequentemente usadas
para resolver sistemas de equagoes polinomiais e para estudar variedades algébricas,
permitindo uma abordagem algoritmica para analisar propriedades geométricas. O con-
ceito de bases de Grobner foi introduzido em 1965 por Bruno Buchberger em sua tese
de doutorado [BU65| e recebeu esse nome em homenagem ao seu orientador, Wolfgang
Grébner, também desenvolveu um algoritmo para obtencao dessas bases, denominado
algoritmo de Buchberger.

No Capitulo 5, nos concentramos no calculo das bases de Grobner para as variedades
de Gelfand-Tsetlin associadas as algebras de Lie gl,, gl; e gl,, usando como ferramenta
computacional o software Magma [CBF13|.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo queremos apresentar alguns conceitos bésicos sobre algebras graduadas
e filtradas, algebras de Lie, dlgebras tensoriais, simétricas e a algebra envolvente uni-
versal, geometria algébrica, dlgebra homologica e algebra comutativa, os quais serao
necessarios ao longo do desenvolvimento deste trabalho.

Ao longo do trabalho fixaremos R como um anel comutativo com identidade e k como
um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Alguns dos resultados apre-
sentados na dissertagao valem em um contexto mais geral.

1.1 Algebras Graduada e Filtrada

Para os seguintes conceitos, sera levado em consideragao como referencia [MATO0].

Definicao 1.1.1. Seja A uma k-dlgebra. Se existir uma colecao de k-subespacos vetori-
ais A; de A tais que, Ag C Ay C Ay C - -+, satisfazendo Ay, - A, C Apyn. Chamaremos
estd cole¢do uma filtracao de A. Se A = .-, A, entao dizemos que A é uma dlgebra

filtrada.

Exemplo 1.1.2. A dlgebra de polinomios k[zy : X € I|, onde I é um conjunto de
indices enumerdvel, é uma dlgebra filtrada, pois, ela € equipada com uma sequéncia
de subdlgebras k,,, onde k, € a dlgebra de polinémios em n varidveis. Além disso, a
inclusao k,, C k,11 tmplica que temos uma colegao crescente. Também ao multiplicar
elementos de k,, com elementos de k,, o resultado pertence a k,,, portanto k,k, C
kytp. Além disso, ao fazer a uniao de todos os k,, temos

Uk =kfzs: X e 1],

nel

Definicao 1.1.3. Uma k-dlgebra A ¢ dita graduada, se existe uma cole¢ao de k-
subespagos vetoriais A, (chamada a graduagao de A), tais que Ay, - Ap C Apgn €

A= é A,
n=0

para todo m,n € Ny.

12
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Exemplo 1.1.4. Seja k[z] a dlgebra de polindmios na varidvel x. Consideremos o
conjunto A" = {ka" : k € k}. Claramente temos que A" - A*> C A" e além disso

podemos escrever
oo
k[z] = @ A
i=0

Logo k[z] é uma dlgebra graduada.

Observagao 1.1.5. Se A € uma dlgebra associativa filtrada com filtracao
AgC A CAC---

entao observemos que esta filtracao induz uma graduacao em A, que denotaremos por
gr(A), de maneira que

gr(4) =P A,

onde

A, = An /A

A, = {0},

Esta graduacao é chamada a graduacgao associada a filtragao de A ou quando a filtragao
ja estéd estabelecida é simplesmente chamada a graduacgao associada de A.

1.2 Algebras de Lie

Nesta secao apresentamos alguns conceitos necessarios sobre algebras de Lie para a
compreensao deste trabalho.

As algebras de Lie sao importantes porque descrevem a estrutura subjacente de grupos
de Lie, que sao grupos e simultaneamente variedades diferencidveis. As algebras de
Lie sao usadas para estudar a geometria e a topologia dessas variedades, bem como
para entender propriedades dos campos vetoriais. O estudo destas estruturas surgem
naturalmente em diversas dreas da matematica e da fisica, como a geometria diferencial,
a teoria das equacoes diferenciais parciais, a mecanica quantica e a teoria de grupos.

Definicao 1.2.1. Uma dlgebra de Lie g ¢ um k-espago vetorial, munido de um
produto k-bilinear [ , | : g X g — @ (chamado colchete de Lie), que satisfaz:

i) [x,2] =0, Vo € g;
i) Identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0, Va,y, 2 € g.

Observagao 1.2.2. Dada uma dlgebra associativa A, temos uma dlgebra de Lie asso-
ciada a A com colchete de Lie definido pelo comutador, i.e.,

[v,y] == 2y —yx, Va,y € A
Denotaremos esta dlgebra de Lie com A7),

Exemplo 1.2.3.
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. As matrizes quadradas M, (k) de ordem n, sobrek, com o colchete de Lie definido
por [X,Y] = XY —YX para todo X,Y € M,(k). De fato:
i) Seja X € M, (k) entao
(X, X]=XX-XX=0.

ii) Sejam X,Y,Z € M, (k) (quaisquer) tem-se:
(X, [V, 2|+ [V, [Z2, X]| + [Z, [ X, Y]] =
—[X,YZ — ZY]|+ Y, ZX — XZ] + [Z, XY — Y X]
—X(YZ—2ZY)—(YZ - ZV)X +Y(ZX — XZ)—
—(ZX - XZ)Y + Z(XY —YX) — (XY ~YX)Z
=XYZ-XZY - YZX+IZYX+YIX -YXZ—-ZXY+
+ XZY +ZXY - Z2YX - XYZ+YXZ
=0.

. Sejam V' um k-espago vetorial e End(V') o conjunto de todas as transformagoes
lineares T' : V. — V' com estrutura de dlgebra associativa. Denotemos a dl-
gebra End(V') vista como dlgebra de Lie por gl(V') com o colchete definido pelo
comutador, estd dlgebra de Lie é chamada dlgebra linear geral.

Se dimy(V') = n, entao podemos identificar End(V') com o k-espago vetorial
M, (k) das matrizes quadradas n x n e portanto dizemos que:

gl, = glin, k) = gl,, (k) := gl(V) = M, (k).

. Sejamk = C e gl,,(k) a dlgebra de Lie definida no ezemplo anterior. Considere o
anel de polinomios C [z]| quociente (™). O produto tensorial g,,(n) := gl,(C) ®¢
C[z] /(x™) define uma estrutura de dlgebra de Lie sobre C com colchete definido
da sequinte forma:

[ ) ] : gm(”) X gm(”) — gm(n)
(a®c ', b®ca’) — [a®@ca’,b&c 2’| = [a,b] ®c 2"V
para qualquer a,b € gl,(C) e z',27 € Cla]/(z™). A dlgebra de Lie g,,(C) ¢

chamada dlgebra de Lie corrente truncada. De fato, se a@cz’, b@c1?, cQcx®
elementos em g,,(C), entao

l[a ®c ', a ®c 2'] = [a,ad] @c 2",

como a um elemento da dlgebra de Lie gl,,(C), temos que [a,a] =0, logo
[a®ca’,a®ca'] =0@cz™* =0.

Além disso, denotando neste caso o produto tensorial sobre C como ®, temos que

[a@xi, [b@xj,c@)xs]] + [b®xj, [c@xs,a(@xi“ + [c®xs, [a@xi,b@)xjﬂ

=la@a",[b,d @] + [b@ 2/, [c,al ® ] + [c® 2%, [a,b] ® 2]

=[a,[b, c]] ® 275 + [b, [c, a]] ® 27T + [, [a, b]] @ 2° T

= ([a, [b,c]] + [b, [e, al] + [c, [a, B]]) @ 27

0 2t — 0,
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Note que g,,(n) € o espago vetorial de mondémios de grau menor que m sobre C,
que usa como coeficientes os elementos de gl (C).

Este trabalho se concentrara principalmente na construcao da variedade Gelfand-Tsetlin
para a algebra de Lie gl,,. Em [BR21] pode-se ver que a variedade de Gelfand-Tsetlin as-
sociada a algebra de Lie corrente truncada é equidimensional com dimensao mn(n—1)/2
se, e somente se, nos casos n = 1, 2.

Definicao 1.2.4. Seja g uma dlgebra de Lie e ) um k-subespaco vetorial de g, dizemos
que b € uma subdlgebra de Lie de g se [x,y] € b para todo x,y € b.

Exemplo 1.2.5. Seja sly(k) = {X € gly(k)|[tr(X) = 0} € uma subdlgebra de Lie de
gly(k). Se X|Y € sly(k) temos
tr([X,Y]) = tr(XY — YX) = tr(XY) — tr(Y X)
=tr(XY)—tr(XY)=0.
Esta dlgebra é chamada de dlgebra de Lie linear especial.

Exemplo 1.2.6. sp,, (k) := {X € gl,, (k)| XJ+ JX' =0} € uma subdlgebra de Lie de
aly,, (k), onde J = (0 -1

1 o0 )¢ 0,1 sao respetivamente as matrizes nula e identidade de

gl(n,k). Denotemos a matriz identidade de gly, (k) por 1i2,x). Note que J* = —1 (255
Seja X, Y € sp,, (k) entdo
X, Y]' = (XY - YX) =YV!X! - Xtv*
=JYJIXJ - JXJIYJ=JYJ*XJ—-JXJ*YJ
= JXYJ— JYXJ = J(XY -~ YX)J
= J[X,Y]J.

Portanto [X,Y]J 4+ J[X,Y]' = 0.
5p,,, € chamada de dlgebra de Lie simpletica.

Definicao 1.2.7. Sejam (g,[,]1) e (b,[,]2) duas dlgebras de Lie. Dizemos que uma
transformacao linear f : g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie, se satisfaz

f([zyh) = [f(2), f(W)l2, Vg €g.

Exemplo 1.2.8. Sejam g = h = gl,,(k), com o colchete de Lie dado pelo comutador.
Seja P uma matriz invertivel em gl,, (k). Consideremos a sequinte aplicagdo:

£ gl (k) — g, (k)
Ar—— PAP™!
A linearidade € provada através da bilinearidade do colchete de Lie, além disso temos
que [ preserva a operagio do colchete de Lie, pois sejam A, B € gl (k) temos que:
f([A,B)) = f(AB — BA) = P(AB — BA)P*

= PABP™' — PBAP™!

= PAP'PBP' — PBP'PAP!

= f(A)f(B) — f(B)f(A)

= [f(A), f(B)].
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Desta forma temos que f € um homomorfismo de dlgebras de Lie.
Definicao 1.2.9. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo k. Uma representacao
de g € um homomorfismo de dlgebras de Lie

prg — gl(V)

r — Pz 8—9
y — pa(y),
onde V € um espaco vetorial sobre k.
Exemplo 1.2.10. Seja g uma dlgebra de Lie. Para cada elemento x em g, definimos
a transformacao linear ad, da sequinte forma:
ad:g — gl,(g)
r — ady,:g—9¢
y — ady(y) := [z, y],

para qualquer y em g. Note que ad, € um homomorfismo de dlgebras de Lie. Para
todos x,y em g, temos que

ad ([z,y]) (2) = adjzy)(2) = [[z,y], 2] = —[2, [z, y]]
= [z, [y, 2]] + [y, [z, 2] = [z, [y, ] = [y, [z, ]
= [z, ad,(z)] — |y, ad,(2)] = ad, o ad,(z) — ad, o ad,(z)
= [ad,, ad,|(2),

0 qual é vdlido para qualquer z em g. Portanto ad([z,y]) = [ad(z), ad(y)].
Esta representacao € conhecida como a representacdao adjunta.
Definicao 1.2.11. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo k. Dizemos que V € um
g-modulo se é um k-espago vetorial munido com uma aplica¢ao
gxV—V
(r,0) —z-v

satisfazendo as condicoes:

i) Az +py) v = Az v)+uy-v),
i) - (A + pw) = ANz -v) + p(z - w),
i) [w,yl-v=x-(y-v)—y-(z-v),

para todos x,y € g, v,w €V, e A\, u € k.

Exemplo 1.2.12. Seja g uma dlgebra de Lie, entao V = g é um g-mddulo sob a
acao da representacao adjunta do Exemplo ad,(y) = [z,y] para todo x,y € g.
Neste caso, g € um g-modulo, pois a acao de g em si mesmo através da representagao
adjunta preserva a estrutura de espago vetorial de g e satisfaz as condigées i),ii) e iii)

da Defini¢adl.2.11.
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1.3 Algebra envolvente universal

Nesta secgao apresentaremos os conceitos da algebra tensorial, dlgebra simétrica, alge-
bra exterior e finalmente da algebra envolvente universal junto com algumas das suas
propriedades. O objetivo é apresentar a prova do teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.

A algebra envolvente universal é uma construcao importante da teoria de Lie, por exem-
plo a algebra envolvente universal de uma algebra de Lie é uma algebra associativa que
contém a algebra original como um subespaco. Isso significa que muitas propriedades
das algebras de Lie podem ser estudadas por meio da algebra envolvente universal.

1.3.1 Algebra tensorial

Sejam R um anel comutativo com unidade, M um R-mo6dulo. Para cada inteiro n > 0,
o n-ésimo produto tensorial sobre R de M é denotado por T M, onde:

T°M = R,
T'M = M,
T°M = M Qr M

T"M =M Q@r M Qp---Q@r M.

J/

n—uvezes

Definicao 1.3.1. Chamamos a dlgebra tensorial de M o R-modulo

[e.e]

T(M)=EPT1"M,

n=0
onde cada elemento de T(M) é uma soma finita de elementos s;, com s; € T'"M. E a
multiplicagao interna e a multiplicagao escalar que se definem nos geradores por:

(1@ ®Tp)  (Tpr1 @ " QTpyg) =T1 Q- O Tp @ Tp1 ® *+* ® Tpig;
a(w1®...®xp):al’1®...®xp7

comx; € M, a € R e € estendida por linearidade.
Pode-se observar que a multiplicagao definida em T'(M) é associativa e tem como iden-
tidade o elemento unitario de T°M = R, mas este produto em geral ndo ¢ comutativo,
ja que o produto tensorial nao é comutativo. Além disso o produto satisfaz a seguinte
condicao:

TPM @ TM C TPTYM, com p,q € Z>o,

o qual implica que T'(M) é uma algebra graduada.
Observagao 1.3.2. Sejai:T'M = M < T(M) a aplicagio de inclusio, com i(m) =
m. Pela definicio da multiplicagao em T (M) tem-se

$l®...®xn :i(xl)..i(xn)

Portanto como cada elemento de T(M) é uma soma finita dos elementos anteriores,
T(M) esta gerado como R-dlgebra por i(M) = T*M. Entio T(M) ¢ igual a R{M)
como conjunto, mas nao como dlgebra, porque T (M) nao é comutativa.
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Proposicao 1.3.3. (Propriedade universal da dlgebra tensorial) Sejam M um
R-mdédulo e A uma R-dlgebra associativa com unidade. Para qualquer homomor-
fismo de R-mdodulos n : M — A, existe um unico homomorfismo de R-dlgebras
v :T(M) — A tal que (1) =1 eyoi=mn, ondei: M — T(M) é a inclusao,
i.e., o sequinte diagrama comuta:

Demonstragao. Ver [BO89| na pégina 485. O

Proposigao 1.3.4. Seja M um R-modulo livre, com uma base {eq,es, ..., e,} entdo:

1. T*M ¢ um R-modulo livre de posto n* para todo k > 1, e os tensores da forma
€ny ®en2®"'®€nk>

formam uma base para T*M .

2. Temos que T (M) € isomorfa a dlgebra de polinomios R{x, ..., z,) nas varidveis
nao comutativas Ty, To, ..., Tn.

Demonstragao. Ver [LA02] pagina 633. O

1.3.2 Algebra simétrica

Seja M um R-modulo e T'(M) sua algebra tensorial. Consideremos C'(M) como o ideal
bilateral de T'(M) gerado por todos os elementos da forma

CM)={r®y-y®z), VryeM.

Definicao 1.3.5. A dlgebra quociente
S(M):=T(M)/C(M)
¢ dita a dlgebra simétrica de M, a qual herda o produto associativo de T(M).

Observagao 1.3.6. A partir da defini¢iao de S(M), podemos concluir o sequinte:

i) S(M) é uma dlgebra associativa com unidade, por ser um quociente de T'(M) por
um tdeal bilateral.

it) Denotaremos por o o epimorfismo candnico de R-dlgebras:

o:T(M)— S(M)
r+— o(x) =7 :=x mod C(M).

iii) A defini¢ao do ideal C(M) € tal que S(M) vira uma dlgebra comutativa.
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Observacgao 1.3.7. Além disso, vale ressaltar que os geradores de C(M) pertencem a
T?M, o que implica C(M)NT°M = C(M)NT*M = 0. Dessa forma, podemos escrever
C(M) como uma soma direta dos espagos C(M)NT*M, para k > 2. Podemos entio
definir S*M :=T*M/(C(M)NT*M) = o(T*M).

Também € importante notar que, como T°M = R e T'M = M, temos que o(R) = R
eo(M)= M.

Proposigao 1.3.8. Para cada n > 1, seja S"M = o(T"M) a imagem de T"M em
S(M). Entao S(M) € uma dlgebra graduada, com gradua¢ao

S(M) = é S"M.

Demonstragao. Pela defini¢ao da projegao candnica cada S"M = o(T"M) é um R-
modulo. Falta provar que o produto em S(M) manda multiplicagao de dois elementos
homogéneos de S™M e SPM respetivamente em elementos de S™*? M. Para isto, seja
reT"MeyecTPMtaisquezr =21 Q2@ QT e Y=y QY @ - R yp. Como
T(M) é uma algebra graduada e o(z)o(y) = o(zy), segue que xy € T™PM.

Entao fazendo a multiplicacao de dois elementos de S™M e SP M respetivamente temos
que:

(710 @)1 ® - D y,) = o(2)o(y)
= o(xy)
—11 0 RInRUD DYy

o qual pertence a S™TPM . ]

Proposicao 1.3.9. (Propriedade universal da dlgebra simétrica) Seja R um anel
comutativo com unidade, M um R-mddulo, S(M) sua dlgebra simétrica com a inclusao
i: M < S(M). Se dada A uma R-dlgebra comutativa com unidade, com una aplica¢ao
R-linear f : M — A, entao existe um unico homomorfismo de dlgebras comutativas
g:S(M)— A tal que goi= f, isto €, que o sequinte diagrama comuta:

M i > S(M)

Demonstragao. Ver [BO89| na péagina 497. O

Proposicao 1.3.10. Seja M um R—mddulo livre e {ey, es, ..., e, } uma base de M, en-
tao S(M) € isomorfa a a dlgebra de polindmios com varidveis comutativas Rz, Ta, ..., Ty).

Demonstrag¢ao. Consideremos a seguinte aplicagao

./
i': M — R[xy, 29, ..., 7,]
e, — I;
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Agora sejam A uma R-algebra comutativa com unidade, com j : M — A uma aplica-
¢ao R-linear e a seguinte aplicagao R-linear

¢ Ry, 29, ..., 2y — A
Ty - Ty > jler)j(e2) - jlen)
11— 14

Dado m € M arbitrério, ele pode ser escrito como a combinagao linear m = """ | a;e;,
com a; € R, entao

poi(m)=0¢ (Z x> = Zaij<ei) = (Z ) = j(m),

ou seja, ¢ o1’ = j. Além disso, se existir outro homomorfismo de algebras comutativas
0 : R[xy,x9,...,2,] —> A tal que # oi’ = j teremos 0 = ¢.

Logo, temos que o par (R[xy, X, ..., T,],¢) cumpre a propriedade universal da algebra
simétrica de M. O]

1.3.3 Algebra exterior

Seja M um R-modulo, T (M) sua algebra tensorial, consideremos o seguinte ideal bi-
lateral A(M) da algebra tensorial, o qual é gerado por todos os elementos da forma

(r®@ux), Vre M.

Definicao 1.3.11. A dlgebra quociente
\ M = T(M)/A(M)

€ dita a dalgebra exterior de M.
Observagao 1.3.12. Note que t @ y+y @ x € um elemento do ideal A(M).

O produto em A M ¢ denotado pelo simbolo A, i.e., para my, ma, ..., m, € M denotamos
por
mi ANmg A+ ANmy,

a classe de
m; @me -+ Qmy,

em \ M.
Observacao 1.3.13.

i) Note que, como o ideal A(M) € gerado por elementos homogéneos, \ M herda a
estrutura de uma R-dlgebra graduada.

it) Em geral \ M nao é comutativa; mas pela construgao tem-se

alf = (—1)(97“““ )(grau 5)5 A a, para homogéneos o, 3 € /\M
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iii) Sejam x1,...,x, elementos de M e m uma permutacao de {1,2,...,n}. Entdo
Tr(1) N L) N N Trn) = O’(?T)l‘l N NZy;

onde o(m) € o sinal de m. Além disso x1 N\ --- Nz, = 0 se x; = x; para algum
i # 7.
A n—ésima componente graduada de A\ M é denotado por A" M e é chamado de n-

ésima poténcia exterior de M. Da defini¢ao de A\ M é possivel ver que /\0 M = R,
A M= M.

Além disso ela satisfaz a seguinte propriedade universal.

Proposicao 1.3.14. Propriedade universal da n-ésima poténcia exterior. Seja
M um R-modulo. Se existir um R-mddulo N e uma aplicagao n-linear f : M™ — N,
comn € N tal que f(x1,....,%4, ..., T}, ..., x,) = 0 sempre que x; = x;, entdo existe um
inico homomorfismo de R-mddulos g : \" M — N tal que go A" = f, onde \" € a
aplicag¢do n-linear e anti-simétrica que leva (mq,...,m,) em my A --- Amy,, para todo
(my,...,my) € M™, ou seja, o sequinte diagrama comuta:

n

M A » N M
N

Demonstracao. Ver [BO89| na pagina 511. O

Proposicao 1.3.15. Seja M um R-mddulo livre, de posto n e com base {e1, e, ..., e},
entao:

i) Para cada k > 1, N\* M ¢ um R-modulo livre com base
{eg Neiy Ao Ney, 21 <y <ig < -+ < <n}.
Em particular, seu posto é (Z)
it) \ M € um R-modulo livre finitamente gerado de posto 2".

Demonstracao. Ver [BO89| na pagina 518. O

1.3.4 Algebra envolvente universal

Nesta seccao apresentaremos um conceito fundamental, o qual citaremos ao longo do
trabalho.

Definigao 1.3.16. Seja g uma dlgebra de Lie sobre k um corpo e seja U uma k-dlgebra
associativa com identidade 1y e i: g — U uma aplicacdo que satisfaz:

i([z,y]) = i(x)ily) —iy)ilz)  Vr,yeg,

isto €, que i é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Chamaremos ao par (U,i) como
a dlgebra envolvente universal de g se satisfaz a sequinte propriedade universal:
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Para qualquer k-dlgebra associativa A com unidade e qualquer homomorfismo de dl-
gebras de Lie ¢ : g — A, existe um tinico homomorfismo de dlgebras associativas
YU — A, tal que o sequinte diagrama comuta:

g ! s U

isto € oi= ¢, além disso P(1y) = 14.

Proposicao 1.3.17. Seja g uma dlgebra de Lie e sejam (Uy,iy) e (Us,i2) duas dlgebras
envolventes universais de g. Entao, existe um isomorfismo ¢ : Uy — Us de dlgebras
tal que i, =1 oiy.

Demonstracao. Da propriedade universal da algebra envolvente universal temos que
existe um tunico homomorfismo de algebras ¢, : Uy — Us tal que ¥1(1y,) = 1p, e

wl (0] il == i2.
i1
g > Uy
Us

Analogamente, existe um tnico homomorfismo de algebras vy : Uy — U; tal que

7702(1[]2) = 1U1 e 1/}2 Oig = il.
g ! s U,
Ui

¢20(¢10i1):¢20i2:i1:IdU10i17

Portanto, temos que:

onde Idy, é o morfismo identidade de U;. Logo como (Uy,1i;) é uma algebra envolvente
universal para g, pela propriedade universal podemos dizer que 15 0 ¢y = Idy,. Ana-
logamente, temos que ¢y o ¥ = Idy,. Portanto, ¥; e ¥ sao isomorfismos de algebras,
assim U; = Us. O

Proposicao 1.3.18. Seja g uma dlgebra de Lie, entao existe uma dlgebra envolvente
universal para g.
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Demonstragao. Consideremos a algebra tensorial T'(g) de g e o ideal bilateral J de
T'(g) gerado por todos os elementos da forma

J=(z@y—y®r—[1,9]),Vr,y € g,

definamos agora a algebra associativa U(g) := T'(g)/J, a qual herda a associatividade
de a algebra tensorial e induz uma projecao canodnica

m:T(g) — Ulg)

w— m(w) =w+ J =w.
Como J C @,.,T"g segue que n(T°g) = T°g = k C U(g), isto ¢ que U(g) contem os
escalares. Além disso temos a aplicagao injetiva:

7:9— T(g)

r—71(T) =1

e também podemos considerar a composta

moT:g— Ulg),

onde podemos notar que i = 7w o 7. Falta ver que de fato é um homomorfismo de
algebras de Lie. Temos o seguinte

i([z,y]) = mor([z,y])

= ([z,y])

= [z,9]
—IRy—y®uz
=rQRQU—yYRx

como preserva o colchete de Lie, temos que i € um homomorfismo de algebras de Lie.

Para provar agora que vale a propriedade universal, consideremos uma k-algebra asso-
ciativa com unidade e um homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — A7), Pela pro-
priedade universal da algebra tensorial, existe um tnico homomorfismo de k-algebras
v:T(g) — A tal que yoj = ¢, onde j: g — T(g) Note que

V) =@y -y®z—[r,9])
=v(@)(y) = v(W)y(@) = ([z,y])
=0
Ou seja J C Ker(v). Portanto existe um homomorfismo de k-algebras ¢ : U(g) — A,
tal que ¢ o =~. Além disso, temos Ypoi=tomoj=yoj=¢e (1) =1.

Para provar a unicidade, consideremos outro homomorfismo de k-algebras ¢’ : U(g) —
A, tal que /(1) =1 e ¢/ oi(z) = ¢(z), para todo z € g.

Y(wr @ @wp+J) = ¢ (w(wr @+ @ w)) = ¢ ((wr) -+ i(wm)) = ¢ (wr) -+ ¢ (wi)

= o(wy) - P(wm) = Y oi(wy) -y oi(wn) =
= Y(w1 @+ @ wy +J),

para todo wy ® -+ - @ wy, +J € T(g)/J. O
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Observacgao 1.3.19. Se a dlgebra de Lie g for abeliana, entao U(g) € isomorfa a S(g),
pois os ideais bilaterais C(g) e J sao iguais.

1.4 Teorema de Poincare-Birckoff-Witt

Esta secgao ¢ baseada em |[HUT2].

Vamos a definir uma &algebra graduada através da algebra envolvente universal. Para
isso, seja g uma algebra de Lie e T sua algebra tensorial. Definamos uma filtracao em

T(g) e U(g) por
Ty =T"®T' ®---&T"
Up = m(T),)
U_,:={0},
onde 7 : T'(g) — U(g) é a projecao canonica. Logo
Up - Uy C Uiy
Upn C U1

Considere o k-espago vetorial

G™ .= m/Um—l'
Note que este espaco vetorial induz uma projecao

Uy — G,

além disso, podemos definir uma aplicacao k-bilinear bem definida
PG x G —  GTTP
(Z,9) — TYy=1y,
com efeito, tome & = v/ € G™ e v = v € GP com u,u’ € U, e v,v' € U, logo

u—u €Uprev—v €U, j,assimu—u' =xev—v =ycomz €Uy,_eyec U, ,
segue que u = u+ e v = v + y, desta forma

w = (v +z) (v +y)
=uv +u'y + a2 + ay,

mas u'y + 2’ + 2y € Uyyqp—1. Portanto uo = w/v' em G™*P, logo v — w'v' € Uppyp-1,
ou seja suas classes laterais sao iguais em G™*P.

Agora consideremos o seguinte k-espago vetorial:
gr(U) := @ G".
i=0

Note que estendendo bilinearmente @', conseguimos um produto em gr(U) dado por
gr(U) x gr(U) —  gr(U)
(,9) — T Y= Ty
Obtemos com esta multiplicagao uma estrutura de algebra, chamada algebra gradu-
ada associada a algebra envolvente universal U(g).
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Observagao 1.4.1. Em gr(U) existe um epimorfismo de espagos vetoriais ' : U —»
gr(U) que restrito a cada componente graduada, coincide com .

Agora vejamos que a restricao de m a T é uma transformacao k-linear
Tm = T|pm : T™ — 7(T™) C 7(T},) = Upn,
logo,
O T —> G™
T > Op(z) = 7(2) + Upn

¢ uma transformacao k-linear sobrejetora. Portanto, estendendo por k-linearidade,
temos um homomorfismo de k-algebras

o T — gr(U)
V@ @y — (V1@ @ Up) = (V1 @ -+ @ )
com ¢(1) =1, ¢ é sobrejetora pois ¢|7,, = G-

Lema 1.4.2. ¢ : T — gr(U) é um homomorfismo de dlgebras. Além disso, p(C(g)) =
0 e assim ¢ induz um homomorfismo de dlgebras

w:S — gr(U).

Demonstragao. Seja x € T™ e y € TP, aplicando ¢ temos:

¢(xy) = 7' o m(xy) = TY
(W o) o
= o(x)(y).
Agora seja © ® y — y ® x gerador do ideal C(g), segue-se que m(zr @y —y @ x) € Us,

mas 7(z @y —y®az) = w([z,y]) € U;. Com efeito, aplicando ¢ nos geradores de C(g),
temos:

Ty
0)

)

PrOYy—yRr)=h(rRy -y
=m(r(r®@y-y®7))
= my([,y]) =0
logo C(g) C ker(¢). Portanto existe um homomorfismo de k-algebras sobrejetor
w: T/IC=8 — gr(U)
v+C(g) — wlv+C(g)) = ¢(v).

Observacao 1.4.3. Notemos que
w|gm : S — G™
v+C(g) — wlv+C(g)) = o) = dn(v) =7(v) + Una

também é sobrejetor e k-linear.
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O Teorema a seguir nos permitira identificar a algebra simétrica de uma algebra de
Lie g com a &lgebra graduada associada a algebra envolvente universal de g. Além
disso, esse isomorfismo permite uma correspondéncia entre os elementos em gr(U) e
polinémios, conforme demonstrado anteriormente na Proposigao

Teorema 1.4.4 (Teorema de Poincaré-Birkhoft-Witt). Seja g uma dlgebra de
Lie, e gr(U) a dlgebra graduada associada a U, entao o homomorfismo

w:S — gr(U)

€ um 1somorfismo de dlgebras.

Para demonstrar o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt serdo necessarios alguns
lemas que apresentaremos a seguir.

Seja g uma algebra de Lie. Como g é um espago vetorial entao possui uma base.
Agora pelo axioma da escolha ¢ possivel considerar uma base ordenada {z\; A € 2}
de g, sendo €2 um conjunto de indices com una relagao de ordem. O anterior é valido
para uma algebra de Lie nao necessariamente de dimensao finita. Com isso podemos
identificar a algebra simétrica S com a algebra de polindmios em indeterminados zj,
com A € (.

Para cada sequéncia ¥ = (A, ..., A;,) de indices (m serd o comprimento de X). Seja
2y = A0y A, € ST eseja xry = xy @y @ @xy, €T Chamamos X
crescente se A\; < Ay < --- < \,,,, quando ¥ = ) diremos que é crescente e que zs, = 1.
Assim {zx, | ¥ ¢é crescente} é uma base de S. Agora associada & graduacao de S esté
a filtracao S,, ;=S @ St @ ... p S™.

Nos lemas seguintes, consideremos A < ¥ se A < u,Vu € X e X € Q.

Lema 1.4.5. Para cada m € Z~q, existe uma unica aplicagao linear f, : g®S,, — S
satisfazendo:

Ap) [y ® 25) = 2x2n para A < 3,z € Sy,
Bn) fum(xy ® 25) — zx2n € Sk para k < m, z5, € Sy.

Cm) fm(xA®fm(xu®ZT)> = fm(xu@)fm<J7>\®ZT>>+fm([x>\Iu]®zT) para todo zp € Spy—1.

Demonstracdo. Suponhamos que existe tal aplicacao f,, e ¢ tnica. E imediato ver que
os termos em (C,,) fazem sentido tendo (B,,) provado. Além disso, observamos que
fmlgos,, , automaticamente satisfaz ((Ap—1), (Bm-1) € (Cmm—1)). Pela unicidade, esta
aplicacao coincide com f,,_ 1.

Para demonstrar a existéncia e unicidade, realizamos uma inducao em m. Para m = 0,
temos zy, = 1 resultando na existéncia de fp : g ® Sy — S tal que fo(z)y ® 1) = z).
Claramente, (Ag) ¢ satisfeito, e (By), (Cp) sao validas por vacuidade. Além disso, (Ay)
assegura a unicidade de fy,. Agora, suponhamos que existe uma tnica aplicagao f,,_1 :
g ® Sp—1 —> S que satisfaz ((Ap-1), (Bm-1) € (Cin—1)). A partir desta, estenderemos
para fp, : g ® S, — S que cumpre ((A,,), (Bn) e (Cy,)). Para isso, consideremos os
seguintes casos:
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i)

i)

~—

o,
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Definiremos f,,(z) ® zx) := z)zx para A < 3, de modo que (A,,) seja imediata-
mente satisfeito.

No caso em que exista algum p < A com p € X, seja p a primeira coordenada de
¥, permitindo-nos escrever X = (u,T'), onde p < T com T de grau m — 1.

Pela condigao (A,,—1), temos que f,_1(x,®27) = 2,27 = zx. Além disso é valido
que:
fm(x)\®fmfl('r,u®ZT>> :fm('TA@ZE) (11)

Neste caso, definiremos f,,,(xy ® fi—1(xp ® zr)) de forma a satisfazer imediata-
mente (C,,). Apresentaremos a expressao para f,,(z) ® zx) da seguinte maneira:

(@A ® 25) = fi(2) & fro1(z, ® 21)), Por (.1
= [T @ frn1(2a @ 27)) = frn—a([2r, 2] @ 27)),  Por (Cp).

Observamos que (B,,_1) implica que f,(xx ® 2r) = fo_1(zy ® 21) = 2x27(
mod S,,_1). Em outras palavras, f,_1(x\ ® 27) = z)2zr + w com w € Sp,_1.
Além disso, temos

Jn(7y @ frn1(2a ® 27)) = frn(2, @ (2227 + W)
= fm(xu ® ZAZT)fm(x# ® w)
=z + fmei1 (T, ® w), Por (A,,),

Unindo as duas equagoes anteriores, obtemos

fm(x)\ & ZZ) — ZuRNRT = fm—l(xp ® w)
Jm(2A ® 25) — 232020 = fr-1(2, @ W)
Jm(TA ® 25) — 2325 = fm-1(z, @ W) € Sy,

onde k < zy € Sk. Portanto, uma extensao linear satisfazendo (A,,), (B,) e
(C,,) € obtida conforme desejado.

Para A < p1 e A\ < 3,¢é suficiente observar que [z, x)] = —[z), 7, reduzindo-se ao
caso anterior.

No caso em que \ = p, as trés condigoes sao satisfeitas trivialmente.

Caso nem A < T nem p < T, expressaremos T = (v,{) com v < (, v < A e
v < . Pela hipotese indutiva, temos:

fr(@u @ 21) = fin (2 @ fin (20 @ 20)) = fn (0 @ fin (T @ 20)) + fin ([0, 0] @ 20)).

Dessa forma, temos que f, (2, ®2¢) = 2,2, +w com w € S,,_2. Devido ao fato de
que v < ( e v < pu podemos aplicar (Cy,) em fp, () ® fr(x, ® w)). Pela hipotese
indutiva, podemos aplicar também em f,,(z\ ® fin (2, ® fin (2, ® 2¢))). Note que
v < {p} U implica em v < A, 0 que nos permite proceder da seguinte forma:

fm(@x @ fin(2, ® 27)) =fin(@A @ fin(@0 ® frn(@p @ 2¢))) + frn(@r @ fin([2, 2] @ 2¢))
:fm(wv X fm(xA & fm(iu ® ZC))) + fm({xka x’v] ® fm(xlt ® ZC))

+ fm([xuaxv] ® fm(Tr ® ZC)) + fm (2, [x#,xv]] ® ZC)'
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Agora, podemos verificar se vale (C,,). Basta notar que é possivel considerar a
mesma igualdade acima trocando A\ de lugar com p, e, assim, escrevendo W =

(@) @ fin(@0 @ fin(2, @ 27))) — fin (24 @ frn(@2 @ frn(2, & 27))), temos:

W =fin(@o @ fin(2x @ fin(2p ® 2¢))) + fin([22, 20] ® frn(p @ 2¢))+
+ S ([2, 2] © frn (22 @ 2¢)) + fm ([, [0, 0] @ 2¢) =
— fin (@0 @ fin (2 ® fin(2a ® 2¢))) = fn[2ps 0] @ fin(r @ 2¢))—
= Sm([2x, 2] @ fin (00 © 20)) = fn([2, [22, 0] © 2¢)
= (20 @ (fin(2x © frn(2p @ 2¢)) = fin(20 © frn(222¢))))+
+ S [T, w]] @ 2¢) = fn ([, 22, 2] @ 2¢)
= [ 2o @ frn([2a, 2] © 2¢)) + fn (22, [20, 20]] @ 20) + fn ([, [0, 22]] © 2¢)
=[x, 0] @ fin(@0 @ 20)) 4 frn([20, [23, 2] © 2¢) + fin (22, [20, 2] © 20)+
+ f ([T s [T, 2A]] ® 2¢)
=fm([22, 2] @ fin (@0 @ 2())
=[x, 24] ® 27).

Portanto, (C,,) é satisfeito, permitindo a definigdo de f,, conforme enunciado.

]

Lema 1.4.6. Eziste uma representacao p : g — gl(S) satisfazendo:
(a) p(xy)zs = zazy para A < X.
(b) p(xy)zs = zazs ( mod S,,), se X tem comprimento m.
Demonstracao. O Lema demonstra a possibilidade de definir, de forma indutiva,

fm 1 8® Sy, — S, k-linear satisfazendo (A,,), (Bn) e (Cp,). Assim, é possivel ver S
como um g-moédulo cuja agao de g sobre S é dada por: f:g® .S — S, cumprindo:

(@) f(xy® 2zx) = zy2x para A < .
(V) f(zy® 2z5) = zx2ze ( mod S,,), para ¥ de comprimento m.

Observe que (A4,,) e (B,,), juntamente com o fato de que f|ygs,, , = fm—1 garantem
que f esteja bem definida cumprindo as duas condigoes acima. Podemos definir uma
aplicacao da seguinte forma:

p:g— gl(S)
zy— plxy): S — S
ze — p(xy)zs = fr) ® 25%).

Essa aplicagao esta bem definida, pois f esta bem definida e cumpre (a) e (b). Além
disso, essa aplicagao é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Com efeito, observe que,
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para todo zx € S temos:

p([x, ws])ze = f([2r, 5] @ 25)
= floa® f(z5 ® 25)) — f(25 @ f(22 @ 25))

(
= p(zr)2525 — p(x5) 2225

= (p(xr)z5 — p(5)22) 28
= (f(zr ® 25) — f(25 ® 2)) 2%
= (2a26 — 2522) 25
=0
— (o) plas)] em gl(5)
]
Lema 1.4.7. Sejat € T,,NJ, onde J = {x @y —yQx — [x,y] : x,y € g) € um ideal

é
bilateral de T. A componente homogénea t,, de t de grau m pertence a C(g).

Demonstragao. Escrevemos t,, como uma combinacao linear dos elementos da base
Ty, com (1 <7 <), e cada (i) de comprimento m. Considere o homomorfismo de
4lgebras de Lie p : g — gl(S) obtido no Lema[1.4.6, Como p é, em particular, uma
transformacao linear, podemos aplicar a propriedade universal de T e de U, obtendo o
seguinte diagrama comutativo:

g T U

Em outras palavras, tem-se um homomorfismo de k-élgebras p com J C kerp. To-
mando t € T,,, N J, temos que p(t) = 0. Observe que podemos escrever

onde pela Proposigao[1.3.10] p(t)1s ¢ um polinémio de grau m, porém pelo Lema [1.4.6]
o termo de maior grau ¢ a combinacao apropriada dos elementos zx(;), com 1 <@ <r.
Portanto esta combinacao de z5(;) € 0 em S, e assim ¢,, € C(g). O

Tendo provado o Lema [I.4.7] podemos agora prosseguir para a demonstra¢ao do Teo-

rema [.4.4].

Demonstracao do Teorema Poincaré-Birkhoff-Witt. Para verificar que w é um isomor-
fismo de algebras, precisamos ver que w é injetivo e sobrejetivo. Mas estendendo a
Observagao temos que de fato w é um epimorfismo. Agora para provar que o
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homomorfismo ¢é injetivo, é suficiente mostrar que ker(w) = {0}. Para isso, basta
verificar que se 7(t) € U,,_1, entao t € C(g).

Observe que se t € T™ e 7w(t) € Up—1, entdo existe t' € T,,,_1 tal que 7(t) = 7(t'), ja
que 7 é sobrejetiva. Consequentemente, temos que 7(t — t') = 0, ou seja, t —t' € J.
Assim, t —t' € T,, N J, e pelo Lema , a componente homogénea de grau m (que é
t) satisfaz t € C(g).

Portanto, isso mostra que um elemento = € ker(w) é da forma x = o(t) com t € C(g),
o que implica que x = 0. O

Teorema 1.4.8 (Teoremas das bases de Poicaré-Birkhoff-Witt). Seja g uma dl-
gebra de Lie sobre um corpok (ndo necessariamente de dimensao finita), e {X; }icr uma
base ordenada de g por uma ordem no conjunto dos indices de 1. Entao os monémios

X; Xi, o X

X

com 1 < g < --- < gy (1.2)
formam uma base de U(g).

Em particular, se dim g < oo e B={Xj,..., X,,} € uma base ordenada de g, entio os
monomios

al] yag [e7%
Xl X2 Xn

com o > 0, formam uma base de U(g).

Demonstracao. Primeiro serd mostrado que qualquer monémio m = X; X, --- X;,,
com 11,13, ..., 4 NA0 necessariamente ordenado, ¢ uma combinagao linear de mondmios
ordenados como em (|1.2)).

Seja d(m) a quantidade dos pares i;,4; como j < [ que satisfaz i; > i;, isto é, d(m) a
quantidade dos pares que nao pertencem a , pois nao estao ordenados. Faremos
indugao sobre k, o qual é a ordem de m e sobre d(m).

Se d(m) = 0 entao todos os indices estao ordenados, portanto pertencem a . Se
d(m) > 0 temos pelo menos um par i; > 4, com j < [ e tomando sucessivamente os
elementos a partir de X;; chega-se a algum indice s tal que i5 > 44,1, logo pode ser
reescrito m como

X, - X Xi X =X, - X,

k s+1 llek+Xl1 [XisaXis+1] Xlk

s+1..

O mondémio m' = X; ---X; . X; ---X;, tem o mesmo ordem que o mondémio m =
Xi - X3, Xi,,, - X, mas d(m') < d(m) pois esta trocado X;_,, X;,. O segundo mem-
bro X;, - -- [Xis, Xisﬂ} --- X, ¢ asoma de mondémios de ordem menor que a ordem de
m. Dessa forma, obtém-se a hipoétese de indugao. Se k = 1, entao m estd bem or-
denado; e se d(m) = 0, isso também significa que m estd bem ordenado.. Logo isso
mostra que o conjunto dos monoémios do enunciado geram U (g).

Agora vamos provar a independéncia linear de todos os mon6émios de . Considere
os monomios correspondentes na algebra tensorial. Seja T,.; o subespago de T'(g)
gerado pelos mondmios ordenados de acordo com a base de g. Como os mondémios
sdo linearmente independentes em 7'(g), para mostrar sua independéncia em U(g), é
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suficiente mostrar que T,,.4 N J = 0. Para garantir que a intersec¢ao se anule, é usado
o artificio de construir uma transformacao linear

o:T(g) — T(g)

tal que
i) o se anula em J.
ii) o|r,,, ¢ a identidade.

Se pode ver que o é determinada pelos suas valores o(m) nos monémios de 7'(g)

Para definir o(m), é usado indugao sobre k, a ordem de m, e d(m), o nimero de pares
que aparecem no mondémio m em ordem contrario a ordem da base de g.

Primeiro assume-se que a ordem k de m seja igual a 1 e define-se o(m) = m, ja que,
nesse caso, o monomio de m, esta ordenado e o deve ser a identidade em T,,.4. Se k > 1,
define-se o(m) por indugdo sobre d(m). Se d(m) = 0, entdo o(m) = m, pois m é um
monoémio ordenado. Caso contrario, pode-se encontrar um indice s tal que 75 > i4,1.
Fixando esse indice, seja

o(m) =0 (Xz'l e X X sz) +o (Xz.1 [Xis+1= Z} sz) 7

onde o segundo membro ¢é definido pela hipétese de indugao sobre k. Essa defini¢ao de
o(m) depende, em principio, da escolha do indice s. Por outro lado, o é evidentemente
a identidade quando restrita a 7T,,4. Por isso, para concluir a demonstracao do teorema,

é suficiente mostrar que
(a) a expressao dada acima para o(m) com d(m) > 1 independe do indice.
(b) o se anula em J.

Quanto a (b), J é gerado por elementos da forma

com X; e X;, i # j elementos da base de g e a,b monoémios na algebra tensorial.
Agora usando a defini¢do de o(aX;X;b) se i > j ou de o(aX,;X;b) se i < j, temos que
o(c) = 0, o que mostra que o se anula em J. Falta verificar que o estd bem definida.
Seja r outro indice tal que i, > i,y1. Deve-se mostrar que o(m) nao se altera ao usar
r ao invés de s em sua definicdo. A demonstracao disso também se faz por indugao
sobre k. Evidentemente, para k < 1 ou d(m) = 0 nao tem nada a demonstrar, sendo
possivel se procurar apenas com o passo de inducgao. Existem dos casos:

Caso I. {s,s+ 1} nao intercepta {r,r + 1}. Por exemplo, s > r + 2, isto é, m ¢é da forma

m=X; - Xi Xi,, X Xi o Xy
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Entao, usando a comutagdo em i, e posteriormente em i, chega-se a que a(m) é
dada por

o(m)=o (X s X X X X X’Lk)
+O-(X' o [szX +1} "X Xig o sz)
+o0 (X ) X2r+1X T [Xisv XierJ o sz)

o (N [Xi X ] - (X X ] X))

A mesma expressao seria obtida se fosse feita, primeiro a permutacao em i, e
depois em 1,.

Os conjuntos {s, s+ 1} e {r,r+ 1} se interceptam. Pode-se assumir que s = r+1
e M se escreve como

m=X; - X: Xi X

Tpgp1Nipgo "7

X

K

com i, > 4,41 > i,.49. Usando a definicao de o pela comutacao entre X;  , e X

e a hipotese de indugao, o(m) sera dada por o
o(m) = O(X X +2XZ X, sz)
(X [er+17Xlr+2} o Xlk) (1 3)
(Xu [sz X@r+2} Xz‘r+1 o sz) .
(Xll zr+2 [XZMXZT+J Xlk) :
Por outro lado, aplicando o a relacao de comutacao entre X; e X; _,, tem que
o(m) =0 (X Xi n X Xin - Xiy)
+0 (X [ Ko Xivo] Xiy - X5) (14)
+o (X Xy [ X, Xo ] - X5) '
+o (X [ X, X Xivpo - X)) -

A diferencia das expressoes ((1.3) e (|1.4]), é zero, pois os primeiros termos sao
iguais, mais a hipdtese de indugao sobre k permite comutar os demais termos,
obtendo

o (X [Xi [N, Xia] ] - X)

Trg1
t+o (X“ T [XiHl’ [X17"+2’X :H ’ X“c)
+0o (Xll T [Xir+27 |:X'L7‘7 Xlr+1:|] T Xllc) :

Mais esta expressao se anula pela identidade de Jacobi de g o que mostra que
o estd bem definida, garantindo que o conjunto é linearmente independente.
Portanto, os produtos ordenados formam uma base de U(g).

]

Exemplo 1.4.9. Consideremos g = sly(C), o qual consiste das matrizes de ordem 2 x 2
de traco 0 com entradas nos nimeros complexos, munidos do colchete de Lie dado pelo
comutador, i.e., [A, B] = AB — BA, com A, B € sly(C), logo

sly(C) = {A € gly(C)| tr(A) = 0}.
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A base padrao de sly(C) esta dada pelas matrizes

01 1 0 0 0
S G B G B )
Assim U(sl(C)) é a algebra associativa gerada por trés simbolos que também denota-
mos por e, f, h sujeito as relagoes ef — fe = h; he — eh = 2e; hf — fh = —2f. Portanto

tem como base

{ealhcmfa‘w”@i S No}

Exemplo 1.4.10. Considere g = gl,,(C). A base de gl,(C) sdo as matrizes E;;, as
quais tem 1 na entrada da i-éstma linha e a j-ésima coluna e zero nas outras entradas,
por exemplo:

000 - 0
001 - 0
E23 - : : : . .
000 - 0

nxn
Logo para qualquer A = (a;;) € gl,,(C), temos que pode ser representada da forma:
ij=1
onde,
(Eij, Ew| = 0By — 01 By,

e § é o simbolo de Kronecker, ou seja

1, sei=
6’7_{0, c.c.

Logo para cada i € {1,...,n — 1} tem-se a identificacao de gl, como uma subélgebra
de Lie de gl;,; e gl, pois ¢ : gl; = gl,., onde ¢(E;;) = E;;. Em outras palavras

gl, = span{E;jli,j =1,...,n}
gl; pode ser visto como uma subéalgebra de gl;,, e gl, onde

gl; = span{E,sr,s =1,... i}

entao, podemos obter as seguintes cadeias

gh CghC---Cgl,
U(gly) C U(gly) C -~ C U(gl,)
onde
U(gly) = span{ Efi|a € Zxo }
Ulgly) = span{ Ef} E{3E5Ess | oy € Lo }

Ulal,) = span{ E{EES - B | i€ Zso

usando a ordem das matrizes em gl,, dadas por Ej; < By sei=kej <l oui<k.
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1.5 Geometria algébrica

Nesta seccao estudaremos a relagao de objetos geométricos e algébricos, empregando
uma ferramenta de significativa relevancia nesta pesquisa: o Teorema dos Zeros de
Hilbert, conforme estabelecido na Proposicao [1.5.6] Além disso, procederemos a intro-
ducao do conceito de topologia de Zariski e exploraremos uma de suas implicagoes mais
notaveis, nomeadamente, a irredutibilidade e a dimensao de uma variedade algébrica.

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Definicao 1.5.1. Definimos o n-espaco afim ou simplesmente espago afim sobre k,
denotado por A}, ao conjunto de todas as n-tuplas de elementos de k. Um elemento
p € A} serd chamado de ponto, e se p = (ai,...,a,) com a; € Kk, entao os a; sao
chamados de coordenadas de p.

Seja k[x1,...,x,] um anel de polinémios em n variaveis sobre k. Vamos interpretar
os elementos de k[zy,...,x,] como fun¢des do espago afim para k. Definindo f(p) =
flay,...,a,), onde f € k[xy,...,z,] e p € Al

Definicao 1.5.2. Definimos o conjunto de zeros de um polinomio f por,

V(f) = {p e A¢[f(p) = 0}

De forma mais geral, se consideramos S qualquer subconjunto de k[x1, ..., x,], definimos
o conjunto de zeros de S, como

V(S):={pe A} | f(p) =0, para todo f € S}.

Este conjunto é chamado de variedade algébrica afim associada ao conjunto S
ou simplesmente variedade algébrica. Dizemos que um subconjunto ¥ € Ay é um
conjunto algébrico (ou variedade algébrica) se existe um subconjunto S € k[zy, ..., ]
tal que Y = V().

Definicao 1.5.3. Um subconjunto A C A} é chamado uma hipersuperficie em Af
se A=V(S), com S ={f}, para algum polindmio nao constante f € k[z1, ..., ;]

Observacao 1.5.4. Uma hipersuperficie definida por um polinémio de grau 1
f=ax+ -+ az, —beklxy, ...z,

€ chamado de hiperplano.

Observagao 1.5.5. Jd que V(S) = NresV (f), um subconjunto de A} € algébrico se e
somente se pode ser escrito como a intersecao de hipersuperficies.

Seja S C k[z1,...,x,] e (S) o ideal gerado por S. Temos que V(S) =V ({S)).

Teorema 1.5.6. (Teorema da base de Hilbert) Seja I um ideal de k[xq,...,x,], entdo
I € finitamente gerado, ou seja, existem m € Ny e fi1, fo, ..., fn € I tais que

I = <f1;f27 7fm>

Demonstragao. Ver Teorema 1.2 de [EI95] na péagina 27. O
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Observagao 1.5.7. Seja I = (S) um ideal gerado por um subconjunto S dek[z1, ..., x,].
Pelo Teorema[1.5.6 temos que V(S) =V ({f1, ... fm}), para alguns fi, ..., f, € S.

Proposigao 1.5.8.

i) Os conguntos ) =V ((1)) e A =V ({0)) sao conjuntos algébricos.

it) A unido de dois subconjuntos algébricos € um subconjunto algébrico.

iii) A intersecao de qualquer familia de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

Entao as variedades algébricas definem uma base de fechados para uma topologia em

Al

Demonstragao. i) Temos, V(0) = Al e V(1) = 0.

ii)

iii)

Sejam S, T C klz1, ..., z,|. Provaremos que V(S)UV(T) = V(ST), onde ST =
{fglfeSgeT}.

Primeiro mostraremos que V(S) U V(T) C V(ST).

Se x € V(S)UV(T), entao f(x) = 0 para todo f € S ou g(x) = 0 para todo
g € T. Portanto (fg)(xz) = 0, para todo f € S e para todo g € T. Logo
xz e V(ST).

Por outro lado, provemos que V' (ST) C V(S) U V(T).

Por absurdo, suponhamos = ¢ V(S) U V(T), isto &, x ¢ V(S) e x ¢ V(T), assim
existem f € S e g €T tais que f(z) # 0 e g(z) # 0. Portanto (fg)(z) # 0, logo
x ¢ V(ST).

Seja {Sk := {fi}ien, trex uma familia nao vazia de familias Sy, de k[zy, ..., x,],

com Sy, # 0.

Temos que x € Nier V (Sk) se, e somente se, x € V(S) para todo k € K, ou seja
se, e somente se, f;(x) = 0 para todos i € I e k € K, ou seja se, e somente se,
f(z) = 0 para todo f € Ugex Sk. Portanto, NiexV (Sk) = V(Urer Sk)-

]

Definigao 1.5.9. A topologia em Aj, definida pela Proposicio[1.5.§ € dita Topologia
de Zariski, onde os conjuntos fechados sao as variedades algébricas.

Definicao 1.5.10. Seja R um anel e I um ideal de R. Chamamos de radical de I o
conjunto

VI:={zeR|a"el, para algum n € N}.

Dizemos que I € um ideal radical, se /I = 1.

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.5.11.  Seja R = Z e seja I = (12). Note que \/(12) = {z € Z | 2" €
(12), para algum n € N}, portanto temos que /(12) = (6).

Definicao 1.5.12. Seja X C Aj. Podemos definir o ideal

J(X) :={f €eklzy,....z,] | f(x) =0, para todo x € X}.

J(X) é chamado o ideal associado a X.



36

Proposicao 1.5.13. O ideal 3(X) € um ideal radical.

Demonstragao. 1) Temos diretamente da Definigao [1.5.10 que J(X) C /JI(X).
ii) Vejamos agora que /J(X) C J(X).

Seja f € k[zy, ..., z,]. Suponhamos que f™ € J(X), para algum m € N, isto é,
0= f"(z) = [f(z)]™ € k para todo z € X. Como k é um corpo, em particular é
um dominio, implica que f(x) = 0 para todo x € X, ou seja, f € J(X).

Portanto J(X) é um ideal radical. O

Teorema 1.5.14 (Teorema dos Zeros de Hilbert - Hilbert’s Nullstellensatz).
Se I ¢ um ideal de K[z, ...,x,], entdo I(V(I)) = V1.

Demonstragao. Ver Teorema 1.6.2 de [DS09| na péagina 20. O
Proposicao 1.5.15. Seja X C A} uma variedade algébrica, entao V(3(X)) = X.

Demonstragao. Temos diretamente das defini¢oes de J e V que X C V(3(X)). Por
outro lado, se I um ideal de k[z1, ..., z,] tal que X = V(I). Entao, I C J(X), portanto
V(3(X)) c V(I)=X. Logo V(3(X)) = X.

]
Observacao 1.5.16. Note que se o corpo k nao for algebricamente fechado a igualdade
no Teorema |1.5.14 ndo se satisfaz. Pois apenas € valida /T C 3(V(I)).

Exemplo 1.5.17. Consideremos o anel de polinémios sendo k[x]. Da Defini¢ao
temos que J(0) = k[x]. Seja X C Al com X =V (2? +1).

Se k =R, temos que X = 0, porem note que /(2 + 1) # J(V(2? + 1)) = Rz].

Observagao 1.5.18. Do Teorema e da Proposigao [1.5.13 podemos notar a se-
gquinte correspondéncia:

V {ideais radicais de k[xy, ..., x,]} — {variedades algebricas de Ay}
J {variedades algébricas de Ay} — {ideais radicais de k[xy, ..., x,]}.

Ja que os ideais primos sao exemplos de ideais radicais, entao faz sentido pensar na
restricao da correspondéncia aos ideais primos.

Definicao 1.5.19. Uma variedade algébrica X de A € dita irredutivel se nao existem

duas subvariedades algébricas diferentes X, e Xy de X nao vazias, tais que X = X; U
Xs.

Proposicao 1.5.20. Uma variedade algébrica X € irredutivel se, e somente se, J(X)
€ um tdeal primo.

Demonstrag¢ao. Ver Proposigao 1.7.2 de [DS09] na pagina 23. O
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Como os ideais maximais sao ideais primos, é possivel pensar na restricao da corres-
pondéncia aos ideais maximais.

Proposigao 1.5.21. Seja a € A}. Entao 3({a}) é um ideal mazimal de k|xy,...,x
Por outro lado, se I é um ideal mazimal de K[z, ..., x,], existe a € A} tal que V(1)

{a}.

Demonstragao. Ver Corolario 2 de [MAT70] na pagina 91.

U

Assim temos as seguintes correspondéncias:

{ideais radicais de k[z1, ..., x,]} <— {variedades algébricas de A} }
{ideais primos de k[z1, ..., x,]} +— {variedades algébricas irredutiveis de A}}

{ideais maximais de k[xy, ..., z,|} +— {pontos em A}}

Definicao 1.5.22. Sejam X C A’ eY C A} duas variedades algébricas. Um morfismo
de variedades algébricas é uma fungao f : X — Y para a qual existem polindmios
D1y P € K21, .., ] tais que

f:X—Y
a— f(a) = (pi(a), ... pn(a)).

Definicao 1.5.23. O anel de todas fungoes polinomiais em X € o anel
k[X]:={f: X — AL =k | f é morfismos de variedades algébricas}.
k[X] serd chamado de anel de coordenadas da variedade algébrica X .
Observacao 1.5.24.
i) O anel de coordenadas kK[X] de uma variedade algébrica X é uma k-dlgebra.
it) Como k[X] é uma k-dlgebra, temos o sequinte morfismo sobrejetor de k-dlgebras
kl[z1, ..., x,] — k[X],

que leva um polindémio para a funcao polinomial correspondente. O kernel de
este morfismo € exatamente os J(X) e pelo primeiro teorema de isomorfismo de
k-dlgebras temos que

k[X] = k[z1, ..., 2] /I (X).

Portanto as fungoes polinomiais de k[ X| sao identificados como classes laterais
de polinomios mddulo J(X).

Definicao 1.5.25. Seja X uma variedade algébrica. Definimos a dimensao de X
sendo o supremo dos m € Ny tal que existe uma cadeia Xg C X; C --- C X, de
subconjuntos irredutiveis fechados X; distintos de X. Denotamos a dimensao de X por

dim(X).

Definicao 1.5.26. Em um anel R, a altura de um ideal primo p € o supremo de
k € Ny tal que existe uma cadeia po C p1 C -+ C P, = P de ideais primos distintos.
Chamaremos de dimensao de Krull de R ao supremo do conjunto das alturas dos
ideais primos de R. Denotamos a dimensao de R por dim(R).
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Proposicao 1.5.27. A dimensdao de Krull do anel K[z, ..., z,] € igual a n.
Demonstragao. Ver Teorema 3.4.6 de [DS09| na pagina 132. O

Proposigao 1.5.28. Se X € um conjunto algébrico afim, entao a dimensao de X €
wgual a dimensao do anel de coordenadas de X .

Demonstracao. Se X ¢ um conjunto algébrico afim em Aj, entao os subconjuntos
irredutiveis fechados de X correspondem a ideais primos de A = klxq, ..., z,,] contendo
J(X). Estes, por sua vez, correspondem aos ideais primos de k[ X]. Portanto, dim(X) é
o comprimento da cadeia mais longa de ideais primos em k[ X], que é sua dimensao. [

Proposicao 1.5.29. 1. A} com a topologia de Zariski é um espago topologico No-
etheriano, ou seja, se Y1 D Yo D Y3 D --- € uma cadeia de fechados, entao existe
n tal que Y; =Y, para todo i > n.

2. Toda variedade algébrica X C A} se escreve de maneira inica como
X:X1UX2UUXm,

onde cada X; é uma variedade algébrica irredutivel e X; ¢ X, para todo i # j.
Cada X; € chamada de componente irredutivel de X .

Demonstragao. Ver o Teorema 13 de [ZAT5| na pagina 162. O

Definicao 1.5.30. Uma variedade algébrica é dita equidimensional se todas suas
componentes irredutiveis tem a mesma dimensao.

1.6 Algebra homolégica

Definigao 1.6.1. Seja R um anel. Uma sequéncia (M;,d;)icz, onde M; sdo R-mddulos
ed; : M; — M;_ (diferencial) homomorfismos de R-mddulos, tais que d;d;+1 = 0 para
todo 1 € Z é chamada de complexo de mddulos. Um complexo é denotado por (M,d)

e € representado da sequinte forma:
diyq d;

Definigao 1.6.2. Seja (M;,d;) um complezo. Para cada n € Z, definimos a n-ésima

homologia como
H,(M) = Ker(d,)/Im(dp+1)-

1.6.1 Complexo de Koszul

Sejam R um anel comutativo, M um R-moédulo e f : M — R uma aplicacao R-linear.
Considere a aplicagao

n—1

M"—>/\M

n
(21, 22, ooy Tp) — Z(—l)iﬂf(%‘)% NTg N NTi A Ny,
=1
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onde 7; significa que z; ¢ omitido nesse produto exterior. Pela propriedade universal
da n-ésima potencia exterior, existe um tnico homomorfismo R-linear d} : N' M —

A" M de R-modulos tal que:

df (i A Awg) =Y () f(@)ag Az A AT A Ay,
i=1

para todo zy,...,z, € M.
Proposicao 1.6.3. i) dfods =0.

i) di(x ANy) = d(x) Ny + (—1)%9%z A dy(y) para todos os elementos homogéneos
re AM.

De fato o item i) da proposicao anterior mostra que dy é uma antiderivacdo e o item
i) prova que a seguinte cadeia é um complexo de R-médulos

n n—1 2
i AM L AM s AM S L R0,

Definicao 1.6.4. O complexo acima é chamado de complexo de Koszul de f e é

denotado por Ko(f). A homologia do complexo de Koszul é chamada de homologia
de Koszul de f e é denotada por He(f).

Defini¢ao 1.6.5. Seja N um R-mddulo. Entao Ko(f, N) é o complezo Ko(f) ®r N,
chamado de complexo de Koszul de f com coeficientes em N. Seus diferenciais
s@o denotados por dy N e sua homologia por Ho(f, N), a qual é chamada de homologia
de Koszul de f com coeficientes em N.

Observacao 1.6.6. Seja M um R-mddulo livre de posto finito com base e, ...,e,.
Uma aplicagao R-linear f: M — R estd unicamente determinada pelos valores x; =
f(e),i = 1,...,n. Reciprocamente, dada uma sequéncia x = {xy,...,x,}, eriste uma
aplica¢ao R-linear f tal que x; = f(e;) para todo i = 1,...,n. Portanto, estabelecemos

Ko(x) = Ko(f).

Defini¢ao 1.6.7. Para cada sequéncia x = {x1,...,x,} de R, o complexo Ko.(x) €
chamado de complexo de Koszul de x e sua homologia é chamada de homologia de
Koszul de x, a qual denotaremos por He(X).

Defini¢ao 1.6.8. Sejam x = {x1,...,x,} uma sequéncia de R, e N um R-mddulo.
Ko(x,N) € o complezo Ko(x)®r N, chamado de complexo de Koszul de x com coe-
ficientes em N. Seus diferenciais sao denotados por dx n e sua homologia por He(x, N),
a qual € chamada de homologia de Koszul de x com coeficientes em N.

Exemplo 1.6.9. Considere o anel R = Z[x,y| e o ideal I = (x,y). O complexo de
Koszul associado a esse anel e ideal € dado por:

2 1
s AR IS AR L R LR —0
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onde /\k R? ¢ a k-ésima poténcia exterior do R-mddulo livre R?, que pode ser visualizado
como o espago gerado pelos vetores ey = (1,0) e eo = (0,1).

As aplicagies dy - N\* R* — N"' R? sao definidas como:
dy(e1 Ney) = wep N ey —yes A ey
d1 (61) = Ie

di(es) = yes.

FEsse complexo de Koszul captura informagoes sobre o ideal (x,y) e fornece uma des-
cri¢ao algébrica das relagoes entre x e y no anel R = Z[z,y).

Defini¢ao 1.6.10. Sejam x = {z1, ..., z,} uma sequéncia de elementos num anel R e
N um R-mddulo. Dizemos que tal sequéncia € uma intersegcao completa para N se

Ho(x,N)=0, Vn>0.

1.7 Algebra comutativa

Nesta secao temos como objetivo apresentar a relacao entre o conceito de equidimen-
sionalidade e intersecao completa.

Definicao 1.7.1. Seja R um anel e M um R-modulo. Um elemento x € R € dito
M -regular se xz # 0 para todo 0 # z € M.

Defini¢ao 1.7.2. Uma sequéncia x = {z1,...,x,} de elementos de R é chamada M-
reqular se satisfaz as sequintes condigoes:

i) x1 € M-regular, xo ¢ (M/xyM)-reqular, ..., z, € (M/ S0 a;M)-reqular;
ii) (M S} M) 0.

Proposicao 1.7.3. Sejam R um anel Noetheriano e x = {x1,...,x,} uma sequéncia
reqular em R. Se R é um anel graduado e cada x; € homogéneo de grau positivo, entao
qualquer permutacao de {xy,...,x,} € também reqular.

Demonstragao. Ver Teorema 28 de [MAT0|, pagina 102. O]
Exemplo 1.7.4. Os elementos x1,xa, ..., x, no anel de polinomios R = k[z1, xa, ..., ,]

formam uma sequéncia regular sobre R.

A ordem dos elementos em uma sequéncia regular é importante. Permutando os ele-
mentos de uma sequéncia regular, pode-se obter uma sequéncia que nao é regular.

Exemplo 1.7.5. Seja k um corpo e considere R = M = klz,y,z]. A sequéncia
{z(y—1),y,2(y — 1)} € regular:

i) O elemento x(y—1) nao € divisor de zero em R, jd que R € dominio de integridade.

i1) O elemento y nao € divisor de zero em R/{x(y—1)) pois, se temos yf = gx(y—1),
para f,g em R, entdo x(y—1) divide f e, consequentemente f estd em (xz(y—1)).

iii) O elemento z(y — 1) nao € divisor de zero em R/{(x(y—1),y) pois (x(y—1),y) =
(x,y), assim R/(x,y) = k[z], o qual é um domino de integridade.
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i) Finalmente, 1 ¢ (x(y —1),y,2(y — 1)), entao 1 € klz,y, z]/{x(y —1),y, 2(y — 1))
€ k[l‘,y, Z]/(.’[(y - 1)7y7 Z<y - 1)> 7£ 0.

Por outro lado {x(y — 1),2(y — 1),y} ndo € uma sequéncia reqular pois xz(y — 1) =
2(x(y — 1)), ou seja, z(y — 1) € divisor de zero em K[z, y, 2] /(x(y — 1)).

Proposicao 1.7.6. Seja g = {g1,92, .., gt} uma sequéncia reqular para um anel R, e
seja ey, €y, ...,e; a base candénica do R-modulo livre Rt. Entdo a sequéncia g € uma
intersecao completa para R, obtendo assim, a sequéncia exata

2
o AR5 RS R R (g1, gs s 91) — 0,

onde ™ € a projecao, e

t
dy(ei N ej) = giej — gjei, n(f1s fas s fr) = Zfigz-
i=1

Esta sequéncia € chamada de resolucao de Koszul.
Demonstrag¢ao. Ver [BOO7| na pagina 157. O
Proposicao 1.7.7. Sejam R wuma dlgebra afim com dimensao de Krull n e g =

{91, 92, ., 9:} uma sequéncia de elementos em R com 1 <t < n.

(i) Se R € graduada e 1,92, ...,g; sao homogéneos, entio a sequéncia g € reqular
em R se, e somente se, a sequéncia g € uma interse¢ao completa para R.

(1) Se R é uma dlgebra Cohen-Macaulay, entdo a sequéncia g € uma interse¢ao
completa para R se, e somente se, a variedade V (g1, ga, - .., g:) € equidimensional
de dimensao n —t.

Demonstracao. Ver Proposigao 2.1 de [FO05). O

Observacao 1.7.8. Para detalhes sobre anéis Cohen-Macaulay ver pdgina 134 de
[MAS8Y]. Neste trabalho, sé vamos usar o fato que o anel de polinomios é Cohen-
Macaulay [MA8Y, Teorema 17.7].

Proposicao 1.7.9. Se R = k[ X1, Xs, ..., X,,] € uma dlgebra de polinémios, entio a

sequéncia X1, Xo, ..., Xy, 91,92, ..., G € uma intersecao completa para R se, e somente
se, a sequéncia G1,Ga, ..., Gy € uma intersegao completa para K[ X1 1, Xyuo, ..., Xy,
onde

Gi(XT+17Xr+27 Ce 7Xn) = gZ(O, O, e ’O,Xr+1’Xr+2’ . 7Xn>7
para todo i = 1,2,... 1.

Demonstracao. Ver Lema 2.2 de [FOQ5)]. O



Capitulo 2

Teoria de Gelfand - Tsetlin

Neste Capitulo temos como objetivo apresentar uma construcao detalhada da subéal-
gebra de Gelfand-Tsetlin para a édlgebra de Lie gl,. Além disso, desenvolveremos os
polinémios que a descrevem e definimos a variedade de Gelfand-Tsetlin associada. Para
isso sera levado como referencia [BE20)].

2.1 Subalgebra de Gelfand - Tsetlin

Consideremos a algebra de Lie gl,, com sua respetiva base conforme o Exemplo[1.4.10]
Denotemos por Z; := Z(U(gl;)) com ¢ € {1,2,...,n}, o centro da algebra envolvente
universal de gl;.

Definicao 2.1.1. A subdlgebra de U(gl,) gerada por {Z; | i = 1,...,n} € chamada a
subdlgebra de Gelfand-Tsetlin de U(gl,) e é denotada por T'.

Proposicao 2.1.2 (Zelobenko 1973). Para cada i € {1,...,n}, o centro da dlgebra
envolvente universal Z; é a subdlgebra de U(gl;) gerada por {v;; : 1 < j <i}, onde

Yij = E : Et1t2Et2t3 T Etjflt]'Etjtl'

1<ty t2,...,t;<i
Além disso, {vi;} 1 < j <i <mn, sao algebricamente independentes, portanto

Z; = k[ya, Yiz, -, Vil -

n(n+1)
2

Portanto T' € uma dlgebra de polindmios nas varidvets {v;}1 < j <i<n.

Demonstracao. Ver [ZET3| pagina 169. O

Exemplo 2.1.3. A subdlgebra de Gelfand-Tsetlin T para U(gly) é gerada por os se-
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guintes polindémios:

71 =FE,
Y21 =FE11 + Eaa,
Yoo =FE}, + E12Esy + E3, + E Ens,
31 =1 + Fao + Fss,
V3o =F} + E19Fs1 + E13E31 + Fa E1g + Eay + FogEsy + E31 Ey3 + E3Foz + E3,
V33 =E}| + E11 E12Eay + By Ei3Es + EEs Eyy + EioFsEyy + E12Es3Ey + Ei3Eg B+
+ Er13E3Fo0 + Ei3E33E31 + EoyEv1Ero + Esi ErsEsy + Fo1 Er13F3 + B Ea Ers + ESy+
+ BogEagE3p + Eoz 31 Fig + FozEsp Fag + FosEiszFisy + F3y By g + E31 B Bos+
+ E31E13Es3 + EspEsi By + Esy oy Fos + E3yFo3 Es3 + Es3Es By + Es3EsEog + B,
Ya1 =FE11 + Fag + E33 + Euyy,
Va2 =E} + E12Esy + Er3F3 + EyyEy + ExFro + B3 + ExsEsy + EyEyp + E3 Ers + EEas+
+ B33+ E34Eys + Eq By + EpEsy + EgEsy + E}y,
Ya3 =E}, + E11E12Esy + En1E13F3 + Ey1 By By + E12Ey Ery + Bz BBy + EiaEosFay+
+ BB Ey + B3B3 By + Ei3EsaEoy + Fi3EszFisy + FisbEsa By + Eiy By B+
+ BBy Eo + By EygEs + By FEyuEy + EoEv By + By EraEoy + Eoy i3 lis+
+ Ex1E14FEg + BBy Ers + ES) + By Es3Esy + EoyFoyFyy + B3B3 Ers + EogEsyFort+
+ EozEsgF3y + Eoz B3y Fag + Fog By Frg + Foy By oy + Foy Bz Eisg + FoyEyaEgp+
+ Bz B B + B3 FEioFas + E31FisFss + E31FiyFas + B FEoi Fig + EzpFos Foz+
+ EsyBy3Ess + EsyEyy Eys + EsyEs Frs + EsyE3oEys + Ey + Esy FsyEys + FsqEq B+
+ B34FuoFos + E3q By Fss + EzqBygFas + Eyn BBy + By EioBoy + En Bz B+
+ By BBy + EgpEo1 By + By EoyEoy + By EozEzy + EygEogEyy + Eyz B3 Byt
+ Ey3E32Foy + Ey3Es3Fsy + Ey3EsyEyy + EyEqn By + EyEpFoy + EyEgFsy + Ej,
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Y44 :Efl + E%1E12E21 + E121E13E31 + E%1E14E41 + By BBy By + By BBy Fgy+

+ By BhoBosEsy + By EvoBoy By + EnEisEs By + B EisEseEay + By Bz BszEs+
+ B EisEsy By + En BBy By + En BBy By + By BBy By + By BBy Eg+

+ E12E21E121 + EioEo EvoFay + EioEo B3B3y + EioFoy FiaEy + Eo B Foy B+
+ E12E§2E21 + FroFooFosEsy + EioEayEoy By + EioEos s By + EroEasEsg Fay+

+ BioEys B3B3y + EioEosFsg By + EioFoy By By + EoFoyEag By + EroFoy g B+

+ BBy Fya By + E13E31E%1 + EigEs1 Bo oy + EisEsi FrsEisy + EisEs BB+

+ ErsBsoFoy By + Ei3EsaEoa oy + Ei3EsoEos sy + EigEiso Eog By + 3 BssFsy B+

+ Ei3Es3 309 + E13E§3E31 + B3B3 By By + EisEsy By By + B3 EsqEag Fo+
+ B3B3, Ey3Fs) + E13F3 By By + EyEnFEY + BEyyEnE1oEy + EiyEy FEi3Es +

+ BBy BraBy + EvyEpEog By + BBy BBy + EiyEagEasEsy + EraFasFogFy+
+ BBy Es By + By EysBEsoFay + By Bz Fss sy + By ByzEsg By + EiryBag g B+

+ BBy By Ey + FryEyEys sy + E14E24E41 + E21E%1E12 + Eoy B EroEoo+
+ Eo1 B B3B3y + Eoy By By By + Eg E1oEg B + E21E12E§2 + Eo1 FroEo3 Esa+

+ Eo1EoBoy By + By B3B3y By + By B3 Eso oy + Eoy B3 Eiss Esy + Foy B3 sy Fyo+
+ Eo1 BhaBy Fhg + Eoyn By EyoEoy + Eoy By By Ese + Eoy EiaEagEas + FEogFoy By Ero+

+ EogFo1 FroFag + FogFoy B3 Esy + EogEo By Eys + E§2E21E12 + E§2+
+ E222E23E32 + E222E24E42 + Eoglag Eg1 Fho + Eag a3 Fso Flog + Eag oz sz Fisg+

+ BogFoz B3y By + EogFoy oy Eig + Eog oy EaoFog + EogEiog s Eizg + FogFog Fyg Fyo+
+ Bog By B Eho + EasEsy o By + EoasFsy B3 sy + Foz B3y By Eyg + oz Esg oy Eyo+

+ E23E32E222 + EogEso Fos Fisg + EogEso oy Flag + EasFsz B3y Big + Eosz iz Fizg Fao+
+ E23E§3E32 + FosFs3 sy By + EosEsy By By + Eog By EaoEog + EozEzgFaz Ezo+

+ Bog B3y BygFyg + Eoy By By Erg + Eoy By ooy + Eoy By i3 By 4+ Foy oy By Eyo+

+ Boy By Fo Eoy + E24E42E§2 + B EioFozFizy + EoyEyoFogFag + Eoy Bz Ezi o+

+ By Bz Fso oy + FEoyEy3Es3 By + EoyEys By Eag + EoyEag By o + EogFygFyo Foo+

+ By By Bz By + E24E34E42 + E31E121E13 + Es1 By BroFas + Es By Bz Ess+

+ Bs1 By BhaBys + Esy Eo B Es + Eg B Eas Bos + By EroEas Bz + Fsy o By Fys+

+ E31 B3B3 B + Es1 B3B3 Es3 + E31E13E§3 + Es1 B3B3y Fy3 + Esy Fy By B3+

+ Es1 By By Fog + B By Bz Esy + Es By FaaEag + EsoFoy By Byg + Eso oy B Eas+

+ BBy Fr3Eisg + EsoFoi By Eag + EsoFog B Eys + E32E222E23 + E3o By Foz Fizz+
+ E3oEoo FogFyz + Eso FozFizy By + Fso Foz Eizg Flas + E32E23E§3 + E3oEos By Fyz+

+ BBy By Fhg + EsgEoy By Fiog + Eso Foy Bz s + Eso Fog iy Fag + sz i3y By B3+
+ EsgEg FroFas + Ess By FrsEisg + Ess s iy lag + Es3Fisg Fioy Byg + FszFizg Fiag Fas+

+ Es3Eizp Bz By + EsgEso Eoy Fyz + E§3E31E13 + E§3E32E23 + E;i,lg + E§3E34E43+

+ BBy By Fhg + EssEsy By Fiog + EssFsy Bz s + B3 Fsg FaaBag + Fsy oy By Eys+
+ Bsa By FhoFos + Esy By E3Ess + Esy By By Eyg + By BBy Ehs + EsgFag Fog Fosz+

+ B3y EyoFozEsg + By ByoFogEag + Esy B3B3 g 4 Esy P33 Fas + E34E43E§3+
+ By By By Fag + By Byg By Bhig + EsyFyaFag Bog + FsyFyg g Ess + E34EZ4E43+
+ E41Ef1E14 + EgEvEvoFoy + EqgEnEisEsy + Ep By EiyEyy + By EroFa Ehy
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+ By EroEaoBoy + Eqi BroFo3 Bsy + EqnFro By By + Eyy B3B3 By + By Bz Eza Eog+
+ Egy B3B3 E3y + By B3B3y By + By EyyEgy By + Egy BBy Eoy + By By Ey3 B3+
+ EnE\FE}, + ExEs By By + EpEyE12Eay + EinEo Ei3Esy + EgEy E1qEy+

+ BBy By Evy + EnE3yFoy + EipFoEs3Egy + EypEayEoyFyy + EgpFoz Es Egy+

+ FaoFasEzo Fioy + FyoFas B3 gy + FaoFas g Fyy + FaoFog By Ery + Fao By Eyo Fog+
+ EpFoyFy3Fsy + ExnEsy B}y + FEgsEs By Erg + EigEs EroEoy + Eg3Es Er3Ez+

+ EyzEs1 By Bys + EygEzoFoy Evy + EagFgo Eog oy + Faz B FogFizy + Ey3Eizg Fog By +
+ Ey3E33F31 Ery + EsgEs3Esy By + Eg3Ej3Esy + EigEs3EsiEay + Eg3EsqEq Ergt

+ B3B3y Eyo By + EyzE3iEy3 By + By EzgBya By + Fyg By B Ery + By By Ero Eoy+
+ By En BBy + B Eg EraEByy + EayFEypBo1 By + Eyg By EosFioy + EygEys Fag Ezy+
+ Ey B boyEyy + By Eys Bz By + EygEasEzoFoy + FyyFysEssEzy + FygFysEzgEyy+
+ E} By B+ EY EinFEoy + B} Ei3Esy + Ejy.

2.2 Variedade de Gelfand - Tsetlin

Utilizando os geradores da subélgebra de Gelfand-Tsetlin de gl,, podemos fazer o se-
guinte.

Com base no Teorema de Poincaré-Birchoff-Witt 1.4.4] podemos afirmar que gr(U(gl,,))
¢ isomorfa a S(gl,,).

Agora, consideremos gr(I'), a qual é uma subélgebra de gr(U(gl,)). De acordo com
a Proposicao os geradores 7,;;, 0s quais sdo a imagem dos polinomios ~;; em
gr(I'), s@o polinémios nas variaveis comutativas F,,, como segue:

Vij = E Bty Brory - By, Fuey -

1<ty t2,...t; <t

Para simplificar a notacao, ¢ possivel visualizar as varidveis E;; como X;; pela Propo-
sigao [1.3.10] Nesse sentido, podemos afirmar que:

Vij € k[Xijlij=12..m-
Isso significa que 7;; sao polindmios nas varidveis comutativas Xj;.
Exemplo 2.2.1. Alguns desses polinémios %,; sdo:

Y11 =X11,

Vo1 =X11 + Xoz,

Va2 =X11 +2X01 X1z + X3,

Va1 =X11 + Xoz + Xz,

Vao =X11 + 2X01 X120 + X3, + 2X31 X135 + 2X50X03 + X35,

Va3 =X11 + 3X11X12X01 + 3X11 X153 X531 + X3, + 3X12 X0 Xo1 + 3X15X03X51 + 3X13X30X01+
+ 3X13X31 X33 + 3X22 X203 X309 + 3X03X32 X33 + X35,
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Definigao 2.2.2. Chamamos de Variedade de Gelfand-Tsetlin para gl,, a variedade
algébrica

Teorema 2.2.3. A variedade de Gelfand-Tsetlin para gl,, € equidimensional com di-

Demonstragao. Ver em [OV03]. O

Observacao 2.2.4. Note que da Proposicao temos que
dim<k[Xi‘]i,j:1,2,...,n) = n27

além disso consideremos a sequéncia de elementos em K[X;;]; j=12,. ., dada por g =

i} com 1 < j <i<n, aqual tem @ elementos. Como o anel de polindomios é

Cohen-Macaulay, pelo Teorema a variedade V(g) € equidimensional de dimensao
n(n—1) lo
2 ) g0

n(n—l):nQ—n:2n2—n2—n:n2_n2+n_ng_n(rm—l)

2 2 2 2 2

Pelo item (ii) da Proposi¢ao mpodemos concluir que g € uma intersecao completa
para k[ X;;)i i=1,. . Portanto g € uma sequéncia regular em K[X;j]i j=1,..n-



Capitulo 3

Outros geradores da subalgebra de
Gelfand - Tsetlin

Os determinantes desempenham um papel fundamental na algebra linear. No entanto,
nesta teoria, varias formulas classicas deixam de ser vélidas quando se lida com estru-
turas nao comutativas. Com base nessa motivacao, em 1991, I. Gelfand e V. Retakh
[GRII| desenvolveram a teoria dos quasideterminantes para matrizes cujas entradas
pertencem a um anel que nao necessariamente obedece a propriedade comutativa.

Neste capitulo, exploraremos uma abordagem que permite determinar os coeficientes
de expansao de quasideterminantes especificos, utilizando um grafo orientado completo
associado a uma matriz. Essa técnica contribui para simplificar a analise desses co-
eficientes. Além disso, ao aplicarmos essa abordagem as nossas matrizes em U(gl,),
poderemos estabelecer uma conexao significativa com a subélgebra de Gelfand-Tsetlin,
conforme definida no Capitulo

3.1 Quasideterminantes

Seja R um anel arbitrario com unidade e seja A = (a;;)7;—=; € M,(R). Denote:
e AY a matriz obtida tirando a i—ésima linha e a j—ésima coluna de A;
e 7 a matriz de ordem 1 x n — 1 obtida da i—ésima linha de A e tirando o elemento
Qij;

. cé. a matriz de ordem (n — 1) x 1 obtida da j—ésima coluna de A e tirando o

elemento a;;.

Exemplo 3.1.1. Seja A € M,,(R) da forma

aix aig - Qip
21 Q22 -+  Q2n

A= ,
Ap1 Gp2 - App

nxn

temos que:

47
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Q21 Q23 -+ dagp
31 aAzz -+ A3p
° A12 — ] ;
a/ CL “ . a
nl n3 nn (n—1)x (n—1)
2 ( . ) -
® 7Y = \a1i1 as Q1n 1x(n—1)’
22
1 23
® Cy = .
a
/) (n-1)x1

Com base no anterior definimos:

Definigao 3.1.2. Seja A = (ay)} ;= € Mn(R), com R um anel com identidade, tais
que a matriz AY € invertivel. Dizemos que o ij—ésimo quasideterminante de A é

definido pela formula
|Alij = rl(AY)!

Exemplo 3.1.3. Seja A = (a ! Zu), temos 4 quasideterminantes sempre que a;;
21 (22

for invertivel para todo 1 < 1,7 < 2, 0s quais sdo:

1. |A’11 = a11 — T%(GQQ)_lC%;

2. |A|12 = Q19 — Tl(a21) 02;
3. ‘A’m = Q21 — 702(@12) 101;
4. |Alaz = age — r3(ag;) !

Observacao 3.1.4. Note que para uma matriz A = (ai;)7 =, € Mn(R) temos definidos
k quasideterminantes, onde 0 < k < n?%, pois no caso que a matriz AV ndo seja
invertivel, o quasideterminante |A|;; nao esta definido.

Lema 3.1.5. Suponhamos que a submatriz A da matriz A € invertivel. Qualquer
solucao do sistema

a11%1 + -+ @1y = Y1
a21T1 + *** + A2, Ty =0
Ap1T1 + -+ + Qpp®y =0

satisfaz que y, = |Alj121.

Demonstracao. O vetor coluna com coordenadas o, ..., r, pode ser expresso a partir
das ultimas n — 1 equagodes como

X2 21
=AM ¢ | 2

Tp an1
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Substituindo isto na primeira equacao, temos que
(a1 — (A e o =y,

Portanto, pela Definicao temos que a igualdade se satisfaz. O

Proposicao 3.1.6. Suponhamos que existe a matriz inversa A~' e sua ji-ésima en-
trada (A™1);; € um elemento invertivel do anel. Entdo o ij-ésimo quasideterminante
de A € definido e dado por

Al = (A7) 7"

Demonstracao. Primeiro consideremos o caso i = j = 1. Seja B = A~! para que o
elemento b7 seja invertivel. Usando a multiplicagao em bloco de matrizes, obtemos de
AB =1 que
ba1
A By — | bbb | =1,
bn1

provando que A'! ¢ invertivel de modo que |A|;; é definido. Agora seja b a primeira
coluna de B. Entao Ab = e, onde e; é o vetor coluna que tem 1 na primeira posicao e
zeros em outros lugares. O Lema fornece |Al11011 = 1, provando a afirmagao. No
caso de i e j arbitrarios, reorganizamos a matriz A da seguinte forma: mova a i-ésima
linha para a posicao superior e depois mova a j-ésima coluna para a posi¢ao mais a
esquerda. Reorganizando a matriz B consequentemente, reduzimos o argumento ao
caso anterior, o que da |A|;;b;; = 1. O

O exemplo a seguir mostra que o conceito de quasideterminante nao é uma extensao
de um determinante dentro de um anel comutativo, mas sim uma extensao da razao
entre dois determinantes.

Exemplo 3.1.7. Seja A € M,,(R), com R sendo um anel comutativo. Lembre que se
det(A) # 0, entao A~ = detl(A) ad(A), onde ad(A) é a matriz adjunta de A. Além disso,
os cofatores da matriz ad(A) sao da forma c;; = (—1)"det(AY). Logo, da Proposigio
podemos obter que se os elementos a;; de uma matriz A comutam, entao

detA

det A’

Al = (=)

Para mais detalhes sobres os quasideterminantes ver [MOQ7| paginas 23-27, ou [GKL95].

Agora seja ¢ uma variavel formal e I a matriz identidade de tamanho n x n.

Definigao 3.1.8. Seja A = (a;;)i';—; € Mu(R), com R um anel arbitrdrio com identi-
dade e i € {1,2,...,n} firo. As funcoes simétricas elementares nao comutativas

1 . N . ~ . . ~ .
A,g) associadas a matriz A sao definidas como os coeficientes da expansao do sequinte
quasideterminante

1+ YA = |1+ q Al
k=1

Outras familias de fungoes simétricas nao comutativas de A sao as
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o Completas S,ii) :

1+ S7¢" = |1 — qAl;".
k=1

e Series de potencias de primeiro tipo \I/,(f) :

() e d _
Z\Ifé)qk b= = qAli - T — qAlG"
k=1 dq

e Series de potencias de sequndo tipo (ID,(;) :

D oo d
Y ogt = —gglogll = aAli

k>1

onde a deriwada com respeito a q e o logaritmo sao considerados como operagoes formais
nas séries de poténcias formais em q com coeficientes no anel.

Vamos considerar as seguintes definigoes.

Defini¢ao 3.1.9. Um grafo G = (V, E) é uma estrutura composta por um conjunto
de vértices V, e um conjunto de arestas E o qual é formado por pares de vértices.
Além disso, o grafo € dito orientado se cada aresta € associada a um par ordenado de
vértices, a qual serd chamada de seta do vértice u ao vértice v, com u,v € V.

Definicao 3.1.10. Dado um conjunto nao vazio de vértices V, um grafo orientado
completo G é um par ordenado (V, E), onde E é um conjunto de setas, e para cada
par de vértices u,v € V, existe uma seta de u para v. Note que para que o grafo seja
completo consideramos o caso u = v, com u,v € V.

Exemplo 3.1.11. Seja V = {1,2,3} e £ = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}. O grafo G = (V, E)
pode ser visto da sequinte forma:

Note que G € um grafo orientado completo.

Continuando com a matriz A, considere o grafo orientado completo A com n vértices
{1,2,...,n} e a seta de ¢ para j serda denotada por a;;. Cada caminho do vértice ¢ para
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o vértice j define um monoémio da seguinte forma

Qiry Qryrg * " Qry_orge_q ry_1j

o qual é obtido considerando o produto de indexagoes das setas consecutivas do ca-
minho. O inteiro positivo k& é o comprimento do caminho. Além disso chamamos de
caminho simples qualquer caminho tal que ry # i, j para todo s € {1,2, ...,k — 1}.

Para melhor compreensao vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.12. Consideremos o sequinte grafo orientado completo com 3 vértices e
sua matriz correspondente

a1 19 22
1 2
a ailp Qa2 a3
21
a A= A21 Q22 Q23
a3 a13 32 az1 asz Gas3
@23
3
a33

Vejamos quais sao todos os possiveis caminhos de comprimento 3 que levam do vértice
1 para o vértice 3:

0111a11A13 0111A12023 0111A13G433
012G22023 0012023033 0012021013
0113433033 0113431013 0013032023

Observe que o unico mondémio dado acima que vem de um caminho simples € a12a92023,
pois, € 0 unico que nao passa duas vezes pelo vértice inicial ou final durante sua traje-
toria, como pode ser visto no desenho a sequir.

an a9 22
1 2
a21
a
asi| |G13 32
923
3
a33

Temos a seguinte descri¢ao das fungoes simétricas nao comutativas definidas acima em
termos do grafo A.
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Proposicao 3.1.13. i) (—1)'“_1./\,(? € a soma de todos os mondmios de caminhos
simples de 1 para i em A de comprimento k.

it) S,gl) € a soma de todos os mondmios de caminhos de i parai em A de comprimento
k.

iii) \11,(;) € a soma de todos 0os mondmios de caminhos de i parai em A de comprimento
k, onde o coeficiente de cada mondmio € o comprimento do primeiro retorno ao
vértice i.

i) <I),(€) ¢ a soma de todos os monomios de caminhos de i parai em A de comprimento

k, em que o coeficiente de cada mondémio € o quociente de k pelo numero de
retornos ao vértice 1.

Demonstragao. Ver [GKL95| ou [MOQT] Proposigao 7.3.1 (pagina 247). O

Exemplo 3.1.14. Seja A o grafo do Ezemplo [3.1.14 De acordo com a proposi¢do
anterior, vamos ver o que significa cada um dos itens.

Seja k = 3 e firemos o vértice 2. Entao:

i) Observe que os caminhos simples que levam do vértice 2 ao vértice 2 do compar-
timento 3 sao aqueles descritos nos grafos a sequir com a cor vermelha:

11 12 99 a1 12 29
1 2 1 2
21 21
a3 Q:
asy| [Ai1s 3 asi| (@13 52
23 23
Q ’
ass
a11 Q12 a99 ail a12 92
1 2 1 2
a1 a1

a3z (0%
azi (13 3 a3yl [A13 32
23 23

3
a33

3—1A(2) _ A(2) _
Portanto (—1) AS = A3 = a21a11A12 -+ 9113032 + 9333032 + a93031012,

it) Como todo caminho simples € um caminho entdao, os monomios do item anterior
. 2
também aparecem em S?E ). De fato:

(2 _
S =a91a11012 + (21013032 + A23033032 + Q23031012 + Q22022022 + Q21012022 + 23032022+

+ Q22021012 + A22G23032.



53

iii) Observe que de acordo com a Proposi¢ao 0s mondémios correspondentes
a \Ifgz) s@o os mesmos do item ii), mas cada um deles é multiplicado pelo com-
primento do primeiro retorno ao vértice 2, por exemplo, no mondmio asia12G29
vemos que primeiro ele vai para o vértice 1, depois retorna para o vértice 2 e
finalmente faz um loop, portanto o comprimento do primeiro retorno € igual a
dois, entao temos o mondmio 2as1a12a92. Assim,

(2) _
Vs =3ag1a11a12 + 3a21a13a32 + 3023033032 + 3023031012 + A22A22022 + 22112022+

+ 2a23a32a922 + Q22021012 + A22023032.

) Seauind . . A d &P
ZU) equinao a proposi¢cao antemor, novamente 0s monomios correspon entes a 3

sGo 0s mesmos do item i1), mas cada um deles é multiplicado pelo comprimento
do mondémio sobre a quantidade de retornos ao vértice inicial, por exemplo, no
monémio as1a12029 0 qual tem comprimento 3, ele retorna para o vértice 2 duas
vezes, primeiro ao fazer o caminho asiais € a sequnda em age, portanto temos o
monomaio %aglalg(lgg. Logo,

(2) _
0 —Iamanam + Ia21a13a32 + Ia23a33a32 + Ia23a31@12 + §a22a22a22 + §Cl21a12a22+

+ = Q23032022 + ~A22021Q12 + = A22023032

2 2 2

=3a91a11a12 + 3a21a13032 + 3A23G33032 + 3A23031A12 + Q22022022 + §a21012a22+

+ §G23G326L22 + 50226121%2 + §a22a23a32-

Observacao 3.1.15. Consideremos a sequinte matriz

Ell E12 e Eln
E=|" 0 T e Mu(Uat)),
Enl En2 o Enn

e denotemos por F; a submatriz de E, com i € {1,2,...,n} da sequinte forma

Ell E12 Eli
Ea= |00 70 T e muian)).

Agora considere em gl, as matrizes E,, € M,,(U(gl),,) para cada 1 < m < n, e as

fungoes simétricas nao comutativas Al(cm) , S,(gm), \Iflgm) , <I>,(€m) associadas a matriz E,, +

(—m + 1)1,,. Pela Proposicao [3.1.13] temos expressoes explicitas para essas fungoes.
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Considere para cada k > 1

Nm Y AR

Q2 in
741+12++’Ln:k

Sy 1= 2: gMWg®@ g

i1 tig+Fin=k

A zn: v
i=1

Oy = En: o\,
i=1

L. . ~ . . ~ . m m
onde os indices 75, sao inteiros nao negativos e Aé ) = S((] J =1

Teorema 3.1.16. Todos os elementos Ay, Sk, Vi, Pr com k > 1 pertencem ao centro
Z(U(gl,)). Além disso Vi, = @y para todo k.

Demonstragao. Ver [GKL95| ou [MOOQT, Teorema 7.3.2] (pagina 248). O

Corolario 3.1.17. Cada familia de {Ax}}_q, {Sk}io1 {Wnr iy, {Pr}i_, gera o centro
de U(gl,).

Demonstracao. Ver [GKL95| ou [MOQT, Corolario 7.3.3] (pagina 250). O

Corolario 3.1.18. A subdlgebra de Gelfand-Tsetlin I' € gerada por cada familia de
elementos {AV}, {9V}, {0} (@) com 1<k <i<n.

Demonstragao. Ver |[GKL95| ou [MOQT, Proposi¢ao 7.3.5] (pagina 250). O

Levando em consideracao o que foi dito acima, vejamos os seguintes exemplos para
calcular quais sao os polindmios a considerar no caso das algebras de Lie gl e gl,.

Exemplo 3.1.19. Consideremos a dlgebra de Lie gls, pelo Coroldrio o centro
de U(gly) € gerado por Wgy, V3o, W3 onde:

n

Vo =B + By — 14 E33 —2 = Z(Emm—m+1)$

m=1
sy =E7 + 2E9 E1g + (Ea — 1)° + 2E31 Ey3 + 2E3.Fo3 + E3,

n

- i(Emm —m+1)2 42 Z (EmiEm);
m=1

1<l<m<n
Wys =F + (Byy — 1) 4+ (Byy — 1) Ep E1g + 2E5 E19(Fyy — 1) + 3Ey (B — 1) Epo+
+ (B33 — 2)3 + (B33 — 2)E51 B3 + (B33 — 2) EsgEas + 2E3 Ey3(Es3 — 2)+
+ 2F39Eo3(Es3 — 2) 4+ 3E31 F19Fo3 + 3E39Fo1 Ey3 + 3E31(Er1 — 2) B + 3E52( By — 2) Eas.
Portanto a subdlgebra de Gelfand-Tsetlin para U(gls) €

I'= <\I/317 \1132, 11133>-
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Exemplo 3.1.20. Agora no caso da dlgebra de Lie gl,, o centro de U(gly) é gerado
por Wy, Wyo, Wy3, Uay, onde:

Uy =0 + 0 + 0l + vy
=En + (Boe — 1) + (Es3 — 2) + (Eyy — 3),
Wy =0 + 05 + 0 + o)
=FE}, + 2E2 Er + (B — 1)? + 2E31 Ey3 + 2E3 B3 + Ey + 2B Erq + 2B Eay+
+ 2E43E34 + (Esg — 3)%,
Uy =04 + 0 + 0 + o)
=FE} + (Bas — 1)° + (Eay — 1)Esy Erp + 2E5 E1s(Esy — 1) + 3By By Epp + (B3 — 2)°+
+ (B33 — 2) B3 B3 + (B33 — 2) B3y Eys + 2E31 Fi3(Esy — 2) + 2E3y oz (E3z — 2)+
+ 3E31 E15Ea3 + 3E3Ey Evs + 3F31 By Erg + 3Es3(Eay — 2) By + (Esg — 3)°+
+ (Eys — 3)Ep By + (Eyy — 3)Ego oy + (Eyy — 3)Ey3Esy + 3En B Eyy + 3B Erp oy +
+ 3B Er3Esy + 2B By (Eyy — 3) + 3E40(Eyy — 1) Eoy + 3By Ey By + 3Ey Fys Egy+
+ 2B Eoy(Eyy — 3) + 3E43(Es3 — 2) By + 3Ey3E31 By + 3E43E3 Fyy + 243 FE34(Fyy — 3),
Wy =08 + 00 + 0+ wl) onde:
"I’zﬁ) = Eilp
‘\I’Lﬁ) = (Ep — 1)* + (B — 1)°E01 E1g + (Bas — 1) Ex Ey1 Evg + (Bay — 1) By Eyo(Eoy — 1)+
+ 4F5 B} Ers + 3E91 E11 E19(Eag — 1) + 2By Ey9(Eg — 1) + 2E9 Eyp Ey Fio,
oUS) = (Ezs — 2)" + (a3 — 2)°Es1 Evs + (Bss — 2) B Eny Erg + (Ess — 2) Esi Erg(Ess — 2)+
+ 4F3 E} Ers + 3E31 By Er3(Ess — 2) 4 2E31 Fr3(Ess — 2)° + 2E3, Fy\3E3 B3+
+ (B33 — 2)*EsaEo3 + (Ess — 2) Esp(FEop — 1) Eog + (Ess — 2) B2 Eag(Es3 — 2)+
+ 4E35(Esy — 1)?Egs + 3E35(Eay — 1) Ea3(E33 — 2) + 2E30Ea3(Ess — 2)°+
+ 2 B3y Fog Fisp ooy + (B33 — 2) B3y F1o g + (Fsg — 2) Esg gy g + 4831 01 Fo Flps+
+ 4E31 Ero(Eg — 1) Eys + 3E31 E1y Eys(Ess — 2) + 4E31 E1o ooy Fy3 + 2 E31 3 Fsp Foz+-
+4E3(Eyy — 1) Ey By + 4E33 Eo E1 Ey3 + 3E30 o) Ey3(Hss — 2) + 4 B30l Byg Fys+
+ 2E33 Faz Fi31 Es,
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.\I}z(él) =(Esa — 3)* + (Baa — 3)°EnErvs + (Bay — 3)En Ev1 Evy + (Ess — 3)Eyy Eva(Eag — 3)+
+ 4B E}\Evy + 3En B Bvy(Es — 3) + 2By E1y(Egy — 3)° + 2B E1yEy B+
+ (Eys — 3)?EsnEoy + (Egy — 3)Esp(Esy — 1)Esy + (Eyy — 3)EgpEay(Eys — 3)+
+ 4By (Fay — 1)?Egy + 3E42(Eay — 1) Eyy(Eyy — 3) + 2B Foy(Eyy — 3)*+
+ 2E45 B2y EssEoy + (Esy — 3)°Eg3Esy + (Eay — 3)Eyg(Es3 — 2) Eay+
+ (Bua — 3)Eg3E34(Eys — 3) + 4Es3(E33 — 2)*Ey + 3E43(E33 — 2) Esy(Eas — 3)+
+ 2E43E34( By — 3)* + 2E13E31Es3E3y + (Esg — 3)Ey1 Ero By + (Ess — 3) Egg B By +
+ (Byy — 3)EnEi3Bsy + (Byy — 3)Egs B3 By + (Eyy — 3) Ego Ep3 Ezy+
+ (Eyy — 3)Egs B3 Foy + 4B By EioEoy + 4541 E12(Ey — 1) Eyy + 3Eq B9 Fay(Eyy — 3)+
+ 41 E19FE By + 2B E1yEjoEoy + 4Ey0(Eoy — 1)Ey Eyy + 4B Eyy By By +
+ 3By B0 By (B — 3) + 4By Ey E1pEyy + 2B Epy By By + 4B B B3 Esy+
+ 4FEy Ei3(Es3 — 2) B3y + 3Ey B3B3y (Eyy — 3) + 4By B3 sy By + 2B Ery Eyg Esg+
+4By3(Es3 — 2)E31 By + 4E3E31 By By + 3E3Es1 Ey(Eyy — 3) + 45,3531 B3 F34+
+ 2By B3y By By + 4B 5 (o — 1) B3 By + 44 Fy3(Esz — 2) B3y + 3E 2 Eoz By (Eyy — 3)+
+ 4Ey9Eo3Esy Eoy + 2By B9y Ey3Esy + 4Ey3(Esy — 2)Eso Eoy + 4E3E50(Eoy — 1) Egy+
+ 3Ey3 B3y Foy(Euy — 3) + 4Ey3E30 Ey3 Esy + 243 E34 By Foy + 4E41 F19 Fy3 Fzy+
+ 4By E3E3aEoy + 4By Foy Er3 By + AEyo oz B3 By + 4Ey3 B30 Foy gy + 4Eg Figy B Eay.

Portanto a subdlgebra de Gelfand-Tsetlin para gl € gerada por T = (U4, Wao, Waz, Uyy).

De maneira andloga ao feito na Segao [2.2] podemos visualizar a imagem dos geradores
U,; em gr(I'), sendo escritos como combinagao de polindmios nas variaveis comutativas
Xij~

Exemplo 3.1.21.
Enl = Z X’i’i7
i=1

U, = i X242 Z Xt X,
i—1

1<t<i<n

U, = 2": X3+ Z Xy Xt X + 2 Z Xt Xy Xy + 3 Z KXir Xrs Xsi-
i—1

1<t<i<n 1<t<i<n 1<r,5<i<n

Observagao 3.1.22. Da graduagao de U(gl,) é o Corolario temos que a vari-
edade de Gelfand-Tsetlin é a variedade algébrica

V{Uyli=1,..,n:5=1,..,i}) C AL

Observacao 3.1.23. Note que € possivel simplificar os polindomios desenvolvidos no
FExemplo|3.1.21] da sequinte forma:

Pela definicao de variedade algébrica temos que:

VT | i=1,.,n;5=1,.,i}) = {pe A | Ty(p) =0,V Ty, }.
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Assim, o polindomio

@11 =X =0« X;; =0. (31)
Ao considerar (3.1 em Ty, temos que:
@21 = X1+ Xo=0+ X9 =0<«= Xy =0. (32)

Usando as condigoes em Vo, tem-se:
522 = X121 + X222 + 2X21X12 =0 «— X21X12 = 0.

Desta forma, continuando com cada um dos polindmios obtemos que:

U =Xy, Vi=1,2,...,n;
U, = > Xit Xovts - Xy o, KXoy i Vi=1,2,m55 = 1,2, ...,
1<ttty 1 <i—1
com t, # ts para todo r # s.
Exemplo 3.1.24. Para o caso da dlgebra de Lie gl os polinomios W,; simplificados
800:
Uy =X, Vi=1,...,n,
Uoy =X01 X 12,
Uy =X31 X135 + X350 X03,
Usy =X31 X15X03 + X32X01 X13,
Uyo =X X14 + XaaXos + Xu3 X,
Uys =X X120 X0 + X1 X13 X531 + Xao X1 X1a + Xap Xo3 Xas + Xaz X1 X1 + XusX30Xo4,
Uy =X X12X03 X351 + X1 X13X30X04 + Xao X1 X13 X530 + Xo X3 X351 X114 + X X1 X120 Xoa+
+ X3 X32 X091 X14,
Usy =X51X15 + X5oXo5 + X53 X35 + X54Xus,
Usy =X51X15X05 + X51 X135 X35 + X51 X 14 X5 + K52 X1 X15 + K52 X3 X5 + X2 Xoa Xus+
+ X53X31X15 + X53 X320 X5 + X3 X34 X5 + X54 X1 X5 + X54 Xao Xos + X54 Xy3 X35,
U5y =X51X12X23X55 + X51 X12X04 X5 + X51X13X32X05 + X51 X13 X350 Xu5 + X1 X1 X0 X5+
+ X51 X124 X43 X35 + X520 X01 X13 X35 + X520 X01 X14 Xys + X520 X3 X531 X5 + X520 Xog X34 X5+
+ X520 X204 X41 X5 + X520 X4 Xu3 X35 + X3 X351 X192 Xo5 + X3 X31 X 14X a5 + X53 X320 X01 X5+
+ X53X30 X040 X5 + X3 X34 X1 X5 + X53 X34 X2 Xos + X4 X1 X120 X5 + X540 X4 X13 X35+
+ X54 X2 Xo1 X5 + X54 X2 X3 X35 + X504 Xy3X31 X5 + X504 X3 X350 X5,
Uss =X51X12X03 X350 Xu5 + X1 X120 X204 Xu3 X35 + X51 X13 X530 X204 X5 + X1 X13 X530 X a0 X5+
+ X51 X104 X4p X3 X35 + X1 X14 X3 X30 Xo5 + X2 X091 X13 X34 X5 + X520 X071 X14 Xy3 X35+
+ X520 X3 X531 X124 Xy5 + X2 X3 X34 X1 X5 + X2 X040 X1 X13 X35 + X520 X4 X3 X351 X5+
+ X53X31 X120 X040 X5 + X3 X31 X104 X40 Xos + X53 X350 X01 X14 X5 + X53X30 X4 X1 X5+
+ X53 X34 X41 X192 Xo5 + X53 X34 X 42 X1 X15 + X4 Xa1 X12 X3 X35 + X504 X1 X13 X350 X5+
+ X54 X2 X1 X13 X35 + X540 X0 X3 X31 X15 + X54 Xu3 X531 X120 Xo5 + X54 Xy3 X320 X091 X5

Observagao 3.1.25. De forma andloga podemos considerar o procedimento para o caso
dos polinomios 7,; do Exemplo e resultado € equivalente.



Capitulo 4

Bases de Grobner

Em matemaética, especialmente na area da algebra computacional e geometria algébrica,
as Bases de Grobner desempenham um papel central na anélise e manipulagao de
polinémios e sistemas de equagoes polinomiais. Essa ferramenta revolucionou a maneira
como lidamos com ideais polinomiais, permitindo-nos abordar uma ampla variedade
de problemas complexos de forma sistemaética e eficiente.

Neste capitulo, estudaremos o conceito de Bases de Grobner, apresentando definicoes,
propriedades e algoritmos relacionados a essa teoria em base nos livros [CLO9§| e
[DS09].

4.1 Definicoes e notacoes

Definig¢ao 4.1.1. Dizemos que um mondémio de grau || nas varidveis Ty, xa, ..., T, €

uma expressao da forma

x?1$g2 e l'g",

onde oy, a, ..., a, € Ny. Além disso

n
al =2 o
i=1

€ chamado o grau total do mondémio.

Para simplificar a notagao, escreveremos =%, sendo a = (ay, ..., ) 0 vetor de expoentes
no mondémio.

Observacgao 4.1.2. Um polinomio f € K[z, ...,x,] € uma combinagdo linear finita de
monomios r°:

f= an:ca, cq € k.
Defini¢ao 4.1.3. Uma ordem mondémial sobre k[xq,...,x,] € qualquer rela¢io >

sobre o conjunto dos monémios x* em K|xy, ..., z,] satisfazendo:

1. > € uma relagao de ordem total.

o8
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2. > € compativel com a multiplicagio em k[zy, ..., x,], no sentido em que se v >
e 27 € qualquer monomio, entio x%x" = 7 > oY = 2P,

3. > € uma boa ordenac¢ao. Ou seja, toda cole¢cao nao vazia de mondmios tem um
menor elemento com respeito a >.

Algumas das ordens monomiais mais comumente usadas sao as seguintes.

Definigao 4.1.4 (Ordem Lexicografico). Sejam x® ez monomios em k[x1, o, . .., T,].
Dizemos que % >, ©° se a entrada nao-zero mais ¢ esquerda na diferenca a— 3 € Z"
€ positiva.

Exemplo 4.1.5. Consideremos a ordem x >y > z.

e Observe que x3y°28 >, 2°y%*21°, pois sequindo a definicio anterior, neste caso

temos que o = (3,5,8) e = (3,2,10), logo a« — = (0,3, —2) e a entrada nao
zero mais a esquerda € 3 a qual € positiva.

o Temos que x'y*2° >, x7y>2%, pois neste caso temos que a = (7,3,5) e B =

(7,3,4), logo a — = (0,0,1) e a entrada nao zero mais a esquerda é 1 a qual é
positiva.

Definigao 4.1.6 (Ordem lexicogréfico graduado). Sejam x® e 2° monémios emk[zy, xs, ...

Dizemos que % > g0, 7 se |a| > |B], ou se |a] = |B] e 2@ >0, 2°.
Exemplo 4.1.7. Consideremos novamente a ordem x >y > z.

o Temos que 2%y*2* > e, 28y22, uma vez que [(6,2,4)] =12 > 11 =[(8,1,2)|
o Também z°y*z% > e 2%y 23, pois |(5,4,3)| = 12 = [(2,7,3)| mas 25y*23 >,

22y 23,

Definigao 4.1.8 (Ordem lexicografico reverso graduado). Sejam x® e 2 mondémios
em K[z1, T, ..., x,]. Dizemos que x® > epier @° se || > |B], ou se |a| = |B] e a
entrada nao-zero mais 4 direita na diferenca o — 8 € Z" € negativa.

Exemplo 4.1.9. Consideremos a ordem x >y > z > w.
o 2Oy 2%w0 > per Tyz w8, jd que |(5,2,8,6)] =21 > 20 = [(7,1,4,8)].
o 292250 > per 2By 20w, jd que [(9,3,6,5)] =23 =((8,4,6,5)] €(9,3,6,5) —
(8,4,6,5) = (1,—1,0,0), pois a entrada nao zero mais a direita é —1.

Observacgao 4.1.10. Note que dado um polinémio podemos ordenar seus termos mono-
miais de diferentes formas dependendo da ordem monomial fizada, o que serd relevante
nas segoes sequintes.

Exemplo 4.1.11. Seja f = 52%y* + 3xy°2? — 2223 + 2972 € Rz, y, 2].

e Considerando a ordem >, temos f = bx3y? — x%2% + 3xy®2% + 2y" 2.

e Considerando a ordem > ger temos [ = 3xy°2* + 2y 2z + bady? — 2?23,

e Considerando a ordem > gepier temos f = 2y’z + 3xy®2? + bady? — 2?23

Definicao 4.1.12. Seja f = Y cox® # 0 um polinémio em kz+,...,x,] e seja >
uma ordem monomial.
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(i) O multigrau de f ¢é
mdeg(f) := max{a € N | ¢, # 0}.
O mdximo € obtido em relagao a ordem escolhido >.
(11) O coeficiente principal de f ¢é

LO(f) = Cmdeg(f) € k.

(111) O mondmio principal de f é
LM(f) = gmded(f),
LM(f) tem coeficiente 1.
(v) O termo principal de f é
LT(f) = LC(f)- LM(f).

Exemplo 4.1.13. Seja f = 42222 + 8y?23 + xy?2°® + 32?y2° € Rz, y, 2] € seja >, a
ordem monomial firada com x >y > z. Entao

° mdeg(f) = (27 1a5>;
° LC(f) = 37

o LM(f)=a%yz’,

o LT(f)= 3a?yz°.

O multigrau de um polindémio possui as seguintes propriedades, das quais precisaremos
mais tarde.

Lema 4.1.14. Se f, g sao polinémios nao nulos em K[z, ..., x,]. Entdo:

(i) mdeg(fg) = mdeg(f) +mdeg(g).
(i) Se f+g#0, entdo
mdeg(f +g) < max{mdeg(f), mdeg(g)}

A igualdade ocorre se mdeg(f) # mdeg(g).

Demonstragdo. Sejam f =3 a,x% 9= 4 bgx” polindmios nao nulos em K|[z1, . . ., z,].
(i) Considere f-g=7>", ; aabsz®™P. O termo principal de fg é

Grndeg(f)bmdeg(g) 8™ 10,

Temos que
mdeg(fg) = maz{a+ € N[ | anbs # 0}
= max{a € N[ | anbg # 0} + max{s € Nj | anbs # 0}
= mdeg(f) + deg(g).



(ii) Seja f+g # 0eseja f+g=>", 50,2

Casos:

(a) mdeg(f) = mdeg(g):

Se LC(f) 4+ LC(g) = 0, entao

mdeg(f +g) <

Se LC(f)+ LC(g) # 0, entao

mdeg(f + g)

(b) mdeg(f) # mdeg(g):
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+bgxl =3 , ¢y&7. Considere os seguintes

mdeg(f) = mdeg(g)
max{mdeg(f), mdeg(g)}.

mdeg(f) = mdeg(g)
maz{mdeg(f), mdeg(g)}.

Sem perdida de generalidade, suponha que mdeg(f) > mdeg(g). Entao

LC(f+g) =

e, portanto,

LC(f) +0 = LC(f).

mdeg(f + g) = mdeg(f) = maz{mdeg(f), mdeg(g)}.

]

O monomio principal, o coeficiente principal e o termo principal de um polinémio tém

as seguintes propriedades

Lema 4.1.15. Se f, g sao polinémios nao nulos de k[z1, ...

(i) LM(fg) = LM(f)-LM(g).
(i) LC(fg) = LC(f) - LC(g).
(i) LT(fg) = LT(f)-LT(g).

, Tnl, entdo:

Demonstracao. Sejam f = ZaeNg o e g = ZﬂeNg bgx? polinémios nao nulos em

k[$1, ..

T

(i) Note que LM (f) = 2™ ¢ LM (g) = x™%*9(9) . Pelo Lema |4.1.14] temos que

mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g).

Portanto

LM(fg)

_ pmdeg(fg)

— pmdeg(f)+mdeg(g)

— pmdeg(f) | pmdeg(g)

= LM(f)- LM (g).
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(ii) Como

f= Z N —f—amdeg(f)xmdeg(f)7 e g= Z bﬁxﬁ + bmdeg(g)xmdeg(g)’
aeNg BEND

para a # mdeg(f) e B # mdeg(g), entao
f g = Z aabﬁmaJﬁB + amdeg(f)bmdeg(g)mmdeg(fg)‘i‘
a,BeNy
+ (amdeg(f)xmdeg(f) + bmdeg(g)xmdeg(g)) ‘ Z aabﬁxa+ﬂ-

a,BeNy

Portanto
LC(f + 9) = Gmdeg(bmdeg(q) = LC(f) - LC(g).

(iii) Pela definigao e pelos dois pontos anteriores segue-se que:
LT(f-g) = LC(f-g)- LM(f-g)
= LC(f) - LC(g) - LM(f)LM(g)

(
(f)-L
LO(f) - LM(f) - LC(g) - LM (g)
= LT(f)-LT(g).

4.2 Algoritmo da divisao

No caso de uma tnica variavel, realizamos uma divisao de polindémios, onde o polinémio
f € k[z] é dividido pelo segundo polinémio g € k[z], comparando seus termos lideres.
Eventualmente, multiplicamos LT (g) por um monémio de modo que ele se anule com

LT(f).

Nosso objetivo é estender esse processo para polindmios de varias variaveis. Busca-
mos dividir um polinémio especifico f € k[zy,...,x,] por um conjunto de polindmios
f1, fs € Kk[xy, ..., 2], a fim de obter uma expressao da seguinte forma:

f= Z qfi+r,
i=1

onde ¢;,r € k[xq, ..., 2]

A esséncia do algoritmo permanece a mesma que no caso de uma variavel: a ideia
é eliminar o termo principal de f em relagao a uma ordem monomial especifica,
multiplicando-o por algum f; apropriado e subtraindo-o. Esse monomio se torna entao
um termo no ¢; correspondente.

Vejamos o seguinte exemplo:
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Exemplo 4.2.1. Consideremos f = 3x°y — 223y +y e F = (f1, fo) = (23y + zy* —
y+ 3,22 +y3 +y). Fizemos a ordem lexicogrdfica com x >y > z.

O termo lider LT(f,) divide o termo lider LT(f). Assim dividimos x3y em 3x%y,
deizando 32, e subtraia 3z* - f1 de f:

q1: 32
qz -
Py +ay? —y+3 - .,
2?2+t ty 3x°y — 22°y° +y
325y + 323y? — 322y + 9x?
— 523y? + 322y — 92 +y
ora repetimos o mesmo processo em f = —bx ey — 9x . Como o termo
Ag pet D S5a3y? + 3x*y — 922 +y. C t

lider LT(f,) divide o termo lider LT(f). Assim dividimos x®y em —5x3y?, deizando
—5y, e subtraia —by - f1 de f:

q: 322 -5y
q2 :
Py+zy’ —y+3

3x°y — 223y% +y
3x°y + 3x3y? — 322y + 922

— 5x3y? 4+ 322y — 922 +y
— 523y? — 5y + 5y? — 15y

322y — 922 + 5xy® — 5y? + 16y

Note que agora f = 3x*y — 922 + 5xy — 5y* + 16y e LT(f1) ndo divide LT(f) = 32y,
porem LT(fy) divide LT(f), portanto:

q1: 3x2—5y
a2 3y
r5y+ry2y+3>

3x%y — 2239y +y

2?+y° +y
3x%y + 3x3y? — 322y + 922

— 5x3y? 4 322y — 922 +y
— bady? — by — 5y + 15y

322y — 922 + 5ay® — 5y? + 16y
322y + 3y* + 32

—922 + 5xy% — 3y* — 8y? + 16y

Continuando com o processo, temos agora f = —92% +5xy> — 3y* —8y? + 16y e LT(f1)
nao divide LT(f) = —9x2, porem LT(f;) divide novamente LT(f), desta forma:
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q: 322 -5y
q: 3y — 9 r
sy +ay?—y+3
24+ 18 4y 3z°y — 22%y% + y
3z%y + 323y — 322y + 922
— 523y? + 322y — 922 +y
—5x3y? — Bay® + 5y% — 15y
3z%y — 922 + 5y — 5y? + 16y
3x2%y + 3y* + 312

— 922 + 5xy® — 3y* — 8y + 16y
—922 — 993 + 9y

S5ry® — 3yt +9y3 —8y?2 +25y —  Bayd

Logo, temos que LT(f1) e L(fs) nao dividem o LT(f) = bxy®. Portanto movemos
5xy> para o resto, e podemos continuar a dividir. (Isso € algo que nunca acontece no
caso de uma varidvel). Assim:

q1: 322 -5y
q@ 3y — 9 r
2y +ay? —y+3
2 +y3 +y 30y — 223y% + y
3z%y + 3x3y? — 322y + 9a2

— 5z3y2 + 3x2y — 9x2+y
— 5x3y? — Bayd + 5y? — 15y

3z2y — 922 + 5xy3 — 5y? + 16y
322y + 3yt + 3y2

— 922 + 5xy> — 3y* — 8y2 + 16y
— 922 — 9y + 9y

S5xy® — 3yt + 9y — 8y2 +25y —  5xyd

-3yt +9y3 —8y?2 +25y —  Bayd — 3yt

9y —8y?2 +25y —  Bayd — 3yt + 93
—8y% + 25y — 5zy3 — 3y + 9y3 — 8y?
25y — 5xy3 — 3yt + 9y3 — 8y? — 25y

0

Portanto, podemos escrever [ da sequinte forma:

f=afi+q@f+r
=(32% — 5y)(2®y + 2y® —y +3) + 3y — 9) (2 + y® + y) + 5ay® — 3y* + 9y® — 8y? — 25y

O exemplo acima ¢ uma ilustragao bastante completa de como funciona o algoritmo
de divisao. Também nos mostra que propriedade queremos que o resto tenha, a qual é
que nenhum dos seus termos deve ser divisivel pelos termos principais dos polinémios
pelos quais estamos a dividir. Podemos agora enunciar a forma geral do algoritmo de
divisao.

Teorema 4.2.2. (Algoritmo da divisao em K[z1, ..., z,)). Seja > uma ordem monomial
sobre Ni, e seja F' = (f1,..., [s) uma s-tupla ordenada de polindmios em K[y, ..., z,).
Entao todo f € k[, ..., z,] pode ser escrito da forma

f= ZQifi +,
i=1
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onde ¢;,r € K[z1,...,x,], e our =0 our é uma combinagao linear, com coeficientes em
k, de mondémios, nenhum dos quais é divisivel por qualquer um de LT(f1), ..., LT(fs).
Chamamos r de resto de f na divisao por F. Além disso, se q;f; # 0, entdao

mdeg(f) = mdeg(g [i)-
Demonstragao. Ver Teorema 1.5.9 em |[AL94| na pagina 30. O

Observagao 4.2.3. A ordenagao da s-tupla de polindmios (fi, ..., fs) influencia a efeti-
vidade do algoritmo e a minimalidade de r, isto €, as ordenagdes diferentes de (f1, ..., fs)
podem ter restos diferentes.

Exemplo 4.2.4. Mudando a ordem dos polinémios do Exemplo [{.2.1, ou seja, F =
(22 + 3 +y, 2%y + 2y? — y + 3), se fizermos a divisao de forma andloga obteriamos a
sequinte decomposi¢ao do polindomio f:

f=afi+a@f+r
=(32% = 5y)(2” +y° +y) + (0)(2®y + wy® — y + 3) + 5ay’ + 32’y — 92” — 5y’ + 16y
—(32% — 5y) (2% + y® + y) + 5zy® + 32y — 922 — 5y® + 16y

Note que os restos nesses casos sao diferentes.

4.3 Base de Grobner

Definicao 4.3.1. Um ideal I C Kk[zy,...,x,] € um ideal monomial se existe um
subcongunto A C Z%, tal que I consiste de todos os polindmios que sao somas finitas da
forma Y~ ., hox®, onde ho € k[z1, ..., 2,]. Nesse caso escrevemos I = (x* | o € A).

Como primeiro resultado, veremos uma forma simples de verificar se um certo monémio
estd em dado ideal monomial.

Lema 4.3.2. Seja I = (x® | a € A) um ideal monomial. Entao um mondémio z° estd
em I se, e somente se, ° é divisivel por z® para algum o € A C Z%.

Demonstracdo. Se x® é um multiplo de z® para algum o € A, entdo z° € I pela
definicao do ideal.

Reciprocamente, se z° € I, entdao 2% = Y7 hz®® onde h; € k[z1, ..., 7,] e a(i) € A.
Se expandirmos cada h; como uma combinacao linear de mondémios, veremos que todo
termo do lado direito da equacdo é divisivel por algum 2*®. Portanto, o lado esquerdo
2% deve ter a mesma propriedade. O

Definigao 4.3.3. Seja I C k[xy,...,x,] um ideal nao-nulo, e fitemos > uma ordem
monomial sobre K[z, ..., x,]. Entao:

1. Denotamos por LT(I) o conjunto dos termos lideres dos elementos nao-nulos de
I. Isto é:
LT(I) :={cx® | 3f € I\{0} com LT(f) = ca"}.

2. Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado por os elementos de LT(I).
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Observacao 4.3.4. Note que dado um ideal I = (f1,..., fs) de K[xq,...,x,], temos
que os ideais (LT(f1),...,LT(fs)) e (LT(I)) podem ser diferentes. De fato LT(f;) €
LT(I) C{(LT(I)), entao (LT(f1),..., LT(fs)) € (LT(I)). Desta forma o ideal (LT(I))

pode ser estritamente maior.

Exemplo 4.3.5. Consideremos a ordem lexicogrdafica com x >y e seja I = (f1, fo) C
klx,y], com fi = 23y +3y e fo = —x* — 3x + y?. Assim

:U(x?’y +3y) + y(—av4 — 3z + yz) = x4y + 3zy — x4y — 3y + y3
=yl el

Entio y> = LT(y®) € (LT(I)). Mas pelo Lema[§.3.4y* ¢ (LT(f1), LT(fs)), pois nem
LT(f)) = 23y, nem LT(f,) = —x* dividem y*. Desta forma

(LT(f1), LT(f2)) # (LT(I)).

Definicao 4.3.6 (Base de Grdbner). Fizemos uma ordem sobre k[z1, ..., x,]. Um sub-
conjunto finito G = {g1,...,q:} de um ideal I C k[xy,...,z,|, I # {0}, e chamado de
base de Grobner se

(LT (1), .., LT(g¢)) = (LT(I)).

Observacao 4.3.7. Note que, o termo "base" em "base de Grobner” nao implica
independéncia linear. Em vez disso, refere-se ao fato de que cada polindomio no ideal 1
pode ser expresso como uma combinacgao linear dos polindomios na base de Grobner G.

O resultado que segue decorre diretamente do Teorema da Base de Hilbert e da defini¢ao
de Base de Grobner.

Corolario 4.3.8. Fizada uma ordem monomial sobre kK[z1,...,x,]. Todo ideal I C
kl[z1, ..., x,] possui uma base de Grobner. Além disso, qualquer base de Grébner para
um tdeal I é uma base de 1.

Podemos, portanto, proceder a anélise de algumas propriedades fundamentais relacio-
nadas a base de Grobner de um ideal. Esse estudo nos possibilita abordar, inclusive,
uma questao previamente levantada: a existéncia de um conjunto de polindémios para
os quais se garanta a unicidade do resto na divisao, independentemente da ordem dos
polinémios divisores.

Proposicao 4.3.9. Seja I C klzy,...,z,] um ideal e G = {g1,...,9:} uma base de
Grobner para I. Dado f em K[xq,...,x,], existe um unico r em K[xy,...,xz,] com as
sequintes propriedades:

(i) Nenhum termo de r é divisivel por algum dos LT (g1), ..., LT (g¢).
(11) Existe g em I tal que f =g+ .

Em particular, v € o resto na divisio de f por G = (g1,...,9:) nao importando como
os elementos de G estao listados.

Demonstracao. Pelo Teorema ao fazer a divisao de f por G obtemos f = ¢1g1 +
-+ qug + 1, onde r satisfaz (i). Para satisfazer (i7) basta tomar ¢ = ¢1g1 + - - - + ¢ 9:-
Assim a existéncia de r esta provada. Para provar a unicidade, suponhamos que f =
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g+r =g+, comg = qig1+---+qg: e LT(g") nao divide os termos de 77, satisfazendo
(1) e (ii). Tome r—r" = ¢g'—g € I, de modo que se r—r' # 0, entao teriamos LT (r —1")
estd em (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)). Mas pelo Lema [4.3.2] seguiria que LT (r —1")
seria divisivel por algum LT(g;). Absurdo, ja que nenhum dos termos de r, 7’ é divisivel
por algum LT(g;). Logo r — 1" = 0, e a unicidade esta provada. O

Corolario 4.3.10. Seja G = {g1,...,g:} uma base de Grébner para um ideal I C
k[z1,...,x,] e seja f € Kklxy,...,z,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisio
de [ por G € zero.

Demonstragao. Primeiro, se o resto de f na divisao por G for zero, entao temos ja visto
que f € I. Por outro lado, se f € I, entao f = f + 0 satisfaz ambas as condi¢oes da
Proposicao Assim, 0 é o resto de f na divisao por G conforme reivindicado. [

Conforme discutido previamente, é importante notar que a condi¢ao » = 0 no Algoritmo
da Divisao é suficiente, mas nao uma condi¢ao necessaria para determinar se um dado
polinémio pertence ao ideal gerado pelos polindmios divisores. Esta observagao se
origina da possibilidade de se obterem restos distintos dependendo da ordem em que
os polindmios divisores sao listados.

Definig¢ao 4.3.11. Seja f, g € k[, ..., x,] ndo nulos. Fizemos um ordem monémial e
seja

LT(f) = cx® e LT(g) = da?,
onde ¢, d € k\{0}. Seja 27 o minimo muiltiplo comum de x® e z°. O S-polinomio de
f e g, denotado por S(f,q), € o polinomio

S(f,9)

x7 x7

I GAAT)

.g.

Observe que por defini¢ao S(f,g) € (f,g) e S(g,f) ==5S(f,9).

Exemplo 4.3.12. Sejam [ = 22%yz® + 2y%z — z e g = 2%y* + 2%y em K[z,v, 2].
Calculemos S(f, g) usando a ordem lexicogrdfica com x >y > z temos que:

mdeg(f) = (2,1,2) mdeg(g) = (2,2,0)
LM(f) = 2*y2* LM (g) = 2y
LT(f) = 22%y2" LT(g) = 2y,
portanto 7 = x*y*22. Entdo
xy?z? 2 9 2 z?y? 22 9 9 9
S(f.9) = 20 - (22%yz" + 2y7z) — 2 (2%y” + 2%y)
1
— 2222 4P — SvP - 22227 — 122
1
_ 3, L. 23
=Yz gyz - oz

Lema 4.3.13. Suponha que temos uma somay_.;_, ¢; fi, com¢; € k, tal que mdeg(f;) =
§ € Z%, para todo i. Se mdeg(>;_ cifi) < 0, entao >.;_,c¢;ifi € uma combina-
¢do dos S-polinomios S(f;, fr) para 1 < j < k < s. Além disso cada S(fj, i) tem
mdeg(S(fj, fr)) < 9.
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Demonstragio. Seja d; = LC(f;), de modo que ¢;d;z° é o termo lider de ¢; f; para cada
i. Dado que o multigrau de ¢; f; € igual a § e o multigrau de Y ;_, ¢;f; é estritamente
menor que d, podemos ver que y ., ¢;d; = 0, pois do contrario,

LT (Z ¢ fl-> = (; cidl) a’,

i=1

e assim o multigrau seria igual a §. Seja p; o polinémio moénico % Entao
T

S

Y ocifi =Y adipi=cidipy+ - cydypy = rdi(p1r— po) + (crdy + cads) (p2 — ps) + -+ +
=1 i=1

+ (Cldl + 02d2 + -+ Cs—lds—l)(ps—l - ps) + (Cldl + CQdQ + e+ Cs—lds—l + csds)(pS)'

Ja que LT(f;) = d;x° para cada i, temos que mmc(LM(f;), LM(f;,)) = 2° para 1 <
j < k < s. Portanto

176 :L,§ ZL‘5 0

S(fj7fk):m'fj—m'fk:W'fj—m'fk:pj—m-

Logo,

s

Z cifi =aidiS(f1, fa) + (crdy + cada) S(fa, f3) + -+ + (crdy + cada + - -+ + co1ds1)S(fso1, f)-

i=1
Como LT(p;) = x° para todo i, obtemos que mdeg(S(f;, fx)) = mdeg(p; —py) < 6. O
Definigcao 4.3.14. Sejam f € k[xy, ..., x,] um polinémio e F = (fi, ..., fn) uma S-tupla

ordenada de polinomios em K[xq,...,x,]. Denotamos por ?F ao resto da divisao de f
por F.

Teorema 4.3.15 (Critério de Buchberger). Um conjunto finito G = g1,...,g: C I €

—_—G
uma base de Grobner de I se, e somente se, S(gi,9;) =0 para todo pari # j, isto €,
o resto na divisao de S(g;,g;) por G € zero para todo par i # j.

Demonstragao. Se G é uma base de Grébner de I, entdo S(g;,g;) € I, pois é uma

—G
combinacao de pares de polinoémios de G, e segue do Corolariod.3.10|que S(g;,g;) = 0.

Reciprocamente, seja f € I ndao-nulo. Devemos mostrar que LT(f) € (LT (¢1), ..., LT (g1))-
Dado que G é um conjunto de geradores, existem h; € k[x1, ..., z,] tais que

t
f= Z higi
i=1

Do Lema sabemos que mdeg(f) < max(mdeg(h;, ;) | hig;i # 0). Definimos
H ={(h1,....h) € (k[z1,....z,]))" | f = higi}. Para todo h € H considere 9;(h) :=
mdeg(hig;),d(h) = max{d;(h)} e 6 := minpcgd(h). Assim mdeg(f) < §. Escolhido
esse 0, vamos mostrar que mdeg(f) = 4.
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Suponhamos, por contradi¢ao, que mdeg(f) < 6. Entao poderiamos escrever f da
seguinte forma:

f= higi+ Y higi = Z i9i + LT (hi)gi — LT(hi)g;) + Y _ higi (4.1)

5;=6 §;<6 =5 §;<6
= Z (LT (hi)gi + (hi — LT (hi))gi) + Z hig; (4.2)
;<0
= Z LT(h)gi+ Y (hi— LT(h)gi+ Y higi  (4.3)
6; =06 §; <6

Note que a segunda soma em tem multigrau menor que 9, ja que pelo Lema [4.1.14;

mdeg((h; — LT (h;))g;) = mdeg(h; — LT (h;)) + mdeg(g;)
< mdeg(h;) + mdeg(g;) = mdeg(h;g;) = 0; = 0.

Como o mesmo vale para a terceira soma, entao a primeira soma em também
deve ter multigrau menor que d. Seja LT'(h;) = a;z*. Entao, pelo Lema [4.3.13]
> s,—s LT (hi)gi, pode ser escrita como combinagao linear dos S-polinémios S(z% g;, 1% gy,).
Como

20 0 20 20
S(a1g;, 27 g = e (1% — e (1% ) = g, )
! x% LT (g;) 7z LT (gy) LT(g;) ™ LT(gx)
é Vik s Vik
:SIZ . T . _{L’_L — 5—7ij )
zt  LT(g;) 957 LT (gx) Je =% (95 9):
onde v, = mme(LM((g;), LM (gy)), entao existem cj, € k tais que
Z LT (hi)g: = Z cint” %S (g5, gr)- (4.4)
5;=0 5k
Agora para cada S-polinomio, por hipotese do Teorema, temos que S (gj,gk)G = 0.

Assim podemos escrever cada S(gj, gx) como

g]agk Zqzjkgza

para alguns g;;x € k[z1, ..., x,]. Agora, pelo algoritmo da divisao, temos que mdeg(g;;xg:) <
mdeg(S(gj, gr)). Assim,

t
xé_’ijS(gj’ gk) = xa_’yjk Z qijk i,
=1

portanto, fazendo b;;, = x‘S*kaqijk, temos que:

6 ’YJkS g] gk Zbljkgl (45)
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Além disso, note que:

mdeg(birg;) = mdeg(xaﬂjk%jkgi) = mdeg(x° ) + mdeg(q;;rgi)
< mdeg(x‘;_”f’“) + mdeg(S(9;, 9x))
= mdeg(z’ 5 (g;, gr)) = mdeg(S(z% gj, 2% gi)) < 6.

Logo, substituindo [£.5] em [4.4] obtemos:

t
Z LT (h;)g; = Z cipt® %S (g5, 1) = Z Cjk (Z biiji) = Z h g,
5;=6 gk Jk i=1 'y
onde mdeg(h’g,) < ¢ para todo . Finalmente, substituindo esse resultado em M,

temos que:
[ = Z h2g, + Z(hz — LT (hi))gi + Z hig;.
Y ;=0 ;<06

Assim, obtemos uma expressao para f como combinac¢ao dos polinémios g; onde cada

termo tem multigrau menor que 4, o que contradiz a minimalidade de 6. Logo mdeg(f) =
J, e segue que mdeg(f) = 6 = 6;(h) = mdeg(h;g;) para algum i € {1,....t}. As-

sim LM(f) = LM(h;g;), isto é, LM (f) é multiplo de LM/(g;) e portanto LT(f) €

(LT(¢1), ..., LT(g:)), como queriamos mostrar. O

Teorema 4.3.16 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (fi, ..., fs) um ideal polinomial
nao-nulo. Entdao uma base de Grébner para I pode ser construida em um numero finito
de passos pelo sequinte algoritmo:

Input : F = (f1,..., fs)
Output : uma base de Grobner G = (g1, ...,9:) para I, com F C G

G:=F
REPEAT
G =G
FOR cada par p,q,p # q em G' DO
r:=S(p,q)
IFr#0THEN G :=GU/{r}
UNTIL G =G
RETURN G.

Demonstracao. Seja G = {q, ..., g}, entao:

(G) =(g1,---,9:) e (LT(G))=(LT(g1),---,LT(gr))-

Mostremos que G C I em cada estiagio do algoritmo. Isso é claramente verdade
inicialmente, ja4 que G = F C I. Suponhamos que em dada etapa temos G C [I.

G

Entao, para p,q em G’, com p # ¢, temos que r = S(p,q) estd em I, ja que
el .

S(p,q) =qg1+ -+ qg+S(p,q) . Assim:

G/
Sp,q) =S q) — (g1 + -+ qg) €1
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Entao no passo seguinte, adicionando r a G, obtemos que G := G U {r} C I. Note
ainda que, como G contém o conjunto F', entao G possui os polinémios que determinam

G
I. O algoritmo termina quando G = G’, ou seja, quando S(p,q) = 0, para todo par

{p.q}.

Pelo Critério de Buchberger segue entao que G é uma base de Grébner para I = (G).
Resta mostrar que o algoritmo, de fato, termina.

Considerando o que ocorre em cada passo temos que o conjunto G consiste de G’ (o
antigo GG) juntamente com os restos nao nulos de S-polindémios na divisao por G.
De modo que (LT(G')) C (LT(G)), ja que G' C G. Além disso, se G' # G, entdo
(LT(G")) & (LT(Q)), uma vez que se um resto nado-nulo r foi adicionado a G entao
LT (r) nao ¢é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos de G’, e desse modo

LT(r) ¢ (LT(G")). Mas LT(r) € (LT(G)). Assim, de (LT(G")) C (LT(G)), vemos
que os ideais (LT (G")) formam uma cadeia ascendente de ideais em k[z1, ..., x,]:
(LT(GY)) € (LT(Gy)) € -

Como k[zy,...,x,] ¢ um anel noetheriano, entdo a condi¢do de cadeia ascendente de
ideais garante que ap6s um namero finito N > 1 de iteragoes essa cadeia estabilizara, de
modo que eventualmente teremos (LT(G'y)) = (LT(G'y,,)) = ---. Portanto teremos
(LT(G'y)) = (LT(G)), e assim G’ = G, em um namero finito de passos. O

Exemplo 4.3.17. Seja I = (22%yz? + 2y*2 — 2, 2%y* + 222) um ideal em Kk[z,y, 2] e
fizemos a ordem lexicogrifica >, com x >y > z. Temos F = (f1, fo) = (222yz? +
2%z — 2, 2%y* + 1%2).

Sequindo o Algoritmo de Buchberger
o G = {22%y2> + 2%z — 2z, 2%y* + 2%z}
e Primeiro passo:
1. G' =G = {22%y2? + 2y%2 — 2z, 2%y? + 222}
2. Calculamos o S-polinomio S(f1, f2), o qual pelo Exemplo sabemos
que S(f1, f2) = —x?2% + y3z — Lyz. Além disso note que r = ma/ —
—2?23 + Pz — Lyz # 0.
Portanto G = GU{r} = {22%yz* 4+ 2y*z — z, 2*y* + 2%z, —1?2* + y*2 — yz}.
e Sequndo passo:
1. G =G = {2222 + 2y%2 — 2, 2% + 2?2, =222 + 2 — Lyz}
2. Calculamos os S-polinomios S(f1, f2), S(f1, f3), S(f2, f3), onde do caso an-
terior podemos obter mg = 0. Vejamos agora S(fi1, f3),
1

(=22 Yt — §yz)

x2y23 x2y23

_ (902, 2 2.\
S(f1, f3) = 202y2 (2x*yz" + 2y°2)

1 1
_ 4 2.2 t.o2 1 2
=y z+yz 2yz 22.

— 1253
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G/
Agora observe que = S(f1, f3) =y'z+y?2? — itz — 122 #£0.

Entio G = GU{r} = {22%y2*+ 22— z,2%y* + 2%z, 2?23+ y* 2 — Lyz, 'z +
g2 — Ly — 12,

. Temos que calcular agora os S-polinémios S(f1, f2), S(f1,f3), S(f1, f1),
S(fe, f3), S(f2, f1) e S(fs, f1) em relagio ao novo conjunto G. Do caso

!
G

anterior temos que S(fi, f2) = S(fi,f3) =0. Vejamos agora o sequinte
S-polinémio,

x2 422 x2 422 1 1
S fa) = #yzg - (22%y2" + 2y%2) — y?iz Yty — §y22 — 522)

1 1 1
= 22?28 + §x2y2z2 + §x2z3 + 4z — §y3z.

G/
Logo ao fazer a divisao obtemos que r := S(f1,fs) = 0. Continuemos
entao com
2,2.3 2,2.3
_ Yz 2,2 2 LYz 2.3 3 1
S(anf3) - l’2y2 ' (‘T Yy +x Z) - 2,3 : (_‘T 274y Z—§y2>
1
=222t + y5z — §y3z.
Ao fazer a divisao obtemos que r := S(fs, f3) = 0. Entdo continuamos
com o Ssequinte
2,4 2,4
XYz 2,2 2 7Y = 4 92 1o 1,
S(f2, fa) = 2y (Yt atz) — i Yzt yz —gYE— g )
1 1
= §x2y2z + 5952,22.
G/
Novamente ao fazer a divisao obtemos que r := S(fa2, fs) =0.
Continuemos entao com
x?y'z? 2.3 .3 1 a?ytt 22 1o L
S(f37f4>:_x223'(—l’2+yZ—§/yZ)— y42 ( z2+yz _iyz_ﬁz)
204 , 1 oos 1y, L
=YW+ ZxY+ = Y+ <y 2.
2 2 2
G/
Finalmente ao fazer a divisao obtemos que r := S(fs, f1) =0.

Portanto G = {22%yz? + 2y*z — z,2%y* + 222, —2?2% + y?2 — %yz,y4z +
Y222 — 1y?2 — 122} 6 uma base de Grébner para o ideal I = (22yz*+2y*z —
z, 2%y + 2%2).



Capitulo 5

Base de Grobner para a variedade de
Gelfand-Tsetlin

O objetivo deste trabalho é calcular as bases de Grébner para as variedades de Gelfand-
Tsetlin de g, utilizando os polinémios desenvolvidos nos Capitulos[2e[3| comparando a
efetividade dos mesmos. Porem pela Observagao basta considerar os polindémios
do Exemplo [3.1.24] os quais sao:

U =X, Vi=1,...,n,

Uoy =X01 X 12,

Usp =X31 X135 + X350 X03,

Uyy =X31 X15X03 + X32X01 X13,

Uyo =X X14 + XaoXos + Xu3 X,

U3 =X1 X12Xoa + X1 X13 X34 + X2 X1 X14 + XaoXos Xaa + X3 X1 X114 + Xaz X32Xo4,

Uy =X X12X03X51 + X1 X13 X350 X04 + Xao X1 X13 X531 + Xao X3 X351 X114 + Xug X1 X120 Xoa+
+ X43X32 X091 X14.

e Caso gly:

Neste caso a variedade de Gelfand- Tsetlin correspondente é V ({1, Wy, Uy }) C
Ai, com @11,@21,@22 S k[Xn, X127 Xgl,XQQ]. Note que temos 3 polin()mios no
anel de polindmios em 4 variaveis. Consideremos a ordem >, com X1; > X5 >
Xo1 > Xyo. Portanto seja a 3-tipla ordenada G = (f1, fa, f3) = (W11, Uay, Usy),

calculemos a base de Grobner para o ideal <EH, \1121,622) Calculemos os S-
polinémios correspondentes:

= = XX XX
— S(Wyq,¥g) = B X - R X =0

_ .. s _ X11X12X01 _ X731 X50X01 _
S(Wi1, Upp) = S22 Xy — SRE2L - (X5 X)) = 0.

_ .. _ X12X21 X029 _ X592 X01 X9 | _
S(Wap, Wpp) = S122522 . XNy — S22 - (X5 X ) = 0.

Portanto a base de Grobner resultante ¢ G = [ X711, Xo2, X12X01].

Para comprovar a base de Grobner foi utilizado o software de Magma com os
seguintes comandos:

73
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# Definimos o anel de polinmios
P 2 < X11,X12,X21,X22 >:= Polynomial Ring(RationalField(),4,”lex”);

# Formamos a base com os polinmios na variedade de Gel fand — T'setlin
B _2:= [X11, X22, X21 % X12];

#Definimos o ideal no anel de polinmios
IdP2 :=ideal < P_2| B_2 >;

#Calculamos a base de Grbner para o ideal
Gb2 := GroebnerBasis(IdP2);
[X11, X12 % X21, X22]

e Caso gls:
Neste caso a variedade de Gelfand- Tsetlin correspondente é

V({$117 E217 $227 E31 ) 5327 §33}) - Ai?

Note que temos 6 polindbmios no anel de polindmios em 9 variaveis.

Portanto seja a 6—1’1p1a ordenada G = (fh f2, f3, f47 f5, fﬁ) = (@11, @21, @22, @317 ﬁgg, ﬁg;g).
Consideremos a ordem >, com Xi; > X9 > Xi3 > Xo1 > Xop > Xo3 > X371 >
X30 > X33, calculemos a base de Grébner para o ideal

(W11, War, Wag, Way, Usg, Uas) C K[ X1, X1, X13, Xo1, Xoo, Xoz, Xa1, X2, X33].

Calculemos os S-polinémios correspondentes:

— Do caso de gl, tem-se que os restos S(fl,fg) , (fl,f3) S(fg,fg)g, sa0

7€ero.
— S(fi, fa) = u&ﬁ - X — M{;ﬁ -+ X33 = 0.

- (f1> f5> XuXaXs Xll — XXisXa (X13X31 + X23X32) = _X11X23X32'

X11 . X13X31
Porem temos que S(fi, f5) =0,

X1 X12X0s X X11X12X03 X _
= S(fi, fo) = S B Xy — SRl - (X p X3 X1 + X3 X1 Xao) =

—X11X13X91 X32. Onde o resto S(f, f6)G =0

Prosseguindo pode-se obter que em S(fs, f;) com 4 < ¢ < 6 o resto de
-
S(f2 fi) =0.

— No caso de: S(fs, f6) = %'(XHXQQ_%%'(XHX%XM‘F

-«
X13X01 X50) = —X13X3 X0, no qual S(f3, fo) = —X13X5 X502 # 0.

Portanto G = (f1, f2. f3, fa: f5, fo, f7) = (W11, Uar, Wag, Wy, Wy, Uz, X13X3 Xp)
é repetimos novamente o processo

— Em S(fy, fi) com i = 2,..,7 temos que o resto de S(fy, f) fl)
— Em S(fa, f;) com i =3, .., 7 temos que o resto de S(fa, fi)
— Em S(fs, fi) com i =4, ..,7 temos que o resto de S(fs, f) fz)

(f1, fi) S )’

— Em S(fy, f;) com ¢ =5,..,7 temos que o resto de S(f4, f;
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— Em S(fs, fo) = M'(X13X31+X23X32)—M'(XHX%XM—F

X13X31 X12X23X31

—G
X13X21X32) = X12X223X32 - X123X21X32, onde S(f5, f6) 7& 0
Logo G = (fh fo, f3, fa, I5, fs, fr, f8)7 onde fg 1= X12X223X32 —X123X21X32- Repe-

timos novamente o processo.

X15X3) Xa1 X X15X3) Xa1 X
— Em S5(fs, f7) = %'(X13X31+X23X32)—%'(XBX%XQ) =

-
X221X23X§2, onde S<f5,f7) % 0.
Assim, G = (fi1, fo, [3, fas [5, fos [7, fss fo), onde fo := X3 Xo3X3,. Repetimos

novamente o Processo.

— Finalmente neste caso temos que os S-polindomios S(f;, f;) com 1 < j < i <
——
9 o resto de S(f;, fi) =0.

Portanto a base de Grobner associada ao ideal I = (U;, Way, Wog, Wyy, Uay, Ws)

2

€

G =[X11, X, X190 Xo1, X, X135 Xa1 + Xog Xsa, X190 Xo3 X1 + X13X01 Xso, X153 X3, Xao,
X19 X33 X35 — X3 X1 X9, X5 X3 X5, ]

Para comprovar a base de Grobner foi utilizado o software de Magma com os
seguintes comandos:

# Definimos o anel de polinmios
P 3 < X11,X12,X13,X21, X22, X23, X31,X32, X33 >:= Polynomial Ring(RationalField(),9,”lex”);

#Formamos a base com os polinmios na variedade de Gelfand — T'setlin
B 3:=[X11, X22, X21%X12, X33, X31%X13+ X32x X23, X31*X12x X23+ X32x X21 % X13];

#De finimos o ideal no anel de polinmios
IdP3 :=ideal < P_3|B_3 >;

#Calculamos a base de Grbner para o ideal

Gb3 := GroebnerBasis(IdP3);

[X21/\2 * X23 % X322, X12% X232 X32 — X132 X21 % X32, X13 % X212 X32, X12x X23 % X31 +
X13 % X21 % X32, X12x X21, X13 % X31 + X23* X32, X11, X22, X33]

Caso gl,:

Temos que a variedade de Gelfand- Tsetlin correspondente é
V({ W11, Uay, oo, Uy, Usp, Wz, Uy, Uyo, Wz, Uag}) C AL,

onde @ij S k[Xn,X12,X137X14X21,X22>X237X24,X31,X327X33,X34,X41>X42,X43,X44]
com i =1,2,3,4ej=1,..,1. Note que temos 10 polinomios no anel de polind-
mios em 16 variaveis.

Neste caso, ao calcular a base de Grobner para
] - <§117 $217 $227 ﬁ31 ) ﬁfﬂ?a $33a E417 W427 w437 $44>;

estabelecendo a ordem lexicografica, com Xi; > X0 > X3 > Xy > X9 >
Xog > Xog > Xoy > X31 > Xgo > Xz > Xy > Xy > Xy > Xz > Xy
no software de Magma, o resultado foi um ntmero de 497 polinémios na base de
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Grobner, que, devido ao seu tamanho, sao bastante extensos para poder adiciona-
los a esses resultados.

Além disso foi fixada uma ordem monoémial diferente, que foi a ordem lexicografica
reversa graduada, pois como vimos no Capitulo 4, alterando a ordem monoémial
fixa o resultado obtido pode ser diferente.

Neste caso resultou em uma nova base de Grobner que tinha 236 polinémios
o que reduziu bastante o resultado obtido com relagdo a ordem lexicografica,
infelizmente o comprimento dos polindmios ainda sao bastante extensos como

para poder anexar o resultado.

Porém os codigos usados para calcular a base de Grobner no aplicativo de Magma,
foram:

# Definimos o anel de polinmios
P 4 < X11,X12,X13,X14, X21, X22, X23, X24, X31, X32, X33, X34, X41, X42, X43, X44 >
:= Polynomial Ring(Rational Field(), 16,” grevlex”);

#Formamos a base com os polinmios na variedade de Gel fand — T'setlin
B 4:= [X11, X22, X21%X12, X33, X31%X13 4+ X32xX23, X31%X12x%X23 + X32x X21x*X13,
X44,X42 % X14 4+ X42 % X24 + X43+ X34, X42 % X12x X24 + X42*x X13 % X34 + X42x X21 % X14
+ X425 X23 % X34 + X43 % X31 % X14 + X43% X32% X24, X42x X12 % X23 % X34 + X42+ X13* X32x* X24
+ X42 % X21 % X13 % X34 + X42% X23% X31% X14 + X43 % X31 % X12+ X24 + X43 % X32x X21 « X14];

#Definimos o ideal no anel de polinmios
IdP4 :=ideal < P_4| B_4 >;

#Calculamos a base de Grbner para o ideal
Gb4 := GroebnerBasis(IdP4);

#Imprime a quantidade de polinomios na base obtida

#Gb4;
236

e Caso gls:

Temos que a variedade de Gelfand- Tsetlin correspondente é
V({Ella 6217 WQQ) $317 ﬁ?ﬁv E?)Sa Elﬂa §42a 6437 E447 $517 $527 $537 $54a $55}) - A]]zf)a

Neste caso temos 15 polindmios no anel de polindmios em 25 varidveis.

Infelizmente a capacidade computacional acessivel nao foi suficiente para calcular
a base de Grobner para o ideal

I = <@117$217 W227 §317 5327 §337$41)E427$437 $447 §517 5527 §537§547E55>'

Neste trabalho foi tentado calcular uma base de Grobner da variedade de Gelfand-
Tsetlin para gl,,. Devido a capacidade computacional nao foi suficiente para receber
resultados conclusivos. O fim do trabalho devia ser que com uma base de Grobner
tentar calcular mais indicadores de classificacao das variedades de Gelfand-Tsetlin para
gl.., como por exemplo, resolucoes livres, nimeros de Betti e o polinémio de Hilbert.

Por exemplo nos casos de gl,, gl; e gl;, ao calcular o polinomio de Hilbert utilizando o
comando "H<d> := HilbertPolynomial(I);" no software Magma obtivemos os seguintes
resultados:

(i) Em gl,, H <d >=2.
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(i) Em gly, H < d >=6d*> — 6d + 7.
(ili) Em gly, H < d >= 2d° — 24d* + 164d® — 600d> + 284 — 1108.

Contudo, nao foi possivel fazer generalizagoes entre eles, no que diz respeito as infor-
macoes obtidas até o momento.
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