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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existéncia de dominios néo triviais em S¥ x R, N > 2, no qual
existe solucao para o problema sobredeterminado de Serrin, aplicando a teoria de bifurcagao
de solucdes. Iniciamos exibindo alguns pré-requisitos para o qual essa teoria impde e fixando
alguns conceitos e notagdes. Ademais, por completude do tema, introduzimos o espaco das fun-
coes de Holder, que sao amplamente utilizados. Por fim, apresentamos as devidas técnicas para

conclusdo do resultado que garante a existéncia de solugdes para o referido problema.

Palavras-chave: Problema sobredeterminado, Dominios ndo triviais, Variedades Riemmianas,

Bifurcacao de solugdes



ABSTRACT

In this work we study the existence of non-trivial domains in S¥ x R, N > 2, in which there
is a solution to Serrin’s overdetermined problem, applying the bifurcation theory of solutions.
We begin by displaying some prerequisites for which this theory imposes and establishing some
concepts and notations. Furthermore, for the completeness of the topic, we introduce the space
of Holder functions, which are widely used. Finally, we present the appropriate techniques to

conclude the result that guarantees the existence of solutions to the aforementioned problem.

Keywords: Overdetermined problem, Non-trivial domains, Riemanian manifolds, solution bi-

furcation
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INTRODUCAO

Problemas envolvendo o operador Laplaciano tém sido estudados por muitos matemati-
cos ha décadas, sob varios aspectos. Além de motivacdes matematicas muitos desses problemas
estdo diretamente ligados a problemas fisicos. A busca por propriedades de seus autovalores,
nos mais variados ambientes, sob certas condi¢gdes sobre seus dominios, ¢ um desses aspectos.
No mesmo sentido, podemos pensar como sdo as autofuncdes envolvidas nesses problemas. Po-
demos olhar também para um outro aspecto, como por exemplo, o de encontrar os dominios que
satisfacam um problema envolvendo o Laplaciano, sob certas condigdes sobre a func¢ao definida

no ambiente.

Nessa direcao, em 1971, J. Serrin em seu artigo “A symmetry problem in potencial the-

ory”, [29], comenta que Professor R. L. Fosdic propos o seguinte problema:

Seja Q) C R" um dominio limitado com bordo suave e suponha que exista uma fun¢do u

satisfazendo
Au=—1em(,

u = 0 sobre 02, 0.1)

G_ZL\l’ = const. sobre Of).

Entdo ) deve ser uma bola?

Nesse celebre artigo, Serrin demonstrou que de fato {2 ¢ uma bola e a fungdo u que

satisfaz (0.1]) é uma fungdo radialmente simétrica.

Tal problema surge, por exemplo, se considerarmos o funcional tor¢do rigida definido

por
R(Q) := /Q ||Vul||*do, (0.2)
em que ) C R? é uma sec¢o transversal do cilindro, u : 2 — R satisfaz a equacio diferencial
parcial
Au= —1em ),
u = 0 sobre 02,

que mede a resisténcia da tor¢do de um cilindro de base €2, e em que V e A sdo, respectivamente,
o gradiente e o laplaciano de u, ver [[14, Exemplo 3.1, p. 27]. Nesse livro, D. Henry ressalta que a
resisténcia R, depende ndo somente da constante elastica do material, mas também da geometria
da segdo transversal 2 C R2. Considerando €2 como um parametro em (0.2) e aplicando a teoria
de pertubagio de dominios, ele chega a conclusio de que 2 satifaz o problema (0.1]) se, e somente

se, {2 € um ponto critico para o funcional R, com 4rea fixa, sendo N ¢ o vetor normal exterior ao

0 e gu ¢ a derivada normal de u.

ON



12

Motivados pelo trabalho Serrin e pela dependéncia geométrica de €2, muitos outros ma-
tematicos se dedicaram a problemas semelhantes a esse, ou seja, encontrar dominios para o qual
existe solugdo de (0.1)); esses dominios sdo chamados de dominios de Serrin. Porém em R”,
como visto acima, a bola é o nico dominio de Serrin. Em casos de dominios nao limitados
existem mais possibilidades para a forma dos mesmos. Nesse sentido, um dos mais famosos tra-
balhos foi o de H. Berestycki, L. A. Cafarelli e L. Nirenberg, em 1997, que estendeu o problema
para dominios ndo limitados, ver [2]. Eles provaram que, sob algumas hipoteses sobre f'e €2, se
o problema

Au+ flu) = 0 em (2,
u = 0 sobre 02, (0.3)

% = const. sobre 02,

ON

admite uma solu¢do suave e limitada, entdo ) ¢ um semi-espaco. Nesse artigo, os autores pro-
puseram uma conjectura, com o objetivo de generalizar o Teorema de Serrin para dominios nao
limitados. Tal conjectura diz que se f'é uma fun¢io localmente Lipschitziana, e Q C RY é um
dominio suave tal que RV\(2 é conexo, a existéncia de uma solugdo limitada para o problema
(0.3) implica que os dominios sdo precisamente: uma bola; ou um semiespago; ou um cilindro
generalizado B* x R"~* em que B¥ C R¥ ¢ uma bola; ou o complementar de um deles. Os do-
minios ja conhecidos sdo denominados dominios de Serrin triviais, isto €, todos aqueles citados
acima. Por consequéncia, a conjectura acima pode ser reformulada da seguinte forma: Se f¢é
uma fungao localmente Lipschitziana, € 2 C RY é um dominio suave tal que R¥\( é conexo, a

existéncia de uma solugdo limitada para o problema (0.3) implica que 2 é um dominio trivial.

Viarios pesquisadores se debrugaram na busca de obter outros dominios de Serrin dife-
rentes dos triviais, ou seja, de tornar a conjectura falsa, usando teoria de pertubacao, como por
exemplo, a teoria de bifurcagdo de solugdes, introduzida em [|10, 27, 28, 30], e aplicadas, por
exemplo, em [25] para a bifurca¢ao do semi-espago em dimensao alta, e bifurcacdo do comple-
mentar de um cilindro que foi obtido em [26]. Finalmente, em 2010, essa conjectura foi refutada
para N > 3 por P. Sicbaldi, que construiu dominios extremais obtidos como uma perturbagao

periodica de um cilindro.

Naturalmente, podemos pensar em tentar estender esse problema para outros ambientes,
que tém certas semelhangas com RY. Por conseguinte, é possivel reformular o problema da

seguinte forma:

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, e suponha que existe uma fungao u satisfazendo

Agu = —1em (2,
u = 0 sobre 02, (0.4)

8_;\{] = const. sobre Of),

onde A, ¢ o operador Laplace-Beltrami. Qual ¢ a forma de {2 C M? Os dominios que sdo
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solugdes para (0.4) sdo chamados de dominios de Serrin.

Em 1991, Robert Mozor, [22], publicou um artigo com um resultado para dominios no
espago hiperbolico HV. Ele demonstrou que, supondo que existe uma solugdo para (0.4) com
M = H", entdo 2 C H" é uma bola geodésica. Além disso, o resultado de Serrin também foi
estendido, em 1998, [[16], por S. Kumaresan, J. Prajapat, para subdominios da esfera M = SV, a
esfera unitaria N—dimensional, que estdo contidos em um hemisfério. Mais precisamente, eles
denmonstraram que qualquer dominio Serrin suave contido em um hemisfério de SV € uma bola

geodésica. No entanto, as bolas geodésicas ndo sdo os unicos dominios de Serrin de S".

De modo mais geral, em 2015, M.M.Fall e I.A. Minled, [8], mostraram que se M ¢
compacta, entdo o problema sobredeterminado (0.4) tem solucdo e os dominios foram obtidos

por pertubacdo de pequenas bolas geodésicas.

Em 2016 os pesquisadores Filippo Morabito juntamente com Pieralberto Sicbaldi publi-
caram um trabalho intitulado “Delaunay type domains for an overdetermined elliptic problem
inS" x R and H" x R”, [24], que mostrou a existéncia de uma familia enumeravel de Delaunay
para o problema de autovalor do laplaciano nessas variedades. Isto €, existem dominios enume-
raveis de Delanay §); C M", onde M" ¢ S" ou H" e n > 2, para o qual existe solu¢do para o

seguinte problema sobredeterminado

Ag, u+ Au=0em ¢,
u = 0 sobre 0€2;,

u
—— = const. sobre 0();,
v

que foram obtidos por bifurcagdo do cilindro B” x R, onde B” ¢ uma bola geodésica em M", para
1

n € N—{0} ej = —. Esse trabalho ja indicava um interesse desses pesquisadores em problemas
n

envolvendo variedades Riemanninas do tipo produto, mais especificamente em M" x R.

Anos mais tarde, em 2018, M.M.Fall e I.A. Minled, agora juntamente com T. Weth, em
[9], provaram a existéncia de dominios ndo triviais em SY, N > 2, que sdo solugdes para (0.4).
Tais dominios foram obtidos por bifurca¢des de vizinhangas tubulares axialmente simétricas do

equador SV~!, identificado por S*~! x {0}, ou seja,

Q, =: {((cosO)a,send) : 0 € SN0 € R,|0] < p(0)} C S,
em que ¢ : S ! — R é uma fungdo C? ndo constante com (o) € (0, g), para todo o € S,

sdo dominios de Serrin “com essa forma”.

Esse trabalho foi baseado no artigo [23]] de F. Morabito, que exibe dominios de Serrin

ndo triviais em S¥ x R (N > 2) que sdo solugdes para o problema sobredeterminado
Ag, u=—lem(,
u = 0 sobre 0¢2, (0.5)

u
— = const. sobre 012,
ov
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para (0,1) € S¥ x R, em que A, € o operador Laplace-Beltrami em SY X R, g0, € a métrica

o,1)

produto standart, v € o vetor normal unitario exterior ao 0€) e En ¢ a derivada normal de u. Tais
v

solugdes sdo obtidas por bifurcagdo de vizinhangas tubulares simétricas retas de SV x {0}, que

sdo, precisamente,

{(o,t) e S xR : |t <Xe >0},

esses dominios nao sao limitados por esferas geodésicas. A técnica utilizada foi introduzida em
[9] juntamente com o interesse de Morabito em problemas sobredeterminados em S¥ x R exibido

acima, adaptando-se os argumento para este ambiente.
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1. NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos, destacaremos resultados importan-
tes e fixaremos a notacao a ser utilizada no desenvolvimento do trabalho. Para isso, trazemos
duas se¢des. Na primeira, apresentamos o nosso ambiente de estudo, as variedades diferencia-
veis, munindo-as com uma métrica Riemanniana, e definindo as ferramentas diferenciaveis ne-
cessarias para trabalhar com operadores diferencidveis. Na segunda, apresentamos um espago
que desempenhara papel fundamental neste trabalho, uma vez que a teoria de pertubagao sera
aplicada sobre ele; o espaco das func¢des de Holder, estudaremos também algumas propriedades
de completude segundo a norma que iremos definir nesse espago e estenderemos essa defini¢do

para variedades compactas.

1.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta secao introduziremos o conceito de variedade Riemanniana sob o ponto de vista
de [6] para que possamos usufruir da linguagem deste ambiente de maneira mais geral possivel,
e, a posteriori, nos restringirmos a um exemplo especifico, que sera o ambiente deste trabalho.
Ressalto que algumas proposi¢des nao serao demonstradas, porém vamos ter o cuidado de deixar

uma referéncia para que o leitor possa consultar as devidas demonstragdes.

Comecamos conhecendo o ambiente de variedade diferenciavel. Vale a pena mencionar
que as aplicagdes diferenciaveis no contexto deste trabalho serdo tratadas como sendo aplicacdes

C*°, salvo mengao contraria.

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia

de aplicag¢oes biunivocas x,, : U, C R" — M, de abertos U, de R" em M, tais que

(1) Uaxa(Uoz) =M;

(2) Para todo par ., 3, com xo(U,) Nxg(Ug) = W £ 0, os conjuntos x,;' (W) ex/gl(W) sdo
abertos em R" e as aplica§5esx[§1 oxq 1 X, (W) = x5' (W) ex; oxg : xgl(W) — x {(W)
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sdo diferenciaveis.

Observacio 1.1.1. O par (U, x) ou ainda (U, (x1,...,x,)) = (U,x;), comp € x(U) C M, é
chamado uma parametrizagdo (ou sistema de coordenadas); x(U) é uma vizinhanga coordenada
de p em M. Quando quisermos nos referir ao carater local em algumas demonstragoes usaremos

os sistemas de coordenadas, salvo men¢do contraria.

Observacio 1.1.2. 4 familia of := {(U,,x,)} satisfazendo as condig¢ées (1) e (2) da Defini-
¢do é denominada estrutura diferenciavel em M. E possivel mostrar que toda variedade
diferencidvel M admite uma estrutura maximal <7, isto é, toda aplicagdo x : U C R" — M
que satisfaz a condi¢do (2) para toda aplicagdo x, € o/ também pertence a </, como pode ser

observado em [|17, Proposi¢do 1.17, p. 13].

Exemplo 1.1.1. Naturalmente temos que o espaco Euclidiano n—dimensional R" com a estru-
tura of = {(R", ldg:)} é uma variedade diferencidvel; maiores detalhes podem ser consultados
em [17, Exemplo 1.22, p.17].

Observacio 1.1.3. Daqui por diante adotaremos a seguinte notagdo, Ng = N U {0}.

Exemplo 1.1.2. Seja S" := {(x1,...,xy41) € RV i + - + x5, = 1} a esfera unitaria de
RN*L. Podemos pensar na projegdo estereogrdfica e como em [6, Exemplo 4.6, p.20] mostrar

que SN é uma variedade diferencidvel.

Exemplo 1.1.3. Sejam M, ..., My variedades diferenciaveis de dimensdo n, . . . , nj respectiva-
mente. Entdo M = M, X - - - X M é uma variedades diferencidavel. Com efeito, seja (p1, . .., px) €

M, entdo podemos escolher as parametrizagoes (U;, x,,) para M; tal que
Di € xai(l]i)a

e assim a aplicagdo produto, isto é, x = Xn, X -+ X Xo, : Uy X -+ X Uy C R4 — M
satisfaz a condi¢do 1 e 2 da Defini¢do conforme pode ser visto em [|I7, Exemplo 1.34,
p.21].

Definicdo 1.1.2. Sejam M™ e N" variedades diferenciaveis. Uma aplicagdo ¢ : M — N é
diferencidavel em p € M se dada uma parametrizagio y : V C R" — N em ¢(p) existe uma
parametriza¢do x : U C R" — M em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplica¢do

ylopox:UCM — R”
¢ diferenciavel em x ' (p).

Observacao 1.1.4. Em consequéncia da defini¢do acima podemos ver as aplicagcoes f: M — R
como aplicagoes entre variedades diferencidveis as quais chamaremos de fungoes, isto é, fun-
¢oes serdo aplicagoes que tem como dominio uma variedade diferenciavel e tem como contra-
dominio a reta. Nesse contexto, diremos que uma fun¢do ¢ diferenciavel se satisfaz a defini¢do

acima. Denotaremos o espago das fungdes diferencidveis por C*(M).
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Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagado diferenciavel
a:(—ee) CR—M,

¢ chamada de curva em M. Suponha que «(0) = p € M, e seja cy (M) o conjuntos das fun¢des

de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva a em t = 0 é a fungdo o/'(0) : C;°(M) — R

dada por

O A

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—5, e) — M com

a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M e chamado de

espaco tangente.

Definicdo 1.1.4. Seja M e N duas variedades diferenciaveis e seja F : M — N uma aplica¢do
diferenciavel. A diferencial de F no ponto p é a aplicagdo linear que para cada v € T,M associa

um vetor dF,(v) € Tr,)N.

Observagio 1.1.5. Sob as mesmas condigoes acima seja o : (—¢,e) — M tal que a(0) = 0 e
a/(0) = v, assim a curva (t) = (F o «)(t) é diferencidvel e 5(0) = F(p) e

B3'(0) = dFp(v),
como pode ser visto em [06].

Observacio 1.1.6. Seja M" uma variedade diferenciavel de dimensdo n e (U, x) um sistema de

coordenadas. A escolha da parametrizacdo x : U — M associa uma base

o), (52), g

em T,M, onde p = x(q), como pode ser observado em [0, p.9]. As vezes, para facilitar a notacdo

utilizaremos também {0\, . .., 0,} ao invés do apresentado acima.

A seguir temos um resultado importante que caracteriza os espagos tangentes em varie-

dades produtos. Por completude apresentaremos também sua demonstragao.

Proposicdo 1.1.1. Sejam M, N duas variedades diferenciaveis. Entdo Ty (N x M) é isomorfo
a T,N@ T,M, para todo g € Nep € M.

Demonstragdo. Sejam m; : N x M — N, definida por 7(q,p) = g, e m : N X M — M,
definida por m,(q,p) = p, as respectivas projecdes que sdo aplicagdes diferenciaveis. Defina
U Ty (NxM) = T,NP T,Mpor V(V) =dy,ymi(V)+dy,m(V).Se V,U € Ty, (Nx M)
e A € R, temos

YAV 4+U) = dypmi( AV +U) +dgpnm(AV+U)
= Mdypm (V) +digpm(U)] + [dgpm(V) + dgpm(U)]

= Mdgpm (V) +dgpm(V)] + [dgpnmi(U) + dgpm(U)]
= NY(V)+ (),
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ou seja, U ¢ linear. Além disso, como a
dim(7, ) (N x M)) = dim(N) + dim(M) = dim(7,N) + dim(7,M),

entdo, pelo Teorema do Nucleo e Imagem, basta mostra que ¥ ¢ injetiva. Assim, seja V' €
Tigp)(N x M) tal que ¥(V) = 0. Pela defini¢do de W temos que d(y,ymi(V) + d(gpym (V) = 0,
logo segue que V' € T,NN T,M, e como T,N N T,M = {0}, obtemos que ¥/ = 0, e portanto W ¢

injetiva o que conclui a prova. ]

Pela proposi¢do acima podemos identificar T, (N x M) = T,N& T,M para todo
(¢,p) € N x M. Isso se mostrara muito util mais adiante neste trabalho.

Exemplo 1.1.4 (O fibrado tangente). Seja M" uma variedade diferenciavel. Definimos o fibrado
tangente de M por TM := {(p,v);p € M,v € T,M}. Como visto em [6, Exemplo 4.1, p.15], o

fibrado tangente é uma variedade diferenciavel de dimensdo 2n.

Definicao 1.1.5. O semi-espago é o conjunto definido por

HY := {(x1,...,xy) € R : xy > 0}.

Um subconjunto ¥ € HY aberto tem a forma ¥ = H" N U, onde U é um aberto de R”.
Entdo, dizemos que uma fungdo f: ¥ — R, definida em um aberto V' de H", ¢ diferenciavel se
existir uma fungio diferenciavel f: U — R definida em um aberto U de RY, em que V C U,
tal que f|y = f. Se /¢ diferenciavel em ¥ a diferencial df, ¢ definida por df, = ]_;, ondep € V.

Com isso podemos definir uma variedade com bordo.

Definicao 1.1.6. Um conjunto M é dito uma variedade diferenciavel com bordo, ou somente
variedade com bordo, de dimensdo n se existe uma familia de aplicagoes aplica¢oes biunivocas
Xo : Uy CHY — M, onde U, é um aberto de H”, tais que

() U, xa(Us) = M;

(ii) Para todo par o, 3, com x,(U,) Nx(Ug) = W # 0, os conjuntos x,(W) e x3(W) sdo

1

aberto em H" e as aplicagoes x,, o xgl ex, oxgsdo diferencidveis em W.

Os conceitos anteriores e adiante se aplicam totalmente a variedades com bordo.

Observacao 1.1.7. Um ponto p € M é dito ponto de bordo se para um sistema de coordenadas
x : U— Mem torno de p se tem p = x(0,x,,...,xy). O conjunto de pontos de bordo de M, é
chamado de bordo de M e denotaremos por OM. E possivel mostrar que o bordo néo depende da
parametriza¢do e que o bordo de uma variedade diferencidvel de dimensdo n é uma variedade

diferenciavel de dimensdo n — 1. As demonstragoes desses fatos podem ser consultadas em [\17,
p.54].
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Exemplo 1.1.5. HY := {(x,...,xy) € RY : xy > 0} é uma variedade com bordo.

Definicao 1.1.7. Um campo de vetores tangentes X em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa o vetor X(p) € T,M. Em termos de aplicacoes,

X é uma aplicacdo de M no fibrado tangente TM. O campo é diferenciavel se a aplicagdo
X M—TM
é diferencidvel. Denotaremos o espago dos campos de vetores diferenciaveis por 2" (M).
Defini¢ao 1.1.8. Seja M uma variedade com bordo e seja p € OM. Dizemos que o vetor
NeTl,M

aponta para dentro se N ¢ T,0M e, para algum € > 0, existe um seguimento de curva diferen-
ciavel o : [0,e] — M tal que a(0) = p e o/(0) = N. Dizemos que N aponta para fora se —N
aponta para dentro. Se N aponta para dentro, chamaremos N de normal interior, caso contrario,

N sera chamado de normal exterior.

Como pode ser consultado em [|17, Proposi¢ao 15.33, p.391], dado uma variedade M
com bordo, um campo de vetores normais exterior ¢ um campo X € 2" (M) tal que X(p) € T,M

¢ um vetor normal exterior para todo p € OM.

Definicdo 1.1.9. Sejam M uma variedade diferenciavel e X, Y € 2 (M). Definimos o campo
colchete por [X, Y] = XY — YX.

Proposicao 1.1.2. Sejam M uma variedade diferenciavel,
XY, Ze X (M), ea,beRef,gec C°(M).
Entdo:
1. [X,Y] = —[Y,X] (anticomutatividade);
2. [aX+ bY,Z] = a|X, Z] + b|Y, Z] (linearidade);
3. [ 1, Z) + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y] = O (identidade de Jacobi),
4. X, g¥] = fglX, Y] + fX(g)Y + gY(H)X.

Definicao 1.1.10. Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma variedade
diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno

gy = (,)p no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido. Se x :

U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, x(xi,...,x,) = q € x(U) e
0
—(gq) =dx(0,...,1,...,0), entd

o (5@ @) - <a%<q>,a%<q>>q — gy ),

é uma fungdo diferenciavel em U.
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Exemplo 1.1.6. Seja RY com a métrica

N
gle,y) = xi,
i=1

segue de maneira imediata que (R", g) é uma variedade Riemanniana, onde x = (x,...,xy) e
y = 1,...,yn). A matriz dessa métrica nos campos ortonormais canénicos de R" é dada por
lsei=j
gijlei ¢) = 61 = _
0sei+#],
ondee; = (0,...,1,...,0). Em R denotamos a métrica Riemanniana por dt*.

Proposicao 1.1.3. Toda variedade diferenciavel admite uma métrica Riemanniana.

Uma prova para a proposi¢ao acima se encontra em [, Proposicao 2.10, p.47].

Exemplo 1.1.7. Em consequéncia da proposi¢do acima S, a esfera unitdaria de dimensdo N, é

uma variedade Riemanniana com uma métrica gsy.

Definicao 1.1.11. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a distancia entre os pontos

p,q € M por
b
dp,q) = inf{/ |17/ (¢)||dt; v é curva diferencidavel por partes e y(a) = p,~(b) = q}

Como em [0, Proposi¢do 2.5 p.161] ¢ possivel provar que (M, d) € um espago métrico.
Também em [6, Proposicao 2.6, p.162] temos que a topologia de M coincide com a topologia
gerada pela métrica.

Definicdo 1.1.12. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ' : M — N uma aplica¢do diferen-

ciavel, considere gy a métrica em N. Definimos o pullback de gy por F como
Fgu(X, Y) = g(dF(X), dF(Y)) para todos X, Y € 2 (M),
pontualmente temos que
F'gn(u,v) = gn(dF,(u),dF,(v)) para todo p € M e todos u,v € T,M.

Definicdo 1.1.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo. Dizemos que N é um

campo normal unitario exterior, se para todo p € OM tivermos

g(v,N(p)) = 0, para todo v € T,0M, g(N(p),N(p)) = 1 e N(p) é normal exterior.
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Definicdo 1.1.14. Sejam (M, gy) e (N, gy) variedades Riemannianas e seja F : M — N um
difeomorfismo, isto é, F bijegcdo diferenciavel com inversa diferenciavel. Dizemos que F é uma
isometria, se para todo p € M tivermos que gy(u,v) = gn(dF,(u),dF,(v)), para todos u,v €
T,M, isto é, gy = F*gn. F é isometria local em p € M se existe uma vizinhanga aberta U de p

tal que satisfaz a defini¢do de ismetria nessa vizinhanga.

Exemplo 1.1.8. Pelo Exemplo dados duas variedades Riemannianas (M, gy) e (N, gy)
o produto (M x N) é uma variedade diferenciavel, e, pela Observagdo ([.1.1), a métrica natural

a se considerar é

SuxN = &u + &n,

o que torna (M x N, gy«n) uma variedade Riemanniana.

Defini¢iio 1.1.15. Uma Conexdo Riemanniana é a aplicagdo V : (M) — (M) tal que:

vaH—XzY:val Y+ VX2Y;

VX(Yl -+ Yz) = VXYl + V)(Yz,'

Vx(fY) = X()Y + fVxY;

VXY— VyX: [X, ﬂ,‘

L]

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y, Vx2).

A uma conexao Riemanniana podemos associar uma derivada covariante, como pode

ser visto em [, Proposicao 2.2, p. 55], tal que

D DV DWW

1. d_t<V+ W) = E+7, onde V', Wsdo campos ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M;
D d V

2. — = —fV—|—]D—, onde V' ¢ um campo ao longode c: I — Me fe C(I);
dt dt dt

3. Se V ¢ induzido por um campo de vetores ¥ € 2 (M), isto ¢, V(t) = Y(c(¢)), entdo
DV
@ e

Definicdo 1.1.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva parametrizada v : I — M
D . d

é uma geodeésica em ty € I se Jt(%) = 0 no ponto t,, se y é geodésica em t, para todo t € I,

dizemos que ~y é um geodésica. Se [a,b] C I e~y : I — M é uma geodésica, a restri¢do de -y a

la, b] é chamada (segmento de) geodésica ligando ~y(a) a y(b).

Exemplo 1.1.9. Seja M = RY, como a derivada covariante, que coincide com a derivada usual
de campos, as geodésicas sdo retas parametrizadas proporcionalmente pelo comprimento de

arco. Como pode ser consultado em [0, Exemplo 2.10, p. 73]
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Exemplo 1.1.10. Considere agora S". como em [6, Exemplo 2.11, p. 74] as geodésicas de SV

sdo circulos maximos.

Exemplo 1.1.11. Vamos calcular algumas geodésicas em S x R. Primeiramente, observe que
pela Proposigdo dado o ponto (o,t) € SV x R temos que T(, (S x R) = T,S" x R,
assim podemos identificar o fibrado tangente do produto por T(SY x R) = TS" & TR, e logo
identificamos também o espago dos campos de vetores, isto é, Z (S¥ x R) = 27 (SV) & 2 (R).
Assim ganhamos uma conexdo Riemanniana, isto é, compativel com a métrica g(5,) = gsv + dr?

métrica dada pelo Exemplo ([.1.8), que denotaremos por
Agvyr = Agyv + A,

associado a essa conexdo Riemanniana identificamos a derivada covariante por

DSNXR DSN DR DSN f

s () = e (')+$ (')—a (')+$(')-
Logo, seja~ : I — SN um circulo maximo e a(s) = st + (1 — )ty = ty + s(t — ty) um segmento
de reta em R, onde t; € R fixo e t € R arbitrario diferente de ty. Considere [B,(s) = (v(s),1),

assim
SVxR sV
2 ) = 2 en+ Lo =

pois vy é geodésica em SY e t é constante. E entdo, 3, é geodésica em S’ x R. Agora, defina
Ba(s) = (p, afs)),onde p € SN é um ponto fixado, por argumentos andlogos ao de (3, é possivel
mostrar que (3, é geodésica em SV x R. Uma pergunta natural é se curvas como 3\ e 3, sdo as
unicas geodésica? A resposta para essa pergunta é ndo, porém, ndo é tdao trivial de classificar
as geodesicas dessa variedade Riemanniana. Para ficar claro a dificuldade de classificar todas
as geodésicas em SV x R olharemos abaixo a equacdo das geodésicas que pode ser expressada

em coordenadas locais.

Como em [6, p. 69], podemos expressar a equagdes das geodésicas em parametrizagcdes

por
d’x;, dx; dx;
—= M—=2=0k=1,... 1.1
onde y(f) = (xi(2),...,x,(¢)) ¢ uma geodésica em uma variedade Riemanniana M. E os T’}

podem ser obtidos como se segue, em [|18, cap. 5, p.69], vale a formula de Koszul
VLY, Z) = X(V.Z) + Y(X.Z) - Z(X.Y) = (V. [X.Z)) — (Z[Y.X]) + (X2 7). (12)
Tomando um sistema de coordenadas (U, x;) em torno de p € M temos, pela féormula de Koszul

@2,

2(V5,0;,01) = 0:(;, 01) + 9(0;, Or) — 01{9;, 5). (1.3)
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Fazendo V5,0, = Z F ;O obtemos

Z Fljgkl zgjl + 8]gll a/gij)v

o que multiplicando pela inversa g resulta em

1 m
Z Tigug" = 5(@&1 + Oigu — Oigy)g’

1
Z Fk5km = E(aigjl + g — O0igij) g™

Assim, tomando m = k, segue que

1
Ly = 2 Z(aigjl + g — Oigy)g".

k

Olhando para ([L.1)) se trata de uma EDO de segunda ordem em que dado um ponto ¢ um
vetor tangente garantimos a existéncia e unicidade de solucao, porém se considerarmos a métrica
e derivada covariante em S x R fica claro o quéo dificil é classificar todas as geodésicas na
mesma. Para ilustrar melhor, com as mesmas notagdes do exemplo acima, podemos expressar a

equacdo das geodésicas em coordenadas em SV x R. Considere

afs) = (v(s),2(s)) = (a(s), ., xa(s), €(s)),

= = () +)

N N
x dx; dx;
= 20t g g et e

k=1 ij

onde e; é 0 i—ésimo termo da base candnica de RV*!.

Considerando agora X € 2 (M), com as notagdes anteriores podemos escrever

X = Zai&- — <)(, 8]> = <Z aiaiaaj> = Z 8178 Zalglh

assim, a; = (X, 0;)g’, e, portanto,
X=) (X.0)¢": (14)

Definicdo 1.1.17. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f: M — R uma fun¢ado diferen-

ciavel. O gradiente de f é um campo vetorial em M denotado por VY, tal que

g(Vf,.X) = X(), (1.5)
para todo X € 2 (M).
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Proposicao 1.1.4. Seja M uma variedade Riemanniana. Entdo

(1) V(M +g) = AVf+ Vg, para todaf,g € C*(M) e todo \ € R;

(2) V(f-g) =f-Vg+g-Vfparatodaf,g e C*(M).
Observacio 1.1.8. Sejam M uma variedade Riemannina, f: M — R uma fun¢do diferenciavel,
e seja também v € T,M e o : (—¢,e) — M, tal que a(0) = p e o/(0) = v. Entdo segue que
d
&(VAp). ) = () = 2 (fo a)(D)co.

Observacio 1.1.9. Sejax : U C R" — M uma parametriza¢io dep € M e f € C°(M). Entdo,

na vizinhanga x(U) temos

V=Y e~ 200

Ly

e, além disso, Vf € 2 (M).

Definicdo 1.1.18. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo e f € C*(M). Defini-

mos a derivada normal de f por

of
N = g(Vf,N),

em que N é o campo normal de vetores unitarios ao longo do OM.

Frequentemente neste trabalho também denotaremos a derivada normal de uma fungao

f: M — R, definida em uma variedade Riemanniana com bordo M, por Oyf.

Definicdo 1.1.19. Seja M uma variedade Riemanniana. O divergente do campo X € Z (M) é
uma fungdo, div : M — R, tal que div(X)(p) = tr{v — V., X}, para todo v € T,M, onde tr é o
trago da aplicagdo {v — V,X}.

Proposicao 1.1.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Entdo
(1) div(AX+Y) = Adiv(X) + div(Y) para todo X, Y € Z (M) e todo X € R;

(2) div(fX) = fdiv(X) + g(Vf, X) para todo X € Z (M) e toda f € C*(M).

Observacio 1.1.10. Sejam X € &' (M) ex : U C R" — M uma parametrizagdo em p € M.

divX = Z <(9,-(a,-) + Zajrij)a
i J

onde X = g a;0; nessa parametrizacdo. Além disso, temos
J

Entdo em x(U), temos

divX = det|g,

o 2
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Definicdo 1.1.20. Seja f: M — R uma fung¢do diferenciavel. O laplaciano de f;, Af : M — R, é
dado por Ap) = div(Vf)(p).

Proposicio 1.1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. Entdo, para toda f,g € C>*(M) e todo
A € Rvalem:

(D) AN +g) = M+ Ag
(2) Alfg) = fAg+gAf+g(Vf, Vg).
A parte (1) da Proposi¢do acima diz que a defini¢do a seguir faz total sentido.

Defini¢do 1.1.21. O operador A : C*(M) — C>°(M) dado por f — Afé chamado de Operador

Laplace-Beltrami.

Observacio 1.1.11. Sejam f € C*(M) ex : U C R" — M uma parametrizagdo em p € M.

Entdao, em coordenadas temos
A 0;( \/det|g;]g” 0,
/= \/det(g;] Z ( &g (f))

1.2 ESPACO DAS FUNCOES DE HOLDER EM VARIEDADES COMPACTAS

Nessa secao introduziremos o espago das fungdes de Holder em variedades compactas,
que desempenhard um papel fundamental no decorrer do trabalho. Aqui demonstraremos que
tais espacos, com uma norma a ser definida, € um espaco de Banach, o que serd de suma impor-
tancia na aplicacao de alguns resultados da Teoria de Pertubacdo de Dominios. Comegaremos a

constru¢do em R" para posteriormente estendermos para variedades Riemanninas compactas.

Defini¢dio 1.2.1. Dizemos que Q C R é um dominio limitado em R" se Q) é aberto, conexo e

limitado. Se ) é somente aberto, conexo e ndo limitado, dizemos que $) é um dominio ilimitado.

Exemplo 1.2.1. Considere I = (a,b) C R um intervalo aberto ndo degenerado. Como é conhe-
cido, temos que I é aberto, conexo e limitado. Segue que I é um dominio limitado. Um exemplo

de dominio ndo limitado em R pode ser o proprio R ou intervalos nao limitados como (0, +00).

Exemplo 1.2.2. Seja J = (—00,0) U (0, +00) C R, observe que J ndo é conexo, entdo J ndo é

um dominio.

Exemplo 1.2.3. Podemos ter exemplos mais sofisticados em R". Vamos exibir dois exemplos. A

bola aberta de centro na origem e raio I,
Bi(0) = {(x1,...,x;) €R" || (x1,. .., x0)|| < 1},

¢ um dominio limitado. Um exemplo de um dominio ilimitado é o conjunto H := {(xy,...,x,) €

R" : x, > 0}.
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Vamos fixar para o contexto deste trabalho 2 C RY um dominio limitado. Seja 0 < o <

1, dizemos que a fungdo f: (2 — R ¢é de classe C* em (2 se existe L > 0 tal que

) =JW)| < Lllx =¥

para todos x,y € (2. Entdo, faz sentido

fx) =)

sup ————— < +00.
wea |x =yl
X7y

Chamaremos as fungdes que satisfazem a definicdo acima de fun¢des Holder continuas

e denotaremos por C% ().

Exemplo 1.2.4. Seja Q = (0,1), entdo Q = [0, 1]. Defina f: [0,1] — R por f(t) = 1", onde

N € N. Afirmamos que f é Holder continua. Com efeito, temos que

) =)l Y =7
= yl® e =y
e =yl 4+ V2 4 VT2 VT NV
e =y
= o=y TN Ry VT YT N

< =y TN TR T YT M

que é limitado pois |0, 1] é limitado.
Observacio 1.2.1. Seja f: Q — R uma fungdo de classe C* em ), entdo f € C(X), isto é, f'é

1
, . e ~ €\~ .
continua. Com efeito, fixe xo € ) arbitrdrio. Entdo, dado € > 0 tome § := (Z) > 0, assim

quando ||x — xo|| < d implica que

) st < st <2((2) ) =

logo fé continua em x,. Como x, é arbitrario, segue que f é continua. Também temos que C*(£2)
é um subespago de C()), onde Q) é o fecho de 2 em R". Com efeito, sejaf,g € C**(Q) e A € R,

entao

p LA = (AW () +)glx) =) = AeO)
xyeQ [l =yl xyeQ [lx =y
xF£y x#y
o qup VB A0 D) — AgD)
*yeQ |bx =[]
x#£y
< o SIO e g0
xpea |[x =yl xweq | = y|*
XAy x#£y

onde a ultima desigualdade segue do fato de f,g € C**(Q) e também de \ ser fixo.
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Lembrando que em anélise funcional, dado um espago compacto K de Hausdoff, o con-
junto das fungdes continuas em K, denotado por C(K), ¢ um espago de Banach, vide [3, Exemplo

1.1.2, p.3], com a norma

Je CK) = [l = sup )1

Entdo, pela observagio acima sobre C%*(Q2), podemos nos perguntar se C**(Q) é fechado em
C(2) com relagdo a norma || - || .. Assim, pela Proposigdo ([A.0.1)), concluimos que (C**(Q2), || -

||o) € Banach. Isso ndo é verdade em geral. Podemos considerar 2 = (0,1) C R e observar
que f{£) = ¢ pertence a C>*([0, 1]), para todo N € N, pelo Exemplo ([1.2.4), e como C**([0, 1])
¢ um espago vetorial segue que os polindmios com variaveis em [0, 1] pertencem a C**([0, 1]).

Dessarte, para mostrar que C%*([0,1]) ndo ¢ fechado devemos exibir uma sequéncia
de funcdes Holder continuas que convergem parar uma fungdo que nao pertence ao espago.
Considere g : [0,1] — R definida por g(¢) = #*, onde 0 < 8 < a < 1. Observe que g €
C([0, 1]), porém

s -5 ¥ 1
lx — 0|« xa  xa=B ’

quando x — 0, pois 8 — a < 0, isto é, g ndo pertence a C*([0, 1]), e pelo Teorema da Apro-
ximag¢do de Weierstrass, vide [21, Proposi¢ao 18, p.279], existe uma sequéncia de polindmios
(F,)2, C C%(]0,1]) tal que ||F, — g||oo — 0, quando n — 0o, 0 que conclui que C**([0, 1])
ndo é fechado. Portanto ndo temos em geral que C*(Q) é fechado em C(2) em relagdo a norma
[+ Voo

Para contornar este fato definimos a seguinte norma em C%*((2)

WW1WMMNVﬁﬁ
4

Proposi¢do 1.2.1. Seja Q@ C RY um dominio limitado, entdo (C**(Q), || - ||co...) é um espago de

Banach.

Demonstragdo. Primeiramente mostraremos que de fato || - ||co. ¢ uma norma em C**(Q). E

claro que esta bem definido, como para todo '€ C%*(Q) temos

Ao = [[flloe = 0.

Também, se ||f]|co.« = 0 entdo

11/]|o0 + SHEM =0,

x,ye0) ||x _y| |a
X7y
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€ Como sup, .o % > 0e|lfll« = 0, segue que /' = 0. Além disso, sejam f,g €
o ;c75y xX—=y
C%(92), assim
+g)x) =+
Vit gllon = 17+ gllat sup [CHOW = (+2)0)
cyefl [be =l
xF£y
e+ llgle 4 sup [ = (+2)0)
B e [l =yl
xF#y
il gl 4 sup [T SO+ le() — g0
B x,yeN ||x_y||o¢
X7y
et el sup =180 —0)
wea | =l wea =l
x#£y x#£y
= [eoe + lgllcoe,

isto ¢, vale a desigualdade triangular. E claro que || M]|co.o = |A|||f]|co.e» para todo X € R e toda
f€ C*(Q). Logo, || - ||« € de fato uma norma em C**(Q).

Agora mostraremos que de fato (C%%(Q), ]| - ||co.) é Banach. Seja (f,)>2, € C**(Q)
uma sequéncia de Cauchy, isto ¢, dado ¢ > 0 existe ny € N tal que m,n € N onde m,n > ny
implica que

e > Iy = fullcoe = Ifs = fulloo + sup (7 _fm)|(|);)__y(|]|§la_fm>(y)|
x,yEQ
x#£y

2 (fa = flloos

logo (f;)22, é de Cauchy em (C(Q), || - ||o0)> € como (C(Q), || - ||oc) é Banach, existe f € C()
tal que ||/, —f]|so — 0, quando n — oo. Afirmo que £ € C*(12), pois como (f;)°, é de Cauchy
em (C**(Q), || - ||co. ), logo ¢ limitada, assim existe L > 0 tal que

_ V) = a0l
[allcoe |Iﬁ1‘|oo+:;:§% [T
> sup fu(x) — /)] > fa(x) — ()]
)c,y;fﬁ [ =l |]x = y[|*

L

v

9

para todo n € N. Entdo
Lllx = y[|* = [falx) = £ 0)],
e, fazendo n — oo, temos que

) =/W)I < Lllx =¥

para todo x,y € €, ou seja f € C**(Q) como afirmado. E claro que ||f, — f]|co.. — 0 quando
n — oo. Portanto (C%*(Q), || - ||co.«) ¢ Banach. O
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Em geral podemos falar de fungdes Holder derivaveis em dominios limitados 2 C RY.

Para isso, comegamos introduzindo alguns novos conceitos.

Seja 8= (B, ..., By) € RN tal que 3; € Ny paratodo i = 1,..., N. Chamaremos 3 de

multi-indice e denotaremos a ordem de 3 por

Bl =B+ -+ By
Sejak € Ny e f € C¥(Q), entio definimos a derivada total
oely
b - J
of= oo (1.6)

e como () é compacto, temos que ¢ limitado, e segue que o numero
k ._
|D*]o. := max sup |0°f(x)|
1B1=k xe

existe, pois todas as derivadas parciais sdo fungdes continuas definidas no conjunto compacto

Q.

Assim, dizemos que uma fungio f: Q — R de classe C¥(Q2) ¢ C~*(Q) se 9°f € C*¥(Q)
para todo multi-indice 3 de ordem «.

Assim, para uma fungdo f € C**(Q) definimos o niimero

- 09f1x) = 9°f1y)

= max sup
gy <8 v yeq X =dl*
X7y

paratodoj = 0. ..,k Logo definimos em C**((2) a seguinte norma
k
e = 1Dloe + [Dfag:
J=0
Lema 1.2.1. Sejam Q C RY um dominio limitado e (f,,)>, uma sequéncia de fungdes de classe
C' em Q. Se para um ponto x, € Q, a sequéncia (f,(xy))>>, converge, existe uma fungéo
g: Q=R

= .0 ,
tal que as derivadas parciais de f, convergem uniformemente para g' em (), isto é, 8—” — g
X

i

uniformemente em Q parai = 1,...,N, entdo, existe f € C'(Q) tal que f;, — f uniformemente
— 0 ,
eer—f:g’pami: I,...,N.
@xi

Demonstragdo. Primeiro, temos que 2 é limitado em R”, assim ) é compacto. Logo, {2 é uni-

formemente limitado, isto é, dado € > 0 existem xi, . .., x; € () tais que

k

QcJB(x.e),

i=1
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onde B(x;,¢) é a bola de centro em x; e raio €. Entdo, basta mostrar o resultado quando 2 =
B(0, 1), sob as mesmas hipéteses do Lema. Assim, como Q é convexo, dado x € 2 temos que
tx+ (1 — t)xo € Q para ¢ € [0, 1]. Entdo, considere

ha(t, 0+ (1 — £)xg) = fr(tx + (1 — £)x0).

Temos que 4, é de classe C' em [0, 1] por ser composi¢do de aplicagdes C' para todo n € N.

Além disso, Observamos que,
hn(0,x0) = fu(%o),

e assim a sequéncia (£,(0,x¢))52, converge. Note que

h(ttx+ (1 —16)x)) = (Vh(x+ (1 —1)x0),x — xo)

_ ngz( (1= o) (o — )

i=1

na base candnica, e assim, /, (¢, &x + (1 — £)xy) converge uniformemente para g’(tx + (1 — )x,)
em [0, 1]. Por [20, Teorema 4, p.12] existe h(z, tx + (1 — £)xo) € C'([0, 1]) tal que

ha(t, tx + (1 — £)xo) — h(t,tx + (1 — £)xo)

uniformemente em [0, 1]. Como

ha(1,x) = hy(0, xq +Z/ 8” + (1 = )xo) (x' — x%)dt, (1.7)

entdo comegando o segmento em um ponto x; no segmento [xy, x|, temos, pelo Teorema do Valor
Médio

1,(0,x1) — 1y (0,x0)| = [fu(x1) — fulX0)|

= [V(¢)(x1 — xo)|
< [IVAOIx1 = xol|
§ CHX1 —)C()H, (18)

em que C > 0, desde que Vf,(¢) é limitado pois 0 mesmo tem entradas que convergem unifor-
memente. Assim, definimos a fungdo f: Q — R por f{x) = A(0,x). Segue de ([L.§) que festa
bem definida, pois a defini¢do de /2(0, x) depende continuamente do ponto x € ©, e de ([L.7) que

f ¢ exatamente a fun¢do que procuramos.
O
Observacao 1.2.2. O Lema anterior também é valido para derivadas totais de multi-indice

maiores ou iguais a 1. Para a demonstra¢do, basta aplicar indugdo sobre a ordem do multi-

indice e prosseguir com argumentos ao Lema anterior.
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Proposicio 1.2.2. Seja Q C RY um dominio limitado. Entdo C*(Q) é Banach com a norma

k
e == [Dfloa, paraf e CH(Q).
j=0

Demonstrag¢do. Prosseguiremos a demonstracdo por indug¢do em k. Para k£ = 0 segue de [3,
Exemplo 1.1.2, p.3]. Suponha por indugdo que (C¥~'(Q), || ||c+—1 ) é Banach. Seja (f;), € C¥(Q)
uma sequéncia de Cauchy, como ||f,||cc > [|fallc=1 € [[fallcx = |Ifn]|oo- Entdo, pela hipotese
de indugio e como (C(€),]| - ||«) sdo Banach existem f € C1(Q) e g’ € C(Q) tais que
I = Alc—r — 0e [|0%f, — g°||sc — 0 quando n — oo para todo multi-indice 3 de ordem .
Pelo Lema e observacio anteriores, temos que f € C¥(Q) e assim

¢ (x) = lim 0°(7,(x)) = 9°(lim £,(x)) = 0 (f1x)).

n— o0
para todo x € Q e todo multi-indice 3 de ordem k. Portanto ||f; — f||cx — 0 quando n — oo, isto
¢ (CK(Q), ]| - ||cx) é Banach. O

Proposicdo 1.2.3. Seja Q2 C RY um dominio limitado Entdo (C*(0), || - ||cte ) é um espago de

Banach.

Demonstragdo. Seja (f,)22, C C*(Q2) uma sequéncia de Cauchy, como

fallcoo = [fuller,

segue que (f,)°, é uma sequéncia de Cauchy em (C*(Q),|| - ||cx) € como pelo Lema acima o
mesmo ¢ Banach, segue que existe £ € C¥(Q) tal que ||f;, — f||cx — 0 quando n — oco. Podemos
usar os mesmo argumentos que foram feitos na Proposigdo ([1.2.1)) para provar que /'€ C5*(Q)
e dai segue que ||f;, — f]|co.« — 0 quando n — oco. Portanto (C**(Q), || - ||ct«) € Banach. [

Proposi¢io 1.2.4. Seja Q0 C RY um dominio limitado e seja 0 < o < 1. Entdo C**(Q) C

C*(Q), para todo k € N, e a inclusdo é um operador linear limitado, isto é,

2 (CQ), ] - llewa) = (€)1 - [lcoe),

definido por i(f) = f.

Demonstragdo. Seja f € C+*(Q), entdo temos que

k
. . , X)—
Mlewe = 32100+ Dl > (D) > sup LI =IO
=0 xyeQ ‘ |X - y| ’
' xF£y
entdo segue que £ € C**(Q). E claro que a inclusio ¢ linear, entdo basta mostrar que ela é um
operador limitado. Seja /'€ C5%(Q) arbitrario, assim por definigdo

[N lco. = Mo < Nl cres

e entdo temos que a inclusao ¢ continua. [
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Definicao 1.2.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que U C M é um dominio
limitado se U é aberto, conexo e limitado com a métrica d definida em ([.1.11)).

Observacao 1.2.3. Pelo Teorema de Hopf Rinow, vide [6, Teorema 2.8, p.162] para o devido
enunciado e prova, os limitados e fechados segundo a distincia d, definida em (1.1.11), sdo

compactos.

Definicao 1.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana e U C M um dominio limitado. Para
0<a<lekeN, umafungio f: U — R édita C** em U se, para toda carta coordenada
x:U— QCR"em M, afungdo fox~" : Q — Ré de classe CH.

Observacao 1.2.4. Todas as demonstragoes acima se aplicam a variedades. Isto é. Se M é uma

vaidade e U C M é um dominio limitado, entdo

(C@) - Mewe),

é um espago de Banach. Em particular se tomamos M como sendo uma variedade conexa e
compacta, entdo
e
(C*4 M), [] - [l re),

sera uma espago de Banach.
Daqui por diante sempre que tratarmos de algum conceito nesses espagos a norma utili-

zada sera sempre aquela que dara a melhor estrutura para o espago, isto €, que torna o espago

Banach. E faremos isso indicando somente || - || sempre que ndo corrermos o risco de confusdo.
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2. PROBLEMA DE SERRIN

Neste capitulo veremos quais sdo as condi¢des que teremos de cumprir para demonstrar o
Teorema principal deste trabalho. Para isso passaremos ao ambiente alternativo descrito na se¢ao
(R.1)). Posteriormente exibiremos os autovetores do operador de linearizagao e suas propriedades,
que serdo apresentados na se¢io (2.2)). Por fim, na se¢do (2.3)), apresentaremos os pré-requisitos
impostos para a aplicacdo da Teoria de Bifurcacao de solugdes, para demonstrarmos o Teorema

principal.

2.1 UM AMBIENTE ALTERNATIVO PARA O PROBLEMA DE SERRIN

Como sabemos pelo Exemplo ([1.1.3) SY x R é uma variedade diferenciavel e pelo Exem-
plo ([.1.§) podemos muni-la com a métrica

Con) = v + dF,

sendo assim uma variedade Riemanniana, onde ggv € d* sdo as métricas de SV e R respectiva-

mente dados nos Exemplos ([1.1.7) e ([I.1.6). Nessa métrica o operador Laplace-Beltrami ¢ dado
por

82
Ag((w) = ASN + ﬁ
Seja a € (0, 1), definimos
U:={¢ € C**(S"): ¢(0) > 0paratodo o € S'} c C**(S"), 2.1)

que é um aberto de C>(S"). Com efeito, seja (¢,)2, C U tal que existe ¢ € C>*(SV) e

|lén = llc2e = 0,

quando n — oo. Assim, para todo n € N existe o, € S" tal que

¢n(0,) <0.
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Como SV ¢ compacto, logo a menos de subsequéncia, existe ¢ € S tal que ||o, — o|| — 0
quando n — oo. Também temos que, como ¢, € U e € convergente logo ¢ limitada e assim
existe L > 0 tal que |¢,(x) — ¢,(y)| < L||x — y||* para todo x,y € S¥, pois, existe L > 0 tal que

101710 (x) — 6u ()]

2
L= ||gul||ce = Z|\Dj¢,1|]oo+ max  sup
=0

0<k=IB1<2  eqm [P =yl
X7y
> sup |[(@a(x) — 6u())] > |Pn(x) —¢n(y)\7
west =l e — pl[*
x#£y

e assim, |, (x) — ¢,(y)| < L||x — y||* para todo x,y € SV.

Portanto

|¢n(o-n) - ¢<U)| < |¢n(0-n) - ¢n(g)| + |¢n(0-> - ¢(U)|
< Loy = al|* + |¢u(o) — ¢(0)] = 0,

quando n — oo. Pela permanéncia de sinal do limite, segue que ¢(c) < 0. Portanto U* ¢é fechado,

e assim U ¢ aberto como afirmado

Observacao 2.1.1. Observe que a principio ndo faz sentido usar um argumento de sequéncias
em SV, pois o mesmo aqui neste trabalho estd sendo tratado somente como uma variedade
Riemanniana, porém ressalto que é conhecido em cursos de andlise, vide [19] por exemplo, que
a esfera SN é um conjunto compacto em RN, E como a inclusdo i : S¥ — RN definida
por i(x) = x é um mergulho, isto é, a diferencial de i é injetiva para todo ponto e i é um
homeomorfismo sobre a imagem, isto ¢ i é continua com inversa continua. Assim, o argumento
de sequéncia usado acima é um abuso de notagdo pois estamos usando a inclusdo para fazer

sentido usarmos sequéncias em S".

Para cada ¢ € U definimos
Qp = {(0,t) e S" xR : |t| < p(0)} SV x R.
Proposi¢io 2.1.1. Seja ¢ € U. Entdo Qs é um dominio em S x R.

Demonstragdo. Dado ¢ € U temos que ¢ atinge o maximo e minimo, pois ¢ estd definido no

espaco compacto SV como pode ser visto em [21], Proposic¢do 4, p.239], desta forma

Qy = S" x (min ¢(o), max ¢(o)),

oeSN oeSV

que ¢ conexo e limitado em S x R. Agora nos resta mostrar que €2, ¢ aberto na topologia produto
de SV x R, para isso mostraremos que 25 = (S¥ x R) — Qy = {(0,7) € S" x R : || > ¢(0)}

¢ fechado. Considere (0,,%,)7>, C 2, uma sequéncia tal que

(On,ty) = (0,1) € SV x R,
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logoo, — oet, — t. Comisso, |t,| > ¢(0,) paratodon € N, fazendo n — oo e lembrando que
¢ € U, seque que |t| > ¢(0) e logo €, € fechado como queriamos. Portanto, €2, ¢ um dominio
limitado. ]

Como 9Qy = {(0,1) € S¥xR : |t| = ¢(0)}, logo 9 pode ser visto como pré-imagem
de um valor regular por uma aplicacao diferenciavel. Entao o vetor normal unitario apontando

para fora ¢ dado por

M (0’ t) _ <_VSN¢(O-)J/M>
Y TH V)P

Entio podemos reduzir o problema (0.5) a encontrar uma fungio ¢ € U para o qual

€ T,S" x R para (0,t) € 98, (2.2)

Agw)u =—1 emQy

u=0 sobre df), (2.3)

u
—— = const. sobre 0€,
Oy

tem uma unica solugao.

Agora, dado ¢ € U definimos a aplica¢dao
Uy SY xR — SV xR,

dada por
y(0,1) = (0, (0)0).

Observe que U, ¢ diferenciavel. Seja Q; = Qyy = SV x (—1,1), dado (0,7) € O
temos que V4(a, ¢(0)?) é tal que

|6(0)1] = [tlé(a) < (o),
isto &, W4(2;) C €. Entdo definimos

Uy, =Wyl : Q) — Qy, (2.4)
dada por U, (o, 1) = (o, ¢(0)t).

Proposicio 2.1.2. A aplicacdo definida em (2.4) é um difeomorfismo.

Demonstracdo. E claro que W4 ¢ diferencidvel por ser restrigdo de uma aplicacdo diferenciavel.

Sejam (01, t1), (02, 1,) € € tais que

\pd)(O'l, tl) = \Ij¢(0'27 t2>7

logo pela defini¢do de W, temos

(o1, 1p(01)) = (02, td(02)),
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como ¢ € Usegue que (01,t) = (02, %) 0 que ¢ exatamente U, ser injetiva.

Seguiremos mostrando que U, ¢ sobrejetiva, tome (o,1) € Q, logo |f| < ¢(o). Seja

(0, @) € )y, pois

logo

entdo W, € sobrejetiva.

Agora, defina

\11;1 : Q¢ — Ql,
t . ., .
por \IJ;I (0,8) = (a, m) que ¢ claramente diferenciavel, o que conclui a prova. [
o
Considere a métrica
g = V5 (8(0)-

Assim, temos que a aplicagdo

Uy (Q1,86) = (U 8o

¢ uma isometria. Seja v, 0 vetor normal unitario apontando para fora do J€2; com respeito a gy.

Como Y, ¢ isometria, entdo os vetores vy € [i, s30 relacionados por

[dWslvg = pg 0 V. (2.5)

8o(V. V) = 8o ([dVs]V, [dVs]V) para V= [d(V,") s,

de

u=0 sobre 00 (2.6)
Ou

—— = const. sobre 09);.
@U¢

Observe que anteriormente procuravamos uma fungdo ¢ € U para o qual o problema

(2.3)) tinha uma unica solugdo, e procurar solugdes para o mesmo é mais complicado uma vez
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que estamos perturbando o dominio para cada fun¢do ¢ € U. Em contra partida, encontrar
solugdes para (2.6) teoricamente pode ser mais viavel pois agora estamos deixando o dominio

fixo e perturbando a métrica, isto €, para cada ¢ € U associamos a métrica g,.

Defini¢do 2.1.1. Seja ¢ : S¥ — R uma func¢do ndo constante. Dizemos que o é axialmente
simétrica (com respeito ao eixo Re,) se po T = @ paratodo T € O(N+ 1), onde O(N+ 1) é o
espaco das transformagoées ortogonais de RN, tal que Te, = ey, onde e, é o primeiro elemento

da base canonica de RN,

Exemplo 2.1.1. Considere F : R¥*! — R definida por F(xy, ... ,xy+1) = x}, observe que F é

ndo constante e
(FO T)(x17' . '7xN+1) :F(T<x17- .- 7xN+l)) :x%a

pois T(x1,0,...,0) = x;Te; = xjey. Entdo defina G = Flsv : SV — R assim temos que G é

axialmente simétrica.

Exemplo 2.1.2. Sejap € RV — SV e defina F : S¥ ¢ RM! — R por F(x) = ||x — p|
onde || - || é a norma euclideana. Como O(N + 1) sdo isometrias de RN, segue que para todo
T € O(N+1) tal que Te, = e, temos que

2
£

FE entdo F é axialmente simétrica.

Exemplo 2.1.3. Agora daremos um exemplo de uma fungdo que ndo seja axialmente simétrica.
Defina F : RV — R por F(xy,...,xy41) = Xy, Observe que F é ndo constante. Defina
agora G|sv : S¥ — R. Temos que G ndo é axialmente simétrica em geral, pois se considerarmos
N = 2 e definirmos a aplicagdo ortogonal por Te, = ey, Te, = ez e Tes = —e,. Agora observe
que G(ey) = 0 por outro lado G(Te;) = G(0,0,1) = 1, entdo temos que G ndo é axiamente
simétrica.

Observacio 2.1.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo. Seja T : M — M uma
isometria ef: M — R uma fun¢do diferenciavel tal que f(T(p)) = f(p) para todop € M, isto é, f
é invariante por T. Entdo 9 (T(p)) = BN (p), isto é, a derivada normal também é invariante por

Oy

T, onde N é o campo normal unitario apontando para fora do OM. Com efeito, basta observar

que

o, Tw) = e(VATW), N(T(p)) = &(dT,(VAp)), T, (N(p)))

— g(Vflp). N(p)) = g—;”@,

e o resultado segue.



2.1. UM AMBIENTE ALTERNATIVO PARA O PROBLEMA DE SERRIN 38

Observacao 2.1.3. Aqui neste trabalho apareceram dois tipos de derivada. Primeiramente a
derivada entre espacos de Banach, isto é, dados dois espagos de Banach X, Y e uma aplica¢do
f:UC X — Yuma aplicagdo é Fréchet-diferenciavel em um aberto U denotaremos a derivada
de Fréchet no ponto xo € U por Df(xy) ou [Dfy|x=x]|(:). 4 outra é a diferenciabilidade entre
variedades vide Defini¢do ([.1.4), para esta denotaremos a diferencial por dF, »(v), onde

F:M— N,

é uma aplicagdo diferenciavel em p € M entre as variedades M e N, e v € T,M.

Vamos aplicar as teorias de EDP para conseguimos solugdes primeiramente para o se-
guinte problema de bordo.

Ag¢u =—1 em

u=0 sobre 0f);.

2.7)

Lema 2.1.1. Para todo ¢ € U, existe uma uinica solugdo ug € C>*(Q) para (2.7) e a aplicagdo

¢ € U — uy é Fréchet-diferenciavel. A solugdo goza das seguintes propriedades:

1. Para todo ¢ € U, as fungoes u : Q = Re Oy ug : 082y — R sdo pares com respeito a
variavel t € (—1,1);

2. Se ¢ = ¢(0,1t) é axialmente simétrica com respeito a variavel o € S, entdo as fungoes

Up Q) > Red, Sl 00, — R sdo também axialmente simétricas.

Demonstragdo. Seja X := {u € C>*(Q)) : u = 0em 9Q,} ¢ facil ver que é um subespago
fechado de C>%(Q;), consequentemente um espago de Banach por [A.0.1, e ¥ := C%*((2;) que
¢ um espaco de Banach pela Proposicdo ([1.2.1)). Considere

Z(X,Y) ={T:X— Y: T¢linear e continuo},

que ¢é diferente do vazio pois a inclusdo pertence a esse conjunto pela Proposicio ([.2.4). Como
os coeficientes da métrica sdo funcdes Fréchet-diferenciaveis de ¢ e do, segue que m : U —
Z(X,Y) definido por

m(¢) = —Ag,,

¢ Fréchet-diferenciavel. Pela definigdo de g, temos que A,, € um operador diferencial eliptico,
coercivo de segunda ordem na forma divergente com coeficientes C*(€2;). Logo, pelo principio
do méximo ([4, Teorema 9.27, p.307]) e regularidade eliptico ([4, Teorema 9.25, p.298]) temos
que m(¢) € L (X,Y) := {T: X — Y : Téum isomorfismo topologico}, para todo ¢ € Ue
consequentemente o problema (2.7) admite uma tnica solugio uy € X paratodo ¢ € U. Como
J(X,Y) C £(X,Y) éum conjunto aberto pelo Corolario (B.0.2), a aplicacio Inv : .# (X, Y) —
7 (Y, X) definida por Inv(4) = A~ é Fréchet-diferenciavel pelo Exemplo (B.0.2). E assim,
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ug = Inv(m(p))1,
¢ Fréchet-diferenciavel, por ser uma composi¢ao de aplicagdes diferencidveis.

Para mostrar (1) considere i1, (0, t) = ugs(o, —t) e assim,
m()ig(0, 1) = m(d)ug(o, —1) = (m(¢) Inv(m()1)(0, —1) = 1,
também temos que
uy(o,1) = ug(o,—1) = ug(o,1) = u(o,—1) = 0,

para todo o € SV. Entdo, & também ¢ solugio para (2.7), pela unicidade de solugio Uy = Uy O

que € exatamente u, ser uma fungdo par. Para mostrar que 0, u, € par, basta observar que

Opstty = go(Vg, Vitg) = vg(uy),

€ como uy € par segue que O, uy € par também pois a reflexdo € uma isometria de R e pela
Observagio (2.1.7) segue.

Para mostrar (2) basta considerar it(o,t) = uy(7(c),t),onde T € ON+ 1) e Te; = ¢
tal que e; é a primeira componente da base ortonormal de RV*! e seguir a mesma estratégia da

demonstragao de (1). [

. 0
Pelo Lema temos que a condi¢do de bordo de Neumann A 0

u = const. em
v
8U¢ ¢

(.6) é equivalente a
8u¢ au¢ .
{3%] (0, 1) [8%} (0,—1) = const. parac €S

Observe que a aplicagdo ¢ € U — vy € C*(99Q;, RM?) ¢ diferenciavel por (2.2), por
(2.5) a aplicagdo H : U — C"*(S") definida por

Ous

H)o) = | 52 (0.1, 28)

8v¢

. . , - Ou , .
¢ diferenciavel também. Logo, a condig¢@o de bordo — = const. ¢ equivalente a
Vg

H(¢) = const. em SV (2.9)
Agora exibiremos uma solu¢do para o problema quando ¢ = A > 0, e posteriormente

vamos tentar aplicar a teoria de pertubagdo de solugdes para gerar novas solugdes para (2.8) e

assim encontrarmos solug¢des para (0.3).

Lema 2.1.2. Seja sgn denota a fung¢do sinal, isto é, sgn(t) = t/|t| . Se p = X\ > 0 entdo
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IOy =SV x (= \);
2. uy = (0,sgn(?)) € T,SY x R para (o,t) € 00y,
3. Uy(0,1) = (0, \t) para (0,1) € S x R;

4. g\(0,t) = geovur(0) + N2df? para (0,1) € Q) =S¥ x [-1,1];

5. va(o,t) = <07 Sgr)l\(t)> € T,S" x R para (0,t) € 0,

9
ﬁ’
7. ux(o,t) = u(\t) — u(\) para (o,t) € Q,

0. AgA = Agl\/ -+ /\72

onde u denota a solugdo par para

82
Pu_
or
1 1
que é dado por u(t) = _Etz +at+bcoma=0, que éu(t) = _Etz + b, que é unico a menos

da constante aditiva b,

HMN) =ud'(\) = -\
Demonstrag¢do. Seguiremos demonstrando todos os itens:

1. Como ¢ = A temos que
Qy = U={(0,0) eS"xR: || <A}

= S¥x{teR:|f <A} =S"x (=) \);

(=V¢(0),1/1t)

1+ [[Vo(a)l?
Vé(o) = 0elogo uy = (0,¢/|¢]) = (0,sgn(z)) € T,SY x R para

2. Como vimos em (2.3) temos que Ly = e sendo ¢ = )\ segue que

(0,0) € 0 = {(0,t) € SY xR : |t] = A}
3. Pela defini¢do da aplicagdo U ,(0,t) = (o, ¢(0)t), entdo para ¢ = A temos que
Uy :S" xR =S¥ xR,
¢ dada por ¥ (o, t) = (0, \1);
4. Sejav € T,SV x R logo existe o : (—¢,¢) — SV x R tal que a(0) = (0,7) e
Donde, d¥,(o,t)(v) = %(\IIA(U(S), 1(s)))|s=0 = (¢'(0), A¢(0)). Segue que
ax(o,t) = gev + Ndr,

para (o,7) € SV x [-1,1].
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t
5. Como vy(o,1) = [dq;;l] o pig(o,t) € \If(;l(g, f) = (a, m) dado na demonstragdo da
o
Proposicao temos que para ¢ = \

ur(0,1) = [dV} "] o pur(0,1) = (O, sgr)l\(t)) para (o,t) € 08;

6. Para provar a formula do operador A, , primeiramente observe que

r(0.0)] = [ G ] ,
det[g, (o, )] = A\ det[gsv(0)]
temos que

g (0.1) = [ [gS_NO(U)] Aoz ] :

Seja (U, x;) um sistema de coordenadas para (0,¢) € S¥ x R, fixe {9}, os campos

coordenados de SV em o e 0, 0 campo coordenado de R em ¢, entdo temos

A, = V/det(g))glo;
8 \/m < € g)\ g)\ )

= )\\/dt N J@
)\\/det (gs) ( ctlgs)es )
det(gSN)a):|
t

= —@ A/ det(gey i/Na- —1—3(
I\ /—det (o) { ( et(gs )gg _1) ¢ \

1 det(gSN> )
= A/ det(gsv)giy + 0, 0
A«/det ) ( (808 ) /det(gor) ’( o
1 i 1 1
= —8,-(\/det(ggw)gé,v6j> +ﬁa[2: ﬁal‘z—i—ASN
(gSN)

det
7. Agora mostraremos que u, (o, 7) satisfaz
Agu=—1 em()
u=0 sobre 0.
Pelos resultados acima temos que

- - 1 9% (. .
Bt = By (A) = 100) = 3557 (700 - 70 )
1 1, 1,
(o) (b))
LR 1, 1,
- ﬁﬁ(‘i”*?)
1

= )\2( M) =—lemS" x (—1,1).
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Também temos
uy(o, 1) =ua(\) —a(\) =0 =uy(o,-1),

isto &, uy(o,¢) = 0em SV x {1, -1} = 99Q,. Assim, u, € solugdo para o problema acima.

Agora, observe que

Ouy(o,t)  sgn(t)

HQ) = OH{(N) — ()i

Doy, A
= Lot in—pa Ly
oA 2 P
1
= X)\Z = —\ = const.
Como queriamos. [

Lema2.1.3. Seja U = {¢ € C*>*(S") : ¢(0) > 0 para todo o € SN}. Entdo, temos as seguintes
propriedades:

1. A aplicagao

U — C»*Q,S" xR) c C**(Q;,R""?)
Qb — \If¢,

é Fréchet-diferencidavel e, se w € C**(SV), entdo

([DpVplw)(o,t) = (0,w(0)t), para (o,t) € §2;.

2. Seja

m:U — C*(Q)

O = mg,
uma aplicag¢do Fréchet-diferenciavel. Entdo a aplicagdo
M:U— CH(05y),
dado por M(¢) = 0,,mg é Fréchet-diferenciavel também, e a derivada de Fréchet é
[DpM(9)|w = 05, (wymgy + Ou, ([Dymglw) paraw € C>*(SY).

Onde 04(w) = [Dyvglw € CH* (90, RN?) para ¢ € U, w € C>*(SV).

Demonstragdo. Observe que Wy (xy, ..., Xnq1,8) = (X1, .., Xnp1, 20(x1, .. ., Xn41)). Logo, seja
B =(Bi,..., y+2) um multi-indice tal que |5| = 2. Logo

81y 8 N B
68 ¢B _ (07 a <t¢(xl7 ,BxN+l))) c C‘O’a(Ql,RN—FZ).
Oxt - O PR
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Entdo a aplicagdo, ¢ € U — ¥, € C>*(Q,SY x R) esta bem definido. Pela defini¢io

de U, temos que a mesma ¢ diferenciavel. Assim, afirmo que [DyVylw = (0,1w) para w €
C>(Qy,SY xR). Pois, seja T : C>*(SV) — C>*(Qy,SY x R) definida por T(w)(c) = (0, w(o)t)
¢ linear, pois, sejam wy,w, € C>*(SY) e 6 € R, entdo temos que
T(Ow; +wy)(o) = (0, (fw; + wa)(0)t) = (0, 0w, (0)t + wy(0)t)
= 0(0,wi(9)) 4 (0,w2(0)) = OT(wi)(0) + T(w2)(0).

Também temos que 7 ¢ continua pela norma dos espagos, com efeito,
1TW)llca@ vy = 10whlln@ mvi) = (0, W)l|ca@, gy
< 10, )| o 2y = Hewll,
0 que mostra que a aplicacdo ¢ continua.

Agora mostraremos que 7 ¢ a derivada de Frechet da aplica¢dao “acima”. Logo temos

que

rw) = Vg — ¥y = T(w)
= (0,69 +w)(9)) = (0,16(0)) = (0,(0)1),

e isso implica que lim r(w)

= 0. Entdo pela Proposigdo (B.0.1)) 7 = [D, V], 0 que prova
w=0 [|w]| 2. sv)
(D).

Para provar (2), primeiramente denote
Dg[Dyvglw € CH(0Q, RN?) para ¢ € U, w € C*(SY).
Para ¢ € Ue (o,t) € 02y, temos por defini¢do
M(¢)(0,t) = Oy, my(0, 1) = Dymy (0, )vy(0, ).
Como M ¢ uma forma bilinear diferenciavel composta com duas fung¢des diferenciaveis, entao
DyM(¢)(w) = D[Dmyvy)(w)
= D([Dymy)(w))vg + Dmy[Dvg](w)

= Ou,([Dgmg|w) + DmyDg(w)
= 0U¢([D¢m¢]w) + Ogd)m(b.

]

2
Lembrando que no Lema a fungdo u(t) = —3 + b foi fixada. Escolhendo b tal que
(0) = 1, segue que b = 1. Entdo, para ¢ € U definimos u® € C>*();) por

u(0, ) = il((0)e) = —‘b("z)ztz Y
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Sejau : SV x R — R definida por u(o, ) = u(t). Observe que

7 * . _ O
Agonit = (Bey + -5 )i = -5 = —1,
emSY x R. Comou® =uo Uy e U, € uma isometria, entdo temos que Ag¢u¢ — —lem Q.

Lema 2.1.4. 4 aplicagio h : U — C"*(SV) definida por h(¢) = 0,,u’(-,1) € C'*(S") é

Fréchet-diferencidvel e sua derivada de Fréchet em fungoes constantes ¢ = X\ > 0 é dada por
[Dy|s=rh] = —w para w € C>*(SY).

(=Vo(0),¢/11])
V1+[[Vo(o)l]?

a0 0€2y. Defina n4(0) == 1y(Vy(o, 1)) = p(o, ¢(0)). Como visto anteriormente

Demonstragdo. Seja ¢ € U, temos que jiy(o,t) = , 0 vetor unitario exterior

[V ]y = pg 0 V.
Como V4 € uma isometria, entdo dado o € SV, temos

h(g)(o) = Opu’(0,1) = gs(vs(o,1), Veu(0, 1))
= 2s((1g 0 Wy)(0, 1), Vg,u®(0,1))
= gs(16(0), Vu® (0, 1))
= &on(16(0), Veonit(9, (0))).

£
Observe que, g(,,) = gsv + di* e u(t) = -5+ 1, entdo
Vienii(o,t) = (0, (t)) = (0,—1) € T,S" x R, para (0,¢) € S x R.

Assim,
h($)(0) = g(o.0)(Nss (0, —¢(0))), parac € SV.

Dado w € C*>*(SV) logo

[D¢|¢:>\h(¢)]w = g(va)<[D¢>\¢>:>\77¢]w’ (Ov _)‘» + g(W)(U)n (Oa —OJ))
= _)‘g(o,t)([D¢|¢:>\77¢]w7 (07 1)) + g(cr,t)<<07 1)7 (07 _w))
= =g ([Dg),_yNo)w, ) —w em S,

pois como 1)4(0) = 115(Vy(0, 1)) = pe(o, ¢(o)) assim tomando ¢ = A, temos
m(o) = (o, A) = (0,A/[A]) = (0,1) € T,8" x R
para todo o € SV como segue do Lema R.1.2. Para concluir, provaremos que

g(ff1f)<[D¢\¢:)\77¢]wu 77)\) =0,
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para isso, observe que a aplicagdo ¢ € U — |[ns|[g0) = 1 € CH*(S") e assim

0 = [Dy|nl120.0]w = 2800 ([Dpnplw, 1)

em S" para todo ¢ € U, w € C>*(S"), como queriamos. Entdo, segue [Dy),_,h(¢)|lw = —w
paraw € C>*(SV).

]

Oug

Proposicdo 2.1.3. Seja H : U — CY(SY) a aplicagdo definida por H(¢) = [0 ] O operador
v

¢
obtido por linearizagdo de H (derivada de Fréchet) em fungoes constantes,

Ly = DH()\) € 2(C**(SY), Ct*(SY)),
com \ > 0, tem a seguinte expressdo
[Lyw](0) = Oabur(0,t) — w(o), paraw € C**(SV), 0 € SV, (2.10)
onde 1, € C>*(Qy) é a tinica solugdo para

Agﬂ%,x =0em Ql
VYor(o,t) = w(o) para (o,t) € 9.

(2.11)

Demonstragdo. Lembremos que u®(o,t) = u(¢(0)t) satisfaz Ayu = —1 € que uy é solugdo de
(2.7) para todo ¢ € U, definimos a; = u, — u® e como C>*(€2;) é espago vetorial, segue que
as € C>*(SY). E como,

Agag = Dg(uy —u®) = Aguy — Agu® =1—-1=0
para todo ¢ € U e também temos que
ag(0,1) = (uy — u®)(0,1) = uy(0, 1) — u(0, 1)
e se (0,1) € 9 entdo ay(0, 1) = —u®(0,1). Logo, as € solugdo para

Ay a, =0 em()
e : 2.12)
as = —u®  sobre 0.

Observe também que se ¢ = A, entdo u (0, 1) = u(\t) e uy(o,t) = w(o, —t) — u(\) e assim
)\2
ay = —u(\) = 5 = 1 = const.

Seja a aplicagdo Fréchet-diferenciavel 7 : U — C**(€)) definida por T(¢) = A, a,.
Como a, ¢ solucdo de (£.12)) segue que T(¢) = 0 Vo € U e logo DTyw = 0 para todo

w € C>*(S)V. Entdo, como

0 = DT(¢)w = D(Ag,a4)w = [DAg, Jway + Ag, [Daglw.
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Seja {0;}4! o referencial coordenado em (o, ¢) € S¥ x R, logo
! y
Ay ay = gé)&-j% + —a,-(\/detg(ﬁg;,)@%,
\/ det 40
e assim a igualdade acima fica em coordenadas

0 = DT(¢)w = Ay, ([Daglw) + ([Doghlw)dyas + ([D¢\/ﬁ—g¢3i(\/ detgy)g))w)das.

Entdo se ¢ = ) temos que

0 = DT(\w = Ay, ([Dg|,_a6]w) +  (1Dg),_,gPJw)dy(ar)

J/

v~

=0, pois a, ¢ constante

Rt A BE TN

N J
g

=0, OIS a, € constante
definindo 7., := [Dy|,_,ag], 10g0 Ay, Tr . = 0.

Relembrando, a,(0,1) = —u?(0,1) = —iu(¢(0)), entdo derivando em ¢ = X e apli-

cando (o, 1) temos

Taw(0,1) = ([Dy),_ agw)(0, 1) = =i/ (\)w (o) = Aw(o) parao € S™.
)\2

Pela parte (2) do Lema (R.1.3)) e pelo fato que ay = 5 1 = const., temos

1
[D¢|¢:>\8U¢a¢(" 1)]w = a%(w)a)\('v 1) + (avx [ch\(p:xaqﬁ]w)('v 1) = Xaﬂ-)\,w('a 1)7

t
em S", uma vez que 9,, = @&.

Agora calcularemos a derivada de Fréchet de H usando o Lema (2.1.4) e a formula acima.

Entao,

Dy H(@)lw = [Dy),_,Op,us(-, 1)]w
= [D¢|¢:>\8U¢ (a¢ + u¢)('7 1>]w
1

= X@T,\M(-, 1) —w

em SV, onde relembramos que as = uy — u?.

Lembremos que 1), » foi definido como a solugio (.11)) segue das propriedades de Tw A

que Py, \ = 1T € C?*(€),), consequentemente

La(w) = Dy, H(P)|w () = Otpun(-; 1) = w(-).

O que conclui a prova. [
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2.2 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DO OPERADOR DE LINEARIZACAO

Nesta se¢do estudaremos as propriedades espectrais do operador definido em (R.10), para
fazer isso mostraremos quem sao seus autovalores e seus autovetores. Posteriormente estudare-

mos o comportamento dos seus autovalores.

Primitivamente temos que em [5, Proposicao 24, p.55] ¢ definido o espaco dos harmo-
nicos esféricos de grau j > 0, que sdo polindmios restritos a esfera, S", que tem a seguinte

propriedade, seja ¥; um harmonico esférico de grau j, entdo

DY) = Y, (2.13)

8sN

onde 7; = j(j — 1 + N). A partir de agora denotaremos Y; o inico harmoénico esférico de grau
j > 0 tal que satisfaz (2.13)), é axialmente simétrico e é L,(S") = L, normalizado, isto é

/deozl,
SN

onde L,(S") = L, ¢ definido em (|A.0.4),essas propriedades podem ser consultadas em
[13, Capitulo 2].

Proposi¢ao 2.2.1. Seja A > 0. O esférico harmonico de grau j, Y;, é uma autofungdo para L),
isto é
L,Y, = 0;(\)Y, em S,

com

-1 sej=0

0;(A) = ,
A/ tanh(A, /) — 1 sej > 0.

Demonstragdo. Como os coeficientes de V,, sdo pares com respeito a varidvel ¢ segue que para

todo w € C>*(SM) a fungdo v, , € par com respeito a varidvel 7 também.

Para mostrar que Y; € autofungdo de Ly, temos que determinar a fungdo ¢y, \ que €
solucdo para
Ag/\@/Jyj’)\ =0em Q]
Yya(0,t) = Y(o) para (0,t) € 09,

(2.14)

Tendo em vista a estruturade Q; = SVx (—1, 1) por (1) Lema (R.1.2), de A, , a definigdo
de Y, e pela observagdo anterior podemos usar a técnica de separagio de varidveis para encontrar
solugoes da forma

Yya(o,t) = cia(|t])Y;(0), ondec;, : [0,1) = R
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satisfaz ¢] , (0) = 0, temos que

0= Bpbys = A (GaldY(0))
= (5308 + A ) (GAY(0))

= S02(¢aY(0)) + Ay, (G (DY;(0))

Sej = 0seguequey; =j(N—1+j) =0ec\(f) = 1. Sej > 0segue que 7; > 0 e assim
usando a técnica de polindmio caracteristico temos 6% — A\*y; = 0 entfo 6 = £,/ Assim, a

solugdo geral da equagdo diferencial ¢ dada por
y(t) = D1V + Dye VI,
Sendo assim, para achar a solug@o tnica, basta aplicar as condi¢des iniciais, entao
V(1) = A\/AD1eVT — DoX e W
Como ¢}, (0), segue que 0 = »'(0) = (D; — D2)\,/7;, entdo Dy = D,. Logo,
y(t) = (VT 4+ e VI D,

ecomo 1 = G (1) = y(1) = (eNV7 + e *V7)Dy, segue que

1 1
D, = = :
T NVT 4NV 2cosh (A/T)
Consequentemente
cosh (A, /1)
eat) = ————.
cosh (A /7))
Como L)Y = 0y y(-, 1) — Y(-) segue que
—1 sej=0

A/ tanh(A, /) — 1sej > 0,

como queriamos. [
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Lema 2.2.1. Para todo A\ > 0 segue que

I tim 2N

j—oo A

= )\,‘
2. 0;(X) > 0,(\) sempre que i < j, onde i,j € N;

3. limo;(\) = —1 para todo j € N;
A—=0

4. lim o;(\) = 400 para todo j > 1;

A——+00

5. 0j(A) > 0 paratodoj > 1.

Demonstragdo. Primeiramente observe que 7; = j(N — 1 +) e também

o;(A) = A/ tanh (A /7)) — 1.

Logo
oi(A A 1
J<_ ) _ </ tanh (A /5;) — ~
J J J
i(N—1+j 1
= o VT o () -
J J
N—-1 1
= A\/—— + ltanh (\y;) — —.
J J
Entao,
N—1 1
im 2N _agim | M= 4 im tanh (\y;) — lim -
Jooo ] Jj—o0 J Jj—o00 Jooo |
—— N e’ ——
=0 S€ j—oo =1, 8€ j—oo =0, S€ j—o0
O que prova (1).
Para mostrar (2), comegamos observando que
MY < AN sei <,
pois,
sei </,
segue que

N—14+i<N-1+}],

multiplicando por i em ambos os lados temos

vi=i(N—1+i) <i(N—1+)) <j(N—1+j) =1,

= A
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tirando a raiz quadrada e lembrando que a raiz ¢ crescente, segue que

Vi < -

Como a fungdo x € (0, +00) — tanh (x) é crescente e lim tanh (\v;) = 1, segue que
Jj—00

0i(N) = Ay tanh (A7) < Ay tanh (M%) = 0;(N).
Como queriamos.

Agora, temos que

lim o;(A) = lim(A/5 tanh (A/5) — 1) = 1,
pois, A,/7; — 0 quando A — 0 e tanh (A, /%;) ¢ limitada em (0, +oc). O que prova (3).

Para provar (4), seguiremos com os célculos de maneira direta

lim o;(A\) = lim (A\/ytanh (\,/7;) — 1) = 400,

A—+400 A—+00
pois, A,/y; — +0oo quando A — +o0 e tanh (), /7;) € limitada em (0, +00). O que prova (4).

Enfim, segue que

oi(A) = tanh (A7) + Ay/q(tanh (A /7))
= /jtanh (\/7;) + NI

coshz()\\/Vj)
A
= ‘tanh (\\/7,) + ———~— >0,
\/,71 ( \/7]) coshz ()\\/7])
o que conclui a prova de (5). [

Observacao 2.2.1. Segue algumas observagoes com respeito do lema acima.

(A %
1. Por (1) do Lema temos que lim M = )\ e é claro que lim <M> =\
J

j=oo ] J—00

Logo, existe L > 0 tal que

para todo j € N.

2. Seja l € Ny fixo, como

lim M = lim
Jj—o0o ¥ J—oo

Segue que existe K > 0 tal que

para todo j € N.
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3. Por(2)do Lema e por 0;(\) ndo ser limitado superiormente com respeito a i segue

1
que 11—l>r£> 0i(\) = 4o0. E assim, zl—lglo o) = 11—1>r£o N = o) = 0, onde | € N é fixo.

4. Também lembrando que se uma sequéncia (x,)>° C R tal que lim x, = a # 0 entdo
n—0o0
1 1

temos que lim — = —.
joo X,  a

5. Pelo item anterior, junto com o item (2) e item (3) segue que existe K > 0 tal que

2
<K

— Y

1 + m?
UmO‘) - 01()‘)

para todom € N el € Ny fixo.

Proposicdo 2.2.2. Para todo j > 1 existe um unico \; > 0 tal que o;()\;) = 0. E ); satisfaz as

seguintes propriedades

1. N\ < MNparal <i<j;

2. jl_lglo A = 0.
Demonstrag¢do. Como a fungdo A — o;(\) € estritamente crescente, por (5) do Lema anterior,
e temos que /1\13% 0;(A) = —1 e também )\lggo 0;(A\) = o0, pelo Teorema do valor intermediario
([20, Teorema 4, p.78]), existe um tnico \; € (0, +00) tal que 0;();) = 0. Para 1 < i < j temos
que 0;(A) < 0j(A) e também o;(\;) > 0;(\;) = 0 e como 0;(\) ¢ estritamente crescente com

respeito a variavel A, segue que \; < ;.

Para provar (2), observe que como para i < j temos que \; < A; € A € limitado inferior-

mente para todo £ € N, entdo lim ), existe. Chamemos L = lim );. Assim, como
k—o0 k—o00

0= Uk()\k) — )\k\/%tanh (Ak\/%) - 17

entao

1
ﬁ = >\k tanh ()\k\/%);

e como
lim tanh (A /%) = 1,

k—o00

pois ()72, ¢ limitada por ser convergente e v, — oo quando £ — oco. Ento,

1
tanh (\¢/7%)

Portanto, quando £ — oo temos que A\, — L = 0. [

)\k = )\k tanh (Ak\/%)
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2.3 DEMONSTRACAO DA EXISTENCIA DE DOMINIOS DE SERRIM EM SV x R

Agora nossos esforcos serdo para demonstrarmos o resultado mais importante deste tra-

balho, primeiramente passaremos por alguns resultados preliminares.

Observagio 2.3.1. Denotaremos daqui por diante os espagos W*?(SV) = Wx? e H*(SV) = H
(definidos em Exemplo ({.0.6)), para k € Ny. Faremos andlise nesse espago usando a norma

induzida pelo produto interno definido em (4.3) uma vez que as normas sdo equivalentes.

Proposicdo 2.3.1. Para ) € (0,+00) fixo, a aplicacdo linear continua definida em (2.10) se

estende a uma aplicagdo linear continua

Ly:H — H
vV — Z,\:Z(J'l()\)PZV.

1eNy

Além disso, para cada | € Ny. o operador Ly — oi(N)id : W2 — W) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Vejamos que Ly esti bem definido, isto &, para cada v € H? temos que provar

que Lyv € H' e por (A.4) temos que mostrar que Z (1 4 m?)||Pu(Lav)||?> < oo para todo
méeNy

v € H'. Pela Observagio (2.2.1) existe L > 0 tal que

2
<L

— Y

Tm(A)
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para todo m € N. Entdo, seja v € H? arbitrario, logo

Y +m)PaLv)li: = Y (1 +m)IPu(d_ a(NPw)l[2:

méeNy meNy 1eNy
= D (+m) D o\ (P o P[5
méeNy leNy
< D (L+m)D> aNPI(Pw o PV
meNy 1eNy
= Y (L+m) oV (1P}
meNy
ow(N) (1 4+ m?)z |
= Y em) i ) T
meNy (1+m)2
Um(/\) ?
= S aemp| T e
meN <1+I’I’l>2
|Un1( )l
D DR e [
meNy
< 1 2|0m< )l P
< D +M)—|I V|72
meNy
2
Om(A
= S =R
meNy
< LY (14 m?)|Pav]]z < +oo,
meNy

pois v € H2, logo Lyv € H' para cada v € H?, ou seja, L, esta bem definido. Agora, sejam
u,v € H> e t € R, onde da terceira desigualdade pra quarta se d4 pela Observagao [A.0.1], assim

temos que

Ly(tu+v) = Z o(ANP)(tu+v) = Z /(AN (tPyu + Pyv)

leNy leNg

= ) [toi(\)Py+ oi(A)P)]

€Ny

= 1Y (NP, + > oi(NP, = tLy(u) + Ly(v),

1eNy €Ny
isto € L, € linear.

Provaremos agora que Ly é um operador continuo, entdo seja v € H? arbitrario, assim

temos que
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Ll = D (1 +m?)||Pu(Lov)]]72;
meNy
=S )Pl NP
m€&Ny leNy
= D (L+m)IY a(N)(Pro PVl
meN [GNU
< (14w Y N FI(Pa o POV
meNy leNy
= Y (L+m) oV PP}
meNy
on(N) (1 +m?)2 |?
= )| O
meN (1+m)2
Om(A 2
= S emr Y Fp
2,
meNy (l+m)2
_ 22|0m()‘)|2 2
meNy
|0m()‘)|2
< SO e
meNy
Om(A
= Y O
meNy
< LZ +m ‘PmVHL2 LHVH%F
méeNy

Entio, temos que ||Lxv||;1 < VL||[v||se, € isso implica que Ly : H> — H' é um operador

linear continuo. Observe que, para Y,, o esférico harmonico de grau m, temos que

- Osem #1

LY, = Z oi(NPY,, =
1eNy O'm()\)Ym sem =1

e assim L, e L, tem as mesmas autofungdes, e como os esféricos harmonicos sdo densos em

C>*(S?) (pois sdo polindmios linearmente independentes) segue que L A2y = Ly, € como

C>(SY) é denso em H*(SV) temos pela unicidade da extensdo continua que Ly ¢ a extensdo de

L) como queriamos.
Provaremos agora que Ly —o;(\)id : W' — W? éum isomorfismo. Comegamos tomando
[ € Ny e observamos que Z)\|W-[2 . W? — W! por definigdo de L. Defina a aplicagdo T': W! — W2

1
por Tw = Z mﬂnw. Temos que provar que 7 estd bem definido, ou seja, dado

meNy

qualquer w € W} provaremos que Tw € W3, isto é Z(l + B2)?||Pi(Tw)||7> < co. Assim, seja
keNy
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w € W, arbitréario, entdo

1

Z(l + 2| (Tw)| |2 = Z(l +k2)2||Pk(Z umw)Hé
keN, kENy meN, " !
m#l
1
SRS e (po P
2 2 o= P Pl
m#l
1 2
<S4 RE S L pro Pl
P oo ;
m#l
| 2
= > (1 +m) | x| [|Paw]]]
meN, on(A) = o(M) :
m#l
1
=) (1+m?)’ [1Pawl]7
2 om0 — oo e
m#l
1+m?
=S () 1P 2
2 o Pl
m#l
[ 1 m?
= S (14w ¥ I
205 m)| =+ Towty — ) Pl
m#l
r 1 2 m 2
= > (4w + 1l
2 =am| e 1Pl
m#l
<KDY (1+m?)||Pywlf}> < 400,
mE;é\Tlo

pois w € W} e como P;(T(w)) = 0 segue que Tw € W? paratodo w € W}, isto é T esta
bem definido, onde K > 0 na ultima desigualdade ¢ proveniente da Observagio (2.2.1]) item (5).
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Como temos que
(To (Ly — ai(Nid)|y) =

= (ToLly — a(N)Tlw2)

1 .
= > oo ey Ealw)

meNy
m#l

O'[()\)
T oy eyl

méeNy
m#l
1

= Y mﬂn(z k(A Prlw2)

meNy k€Ny
m#l

ai(A)
o) ey

méeNy
m#l

:E:EW%HEZﬂwm”mW

meNy keNy
m#l

0'1()\)
NP Dl Ll

meNy
m#l

= —1 g, 2 —Ul()\) 2
= 2 e N 2 S e

meNy meNy
m#l m#l

om(A) — a1(N) .
= 2 G oy v = Pl = il

méeNy
m#l

isto é, 7' ¢ uma inversa a esquerda de L) — o;(\)id. Por argumentos analogos é possivel provar

que 7 ¢ uma inversa a direita e logo, por unicidade da inversa, segue que
T= (z)\ — O'[()\)l‘d)il : VV} — VVlz,

e como W} e W7 sio fechados em H', H? respectivamente, temos entdo pelo Teorema (B) que T

¢ continua. Portanto, temos que Ly — 0;(\)id ¢ um isomorfismo como queriamos. O

Observacio 2.3.2. Como o operador L, : H> — H' definido na Proposi¢io é uma
extensdo continua do operador dado em (2.10) Ly, : C>*(SY) — C"*(SV), entdo o mesmo pode
ser caracterizado da seguinte forma. Dado w € H?, Seja 1 € WY*(Q) a unica solugdo fraca
para o problema

Ag ) = 0em

(o, t) = w(o) para (o,t) € 08y,
que é axialmente simétrico na varidavel o, onde A,, é dado em (6) do Lema (©.1.2). Pela Teoria

(2.15)

de regularidade eliptica, temos que 1) € W?*(Q), e Lyw é dado por

Lyw = 0p)(0, 1) — w(0o) para quase todo ponto o € SV, (2.16)
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onde 0, é considerado no sentido de traco.

Vamos introduzir alguns espagos que serao de importancia essencial para a demonstracao

do Teorema principal deste trabalho. Detarde, considere

A= {p € C**(S") : ¢ é axialmente simétrico} (2.17)
B :={¢ € C"*(S") : ¢ ¢ axialmente simétrico}. (2.18)

Afirmo que 4 e B sio subespagos fechados em C2*(SY), C'*(SY) respectivamente. Com efeito,
seja (¢,), C A tal que existe ¢ € C>*(SV) e ||, — B||cze — 0 quando n — co. Para provar
que A4 ¢ fechado, devemos tomar uma aplicagdo 7 € O(N + 1) tal que Te; = e;, onde ¢ é o

primeiro elemento da base candnica de RV*!, e assim mostrar que
#(T(0)) = ¢(o) para todo o € SV,
Entdo, seja T € O(N + 1) tal que Te; = ey, arbitrario. Assim,
#(T(0)) = lim 6,(T(0)) = lim 6,(0) = 6(0) para todo 7 € S,

isto ¢, ¢ € axialmente simétrico, entdo 4 é fechado em C>*(S"). Com os mesmos argumentos é

possivel provar que B ¢é fechado em C'*(S"). Consequentemente os espagos 4 e B sdo Banach.
Proposicdo 2.3.2. Seja \;, j > 2, os valores \ descritos na Proposicdo (2.2.2). Entdo o operador
Lj = L)\j | A

possui as seguintes propriedades

(i) O miicleo (ker(L;)) de L; é gerado por Y}, o unico esférico harménico de grau j axialmente

simétrico L*-normalizado;

Im(L;) = {VGB ; / vY; do —0}.
SNV

Onla=nLrY; ¢ Im(L;).

(ii) A imagem de L; é

Além disso,

Demonstragdo. Pela definigdo de (), proveniente da Proposigdo (.2.2) temos que

juntando isso com a Proposi¢io (2.2.1)) segue que L;Y; =0, entdo Y; € ker(L;).

Consideremos os seguintes espagos

A; = {VGAZ/ ijdU:0} C 4;
SN
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Bj:—{VGB:/ ijda—O}CB,
SN

¢ facil ver que 4; e B; sdo subespacos fechado de 4 e B respectivamente.

Para provar as propriedades (i) e (ii), ¢ suficiente mostrar que Z; define um isomorfismo

de 4; para B;. Definimos

H' :={v € H" . v ¢ axialmente simétrica},
onde k € Ny, assim, note que

A=H NC*SM eB=H_nC"*SY).

Pela Proposigao (2.3.1]) temos que

definida por Zjv = Z 0;(A;)Pv € um operador linear continuo. Sejam
1eNy

V= B, W = i W C HE

parak = 1,2onde V; e WJ" foram definidos em ([A.2)) e (]A.3)), respectivamente. Notemos que f/jk
tem dimensdo 1 pois € gerado por ¥;. Como pela Proposicdo (2.3.1)) temos que

¢ um isomorfismo, por outro lado, temos que o;()\;) = 0, segue que L, : W — W éum

1somorfismo. Além disso, como
) il

temos que ij : A; — B; é injetivo. Seja f € B;, como Zj ¢ um isomorfismo, entdo existe w € I7V]2
tal que ij = f. Pela Observagcio (2.3.2), temos entdo que

flo) = op(o, £1) —w(o), (2.19)

para quase todo ponto o € SV, onde ¢ € W7 (W, é localmente integravel) é a tnica solugio

loc

de (2.11)) com \ = N, relembrando que ; = SV x (—1, 1) por (1) do Lema (.1.2)). Afirmo que
Y € CP (). (2.20)

Essa propriedade de regularidade segue [12, Teorema 6.3.2.1] quando mostrarmos que
Y € W*P(€))) paratodo p € (1,00). (2.21)

Na verdade, se (2.21]) for verdadeiro, o mergulho de Sobolev nos garante que 1» € C*(Q;) e
assim w € CH*(S") por .3.2. Consequentemente, [[12, Teorema 6.3.2.1] se aplica com a ordem
d = 1 do operador de bordo (ver [[12, Se¢do 2.1]) é valido (2.20).
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Para provar (2.21)), mostraremos por indugio que

v € WAPE(Qy), (2.22)

-1 ara
— Pk p

k > 0. A base de indugio j4 ¢ satisfeita, isto é, temos que (R.22) ¢ verdadeiro para p, = 2, pela
Observagio Observacio (2.3.2). Suponhamos que (2.22)) é verdadeiro para k£ > 0. Temos dois

casos distintos a considerar.

para uma sequéncia de numeros p; € [2, 00| satisfazendo py = 2 € pyp1 >

Se p; < N, entdo o Teorema do Trago [, Teorema 5.4] implica que

Vloq, € WHP+1(08Y),

N—-1 N—-1
com pjy : (N_pk)pk > NPk © logo w € W'»1(SV), Como também f € C*(SV) C

wirei(SV) e, por (2.19) temos que g(0) = 9ty (0, £1) — by, (0, 1) para quase todo ponto
o€ SY, com

g=—f+2we Wre(sh),

podemos deduzir de [[12, Teorema 2.4.2.6] que 1) € W?Pi+1(Q).

loc

Se pr > N, o Teorema do Trago implicaquew € wr (092) para quaisquer p > 2, e entdo
N _

podemos repetir o argumento acima com py; > pi para inferir que ¢p € W*P+1(Qy). Con-

4 r M ~ N W 4 . 14
cluimos que (2.21]) é verdadeiro, e entdo segue que (2.20) é verdadeiro também. Por passagem
do trago novamente, concluimos que w € C>*(S"). Consequentemente, w € C**(S¥)NW? = 4,

e logo Zj : A; — B; € sobrejetivo o que conclui a prova.

Finalmente, temos que
OrorLnY; = Oalaon o (N)Y; = 0j(N)Y; # 0,

pois por (5) do Lema (2.2.1]) conclui a prova.

Teorema 1 (bifurcacao de Crandall-Rabinowitz). Seja X e Y dois espa¢os de Bannach, seja
O C R x X,

um conjunto aberto, onde os elementos de R x X sdo denotados por (\,¢). Seja I C R um
intervalo aberto tal que Ix {0} C X, eseja G : O — Yuma aplicagdo duas vezes continuamente

diferenciavel tal que
1. G(\,0) =0 para todo \ € I

2. ker(D,G(\,0)) = Rx, para algum \, € Iex, € X — {0},

3. CodIm(D,G(A\,0)) =1,
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4. D\D,G(\,0)(x,) ¢ Im(D,G(\,,0)). Entdo para qualquer complemento Z do subes-

paco Rx, C X, existe uma curva continua

(—g.6) > RXxZINO, 5 — (As), w(s))
tal que
1. M0) = A,, ©(0) = 0;
2. (A(s),s(x. +w(s))) € O;
3. G(A(s), s(x, + w(s))) = 0.

Mais ainda, o conjunto solugdo da equagdo G(\,u) = 0 em uma vizinhanga de (., 0) é dada
pelas curvas {(X,0); X € R} e {(A(s),s(x. +w(s)));s € (—¢,¢)}.

Para a demonstracdo do Teorema acima vide [[7], ressaltamos que o enunciado nao ¢
exatamente o mesmo, porém ¢ equivalente. Para o leitor que queira ver mais aplicagdes deste

Teorema consulte [31]] ou ainda [|15].
Teorema 2. Seja N > 2 e« € (0,1) C R. Existe uma sequéncia estritamente decrescente

(N)E2, tal que

1. lim ) = 0;

Jj—o0

2. Paratodo j > 1 existe £(j) = ; > 0 e uma curva
(=gig) — (0,00) x C*(8")
s = (Y(s),#0)
com gy = 0, N;(0) = \, e @ é axialmente simétrica;

3. Paratodo s € (—¢;,¢;), existe uma solugcdo u € Cz’a(f_ll('m), onde ¢, = \(s) + ¢, para o
problema de valor de bordo sobredeterminado

Ag(o’,t

u = 0 sobre )

>u:—1em§2¢£

8_Z = const. sobre 0} o

Além disso ¢, = s(Y; + wl) onde s — W é uma aplicagdo diferenciavel sobre C**(SV) tal que

wy=0e

WYido =0, (2.23)
Sn

paratos € (—¢j, g;).
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Demonstragdo. Primeiramente observamos que a existéncia da sequéncia ()7

2, se da pela
Proposigio (2.2.2) e satisfaz a propriedade (1) do Teorema.

Agora consideremos 4, B definidos em (2.17) e (R.18) respectivamente, seja
O :={(\, ¢) € (0,400) x 4},
que € um aberto. Delfina a aplicagao
G:0 — B,

por G(\, ¢) = H(\ + ¢) — H(\), onde H é o operador definido em (R.8)), observe que G est4
bem definido por conta do Lema (R.1.1)) e é claramente duas vezes diferenciavel. Temos pelo

Lema (2.1.2) que
G\, @) = HA+¢) — HN) = HA + @) + A,

entdo encontrar solugdes para (2.9) é equivalente a resolver
G\ ¢)=0.

Para isso, aplicaremos o Teorema ([l]).

Observamos primeiramente que
DyG(A,0) = Doly—o(H(A + ¢) + H(A)) = Dy|g=0H(¢ + A) = L.

entdo sejaj > 1, Defina

7 = {veA :/ vY,dg:o}. (2.24)
SN

G(\,0) =0,

Observe que

temos ainda pela Proposi¢do (2.3.2) que ker(DsG();, 0)) = RY;, e como
Im(DyG(N, 0)) = {v € B: /S VYdo =0},
segue que Cod dim(Im(D,G();,0))) = 1 e enfim
Di|x=xDsG(A,0)(Y;) & Im(Ly,).

Entio, pelo Teorema ([l}) existe g; > 0 e uma curva diferenciavel

(—&hg) — O
s = (A(s), 4,

tal que

(i) Aj(0) = \;paratodos € (—¢;,¢));
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(i) G(X\(s), ) = 0 paratodos € (—¢;,¢);

(iii) ¢, =s(Y; 4+ W) para s € (—&,,¢;) onde s — W, ¢ uma curva diferenciavel em Z; tal que
w} = 0 paratodo s € (—¢,¢),

observe que como w/, € Z; para todo s, segue que w/, ndo ¢ constante. Definimos
o= Ns)+d ez cA

€ assim temos que

G(N(s), £l) = H(N(s) + &) + H(N(s)) = H(¢)) + HN(s)) = —X(s).
Como temos que ¢/, € 4 e como \;(s) € U, definido em (2.1)), e U sendo aberto podemos tomar
g; tdo pequeno de tal forma que ¢; € U, segue pelo Lema (R.1.1) existe ug € C>*(Q)) que ¢
solucdo para (2.7) e pelo visto acima segue que H(¢/) = const. em SV e assim temos que u 4 €

solugdo para (2.6) em s € (—¢;,¢;).

Como U : (Q,g o) — Q 4/»8(o)) € uma isometria consequentemente a aplicagdo

s — (N(s), ¢}) e afungdo u == u, o \Il;/l : Q0 — R € tal que satisfaz a equagéo (0.5). N
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A. ANALISE FUNCIONAL
Definicdo A.0.1. Seja X um conjunto. Dizemos que d : X x X — R é uma métrica se

1. d(x,y) > 0paratodosx,y € Xed(x,y) =0 < x=y;
2. d(x,y) = d(y,x) para todos x,y € X;

3. d(x,z) <d(x,y) + d(y,z) para todos x,y,z € X.

O par (X,d) é chamado de espago métrico.

Definicdo A.0.2. Uma sequencia (x,)S2, no espago métrico (X, d) é dita convergente se existe
x € Xtal que
lim d(x,,x) = 0.

n—oo

Dizemos que x é o limite de (x,)>° | e denotamos por lim x, = x.
n—o00

Definicdo A.0.3. Uma sequencia (x,)2, é chamada de sequéncia de Cauchy se, para todo
e > 0 existe ng = no(e) € N tal que
d(xp,x,) < €

sempre que m,n > ngem,n € N.

Defini¢do A.0.4. Um espaco métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy con-

verge, isto é, se (x,);° C X é uma sequéncia de Cauchy entdo existe x € X tal que lim x, = x.
n— o0

Definicdo A.0.5. Seja X = (X,dy) e Y = (Y,dy) dois espagos métricos. Dizemos que uma

aplicagdo f: X — Y é continua em um ponto xy € X se, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

dy(f(x),f(x0)) < &

sempre que d(x,xy) < d. Dizemos ainda que a aplicagdo f: X — Y é continua se f for continua

para todo x € X.



67

Exemplo A.0.1. Sejam X = (X,dy) e Y = (Y,dy) dois espagos métricos. Uma aplica¢do f :
X — Y édita lipschitziana se existe L > 0 tal que dy(f(x),fly)) < Ldx(x,y) para todos x,y € X,

é facil provar que toda fungao lipschitziana é continua.

Exemplo A.0.2. Sejam X = (X,dy) e Y = (Y, dy). Dizemos que uma aplicagdo f - X — Y é

uniformemente continua se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

dy(flx).fy)) < e

sempre que dy(x,y) < 6. E ficil verificar que toda aplica¢do uniformemente continua é conti-

nua.
Entdo temos o seguinte sobre aplicacdes entre espacos métricos:

lipschitziana = uniformemente continua = continua => continua em um ponto.

Defini¢do A.0.6. Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma fun¢dox € X — ||x||x € R
tal que

1. ||x||lx > O paratodox € Xe|lx||y =0 < x=0;
2. || Mx||x = |M|||x||x para todo x € X e todo X € R;

3. | +yllx < |Ix|lx + |y||x para todo x,y € X.

O par (X, || - ||x) é chamado espago normado. Dizemos que (X, || - ||x) é um espago de Banhach

se (X, d) é completo com a métrica induzida d(x,y) := ||x — y||x para todo x,y € X.

Definicao A.0.7. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo R. Um produto interno em X é uma

aplicagado

():XxX —- R

(u,v) — (u,v),

tal que

(i) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) para todos u,v,w € X;
(ii) (A\u,v) = Xu,v) para todos u,v € Ve todo \ € R;
(iii) (u,v) = (v,u) para todos u,v € X;
(iv) (u,u) > 0 para todo u € X.
O par (X, (-,-)) é chamado de espago com produto interno. Dizemos que o espago (X, (-, ")) é

um espago de Hilbert, se (X, || - ||) é um espago de Banach, onde ||x|| = +/(u,u) é a norma

induzida pelo produto interno.
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Exemplo A.0.3. Admitindo que o leitor tenha familiaridade com teoria da medida e fungoes
integraveis, que pode ser consultado em [11]. Denotamos o espaco das fungoes integraveis
de Q para R por Li(2, 1), ou Li(QY) (podendo ser apenas L, também se ndo tiver perigo de
confusdo). Entdo, o espago

(Lo (82, ), 1] - M)

é um espago de Banach, onde f € Li(Q2, u) — |[fl|2, == / Ifldpu = / f], vide [I11, Teorema 6.6,
Q Q
p.183].

Exemplo A.0.4. Seja 1 < p < oo definimos
L,(Q2) :={f: Q= R:fémensuravel e |f|’ € L|(Q)},

em [4, Capitulo 4, p.89] tem a demonstragdo de que L, é um espago vetorial, e com a norma

1
resy@ -z, = ( [ pra)
é um espago de Banach, e se p = 2 é um espago de Hilber com o seguinte produto interno
(u,v) € Ly(Q2) x Ly(Q2) — (u, vy, = /uv du
Exemplo A.0.5. Seja Q C RN um conjunto aberto e seja 1 < p < oco. O espago de Sobolev

WP é definido por

existem g,...encLy(Q) tais que }

1p .__
W = {uEL,,(Q) /u%du__/gigpduv@ecgom)w—1,...,N '
Q 8xl~ [¢)

Denotamos por H'(2) = W'2(Q). O espago W'*(2) com a norma

Y

Lp

N
w e W4(Q) = llullyns = lllls, +
i=1

Ou
(9x,-

é um espago de Banach vide [4, Proposi¢do 9.1, p.264] e o espa¢o H'(2) com o produto escalar

"\ Ou Ov
1 1 Pyp—
(u,v) e H(Q) x H(Q) = (u,v)p = (u,v), + ?_1 Bx. B,

é um espago de Hilber vide [4, Proposi¢do 9.1, p.264]
Exemplo A.0.6. Seja m > 2 um natural, e seja 1 < p < oo um numero real. Definimos o
espago

para todo multi-indice s tal que |3|<m, 3gscL,() tal que }
Y

e = {u € Ly(&) /ua% dp = (—1)'6/%90 duve € C2(Q)
Q Q
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onde as notacées de multi-indices foram fixadas em (|I.6). O espaco WP (Q) com a seguinte

norma

€ W(Q) = ullyme = Y 110%ull,

0<||Bl|<m

é um espago de Banach vide [4, p.271].
O espago H"(Q2) = W™*(Q)) munido com o produto esalar

(u,v) € H"(Q) x H"(Q) = (u, vy = Y (0"u,0%)y,

0<[B|<m

é um espago de Hilbert vide [4, p.271].

Proposicao A.0.1. Um subespago Y do espago de Banach X é Banach também se, e somente se,
Y for fechado em X.

Para uma demonstracdo da Proposi¢ao acima, vide [3, Proposi¢ao 1.1.1, p.2].

Definicao A.0.8. Sejam X e Y dois espagos normado. Dizemos que T : X — Y é uma aplicagdo
linear (ou operador linear) se T(Ax + y) = AT(x) + T(y) para todos x,y € X e todo \ € R.

Proposicao A.0.2. Sejam X, Y dois espacos normado e seja T : X — Y um operador linear. Sdo

equivalentes as seguintes afirmagoes

(1) T é lipschitziano;

(2) T é uniformemente continuo;

(3) T é continuo,

(4) T é continuo em algum ponto de X;
(5) T é continuo na origem,

(6) T é limitado na bola, isto é, sup ||T(x)||y < 0o, onde By = {x € X : ||x||x < 1},
xXEBy

(7) Existe uma constante C > 0 tal que ||T(x)||y < C||x||x para todo x € X.

Uma demonstragdo para a Proposicdo acima se encontra em [3, Teorema 2.1.1, p.32]. Os
operadores que satisfazem um (e portanto todos) dos itens acima sao denominados operadores
limitados. O espaco dos operadores lineares e limitados que saem de X para Y é um espago
vetorial com a soma pontual e multiplicagdo por escalar pontual, denotaremos por .Z(X, Y) esse

espago.

Proposicao A.0.3. Sejam X e Y espagos normados.
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(a) A expressdo
171} := sup{[|T(x)[ly : x € Xe|x|lx < 1}

define uma norma em £ (X, Y).
@) [Ty < [IT1l|x[[x para todo T € Z(X,Y) ex € X.

(c) Se Y for uma espago de Banach, entdo £ (X, Y) também é Banach.

Uma demonstracao para a Proposi¢ao acima se encontra em [3|, Proposi¢ado 2.1.4, p.34].

Definicdo A.0.9. Seja T : X — Y um operador linear entre os espagos normados X, Y. Dize-
mos que T é um isomorfismo topologico (ou simplesmente isomorfismo) se T é linear, bijetivo,

continuo e com inversa continua.

Teorema 3. Seja X e Y dois espagos de Banach e seja T € £ (X, Y) sobrejetivo. Entdo T é uma
aplicagdo aberta, isto é, se A C X é um conjunto aberto entdo T(A) é aberto em Y. Em particular,

todo operador linear continuo e bijetivo entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Teorema 4. Sejam H um espago de Hilbert e M um subespago fechado de H. Entdo

1. H= M@ M, isto é, cada x € H admite uma vinica representagdo na forma
x:erqcompEMquML.

Além disso,
|Ix — p| = dist(x, M).

O vetor p é chamado de projegdo ortogonal de x sobre M.

2. Os operadores
P,Q:H—H, P(x)=peQ(x) =4
sdo projegoes, isto é, sao lineares, continuas e P> = P e Q* = Q. Mais ainda, P(H) = M,
Q(H) = M*, ||P|| = 1 se M # {0} e ||Q|| = 1 se M # H. O operador P é chamado de
projegdo ortogonal de H sobre M.

3. PoQ=QoP=0.

Uma demonstragao para o Teorema acima se encontra em [3, Teorema 5.2.5, p.111]

Proposi¢cido A.0.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Além disso, se M tem bordo, entdo
impomos condi¢oes de bordo de Dirichlet ou de Neumann. Sejam @y, 1, . . . uma base ortonor-
mal de autofuncoes do operador Laplace-Beltrami com respectivos autovalores A\g < A\ < .. ..

Entdo

H* = {fG Ly(M) i:oz/\,k% Y1, < OO}-
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Uma demonstracao para essa proposicao se encontra em [, Proposi¢do 56, p.83]. Deno-

tando
H* == H*(S") para k € N, (A.1)

usualmente H° = L, = L,(S"). Por Exemplo (A.0.4) temos que L, é um espaco de Hilbert com

o produto escalar

(u,v) = (u,v)p, == / uv do parau,v € L,.
SN

Considere [ € N, e defina

vic(\H (A2)

keN

o espaco dos harmonicos esféricos de gral /. Por [, Corolario 28, p.56] dim V; < 400 e logo

existe P; : L, — L, projegdo ortogonal em ¥, com respeito ao produto interno (-, -);,, € temos
que

Wy .= {ve H*: Pp=0} C H, (A.3)

isto &, W¥ &€ o complemento ortogonal de ¥; em H*. Assim, temos que

H =V,
Pela Proposi¢do acima podemos caracterizar H* por sendo o subespaco dos vetores v € L, tal
que
> (14 PP, Pw);, < . (A4)
1eNy

Podemos assim definir uma produto por escalar em H* por

(,v) = (U, v)gr :== Z(l + PP, Pv)y,, (A.S)
IeN,

E imediato verificar que a norma induzida por esse produto interno ¢ equivalente ao produto

interno definido em ([A.0.6).

Observagio A.0.1. Como P, : L* — L? sdo projegées sobre o espaco V), temos pelo Teorema
que se V; # V., entdo Pio P,, = P, o P, =0



72

B. DIFERENCIABILIDADE EM ESPACOS NORMADOS

Definicdo B.0.1. Sejam E, F espagos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que uma fun¢do
f: U— F é Fréchet-diferenciavel em x, € U se existe um operador linear continuo A : E — F

tal que
Jxo +h) = fixo) +A(h) + R(xo, h),

para todo h tal que xy + h pertence a uma bola aberta centrada em x, e contida em U, onde
R(xo,h) = o(||h||k), isto é:

fimn R 0. Allr)
AT

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de f em x, e denotada por A = Df(x,), ou ainda
Df,, = A. Se f dor Fréchet-diferenciavel em todos os pontos de U dizemos simplesmente que f'é

Fréchet-diferenciavel.

Proposicao B.0.1. Sejam E, F espacos de Banach e U C E aberto. Se a fun¢do f: U — F é
Fréchet-diferenciavel em xy € U, entdo a derivada de Fréchet de fem x¢ é unica e f é continua

em X.

Para uma demonstragao vide [3, Proposi¢do 9.6.2, p.274].

Exemplo B.0.1. /. Toda aplica¢ao constante em um aberto de um espago de Banach é

Fréchet-diferenciavel e tem derivada nula.

2. Toda aplicagdo linear continua A : E — F é Fréchet-diferenciavel e DA(xy) = A para
todo xy € E.

3. Seja H um espago de Hilbert e f : H — R definida por f(x) = ||x||>. Entdo f é Fréchet-
diferenciavel e Df(s)(h) = 2(x, h) para todos x,h € H.

Para a devida justificativa desse exemplo vide [3, Exemplo 9.6.3, p.274-275]
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Lema B.0.1. Seja (X, || - ||x) um espago de Banach. Se T € L (X) e ||T|| < 1, entdoI — T é
um isomorfismo. Onde £ (X) é o conjunto dos operadores limitas, I é o operador identidade e

||T|| = sup ||Tx||x. Ademais,

[Ixl <1
(I-7)" Z " em £ (X).
Demonstragdo. Primeiramente vejamos que Z T* converge em .Z(X). Como .Z(X) é Banach,
k=0

[e.e]
basta mostrar que Z ||T*|| converge. Como
k=0

17 < 71" e |ITT < 1,

o resultado ¢ imediato. Tome S = Z T" € Z(X), afirmo que S é a inversa de (I — T). Com

' k=0
efeito,

(1— T)(ZN: ™ =1-7T""= iT’f

k=0
fazendo N — oo, temos que
I-TS=SI-T)=1

Como queriamos. [

Corolario B.0.2. Seja X um espago de Banach. Considere ¥ (X) C £ (X) o conjunto dos
isomorfismos topoldgicos de X. Entdo . (X) é um aberto.

Demonstragdo. Seja T € .7 (X). considere ||T— S|| < [|T7"||~!, entdo
[ = ST | = [(T=8)T || < [IT= ST < 1,
segue pelo Lema anterior que ST-! € .#(X) e por conseguinte S € .# (X), isto ¢, a bola
B(T,r=||T7"|™") C 7 (X)
o que ¢ a defini¢cdo de conjunto aberto em um espago métrico. O

Exemplo B.0.2. Seja X um espaco de Banach. Definimos a aplica¢do inversdo por

nv: 7)) — (X

T —Inv(l)=T",
é uma aplicagdo Fréchet-diferenciavel e sua defivada de Fréchet é

D(Inv(T))H = T 'HT".
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Com efeito, primeiro observe que

Inv(7T—S) —Inv(S) = (T—-8)"' =5 =) (ST)
i=1
= TIST Ty (ST (T-8)T =T ) (ST
i=2 i=1
Assim,
Inv(T—8) = Inv(T) + T'ST™" + T+ T (ST™')? Y “(ST).
i=1
Defina
L(S)=T'ST,
éclaro que L é linear, assim basta mostrar que é continua e que aproxima a inversdo linearmente.

Para mostrar que é continua basta mostrar que L ¢ limitada, entdo
LS| = 17-'ST" || < 1|7 H[PP[IS]]

o que mostra que L é limitada e consequentemente continua. Prosseguimos a demonstra¢do

observando que
(T—S8) € BT /||T7']) <= lISI| < 1/IIT""]].

Definimos o resto por
o

R(S) = T71(ST')* > (ST),

assim
(%) i 1
RS < N7 ISIPITHE Y IST | = ZITPIISIP,
i=1
onde k := ||ST™"|| < 1. Logo,
IR(S)]]
1S

quando ||S|| — 0. Portanto Inv é Fréchet-diferenciavel e a diferencidavel de Fréchet é o afir-

1
< TIPSl = o,

mado.

Proposicao B.0.3. Sejam E, F espagos de Banach e U C E aberto. Se as funcoes f,g : U — F
sao Fréchet-diferenciaveis em xy e A € R, entdo a funcdo f+ \g é Fréchet-diferencidvel em x
e D(f+ \g)(x0)) = Dfixo) + ADg(xo).

Uma demonstragao se encontra em [3, Proposi¢do 9.6.4, p.275]

Teorema 5 (Regra da Cadeia). Sejam E, F, G espagos de Banach, f: U C E — F, g : V C
F — G, com Ue Vabertos e flU) C V. Se f é Fréchet-diferenciavel em x, € U e g é Fréchet-

diferencidvel em f(x,), a aplicagdo g o f: U — G é Fréchet-diferencidvel em x, e
D(g o f)(x0) = Dg(fx0)) o Df(xo).

Uma prova para o Teorema acima se encontra em [3, Teorema 9.6.5, p.276].
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