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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existência de domínios não triviais em SN × R, N ≥ 2, no qual
existe solução para o problema sobredeterminado de Serrin, aplicando a teoria de bifurcação
de soluções. Iniciamos exibindo alguns pré-requisitos para o qual essa teoria impõe e fixando
alguns conceitos e notações. Ademais, por completude do tema, introduzimos o espaço das fun-
ções de Hölder, que são amplamente utilizados. Por fim, apresentamos as devidas técnicas para
conclusão do resultado que garante a existência de soluções para o referido problema.

Palavras-chave: Problema sobredeterminado, Domínios não triviais, Variedades Riemmianas,
Bifurcação de soluções



ABSTRACT

In this work we study the existence of non-trivial domains in SN × R, N ≥ 2, in which there
is a solution to Serrin’s overdetermined problem, applying the bifurcation theory of solutions.
We begin by displaying some prerequisites for which this theory imposes and establishing some
concepts and notations. Furthermore, for the completeness of the topic, we introduce the space
of Hölder functions, which are widely used. Finally, we present the appropriate techniques to
conclude the result that guarantees the existence of solutions to the aforementioned problem.

Keywords: Overdetermined problem, Non-trivial domains, Riemanian manifolds, solution bi-
furcation



10

SUMÁRIO

1 NOÇÕES PRELIMINARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2 ESPAÇO DAS FUNÇÕES DE HÖLDER EM VARIEDADES COMPACTAS . 25

2 PROBLEMA DE SERRIN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1 UM AMBIENTE ALTERNATIVO PARA O PROBLEMA DE SERRIN . . . . 33
2.2 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DO OPERADOR DE LINEARIZAÇÃO . . 47
2.3 DEMONSTRAÇÃO DA EXISTÊNCIA DE DOMÍNIOS DE SERRIM EM SN × R 52

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
APÊNDICE A ANÁLISE FUNCIONAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
APÊNDICE B DIFERENCIÁBILIDADE EM ESPAÇOS NORMADOS . . . . . . 72



11

INTRODUÇÃO

Problemas envolvendo o operador Laplaciano têm sido estudados por muitos matemáti-
cos há décadas, sob vários aspectos. Além de motivações matemáticas muitos desses problemas
estão diretamente ligados a problemas físicos. A busca por propriedades de seus autovalores,
nos mais variados ambientes, sob certas condições sobre seus domínios, é um desses aspectos.
No mesmo sentido, podemos pensar como são as autofunções envolvidas nesses problemas. Po-
demos olhar também para um outro aspecto, como por exemplo, o de encontrar os domínios que
satisfaçam um problema envolvendo o Laplaciano, sob certas condições sobre a função definida
no ambiente.

Nessa direção, em 1971, J. Serrin em seu artigo “A symmetry problem in potencial the-
ory”, [29], comenta que Professor R. L. Fosdic propôs o seguinte problema:

Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado com bordo suave e suponha que exista uma função u
satisfazendo 

∆u = −1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
∂u
∂N

= const. sobre ∂Ω.

(0.1)

Então Ω deve ser uma bola?

Nesse celebre artigo, Serrin demonstrou que de fato Ω é uma bola e a função u que
satisfaz (0.1) é uma função radialmente simétrica.

Tal problema surge, por exemplo, se considerarmos o funcional torção rígida definido
por

R(Ω) :=
∫
Ω

||∇u||2dσ, (0.2)

em que Ω ⊂ R2 é uma seção transversal do cilindro, u : Ω → R satisfaz a equação diferencial
parcial ∆u = −1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

que mede a resistência da torção de um cilindro de baseΩ, e em que∇ e∆ são, respectivamente,
o gradiente e o laplaciano de u, ver [14, Exemplo 3.1, p. 27]. Nesse livro, D. Henry ressalta que a
resistência R, depende não somente da constante elástica do material, mas também da geometria
da seção transversal Ω ⊂ R2. Considerando Ω como um parâmetro em (0.2) e aplicando a teoria
de pertubação de domínios, ele chega a conclusão de queΩ satifaz o problema (0.1) se, e somente
se, Ω é um ponto crítico para o funcional R, com área fixa, sendo N é o vetor normal exterior ao

∂Ω e
∂u
∂N

é a derivada normal de u.
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Motivados pelo trabalho Serrin e pela dependência geométrica de Ω, muitos outros ma-
temáticos se dedicaram à problemas semelhantes a esse, ou seja, encontrar domínios para o qual
existe solução de (0.1); esses domínios são chamados de domínios de Serrin. Porém em Rn,
como visto acima, a bola é o único domínio de Serrin. Em casos de domínios não limitados
existem mais possibilidades para a forma dos mesmos. Nesse sentido, um dos mais famosos tra-
balhos foi o de H. Berestycki, L. A. Cafarelli e L. Nirenberg, em 1997, que estendeu o problema
para domínios não limitados, ver [2]. Eles provaram que, sob algumas hipóteses sobre f e Ω, se
o problema 

∆u+ f(u) = 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
∂u
∂N

= const. sobre ∂Ω,

(0.3)

admite uma solução suave e limitada, então Ω é um semi-espaço. Nesse artigo, os autores pro-
puseram uma conjectura, com o objetivo de generalizar o Teorema de Serrin para domínios não
limitados. Tal conjectura diz que se f é uma função localmente Lipschitziana, e Ω ⊂ RN é um
domínio suave tal que RN\Ω é conexo, a existência de uma solução limitada para o problema
(0.3) implica que os domínios são precisamente: uma bola; ou um semiespaço; ou um cilindro
generalizado Bk × Rn−k em que Bk ⊂ Rk é uma bola; ou o complementar de um deles. Os do-
mínios já conhecidos são denominados domínios de Serrin triviais, isto é, todos aqueles citados
acima. Por consequência, a conjectura acima pode ser reformulada da seguinte forma: Se f é
uma função localmente Lipschitziana, e Ω ⊂ RN é um domínio suave tal que RN\Ω é conexo, a
existência de uma solução limitada para o problema (0.3) implica que Ω é um domínio trivial.

Vários pesquisadores se debruçaram na busca de obter outros domínios de Serrin dife-
rentes dos triviais, ou seja, de tornar a conjectura falsa, usando teoria de pertubação, como por
exemplo, a teoria de bifurcação de soluções, introduzida em [10, 27, 28, 30], e aplicadas, por
exemplo, em [25] para a bifurcação do semi-espaço em dimensão alta, e bifurcação do comple-
mentar de um cilindro que foi obtido em [26]. Finalmente, em 2010, essa conjectura foi refutada
para N ≥ 3 por P. Sicbaldi, que construiu domínios extremais obtidos como uma perturbação
periódica de um cilindro.

Naturalmente, podemos pensar em tentar estender esse problema para outros ambientes,
que têm certas semelhanças com RN. Por conseguinte, é possível reformular o problema da
seguinte forma:

Seja (M, g) uma variedadeRiemanniana, e suponha que existe uma função u satisfazendo
∆gu = −1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
∂u
∂N

= const. sobre ∂Ω,

(0.4)

onde ∆g é o operador Laplace-Beltrami. Qual é a forma de Ω ⊂ M? Os domínios que são
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soluções para (0.4) são chamados de domínios de Serrin.

Em 1991, Robert Mozor, [22], publicou um artigo com um resultado para domínios no
espaço hiperbólico HN. Ele demonstrou que, supondo que existe uma solução para (0.4) com
M = HN, então Ω ⊂ HN é uma bola geodésica. Além disso, o resultado de Serrin também foi
estendido, em 1998, [16], por S. Kumaresan, J. Prajapat, para subdomínios da esferaM = SN, a
esfera unitária N−dimensional, que estão contidos em um hemisfério. Mais precisamente, eles
denmonstraram que qualquer domínio Serrin suave contido em um hemisfério de SN é uma bola
geodésica. No entanto, as bolas geodésicas não são os únicos domínios de Serrin de SN.

De modo mais geral, em 2015, M.M.Fall e I.A. Minled, [8], mostraram que se M é
compacta, então o problema sobredeterminado (0.4) tem solução e os domínios foram obtidos
por pertubação de pequenas bolas geodésicas.

Em 2016 os pesquisadores Filippo Morabito juntamente com Pieralberto Sicbaldi publi-
caram um trabalho intitulado “Delaunay type domains for an overdetermined elliptic problem
in Sn×R and Hn×R”, [24], que mostrou a existência de uma família enumerável de Delaunay
para o problema de autovalor do laplaciano nessas variedades. Isto é, existem domínios enume-
ráveis de Delanay Ωj ⊂ Mn, onde Mn é Sn ou Hn e n ≥ 2, para o qual existe solução para o
seguinte problema sobredeterminado

∆g(σ,t)u+ λu = 0 em Ωj,

u = 0 sobre ∂Ωj,
∂u
∂υ

= const. sobre ∂Ωj,

que foram obtidos por bifurcação do cilindro Bn×R, onde Bn é uma bola geodésica emMn, para

n ∈ N−{0} e j = 1
n
. Esse trabalho já indicava um interesse desses pesquisadores em problemas

envolvendo variedades Riemanninas do tipo produto, mais especificamente emMn × R.

Anos mais tarde, em 2018, M.M.Fall e I.A. Minled, agora juntamente com T. Weth, em
[9], provaram a existência de domínios não triviais em SN, N ≥ 2, que são soluções para (0.4).
Tais domínios foram obtidos por bifurcações de vizinhanças tubulares axialmente simétricas do
equador SN−1, identificado por SN−1 × {0}, ou seja,

Ωφ =: {((cos θ)σ, sen θ) : σ ∈ SN−1, θ ∈ R, |θ| < φ(σ)} ⊂ SN,

em que φ : SN−1 → R é uma função C2 não constante com φ(σ) ∈
(
0,
π

2

)
, para todo σ ∈ SN,

são domínios de Serrin “com essa forma”.

Esse trabalho foi baseado no artigo [23] de F. Morabito, que exibe domínios de Serrin
não triviais em SN × R (N ≥ 2) que são soluções para o problema sobredeterminado

∆g(σ,t)u = −1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
∂u
∂υ

= const. sobre ∂Ω,

(0.5)
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para (σ, t) ∈ SN×R, em que∆g(σ,t) é o operador Laplace-Beltrami em SN×R, g(σ,t) é a métrica

produto standart, υ é o vetor normal unitário exterior ao ∂Ω e
∂u
∂υ

é a derivada normal de u. Tais
soluções são obtidas por bifurcação de vizinhanças tubulares simétricas retas de SN × {0}, que
são, precisamente,

{(σ, t) ∈ SN × R : |t| < λ e λ > 0},

esses domínios não são limitados por esferas geodésicas. A técnica utilizada foi introduzida em
[9] juntamente com o interesse deMorabito em problemas sobredeterminados em SN×R exibido
acima, adaptando-se os argumento para este ambiente.
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1. NOÇÕES PRELIMINARES

Neste capítulo introduziremos os conceitos básicos, destacaremos resultados importan-
tes e fixaremos a notação a ser utilizada no desenvolvimento do trabalho. Para isso, trazemos
duas seções. Na primeira, apresentamos o nosso ambiente de estudo, as variedades diferenciá-
veis, munindo-as com uma métrica Riemanniana, e definindo as ferramentas diferenciáveis ne-
cessárias para trabalhar com operadores diferenciáveis. Na segunda, apresentamos um espaço
que desempenhará papel fundamental neste trabalho, uma vez que a teoria de pertubação será
aplicada sobre ele; o espaço das funções de Hölder, estudaremos também algumas propriedades
de completude segundo a norma que iremos definir nesse espaço e estenderemos essa definição
para variedades compactas.

1.1 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Nesta seção introduziremos o conceito de variedade Riemanniana sob o ponto de vista
de [6] para que possamos usufruir da linguagem deste ambiente de maneira mais geral possível,
e, a posteriori, nos restringirmos a um exemplo específico, que será o ambiente deste trabalho.
Ressalto que algumas proposições não serão demonstradas, porém vamos ter o cuidado de deixar
uma referência para que o leitor possa consultar as devidas demonstrações.

Começamos conhecendo o ambiente de variedade diferenciável. Vale a pena mencionar
que as aplicações diferenciáveis no contexto deste trabalho serão tratadas como sendo aplicações
C∞, salvo menção contrária.

Definição 1.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma família
de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn → M, de abertos Uα de Rn em M, tais que

(1)
⋃
α xα(Uα) = M;

(2) Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos x−1
α (W) e x−1

β (W) são
abertos emRn e as aplicações x−1

β ◦xα : x−1
α (W) → x−1

β (W) e x−1
α ◦xβ : x−1

β (W) → x−1
α (W)
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são diferenciáveis.

Observação 1.1.1. O par (U, x) ou ainda (U, (x1, . . . , xn)) = (U, xi), com p ∈ x(U) ⊂ M, é
chamado uma parametrização (ou sistema de coordenadas); x(U) é uma vizinhança coordenada
de p emM. Quando quisermos nos referir ao caráter local em algumas demonstrações usaremos
os sistemas de coordenadas, salvo menção contrária.

Observação 1.1.2. A família A := {(Uα, xα)} satisfazendo as condições (1) e (2) da Defini-
ção 1.1.1 é denominada estrutura diferenciável em M. É possível mostrar que toda variedade
diferenciável M admite uma estrutura maximal A , isto é, toda aplicação x : U ⊂ Rn → M
que satisfaz a condição (2) para toda aplicação xα ∈ A também pertence a A , como pode ser
observado em [17, Proposição 1.17, p. 13].

Exemplo 1.1.1. Naturalmente temos que o espaço Euclidiano n−dimensional Rn com a estru-
turaA = {(Rn, IdRn)} é uma variedade diferenciável; maiores detalhes podem ser consultados
em [17, Exemplo 1.22, p.17].

Observação 1.1.3. Daqui por diante adotaremos a seguinte notação, N0 = N ∪ {0}.

Exemplo 1.1.2. Seja SN := {(x1, . . . , xN+1) ∈ RN+1 : x21 + · · ·+ x2N+1 = 1} a esfera unitária de
RN+1. Podemos pensar na projeção estereográfica e como em [6, Exemplo 4.6, p.20] mostrar
que SN é uma variedade diferenciável.

Exemplo 1.1.3. SejamM1, . . . ,Mk variedades diferenciáveis de dimensão n1, . . . , nk respectiva-
mente. EntãoM = M1×· · ·×Mk é uma variedades diferenciável. Com efeito, seja (p1, . . . , pk) ∈
M, então podemos escolher as parametrizações (Ui, xαi) para Mi tal que

pi ∈ xαi(Ui),

e assim a aplicação produto, isto é, x = xα1 × · · · × xαk : U1 × · · · × Uk ⊂ Rn1+···+nk → M
satisfaz a condição 1 e 2 da Definição 1.1.1, conforme pode ser visto em [17, Exemplo 1.34,
p.21].

Definição 1.1.2. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação φ : M → N é
diferenciável em p ∈ M se dada uma parametrização y : V ⊂ Rn → N em φ(p) existe uma
parametrização x : U ⊂ Rm → M em p tal que φ(x(U)) ⊂ y(V) e a aplicação

y−1 ◦ φ ◦ x : U ⊂ M → Rn

é diferenciável em x−1(p).

Observação 1.1.4. Em consequência da definição acima podemos ver as aplicações f : M → R
como aplicações entre variedades diferenciáveis as quais chamaremos de funções, isto é, fun-
ções serão aplicações que tem como domínio uma variedade diferenciável e tem como contra-
domínio a reta. Nesse contexto, diremos que uma função é diferenciável se satisfaz a definição
acima. Denotaremos o espaço das funções diferenciáveis por C∞(M).
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Definição 1.1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável

α : (−ε, ε) ⊂ R → M,

é chamada de curva em M. Suponha que α(0) = p ∈ M, e seja C∞
p (M) o conjuntos das funções

de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva α em t = 0 é a função α′(0) : C∞
p (M) → R

dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

f ∈ C∞
p (M).

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε, ε) → M com
α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM e chamado de
espaço tangente.

Definição 1.1.4. Seja M e N duas variedades diferenciáveis e seja F : M → N uma aplicação
diferenciável. A diferencial de F no ponto p é a aplicação linear que para cada v ∈ TpM associa
um vetor dFp(v) ∈ TF(p)N.

Observação 1.1.5. Sob as mesmas condições acima seja α : (−ε, ε) → M tal que α(0) = 0 e
α′(0) = v, assim a curva β(t) = (F ◦ α)(t) é diferenciável e β(0) = F(p) e

β′(0) = dFp(v),

como pode ser visto em [6].

Observação 1.1.6. Seja Mn uma variedade diferenciável de dimensão n e (U, x) um sistema de
coordenadas. A escolha da parametrização x : U → M associa uma base{(

∂

∂x1

)
q
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
q

}
em TpM, onde p = x(q), como pode ser observado em [6, p.9]. Às vezes, para facilitar a notação
utilizaremos também {∂1, . . . , ∂n} ao invés do apresentado acima.

A seguir temos um resultado importante que caracteriza os espaços tangentes em varie-
dades produtos. Por completude apresentaremos também sua demonstração.

Proposição 1.1.1. Sejam M,N duas variedades diferenciáveis. Então T(q,p)(N×M) é isomorfo
a TqN

⊕
TpM, para todo q ∈ N e p ∈ M.

Demonstração. Sejam π1 : N × M → N, definida por π1(q, p) = q, e π2 : N × M → M,
definida por π2(q, p) = p, as respectivas projeções que são aplicações diferenciáveis. Defina
Ψ : T(q,p)(N×M) → TqN

⊕
TpM porΨ(V) = d(q,p)π1(V)+d(q,p)π2(V). Se V,U ∈ T(q,p)(N×M)

e λ ∈ R, temos

Ψ(λV+ U) = d(q,p)π1(λV+ U) + d(q,p)π2(λV+ U)

= [λd(q,p)π1(V) + d(q,p)π1(U)] + [d(q,p)π2(V) + d(q,p)π2(U)]

= λ[d(q,p)π1(V) + d(q,p)π2(V)] + [d(q,p)π1(U) + d(q,p)π2(U)]

= λΨ(V) + Ψ(U),
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ou seja, Ψ é linear. Além disso, como a

dim(T(q,p)(N×M)) = dim(N) + dim(M) = dim(TqN) + dim(TpM),

então, pelo Teorema do Núcleo e Imagem, basta mostra que Ψ é injetiva. Assim, seja V ∈
T(q,p)(N ×M) tal que Ψ(V) = 0. Pela definição de Ψ temos que d(q,p)π1(V) + d(q,p)π2(V) = 0,
logo segue que V ∈ TqN ∩ TpM, e como TqN ∩ TpM = {0}, obtemos que V = 0, e portanto Ψ é
injetiva o que concluí a prova.

Pela proposição acima podemos identificar T(q,p)(N × M) = TqN
⊕

TpM para todo
(q, p) ∈ N×M. Isso se mostrará muito útil mais adiante neste trabalho.

Exemplo 1.1.4 (O fibrado tangente). Seja Mn uma variedade diferenciável. Definimos o fibrado
tangente de M por TM := {(p, v); p ∈ M, v ∈ TpM}. Como visto em [6, Exemplo 4.1, p.15], o
fibrado tangente é uma variedade diferenciável de dimensão 2n.

Definição 1.1.5. O semi-espaço é o conjunto definido por

HN := {(x1, . . . , xN) ∈ RN : xN ≥ 0}.

Um subconjunto V ∈ HN aberto tem a forma V = HN ∩ U, onde U é um aberto de RN.
Então, dizemos que uma função f : V → R, definida em um aberto V de HN, é diferenciável se
existir uma função diferenciável f : U → R definida em um aberto U de RN, em que V ⊂ U,
tal que f|V = f. Se f é diferenciável em V a diferencial dfp é definida por dfp = dfp, onde p ∈ V.
Com isso podemos definir uma variedade com bordo.

Definição 1.1.6. Um conjunto M é dito uma variedade diferenciável com bordo, ou somente
variedade com bordo, de dimensão n se existe uma família de aplicações aplicações biunívocas
xα : Uα ⊂ HN → M, onde Uα é um aberto de HN, tais que

(i)
⋃
α xα(Uα) = M;

(ii) Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos xα(W) e xβ(W) são
aberto em HN e as aplicações xα ◦ x−1

β e x−1
α ◦ xβ são diferenciáveis em W.

Os conceitos anteriores e adiante se aplicam totalmente a variedades com bordo.

Observação 1.1.7. Um ponto p ∈ M é dito ponto de bordo se para um sistema de coordenadas
x : U → M em torno de p se tem p = x(0, x2, . . . , xN). O conjunto de pontos de bordo de M, é
chamado de bordo de M e denotaremos por ∂M. É possível mostrar que o bordo não depende da
parametrização e que o bordo de uma variedade diferenciável de dimensão n é uma variedade
diferenciável de dimensão n− 1. As demonstrações desses fatos podem ser consultadas em [17,
p.54].
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Exemplo 1.1.5. HN := {(x1, . . . , xN) ∈ RN : xN ≥ 0} é uma variedade com bordo.

Definição 1.1.7. Um campo de vetores tangentes X em uma variedade diferenciável M é uma
correspondência que a cada ponto p ∈ Massocia o vetor X(p) ∈ TpM. Em termos de aplicações,
X é uma aplicação de M no fibrado tangente TM. O campo é diferenciável se a aplicação

X : M → TM

é diferenciável. Denotaremos o espaço dos campos de vetores diferenciáveis por X (M).

Definição 1.1.8. Seja M uma variedade com bordo e seja p ∈ ∂M. Dizemos que o vetor

N ∈ TpM

aponta para dentro se N /∈ Tp∂M e, para algum ε > 0, existe um seguimento de curva diferen-
ciável α : [0, ε] → M tal que α(0) = p e α′(0) = N. Dizemos que N aponta para fora se −N
aponta para dentro. Se N aponta para dentro, chamaremos N de normal interior, caso contrário,
N será chamado de normal exterior.

Como pode ser consultado em [17, Proposição 15.33, p.391], dado uma variedade M
com bordo, um campo de vetores normais exterior é um campo X ∈ X (M) tal que X(p) ∈ TpM
é um vetor normal exterior para todo p ∈ ∂M.

Definição 1.1.9. Sejam M uma variedade diferenciável e X, Y ∈ X (M). Definimos o campo
colchete por [X, Y] = XY− YX.

Proposição 1.1.2. Sejam M uma variedade diferenciável,

X, Y, Z ∈ X (M), e a, b ∈ R e f, g ∈ C∞(M).

Então:

1. [X, Y] = −[Y,X] (anticomutatividade);

2. [aX+ bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] (linearidade);

3. [[X, Y], Z] + [[Y, Z],X] + [[Z,X], Y] = 0 (identidade de Jacobi);

4. [fX, gY] = fg[X, Y] + fX(g)Y+ gY(f)X.

Definição 1.1.10. Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma variedade
diferenciável M é uma correspondência que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno
gp = ⟨·, ·⟩p no espaço tangente TpM, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x :

U ⊂ Rn → M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, x(x1, . . . , xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), então

gq
(
∂

∂xj
(q),

∂

∂xj
(q)

)
=

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q
= gij(x1, . . . , xn),

é uma função diferenciável em U.
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Exemplo 1.1.6. Seja RN com a métrica

g(x, y) =
N∑
i=1

xiyi,

segue de maneira imediata que (RN, g) é uma variedade Riemanniana, onde x = (x1, . . . , xN) e
y = (y1, . . . , yN). A matriz dessa métrica nos campos ortonormais canônicos de RN é dada por

gi,j(ei, ej) = δi,j =

1 se i = j

0 se i ̸= j,

onde ei = (0, . . . , 1, . . . , 0). Em R denotamos a métrica Riemanniana por dt2.

Proposição 1.1.3. Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.

Uma prova para a proposição acima se encontra em [6, Proposição 2.10, p.47].

Exemplo 1.1.7. Em consequência da proposição acima SN, a esfera unitária de dimensão N, é
uma variedade Riemanniana com uma métrica gSN .

Definição 1.1.11. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a distância entre os pontos
p, q ∈ M por

d(p, q) := inf
{∫ b

a
||γ′(t)||dt; γ é curva diferenciável por partes e γ(a) = p, γ(b) = q

}

Como em [6, Proposição 2.5 p.161] é possível provar que (M, d) é um espaço métrico.
Também em [6, Proposição 2.6, p.162] temos que a topologia de M coincide com a topologia
gerada pela métrica.

Definição 1.1.12. Sejam M,N variedades diferenciáveis e F : M → N uma aplicação diferen-
ciável, considere gN a métrica em N. Definimos o pullback de gN por F como

F∗gN(X, Y) = gN(dF(X), dF(Y)) para todos X, Y ∈ X (M),

pontualmente temos que

F∗gN(u, v) = gN(dFp(u), dFp(v)) para todo p ∈ M e todos u, v ∈ TpM.

Definição 1.1.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo. Dizemos que N é um
campo normal unitário exterior, se para todo p ∈ ∂M tivermos

g(v,N(p)) = 0, para todo v ∈ Tp∂M, g(N(p),N(p)) = 1 e N(p) é normal exterior.
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Definição 1.1.14. Sejam (M, gM) e (N, gN) variedades Riemannianas e seja F : M → N um
difeomorfismo, isto é, F bijeção diferenciável com inversa diferenciável. Dizemos que F é uma
isometria, se para todo p ∈ M tivermos que gM(u, v) = gN(dFp(u), dFp(v)), para todos u, v ∈
TpM, isto é, gM = F∗gN. F é isometria local em p ∈ M se existe uma vizinhança aberta U de p
tal que satisfaz a definição de ismetria nessa vizinhança.

Exemplo 1.1.8. Pelo Exemplo (1.1.3) dados duas variedades Riemannianas (M, gM) e (N, gN)
o produto (M×N) é uma variedade diferenciável, e, pela Observação (1.1.1), a métrica natural
a se considerar é

gM×N = gM + gN,

o que torna (M× N, gM×N) uma variedade Riemanniana.

Definição 1.1.15. Uma Conexão Riemanniana é a aplicação∇ : (M) → (M) tal que:

• ∇fX1+X2Y = f∇X1Y+∇X2Y;

• ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2;

• ∇X(fY) = X(f)Y+ f∇XY;

• ∇XY−∇YX = [X, Y];

• X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩.

A uma conexão Riemanniana podemos associar uma derivada covariante, como pode
ser visto em [6, Proposição 2.2, p. 55], tal que

1.
D
dt
(V+W) =

DV
dt

+
DW
dt

, ondeV,W são campos ao longo da curva diferenciável c : I → M;

2.
D
dt
(fV) =

df
dt
V+ f

DV
dt

, onde V é um campo ao longo de c : I → M e f ∈ C∞(I);

3. Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), isto é, V(t) = Y(c(t)), então
DV
dt

= ∇ dc
dt
Y.

Definição 1.1.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva parametrizada γ : I → M

é uma geodésica em t0 ∈ I se
D
dt
(
dγ
dt

) = 0 no ponto t0; se γ é geodésica em t, para todo t ∈ I,
dizemos que γ é um geodésica. Se [a, b] ⊂ I e γ : I → M é uma geodésica, a restrição de γ a
[a, b] é chamada (segmento de) geodésica ligando γ(a) a γ(b).

Exemplo 1.1.9. Seja M = RN, como a derivada covariante, que coincide com a derivada usual
de campos, as geodésicas são retas parametrizadas proporcionalmente pelo comprimento de
arco. Como pode ser consultado em [6, Exemplo 2.10, p. 73]
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Exemplo 1.1.10. Considere agora SN. como em [6, Exemplo 2.11, p. 74] as geodésicas de SN

são círculos máximos.

Exemplo 1.1.11. Vamos calcular algumas geodésicas em SN ×R. Primeiramente, observe que
pela Proposição (1.1.1) dado o ponto (σ, t) ∈ SN × R temos que T(σ,t)(SN × R) = TσSN × R,
assim podemos identificar o fibrado tangente do produto por T(SN × R) = TSN ⊕ TR, e logo
identificamos também o espaço dos campos de vetores, isto é, X (SN ×R) = X (SN)⊕X (R).
Assim ganhamos uma conexão Riemanniana, isto é, compatível com a métrica g(σ,t) = gSN +dt2

métrica dada pelo Exemplo (1.1.8), que denotaremos por

∆SN×R = ∆SN +∆R,

associado a essa conexão Riemanniana identificamos a derivada covariante por

D
ds

SN×R
(·) := D

ds

SN

(·) + D
ds

R
(·) = D

ds

SN

(·) + d2

ds
(·).

Logo, seja γ : I → SN um circulo máximo e α(s) = st+ (1− s)t0 = t0 + s(t− t0) um segmento
de reta em R, onde t0 ∈ R fixo e t ∈ R arbitrário diferente de t0. Considere β1(s) = (γ(s), t),
assim

D
ds

SN×R
(β′

1(s)) =
D
ds

SN

(γ′(s)) +
d2

dt
(s) = 0,

pois γ é geodésica em SN e t é constante. E então, β1 é geodésica em SN × R. Agora, defina
β2(s) = (p, α(s)),onde p ∈ SN é um ponto fixado, por argumentos análogos ao de β1 é possível
mostrar que β2 é geodésica em SN ×R. Uma pergunta natural é se curvas como β1 e β2 são as
únicas geodésica? A resposta para essa pergunta é não, porém, não é tão trivial de classificar
as geodésicas dessa variedade Riemanniana. Para ficar claro a dificuldade de classificar todas
as geodésicas em SN×R olharemos abaixo a equação das geodésicas que pode ser expressada
em coordenadas locais.

Como em [6, p. 69], podemos expressar a equações das geodésicas em parametrizações
por

d2xk
dt

+
∑
i,j

Γk
ij
dxi
dt

dxj
dt

= 0, k = 1, . . . , n, (1.1)

onde γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) é uma geodésica em uma variedade Riemanniana M. E os Γk
ij

podem ser obtidos como se segue, em [18, cap. 5, p.69], vale a fórmula de Koszul

2⟨∇XY, Z⟩ = X⟨Y, Z⟩+ Y⟨X, Z⟩ − Z⟨X, Y⟩ − ⟨Y, [X, Z]⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Z, Y]⟩. (1.2)

Tomando um sistema de coordenadas (U, xi) em torno de p ∈ M temos, pela fórmula de Koszul
(1.2),

2⟨∇∂i∂j, ∂l⟩ = ∂i⟨∂j, ∂l⟩+ ∂j⟨∂i, ∂l⟩ − ∂l⟨∂i, ∂j⟩. (1.3)
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Fazendo∇∂i∂j =
∑
k

Γk
ij∂k obtemos

∑
k

Γk
ijgkl =

1
2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij),

o que multiplicando pela inversa glm resulta em∑
k

Γk
ijgklglm =

1
2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)glm

∑
k

Γk
ijδkm =

1
2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)glm.

Assim, tomando m = k, segue que

Γk
ij =

1
2
∑
k

(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)glk.

Olhando para (1.1) se trata de uma EDO de segunda ordem em que dado um ponto e um
vetor tangente garantimos a existência e unicidade de solução, porém se considerarmos amétrica
e derivada covariante em SN × R fica claro o quão difícil é classificar todas as geodésicas na
mesma. Para ilustrar melhor, com as mesmas notações do exemplo acima, podemos expressar a
equação das geodésicas em coordenadas em SN × R. Considere

α(s) = (γ(s), t(s)) = (x1(s), . . . , xn(s), t(s)),

geodésica em SN × R, assim

0 =
D
ds

SN×R
(α′(s)) =

D
ds

SN×R
((γ′(s), t′(s)))

=
D
ds

SN

(γ′(s)) + t′′(s)

=
N∑

k=1

(
d2xk
dt

+
N∑
i,j

Γk
ij
dxi
dt

dxj
dt

)ek + t′′(s)eN+1,

onde ei é o i−ésimo termo da base canônica de RN+1.

Considerando agora X ∈ X (M), com as notações anteriores podemos escrever

X =
∑
i

ai∂i =⇒ ⟨X, ∂j⟩ = ⟨
∑
i

ai∂i, ∂j⟩ =
∑
i

ai⟨∂i, ∂j⟩ =
∑
i

aigij,

assim, ai = ⟨X, ∂j⟩gij, e, portanto,

X =
∑
i

⟨X, ∂j⟩gij∂i. (1.4)

Definição 1.1.17. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M → R uma função diferen-
ciável. O gradiente de f é um campo vetorial em M denotado por∇f, tal que

g(∇f,X) = X(f), (1.5)

para todo X ∈ X (M).
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Proposição 1.1.4. Seja M uma variedade Riemanniana. Então

(1) ∇(λf+ g) = λ∇f+∇g, para toda f, g ∈ C∞(M) e todo λ ∈ R;

(2) ∇(f · g) = f · ∇g+ g · ∇f para toda f, g ∈ C∞(M).

Observação 1.1.8. Sejam M uma variedade Riemannina, f : M → R uma função diferenciável,
e seja também v ∈ TpM e α : (−ε, ε) → M, tal que α(0) = p e α′(0) = v. Então segue que

g(∇f(p), v) = dfp(v) =
d
dt
(f ◦ α)(t)|t=0.

Observação 1.1.9. Seja x : U ⊂ Rn → M uma parametrização de p ∈ M e f ∈ C∞(M). Então,
na vizinhança x(U) temos

∇f =
∑
i,j

gij
∂f
∂xj

∂

∂xi
=

∑
i,j

gij∂j(f)∂i,

e, além disso,∇f ∈ X (M).

Definição 1.1.18. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo e f ∈ C∞(M). Defini-
mos a derivada normal de f por

∂f
∂N

= g(∇f,N),

em que N é o campo normal de vetores unitários ao longo do ∂M.

Frequentemente neste trabalho também denotaremos a derivada normal de uma função
f : M → R, definida em uma variedade Riemanniana com bordoM, por ∂Nf.

Definição 1.1.19. Seja M uma variedade Riemanniana. O divergente do campo X ∈ X (M) é
uma função, div : M → R, tal que div(X)(p) = tr{v → ∇vX}, para todo v ∈ TpM, onde tr é o
traço da aplicação {v → ∇vX}.

Proposição 1.1.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Então

(1) div(λX+ Y) = λ div(X) + div(Y) para todo X, Y ∈ X (M) e todo λ ∈ R;

(2) div(fX) = f div(X) + g(∇f,X) para todo X ∈ X (M) e toda f ∈ C∞(M).

Observação 1.1.10. Sejam X ∈ X (M) e x : U ⊂ Rn → M uma parametrização em p ∈ M.
Então em x(U), temos

divX =
∑
i

(
∂i(ai) +

∑
j

ajΓi
ij

)
,

onde X =
∑
j

aj∂j nessa parametrização. Além disso, temos

divX =
1√

det[gij]

∑
i

∂i(ai
√
det[gij]).
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Definição 1.1.20. Seja f : M → R uma função diferenciável. O laplaciano de f,∆f : M → R, é
dado por ∆f(p) = div(∇f)(p).

Proposição 1.1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. Então, para toda f, g ∈ C∞(M) e todo
λ ∈ R valem:

(1) ∆(λf+ g) = λ∆f+∆g;

(2) ∆(fg) = f∆g+ g∆f+ g(∇f,∇g).

A parte (1) da Proposição acima diz que a definição a seguir faz total sentido.

Definição 1.1.21. Ooperador∆ : C∞(M) → C∞(M) dado por f → ∆f é chamado de Operador
Laplace-Beltrami.

Observação 1.1.11. Sejam f ∈ C∞(M) e x : U ⊂ Rn → M uma parametrização em p ∈ M.
Então, em coordenadas temos

∆f =
1√

det[gij]

∑
i,j

∂i

(√
det[gij]gij∂j(f)

)
.

1.2 ESPAÇO DAS FUNÇÕES DE HÖLDER EM VARIEDADES COMPACTAS

Nessa seção introduziremos o espaço das funções de Hölder em variedades compactas,
que desempenhará um papel fundamental no decorrer do trabalho. Aqui demonstraremos que
tais espaços, com uma norma a ser definida, é um espaço de Banach, o que será de suma impor-
tância na aplicação de alguns resultados da Teoria de Pertubação de Domínios. Começaremos a
construção em RN para posteriormente estendermos para variedades Riemanninas compactas.

Definição 1.2.1. Dizemos que Ω ⊂ RN é um domínio limitado em RN se Ω é aberto, conexo e
limitado. Se Ω é somente aberto, conexo e não limitado, dizemos que Ω é um domínio ilimitado.

Exemplo 1.2.1. Considere I = (a, b) ⊂ R um intervalo aberto não degenerado. Como é conhe-
cido, temos que I é aberto, conexo e limitado. Segue que I é um domínio limitado. Um exemplo
de domínio não limitado em R pode ser o próprio R ou intervalos não limitados como (0,+∞).

Exemplo 1.2.2. Seja J = (−∞, 0) ∪ (0,+∞) ⊂ R, observe que J não é conexo, então J não é
um domínio.

Exemplo 1.2.3. Podemos ter exemplos mais sofisticados em Rn. Vamos exibir dois exemplos. A
bola aberta de centro na origem e raio 1,

B1(0) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : ||(x1, . . . , xn)|| < 1},

é um domínio limitado. Um exemplo de um domínio ilimitado é o conjunto H := {(x1, . . . , xn) ∈
Rn : xn ≥ 0}.
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Vamos fixar para o contexto deste trabalho Ω ⊂ RN um domínio limitado. Seja 0 < α <

1, dizemos que a função f : Ω → R é de classe Cα em Ω se existe L > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ L||x− y||α,

para todos x, y ∈ Ω. Então, faz sentido

sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

< +∞.

Chamaremos as funções que satisfazem a definição acima de funções Hölder contínuas
e denotaremos por C0,α(Ω).

Exemplo 1.2.4. Seja Ω = (0, 1), então Ω = [0, 1]. Defina f : [0, 1] → R por f(t) = tN, onde
N ∈ N. Afirmamos que f é Hölder contínua. Com efeito, temos que

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

=
|xN − yN|
|x− y|α

=
|x− y||xN + xN−2y+ xN−3y2 + · · ·+ xN−jyj−1 + · · ·+ yN−1|

|x− y|α

= |x− y|1−α|xN + xN−2y+ xN−3y2 + · · ·+ xN−jyj−1 + · · ·+ yN−1|

≤ |x− y|1−α[|xN|+ |xN−2y|+ |xN−3y2|+ · · ·+ |xN−jyj−1|+ · · ·+ |yN−1|],

que é limitado pois [0, 1] é limitado.

Observação 1.2.1. Seja f : Ω → R uma função de classe Cα em Ω, então f ∈ C(Ω), isto é, f é

contínua. Com efeito, fixe x0 ∈ Ω arbitrário. Então, dado ε > 0 tome δ :=

(
ε

L

) 1
α

> 0, assim

quando ||x− x0|| < δ implica que

|f(x)− f(x0)| ≤ L||x− y||α < L
((

ε

L

) 1
α
)α

= ε,

logo f é contínua em x0. Como x0 é arbitrário, segue que f é contínua. Também temos que C0,α(Ω)

é um subespaço de C(Ω), onde Ω é o fecho de Ω emRN. Com efeito, seja f, g ∈ C0,α(Ω) e λ ∈ R,
então

sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(f+ λg)(x)− (f+ λg)(y)|
||x− y||α

= sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x) + λg(x)− f(y)− λg(y)|
||x− y||α

≤ sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|+ |λg(x)− λg(y)|
||x− y||α

≤ sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

+ |λ| sup
x,y∈Ω
x̸=y

|g(x)− g(y)|
||x− y||α

<∞,

onde a última desigualdade segue do fato de f, g ∈ C0,α(Ω) e também de λ ser fixo.
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Lembrando que em análise funcional, dado um espaço compacto K de Hausdoff, o con-
junto das funções contínuas emK, denotado porC(K), é um espaço de Banach, vide [3, Exemplo
1.1.2, p.3], com a norma

f ∈ C(K) → ||f||∞ := sup
x∈K

|f(x)|.

Então, pela observação acima sobre C0,α(Ω), podemos nos perguntar se C0,α(Ω) é fechado em
C(Ω) com relação a norma || · ||∞. Assim, pela Proposição (A.0.1), concluímos que (C0,α(Ω), || ·
||∞) é Banach. Isso não é verdade em geral. Podemos considerar Ω = (0, 1) ⊂ R e observar
que f(t) = tN pertence a C0,α([0, 1]), para todo N ∈ N, pelo Exemplo (1.2.4), e como C0,α([0, 1])
é um espaço vetorial segue que os polinômios com variáveis em [0, 1] pertencem a C0,α([0, 1]).

Dessarte, para mostrar que C0,α([0, 1]) não é fechado devemos exibir uma sequência
de funções Hölder contínuas que convergem parar uma função que não pertence ao espaço.
Considere g : [0, 1] → R definida por g(t) = tβ , onde 0 < β < α < 1. Observe que g ∈
C([0, 1]), porém

|g(x)− g(0)|
|x− 0|α

=
xβ

xα
=

1
xα−β

→ ∞,

quando x → 0, pois β − α < 0, isto é, g não pertence a C0,α([0, 1]), e pelo Teorema da Apro-
ximação de Weierstrass, vide [21, Proposição 18, p.279], existe uma sequência de polinômios
(Fn)

∞
n=1 ⊂ C0,α([0, 1]) tal que ||Fn − g||∞ → 0, quando n → ∞, o que conclui que C0,α([0, 1])

não é fechado. Portanto não temos em geral que C0,α(Ω) é fechado em C(Ω) em relação a norma
|| · ||∞.

Para contornar este fato definimos a seguinte norma em C0,α(Ω)

||f||C0,α := ||f||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

.

Proposição 1.2.1. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado, então (C0,α(Ω), || · ||C0,α) é um espaço de
Banach.

Demonstração. Primeiramente mostraremos que de fato || · ||C0,α é uma norma em C0,α(Ω). É
claro que está bem definido, como para todo f ∈ C0,α(Ω) temos

||f||C0,α ≥ ||f||∞ ≥ 0.

Também, se ||f||C0,α = 0 então

||f||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

= 0,
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e como supx,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

≥ 0 e ||f||∞ ≥ 0, segue que f = 0. Além disso, sejam f, g ∈

C0,α(Ω), assim

||f+ g||C0,α = ||f+ g||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(f+ g)(x)− (f+ g)(y)|
||x− y||α

≤ ||f||∞ + ||g||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(f+ g)(x)− (f+ g)(y)|
||x− y||α

≤ ||f||∞ + ||g||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
||x− y||α

≤ ||f||∞ + ||g||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(f(x)− f(y)|
||x− y||α

+ sup
x,y∈Ω
x̸=y

|g(x)− g(y)|
||x− y||α

= ||f||C0,α + ||g||C0,α ,

isto é, vale a desigualdade triangular. É claro que ||λf||C0,α = |λ|||f||C0,α , para todo λ ∈ R e toda
f ∈ C0,α(Ω). Logo, || · ||C0,α é de fato uma norma em C0,α(Ω).

Agora mostraremos que de fato (C0,α(Ω), || · ||C0,α) é Banach. Seja (fn)∞n=1 ⊂ C0,α(Ω)

uma sequência de Cauchy, isto é, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que m, n ∈ N onde m, n ≥ n0
implica que

ε > ||fn − fm||C0,α = ||fn − fm||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|(fn − fm)(x)− (fn − fm)(y)|
||x− y||α

≥ ||fn − fm||∞,

logo (fn)∞n=1 é de Cauchy em (C(Ω), || · ||∞), e como (C(Ω), || · ||∞) é Banach, existe f ∈ C(Ω)
tal que ||fn− f||∞ → 0, quando n → ∞. Afirmo que f ∈ C0,α(Ω), pois como (fn)∞n=1 é de Cauchy
em (C0,α(Ω), || · ||C0,α), logo é limitada, assim existe L > 0 tal que

L ≥ ||fn||C0,α = ||fn||∞ + sup
x,y∈Ω
x̸=y

|fn(x)− fn(y)|
||x− y||α

≥ sup
x,y∈Ω
x̸=y

|fn(x)− fn(y)|
||x− y||α

≥ |fn(x)− fn(y)|
||x− y||α

,

para todo n ∈ N. Então
L||x− y||α ≥ |fn(x)− fn(y)|,

e, fazendo n → ∞, temos que

|f(x)− f(y)| ≤ L||x− y||α,

para todo x, y ∈ Ω, ou seja f ∈ C0,α(Ω) como afirmado. É claro que ||fn − f||C0,α → 0 quando
n → ∞. Portanto (C0,α(Ω), || · ||C0,α) é Banach.
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Em geral podemos falar de funções Hölder deriváveis em domínios limitados Ω ⊂ RN.
Para isso, começamos introduzindo alguns novos conceitos.

Seja β = (β1, . . . , βN) ∈ RN tal que βi ∈ N0 para todo i = 1, . . . ,N. Chamaremos β de
multi-índice e denotaremos a ordem de β por

|β| = β1 + · · ·+ βN.

Seja k ∈ N0 e f ∈ Ck(Ω), então definimos a derivada total

∂βf =
∂|β|f

∂β1x1 · · · ∂
βN
xN
, (1.6)

e como Ω é compacto, temos que é limitado, e segue que o número

|Dkf|0,Ω := max
|β|=k

sup
x∈Ω

|∂βf(x)|

existe, pois todas as derivadas parciais são funções contínuas definidas no conjunto compacto
Ω.

Assim, dizemos que uma função f : Ω → R de classe Ck(Ω) é Ck,α(Ω) se ∂βf ∈ C0,α(Ω)

para todo multi-índice β de ordem k.

Assim, para uma função f ∈ Ck,α(Ω) definimos o número

[Djf] := max
0≤|β|≤j

sup
x,y∈Ω
x̸=y

|∂βf(x)− ∂βf(y)|
||x− y||α

,

para todo j = 0 . . . , k. Logo definimos em Ck,α(Ω) a seguinte norma

||f||Ck,α :=
k∑

j=0

|Djf|0,Ω + [Djf]α,Ω.

Lema 1.2.1. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado e (fn)∞n=1 uma sequência de funções de classe
C1 em Ω. Se para um ponto x0 ∈ Ω, a sequência (fn(x0))∞n=1 converge, existe uma função

g : Ω → R

tal que as derivadas parciais de fn convergem uniformemente para gi em Ω, isto é,
∂fn
∂xi

→ gi

uniformemente em Ω para i = 1, . . . ,N, então, existe f ∈ C1(Ω) tal que fn → f uniformemente

em Ω e
∂f
∂xi

= gi para i = 1, . . . ,N.

Demonstração. Primeiro, temos que Ω é limitado em RN, assim Ω é compacto. Logo, Ω é uni-
formemente limitado, isto é, dado ε > 0 existem x1, . . . , xk ∈ Ω tais que

Ω ⊂
k⋃

i=1

B(xi, ε),
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onde B(xi, ε) é a bola de centro em xi e raio ε. Então, basta mostrar o resultado quando Ω =

B(0, 1), sob as mesmas hipóteses do Lema. Assim, como Ω é convexo, dado x ∈ Ω temos que
tx+ (1− t)x0 ∈ Ω para t ∈ [0, 1]. Então, considere

hn(t, tx+ (1− t)x0) = fn(tx+ (1− t)x0).

Temos que hn é de classe C1 em [0, 1] por ser composição de aplicações C1 para todo n ∈ N.
Além disso, Observamos que,

hn(0, x0) = fn(xo),

e assim a sequência (hn(0, x0))∞n=1 converge. Note que

h′

n(t, tx+ (1− t)x0) = ⟨∇fn(tx+ (1− t)x0), x− x0⟩

=
N∑
i=1

∂fn
∂xi

(tx+ (1− t)x0)(xi − xi0)

na base canônica, e assim, h′
n(t, tx+ (1− t)x0) converge uniformemente para gi(tx+ (1− t)x0)

em [0, 1]. Por [20, Teorema 4, p.12] existe h(t, tx+ (1− t)x0) ∈ C1([0, 1]) tal que

hn(t, tx+ (1− t)x0) → h(t, tx+ (1− t)x0)

uniformemente em [0, 1]. Como

hn(1, x) = hn(0, x0) +
N∑
i=1

∫ t

0

∂fn
∂xi

(tx+ (1− t)x0)(xi − x0)dt, (1.7)

então começando o segmento em um ponto x1 no segmento [x0, x], temos, pelo Teorema do Valor
Médio

|hn(0, x1)− hn(0, x0)| = |fn(x1)− fn(x0)|

= |∇(ζ)(x1 − x0)|

≤ ||∇fn(ζ)||||x1 − x0||

≤ C||x1 − x0||, (1.8)

em que C > 0, desde que ∇fn(ζ) é limitado pois o mesmo tem entradas que convergem unifor-
memente. Assim, definimos a função f : Ω → R por f(x) = h(0, x). Segue de (1.8) que f está
bem definida, pois a definição de h(0, x) depende continuamente do ponto x ∈ Ω, e de (1.7) que
f é exatamente a função que procuramos.

Observação 1.2.2. O Lema anterior também é válido para derivadas totais de multi-índice
maiores ou iguais a 1. Para a demonstração, basta aplicar indução sobre a ordem do multi-
índice e prosseguir com argumentos ao Lema anterior.
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Proposição 1.2.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Então Ck(Ω) é Banach com a norma

||f||Ck :=
k∑

j=0

|Djf|0,Ω , para f ∈ Ck(Ω).

Demonstração. Prosseguiremos a demonstração por indução em k. Para k = 0 segue de [3,
Exemplo 1.1.2, p.3]. Suponha por indução que (Ck−1(Ω), || · ||Ck−1) é Banach. Seja (fn)n ⊂ Ck(Ω)

uma sequência de Cauchy, como ||fn||Ck ≥ ||fn||Ck−1 e ||fn||Ck ≥ ||fn||∞. Então, pela hipótese
de indução e como (C(Ω), || · ||∞) são Banach existem f ∈ Ck−1(Ω) e gβ ∈ C(Ω) tais que
||fn − f||Ck−1 → 0 e ||∂βfn − gβ||∞ → 0 quando n → ∞ para todo multi-índice β de ordem k.
Pelo Lema e observação anteriores, temos que f ∈ Ck(Ω) e assim

gβ(x) = lim
n→∞

∂β(fn(x)) = ∂β( lim
n→∞

fn(x)) = ∂β(f(x)),

para todo x ∈ Ω e todo multi-índice β de ordem k. Portanto ||fn− f||Ck → 0 quando n → ∞, isto
é (Ck(Ω), || · ||Ck) é Banach.

Proposição 1.2.3. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado Então (Ck,α(Ω), || · ||Ck,α) é um espaço de
Banach.

Demonstração. Seja (fn)∞n=1 ⊂ Ck,α(Ω) uma sequência de Cauchy, como

||fn||C0,α ≥ ||fn||Ck ,

segue que (fn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy em (Ck(Ω), || · ||Ck) e como pelo Lema acima o
mesmo é Banach, segue que existe f ∈ Ck(Ω) tal que ||fn − f||Ck → 0 quando n → ∞. Podemos
usar os mesmo argumentos que foram feitos na Proposição (1.2.1) para provar que f ∈ Ck,α(Ω)

e daí segue que ||fn − f||C0,α → 0 quando n → ∞. Portanto (Ck,α(Ω), || · ||Ck,α) é Banach.

Proposição 1.2.4. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e seja 0 < α < 1. Então Ck,α(Ω) ⊂
C0,α(Ω), para todo k ∈ N, e a inclusão é um operador linear limitado, isto é,

i : (Ck,α(Ω), || · ||Ck,α) → (C0,α(Ω), || · ||C0,α),

definido por i(f) = f.

Demonstração. Seja f ∈ Ck,α(Ω), então temos que

||f||Ck,α =
k∑

j=0

|Djf|0,Ω + [Djf]α,Ω ≥ [Djf] ≥ sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x)− f(y)|
||x− y||α

,

então segue que f ∈ C0,α(Ω). É claro que a inclusão é linear, então basta mostrar que ela é um
operador limitado. Seja f ∈ Ck,α(Ω) arbitrário, assim por definição

||i(f)||C0,α = ||f||C0,α ≤ ||f||Ck,α ,

e então temos que a inclusão é contínua.
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Definição 1.2.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que U ⊂ M é um domínio
limitado se U é aberto, conexo e limitado com a métrica d definida em (1.1.11).

Observação 1.2.3. Pelo Teorema de Hopf Rinow, vide [6, Teorema 2.8, p.162] para o devido
enunciado e prova, os limitados e fechados segundo a distância d, definida em (1.1.11), são
compactos.

Definição 1.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana e U ⊂ M um domínio limitado. Para
0 < α < 1 e k ∈ N, uma função f : U → R é dita Ck,α em U se, para toda carta coordenada
x : U → Ω ⊂ Rn em M, a função f ◦ x−1 : Ω → Ré de classe Ck,α.

Observação 1.2.4. Todas as demonstrações acima se aplicam a variedades. Isto é. Se M é uma
vaidade e U ⊂ M é um domínio limitado, então

(Ck.α(U), || · ||Ck,α),

é um espaço de Banach. Em particular se tomamos M como sendo uma variedade conexa e
compacta, então

(Ck,α(M), || · ||Ck,α),

será uma espaço de Banach.

Daqui por diante sempre que tratarmos de algum conceito nesses espaços a norma utili-
zada será sempre aquela que dará a melhor estrutura para o espaço, isto é, que torna o espaço
Banach. E faremos isso indicando somente || · || sempre que não corrermos o risco de confusão.
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2. PROBLEMA DE SERRIN

Neste capítulo veremos quais são as condições que teremos de cumprir para demonstrar o
Teorema principal deste trabalho. Para isso passaremos ao ambiente alternativo descrito na seção
(2.1). Posteriormente exibiremos os autovetores do operador de linearização e suas propriedades,
que serão apresentados na seção (2.2). Por fim, na seção (2.3), apresentaremos os pré-requisitos
impostos para a aplicação da Teoria de Bifurcação de soluções, para demonstrarmos o Teorema
principal.

2.1 UM AMBIENTE ALTERNATIVO PARA O PROBLEMA DE SERRIN

Como sabemos pelo Exemplo (1.1.3) SN×R é uma variedade diferenciável e pelo Exem-
plo (1.1.8) podemos muni-la com a métrica

g(σ,t) = gSN + dt2,

sendo assim uma variedade Riemanniana, onde gSN e dt2 são as métricas de SN e R respectiva-
mente dados nos Exemplos (1.1.7) e (1.1.6). Nessa métrica o operador Laplace-Beltrami é dado
por

∆g(σ,t) = ∆SN +
∂2

∂t2
.

Seja α ∈ (0, 1), definimos

U := {ϕ ∈ C2,α(SN) : ϕ(σ) > 0 para todo σ ∈ SN} ⊂ C2,α(SN), (2.1)

que é um aberto de C2,α(SN). Com efeito, seja (ϕn)∞n=1 ⊂ Uc tal que existe ϕ ∈ C2,α(SN) e

||ϕn − ϕ||C2,α → 0,

quando n → ∞. Assim, para todo n ∈ N existe σn ∈ SN tal que

ϕn(σn) ≤ 0.



2.1. UM AMBIENTE ALTERNATIVO PARA O PROBLEMA DE SERRIN 34

Como SN é compacto, logo a menos de subsequência, existe σ ∈ SN tal que ||σn − σ|| → 0
quando n → ∞. Também temos que, como ϕn ∈ Uc e é convergente logo é limitada e assim
existe L > 0 tal que |ϕn(x)− ϕn(y)| ≤ L||x− y||α para todo x, y ∈ SN, pois, existe L > 0 tal que

L ≥ ||ϕn||C2,α =
2∑

j=0

||Djϕn||∞ + max
0≤k=|β|≤2

sup
x,y∈SN
x̸=y

|∂|β|(ϕn(x)− ϕn(y))|
||x− y||α

≥ sup
x,y∈SN
x̸=y

|(ϕn(x)− ϕn(y))|
||x− y||α

≥ |ϕn(x)− ϕn(y)|
||x− y||α

,

e assim, |ϕn(x)− ϕn(y)| ≤ L||x− y||α para todo x, y ∈ SN.

Portanto

|ϕn(σn)− ϕ(σ)| ≤ |ϕn(σn)− ϕn(σ)|+ |ϕn(σ)− ϕ(σ)|

≤ L||σn − σ||α + |ϕn(σ)− ϕ(σ)| → 0,

quando n → ∞. Pela permanência de sinal do limite, segue que ϕ(σ) ≤ 0. PortantoUc é fechado,
e assim U é aberto como afirmado

Observação 2.1.1. Observe que a princípio não faz sentido usar um argumento de sequências
em SN, pois o mesmo aqui neste trabalho está sendo tratado somente como uma variedade
Riemanniana, porém ressalto que é conhecido em cursos de análise, vide [19] por exemplo, que
a esfera SN é um conjunto compacto em RN+1. E como a inclusão i : SN → RN+1 definida
por i(x) = x é um mergulho, isto é, a diferencial de i é injetiva para todo ponto e i é um
homeomorfismo sobre a imagem, isto é i é contínua com inversa contínua. Assim, o argumento
de sequência usado acima é um abuso de notação pois estamos usando a inclusão para fazer
sentido usarmos sequências em SN.

Para cada ϕ ∈ U definimos

Ωϕ := {(σ, t) ∈ SN × R : |t| < ϕ(σ)} ⊂ SN × R.

Proposição 2.1.1. Seja ϕ ∈ U. Então Ωϕ é um domínio em SN × R.

Demonstração. Dado ϕ ∈ U temos que ϕ atinge o máximo e mínimo, pois ϕ está definido no
espaço compacto SN como pode ser visto em [21, Proposição 4, p.239], desta forma

Ωϕ = SN × (min
σ∈SN

ϕ(σ),max
σ∈SN

ϕ(σ)),

que é conexo e limitado em SN×R. Agora nos resta mostrar queΩϕ é aberto na topologia produto
de SN × R, para isso mostraremos que Ωc

ϕ = (SN × R)− Ωϕ = {(σ, t) ∈ SN × R : |t| ≥ ϕ(σ)}
é fechado. Considere (σn, tn)∞n=1 ⊂ Ωϕ uma sequência tal que

(σn, tn) → (σ, t) ∈ SN × R,
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logo σn → σ e tn → t. Com isso, |tn| ≥ ϕ(σn) para todo n ∈ N, fazendo n → ∞ e lembrando que
ϕ ∈ U, seque que |t| ≥ ϕ(σ) e logo Ωc

ϕ é fechado como queríamos. Portanto, Ωϕ é um domínio
limitado.

Como ∂Ωϕ = {(σ, t) ∈ SN×R : |t| = ϕ(σ)}, logo ∂Ωϕ pode ser visto como pré-imagem
de um valor regular por uma aplicação diferenciável. Então o vetor normal unitário apontando
para fora é dado por

µϕ(σ, t) =
(−∇SNϕ(σ), t/|t|)√

1+ ||∇ϕ(σ)||2
∈ TσSN × R para (σ, t) ∈ ∂Ωϕ. (2.2)

Então podemos reduzir o problema (0.5) a encontrar uma função ϕ ∈ U para o qual


∆g(σ,t)u = −1 em Ωϕ

u = 0 sobre ∂Ωϕ

∂u
∂µϕ

= const. sobre ∂Ωϕ,

(2.3)

tem uma única solução.

Agora, dado ϕ ∈ U definimos a aplicação

Ψϕ : SN × R → SN × R,

dada por
Ψϕ(σ, t) = (σ, ϕ(σ)t).

Observe que Ψϕ é diferenciável. Seja Ω1 = Ωϕ=1 = SN × (−1, 1), dado (σ, t) ∈ Ω1

temos que Ψϕ(σ, ϕ(σ)t) é tal que

|ϕ(σ)t| = |t|ϕ(σ) < ϕ(σ),

isto é, Ψϕ(Ω1) ⊂ Ωϕ. Então definimos

Ψϕ = Ψϕ|Ω1 : Ω1 → Ωϕ, (2.4)

dada por Ψϕ(σ, t) = (σ, ϕ(σ)t).

Proposição 2.1.2. A aplicação definida em (2.4) é um difeomorfismo.

Demonstração. É claro queΨϕ é diferenciável por ser restrição de uma aplicação diferenciável.
Sejam (σ1, t1), (σ2, t2) ∈ Ω1 tais que

Ψϕ(σ1, t1) = Ψϕ(σ2, t2),

logo pela definição de Ψϕ temos

(σ1, t1ϕ(σ1)) = (σ2, tϕ(σ2)),
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como ϕ ∈ U segue que (σ1, t1) = (σ2, t2) o que é exatamente Ψϕ ser injetiva.

Seguiremos mostrando que Ψϕ é sobrejetiva, tome (σ, t) ∈ Ωϕ logo |t| < ϕ(σ). Seja(
σ,

t
ϕ(σ)

)
∈ Ω1, pois ∣∣∣∣ t

ϕ(σ)

∣∣∣∣ = |t|
ϕ(σ)

<
ϕ(σ)

ϕ(σ)
= 1,

logo

Ψϕ

(
σ,

t
ϕ(σ)

)
=

(
σ,

t
ϕ(σ)

ϕ(σ)

)
= (σ, t)

então Ψϕ é sobrejetiva.

Agora, defina
Ψ−1
ϕ : Ωϕ → Ω1,

por Ψ−1
ϕ (σ, t) =

(
σ,

t
ϕ(σ)

)
que é claramente diferenciável, o que conclui a prova.

Considere a métrica
gϕ = Ψ∗

ϕ(g(σ,t)).

Assim, temos que a aplicação

Ψϕ : (Ω1, gϕ) → (Ωϕ, g(σ,t)),

é uma isometria. Seja υϕ o vetor normal unitário apontando para fora do ∂Ω1 com respeito a gϕ.
Como Ψϕ é isometria, então os vetores υϕ e µϕ são relacionados por

[dΨϕ]υϕ = µϕ ◦Ψϕ. (2.5)

Pois,
gϕ(V,V) = g(σ,t)([dΨϕ]V, [dΨϕ]V) para V = [d(Ψ−1

ϕ )]µϕ,

temos

gϕ([d(Ψ−1
ϕ )]V, [d(Ψ−1

ϕ )]V) = g(σ,t)(dΨϕ[d(Ψ−1
ϕ )]µϕ , dΨϕ[d(Ψ−1

ϕ )]µϕ) = g(σ,t)(µϕ, µϕ) = 1.

PorΨϕ ser uma isometria podemos procurar as soluções de (2.3) encontrando as soluções
de


∆gϕu = −1 em Ω1

u = 0 sobre ∂Ω1
∂u
∂υϕ

= const. sobre ∂Ω1.

(2.6)

Observe que anteriormente procurávamos uma função ϕ ∈ U para o qual o problema
(2.3) tinha uma única solução, e procurar soluções para o mesmo é mais complicado uma vez
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que estamos perturbando o domínio para cada função ϕ ∈ U. Em contra partida, encontrar
soluções para (2.6) teoricamente pode ser mais viável pois agora estamos deixando o domínio
fixo e perturbando a métrica, isto é, para cada ϕ ∈ U associamos a métrica gϕ.

Definição 2.1.1. Seja φ : SN → R uma função não constante. Dizemos que φ é axialmente
simétrica (com respeito ao eixo Re1) se φ ◦ T = φ para todo T ∈ O(N+ 1), onde O(N+ 1) é o
espaço das transformações ortogonais deRN+1, tal que Te1 = e1, onde e1 é o primeiro elemento
da base canônica de RN+1.

Exemplo 2.1.1. Considere F : RN+1 → R definida por F(x1, . . . , xN+1) = x21, observe que F é
não constante e

(F ◦ T)(x1, . . . , xN+1) = F(T(x1, . . . , xN+1)) = x21,

pois T(x1, 0, . . . , 0) = x1Te1 = x1e1. Então defina G = F|SN : SN → R assim temos que G é
axialmente simétrica.

Exemplo 2.1.2. Seja p ∈ RN+1 − SN e defina F : SN ⊂ RN+1 → R por F(x) = ||x − p||2E,
onde || · ||E é a norma euclideana. Como O(N+1) são isometrias de RN+1, segue que para todo
T ∈ O(N+ 1) tal que Te1 = e1 temos que

F(T(x)) = F(x).

E então F é axialmente simétrica.

Exemplo 2.1.3. Agora daremos um exemplo de uma função que não seja axialmente simétrica.
Defina F : RN+1 → R por F(x1, . . . , xN+1) = x2N+1. Observe que F é não constante. Defina
agora G|SN : SN → R. Temos que G não é axialmente simétrica em geral, pois se considerarmos
N = 2 e definirmos a aplicação ortogonal por Te1 = e1, Te2 = e3 e Te3 = −e2. Agora observe
que G(e2) = 0 por outro lado G(Te2) = G(0, 0, 1) = 1, então temos que G não é axiamente
simétrica.

Observação 2.1.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo. Seja T : M → M uma
isometria e f : M → R uma função diferenciável tal que f(T(p)) = f(p) para todo p ∈ M, isto é, f

é invariante por T. Então
∂f
∂N

(T(p)) =
∂f
∂N

(p), isto é, a derivada normal também é invariante por
T, onde N é o campo normal unitário apontando para fora do ∂M. Com efeito, basta observar
que

∂f
∂N

(T(p)) = g(∇f(T(p)),N(T(p))) = g(dTp(∇f(p)), dTp(N(p)))

= g(∇f(p),N(p)) =
∂f
∂N

(p),

e o resultado segue.
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Observação 2.1.3. Aqui neste trabalho apareceram dois tipos de derivada. Primeiramente a
derivada entre espaços de Banach, isto é, dados dois espaços de Banach X, Y e uma aplicação
f : U ⊂ X → Y uma aplicação é Fréchet-diferenciável em um aberto U denotaremos a derivada
de Fréchet no ponto x0 ∈ U por Df(x0) ou [Dfx|x=x0 ](·). A outra é a diferenciabilidade entre
variedades vide Definição (1.1.4), para esta denotaremos a diferencial por dFp(v), onde

F : M → N,

é uma aplicação diferenciável em p ∈ M entre as variedades M e N, e v ∈ TpM.

Vamos aplicar as teorias de EDP para conseguimos soluções primeiramente para o se-
guinte problema de bordo. ∆gϕu = −1 em Ω1

u = 0 sobre ∂Ω1.
(2.7)

Lema 2.1.1. Para todo ϕ ∈ U, existe uma única solução uϕ ∈ C2,α(Ω1) para (2.7) e a aplicação
ϕ ∈ U → uϕ é Fréchet-diferenciável. A solução goza das seguintes propriedades:

1. Para todo ϕ ∈ U, as funções uϕ : Ω1 → R e ∂υϕuϕ : ∂Ω1 → R são pares com respeito a
variável t ∈ (−1, 1);

2. Se ϕ = ϕ(σ, t) é axialmente simétrica com respeito a variável σ ∈ SN, então as funções
uϕ : Ω1 → R e ∂υϕuϕ : ∂Ω1 → R são também axialmente simétricas.

Demonstração. Seja X := {u ∈ C2,α(Ω1) : u = 0 em ∂Ω1} é fácil ver que é um subespaço
fechado de C2,α(Ω1), consequentemente um espaço de Banach por A.0.1, e Y := C0,α(Ω1) que
é um espaço de Banach pela Proposição (1.2.1). Considere

L (X, Y) = {T : X → Y : T é linear e contínuo},

que é diferente do vazio pois a inclusão pertence a esse conjunto pela Proposição (1.2.4). Como
os coeficientes da métrica são funções Fréchet-diferenciáveis de ϕ e dϕ, segue que m : U →
L (X, Y) definido por

m(ϕ) = −∆gϕ ,

é Fréchet-diferenciável. Pela definição de gϕ temos que ∆gϕ é um operador diferencial elíptico,
coercivo de segunda ordem na forma divergente com coeficientesC1,α(Ω1). Logo, pelo principio
do máximo ([4, Teorema 9.27, p.307]) e regularidade elíptico ([4, Teorema 9.25, p.298]) temos
que m(ϕ) ∈ I (X, Y) := {T : X → Y : T é um isomorfismo topológico}, para todo ϕ ∈ U e
consequentemente o problema (2.7) admite uma única solução uϕ ∈ X para todo ϕ ∈ U. Como
I (X, Y) ⊂ L (X, Y) é um conjunto aberto pelo Corolário (B.0.2), a aplicação Inv : I (X, Y) →
I (Y,X) definida por Inv(A) = A−1 é Fréchet-diferenciável pelo Exemplo (B.0.2). E assim,
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uϕ = Inv(m(ϕ))1,

é Fréchet-diferenciável, por ser uma composição de aplicações diferenciáveis.

Para mostrar (1) considere ũϕ(σ, t) = uϕ(σ,−t) e assim,

m(ϕ)ũϕ(σ, t) = m(ϕ)uϕ(σ,−t) = (m(ϕ) Inv(m(ϕ)1)(σ,−t) = 1,

também temos que

ũϕ(σ, 1) = uϕ(σ,−1) = uϕ(σ, 1) = ũ(σ,−1) = 0,

para todo σ ∈ SN. Então, ũ também é solução para (2.7), pela unicidade de solução uϕ = ũϕ o
que é exatamente uϕ ser uma função par. Para mostrar que ∂υϕuϕ é par, basta observar que

∂υϕuϕ = gϕ(υϕ,∇uϕ) = υϕ(uϕ),

e como uϕ é par segue que ∂υϕuϕ é par também pois a reflexão é uma isometria de R e pela
Observação (2.1.2) segue.

Para mostrar (2) basta considerar ũ(σ, t) = uϕ(T(σ), t), onde T ∈ O(N + 1) e Te1 = e1
tal que e1 é a primeira componente da base ortonormal de RN+1 e seguir a mesma estratégia da
demonstração de (1).

Pelo Lema 2.1.1 temos que a condição de bordo de Neumann
∂u
∂υϕ

= ∂υϕu = const. em

(2.6) é equivalente a[
∂uϕ
∂υϕ

]
(σ, 1) =

[
∂uϕ
∂υϕ

]
(σ,−1) = const. para σ ∈ SN.

Observe que a aplicação ϕ ∈ U → υϕ ∈ C1,α(∂Ω1,RN+2) é diferenciável por (2.2), por
(2.5) a aplicação H : U → C1,α(SN) definida por

H(ϕ)(σ) =
[
∂uϕ
∂υϕ

]
(σ, 1), (2.8)

é diferenciável também. Logo, a condição de bordo
∂u
∂υϕ

= const. é equivalente a

H(ϕ) = const. em SN (2.9)

Agora exibiremos uma solução para o problema quando ϕ = λ > 0, e posteriormente
vamos tentar aplicar a teoria de pertubação de soluções para gerar novas soluções para (2.8) e
assim encontrarmos soluções para (0.5).

Lema 2.1.2. Seja sgn denota a função sinal, isto é, sgn(t) = t/|t| . Se ϕ = λ > 0 então
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1. Ωλ = SN × (−λ, λ);

2. µλ = (0, sgn(t)) ∈ TσSN × R para (σ, t) ∈ ∂Ωλ;

3. Ψλ(σ, t) = (σ, λt) para (σ, t) ∈ SN × R;

4. gλ(σ, t) = gSN×R(σ) + λ2dt2 para (σ, t) ∈ Ωλ = SN × [−1, 1];

5. υλ(σ, t) =
(
0,
sgn(t)
λ

)
∈ TσSN × R para (σ, t) ∈ ∂Ω1;

6. ∆gλ = ∆SN + λ−2 ∂
2

∂t2
;

7. uλ(σ, t) = ũ(λt)− ũ(λ) para (σ, t) ∈ Ω1,

onde ũ denota a solução par para
∂2u
∂t2

= −1,

que é dado por ũ(t) = −1
2
t2 + at + b com a = 0, que é ũ(t) = −1

2
t2 + b, que é único a menos

da constante aditiva b,
H(λ) = ũ′(λ) = −λ.

Demonstração. Seguiremos demonstrando todos os itens:

1. Como ϕ = λ temos que

Ωϕ = Ωλ = {(σ, t) ∈ SN × R : |t| < λ}

= SN × {t ∈ R : |t| < λ} = SN × (−λ, λ);

2. Como vimos em (2.3) temos que µϕ =
(−∇ϕ(σ), t/|t|)√
1+ ||∇ϕ(σ)||2

e sendo ϕ = λ segue que

∇ϕ(σ) = 0 e logo µλ = (0, t/|t|) = (0, sgn(t)) ∈ TσSN × R para

(σ, t) ∈ ∂Ωλ = {(σ, t) ∈ SN × R : |t| = λ};

3. Pela definição da aplicação Ψϕ(σ, t) = (σ, ϕ(σ)t), então para ϕ = λ temos que

Ψλ : SN × R → SN × R,

é dada por Ψ(σ, t) = (σ, λt);

4. Seja v ∈ TσSN × R logo existe α : (−ε, ε) → SN × R tal que α(0) = (σ, t) e

α′(0) = (σ′(0), t′(0)) = v.

Donde, dΨλ(σ, t)(v) =
d
ds
(Ψλ(σ(s), t(s)))|s=0 = (σ′(0), λt′(0)). Segue que

gλ(σ, t) = gSN + λ2dt2,

para (σ, t) ∈ SN × [−1, 1].
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5. Como υϕ(σ, t) = [dΨ−1
ϕ ] ◦ µϕ(σ, t) e Ψ−1

ϕ (σ, t) =
(
σ,

t
ϕ(σ)

)
dado na demonstração da

Proposição 2.1.2 temos que para ϕ = λ

υλ(σ, t) = [dΨ−1
λ ] ◦ µλ(σ, t) =

(
0,
sgn(t)
λ

)
para (σ, t) ∈ ∂Ω1;

6. Para provar a fórmula do operador ∆gλ , primeiramente observe que

[gλ(σ, t)] =

[
[gSN(σ)] 0

0 λ2

]
,

como
det[gλ(σ, t)] = λ2 det[gSN(σ)]

temos que

g−1
λ (σ, t) =

[
[g−1

SN (σ)] 0
0 λ2

]
.

Seja (U, xi) um sistema de coordenadas para (σ, t) ∈ SN × R, fixe {∂i}Ni=1 os campos
coordenados de SN em σ e ∂t o campo coordenado de R em t, então temos

∆gλ =
1√

det(gλ)
∂i

(√
det(gλ)gijλ∂j

)
=

1
λ
√
det(gSN)

∂i

(
λ
√
det(gSN)gijλ∂j

)
=

1
λ
√
det(gSN)

[
∂i

(
λ
√
det(gSN)gijSN∂j

)
+ ∂t

(√
det(gSN)
λ

∂t

)]
=

1
λ
√
det(gSN)

∂i

(
λ
√
det(gSN)gijSN∂j

)
+

1
λ
√
det(gSN)

∂t

(√
det(gSN)
λ

∂t

)
=

1√
det(gSN)

∂i

(√
det(gSN)gijSN∂j

)
+

1
λ2
∂2t =

1
λ2
∂t2 +∆SN .

7. Agora mostraremos que uλ(σ, t) satisfaz∆gλu = −1 em Ω1

u = 0 sobre ∂Ω1.

Pelos resultados acima temos que

∆gλuλ = ∆gλ(ũ(λt)− ũ(λ)) =
1
λ2

∂2

∂t2

(
ũ(λt)− ũ(λ)

)
=

1
λ2

∂2

∂t2

((
− 1

2
(λt)2 + b

)
−

(
− 1

2
λ2 + b

))
=

1
λ2

∂2

∂t2

(
− 1

2
λ2t2 +

1
2
λ2
)

=
1
λ2

(−λ2) = −1 em SN × (−1, 1).
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Também temos
uλ(σ, 1) = ũ(λ)− ũ(λ) = 0 = uλ(σ,−1),

isto é, uλ(σ, t) = 0 em SN × {1,−1} = ∂Ω1. Assim, uλ é solução para o problema acima.

Agora, observe que

H(λ) =
∂uλ(σ, t)
∂υλ

=
sgn(t)
λ

∂t(ũ(λt)− ũ(λ))|t=1

=
1
λ
∂t(−1

2
λ2t2 + b− b+

1
2
λ2)|t=1

=
1
λ
λ2 = −λ = const.

Como queríamos.

Lema 2.1.3. Seja U = {ϕ ∈ C2,α(SN) : ϕ(σ) > 0 para todo σ ∈ SN}. Então, temos as seguintes
propriedades:

1. A aplicação

U → C2,,α(Ω1, SN × R) ⊂ C2,α(Ω1,RN+2)

ϕ → Ψϕ,

é Fréchet-diferenciável e, se ω ∈ C2,α(SN), então

([DϕΨϕ]ω)(σ, t) = (0, ω(σ)t), para (σ, t) ∈ Ω1.

2. Seja

m : U → C2,α(Ω1)

ϕ → mϕ,

uma aplicação Fréchet-diferenciável. Então a aplicação

M : U → C1,α(∂Ω1),

dado por M(ϕ) = ∂υϕmϕ é Fréchet-diferenciável também, e a derivada de Fréchet é

[DϕM(ϕ)]ω = ∂υ̃ϕ(ω)mϕ + ∂υϕ([Dϕmϕ]ω) para ω ∈ C2,α(SN).

Onde υ̃ϕ(ω) = [Dϕυϕ]ω ∈ C1,α(∂Ω1,RN+2) para ϕ ∈ U, ω ∈ C2,α(SN).

Demonstração. Observe que Ψϕ(x1, . . . , xN+1, t) = (x1, . . . , xN+1, tϕ(x1, . . . , xN+1)). Logo, seja
β = (β1, . . . , βN+2) um multi-índice tal que |β| = 2. Logo

∂|β|Ψϕ

∂xβ1 · · · ∂x
βN+2
N+2

=

(
0,
∂|β|(tϕ(x1, . . . , xN+1))

∂xβ11 · · · ∂xβN+2
N+2

)
∈ C0,α(Ω1,RN+2).
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Então a aplicação, ϕ ∈ U → Ψϕ ∈ C2,α(Ω1, SN × R) está bem definido. Pela definição
de Ψϕ temos que a mesma é diferenciável. Assim, afirmo que [DϕΨϕ]ω = (0, tω) para ω ∈
C2,α(Ω1, SN×R). Pois, seja T : C2,α(SN) → C2,α(Ω1, SN×R) definida por T(ω)(σ) = (0, ω(σ)t)
é linear, pois, sejam ω1, ω2 ∈ C2,α(SN) e θ ∈ R, então temos que

T(θω1 + ω2)(σ) = (0, (θω1 + ω2)(σ)t) = (0, θω1(σ)t+ ω2(σ)t)

= θ(0, ω1(σ)) + (0, ω2(σ)) = θT(ω1)(σ) + T(ω2)(σ).

Também temos que T é contínua pela norma dos espaços, com efeito,

||T(ω)||C2,α(Ω1,RN+2) = ||(0, ωt)||C2,α(Ω1,RN+2) = |t|||(0, ω)||C2,α(Ω1,RN+2)

≤ ||(0, ω)||C2,α(Ω1,RN+2) = ||ω||,

o que mostra que a aplicação é continua.

Agora mostraremos que T é a derivada de Frechet da aplicação “acima”. Logo temos
que

r(ω) = Ψϕ+ω −Ψϕ − T(ω)

= (σ, t(ϕ+ ω)(σ))− (σ, tϕ(σ))− (0, ω(σ)t),

e isso implica que lim
ω→0

r(ω)
||ω||C2,α(SN)

= 0. Então pela Proposição (B.0.1) T = [DϕΨϕ], o que prova

(1).

Para provar (2), primeiramente denote

υ̃ϕ[Dϕυϕ]ω ∈ C1,α(∂Ω1,RN+2) para ϕ ∈ U, ω ∈ C1,α(SN).

Para ϕ ∈ U e (σ, t) ∈ ∂Ω1, temos por definição

M(ϕ)(σ, t) = ∂υϕmϕ(σ, t) = Dϕmϕ(σ, t)υϕ(σ, t).

ComoM é uma forma bilinear diferenciável composta com duas funções diferenciáveis, então

DϕM(ϕ)(ω) = D[Dmϕυϕ](ω)

= D([Dϕmϕ](ω))υϕ + Dmϕ[Dυϕ](ω)

= ∂υϕ([Dϕmϕ]ω) + Dmϕυ̃ϕ(ω)

= ∂υϕ([Dϕmϕ]ω) + ∂υ̃ϕmϕ.

Lembrando que no Lema 2.1.2 a função ũ(t) = − t2

2
+b foi fixada. Escolhendo b tal que

ũ(0) = 1, segue que b = 1. Então, para ϕ ∈ U definimos uϕ ∈ C2,α(Ω1) por

uϕ(σ, t) = ũ(ϕ(σ)t) = −ϕ(σ)
2t2

2
+ 1.
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Seja u : SN × R → R definida por u(σ, t) = ũ(t). Observe que

∆g(σ,t)u = (∆SN +
∂2

dt2
)u =

∂ũ
dt2

= −1,

em SN × R. Como uϕ = u ◦Ψϕ e Ψϕ é uma isometria, então temos que ∆gϕuϕ = −1 em Ω1.

Lema 2.1.4. A aplicação h : U → C1,α(SN) definida por h(ϕ) = ∂υϕuϕ(·, 1) ∈ C1,α(SN) é
Fréchet-diferenciável e sua derivada de Fréchet em funções constantes ϕ = λ > 0 é dada por

[Dϕ|ϕ=λh] = −ω para ω ∈ C2,α(SN).

Demonstração. Seja ϕ ∈ U, temos que µϕ(σ, t) =
(−∇ϕ(σ), t/|t|)√
1+ ||∇ϕ(σ)||2

, o vetor unitário exterior

ao ∂Ωϕ. Defina ηϕ(σ) := µϕ(Ψϕ(σ, 1)) = µ(σ, ϕ(σ)). Como visto anteriormente

[dΨϕ]υϕ = µϕ ◦Ψϕ.

Como Ψϕ é uma isometria, então dado σ ∈ SN, temos

h(ϕ)(σ) = ∂υϕu
ϕ(σ, 1) = gϕ(υϕ(σ, 1),∇ϕuϕ(σ, 1))

= gϕ((µϕ ◦Ψϕ)(σ, 1),∇gϕu
ϕ(σ, 1))

= gϕ(ηϕ(σ),∇ϕuϕ(σ, 1))

= g(σ,t)(ηϕ(σ),∇g(σ,t)u(ϕ, ϕ(σ))).

Observe que, g(σ,t) = gSN + dt2 e ũ(t) = − t2

2
+ 1, então

∇(σ,t)u(σ, t) = (0, ũ′(t)) = (0,−t) ∈ TσSN × R, para (σ, t) ∈ SN × R.

Assim,
h(ϕ)(σ) = g(σ,t)(ηϕ, (0,−ϕ(σ))), para σ ∈ SN.

Dado ω ∈ C2,α(SN) logo

[Dϕ|ϕ=λ
h(ϕ)]ω = g(σ,t)([Dϕ|ϕ=λ

ηϕ]ω, (0,−λ)) + g(σ,t)(ηλ, (0,−ω))

= −λg(σ,t)([Dϕ|ϕ=λ
ηϕ]ω, (0, 1)) + g(σ,t)((0, 1), (0,−ω))

= −λg(σ,t)([Dϕ|ϕ=λ
ηϕ]ω, ηλ)− ω em SN,

pois como ηϕ(σ) = µϕ(Ψϕ(σ, t)) = µϕ(σ, ϕ(σ)) assim tomando ϕ = λ, temos

ηλ(σ) = µλ(σ, λ) = (0, λ/|λ|) = (0, 1) ∈ TσSN × R

para todo σ ∈ SN como segue do Lema 2.1.2. Para concluir, provaremos que

g(σ,t)([Dϕ|ϕ=λ
ηψ]ω, ηλ) = 0,
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para isso, observe que a aplicação ϕ ∈ U → ||ηϕ||g(σ,t) = 1 ∈ C1,α(SN) e assim

0 = [Dϕ||ηϕ||2g(σ,t)]ω = 2g(σ,t)([Dϕηϕ]ω, ηϕ)

em SN para todo ϕ ∈ U, ω ∈ C2,α(SN), como queríamos. Então, segue [Dϕ|ϕ=λ
h(ϕ)]ω = −ω

para ω ∈ C2,α(SN).

Proposição 2.1.3. Seja H : U → C1,α(SN) a aplicação definida por H(ϕ) =
[
∂uϕ
∂υϕ

]
. O operador

obtido por linearização de H (derivada de Fréchet) em funções constantes,

Lλ = DH(λ) ∈ L (C2,α(SN),C1,α(SN)),

com λ > 0, tem a seguinte expressão

[Lλω](σ) = ∂tψω,λ(σ, t)− ω(σ), para ω ∈ C2,α(SN), σ ∈ SN, (2.10)

onde ψω,λ ∈ C2,α(Ω1) é a única solução para∆gλψω,λ = 0 em Ω1

ψω,λ(σ, t) = ω(σ) para (σ, t) ∈ ∂Ω1.
(2.11)

Demonstração. Lembremos que uϕ(σ, t) = ũ(ϕ(σ)t) satisfaz ∆ϕu = −1 e que uϕ é solução de
(2.7) para todo ϕ ∈ U, definimos aϕ = uϕ − uϕ e como C2,α(Ω1) é espaço vetorial, segue que
aϕ ∈ C2,α(SN). E como ,

∆ϕaϕ = ∆ϕ(uϕ − uϕ) = ∆ϕuϕ −∆ϕuϕ = 1− 1 = 0

para todo ϕ ∈ U e também temos que

aϕ(σ, t) = (uϕ − uϕ)(σ, t) = uϕ(σ, t)− uϕ(σ, t)

e se (σ, t) ∈ ∂Ω1 então aϕ(σ, t) = −uϕ(σ, t). Logo, aϕ é solução para∆gλaϕ = 0 em Ω1

aϕ = −uϕ sobre ∂Ω1.
(2.12)

Observe também que se ϕ = λ, então uλ(σ, t) = ũ(λt) e uλ(σ, t) = ũ(σ,−t)− ũ(λ) e assim

aλ = −ũ(λ) =
λ2

2
− 1 = const.

Seja a aplicação Fréchet-diferenciável T : U → C0,α(Ω1) definida por T(ϕ) = ∆gϕaϕ.
Como aϕ é solução de (2.12) segue que T(ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ U e logo DTϕω = 0 para todo
ω ∈ C2,α(S)N. Então, como

0 = DT(ϕ)ω = D(∆gϕaϕ)ω = [D∆gϕ ]ωaϕ +∆gϕ [Daϕ]ω.
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Seja {∂i}N+1
i=1 o referencial coordenado em (σ, t) ∈ SN × R, logo

∆gϕaϕ = gijϕ∂ijaϕ +
1√
det gϕ

∂i(
√
det gϕgijϕ)∂jaϕ,

e assim a igualdade acima fica em coordenadas

0 = DT(ϕ)ω = ∆gϕ([Daϕ]ω) + ([Dϕgijϕ]ω)∂ijaϕ + ([Dϕ
1√
det gϕ

∂i(
√
det gϕ)gijϕ]ω)∂jaϕ.

Então se ϕ = λ temos que

0 = DT(λ)ω = ∆gλ([Dϕ|ϕ=λ
aϕ]ω) + ([Dϕ|ϕ=λ

gijϕ]ω)∂ij(aλ)︸ ︷︷ ︸
=0, pois aλ é constante

+ ([Dϕ|ϕ=λ

1√
det gϕ

∂i(
√
det gϕ)gijϕ]ω)∂j(aλ)︸ ︷︷ ︸

=0, pois aλ é constante

,

definindo τλ,ω := [Dϕ|ϕ=λ
aϕ], logo ∆gλτλ,ω = 0.

Relembrando, aϕ(σ, 1) = −uϕ(σ, 1) = −ũ(ϕ(σ)), então derivando em ϕ = λ e apli-
cando (σ, 1) temos

τλ,ω(σ, 1) = ([Dϕ|ϕ=λ
aϕ]ω)(σ, 1) = −ũ′(λ)ω(σ) = λω(σ) para σ ∈ SN.

Pela parte (2) do Lema (2.1.3) e pelo fato que aλ =
λ2

2
− 1 = const., temos

[Dϕ|ϕ=λ
∂υϕaϕ(·, 1)]ω = ∂υ̃ϕ(ω)aλ(·, 1) + (∂υλ [Dϕ|ϕ=λ

aϕ]ω)(·, 1) =
1
λ
∂tτλ,ω(·, 1),

em SN, uma vez que ∂υλ =
sgn(t)
λ

∂t.

Agora calcularemos a derivada de Fréchet deH usando o Lema (2.1.4) e a fórmula acima.
Então,

[Dϕ|λH(ϕ)]ω = [Dϕ|ϕ=λ
∂υϕuϕ(·, 1)]ω

= [Dϕ|ϕ=λ
∂υϕ(aϕ + uϕ)(·, 1)]ω

=
1
λ
∂tτλ,ω(·, 1)− ω

em SN, onde relembramos que aϕ = uϕ − uϕ.

Lembremos que ψω,λ foi definido como a solução (2.11) segue das propriedades de τω,λ
que ψω,λ =

1
λ
τω,λ ∈ C2,α(Ω1), consequentemente

Lλ(ω) = [Dϕ|ϕ=λ
H(ϕ)]ω(·) = ∂tψω,λ(·, 1)− ω(·).

O que conclui a prova.
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2.2 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DO OPERADOR DE LINEARIZAÇÃO

Nesta seção estudaremos as propriedades espectrais do operador definido em (2.10), para
fazer isso mostraremos quem são seus autovalores e seus autovetores. Posteriormente estudare-
mos o comportamento dos seus autovalores.

Primitivamente temos que em [5, Proposição 24, p.55] é definido o espaço dos harmô-
nicos esféricos de grau j ≥ 0, que são polinômios restritos a esfera, SN, que tem a seguinte
propriedade, seja Yj um harmônico esférico de grau j, então

∆gSNYj = γjYj, (2.13)

onde γj = j(j − 1 + N). A partir de agora denotaremos Yj o único harmônico esférico de grau
j ≥ 0 tal que satisfaz (2.13), é axialmente simétrico e é L2(SN) = L2 normalizado, isto é∫

SN
Y2j dσ = 1,

onde L2(SN) = L2 é definido em (A.0.4),essas propriedades podem ser consultadas em
[13, Capítulo 2].

Proposição 2.2.1. Seja λ > 0. O esférico harmônico de grau j, Yj, é uma autofunção para Lλ,
isto é

LλYj = σj(λ)Yj em SN,

com

σj(λ) =

−1 se j = 0

λ
√
γj tanh(λ

√
γj)− 1 se j > 0.

Demonstração. Como os coeficientes de∇gλ são pares com respeito a variável t segue que para
todo ω ∈ C2,α(SN) a função ψω,λ é par com respeito a variável t também.

Para mostrar que Yj é autofunção de Lλ, temos que determinar a função ψYj,λ que é
solução para ∆gλψYj,λ = 0 em Ω1

ψYj,λ(σ, t) = Y(σ) para (σ, t) ∈ ∂Ω1

(2.14)

Tendo em vista a estrutura deΩ1 = SN×(−1, 1) por (1) Lema (2.1.2), de∆gλ , a definição
de Yj, e pela observação anterior podemos usar a técnica de separação de variáveis para encontrar
soluções da forma

ψY,λ(σ, t) = cj,λ(|t|)Yj(σ), onde cj,λ : [0, 1) → R
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satisfaz c′j,λ(0) = 0, temos que

0 = ∆gλψYj,λ = ∆gλ(cj,λ(t)Yj(σ))

= (
1
λ2
∂t2 +∆gSN )(cj,λ(t)Yj(σ))

=
1
λ2
∂t2(cj,λYj(σ)) + ∆gSN (cj,λ(t)Yj(σ))

=
1
λ2

c′′

j,λ(t)Yj(σ) + cj,λ(t)∆gSNYj(σ)

=
1
λ2

c′′

j (t)Yj(σ)− cj(t)γjYj(σ),

onde γj é definido em (2.13), então temos que achar cj,λ que é solução para seguinte EDO
c′′j,λ(t)− λ2γjcj,λ(t) = 0, t ∈ [0, 1)

c′j,λ(0) = 0,

cj,λ(1) = 1.

Se j = 0 segue que γj = j(N − 1 + j) = 0 e cj,λ(t) = 1. Se j > 0 segue que γj > 0 e assim
usando a técnica de polinômio característico temos θ2 − λ2γj = 0 então θ = ±λ√γj. Assim, a
solução geral da equação diferencial é dada por

y(t) = D1eλ
√
γjt + D2e−λ

√
γjt.

Sendo assim, para achar a solução única, basta aplicar as condições iniciais, então

y′(t) = λ
√
γjD1eλ

√
γjt − D2λ

√
γje−λ

√
γjt.

Como c′j,λ(0), segue que 0 = y′(0) = (D1 − D2)λ
√
γj, então D1 = D2. Logo,

y(t) = (eλ
√
γjt + e−λ

√
γjt)D1

e como 1 = Cj,λ(1) = y(1) = (eλ
√
γj + e−λ

√
γ)D1, segue que

D1 =
1

eλ
√
γj + e−λ

√
γj
=

1
2 cosh (λ√γj)

.

Consequentemente

cj,λ(t) =
cosh (λ√γjt)
cosh (λ√γj)

.

Como LλY = ∂tψλ,Y(·, 1)− Y(·) segue que

σj(λ) = c′j,λ(1) =

−1 se j = 0

λ
√
γj tanh(λ

√
γj)− 1 se j > 0,

como queríamos.
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Lema 2.2.1. Para todo λ > 0 segue que

1. lim
j→∞

σj(λ)

λ
= λ;

2. σj(λ) > σi(λ) sempre que i < j, onde i, j ∈ N;

3. lim
λ→0

σj(λ) = −1 para todo j ∈ N;

4. lim
λ→+∞

σj(λ) = +∞ para todo j ≥ 1;

5. σ′
j(λ) > 0 para todo j ≥ 1.

Demonstração. Primeiramente observe que γj = j(N− 1+ j) e também

σj(λ) = λ
√
γj tanh (λ

√
γj)− 1.

Logo

σj(λ)

j
=

λ

j
√
γj tanh (λ

√
γj)−

1
j

= λ

√
j(N− 1+ j)

j2
tanh (λγj)−

1
j

= λ

√
N− 1

j
+ 1 tanh (λγj)−

1
j
.

Então,

lim
j→∞

σj(λ)

j
= λ lim

j→∞

√√√√√ N− 1
j︸ ︷︷ ︸

=0 se j→∞

+1 · lim
j→∞

tanh (λγj)︸ ︷︷ ︸
=1, se j→∞

− lim
j→∞

1
j︸ ︷︷ ︸

=0, se j→∞

= λ.

O que prova (1).

Para mostrar (2), começamos observando que

λ
√
γi < λ

√
γj se i < j,

pois,
se i < j,

segue que
N− 1+ i < N− 1+ j,

multiplicando por i em ambos os lados temos

γi = i(N− 1+ i) < i(N− 1+ j) < j(N− 1+ j) = γj,
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tirando a raiz quadrada e lembrando que a raiz é crescente, segue que
√
γi <

√
γj.

Como a função x ∈ (0,+∞) → tanh (x) é crescente e lim
j→∞

tanh (λγi) = 1, segue que

σi(λ) = λ
√
γi tanh (λ

√
γi) < λ

√
γi tanh (λ

√
γj) = σj(λ).

Como queríamos.

Agora, temos que

lim
λ→0

σj(λ) = lim
λ→0

(λ
√
γj tanh (λ

√
γj)− 1) = −1,

pois, λ√γj → 0 quando λ→ 0 e tanh (λ√γj) é limitada em (0,+∞). O que prova (3).

Para provar (4), seguiremos com os cálculos de maneira direta

lim
λ→+∞

σj(λ) = lim
λ→+∞

(λ
√
γj tanh (λ

√
γj)− 1) = +∞,

pois, λ√γj → +∞ quando λ→ +∞ e tanh (λ√γj) é limitada em (0,+∞). O que prova (4).

Enfim, segue que

σ′
j(λ) =

√
γj tanh (λ

√
γj) + λ

√
γj(tanh (λ

√
γj))

′

=
√
γj tanh (λ

√
γj) +

λ
√
γj
√
γj

cosh2(λ√γj)

=
√
γj tanh (λ

√
γj) +

λγj

cosh2 (λ√γj)
> 0,

o que concluí a prova de (5).

Observação 2.2.1. Segue algumas observações com respeito do lema acima.

1. Por (1) do Lema (2.2.1) temos que lim
j→∞

σj(λ)

j
= λ e é claro que lim

j→∞

(
σj(λ)

j

)2

= λ2.

Logo, existe L > 0 tal que (
σj(λ)

j

)2

≤ L.

para todo j ∈ N.

2. Seja l ∈ N0 fixo, como

lim
j→∞

σj(λ)− σl(λ)

j
= lim

j→∞

[
σj(λ)

j
+
σl(λ)

j

]
= lim

j→∞

σj(λ)

j
+ lim

j→∞

σl(λ)

j
= λ.

Segue que existe K > 0 tal que (
σj(λ)− σl(λ)

j

)2

≤ K,

para todo j ∈ N.



2.2. PROPRIEDADES ESPECTRAIS DO OPERADOR DE LINEARIZAÇÃO 51

3. Por (2) do Lema (2.2.1) e por σi(λ) não ser limitado superiormente com respeito a i segue

que lim
i→∞

σi(λ) = +∞. E assim, lim
i→∞

1
σi(λ)

= lim
i→∞

1
σi(λ)− σl(λ)

= 0, onde l ∈ N0 é fixo.

4. Também lembrando que se uma sequência (xn)∞n ⊂ R+ tal que lim
n→∞

xn = a ̸= 0 então

temos que lim
j→∞

1
xn

=
1
a
.

5. Pelo item anterior, junto com o item (2) e item (3) segue que existe K > 0 tal que∣∣∣∣ 1+ m2

σm(λ)− σl(λ)

∣∣∣∣2 ≤ K,

para todo m ∈ N e l ∈ N0 fixo.

Proposição 2.2.2. Para todo j ≥ 1 existe um único λj > 0 tal que σj(λj) = 0. E λj satisfaz as
seguintes propriedades

1. λj < λi para 1 ≤ i < j;

2. lim
j→∞

λj = 0.

Demonstração. Como a função λ → σj(λ) é estritamente crescente, por (5) do Lema anterior,
e temos que lim

λ→0
σj(λ) = −1 e também lim

λ→∞
σj(λ) = ∞, pelo Teorema do valor intermediário

([20, Teorema 4, p.78]), existe um único λj ∈ (0,+∞) tal que σj(λj) = 0. Para 1 ≤ i < j temos
que σi(λ) < σj(λ) e também σj(λi) > σi(λi) = 0 e como σj(λ) é estritamente crescente com
respeito a variável λ, segue que λj < λi.

Para provar (2), observe que como para i < j temos que λj < λi e λk é limitado inferior-
mente para todo k ∈ N, então lim

k→∞
λk existe. Chamemos L = lim

k→∞
λk. Assim, como

0 = σk(λk) = λk
√
γk tanh (λk

√
γk)− 1,

então
1

√
γk

= λk tanh (λk
√
γk),

e como
lim
k→∞

tanh (λk
√
γk) = 1,

pois (λk)∞k=1 é limitada por ser convergente e γk → ∞ quando k → ∞. Então,

λk = λk tanh (λk
√
γk)

1
tanh (λk

√
γk)

.

Portanto, quando k → ∞ temos que λk → L = 0.
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2.3 DEMONSTRAÇÃO DA EXISTÊNCIA DE DOMÍNIOS DE SERRIM EM SN × R

Agora nossos esforços serão para demonstrarmos o resultado mais importante deste tra-
balho, primeiramente passaremos por alguns resultados preliminares.

Observação 2.3.1. Denotaremos daqui por diante os espaços Wk,p(SN) = Wk,p e Hk(SN) = Hk

(definidos em Exemplo (A.0.6)), para k ∈ N0. Faremos análise nesse espaço usando a norma
induzida pelo produto interno definido em (A.5) uma vez que as normas são equivalentes.

Proposição 2.3.1. Para λ ∈ (0,+∞) fixo, a aplicação linear contínua definida em (2.10) se
estende a uma aplicação linear contínua

L̃λ : H2 → H1

v → L̃λ =
∑
l∈N0

σl(λ)Plv.

Além disso, para cada l ∈ N0. o operador L̃λ − σl(λ)id : W2
l → W1

l é um isomorfismo.

Demonstração. Vejamos que L̃λ está bem definido, isto é, para cada v ∈ H2 temos que provar
que L̃λv ∈ H1 e por (A.4) temos que mostrar que

∑
m∈N0

(1 + m2)||Pm(L̃λv)||2L2 < ∞ para todo

v ∈ H1. Pela Observação (2.2.1) existe L > 0 tal que∣∣∣∣σm(λ)m

∣∣∣∣2 ≤ L,
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para todo m ∈ N. Então, seja v ∈ H2 arbitrário, logo∑
m∈N0

(1+ m2)||Pm(L̃λv)||2L2 =
∑
m∈N0

(1+ m2)||Pm(
∑
l∈N0

σl(λ)Plv)||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)||
∑
l∈N0

σl(λ)(Pm ◦ Pl)v||2L2

≤
∑
m∈N0

(1+ m2)
∑
l∈N0

|σl(λ)|2||(Pm ◦ Pl)v||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)|σm(λ)|2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)

∣∣∣∣σm(λ)(1+ m2)
1
2

(1+ m2)
1
2

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
∣∣∣∣ σm(λ)

(1+ m2)
1
2

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
|σm(λ)|2

1+ m2 ||Pmv||2L2

≤
∑
m∈N0

(1+ m2)2
|σm(λ)|2

m2 ||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
∣∣∣∣σm(λ)m

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

≤ L
∑
m∈N0

(1+ m2)2||Pmv||L2 < +∞,

pois v ∈ H2, logo L̃λv ∈ H1 para cada v ∈ H2, ou seja, L̃λ está bem definido. Agora, sejam
u, v ∈ H2 e t ∈ R, onde da terceira desigualdade pra quarta se dá pela Observação A.0.1, assim
temos que

L̃λ(tu+ v) =
∑
l∈N0

σl(λ)Pl(tu+ v) =
∑
l∈N0

σl(λ)(tPmu+ Pmv)

=
∑
l∈N0

[tσl(λ)Pu + σl(λ)Pv]

= t
∑
l∈N0

σl(λ)Pu +
∑
l∈N0

σl(λ)Pv = tL̃λ(u) + L̃λ(v),

isto é L̃λ é linear.

Provaremos agora que L̃λ é um operador contínuo, então seja v ∈ H2 arbitrário, assim
temos que
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||L̃λv||2H1 =
∑
m∈N0

(1+ m2)||Pm(L̃λv)||2L2 ;

=
∑
m∈N0

(1+ m2)||Pm(
∑
l∈N0

σl(λ)Plv)||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)||
∑
l∈N0

σl(λ)(Pm ◦ Pl)v||2L2

≤
∑
m∈N0

(1+ m2)
∑
l∈N0

|σl(λ)|2||(Pm ◦ Pl)v||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)|σm(λ)|2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)

∣∣∣∣σm(λ)(1+ m2)
1
2

(1+ m2)
1
2

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
∣∣∣∣ σm(λ)

(1+ m2)
1
2

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
|σm(λ)|2

1+ m2 ||Pmv||2L2

≤
∑
m∈N0

(1+ m2)2
|σm(λ)|2

m2 ||Pmv||2L2

=
∑
m∈N0

(1+ m2)2
∣∣∣∣σm(λ)m

∣∣∣∣2||Pmv||2L2

≤ L
∑
m∈N0

(1+ m2)2||Pmv||L2 = L||v||2H2 .

Então, temos que ||L̃λv||H1 ≤
√
L||v||H2 , e isso implica que L̃λ : H2 → H1 é um operador

linear contínuo. Observe que, para Ym o esférico harmônico de grau m, temos que

L̃λYm =
∑
l∈N0

σl(λ)PlYm =

0 se m ̸= l

σm(λ)Ym se m = l
,

e assim Lλ e L̃λ tem as mesmas autofunções, e como os esféricos harmônicos são densos em
C2,α(S2) (pois são polinômios linearmente independentes) segue que L̃λ|C2,α(SN) = Lλ, e como
C2,α(SN) é denso em H2(SN) temos pela unicidade da extensão contínua que L̃λ é a extensão de
Lλ como queríamos.

Provaremos agora que L̃λ−σl(λ)id : W1
l → W2

l é um isomorfismo. Começamos tomando
l ∈ N0 e observamos que L̃λ|W2

l
: W2

l → W1
l por definição de L̃λ. Defina a aplicação T : W1

l → W2
l

por Tw =
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

Pmw. Temos que provar que T está bem definido, ou seja, dado

qualquer w ∈ W1
l provaremos que Tw ∈ W2

l , isto é
∑
k∈N0

(1 + k2)2||Pk(Tw)||2L2 < ∞. Assim, seja
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w ∈ W1
l arbitrário, então∑

k∈N0

(1+ k2)2||Pk(Tw)||2L2 =
∑
k∈N0

(1+ k2)2||Pk(
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

Pmw)||2L2

=
∑
k∈N0

(1+ k2)2||
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

(Pk ◦ Pmw)||2L2

≤
∑
k∈N0

(1+ k2)2
∑
m∈N0
m ̸=l

∣∣∣∣ 1
σm(λ)− σl(λ)

∣∣∣∣2||(Pk ◦ Pm)w)||2L2

=
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)2
∣∣∣∣ 1
σm(λ)− σl(λ)

∣∣∣∣2||Pmw||2L2

=
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)2
1

|σm(λ)− σl(λ)|2
||Pmw||2L2

=
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)
1+ m2

|σm(λ)− σl(λ)|2
||Pmw||2L2

=
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)

[
1

|σm(λ)− σl(λ)|2
+

m2

|σm(λ)− σl(λ)|2

]
||Pmw||2L2

=
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)

[∣∣∣∣ 1
|σm(λ)− σl(λ)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ m
|σm(λ)− σl(λ)|

∣∣∣∣2]||Pmw||2L2

≤ K
∑
m∈N0
m ̸=l

(1+ m2)||Pmw||2L2 < +∞,

pois w ∈ W1
l e como Pl(T(w)) = 0 segue que Tw ∈ W2

l para todo w ∈ W1
l , isto é T está

bem definido, onde K > 0 na ultima desigualdade é proveniente da Observação (2.2.1) item (5).
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Como temos que

(T ◦ (L̃λ − σl(λ)id)|W2
l
) =

= (T ◦ L̃λ|W2
l
− σl(λ)T|W2

l
)

=
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

Pm(L̃λ|W2
l
)

+
∑
m∈N0
m ̸=l

σl(λ)

σm(λ)− σl(λ)
Pm|W2

l

=
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

Pm(
∑
k∈N0

σk(λ)Pk|W2
l
)

+
∑
m∈N0
m ̸=l

σl(λ)

σm(λ)− σl(λ)
Pm|W2

l

=
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

∑
k∈N0

σk(λ)(Pm ◦ Pk)|W2
l

+
∑
m∈N0
m ̸=l

σl(λ)

σm(λ)− σl(λ)
Pm|W2

l

=
∑
m∈N0
m ̸=l

1
σm(λ)− σl(λ)

σm(λ)Pm|W2
l
+

∑
m∈N0
m ̸=l

σl(λ)

σm(λ)− σl(λ)
Pm|W2

l

=
∑
m∈N0
m ̸=l

σm(λ)− σl(λ)

σm(λ)− σl(λ)
Pm|W2

l
= Pm|W2

l
= id|W2

l
,

isto é, T é uma inversa à esquerda de L̃λ − σl(λ)id. Por argumentos análogos é possível provar
que T é uma inversa à direita e logo, por unicidade da inversa, segue que

T = (L̃λ − σl(λ)id)−1 : W1
l → W2

l ,

e comoW1
l eW2

l são fechados em H1, H2 respectivamente, temos então pelo Teorema (3) que T
é contínua. Portanto, temos que L̃λ − σl(λ)id é um isomorfismo como queríamos.

Observação 2.3.2. Como o operador L̃λ : H2 → H1 definido na Proposição (2.3.1) é uma
extensão contínua do operador dado em (2.10) Lλ : C2,α(SN) → C1,α(SN), então o mesmo pode
ser caracterizado da seguinte forma. Dado w ∈ H2, Seja ψ ∈ W1,2(Ω) a única solução fraca
para o problema ∆gλψ = 0 em Ω1

ψ(σ, t) = w(σ) para (σ, t) ∈ ∂Ω1,
(2.15)

que é axialmente simétrico na variável σ, onde∆gλ é dado em (6) do Lema (2.1.2). Pela Teoria
de regularidade elíptica, temos que ψ ∈ W2,2(Ω), e L̃λw é dado por

L̃λw = ∂tψ(σ, 1)− w(σ) para quase todo ponto σ ∈ SN, (2.16)
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onde ∂t é considerado no sentido de traço.

Vamos introduzir alguns espaços que serão de importância essencial para a demonstração
do Teorema principal deste trabalho. Detarde, considere

A := {ϕ ∈ C2,α(SN) : ϕ é axialmente simétrico} (2.17)

B := {ϕ ∈ C1,α(SN) : ϕ é axialmente simétrico}. (2.18)

Afirmo que A e B são subespaços fechados em C2,α(SN), C1,α(SN) respectivamente. Com efeito,
seja (ϕn)n ⊂ A tal que existe ϕ ∈ C2,α(SN) e ||ϕn − ϕ||C2,α → 0 quando n → ∞. Para provar
que A é fechado, devemos tomar uma aplicação T ∈ O(N + 1) tal que Te1 = e1, onde e1 é o
primeiro elemento da base canônica de RN+1, e assim mostrar que

ϕ(T(σ)) = ϕ(σ) para todo σ ∈ SN.

Então, seja T ∈ O(N+ 1) tal que Te1 = e1, arbitrário. Assim,

ϕ(T(σ)) = lim
n
ϕn(T(σ)) = lim

n
ϕn(σ) = ϕ(σ) para todo σ ∈ SN,

isto é, ϕ é axialmente simétrico, então A é fechado em C2,α(SN). Com os mesmos argumentos é
possível provar que B é fechado em C1,α(SN). Consequentemente os espaços A e B são Banach.

Proposição 2.3.2. Seja λj, j ≥ 2, os valores λ descritos na Proposição (2.2.2). Então o operador

Lj := Lλj |A

possui as seguintes propriedades

(i) O núcleo (ker(Lj)) de Lj é gerado por Yj, o único esférico harmônico de grau j axialmente
simétrico L2-normalizado;

(ii) A imagem de Lj é

Im(Lj) =
{
v ∈ B :

∫
SN
vYj dσ = 0

}
.

Além disso,
∂λ|λ=λjLλYj /∈ Im(Lj).

Demonstração. Pela definição de (λj)∞j=2 proveniente da Proposição (2.2.2) temos que

σj(λj) = 0,

juntando isso com a Proposição (2.2.1) segue que LjYj = 0, então Yj ∈ ker(Lj).

Consideremos os seguintes espaços

Aj :=

{
v ∈ A :

∫
SN
vYj dσ = 0

}
⊂ A;
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Bj :=

{
v ∈ B :

∫
SN
vYj dσ = 0

}
⊂ B,

é fácil ver que Aj e Bj são subespaços fechado de A e B respectivamente.

Para provar as propriedades (i) e (ii), é suficiente mostrar que Lj define um isomorfismo
de Aj para Bj. Definimos

Hk
ax := {v ∈ Hk : v é axialmente simétrica},

onde k ∈ N0, assim, note que

A = H2
ax ∩ C2,α(SN) e B = H1

ax ∩ C1,α(SN).

Pela Proposição (2.3.1) temos que
L̃j : H2

ax → H1
ax,

definida por L̃jv =
∑
l∈N0

σj(λj)Plv é um operador linear contínuo. Sejam

Ṽk
j := Hk

ax ∩ Vj, W̃k
j = Hk

ax ∩Wk
j ⊂ Hk

para k = 1, 2 onde Vj eWk
j foram definidos em (A.2) e (A.3), respectivamente. Notemos que Ṽk

j

tem dimensão 1 pois é gerado por Yj. Como pela Proposição (2.3.1) temos que

L̃j − σj(λj)id : W̃2
j → W̃1

j

é um isomorfismo, por outro lado, temos que σj(λj) = 0, segue que L̃j : W̃2
j → W̃1

j é um
isomorfismo. Além disso, como

Aj = W̃2
j ∩ A e Bj = W̃1

j ∩ B,

temos que L̃j : Aj → Bj é injetivo. Seja f ∈ Bj, como L̃j é um isomorfismo, então existe w ∈ W̃2
j

tal que L̃jw = f. Pela Observação (2.3.2), temos então que

f(σ) = ∂tψ(σ,±1)− w(σ), (2.19)

para quase todo ponto σ ∈ SN, onde ψ ∈ W2,2
loc (Wloc é localmente integrável) é a única solução

de (2.11) com λ = λj, relembrando que Ω1 = SN× (−1, 1) por (1) do Lema (2.1.2). Afirmo que

ψ ∈ C2,α(Ω1). (2.20)

Essa propriedade de regularidade segue [12, Teorema 6.3.2.1] quando mostrarmos que

ψ ∈ W2,p(Ω1) para todo p ∈ (1,∞). (2.21)

Na verdade, se (2.21) for verdadeiro, o mergulho de Sobolev nos garante que ψ ∈ C1,α(Ω1) e
assim w ∈ C1,α(SN) por 2.3.2. Consequentemente, [12, Teorema 6.3.2.1] se aplica com a ordem
d = 1 do operador de bordo (ver [12, Seção 2.1]) é válido (2.20).
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Para provar (2.21), mostraremos por indução que

ψ ∈ W2,pk(Ω1), (2.22)

para uma sequência de números pk ∈ [2,∞] satisfazendo p0 = 2 e pk+1 ≥ N− 1
N− 2

pk para
k ≥ 0. A base de indução já é satisfeita, isto é, temos que (2.22) é verdadeiro para p0 = 2, pela
Observação Observação (2.3.2). Suponhamos que (2.22) é verdadeiro para k ≥ 0. Temos dois
casos distintos a considerar.

Se pk < N, então o Teorema do Traço [1, Teorema 5.4] implica que

ψ|∂Ω1 ∈ W1,pk+1(∂Ω1),

com pk+1 : (
N− 1
N− pk

)pk ≥ N− 1
N− 2

pk, e logo w ∈ W1,pk+1(SN). Como também f ∈ C1,α(SN) ⊂

W1,pk+1(SN) e, por (2.19) temos que g(σ) = ∂tψw,λj(σ,±1)−ψw,λj(σ,±1) para quase todo ponto
σ ∈ SN, com

g = −f+ 2w ∈ W1,pk+1(SN),

podemos deduzir de [12, Teorema 2.4.2.6] que ψ ∈ W2,pk+1(Ω1).

Se pk ≥ N, o Teorema do Traço implica quew ∈ W1,p
loc(∂Ω1) para quaisquer p > 2, e então

podemos repetir o argumento acima com pk+1 ≥
N− 1
N− 2

pk para inferir que ψ ∈ W2,pk+1(Ω1). Con-
cluímos que (2.21) é verdadeiro, e então segue que (2.20) é verdadeiro também. Por passagem
do traço novamente, concluímos quew ∈ C2,α(SN). Consequentemente,w ∈ C2α(SN)∩W̃2

j = Aj,
e logo L̃j : Aj → Bj é sobrejetivo o que concluí a prova.

Finalmente, temos que

∂λ|λ=λiL̃λYj = ∂λ|λ=λjσj(λ)Yj = σ′
j(λj)Yj ̸= 0,

pois por (5) do Lema (2.2.1) concluí a prova.

Teorema 1 (bifurcação de Crandall-Rabinowitz). Seja X e Y dois espaços de Bannach, seja

O ⊂ R× X,

um conjunto aberto, onde os elementos de R × X são denotados por (λ, φ). Seja I ⊂ R um
intervalo aberto tal que I×{0} ⊂ X, e seja G : O → Y uma aplicação duas vezes continuamente
diferenciável tal que

1. G(λ, 0) = 0 para todo λ ∈ I;

2. ker(DφG(λ∗, 0)) = Rx∗ para algum λ∗ ∈ I e x∗ ∈ X− {0};

3. Cod Im(DφG(λ∗, 0)) = 1;
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4. DλDφG(λ∗, 0)(x∗) /∈ Im(DφG(λ∗, 0)). Então para qualquer complemento Z do subes-
paço Rx∗ ⊂ X, existe uma curva continua

(−ε, ε) → [R× Z] ∩ O, s → (λ(s),w(s))

tal que

1. λ(0) = λ∗, φ(0) = 0;

2. (λ(s), s(x∗ + w(s))) ∈ O;

3. G(λ(s), s(x∗ + w(s))) = 0.

Mais ainda, o conjunto solução da equação G(λ, u) = 0 em uma vizinhança de (λ∗, 0) é dada
pelas curvas {(λ, 0);λ ∈ R} e {(λ(s), s(x∗ + w(s))); s ∈ (−ε, ε)}.

Para a demonstração do Teorema acima vide [7], ressaltamos que o enunciado não é
exatamente o mesmo, porém é equivalente. Para o leitor que queira ver mais aplicações deste
Teorema consulte [31] ou ainda [15].

Teorema 2. Seja N ≥ 2 e α ∈ (0, 1) ⊂ R. Existe uma sequência estritamente decrescente
(λi)

∞
i=1 tal que

1. lim
j→∞

λj = 0;

2. Para todo j ≥ 1 existe ε(j) = εj > 0 e uma curva

(−εj, εj) → (0,∞)× C2,α(SN)

s → (λj(s), φj
s)

com φj
0 = 0, λj(0) = λj, e φj

s é axialmente simétrica;

3. Para todo s ∈ (−εj, εj), existe uma solução u ∈ C2,α(Ω
j
ϕs), onde ϕ

j
s = λj(s) + φj

s, para o
problema de valor de bordo sobredeterminado

∆g(σ,t)u = −1 em Ωϕ
j
s

u = 0 sobre ∂Ωϕ
j
s

∂u
∂υ

= const. sobre ∂Ωϕ
j
s
.

Além disso φj
s = s(Yj + ωj

s) onde s → ωj
s é uma aplicação diferenciável sobre C2,α(SN) tal que

ωj
0 = 0 e ∫

Sn
ωj
sYjdσ = 0, (2.23)

para to s ∈ (−εj, εj).
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Demonstração. Primeiramente observamos que a existência da sequência (λj)
∞
j=1 se dá pela

Proposição (2.2.2) e satisfaz a propriedade (1) do Teorema.

Agora consideremos A,B definidos em (2.17) e (2.18) respectivamente, seja

O := {(λ, ϕ) ∈ (0,+∞)× A},

que é um aberto. Delfina a aplicação

G : O → B,

por G(λ, ϕ) = H(λ + ϕ) − H(λ), onde H é o operador definido em (2.8), observe que G está
bem definido por conta do Lema (2.1.1) e é claramente duas vezes diferenciável. Temos pelo
Lema (2.1.2) que

G(λ, ϕ) = H(λ+ ϕ)− H(λ) = H(λ+ ϕ) + λ,

então encontrar soluções para (2.9) é equivalente a resolver

G(λ, ϕ) = 0.

Para isso, aplicaremos o Teorema (1).

Observamos primeiramente que

DϕG(λ, 0) = Dϕ|ϕ=0(H(λ+ ϕ) + H(λ)) = Dϕ|ϕ=0H(ϕ+ λ) = Lλ.

então seja j ≥ 1, Defina

Zj :=
{
v ∈ A :

∫
SN
vYjdσ = 0

}
. (2.24)

Observe que
G(λ, 0) = 0,

temos ainda pela Proposição (2.3.2) que ker(DϕG(λj, 0)) = RYj, e como

Im(DϕG(λj, 0)) = {v ∈ B :

∫
SN
vYjdσ = 0},

segue que Cod dim(Im(DϕG(λj, 0))) = 1 e enfim

Dλ|λ=λjDϕG(λ, 0)(Yj) /∈ Im(Lλi).

Então, pelo Teorema (1) existe εj > 0 e uma curva diferenciável

(−εj, εj) → O

s → (λs(s), φj
s),

tal que

(i) λj(0) = λj para todo s ∈ (−εj, εj);
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(ii) G(λj(s), φj
s) = 0 para todo s ∈ (−εj, εj);

(iii) φj
s = s(Yj + wj

s) para s ∈ (−εs, εs) onde s → wj
s é uma curva diferenciável em Zj tal que

ws
j = 0 para todo s ∈ (−ε, ε),

observe que como wj
s ∈ Zj para todo s, segue que wj

s não é constante. Definimos

ϕjs := λj(s) + φj
s ∈ Zj ⊂ A

e assim temos que

G(λj(s), φj
s) = H(λj(s) + φj

s) + H(λj(s)) = H(ϕjs) + H(λj(s)) = −λj(s).

Como temos que ϕjs ∈ A e como λj(s) ∈ U, definido em (2.1), e U sendo aberto podemos tomar
εj tão pequeno de tal forma que ϕsj ∈ U, segue pelo Lema (2.1.1) existe uϕ ∈ C2,α(Ω1) que é
solução para (2.7) e pelo visto acima segue que H(ϕjs) = const. em SN e assim temos que uϕjs é
solução para (2.6) em s ∈ (−εj, εj).

Como Ψϕ
j
s
: (Ω1, gϕjs) → (Ωϕ

j
s
, g(σ,t)) é uma isometria consequentemente a aplicação

s → (λj(s), φj
s) e a função u := uϕjs ◦Ψ

−1
ϕ
j
s
: Ωϕ

j
s
→ R é tal que satisfaz a equação (0.5).
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A. ANÁLISE FUNCIONAL

Definição A.0.1. Seja X um conjunto. Dizemos que d : X× X → R é uma métrica se

1. d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ X e d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ X;

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todos x, y, z ∈ X.

O par (X, d) é chamado de espaço métrico.

Definição A.0.2. Uma sequencia (xn)∞n=1 no espaço métrico (X, d) é dita convergente se existe
x ∈ X tal que

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Dizemos que x é o limite de (xn)∞n=1 e denotamos por lim
n→∞

xn = x.

Definição A.0.3. Uma sequencia (xn)∞n=1 é chamada de sequência de Cauchy se, para todo
ε > 0 existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que

d(xn, xm) < ε

sempre que m, n > n0 e m, n ∈ N.

Definição A.0.4. Um espaço métrico (X, d) é dito completo se toda sequência de Cauchy con-
verge, isto é, se (xn)∞n ⊂ X é uma sequência de Cauchy então existe x ∈ X tal que lim

n→∞
xn = x.

Definição A.0.5. Seja X = (X, dX) e Y = (Y, dY) dois espaços métricos. Dizemos que uma
aplicação f : X → Y é contínua em um ponto x0 ∈ X se, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

dY(f(x), f(x0)) < ε

sempre que d(x, x0) < δ. Dizemos ainda que a aplicação f : X → Y é contínua se f for contínua
para todo x ∈ X.
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Exemplo A.0.1. Sejam X = (X, dX) e Y = (Y, dY) dois espaços métricos. Uma aplicação f :
X → Y é dita lipschitziana se existe L > 0 tal que dY(f(x), f(y)) ≤ LdX(x, y) para todos x, y ∈ X,
é fácil provar que toda função lipschitziana é contínua.

Exemplo A.0.2. Sejam X = (X, dX) e Y = (Y, dY). Dizemos que uma aplicação f : X → Y é
uniformemente contínua se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

dY(f(x), f(y)) < ε

sempre que dX(x, y) < δ. É fácil verificar que toda aplicação uniformemente contínua é contí-
nua.

Então temos o seguinte sobre aplicações entre espaços métricos:

lipschitziana =⇒ uniformemente contínua =⇒ contínua =⇒ contínua em um ponto.

Definição A.0.6. Seja X um espaço vetorial. Uma norma emX é uma função x ∈ X → ||x||X ∈ R
tal que

1. ||x||X ≥ 0 para todo x ∈ X e ||x||X = 0 ⇐⇒ x = 0;

2. ||λx||X = |λ|||x||X para todo x ∈ X e todo λ ∈ R;

3. ||x+ y||X ≤ ||x||X + ||y||X para todo x, y ∈ X.

O par (X, || · ||X) é chamado espaço normado. Dizemos que (X, || · ||X) é um espaço de Banhach
se (X, d) é completo com a métrica induzida d(x, y) := ||x− y||X para todo x, y ∈ X.

Definição A.0.7. Seja X um espaço vetorial sobre o corpo R. Um produto interno em X é uma
aplicação

⟨·, ·⟩ : X× X → R

(u, v) → ⟨u, v⟩,

tal que

(i) ⟨u+ v,w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v,w⟩ para todos u, v,w ∈ X;

(ii) ⟨λu, v⟩ = λ⟨u, v⟩ para todos u, v ∈ V e todo λ ∈ R;

(iii) ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ para todos u, v ∈ X;

(iv) ⟨u, u⟩ ≥ 0 para todo u ∈ X.

O par (X, ⟨·, ·⟩) é chamado de espaço com produto interno. Dizemos que o espaço (X, ⟨·, ·⟩) é
um espaço de Hilbert, se (X, || · ||) é um espaço de Banach, onde ||x|| =

√
⟨u, u⟩ é a norma

induzida pelo produto interno.
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Exemplo A.0.3. Admitindo que o leitor tenha familiaridade com teoria da medida e funções
integráveis, que pode ser consultado em [11]. Denotamos o espaço das funções integráveis
de Ω para R por L1(Ω, µ), ou L1(Ω) (podendo ser apenas L1 também se não tiver perigo de
confusão). Então, o espaço

(L1(Ω, µ), || · ||L1)

é um espaço de Banach, onde f ∈ L1(Ω, µ) → ||f||L1 :=
∫
Ω

|f|dµ =

∫
Ω

|f|, vide [11, Teorema 6.6,
p.183].

Exemplo A.0.4. Seja 1 ≤ p <∞ definimos

Lp(Ω) := {f : Ω → R : f é mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)},

em [4, Capítulo 4, p.89] tem a demonstração de que Lp é um espaço vetorial, e com a norma

f ∈ Lp(Ω) → ||f||.Lp :=
(∫

Ω

|f|pdµ
) 1

p

é um espaço de Banach, e se p = 2 é um espaço de Hilber com o seguinte produto interno

(u, v) ∈ L2(Ω)× L2(Ω) → ⟨u, v⟩L2 :=
∫

uv dµ

Exemplo A.0.5. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e seja 1 ≤ p < ∞. O espaço de Sobolev
W1,p é definido por

W1,p :=

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣ existem g1,...,gN∈Lp(Ω) tais que∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dµ = −

∫
Ω

giφ dµ∀φ ∈ C∞
c (Ω)∀i = 1, . . . ,N

}
.

Denotamos por H1(Ω) = W1,2(Ω). O espaço W1,p(Ω) com a norma

u ∈ W1,p(Ω) → ||u||W1,p := ||u||Lp +
N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp
,

é um espaço de Banach vide [4, Proposição 9.1, p.264] e o espaço H1(Ω) com o produto escalar

(u, v) ∈ H1(Ω)× H1(Ω) → ⟨u, v⟩H1 := ⟨u, v⟩L2 +
n∑

i=1

∂u
∂xi

∂v
∂xi

é um espaço de Hilber vide [4, Proposição 9.1, p.264]

Exemplo A.0.6. Seja m ≥ 2 um natural, e seja 1 ≤ p < ∞ um número real. Definimos o
espaço

Wm,p :=

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣para todo multi-índice β tal que |β|≤m, ∃gβ∈Lp(Ω) tal que∫
Ω

u∂βφ dµ = (−1)|β|
∫
Ω

gβφ dµ ∀φ ∈ C∞
c (Ω)

}
,
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onde as notações de multi-índices foram fixadas em (1.6). O espaço Wm,p(Ω) com a seguinte
norma

u ∈ Wm,p(Ω) → ||u||Wm,p :=
∑

0≤||β||≤m

||∂βu||Lp

é um espaço de Banach vide [4, p.271].

O espaço Hm(Ω) = Wm,2(Ω) munido com o produto esalar

(u, v) ∈ Hm(Ω)× Hm(Ω) → ⟨u, v⟩Hm :=
∑

0≤|β|≤m

⟨∂βu, ∂βv⟩L2

é um espaço de Hilbert vide [4, p.271].

Proposição A.0.1. Um subespaço Y do espaço de Banach X é Banach também se, e somente se,
Y for fechado em X.

Para uma demonstração da Proposição acima, vide [3, Proposição 1.1.1, p.2].

Definição A.0.8. Sejam X e Y dois espaços normado. Dizemos que T : X → Y é uma aplicação
linear (ou operador linear) se T(λx+ y) = λT(x) + T(y) para todos x, y ∈ X e todo λ ∈ R.

Proposição A.0.2. Sejam X, Y dois espaços normado e seja T : X → Y um operador linear. São
equivalentes as seguintes afirmações

(1) T é lipschitziano;

(2) T é uniformemente contínuo;

(3) T é contínuo;

(4) T é contínuo em algum ponto de X;

(5) T é contínuo na origem;

(6) T é limitado na bola, isto é, sup
x∈BX

||T(x)||Y <∞, onde BX = {x ∈ X : ||x||X ≤ 1};

(7) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ||T(x)||Y ≤ C||x||X para todo x ∈ X.

Uma demonstração para a Proposição acima se encontra em [3, Teorema 2.1.1, p.32]. Os
operadores que satisfazem um (e portanto todos) dos itens acima são denominados operadores
limitados. O espaço dos operadores lineares e limitados que saem de X para Y é um espaço
vetorial com a soma pontual e multiplicação por escalar pontual, denotaremos porL (X, Y) esse
espaço.

Proposição A.0.3. Sejam X e Y espaços normados.
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(a) A expressão
||T|| := sup{||T(x)||Y : x ∈ X e ||x||X ≤ 1}

define uma norma em L (X, Y).

(b) ||T(x)||Y ≤ ||T||||x||X para todo T ∈ L (X, Y) e x ∈ X.

(c) Se Y for uma espaço de Banach, então L (X, Y) também é Banach.

Uma demonstração para a Proposição acima se encontra em [3, Proposição 2.1.4, p.34].

Definição A.0.9. Seja T : X → Y um operador linear entre os espaços normados X, Y. Dize-
mos que T é um isomorfismo topológico (ou simplesmente isomorfismo) se T é linear, bijetivo,
contínuo e com inversa contínua.

Teorema 3. Seja X e Y dois espaços de Banach e seja T ∈ L (X, Y) sobrejetivo. Então T é uma
aplicação aberta, isto é, se A ⊂ X é um conjunto aberto então T(A) é aberto em Y. Em particular,
todo operador linear contínuo e bijetivo entre espaços de Banach é um isomorfismo.

Teorema 4. Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço fechado de H. Então

1. H = M
⊕

M⊥, isto é, cada x ∈ H admite uma única representação na forma

x = p+ q com p ∈ M e q ∈ M⊥.

Além disso,
||x− p|| = dist(x,M).

O vetor p é chamado de projeção ortogonal de x sobre M.

2. Os operadores
P,Q : H → H, P(x) = p e Q(x) = q

são projeções, isto é, são lineares, contínuas e P2 = P e Q2 = Q. Mais ainda, P(H) = M,
Q(H) = M⊥, ||P|| = 1 se M ̸= {0} e ||Q|| = 1 se M ̸= H. O operador P é chamado de
projeção ortogonal de H sobre M.

3. P ◦ Q = Q ◦ P = 0.

Uma demonstração para o Teorema acima se encontra em [3, Teorema 5.2.5, p.111]

Proposição A.0.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Além disso, se M tem bordo, então
impomos condições de bordo de Dirichlet ou de Neumann. Sejam φ0, φ1, . . . uma base ortonor-
mal de autofunções do operador Laplace-Beltrami com respectivos autovalores λ0 ≤ λ1 ≤ . . ..
Então

Hk :=

{
f ∈ L2(M) :

∞∑
j=0

λkj ⟨f, φj⟩2L2 <∞
}
.
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Uma demonstração para essa proposição se encontra em [5, Proposição 56, p.83]. Deno-
tando

Hk := Hk(SN) para k ∈ N, (A.1)

usualmente H0 = L2 = L2(SN). Por Exemplo (A.0.4) temos que L2 é um espaço de Hilbert com
o produto escalar

(u, v) → ⟨u, v⟩L2 :=
∫
SN
uv dσ para u, v ∈ L2.

Considere l ∈ N0, e defina
Vl ⊂

⋂
k∈N

Hk (A.2)

o espaço dos harmônicos esféricos de gral l. Por [5, Corolário 28, p.56] dimVl < +∞ e logo
existe Pl : L2 → L2 projeção ortogonal em Vl com respeito ao produto interno ⟨·, ·⟩L2 , e temos
que

Wk
l := {v ∈ HK : Plv = 0} ⊂ Hk, (A.3)

isto é,Wk
l é o complemento ortogonal de Vl em Hk. Assim, temos que

Hk = Vl
⊕

Wk
l .

Pela Proposição acima podemos caracterizar Hk por sendo o subespaço dos vetores v ∈ L2 tal
que ∑

l∈N0

(1+ l2)k⟨Plv,Plv⟩L1 <∞. (A.4)

Podemos assim definir uma produto por escalar em Hk por

(u, v) → ⟨u, v⟩Hk :=
∑
l∈N0

(1+ l2)k⟨Plu,Plv⟩L2 , (A.5)

É imediato verificar que a norma induzida por esse produto interno é equivalente ao produto
interno definido em (A.0.6).

Observação A.0.1. Como Pl : L2 → L2 são projeções sobre o espaço Vl, temos pelo Teorema 4
que se Vl ̸= Vm, então Pl ◦ Pm = Pm ◦ Pl = 0
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B. DIFERENCIÁBILIDADE EM ESPAÇOS NORMADOS

Definição B.0.1. Sejam E,F espaços de Banach e U um aberto em E. Dizemos que uma função
f : U → F é Fréchet-diferenciável em x0 ∈ U se existe um operador linear contínuo A : E → F
tal que

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + R(x0, h),

para todo h tal que x0 + h pertence a uma bola aberta centrada em x0 e contida em U, onde
R(x0, h) = o(||h||E), isto é:

lim
h→0

||R(x0, h||F)
||h||E

.

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de f em x0 e denotada por A = Df(x0), ou ainda
Dfx0 = A. Se f dor Fréchet-diferenciável em todos os pontos de U dizemos simplesmente que f é
Fréchet-diferenciável.

Proposição B.0.1. Sejam E,F espaços de Banach e U ⊂ E aberto. Se a função f : U → F é
Fréchet-diferenciável em x0 ∈ U, então a derivada de Fréchet de f em xO é única e f é contínua
em x0.

Para uma demonstração vide [3, Proposição 9.6.2, p.274].

Exemplo B.0.1. 1. Toda aplicação constante em um aberto de um espaço de Banach é
Fréchet-diferenciável e tem derivada nula.

2. Toda aplicação linear contínua A : E → F é Fréchet-diferenciável e DA(x0) = A para
todo x0 ∈ E.

3. Seja H um espaço de Hilbert e f : H → R definida por f(x) = ||x||2. Então f é Fréchet-
diferenciável e Df(s)(h) = 2⟨x, h⟩ para todos x, h ∈ H.

Para a devida justificativa desse exemplo vide [3, Exemplo 9.6.3, p.274-275]
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Lema B.0.1. Seja (X, || · ||X) um espaço de Banach. Se T ∈ L (X) e ||T|| < 1, então I − T é
um isomorfismo. Onde L (X) é o conjunto dos operadores limitas, I é o operador identidade e
||T|| = sup

||x||X≤1
||Tx||X. Ademais,

(I− T)−1 =
∞∑
k=0

Tk em L (X).

Demonstração. Primeiramente vejamos que
∞∑
k=0

Tk converge emL (X). ComoL (X) é Banach,

basta mostrar que
∞∑
k=0

||Tk|| converge. Como

||Tk|| ≤ ||T||k e ||T|| < 1,

o resultado é imediato. Tome S =
∞∑
k=0

Tk ∈ L (X), afirmo que S é a inversa de (I − T). Com

efeito,

(I− T)(
N∑

k=0

Tk) = I− TN+1 = (
N∑

k=0

Tk)(I− T),

fazendo N → ∞, temos que
(I− T)S = S(I− T) = I.

Como queríamos.

Corolário B.0.2. Seja X um espaço de Banach. Considere I (X) ⊂ L (X) o conjunto dos
isomorfismos topológicos de X. Então I (X) é um aberto.

Demonstração. Seja T ∈ I (X). considere ||T− S|| < ||T−1||−1, então

||I− ST−1|| = ||(T− S)T−1|| ≤ ||T− S||||T−1|| < 1,

segue pelo Lema anterior que ST−1 ∈ I (X) e por conseguinte S ∈ I (X), isto é, a bola

B(T, r := ||T−1||−1) ⊂ I (X)

o que é a definição de conjunto aberto em um espaço métrico.

Exemplo B.0.2. Seja X um espaço de Banach. Definimos a aplicação inversão por

Inv : I (X) → I (X)

T → Inv(T) = T−1,

é uma aplicação Fréchet-diferenciável e sua defivada de Fréchet é

D(Inv(T))H = T−1HT−1.
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Com efeito, primeiro observe que

Inv(T− S)− Inv(S) = (T− S)−1 − S−1 =
∞∑
i=1

(ST−1)i

= T−1ST−1 + T−1
∞∑
i=2

(ST−1)i(T− S)−1 = T−1
∞∑
i=1

(ST−1)i.

Assim,

Inv(T− S) = Inv(T) + T−1ST−1 + T−1 + T−1(ST−1)2
∞∑
i=1

(ST−1)i.

Defina
L(S) = T−1ST−1,

é claro que L é linear, assim bastamostrar que é contínua e que aproxima a inversão linearmente.
Para mostrar que é contínua basta mostrar que L é limitada, então

||L(S)|| = ||T−1ST−1|| ≤ ||T−1||2||S||,

o que mostra que L é limitada e consequentemente contínua. Prosseguimos a demonstração
observando que

(T− S) ∈ B(T, 1/||T−1||) ⇐⇒ ||S|| < 1/||T−1||.

Definimos o resto por

R(S) = T−1(ST−1)2
∞∑
i=1

(ST−1)i,

assim

||R(S)|| ≤ ||T−1||||S||2||T−1||2
∞∑
i=1

||ST−1||i = 1
k
||T−1||3||S||2,

onde k := ||ST−1|| < 1. Logo,
||R(S)||
||S||

≤ 1
k
||T−1||3||S|| → 0,

quando ||S|| → 0. Portanto Inv é Fréchet-diferenciável e a diferenciável de Fréchet é o afir-
mado.

Proposição B.0.3. Sejam E,F espaços de Banach e U ⊂ E aberto. Se as funções f, g : U → F
são Fréchet-diferenciáveis em x0 e λ ∈ R, então a função f+ λg é Fréchet-diferenciável em x0
e D(f+ λg)(x0)) = Df(x0) + λDg(x0).

Uma demonstração se encontra em [3, Proposição 9.6.4, p.275]

Teorema 5 (Regra da Cadeia). Sejam E,F,G espaços de Banach, f : U ⊂ E → F, g : V ⊂
F → G, com U e V abertos e f(U) ⊂ V. Se f é Fréchet-diferenciável em x0 ∈ U e g é Fréchet-
diferenciável em f(x0), a aplicação g ◦ f : U → G é Fréchet-diferenciável em x0 e

D(g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0)) ◦ Df(x0).

Uma prova para o Teorema acima se encontra em [3, Teorema 9.6.5, p.276].
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