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Resumo

Em 1983, Hughes e Waschbiisch introduziram o conceito de algebra repetitiva em
[HW83] para estudar a estrutura das extensoes triviais de algebras tilted, explorando
suas propriedades. Eles caracterizaram essas extensoes, especialmente em relacao a
teoria das representagoes, mostrando como essas construcoes podem ampliar a com-
preensao de modulos e morfismos em éalgebras de tipo tilted. Em 2018, Hernan Giraldo
estudou morfismos irredutiveis e sequéncias quase cindidas em [Girl8], aproveitando a
interpretacao da categoria dos modulos sobre algebras repetitivas em termos de cer-
tos tipos cocadeias. Neste trabalho estudaremos o Teorema de Gabriel e a relacao
entre representagoes de quivers e modulos sobre algebras de caminhos, explorando o
isomorfismo de categorias com énfase em modulos simples, projetivos e injetivos, com
base nas abordagens apresentadas em [Girl5] e [ASS06]. Utilizaremos as técnicas de
J. Schréer para explicitar os quivers repetitivos (Ver em [Schr99|) e estabelecer uma
relagao, via isomorfismo de categorias, entre os modulos sobre a algebra de caminhos
desses quivers e os complexos de cocadeias tensorizados pela algebra correspondente
(Consulte [BR24] e [Girl8| para maiores detalhes).

Palavras-chave: Representacio de algebra, Quivers, Algebras repetitivas, Cocadeias



Abstract

In 1983, Hughes and Waschbiisch introduced the concept of repetitive algebras in
[HW83] to study the structure of trivial extensions of tilted algebras, exploring their
properties. They characterized these extensions, particularly in relation to represen-
tation theory, demonstrating how these constructions can enhance the understanding
of modules and morphisms in tilted-type algebras. In 2018, Hernan Giraldo studied
irreducible morphisms and almost split sequences in [Girl8|, leveraging the interpre-
tation of the module category over repetitive algebras in terms of certain types of
cochain complexes. In this work, we will study Gabriel’s Theorem and the relationship
between quiver representations and modules over path algebras, exploring the category
isomorphism with an emphasis on simple, projective, and injective modules, based on
the approaches presented in |Girl5| and [ASS06]. We will employ J. Schroer’s techni-
ques to explicitly describe repetitive quivers (see [Schr99]) and establish a relationship,
via category isomorphism, between the modules over the path algebra of these quivers
and cochain complexes tensorized by the corresponding algebra (refer to [BR24| and
|Gir18]| for further details).

Keywords: Representation of Algebra, Quivers, Repetitive Algebras, Cochains
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Lista de Simbolos

(Q, p) quiver com relagoes

k@  Algebra de caminhos

k Corpo algebricamente fechado

k[z] Polindmios na indeterminada = com coeficientes em k
£ 4s-(A-mod) Categoria dos ®-complexos de cocadeia
rad A Radical de uma k-algebra

p Conjunto de relagao

Endg (V') Conjunto dos endomorfismos de V' sobre k

D, Flechas de conexao

A Algebra repetitiva

@ Quiver repetitivo

A k-algebra associativa

DA Espaco dual de uma k-algebra finita

M Modulo a esquerda sobre uma k-algebra

M, (k) k-algebra de todas as matrizes n X n

@4  quiver ordinario de A

A (Q, p) Conjunto de caminho méximo



Introducao

No inicio dos anos 70, a teoria das representagoes de algebras associativas foi revo-
lucionada pela introducao dos quivers, apresentada por P. Gabriel em seus trabalhos
|GabT72] e [GabT71]. Influenciado por pesquisas anteriores de T. Yoshii, P. Gabriel propos
uma abordagem inovadora para o estudo das representacoes de algebras, usando a lin-
guagem dos quivers. Essencialmente, um quiver é um grafo orientado. O trabalho
pioneiro de P. Gabriel e a pesquisa subsequente ampliaram significativamente a teoria
das representacoes de algebras associativas, oferecendo novas ferramentas e perspec-
tivas que até hoje influenciam o campo, evidenciando o valor de abordagens teoricas
inovadoras.

Em 1983, D. Hughes e J. Waschbiisch introduziram o conceito de algebra repetitiva
(veja [HWS83]). Para uma élgebra associativa finita A sobre um corpo k algebricamente
fechado de caracteristica zero, essa construcao envolve criar copias de A e do seu dual
DA = Homy (A, k), combinando essas copias por meio de somas diretas para formar
a estrutura algébrica denominada algebra repetitiva A A pesquisa de D. Hughes e J.
Waschbiisch se destacou em areas como Teoria das Representagoes, Categorias Deriva-
das, algebras tilted e outros campos relacionados. Com base nesse estudo, J. Schréer,
em [Schr99|, descreve explicitamente o quiver com relagoes da algebra repetitiva A de
A =kQ/(p) e estabelece uma condigao necessaria e suficiente para que uma k-algebra
seja gentle: a algebra repetitiva A deve ser uma algebra bisserial especial. Um dos
objetivos deste trabalho é desenvolver um estudo detalhado desse artigo.

Em 2018, H. Giraldo, em [Gir18|, estudou morfismos irredutiveis e sequéncias quase
cindidas introduzidas por M. Auslander e I. Reiten em [ART75|, aplicando esses concei-
tos a modulos finitamente gerados sobre algebras de Artin e analisando seu comporta-
mento em algebras repetitivas. Inspirado no trabalho de D. Happel em [Hap88|, que
demonstrou que existe um mergulho da categoria derivada limitada de uma algebra de
dimensao global finita D?(A) em A mod, H. Giraldo investigou representagoes de A
na categoria /A—mod, onde os moédulos capturam suas propriedades algébricas, e tam-
bém em C%(A) a categoria de certos “complexos de cocadeia” de modulos sobre A, que
explora resolucoes e extensoes de modulos, proporcionando uma visao mais detalhada
das interagoes algébricas e das estruturas complexas associadas as algebras repetitivas.
Nesta dissertacao, aplicaremos as técnicas de H. Giraldo para interpretar A-modulos
em termos da categoria de complexos de cocadeias tensorizados por A, por meio de um
isomorfismo de categorias, conectando a teoria de algebras associativas com a teoria
dos complexos de cocadeias.

10



11

Recentemente, em 2024, G. Benitez e P. Rizzo apresentaram uma defini¢ao genera-
lizada para algebras repetitivas, onde a construgao envolve criar copias de A com somas
diretas de um bimoédulo arbitrario (veja [BR24|). Eles demonstraram que a categoria
dos modulos da algebra repetitiva generalizada é isomorfa & categoria dos complexos de
cocadeias tensorizadas por certo pelo bimédulo respectivo. Em nosso contexto, vamos
apresentar a demonstracad desse isomorfismo de categorias, considerando a definicao
classica de dlgebra repetitiva (veja Sessao 3.3). Esse isomorfismo permite traduzir pro-
priedades e invariantes de uma categoria para outra, oferecendo uma anélise flexivel.
H. Giraldo também destaca A como uma algebra de Frobenius infinita dimensional,
sem identidade, mas que satisfaz A? = A, o que implica que AM = M para modulos
M, caracterizando sua estrutura e decomposicao em componentes indexados por Z.

Utilizando as técnicas de J. Schroer para construir o quiver repetitivo A= ]k@ /{p),
buscaremos encontrar as representagoes simples, injetivas e projetivas e, a partir delas,
traduzir as representagoes do quiver repetitivo para moédulos indecomponiveis por meio
de um funtor. Como estamos lidando com moédulos sobre uma algebra repetitiva,
aplicaremos as técnicas de H. Giraldo para interpretar estes A-médulos como complexos
de cocadeias tensorizados pelo dual DA, através de um isomorfismo de categorias.
Relacionar A-mdédulos com tais complexos de cocadeias tensorizados facilita a anélise
de representacoes de algebras repetitivas e permite o uso de técnicas para compreender
melhor resolugoes e invariantes homolégicos, enriquecendo a teoria das representagoes.

Embora a teoria de categorias seja uma ferramenta fundamental para a estrutura-
¢ao e analise de alguns conceitos tratados neste trabalho, optamos por nao incluir uma
discussao detalhada sobre os topicos dessa area, dado que isso poderia expandir consi-
deravelmente o escopo da pesquisa. Assumimos que o leitor possui familiaridade com
os conceitos basicos da teoria de categorias, que sao utilizados ao longo do texto. Para
aqueles que necessitarem de uma introdu¢do mais aprofundada, sugerimos [ASSO06,
Apéndice A| ou [Benl0]. Neste sentido, o trabalho esta estruturado da seguinte ma-
neira:

No Capitulo 1 introduziremos a teoria de algebras associativas e de médulos sobre
algebras associativas, abordando o contetido necessério para o desenvolvimento do tra-
balho. Serao discutidas propriedades relevantes e exemplos ilustrativos para facilitar a
compreensao da teoria.

No Capitulo 2, exploraremos a teoria das representacoes de quivers. Comecare-
mos com a defini¢do de quivers, ideal admissivel e algebra de caminhos A = kQ/(p).
Apresentaremos uma prova do Teorema de Gabriel e estudaremos as representacoes
de quivers, estabelecendo a relacao entre representacoes de quivers e modulos sobre
algebras de caminhos por meio de um isomorfismo de categorias, com foco em modulos
simples, projetivos e injetivos.

Por fim, no Capitulo 3, discutiremos a construgao de algebras repetitivas A e a
relacao entre o quiver associado e seu ideal admissivel. Analisaremos a categoria dos
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modulos sobre uma algebra repetitiva, interpretando os A-moédulos como complexos de
coca(/i\eias tensorizados por DA. Mostraremos que essa categoria é isomorfa & categoria
dos A-modulos, conectando a teoria de algebras associativas a teoria de complexos de
cocadeias. E, finalizaremos a apresentando exemplos praticos para ilustrar os conceitos
discutidos.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo estabelecer os fundamentos necessarios para o
estudo da k-algebras associativas e teoria de mdédulos. Comecaremos introduzindo a
notacao bésica e a terminologia utilizada ao longo deste trabalho, assim como exemplos
para uma melhor compreensao dos conceitos abordados, fornecendo uma base solida
para os conceitos subsequentes. Vamos, desde jé, fixar que k denotard um corpo.

1.1 Algebras associativas

Nesta se¢ao, discutiremos os conceitos fundamentais das algebras associativas em
um corpo k. Comegaremos definindo algebras associativas e apresentando alguns exem-
plos. Em seguida, exploraremos as subalgebras, as condi¢oes necessarias para sua
existéncia e exemplos ilustrativos. Apresentaremos a definicao de morfismos entre k-
algebras, acompanhada de exemplos. Analisaremos também a soma direta de algebras
associativas e introduziremos as algebras indecomponiveis. Por fim, abordaremos os
ideais e algumas propriedades importantes.

Definicao 1.1. Uma k-dlgebra assoctativa A ¢ um espaco vetorial sobre k com
estrutura de anel, tal que:

k-(axb)=(k-a)xb=ax(k-b)=(axb)- -k

para todo k € k e todo a,b € A, onde x denota a operagao de multiplicacao do anel e -
denota a multiplicacao por escalar.

Observacao 1.2. Se A possui um elemento identidade, denotado por 14, entio A €
chamada de k-dlgebra associativa com unidade. Além disso, dizemos que uma k-dlgebra
associativa tem dimensao finita se A tem de dimensao finita como espago vetorial. A
partir de agora, fizaremos que ao referir-se a A como simplesmente k-dlgebra estamos
assumindo esta deve ser associativa com unidade. Quando for necessdrio, avisaremos
ao leitor que a k-dlgebra considerada nao terd unidade.

Exemplo 1.3.

1. O conjunto k[z| dos polinémios na indeterminada x com coeficientes em k possui
a estrutura de uma k-dlgebra, com as operacoes usuais de soma, multiplicacao
por escalar e produto de polindémios.
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2. O conjunto
Endg(V)={T:V — V | T € operador linear}

dos endomorfismos de V sobre k, possui a estrutura de uma k-dlgebra, com as
operacoes usuais de soma de operadores, multiplicacao de operadores por escalares
e a composi¢ao de operadores.

3. Seja Endy (V') com a multiplicagao definida por T« G =T oG — G o T, onde
assumimos dimV' > 2. Dessa forma, Endg (V) nao é uma k-dlgebra, pois o
produto assim definido nao € associativo. Dessa forma, Endyg (V') nao € uma k-
dlgebra. Para verificar isso, vamos mostrar que o produto assim definido nao €

associativo, ou seja, basta encontrar trés operadores lineares T, G, H € Endy (V)
tais que (T G)x H #T = (G x H).

Vamos calcular primeiro a expressao (T x G) x H e, em sequida, T * (G * H), e
por fim, comparar os resultados das duas expressoes.

Calculando (T x G) * H, obtemos:

(TxG)*H=(ToG—GoT)oH—Ho(ToG—-GoT)
=ToGoH—-GoToH—-—HoToG+HoGoT.

Calculando agora T' x (G x H), obtemos:

Tx(GxH)=To(GoH—-—HoG)—(GoH—-HoG)oT
=ToGoH-ToHoG—-—GoHoT+HoGoT.

Comparando os resultados de ambas as expressoes, temos:

(T«xG)* H=ToGoH—-GoToH—-HoToG+HoGoT,
Tx(GxH)=ToGoH—-ToHoG—-—GoHoT+HoGoT,

assim, vemos que:

(TxG)xH#Tx(GxH).

Em geral (a menos que T, G, H tenham propriedades especificas), podemos con-
cluir que Endy (V') com a multiplicagao * nao é uma k-dlgebra.

Definigao 1.4. Um subespago vetorial B de uma k-dlgebra A é uma k-subdlgebra de
A se, para quaisquer b, em B, temos que b x b’ estd em B, onde "+" é a operagao de
multiplicagao de A.

Exemplo 1.5.
1. O centro de A € o conjunto definido por
Z(A) ={z € A| za = ax para todo a € A},

o qual € uma k-subdlgebra de A.
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De fato, seja x,y € Z(A) e k € k. Para todo a € A, temos:
(kz)a = k(za) = k(ax) = a(kx),
mostrando que kx € Z(A). Além disso,
(x+y)a=xa+ya=ar+ay=alxr+y),
o que implica que x +y € Z(A). Por fim, para o produto, temos:

(zy)a = z(ya) = z(ay) = (za)y = (ax)y = a(zy),

garantindo que xy € Z(A). Assim, Z(A) € fechado sob soma, multiplicagdo por
elementos de k e produto, o que mostra que € de fato uma k-subdlgebra de A.

. Seja A = M, (k), ak-dlgebra de todas as matrizes n xn. O conjunto das matrizes
diagonais em A € uma k-subdlgebra. Vamos verificar que se x e y sao matrizes
diagonais de A, entao xy é uma matriz diagonal. Sejam x = diag(xy1, Ta, ..., x,)
ey = diag(y1, Yo, - - -, Yn), onde x; e y; sao as entradas diagonais das matrizes x
e y, respectivamente.

A multiplicacao das matrizes x e y resulta em uma matriz cujas entradas na
posicao (i,j) sao dadas por:

(xy)i; = Z LikYkj-
k=1

Como x ey sao matrizes diagonais, temos que x;, = 0 para i # k e yi; = 0 para
k # j. Assim, a expressao acima se simplifica para:

(xY)ij = Tiilij-

Para que (xy);; seja nao nulo, € necessdrio que i = j. Portanto, as tnicas
entradas nao nulas de xy estao na diagonal, o que implica que xy € uma matriz
diagonal. Logo, se x ey sao matrizes diagonais de A, entdo xy também € uma
matriz diagonal.

Seque a mesma ideia para verificar que a soma de matrizes diagonais também
resulta em uma matriz diagonal, e que multiplicar wma matriz diagonal por um
escalar resulta em outra matriz diagonal.

. Seja A uma k-dlgebra. Considere o conjunto
B={a€ A|a®=a}.

Vamos verificar que este conjunto, em geral, nao constitui uma k-subdlgebra de A.
Para k € k e x € B, temos ®> = z. No entanto, ao considerar kx, nio podemos
garantir que (kx)? = kx para todo k # 0 e x # 0. Portanto, B ndo satisfaz a
propriedade de fechamento sob multiplicagao por um escalar, o que implica que
B nao € uma k-subdlgebra de A.



16

A seguir, apresentaremos uma definicao de morfismo entre k-algebras. Um morfismo
é uma forma de preservar as estruturas dessas algebras através de uma aplicagao.
Esse conceito sera importante na definicao de representacao de k-algebra que veremos
adiante.

Definigao 1.6. Sejam A e B duas k-dlgebras e ¢ : A — B uma transformagao k-
linear. Dizemos que ¢ € um morfismo de k-dlgebras se preserva a estrutura algébrica
das k-dlgebras, ou seja, se para todo a,b € A:

p(axb) = p(a)* ¢(b),
onde x e * denotam a operacao de multiplicacio em A e em B, respectivamente.

Exemplo 1.7.

1. A aplicagio ¢ : C — My(R) definida por

dlatbiyi=| 4 0|

€ um morfismo de R-dlgebras. De fato, pois dados zy = a1 + byi e 29 = ag + bai
dois nimeros complexos e X\ um escalar em R . Entao temos:
p(Az1 4 22) = p((Aar + az) + (Aby + ba)i)

. )\CLl + as )\bl + bQ
| = (At b2) Aag +as

[ ] e b
o —)\bl )\(11 _b2 a2

. a1 by as by
R R
= Ap(21) + ¢(22),
o que mostra que @ € uma transformacao lineark-linear, e além disso, tem-se

ai1ay — b1b2 a1b2 + CLle :|
—(ale + azbl) a1ag — b1b2

- { —agl . ] { —az2 - } = ¢(z1)p(z2),

ai Q2

p(2122) = @((araz — biba) + (arby + aghy)i) = [

0 que mostra que @ preserva a operacao de multiplicacao.
2. A aplicagio VU, : k[z] — k dada por
Vo(P(z)) = P(a)

¢ um morfismo de k-dlgebras. De fato, pois dados P(z), Q(z) em k[z] e A um
escalar em k. Entao temos:

Vo(AP(z) + Q) = AP(a) + Q(a) = AW, (P(z)) + Vo (Q(z))
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o que mostra que YV, € uma transformacao linear, e além disso, tem-se
Uo(P(z) - Q(z)) = P(a) - Qa) = Va(P(2)) - Va(Q(x))
Portanto, a aplica¢iao V,(P(z)) = P(a) é um morfismo de k-dlgebra.
3. Considere a aplicagao, ¥ : k[x] — k[z|, dada por
_ dP(z)

onde estamos considerando a deriwvada formal. Observe que as expressoes:

WP@)Q) = TG + ) pay,
_ dP(@) dQ()

U(P(x))¥(Q(x)) dr  dr

Sao distintas. Logo a aplicacao ¥ nao é um morfismo de k-dlgebras.

Apresentaremos agora a definicao da soma direta de k-algebras associativas, que é
uma operagao que permite construir novas algebras a partir de algebras ja existentes,
mantendo suas estruturas originais.

Definigao 1.8. Sejam A e B duas k-dlgebras. A soma direta das k-dlgebras A e
B, denotada por A& B, € o conjunto definido da sequinte maneira:

A® B={(a,b)|a€ Abe B}.

Onde esta equipada com as sequintes operagoes:
Para (ay,b1), (az,b2) € A® B, a adi¢io em A® B € definida componente a componente:

(a1,b1) + (az,be) = (ay + ag, by + ba).

Para k € k e (a,b) € A® B, a multiplicagao por escalar em A® B € definida componente
a componente:

k- (a,b) = (k-a,k-0b).

Para (a1,b1), (az,b2) € A® B, a multiplicagio em A @& B € definida componente a
componente:

(a1,b1) * (ag,b2) = (a1 * ag, by * by),
onde * denota a multiplicacao nas dlgebras A e B.

Observagao 1.9. Com a defini¢cao acima A ® B admite uma estrutura de k-espaco
vetorial compativel com a estrutura de anel associativo, tornando-se assim uma k-
dlgebra.

Vamos introduzir duas defini¢goes fundamentais. A primeira definicao trata de al-
gebras indecomponiveis, que nao podem ser expressas como uma soma direta de duas
outras algebras nao triviais. A segunda definicao aborda os conceitos de idempotente
e elemento central dentro de uma algebra. Essas definicoes nos permitem verificar que
uma k-algebra A é indecomponivel se possui apenas elementos idempotentes e centrais
triviais. Por fim, faremos um exemplo para ilustrar sua aplicacao préatica.
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Definicao 1.10. Uma k-dlgebra A € indecomponivel se nao pode ser escrita como
uma soma direta de duas outras dlgebras nao triviais.

Definicao 1.11. Seja A uma k-dlgebra. Um elemento e € A é chamado de idempo-
tente se €2 = e. Um elemento e € A é chamado de elemento central se ea = ae
para todo a € A.

Proposicao 1.12. Uma k-dlgebra A € indecomponivel se, e somente se, 0s Unicos
elementos idempotentes e centrais em A sao os triviais.

Demonstragao. Primeiro, suponha que A seja indecomponivel e que e € A seja um
elemento idempotente e central. Sendo e idenmpotente segue que (1—e) é idempotente.
Sendo e central segue que (1—e) é central. Com isso podemos concluir que eA e (1—e)A
sao subalgebras de A. Observamos que A = B+ C e que BN C = {0}. De fato, se
reBNC,entdox =ex =0¢ 2= (1—e)xr =0, implicando z = 0.

Se B ou C fosse trivial, digamos B = {0}, entdo eA = {0}, o que implica que
e = 0. Similarmente, se C' = {0}, entdao (1 — e)A = {0}, o que implica que 1 —e =0
e, portanto, e = 1. Isso mostra que os tnicos elementos idempotentes e centrais em A
sao e=0oue=1.

Suponhamos, por contradi¢do, que A seja decomponivel, ou seja, A = B @ C
como algebras, onde B e C' sao subalgebras nao triviais de A. Considere o elemento
e = (1,0¢) € A. Note que e ¢ idempotente, pois € = (1g,00)? = (15,0¢) = e. Além
disso, e é central, pois para todo a = (b, ¢) € A, temos:

ea = (1p,0¢)(b,c) = (15b,0cc) = (b,0) = (b, c)(1p,0c) = ae.

Isso contradiz a hipotese de que A tem apenas elementos idempotentes e centrais
triviais. Portanto, A é indecomponivel. O]

Exemplo 1.13. Seja A uma k-subdlgebra de Ms(k), formada por todas as matrizes

triangulares inferiores:
A:{[a 0}|a,b,c€k}.
b ¢

Queremos mostrar que A € indecomponivel. Para isso, usaremos o fato da Proposicao
(1.12), ou seja, verificaremos que os unicos elementos centrais e idempotentes de A

sao as matrizes
1. — 1 0 0— 0 0
AT o 1] ¢ "Tlool

. a
Para demonstrar isso, tomemos x = {

b

2_a02_ a? 0] [a 0
x_bc_ba—kbccQ_bc’

assim obtemos o sequinte sistema de equagoes

2 ] e suponhamos que x € idempotente nao

nulo:

a’ =a, (1.1)

bla+c) =b,



19

=c (1.3)

Claramente, temos que a # 0, b # 0, ou ¢ # 0, pois jd sabemos que a matriz 0 €
idempotente e central.

(i) Se a # 0, entio a* = a implica que a = 1. Note que ¢ # 0, caso contrdrio,
1
b 0

], porém nao € central. Tome z = { 00 ], e

teriamos a matriz r = { 10

vejamos que rz # zu:
1 0][oo0] [0 0O
=l oll10]|"]0o0]
~fool[10] [ooO
=110l ol T 1o

Logo, de 1.3 temos que ¢ = 1. Portanto, de 1.2 b = 0. Assim, concluimos que
r = 1A'

(i) O caso em que ¢ # 0 € andlogo ao anterior.

(11i) Se b # 0, de 1.2 temos a+ ¢ =1, o que implica que ¢ = 1 — a. Isso implica que
a # 0 ou c # 0, ambos os casos levam a situagoes semelhantes as anteriores.

Vamos agora definir ideais em k-algebras, elementos essenciais para entender sua
estrutura interna. Um ideal é uma subestrutura que permite a analise e construcao de
quocientes. Em algebras nao comutativas, a distin¢ao entre ideais a esquerda, a direita
e bilaterais é crucial, pois a ordem da multiplicagdo influencia a preservacao dessas
subestruturas.

Definigao 1.14. Seja A uma k-dlgebra. Um ideal a esquerda de A é um subespago
I de A tal que ax € I para todo a € A e x € I. De forma andloga, define-se um ideal
a direita de A. Um subconjunto I de A é um tdeal bilateral, ou simplesmente ideal,
se € ideal a esquerda e a direita.

Exemplo 1.15.
1. Considere a k-dlgebra My(k). Seja I o sequinte conjunto:

[:{{Z 8] !a,cek}.

Obviamente I é um subespago vetorial de My(k). Portanto para mostrar que
I é um ideal & esquerda basta mostrar que para qualquer matriz M € Msy(k) e
qualquer matriz N € I, o produto M - N € I.

Seja M = [CCL Z] € My(k) e N = [; 8} € 1. Entao,
_|la bl e 0] |ae+bf O
A%N_Lcjboy{m+#o}

O produto M - N também estd em I, pois a sequnda coluna € zero. Portanto, I €
um ideal a esquerda.
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2. Considere Ty(k), a k-dlgebra das matrizes triangulares superiores:

Ty(k) = {[g l(j |a,b,c€k}

Considere também o sequinte subconjunto de To(k):

z:{[g g}m,yek}.

Sejam X,Y € 1. A soma X +Y € dada por:
a:y+zw_:1:+zy—|—w
0 0 0 0 | O 0 |’
Logo, X +Y € 1.
Seja M € Tyr(k) e X € I. O produto M X € dado por:
a bl |v y| _|ar+b-0 ay+b-0| _Jaz ay
0 ¢/ |0 Of |0-z+¢c-0 O-y+c-0 [0 0}’
assim temos que MX € I, logo I é um ideal a esquerda.

Agora, o produto X M :

r y| la bl _|zaty-0 xb+yc | |za xb+yc

00 0 ¢/ [0:a+0-0 0:b+0-¢c| |O 0 ’
assim temos que XM € I, logo I é um ideal a direita. Portanto, I é um ideal
bilateral de Ty(k).

3. Considere a k-dlgebra My(k). Vamos verificar se I, como no item 1 deste exem-
plo, € um ideal a direita. Para isso, precisamos que, para qualquer matriz M €
Ms (k) e qualquer matriz N € I, o produto N - M € 1.

b e 0
d f o0

e 0| la b ea eb
var= {5l = {5 5]

. . . b| .
O produto N - M nao estd necessariamente em I, pois a sequnda coluna {j‘b] nao

SejaM:[CCL :|EM2<H§)€N:[ ]6]. Entao,

€ necessariamente zero. Portanto, I nao € um ideal a direita.

Definigao 1.16. Seja A uma k-dlgebra e I um ideal de A. A k-dlgebra quociente
A/JI € o k-espago quociente

A/l ={a+1|ae€ A},
onde cada a + I € a classe lateral de I em A. As operagoes em A/ sao definidas por
(a+D)+b+1)=(a+b)+1, (a+1)-(b+I)=(ab)+1 e X-(a+1)=(la)+1,
para todo a,b € A e \ € k.
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Observacao 1.17. As operacoes de adi¢ciao e multiplicacao sao bem definidas e sa-
tisfazem as propriedades esperadas de uma k-dlgebra. Apresentaremos um exemplo de
k-dlgebras quaciente no FExemplo 1.21 item 2.

Definicao 1.18. Seja A uma k-dlgebra e S C A um subconjunto. O ideal a esquerda
gerado por S, denotado por (S), é o menor ideal a esquerda de A que contém S. Mais
precisamente, (S) consiste de todas as combinagoes finitas de elementos da forma,
> ais; onde a; € A e s; € S. Analogamente podemos definir ideal gerado por um
subconjunto S de A.

Exemplo 1.19.

1. Considere a k-dlgebra k[z]| e o subconjunto {x}. Explicitamente, (x) é o conjunto
de todos os maltiplos de x por um polinomio em k[z|:

(x) ={z- f(z) | f(z) € k[z]}.
2. Considere a k-dlgebra k[z,y|, para o subconjunto {z,y}, temos:

(z,y) = {p(z,y) -z +q(z,y) -y | p(x, ), q(z,y) € K[z, y]}

Em palavras, qualquer elemento de (x,y) € um polinomio em k[x,y] sem termo
indepedente

3. Considere K[xy, x9, x5, ...], a k-dlgebra dos polindmios em uwm nimero infinito de
varidaveis x; com coeficientes em k. Definimos o ideal I como sendo gerado pelos
elementos x;:

I = <ZE1,$2,[L’3, .. > = {Z le’l | fl < k[$1,$2,l’3, .. ]}

=1

e apenas um numero finito de f; sao nao nulos. Isso significa que qualquer ele-
mento de I pode ser escrito como uma combinacao linear finita dos geradores
x; com coeficientes em K[ry,x9,x3,...]. Dessa forma temos que I é um ideal
mfinitamente gerado.

Definigao 1.20. Seja I um ideal de A e m > 1 um nimero inteiro. Definimos I"™ como
o tdeal gerado por todos os produtos x1Ts - -+ X, onde 1,2, ..., T, € . Dizemos que
o tdeal I € nilpotente se existir algum m > 1 tal que I™ = 0.

Exemplo 1.21.

1. Seja Ms(k) a k-dlgebra das matrizes 2 x 2. Definimos o subconjunto

K:{[g 8} Ibek}.

Queremos verificar se K € um ideal nilpotente, ou seja, se existe um inteiro n tal
que K™ = (0). Basta mostrar que K* = (0), ou seja, que o produto de quaisquer
duas matrizes em K resulta na matriz nula.
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Sejam A, B € K, com

0 b 0 c
A:{O 0}’ B:{O 0}’ onde b, c € k.

Entao, o produto AB ¢é dado por

0 bl |0 ¢ 0 0
o =looflo o =lo o
Como AB € sempre a matriz nula para quaisquer b, c € k, concluimos que K? =
(0), mostrando que K é um ideal nilpotente.

2. Considere a k-dlgebra A = Kk[z]/(x?), onde (x?) € o ideal gerado pelo polinémio
x? de k[z]. Neste caso, consideramos o ideal I = (T) em A. Os elementos de I
sao da forma a - x, onde a € k. Verifiguemos se I € nilpotente:

I* = (z)* = (0)
Portanto, 1> = (0), o que mostra que I = (T) é um ideal nilpotente.

Definigao 1.22. Um ideal bilateral I de uma k-dlgebra A é dito mazimal se, para
todo ideal bilateral J de A tal que I C J C A, temos J =1 ou J = A.

Observagao 1.23. De forma simplificada, podemos dizer que um ideal I € mazimal
se nao existe nenhum ideal préprio entre ele e a k-dlgebra A.

Exemplo 1.24.

1. Seja a k-dlgebra T5(k) e o ideal bilateral I como no Exemplo 1.15 item 2. Que-
remos verificar se I é um ideal mazimal de Ty(k). Considere agora os sequintes
subconjuntos de To(k):

o-{f e - {f ves)
[ R 0

Note que estes sao todos os possiveis ideais de To(k) incluindo 1. Além disso, I
nao estd contido em nenhum deles, ou seja, nao existe nenhum outro ideal entre
I e Ty(k). Portanto, I é um ideal mazimal de Ty(k).

Usando a mesma ideia, podemos concluir que N também € um ideal mazimal de
Ty(k). Assim, I e N sao os unicos ideais mazimais de To(k).
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2. Considere a k-dlgebra k[z] e o ideal
M = {p(z) € klz] : p(0) = 0} = (x).

Para demonstrar que M ¢ um ideal maximal, suponha que J seja um ideal de
k[z] tal que M C J. Precisamos mostrar que J = M ou J = k[z].

Assuma que M C J. Isso significa que existe um polinomio q(z) € J tal que
q(z) ¢ M. Como q(x) ¢ M, entio q(0) # 0. Podemos escrever q(x) na forma:

q(z) = co + 1o + cyx® + - -+ ",

onde ¢y # 0.

Como J € um ideal, e 1 = clq(a:) — Gy — ... — Sg temos que 1 € J porque
0 €0 [))

q(z) € J e todos os outros termos sao maltiplos de x, que estd em M e, portanto,

em J.

Se 1€ J, entao J contém todos os miltiplos de 1, isto €, todos os polindmios em
k[z]. Portanto, J = k|x].

Concluimos que, se M C J, entao J = M ou J = Kk[z], o que demonstra que M
€ um ideal maximal.

3. Seja a k-dlgebra A = Ty(k) e o ideal bilateral K como no Exemplo 1.24 item 1.
K nao pode ser um ideal maximal pois esta contido em I do mesmo FExemplo, ou

seja K CleK#1el#A.

Definigao 1.25. O radical de Jacobson rad A de uma k-dlgebra associativa A € a
intersecao de todos os ideais maximais bilaterais de A.

Exemplo 1.26. Considere a k-dlgebra To(k). Vimos no Exemplo 1.2/ item 1 que os
unicos ideais mazimais de To(k) sdo I e N. Observe que o ideal K do mesmo Exemplo
€ a interseccao destes dois ideais, ou seja K = rad A

A seguir, exploraremos algumas propriedades relacionada ao radical de uma k-
algebra e apresentaremos mais exemplos para ilustrar esse conceito.

Proposigao 1.27. Seja rad A o radical de uma k-dlgebra A. Temos as segquintes pro-
priedades:

(i) rad A é um ideal bilateral e rad(A/rad A) = 0.

(1) Se I € um ideal bilateral nilpotente de A, entao I C rad A. Além disso, se a
dlgebra A/1 € isomorfa a um produto k x --- xk de copias de k, entao I = rad A.

Demonstra¢ao. Uma demostragao para a Proposi¢ao (1.27) pode ser encontrado em
[ASS06]

]

Exemplo 1.28.
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1. Seja a k-dlgebra To(k). No Ezemplo 1.26 vimos que o ideal K = rad A, da
Proposi¢ao 1.27 item (i) temos que K é também um ideal bilateral. Além disso
rad(Ty(k)/K) = 0.

2. Considere a k-dlgebra A = k[x,y]/(x?,y*). Como A é comutativa, todos os seus
ideais sao bilaterais.

Seja I o ideal gerado por x ey em A:

I=(z,y)/(=*,5").

Queremos verificar que I € um ideal nilpotente. Para isso, consideremos seu
quadrado:

I? = <ZE,y> ’ <ZL‘,y> = (xQ,xy,?f).

Mas, como 2?> =0 e y> =0 em A, concluimos que
I* = (0).

Isso mostra que I é um ideal nilpotente, e, pela Proposi¢ao 1.27, item (ii), pri-
meira parte, temos que I C rad A.

Agora, analisemos o quociente A/l :

AT = (kla,yl/(2*,y%) | ({2, 9) /(= %) -
Pelo isomorfismo de quocientes, seque que
A/T =Kz, y]/(z,y) = k.

Como A/I é isomorfo ak, um corpo, a Proposi¢ao 1.27, item (ii), sequnda parte,

mmplica que I € um ideal maximal.

Portanto, I é um ideal bilateral nilpotente e mazimal de A.

Definiremos agora a representacao de uma k-algebra, pois estamos interessados em

entender como a algebra pode ser representada através de transformagoes lineares.
Essencialmente, a representacao permite estudar uma k-algebra através de matrizes e

transformacoes lineares, facilitando a analise de suas propriedades e estrutura em um
contexto mais acessivel.

Definigao 1.29. Uma representacao de uma k-dlgebra A é um morfismo de dlge-
bras ¢ : A — Endy(V'), onde V' é um k-espago vetorial.

Observagao 1.30. Observe que, se ¢ for injetora, temos uma imersao de A em
Endg (V). Analogamente, se ¢ for sobrejetora, obtemos uma projegao de A em Endy (V).

Exemplo 1.31.

1. Seja B uma k-subdlgebra da k-dlgebra Endy (V). A aplicacdo de inclusao de B
em Endy (V') é um morfismo de dlgebras, o que fornece uma representa¢do natural
de B em Endg (V).
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2. Seja ¢ : C — Endg2 a aplicagdo definida da sequinte forma, para cada nimero
complexo a+bi € C, ¢ associa um endomorfismo de R? representado pela matriz
2x2

ola+bi) = {_“b ﬂ .

Essa matriz age sobre um vetor [ﬂ € R?, produzindo o vetor

o(a + bi) B’] _ {_agfxi bgy} .

Assim, ¢ aplica cada nimero complexo para um endomorfismo de R? através da
multiplicagao por essa matriz. Vamos verificar que a aplicagao @ € um morfismo
de R-dlgebras, o que implica que ¢ é uma representagao de R-dlgebra.

Sejam a + bi e ¢+ di elementos de C e r € R. Verificamos que:

o(r(a+bi) + (c+ di)) = p((ra+ c) + (rb+ d)i) = { ra+c rb+d}

—(rb+d) ra+c
o1 e pta 4 bi) + (e + di)
U |=b a —d | ¥ 14 '
Assim, @ € linear. Vejamos agora que ¢ preserva a multiplicacao:

o(a -+ bi) (e + di)) = ((ac — bd) + (ad + be)i) = [ ac — bd ad“ﬂ

“(ad +b¢) ac—bd
_ {_ab Cﬂ . [_Cd ﬂ — o((a + bi)(c + di)).

Portanto ¢ preserva a multiplicagao.

1.2 Modulos de algebras associativas

Nesta secao, exploramos os médulos sobre k-algebras, que generalizam o conceito
de espacos vetoriais ao incluir a acao de k-algebras sobre esses espagos. Comecamos
definindo o conceito de médulo & esquerda e suas propriedades essenciais, com exemplos
praticos. Também discutimos alguns resultados importantes no estudo de modulos
sobre k-algebras, e por fim, apresentamos os conceitos de médulos injetivos e projetivos,
que sao cruciais para resultados posteriores.

Definicao 1.32. Um mddulo a esquerda sobre uma k-dlgebra A é um k-espaco
vetorial M munido de uma operagao binaria que satisfaz as sequintes propriedades
para quaisquer x,y € M, a,b€ A e A € k:

i)a-(r+y)=a-x+a-y;

i) (a+b)-x=a-v+0b-x;
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iii) (ab) -z =a-(b-x);
w) (Aa)-z=A-(a-z)=a- ().

A definicdo de um moédulo a direita sobre a algebra A é analoga & definicao de
modulo a esquerda. Neste trabalho, utilizaremos modulos & esquerda sobre uma k-
algebra. Normalmente, quando nao houver confusao, referiremos a esses modulos a
esquerda como A-moédulos.

Observacao 1.33. Dizemos que um A-mdodulo € de dimensao finita se o mesmo tem
dimensao finita como k-espaco vetorial

Exemplo 1.34.

1. Considerando A como uma k-dlgebra, podemos naturalmente definir A como um
A-mddulo sobre si mesmo. Nesse caso, para cada par de elementos a,b € A e cada
escalar A € k, podemos definir a operagio de A-mddulo - como a multiplicacao
usual de A. Isso significa que a-b representa o produto de a e b dentro da k-dlgebra

A.

2. Considere a k-dlgebra M, (k). Um exemplo de A-mddulo sobre M, (k) é o espago
vetorial K", onde a agao - : M, (k) xk™ — k™ € definida da sequinte forma: Para
M € M, (k) ev € k™, a operagcao M - v resulta na multiplicacao de matriz-vetor
padrao, ou seja, a multiplicacao de cada linha de M por v.

3. Seja M um A-mddulo sobre uma k-dlgebra A e seja N um A-submddulo de M.
O conjunto das classes laterais m + N, onde m percorre M, define um novo A-
mddulo, chamado de A-mddulo quociente de M por N e denotado por M/N.
A estrutura de A-mddulo em M/N ¢é dada pela agao:

a-(m+N)=(a-m)+ N, paratodoac A, etodom+ N &€ M/N.

FEsse conceito € fundamental na teoria de A-maodulos, pois permite analisar as pro-
priedades de M em relacao a seus submodulos e simplifica o estudo da estrutura
interna dos A-maddulos.

A seguir, vamos definir o que é um A-submodulo de um A-moédulo. Essa defini¢ao
¢ importante porque os submoédulos sao uma forma de generalizar os subespacgos e
ajudam a entender melhor a estrutura dos A-modulos.

Definicao 1.35. Um subespago vetorial M’ de um A-mddulo M o esquerda € dito ser
um A-submddulo de M se am € M’ para todo m € M' e para todo a € A.

Exemplo 1.36.

1. Se M ¢é um A-mddulo sobre uma k-dlgebra A e Ny e Ny sao A-submddulos de M,
entao N1 N Ny € também um A-submddulo de M.
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2. Seja M um A-mddulo a esquerda e seja I um ideal a esquerdo de A. Definimos
o conjunto

IM ={aymi+---+asms|s>1, a; €I, my € M}.

Nosso objetivo € mostrar que IM é um A-submddulo de M, ou seja, que € fechado
sob adi¢cao e multiplicacao por elementos de A.

Sejam x = aymq + -+ asmg ey =byng +-- -+ byny dois elementos de IM, com
a;,b; € I e m;,n; € M. Entao, a soma

r+y=(aymy+ -+ asmg) + (byng + -+ - + byny)

também pode ser escrita como uma soma de elementos da forma cppy, onde ¢, € T
epr, € M. Como I € um ideal, é fechado sob soma, ou seja, a; +b; € I sempre
que fizer sentido. Isso garante que v + vy € IM, mostrando o fechamento sob
adicao.

Seja x = aymi+---+asms € IM ea € A. Calculamos o produto ax:
ax = alaymy + - - - + agmg) = (aay)mq + - - - + (aas)ms.

Como I é um ideal esquerdo, seque que aa; € I para todo i, o que implica que
cada termo (aa;)m; pertence a IM. Assim, ax € IM, garantindo o fechamento
sob a acao de A.

Portanto, IM ¢ um A-submddulo de M, como queriamos demonstrar.

Observacao 1.37. Vale destacar que M /N nao deve ser confundido com um submd-
dulo de M, pois sua estrutura € distinta. Um exemplo simples ocorre no contexto de
Z-mddulos: se tomarmos M =7 e N = pZ, onde p € um nimero primo, entao M /N
¢ isomorfo ao corpo finito F,,, que nao pode ser identificado como um submodulo de 7,
pois Z nao contém elementos com a estrutura de um corpo finito.

Definigao 1.38. Um A-mddulo M ¢ dito ser gerado por um subconjunto S C M
se todo elemento m € M puder ser expresso como uma combinacao linear finita de
elementos de S, ou seja, existe um numero finito de elementos mq,...,m, € S e
ai,...,a, € A tais que m = aymy + --- + a,m,. Dizemos que M ¢ finitamente
gerado se M ¢ gerado por um subconjunto finito S.

Definicao 1.39. Sejam M, ..., M, A-submddulos de um A-mddulo M. Definimos
Mi+---+ M, como o A-submddulo de M que consiste em todas as somas mi+---+ms,
onde my € My, ...,mg € M.

Exemplo 1.40.

1. Seja A uma k-dlgebra, Como vimos, A pode ser considerado um A-mddulo sobre
st mesmo. Nesse caso, M pode ser gerado por um inico elemento, por exemplo,
identidade 1 4. Todo elemento de A pode ser escrito como al s, onde a € A, entdo
M € um modulo gerado por um unico elemento.
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2. Considere a k-dlgebra A = k[z] e 0 A-mddulo M = k[z]|/{z?). Os elementos de M
sio classes laterais da forma p(zx) = p(z) + (22), onde p(z) € k[z]. Como 22 =0
em M, cada classe tem uma representante da forma ag + a1z, com ag,a; € k.
Isso mostra que M € gerado pelos elementos 1 e T, ou seja, M ¢é finitamente

gerado como A-mddulo.

Observagao 1.41. Observe que um A-mddulo M a esquerda sobre uma k-dlgebra de
dimensao finita € finitamente gerado se, e somente se, M for de dimensao finita. De

fato, se xy, ..., x,, € umak-base de M, entao é obviamente um conjunto de A-geradores
de M. Por outro lado, se o A-maodulo M for gerado pelos elementos mq,...,m, sobre
Ae&y, ..., & € umak-base de A, entdo o conjunto {{my | j=1,...,n,i=1,...,s}

gera M como k-espago vetorial.

Apresentaremos agora o Lema de Nakayama, um importante resultado na teoria de
modulos sobre k-algebras. Ele estabelece uma condigao suficiente para que um moédulo
finitamente gerado sobre uma k-algebra com um ideal bilateral esteja necessariamente
contido no ideal.

Lema 1.42 (Nakayama). Seja A uma k-dlgebra, M um A-mddulo finitamente gerado
e I Crad A um ideal bilateral de A. Se M = IM, entao M = 0.

Demonstra¢ao. Suponha que M e M = Amy + --- + Amg, ou seja, M ¢é gerado pelos
elementos myq,...,ms. Procedemos por inducao em s. Se s = 1, entao a igualdade
Amy = I'my implica que m; = xym; para algum x; € I. Portanto, (1 — z1)m; =0 e,
portanto, m; = 0, porque 1 — x; é invertivel. Consequentemente, M = 0, conforme
necessario.
Suponha que s > 2. A igualdade M = I M implica que existem elementos x1, ..., x5 €

I tais que my = xymy + xomg + - -+ + xgmy,. Dai (1 — x1)my = xomg + - -+ + xgmy €,
portanto, m; € Amg+-- -+ Amg porque 1 —x é invertivel, pois I C rad A. Isso mostra
que M = Ams + - - - + Am, e a hipotese indutiva produz M = 0. O

Agora, introduziremos a definicdo de A-A-bimodulo, um tipo especifico de modulo
que sera utilizado nas discussoes subsequentes deste trabalho. Essa estrutura é rele-
vante, pois a compatibilidade entre as acoes a esquerda e a direita é uma propriedade
fundamental em nosso contexto.

Definicao 1.43. Um A-A-bimddulo ¢ um k-espaco vetorial M equipado com duas
estruturas de modulo, uma ac¢do a esquerda e uma acao a direita de A, que sao com-
pativeis entre si da sequinte forma:

(am)b = a(mb) para todo a,b € A em € M.
O seguinte exemplo é importante na defini¢ao de algebra repetitiva (Definigao 3.1).

Exemplo 1.44. O espa¢o dual DA de uma k-dlgebra A € definido como o conjunto de
todos os homomorfismos lineares de A em k, ou seja, DA = Homy (A, k). Este espago
dual possui uma estrutura natural de A-bimaodulo, com a acdao a esquerda de A em DA
definida por

(a-@)(b) = p(ba), para todos a,be Aepe DA
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e a acao a direita de A em DA € definida por
(¢-a)(b) = p(ab), para todos a,b € A e p € DA.

As duas agoes sdao compativeis entre si. De fato, para todos a,b,c € A e ¢ € DA,
temos:

(a-(¢-0))(c) = (a-¢)(ch) = ¢((cb)a) = ¢(c(ba)) = ((a- ) - b)(c).

Exploraremos brevemente o conceito de homomorfismo de A-moédulo e suas pro-
priedades, essenciais para analisar a estrutura e as relagoes entre moédulos sobre uma
k-algebra, permitindo comparagcoes e a identificacao de propriedades dos homomorfis-
mos.

Definigao 1.45. Sejam M e N mddulos sobre A. Uma aplicagao k-linear h - M — N
¢ chamado de homomorfismo de mddulos sobre A (ou simplesmente um morfismo
de A-mddulos) se h(am) = ah(m) para todo m € M e a € A.

A seguir, definimos monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos, conceitos funda-
mentais que descrevem as relagoes entre modulos por meio de injegoes, sobrejecoes e
equivaléncias estruturais.

Definicao 1.46. Um morfismo de A-modulos h : M — N € chamado de mono-
morfismo se for injetivo, ou de epimorfismo se for sobrejetivo. Dizemos que h €
um tsomorfismo se for simultaneamente monomorfismo e epimorfismo. Nesse caso,
escrevemos M = N.

Dado que os objetos sao modulos a esquerda de A e os morfismos sao morfismos
de modulos & esquerda, obtemos a categoria dos modulos a esquerda de A, denotada
por A-Mod. A categoria dos modulos a esquerda finitamente gerados forma uma
subcategoria plena de A- Mod e é denotada por A-mod.

Exemplo 1.47.

1. Considere A uma k-dlgebra e M um A-mddulo. Se N é um submodulo de M,
podemos definir o homomorfismo candnico de A-mddulo dado por m : M —>
M/N, onde M/N € o mddulo quociente. A condigao w(am) = amw(m) € satisfeita,
e ™ € um epimorfismo.

2. Seja A uma k-dlgebra e M um A-modulo a esquerda. Um exemplo de endomor-
fismo de A-maodulo é a multiplicagcio a esquerda por um elemento fixo a € A.
Definimos o endomorfismo h : M — M por h(m) = a-m. Como h respeita a
compatibilidade com a agao de A no médulo M, isto é, h(a'-m) = a’' - h(m) para
todoa' € A em e M, h é de fato um endomorfismo de A-mddulo.

Definicao 1.48. Sejam M, Ms, ..., M, A-modulos. A soma direta dos mddulos
My, Ms, ..., M,, denotada por My & My @ --- S M,, é o conjunto de todas as tuplas
definida por:

My ® Mo ® -+ @ My = {(m1,ma,...,my) | m; € M}
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Onde esta equipado com as sequintes operagoes:
A adigao € feita componente a componente, ou seja, para (my,...,my), (my,...,m.) €
MI@MQEB@Mn;

/ / / / / /
(my,ma,...,my,) + (my,my,....m.) = (my +mj,me+my,...,m,+m,).
A multiplicacao a esquerda por um elemento a € A € dada por:
a-(my,ma,...,my,) = (a-my,a-mg,...,a-my).

Observacao 1.49. A soma direta My & My & --- & M, é também um A-mdodulo a
esquerda, com as operagoes definidas como acima.

Introduzimos a seguir o conceito de A-moédulo indecomponivel, que se refere a
modulos que nao podem ser expressos como uma soma direta de outros dois moédulos
nao nulos.

Definicao 1.50. Um A-mddulo a esquerda M ¢é dito ser indecomponivel se M é
diferente de zero e nao possui decomposi¢ao de soma direta M = N @ L, onde L e N
sao A-mddulos distintos de zero.

Observacao 1.51. F importante destacar que a indecomponibilidade implica que o
modulo nao possui subestruturas maiores que possam ser separadas em componentes
menores de maneira nao trivial.

Exemplo 1.52. Considere k como uma k-dlgebra e seja M =k um k-mddulo a es-
querda. Neste caso, M nao pode ser decomposto como uma soma direta de dois modulos
nao nulos, pois qualquer submddulo nao trivial de M seria o proprio k ou {0}. Por-
tanto, M =k € um maodulo indecomponivel.

Para mais Exemplos de modulos indecomponivel ver Exemplo 2.17

A seguir, definiremos sequéncias exatas, que sao essenciais na teoria dos modulos
por assegurar que as imagens e niucleos dos homomorfismos estejam precisamente ali-
nhados, permitindo uma analise clara das interacoes entre moédulos. A sequéncia exata
curta, em particular, ¢ uma forma comum e 1til que frequentemente surge em diversas
aplicagoes praticas.

Definicao 1.53. Uma sequéncia
hpn— hn hn
"'—>Xn71—§xn—>Xn+1—+§xn+2—>"'

(infinita ou finita) de mddulos & esquerda sobre A conectados por A-homomorfismos é
chamada de sequéncia exata se ker h, = Im h,,_1 para qualquer n. Em particular,

0—L - M-"3N—0

€ chamada de sequéncia exata curta se u € um monomorfismo, r € um epimorfismo e
Kerr =Imu.
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Exemplo 1.54. Considere a sequéncia:

0—L-5LeN-2N—o.

Se ¢ € uma inclusao, ou seja, ¢ : L — L ® N, em que o(I) =1+ 0, e ¢ € uma
projecao de N, ou seja, ) : L® N — N, em que ¥(l + n) = n. Entdo a sequéncia é
exata. Também podemos reescrever a sequéncia com a sequinte nota¢ao:

0—L—>L®N—» N —0.

Em que, a seta — representa a inclusao (aplica¢ao injetora) e a seta — a projegao
(aplicagcao sobrejetora).

Definiremos a seguir trés classes importantes de modulos: simples, injetivos e pro-
jetivos. Esses conceitos sao essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. O estudo
desses modulos é crucial, pois permite a representacao de uma algebra em termos de
seus modulos projetivos, o que facilita a anélise e a compreensao de sua estrutura. A
aplicabilidade e os exemplos desses conceitos serao explorados na Secao 2.3.

Definigao 1.55. Um A-maodulo a esquerda é dito ser simples se S é nao nulo e
qualquer submdodulo de S € ou zero ou S. Um maodulo M é chamado de semissimples
se for uma soma direta de modulos simples.

Definigao 1.56. Um A-mddulo a esquerda P, é projetivo se, para qualquer epimor-
fismo h: M — N, a aplicagio induzida Homy (P, h) : Homa (P, N) — Homa(P, M)
€ sobrejetivo. Em outras palavras, para qualquer epimorfismo h : M — N e qualquer
f € Homa(P, N), eziste um f" € Homu (P, M) tal que o sequinte diagrama comuta:

P

Lf/lf
M-l sN_—>0

Definigao 1.57. Um A-mddulo a esquerda E ¢é injetivo se, para qualquer monomor-
fismou: L — M, A aplicacdo induzida Hom(u, F) : Homy (M, EF) — Homy (L, E)
€ sobrejetivo. E'm outras palavras, para qualqguer monomorfismo u : L — M e qualquer
g € Homy(L, E), eziste um ¢ € Homa(M, E) tal que o sequinte diagrama comuta:

0——>L—25M

|

E



Capitulo 2

Quivers e algebras de caminhos

Neste capitulo, introduziremos quivers e utilizaremos essa estrutura para definir
algebras de caminhos, discutir algumas de suas propriedades e apresentar exemplos.
Um de nossos objetivos ¢ estabelecer uma relagao entre as algebras de caminhos e k-
algebras basicas, indecomponiveis e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado, por meio do Teorema de Gabriel. Posteriormente, exploraremos a conexao
entre representacoes de quivers e modulos de algebras de caminhos, por meio de um
isomorfismo de categorias. Por fim, abordaremos representagoes simples, projetivas e
injetivas.

Definicao 2.1. Um quiver Q) é composto por um conjunto QQq de vértices, um conjunto
Q1 de arestas e duas aplicagoes s,t : Q1 — Qy. Para cada aresta o € ()1, denominamos
s(a) e t(a) como o vértice inicial e o vértice terminal de o, respectivamente.

Exemplo 2.2.
1. O quiver

tem o conjunto de vértices dado por Qo = {1,2,3} e o conjunto de flechas é dado
por Qv ={a, 8,7}, onde s(a) = t(y) =1, s(8) = t(a) =2 e s(y) = ¢(f) =3
. /\ - - -
2. O quiver 1\_/2 € chamado quiver 2-Kronecker, é denotado por

B
Ko, Temos que o conjunto de vértices € dado por Qo = {1,2} e o conjunto de

flechas é dado por Q1 = {a, B} onde s(a)) = s(B) e t(a) =t(F).

3. No quiver 1#235 o conjunto de vértices é dado por Qo = {1,2} e o

conjunto de flechas € dado por Q1 = {«a, f}, onde s(a) =1 e t(a) = s(B) = t(5).

Observe que naturalmente um quiver é um grafo orientado.

Agora definiremos o conceito de caminho em um quiver (), fundamental para a
construcao das algebras de caminhos, tema central desta secao.

32
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Definicao 2.3. Seja @ um quiver. Um caminho p em Q = (Qo,@Q1,s,t) de com-
primento | > 0 € uma sequéncia de flechas p = (aq,aa,...,qq), que denotaremos por
p =y ap, tal que t(ay) = s(aip1) para 1 <i <.

aq a9 [67)
o —e0—0:--- 00— 0

Definimos s(p) = s(aq) e t(p) = t(ay).

Denotaremos por & o conjunto de todos os caminho de um quiver () e um caminho
de comprimento zero ou simplesmente um caminho trivial, € um caminho sem flecha
associado a um vertice i € @)y., geralmente denotaremos tal caminho por e;.

Definicao 2.4. Um caminho de comprimento |l > 1 € chamado de ciclo quando seus
vertices inicial e final coincidem.

Observacgao 2.5. Um quiver é chamado aciclico se nao contém ciclos.
Exemplo 2.6.

1. Seja o quiver @)

17, o
{2
3
Observe que Sa € um caminho de comprimento 2 pois t(f) = s(«) por outro lado

ay ndo € um caminho, dado que t(a) # s(v). Note que o caminho alfB € um
ciclo de comprimento 3 pois s(a) = t(5).

2. Considerando o quiver

a2 a3

Ayi= 1259 3 4

o conjunto de todos os caminhos de Ay € dado
P = {e1, e, €3, 4,01, 02, O3, A1 (g, A2 (3, A1 V(3 | .

Observe que o quiver Ay € aciclico pois nao hd caminhos p de comprimento [ > 1
tal que s(p) = t(p), ou seja nao ha caminhos fechados.

3. No quiver @ := aC 1 DB , 0 conjunto de todos os caminhos €
P ={m(a,B) | m(X,Y) é um monémio sem termo constante em k(X,Y)},

onde k(X,Y) € a dlgebra de polindmios nas indeterminadas X,Y ndao comutati-
vas. Por convéncao o = 8° = e; € o caminho trivial.

A seguir, introduzimos o conceito de subcaminho, essencial para a compreensao
da estrutura de caminhos em quivers com relacoes. Uma discussao mais aprofundada
sobre esse topico serd desenvolvida nas Secoes 3.1 e 3.2, motivo pelo qual nao serao
abordados exemplos neste momento.
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Definicao 2.7. Seja p = ajas - - - ay, um caminho no quiver ). Um subcaminho de
p € um caminho q que pode ser expresso como q = Qi1 - - -y, para alguns indices
1<k<l<n.

A partir deste ponto, definiremos algebras de caminhos e sua multiplicacao que é
dada por concatenagao de caminhos.

Definicao 2.8. Dado um quiver @), a dlgebra de caminhos k(@) € a dlgebra com base
nos caminhos de (Q, onde a multiplicacao de p e g caminhos em @), € a concatenac¢cao
de caminhos:

p-q= {041042 B Py B, set(ag) = s(B),

0, caso contrdrio,

estendida por bilinearidade.

Observagao 2.9. Para caminhos triviais, temos e; -p = p se i = s(p), ee;-p =0
caso contrdrio. Analogamente, p-e; = p para i =t(p), ep-e; =0 se i # t(p).

Exemplo 2.10.
1. Seja o quiver

Ag:1-2592- 7,3

Note que a base de kA3 é dada por B = {e1,es,e3,, 5,af} e a multiplicagio é

dada por:
e (ej|leales|al B |aB
er ler| 0] 0 |a| 0 |ap
ea | 0 lea| O O B | O
€3 0 0 €3 0 0 0
a | 0]lal 0 |0]laf| O
61010 B8 ]0]0 0
af | 0] 0 |aB |0 O 0

2. Seja o Quiver

onde a base de kKo € dada por B = {e1,es, a0, B} e a multiplicagao é dada por:

e (e le|lalp
etrler | 0|lal|p
€9 0 €9 010
al0|la|0]0
61081010
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3. Seja QQ o quiver
1 .
RN
2 3
4

A base de kQ € dada por B = {ey, ez, e3,e4,, 3,7,0,af,70} e a multiplicagao é

dada por:
e |cilesles|les |a|l B |y]| 0 |aB]|~d
e1r |er | 0O[0] 0 |a|l O |~v] 0 |aB|~
ea | 0 lea | O O[O B |O]O0] 0|0
e3 | 0] O0les| O[O0 00| 6] 0|0
esa | 0100 |e |O]O0JO]O0] 00
a | 0]lalO0] 0 |[0]ag|0O] 0| 0|0
g10]0[O0O| B |]0] 00|00 O0]0O0
Y100~ O0]0] O [0O]~rv| 0|0
o |0]O0O[O0O|d ][O0 |0]O0]O0]O
af | 0]0][0]aB|0O] 0O ]O0OL 0| 01O
¥ 0|0 |0 |~ |0 0|00 0O

Proposicao 2.11. Seja QQ um quiver e kQ) sua dlgebra de caminhos. Entao:
(i) kQ € uma dlgebra associativa.
(11) k@ tem um elemento identidade se, e somente se, Qg € finito.
(111) kQ € de dimensao finita se, e somente se, Q) € finito e aciclico.
Demonstracao.

(i) Isso decorre diretamente da definigdo de multiplicagao, pois o produto de ele-
mentos da base corresponde a concatenacao de caminhos, que é uma operacao
associativa

(ii) Seja w um caminho em . Esse caminho necessariamente comega em algum
vértice ¢ € ()p. Como e; é o caminho trivial que comeca e termina em i, temos
e; - w = w. Agora, consideremos a soma

E ej s Ww.
JEQo

Esse somatério contém o termo e; - w = w, e todos os outros termos e; - w sao
nulos, pois para j # ¢, o caminho trivial e; nao pode ser concatenado com w.

Assim, obtemos
E ej - W = w.

JE€Qo
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Isso mostra que ) jeq, € atua como uma identidade em qualquer caminho w em
@. Como g é finito, concluimos que

S

1€Qo
¢ um elemento identidade para k().

Agora, suponha que () seja infinito e que exista um elemento identidade 1 em
k@, que pode ser escrito como

m
1= Z )\jwj,
j=1

onde os \; sdo escalares nao nulos e os w; sd@o caminhos em (). Seja ()}, o conjunto
dos vértices iniciais dos caminhos w;. Como ha no maximo m caminhos na soma,
o conjunto @) ¢ finito.

Escolha agora um vértice i € Qg \ Qf, ou seja, um vértice que nao seja origem de
nenhum dos caminhos w;. Isso implica que e; - w; = 0 para todo j, logo

€i'1 :e,--z}\jwj :Z)\j(ei-wj) :O
7=1 j=1

Por outro lado, como 1 é a identidade, esperamos que e; - 1 = ¢;, o que leva a
contradicao e; = 0, o que nao é verdade. Portanto, (Jo nao pode ser infinito.

(iii) Se w = ajay---a; € um ciclo em @), entdo para cada ¢ > 0 temos um elemento
t t P . ~ . .
da base w' = (ajag---ay)’. Além disso, esses elementos sdo linearmente in-
dependentes, pois tém comprimentos diferentes. Portanto, k@) é novamente de
dimensao infinita. Por outro lado, se () ¢é finito e aciclico, contém apenas um
numero finito de caminhos. Como k() é gerada pelos caminhos em (), segue que
k@ é de dimensao finita.

]

Agora definiremos o importante conceito de relagao em um quiver ), pois o conjunto
dessas relacgoes é fundamental para a construcao de algebra de caminhos com relagoes.

Definicao 2.12. Seja QQ um quiver. Uma relagao em @) com coeficientes em k € um
elemento de kQ tal que:
g = Z /\sz
i=1

onde 0s \; sao escalares (nao todos zero) e 0s w; sio caminhos em @ de comprimento
pelo menos 2, tal que s(w;) = s(w;) e t(w;) = t(w;) para todo i # j.

Se p = {01},cp € um conjunto de relagio em Q sobrek, o par (Q,p) € chamado de
quiver com relacoes em k.

Observacao 2.13.
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i) Sem =1, a relagao precedente é chamada de relagdo zero ou rela¢ao monomial.

ii) Se ela é da forma w;—wy (onde wy,wy sao dois caminhos), é chamada de relagao
de comutatividade.

Alguns exemplos de quivers com relagoes sao apresentados no Exemplo 2.39. Em
secoes posteriores, exploraremos outros casos e aplicagoes desse conceito de forma mais
detalhada.

Dizemos que um caminho p em um quiver ) é um caminho em (@, p) se nenhum
subcaminho de p esta contido no conjunto de relagoes p. Em outras palavras, p nao
pode ser reduzido a um caminho mais curto aplicando as relagbes de p. O conjunto
de todas as classes de equivaléncia desses caminhos em (@), p) constitui uma base para
k@/{p). Um caminho em (Q,p) de comprimento maior ou igual a 1 é chamado de
maximo se nao puder ser estendido por nenhuma flecha em (Q, p) em nenhuma das
extremidades. Essas nogoes serao importantes para a definicao seguinte, onde veremos
aplicagbes na Secao 3.1.

Defini¢ao 2.14. Um quiver (Q, p) € chamado de localmente limitado se cada flecha
de @ pertence a um caminho mdzximo em (Q, p).

Exemplo 2.15.

1. Considere o quiver Az : 1 —"=2 243 Com a relagao p = {apf}, o par (A3, p)
¢ localmente limitado. Isso ocorre porque « e 8 sao caminhos mdzimos em (A3, p).
Cada uma dessas setas forma um caminho no quiver e, portanto, cada flecha
pertence a um caminho mdzximo em (Agz, p).

Z/IX?)
N A

com relagoes p = {af —yA}. O par (Q,p) € localmente limitado. Isso ocorre
porque todas as flechas em @Q pertencem aos caminhos mdximos de (Q,p), que
sao af e yA.

2. Seja QQ o quiver

3. Seja o quiver

a C 1 L 2 Q v
com as relagoes p = {a?, af, Bv,7*}. O par (Q,p) € localmente limitado. Isso

ocorre porque todas as flechas em Q) pertencem aos caminhos mdximos de (Q, p),
que sao «, 3 e 2.
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2.1 Teorema de Gabriel

Nesta se¢ao inicialmente, apresentaremos o conceito de k-algebra basica, essen-
cial para caracterizar algebras com estrutura particular em termos de seus modulos
indecomponiveis. Em seguida, definiremos o conceito de ideal admissivel, que sera
amplamente explorado nesta secao. Além disso, apresentaremos um sistema completo
de idempotentes ortogonais primitivos, o que nos permitira estabelecer o conceito de
quiver ordinédrio. Nesse contexto, os vértices do quiver corresponderao aos elemen-
tos idempotentes ortogonais primitivos da algebra A. Com esses conceitos definidos,
introduziremos uma aplica¢ao

@ . kQ A — A

e verificaremos que ela é um morfismo sobrejetivo. Além disso, demonstraremos que o
nicleo de ¢, é um ideal admissivel. Esta secao tem como base o trabalho apresentado
em |Girl5|.

Definigao 2.16. Seja A = P[* @ --- @ P/* a decomposi¢io de A em A-mddulos in-
decomponiveis onde P; 22 P; se ¢ # j. No caso em que r; = 1 para todo i = 1,...,1
dizemos que A é bdsica.

Exemplo 2.17. Considere a k-dlgebra A = Ty(k). Note que podemos decompor A
como soma direta de dois mddulos a esquerda:

A= A61 D AGQ,

10 o o
‘=00 o] ¢ 270 1

sao idempotentes ortogonais de A.
Os mddulos Aey e Aey sao gerados pelos produtos a esquerda de A com ey e es,
respectivamente. Agora, vamos verificar que esses modulos sao indecomponiveis.
Considere primeiro o mddulo Ae,. Note que qualquer elemento de Aey € da forma

o]

Como dim Ae; = 1, seque que Aey € indecomponivel.
Agora, consideremos Aey. Qualquer elemento de Aey € da forma

i

Suponha, por contradicao, que Aey seja decomponivel, isto €, que exista uma decompo-
sicao Aeg = My @ My, onde My e My sao submddulos nao triviais. Entao, podemos
escolher elementos nao nulos my € My e my € My da forma

_0a1 _Oa2
M=o b ¢ T 0 byl

onde



39

com aq, as, by, by € k. Como Aey € gerado por elementos dessa forma, podemos escolher
mi1 e mo de modo que a; ou by seja nao nulo, e 0 mesmo para as e by.
Seja agora o elemento

_ {O ay + as

0 b1+b2:| = mq + Mao.

Pelo fato de My e My serem submddulos, temos que mq, mo € Aey tmplicam que m €
Aey. Como My e My formam uma soma direta, seque que se m # 0, entdo m ¢ M,
implica que my € My, o que contradiz a suposi¢ao de que Aes = My @ My. Assim, Aey
nao pode ser escrito como soma direta de dois submodulos nao triviais, o que prova
que € indecomponivel.

Agora retomamos a consider novamente a élgebra de caminhos k@) associada a um
quiver ( finito e passamos a examinar a estrutura dos ideais bilaterais em k().

Definicao 2.18. Seja () um quiver finito. O ideal bilateral da dlgebra de caminhos k@)
gerado pelas flechas de () € chamado de ideal das flechas de k() e é denotado por
Rg.

Observacao 2.19. Note que hd uma decomposicao em soma direta
Ro=kQ k@@ - k@, D ...

do espago vetorial Rg sobre k, onde kQ),, € o subespaco de k@) gerado pelo conjunto @)y,
de todos os caminhos de comprimento n. Em particular, o espago vetorial subjacente
de Rg € gerado por todos os caminhos em () de comprimento n > 1. Isso implica que,

para cada n > 1,
5= Dkon

m>n

e, portanto, Ry, € o ideal de kQ) gerado, como espago vetorial sobre k, pelo conjunto de
todos os caminhos de comprimento > /.

Exemplo 2.20. Considere o quiver Q):
1290 73 7y 2ys

e sua dlgebra de caminhos k@. O ideal R% € o ideal gerado pelos caminhos de compri-
mento 3, afy e Bv0, ou seja, Ry = {afy, 479).

Lema 2.21. Seja QQ um quiwver finito e k@) sua dlgebra de caminho. Entao, Rg =
rad(kQ) se, e somente se, Q) for aciclico.

Demonstragao. Suponha que Rg = rad(k@).Recorde que por definicao rad(k@) ¢ a
intersecao de todos os ideais maximais a esquerda de k@). Se () nao é aciclico, entao
existe um ciclo em @, digamos p = ajas---«,. Considere agora J = (p), o ideal
gerado por p. Note que J" = (p"), o ideal gerado por p". Seja M o ideal maximal
a esquerda gerado por todos os caminhos que nao passam pelo vértice s(p) = t(p).
Entao, p ¢ M e J" Q M .Entao, J" é gerado por caminhos que comegam e terminam
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em s(p) = t(p). No entanto, a interse¢do de todos os ideais maximais a esquerda nao
contém esses caminhos, pois existe um ideal maximal & esquerda que contém todos
os caminhos que nao passam por s(p) e, portanto, nao contém p nem suas poténcias.
Como J™ C Rg, segue que rad(k@) esta estritamente contido em Rg, o que contradiz
a hipotese. Portanto, se Rg = rad(k@), entdo () deve ser aciclico.

Suponha @) seja aciclico. Considere um caminho p em (). Qualquer caminho de
comprimento suficientemente grande em () terd que terminar sem voltar ao mesmo
vértice, pois nao hé ciclos.Portanto, para n suficientemente grande, Rf contera ape-
nas caminhos que nao podem ser estendidos indefinidamente, pois, sendo () aciclico,
qualquer caminho suficientemente longo necessariamente termina. Agora, considere
o radical de Jacobson, rad(k@). Ele é definido como a intersegao de todos os ideais
maximais a esquerda de k@). Se I é um ideal & esquerda que nao contém ciclos, entao
I é um ideal proprio. Portanto, existe um ideal maximal a esquerda M que contém [
e também nao contém ciclos. Concluimos que Ry = rad(k@) quando @ é aciclico. [

Definicao 2.22. Seja QQ um quiver finito. Um ideal I de k(@) € dito admaissivel se
existir m > 2 tal que
Ry C1CRp,.

Exemplo 2.23. Seja Q) o quiver

2
R
1«2 4
é /
3
Vejamos que o ideal I = (af — ~d) da k-dlgebra kQ ¢é admissivel. De fato, pois,
R% = span{af,vd} e R = span{0}, logo temos Ry C I C Rp,.

Seja A uma k-algebra basica de dimensao finita indecomponivel e seja A = P, &
-+« @ P, a decomposicao de A em A-moédulos indecomponiveis. Em particular,

t

].:ZSZ'

i=1
com e; € P;. Os elementos ey, ..., e, possuem as seguintes propriedades:
(i) Para cada i,¢; ¢ um idempotente, ou seja, €? = e;.
(ii) {ei,..., e} € um conjunto ortogonal, ou seja, e;e; =0 se i # j.

(iii) Para cada i, e; é primitivo, ou seja, se e; = ¢’ +¢” onde €’ e ¢” sdo idempotentes
ortogonais, entao ¢ =0 ou e’ = 0.
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De fato, e;e; = 0 segue do fato que P; 2 P;, o qual implica que ¢; - 1 = ¢; 2?21 ej =
2

Z;;l e;e; = €7 e por fim suponha que exista a € A tal que a® = a e ae; = e;a = a para
algum ¢. Entao, a € P; porque ae; = e;a = a. Mas isso implica que a = 0 ou a = e;,
pois e; € primitivo.

Definicao 2.24. Um conjunto {ey,...,e;} C A como acima é chamado de sistema
completo de idempotentes ortogonais primitivos de A.

Observagao 2.25. Seja A uma k-dlgebra basica de dimensao finita. Entao, A pode
ser escrita como uma soma direta

A:Ael@Aeg@---@Aen,

onde ey,es,...,6, sao idempotentes ortogonais primitivos de A, e n € o numero de
A-mddulos projetivos indecomponiveis, considerados a menos de isomorfismo. Além
disso, cada termo Ae; € um mddulo indecomponivel, e, portanto, essa decomposi¢ao
corresponde a decomposicao de A como soma direta de mddulos indecomponiveis.

Para uma melhor exposi¢ao e com o intuito de evitar confusao, neste capitulo,
denotaremos temporariamente os vértices do quiver por ¢;, diferenciando-os dos idem-
potentes e; da k-algebra A.

Definigao 2.26. Seja A umak-dlgebra, definimos o quiver Q) 4 por n vértices {e1,...,e,}
enumerados em correspondéncia com {ey,...,e,}. O nimero de flechas come¢ando em
g; e terminando em €; serd

dimy e; (rad A/ rad” A) e;.

Este quiver Q4 assim definido € chamada de quiver ordindrio de A.

Observagao 2.27.

(i) Qa € bem definido, ou seja, nao depende do sistema de idempotentes ortogonais
primitivos escolhido (a nao ser a enumeragao dos vértices).

(i1) Se for A indecomponivel, entio Qa € conexo
(11i) Seja Q um quiver e A =KkQ a dlgebra dos caminhos de Q). Entio Q4 = Q.
Exemplo 2.28.

1. Seja A =K[t]/ (t™), onde m > 1, entao Q4 tem apenas um ponto, porque o inico
idempotente diferente de zero de A € a sua identidade. Temos que rad A = (t),
onde t =t + (t™); de fato, (£)™ =0 e A/(f) = k. Consequentemente, rad® A =

<f2> e dimy (rad A/rad* A) = 1. Uma base de rad A/rad® A ¢ dada pela classe

de T no quociente (1) /(T). Por isso Q4 ¢ o quiver

[0}

!
1
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2. Considere a k-dlgebra A = Ty(k), onde seus elementos idempotentes e ortogonais

sa0:
10 0 0
Ell - |: O O :| ) E22 - |: 0 1 :| )

Além disso temos, ver Exemplo 1.26:

10 k o, 00
radA—[OO} e radA—{OO]

Logo,

radA_ 0 k e dim rad A _1
rad24 |0 0 rad2A )

Calculando Ey; (%) E;;, temos:

sendo assim dim E'jq (rzfgﬁ) FEi;1=0

sendo assim dim Eqq (rfcfz‘z) Eoy =1

rad A 00
sendo assim dim Foo (%) Ei;1=0

rad A 00
sendo assim dim Fos (%) Es =0

Logo, o quiver Q4 € dado por.

1 — 2.
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3. Considere a k-dlgebra

k 0 0
0 k O
k k k

A:

A partir desta k-dlgebra, construiremos seu quiver. Primeiro devemos descobrir
seus elementos idempotentes e ortogonais. Notamos que, os elementos

1
En=10
0

o O O
o O O

0
) E22 - 0
0

o = O
o O O

0 00
3 € E33 = 000

0 01
formam um sistema completo idempotentes ortogonais. Além disso,

0 0
radA=| 0 0
k k

o O O

0 00
e rad?A=1]10 0 0
000

Logo,

00 0

dA 44
22— looo0] e dim(—ra >:2
rad” A k k 0

Calculando E;; (r?(fgﬁ) E;;, temos:

0 00
dA dA
Eiy i 5 Ev=10 0 0|, sendoassim dim FEy e 5 FEi;=0
rad® A rad® A
| 0 0 0
[0 0 0]
dA dA
FEiy e 5 Eyxy=10 0 0|, sendoassim dim E @ 5 Fy =0
rad® A rad“ A
| 0 0 0 ]
[0 0 0]
A A
Ei rad2 Esxs=10 0 0|, sendoassim dimEy radz Es3=0.
rad“ A rad® A
| 0 0 0
[0 0 0]
dA dA
FEss e 5 Ei1y=10 0 01|, sendoassim dim Ea e 5 FEi;=0
rad® A rad”® A
| 0 0 0
[0 0 0]
A A
Fss rad2 Exy=10 0 0|, sendoassim dim Ey ra(12 FEy =0
rad“ A rad® A
| 0 0 0
[0 0 0]
A A
FEss rad2 Ex3=10 0 0|, sendo assim dim Ea radZ Es3=0
rad“ A 00 0 rad® A
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dA dA
Esq e 5 Eqiw=10 0 0|, sendoassim dim Es3 e 5 Ei =1
rad“ A rad“ A
|k 0 0 |
[0 0 0]
dA dA
FEss e 5 Eyxy=10 0 0|, sendo assim dim E33 e 5 FEy = 1.
rad”“ A rad“ A
| 0 k 0|
0 0O
A A
Ess % Ess=10 0 0|, sendoassim dim Ess rad2 Es3 =0.
rad“ A 00 0 rad“ A

Logo, o quiver Q4 €
1+—3—2.

A seguir enunciaremos e demostraremos um teorema que apresenta uma construgao
de um homomorfismo de k-algebras ¢ : kQQ4 — A, onde k@) 4 representa a algebra
de caminhos associada a um quiver Q4 e A é uma k-algebra dada. A construgao é
baseada na escolha de um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos
de A. O homomorfismo ¢ é definido de maneira linear sobre os geradores de k@ 4 e
consequentemente preserva a multiplicacao de caminhos. Para este fim, denotaremos
o conjunto de flechas de ¢; para ¢;, por [g;, €;].

Teorema 2.29. Dado um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos
{e1,...,en} de A, existe um homomorfismo de k-dlgebras ¢ : kQa — A definido
da seguinte forma: para cada conjunto de flechas [e;, €], escolhemos uma base {y, :
a € [ei,¢4]} de ei(rad A/rad® A)ej, e entio definimos ¢(g;) = e; e p(a) = x4 para
a € Qa, onde x, € e;(rad A)e; sao escolhidos de forma que T, = yo para todo o € Q4.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos provar que ¢ estd bem definida; para isso, veri-
ficaremos que, se a1 = a3 em kQ 4, entao p(ay) = p(ay).

Se oy e ap sao vértices, digamos a; = ap = g;, temos diretamente pela definicao de
© que:

plar) = p(&;) = e = p(ei) = p(az).
Se a; e ay sao flechas, digamos ay = ay = «, temos que p(a) = z,, com z, €
e;(rad A)e; tal que T, = y,. Como a escolha de x, depende apenas de T, no espago
quociente e;(rad A/ rad® A)e;, a definigio de ¢(a) é tnica e consistente, garantindo
que:
p(ar) = p(az).

Portanto, ¢ estd bem definida.

Para provar que ¢ ¢ um homomorfismo de k-algebras, devemos mostrar que ¢(v0) =
©(7)p(d) para quaisquer dois caminhos v e 0 em Q) 4.

Considerando caminhos v = a1 -+ -ay, € § = (1 - - - B, na base usual de k@ 4, temos:

Se t(y) = s(9):

’75 =0Qq- - anﬁl T 5m € ‘;0('75) = Tay " Tap,Xpy - Xg, = 90(7)90(5)'
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Caso contrario, se t(y) = j # ¢ = s(6), temos 7§ = 0 e p(yd) = 0. Além disso,
©(y) = Tay - To,, cOM o, € (radA)e; e p(y) = x5, -+ 25, com z, € e;(radA).
Como e;e; = 0 para i # j, segue que Z,,, s, = 0, e, portanto, ¢(v)p(d) = 0.

Assim, @ preserva a multiplicagdo de caminhos, estabelecendo que é um homomor-
fismo de k-algebras. O

Seja R = {:ca ra €U [&,q]}. Por construgao, {ej,...,e,} UR C Imy. Para
mostrar que ¢ é sobrejetivo, basta mostrar que cada elemento de A é um polinémio
com coeficientes em k nos elementos de {ey, ..., e,} UR, ou equivalentemente que cada
elemento de rad A é um polindmio com coeficientes em k nos elementos de R, pois

A :radA@é]kei

i=1

como espago vetorial. Esse resultado segue do [ASS06, Teorema Wedderburn-Malcev,
pag. 6], que garante a existéncia de uma subéalgebra k-algebra B tal que A = B@&rad A
e B éisomorfa a A/rad A. No caso de A ser uma k-algebra bésica, a subalgebra B pode
ser identificada com @@}, ke;, como indicado na demonstragao da [ASS06, Proposigao
6.2(a), pag. 33|, a qual afirma que A/rad A é isomorfa a um produto k x k x --- x k
de n copias de k, onde n corresponde ao niimero de elementos idempotentes ortogonais
primitivos de A. Portanto,

rad A = (R).

Observacao 2.30. A hipdtese de que k € algebricamente fechado € essencial no ar-
gumento acima. De fato, como A é uma Kk-dlgebra bdsica, sua dlgebra semissimples
associada satisfaz

A/rad(A) = @kei.
i=1

Essa decomposicao decorre do fato de que, sobre um corpo algebricamente fechado,
toda dlgebra semissimples de dimensao finita é isomorfa a um produto de dlgebras de
matrizes sobre k. No caso de A ser bdsica, cada bloco reduz-se a ke;, garantindo que
0s modulos simples de A sao precisamente os k-espacos vetoriais ke;.

Se k nao fosse algebricamente fechado, os modulos simples poderiam ter dimensao
maior que 1 sobre k, alterando a estrutura de A/rad A e impedindo sua identificagdo
direta com @;_, ke;. Isso comprometeria a decomposi¢io de A e, consequentemente,
a sobrejetividade da aplicacao .

Lema 2.31. Com a notagao acima, se s > 1, entdo
rad® A = rad*™' A 4+ (R)*.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre s. Vamos considerar a sequéncia
exata curta
0 —rad*A —rad A — rad A/rad* A — 0
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Agora vamos definir o monomorfismo g : radA4/rad?A — rad A dado por g(Z,) = 7,
(lembre-se que {fa ra el [si,ej]} ¢ uma base de rad A/rad* A ). Como espagos
vetoriais rad A = rad® A® Im g C rad® A + (R).

Seja agora s > 1 ex € rad* A,z = x1---x, com z; € rad A. Por inducdo temos
que para ¥’ = x1---Ts 1 € T, temos que existem y' € rad® A e 2/ € (R)*! tal que
¢’ =y 4 2'y também y, € rad® A e z, € (R) tal que z, = y, + 2.

Entdo x = 2'zs = y'ys + 'z + 2y, + 2'z,. Como (R) C rad A, yy., + v'zs + 2y, €
rad®*™! A e 'z, € (R)® temos isso

rad® A = rad*™! +(R)*.
]
A seguir, temos como objetivo verificar que a aplicagao ¢ : kQ) 4 — A é sobrejetora.

Proposicao 2.32. Seja A uma k-dlgebra e Q4 o quiver ordindrio associado a A.
Considere a aplicagao ¢ : kQ4 —> A, definida no Teorema 2.29. Entao:

(i) rad A = (R).
(1) A aplicagao ¢ é sobrejetiva.
Demonstracao.

(i) Claramente temos que (R) C rad A. Por outro lado, para provar que rad A C
(R), considere x € rad A. Sabemos que para todo m > 2, © = x,, + y, onde
T, € rad™A ey € (R). Como rad A é nilpotente, concluimos que = € (R).
Portanto rad A = (R).

(ii) A sobrejetividade de ¢ segue do item aterior.
O

A seguir, enuciaremos um teorema, onde vamos verificar que o Kerp é um ideal
admissivel de k@) 4.

Teorema 2.33. Seja A uma k-dlgebra bdsica, indecomponivel e de dimensao finita
sobre um corpo k algebricamente fechado. Seja kQ 4 a dlgebra de caminhos associada
ao quiver Qa e ¢ : kQ4 —> A um homomorfismo. Entao o nicleo de ¢ é um ideal
admissivel de kQ) 4.

Demonstracao. Para mostrar que ker ¢, € um ideal admissivel de k@) 4, devemos provar
que existe um n > 2 tal que Rf, C kero C Ry, .

(i) kerop C Ry,

Seja r € k@ 4. Podemos expressar uma algebra de caminhos como um espaco
vetorial, como a soma direta dos espagos vetoriais gerados por caminhos de com-
primento zero, comprimento um, comprimento dois, etc., ou seja,

T = Z )\igi"' Z)\aa—i-y,

€i€Qo a€Q1
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onde y é uma combinacao linear de caminhos de comprimento maior que dois, e,
portanto, y € R .

Se x € ker p, precisamos mostrar que \; = A, = 0. Temos

|Qol
0=p(z)= Z ie; + Z Ao + ©(Y). (2.1)
i=1 aeQy

Logo,
|Qol
Z e, = — (Z AaZo + ga(y)) € radA,
i=1 acQy

o que implica que \; = 0 para todo ¢, ja que radA é nilpotente. Ao tomar (2.1)

modulo rad®A, obtemos 0 = Y .o AaTa. Dado que {Ea ra €Uy [52-,5]-]} é

uma base de radA/rad?A, concluimos que A, = 0 para todo . Assim, = € Rng'
(ii) ker ¢ contém alguma poténcia de Rg,:

Observamos que ¢ (RTQA) C rad”A para todo r > 0. Logo, Rp,, C o (rad"A)
para cada r. Como radA ¢ nilpotente, existe n > 2 talque Rp), C e l(rad” A) =

0 1(0) = ker ¢.
[

De posse dos resultados provados anteriormente, agora enunciamos o teorema de
Gabriel, no qual é nosso objetivo nesta Segao.

Teorema 2.34 (Gabriel, 1972). Se A ¢é uma k-dlgebra bdsica indecomponivel e de
dimensao finita sobre um corpo k algebricamente fechado. Entao existe um quiver Q4
e um epimorfismo de dlgebras ¢ : kQ 4 — A tal que kery é um ideal admissivel de

kQ.
Demonstragao. Segue dos teoremas (2.29,2.32,2.33). O

2.2 Representacoes de quivers

A partir de agora, estudaremos representacoes de quivers com o objetivo de estabe-
lecer uma relagao entre essas representacoes e os modulos sobre a dlgebra de caminhos,
através de isomorfismo de categorias.

Definicao 2.35. Uma representacao de um quiver () sobre um corpo k consiste
de um conjunto de espagos vetoriais sobre k

{M(i) | i € Qo},
acompanhado por um conjunto de aplicacoes lineares

{a s M(i) — M(j) | a:i—j,i,j € Qo, @ € Qn}.
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Denotamos uma representacdo de um quiver ¢ como (M;, p,) ou simplesmente
como (M, p).

Definigao 2.36. Seja Q um quiver finito e M = (M;, p,) uma representacao de Q.
Para qualquer caminho nao trivial w = ajas---ap de i a j em Q, definimos a avali-
acao de M no caminho w para ser a aplicagao linear k de M; a M; definido por:

Pw = PayPap_y " PasPas -

A definigao de avaliacao se estende a combinagoes k-lineares de caminhos que seus
vertices inicial e final coincidem; assim temos:

pP= Z Akwka
k=1

seja tal combinagao, onde A\, € k e wy, é um caminho em (), para cada k, entao

Pp = Z /\kQOwk
k=1

Agora somos capazes de definir uma nocao de representacao de um quiver limitado.

Definigao 2.37. Seja assim QQ um quiver finito e Z um ideal admissivel de kQ). Diz-se
que uma representacio M = (M;, p,) de Q é limitada por I, ou satisfaz as relagées
de I, se tivermos

¢, =0, para todas as relacoes p € L.

Observacao 2.38. Se Z ¢ gerado pelo conjunto finito de relagoes {p1,...,pm}, a
representacao M € limitada por I se, e somente se, @, =0, para todo 1 <n < m.

Exemplo 2.39.

1. Considere o quiver Az : 1 —"=2 LS com a relagao p = {af}. Seque abaizro
algumas representacoes de As:

10 00
M:k—tsk——0: M k2—>[0 ] k2—>[1 ! K2 ; M': 0—0—k
01 01
[1 00} |:0 0:| |:O 0} {001}
M k3u>k2l>k3' M”00k —s0: M kQLﬂégk?_

2. Seja QQ o quiver
1
RN
2 3
4
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com relagoes p = {af —yA}. Algumas representagoes de @ sao dadas por.
W k w': 0
NN
k? k2 : k 0;
[1& % 1] \ /
k k
w" . k2 w". k?
/ N 2]\
0 k? ; k? k? .
N N

3. Seja o quiver 2-Kronecker Ko dado por:

1 2
\_/(
B
algumas representacoes de Ko sao dadas por.
[0 1
10
Lo 1] 1
/\ /\
N : k2 k3 N : k k;
01 !
10 ]
[10]
/_\ /\
N": k? k: N": 0 k.
\_/r \_/r

[o01]

Formalizaremos agora o conceito de morfismo entre representagoes de um quiver.

Defini¢ao 2.40. Um morfismo h : (M, p) — (M',¢') entre duas representacoes de
Q € uma colegio {h; : M (i) — M'(i)},cq, de aplicagoes k-lineares tal que para cada
flecha o : i — 7 em Q) o diagrama sequinte comuta

M) —D s M)

Pa P



50

Se h: (M,p) — (M',¢') eg: (M.¢) — (M" ¢") sdo duas aplicagoes entre
representagoes entao a composicao é definida pela colegao de aplicagoes g;h; : M (i) —
M" (i) para todo i € QQy. Assim, obtém-se a categoria de representagoes de ) sobre k,
que é denotada por Rep (). Denotamos por Rep(Q,Z) a subcategoria plena de Rep @
limitada pela relagao.

Exemplo 2.41.

1. No quiver Az : 1—"=2 7.3 coma relagao p = {af} temos os morfismos de

representacoes:
M : k%k_>0 N - k2 [n 0} k2 {n n} K2
“{ { l l ﬂ k ?H l[:; ! ﬂg !
L: k——0—k’ J: 3 2 k3

2. Considere as representacoes do quiver
1
N
2 3
N A
4

com relagoes p = {af — A}, visto no Exemplo 2.39 item 2, entdo temos os
sequintes morfismos:

0
\
\
\
\
k Vo0
\ \ \
[0 1] \ \
[0 1 \1 \ \
\ v \
[01] \ k ]k2 \
\ \ 10
\ \ TV 1]
[01] \ \ \
1 v \ v
W// 0 \ ]kQ
\
\
\
0

3. Considerando o quiver 2-Kronecker, onde algumas representacgoes de Ky sao da-
das no Exemplo 2.39 item 3, a sequir temos alguns morfismo entre representacoes

/
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deKQ:
1
[0} [100]
/\ 2 y 3/\

N k\/ﬂ{ N k [\_{rk

1 100
[(1)] [[10}} [(1)(1)] (10 0] (1) H}

01 L O]

N R R N kT K
10 1
01 0

_0_

Construiremos agora o funtor
F: A-Mod — Rep(Q,7),

onde A = kQ/Z. Para isso, seja M um A-modulo. Definimos F(M) = (M;, ¢%) da
seguinte forma:

e Para cada i € )y, consideramos e; = ¢; + Z, o idempotente primitivo correspon-
dente em A =k@Q/Z, e definimos M; = e¢; M.

e Para uma flecha o : © — j em )1, seja @ = a+ 7 a classe de a em Z. Definimos
a aplicagao

oM M; — My, oM(x) =ar  (ou seja, e;ae;x),

para todo x € M;. Como M é um A-moédulo & esquerda, * é uma aplicagao
k-linear.

Agora, consideremos uma relagao p = Y ;- Aywy, € Z entre os vértices ¢ e j, onde
Wi, = O 102 -+ O g, S20 caminhos no quiver. Temos:

Z )\kSOwk Z )‘kgoak 1 Soak L5 ( )
= Z Ae(Qg1 - - Qg )T = (Z )\k:w_k> x
k=1 k=1

=pr=0-2=0.

Isso mostra que F'(M) é uma representacao bem definida.
Agora, seja f : M — M’ um homomorfismo de A-moédulos. Definimos o morfismo

em Rep(Q,Z) da seguinte forma: parai € Qg e r = e;x € M; = e¢; M, temos

flesw) = f(eix) = e;f(e;x) € e;M' = M.
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Assim, a restricao de f a M; define uma aplicacao k-linear

Definimos F(f) = (fi)ieq,- Verificamos agora que, para qualquer flecha av: i — j, a
seguinte igualdade é satisfeita:

o filz) =afi(x) = fi(@z) = [ (x).

Logo, F(f) é um morfismo de representagoes.

Vamos agora fazer a construcao do funtor

G : Rep(Q,Z) — A-Mod

Seja M = (M, p,) um objeto de Rep(Q,Z). Definimos G(M) = P,.,, M;, onde
G(M) sera munido de uma estrutura de A-moédulo, com A = kQ/Z, construida a
seguir.

Primeiramente, definimos uma estrutura de k@Q-modulo em G(M), que posterior-
mente se mostrara anulada pelo ideal Z. Seja x = (2;)ieq, € G(M) e considere w um
caminho em @:

e Se w = ¢; (o caminho trivial em ), definimos

WL = ;T = T;.

e Se w = ayqy...ay ¢ um caminho nao trivial de ¢ para 7, definimos a aplicacao
k-linear @y, = @a, - .. Pa, : M; — M;. Assim, o produto wz ¢ dado por:

(WE)e = djepu(4);

onde ¢ € Q) e djc ¢ o delta de Kronecker. Em outras palavras, wz ¢ o elemento
de G(M) = @cq, Mi cuja tnica coordenada nao nula estd na posicao j, sendo
(wx); = pu(x;) € M;.

Essa definigdo garante que G(M) possui uma estrutura de k@Q-modulo, pois a agao
de k@ em G(M) é bem definida, satisfaz a linearidade e a compatibilidade com a
multiplicacao de caminhos, além de preservar a identidade pelos caminhos triviais.
Além disso, pela definigdo de Rep(Q,Z), para qualquer p € Z e x € G(M), temos
pr = 0. Assim, a estrutura de kQ-modulo de G(M) passa naturalmente a ser uma
estrutura de A-modulo, onde A = k@ /Z, por meio da regra (v+Z)x = vz, para v € kQ
ex e G(M).

Agora, consideremos um morfismo f = (f;)icq, entre representagoes M = (M;, pa)
e M' = (M],¢!,) em Rep(Q,Z). Queremos definir um homomorfismo de A-modulos
f:G(M)— G(M').

Sabemos que G(M) = @D, Mi e G(M') = D, M;. Assim, podemos definir f
como a aplicagao k-linear:

f=p i Gy — GOM).

1€Qo
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Resta mostrar que f é um homomorfismo de A-modulos. Para isso, seja x = x; € M; C
GM)ew=w+7Z € kQ/Z, onde w é um caminho de i para j. Temos:

Portanto, f é compativel com a acao de A, ou seja, f é um homomorfismo de A-
modulos, como desejavamos.

Com isso, concluimos a construgao do funtor G. Com o Teorema a seguir, verifica-
remos que as categorias Rep(Q@,Z) e A- Mod sao isomorfas.

Teorema 2.42. Seja A = kQ/Z, onde QQ € um quiver conezo finito e T é um ideal
admissivel de kQ. Entao, as categorias Rep(Q,Z) e A-Mod sao isomorfas.

Demonstragao. Para provar que as categorias Rep(Q,Z) e A- Mod sao isomorfas, pre-
cisamos mostrar que F'G = lgrep@z) € GF = 1imoa, onde F' e G foram definidos
previamente entre Rep(Q,Z) e A-Mod.

Primeiro vamos prova que F'G = 1gep1):

Seja M = (M;, ¢,) um objeto de Rep(Q,Z). Aplicamos G a M:

G(M) =P M,

1€Qo

Em seguida, aplicamos F' a G(M):

F(G<M)) = (ei (@ Mj) 79004) .
JEQo

Por defini¢ao de e;, temos que e; (Gajer Mj) = M;. Logo:
F(G(M)) = (M;, pa).

Portanto, FG(M) = M.
Agora, seja f = (f;)ieg, um morfismo entre objetos M e M’ em Rep(Q,Z). Apli-
cando G e depois F' a f, obtemos:

G(f)=ED fi F(G() = (fi)icay-

i€Qo

Logo, FG(f) = f, mostrando que F'G é a identidade nos morfismos.

Por fim provaremos que GF = 14.p\o4:
Seja M um A-moédulo. Aplicando F' a M, temos:

F(M) = (Q’Mj Sﬁy)7
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onde e; M é a componente correspondente ao idempotente primitivo e; e
oM e M — e;M, oM(z)=ax, (a:i-—j).

Aplicando G a F(M), obtemos:
G(F(M)) = P e:M.

i€Qo

Como M pode ser escrito como €P,cq, eiM, segue que G(F(M)) = M. Assim,
GF(M) =M.
Para um morfismo f: M — N em A-Mod, temos:

F(f> = (fi)iGQm G(F(f)) = @ Ji-

1€Qo

Logo, GF(f) = f, mostrando que GF atua como a identidade nos morfismos.

Como FG = lgepg,r) € GF = 1a.Mod, 0s funtores F' e G estabelecem um isomor-
fismo de categorias entre Rep(Q,Z) e A-Mod. ]

2.3 Representacoes (Mddulos) simples, projetiva e in-
jetivas

Na secao anterior estabelecemos uma conexao entre as representacoes de um quiver
com os modulos da algebra de caminho, atraves de uma equivaléncia de categorias.
Agora, nesta secao vamos explorar as representagoes simples, projetivas e injetivas via
os modulos das algebras de caminho. Abordaremos representacoes de quivers com
relagoes, alternando entre o uso de um conjunto de relagdes p e o ideal admissivel
(p) gerado por p. Ressaltamos que as relagoes inicialmente apresentadas como um
conjunto p sdo geradoras do ideal (p). Como as representagdes de (Q, p) coincidem
com as representagoes de (@, (p)), essa alternincia ndo compromete a generalidade ou
a consisténcia da abordagem.

Para cada vértice ¢ € (), denotaremos por S(i) a representagao (S(i);, ¢q) de @
definida a seguir

. 0 sej#i
S(Z)j:{k o
se j =1,

Yo =0 para todos a € Q.

Dado que a representagao S(i) tem dimenséao 1, segue-se que S(i) é uma representagao
simples.

Claramente, S(7) é uma representagao limitada de (@, Z) (para qualquer 7), e temos
o seguinte proposicao.

Proposicao 2.43. Seja A = kQ/Z a dlgebra de caminhos do quiver com relagoes
(Q,Z). O congunto {S(i) | i € Qo} € o conjunto completo de representantes das classes
de isomorfismo dos A-mddulos simples.
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Demonstra¢ao. Uma prova para esta proposicdo pode ser encontrado em (JASSO06,

Lema 2.1 item (b), pagina 76]. O

Exemplo 2.44.

1. Considere o quiver Az : 1 2,9 8.3 coma relagcao p = {af}. As represen-
tagcoes simples de Az sao.

S(1): k—s0——0; S2): 0—k——0; SB): 0—0—k.

2. Seja QQ o quiver
1
N
2 3
N A
4
com relagoes p = {aff — yA}. As representagoes simples sao:
S(1): /k\ S(2) : /O\
0\ 0; k\ 0
0 0

- o/o\k- - 0/0\0.
NN

3. Seja o quiver 2-Kronecker Ky:

Y

representacoes simples de Ky sao.

Sk~ o S@: 07 kg
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Em seguida, apresentaremos uma proposi¢ao relevante. Para ilustrar a teoria, for-
neceremos alguns exemplos que ajudarao a clarificar a defini¢ao e as propriedades das
representagoes projetivas. Para este fim de agora em diante denotemos por P(i) = Ae;
o projetivo indecomponivel associado ao vertice ¢ € (g, onde A = kQ/Z (Ver Obser-
vagao 2.25).

Proposigao 2.45. Seja (Q,Z) um quiver limitado e A =kQ/Z. Entao,

(1) A representagio associada de P(i) € (P(i);,pp), sendo que P(i); € o k-espago
vetorial com base o conjunto de todos os caminhos em A que chegam em i e saem
de j. E, para flecha 5 : j — k, a aplicagdo linear pg : P(i), — P(i); € dada
pela multiplicagao a esquerda por [3.

(ii) A representagio associada do radical rad P(i) é (P'(i);,¢}), sendo que P'(i); =
P(i); para j # i, e P'(i); € o k-espago vetorial com base o conjunto de todos
os caminhos nao triviais em A, que chegam em i e saem de i. Além disso,
P = 90[3|P/(i)s<ﬁ> para qualquer flecha (.

Demonstragao. Uma prova para esta proposi¢ao pode ser encontrado em [ASS06,

Lema 2.4, pagina 79|.
[

Exemplo 2.46.

1. Considere o quiver Az : 1 29 7.3 coma relagao p = {af}. As represen-
tagoes projetivas de Az sao.

P(1): k—s0——0; P(2): k——sk——0; P@3): 0—k——k.

2. Seja QQ o quiver
1
RN
2 3
N A
4

com relagoes p = {aff — y\}. As representagées projetivas sao:

P(1) : O/k\O; P(2): k/k\O;
./ N/
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VAN N
\./ A

3. Seja o quiver 2-Kronecker Ky dado por:

\_/r
B
representacgoes injetivas de Kg sao.
[10]
PY: kT o; PE): K27 k.

\_/ \_/’

[10]

A seguinte proposicao vai no permitir compreender as representagoes injetivas. Para
este fim denotaremos por I(i) = D (Ae;) o injetivo indecomponivel associado ao vertice
i € Qo, onde D = Homg(—,k) denota a dualidade padrao entre os A-modulos a
esquerda e A = kQ/Z.

Proposigao 2.47. Seja (Q,Z) um quiver limitado e A = kQ/Z. Entao a representagao
associada de (i) € (1(3);, pg), sendo que I(i); € o k-espago vetorial com base o conjunto
de todos os caminhos em A que parte de i e chega a j. E, para flecha f:j — k, a
aplicagao linear pp : 1(i); — I(i); € dado pelo dual da multiplicagio & direita por [5.

Demonstra¢ao. Uma prova para esta proposi¢ao pode ser encontrado em [ASS06, Lema
2.6 item (b), pagina 81].
]

Exemplo 2.48.

1. Considere o quiver Az : 1 LZL?) com a relagao p = {af}. As represen-
tagoes projetiva de Az sao.

I1): k—5k—0; I(2): 0—sk——k; I3): 0—s0—k.

2. Seja QQ o quiver
1
RN
2 3
4
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com relagoes p = {af —yA}. As representagoes projetivas sao:

1) : k/k\k;
NoA

13) : O/O\k;
N\ A

1(2) : kk/o\o;
N

- 0/0\0.
N

3. Seja o quiver 2-Kronecker Ko dado por:

Observacao 2.49. Considere as dlgebras de caminhos dos exemplos 2.44, 2.46 e
2.48 onde calculamos as representagoes simples, projetivas e injetivas respectivamente.
Além das representagoes indecomponiveis que jd calculamos, podem existir outras re-
presentagoes indecomponiveis, por exemplo para Ko as sequintes sao indecomponiveis:

onde n > 0 e J,(\) denota o bloco de Jordan n x n nilpotente correspondente ao
autovalor .



59

A1 0 0
0o Ax 1 - 0
J,\) =0 0 A 0
Do 1
0 0 0 A

nxn

Para mais detalhes ver em ([SS07], pagina 79).
Podemos visualizar as respectivas categorias de modulos, kAz/(af)-mod, kQ/{af —
yA)-mod e kKo-mod nos sequites quiver de Auslander-Reiten:

i) kAg/{afB)-mod:

0 0—0—0 0: 0—0—0
S(3) 0—0—k S(2) 0—k—0
i 1 J 1
P(3) 0—k—k I(1) k—sk—s0
1 1
Coker(7) : 0—k—0 Coker(j) k—0—0
0: 0—0—0 0 0—0—0

I(4) >~ SMA) — — — — — M=1I(1)/S(1) — — — — ——\—NA: P(4)/S@) — — — — — P(1) = 5(1)
(\ 37— —— - — _\__) 5(2)/—/[' _ _> P(3)
I(1) = P(4)

onde cada morfismos sao dados da sequinte forma abaixo:



AN 7N /\\ N

I\\\/N\ \\\/E\ \/»\ \\k/ﬁ
R e I T W
N N N N/

Mk/ka«”mM P N

\\A\ INVVAAN \A\ \A
N \vx NN ny
N N NS N,/

A I N N
\\A\ R AN NN AN AN
\V\» \\/\w \V\» (\\/N
N, N\ N\ N/

k k
N 7\
P(2 k N 0\ P(3) 0\ \ k\
\\O/A’k \ \\10/5/]1g \
\&\/\\; \&\/\\N
N 0 S(1) 0\ 0
N, N/

P(1)

i11) kKy-mod:

SN % % B2
P(A) Q(4)

™ = {18 heri )
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onde a componente P(A) € chamada de pds-projetiva, a componente Q(A) de pré-
injetiva e a componente T4 = {Tf}/\epl(m contem a familia de tubos homogéneos,

para mais detalhes ver ([SS07], Teorema 4.6, pigina 82.)

Por "visualizar", entendemos que todos os mddulos finitamente gerados (bem como 0s
respectivos morfismos de modulos) podem ser expressos como somas diretas (ou, no caso
dos morfismos, como combinagoes lineares de composi¢oes) dos mddulos e morfismos
que aparecem no quiver de Auslander-Reiten. Essa construcao fundamenta-se na teoria
de Auslander-Reiten (ver [ARS97]), que, no entanto, nao serd detalhada neste trabalho,
pois estd fora do seu escopo.

Agora sera introduzido o funtor de Nakayama em A-mod, que é descrito como um
endofuntor D Hom4(A, —), onde D representa a dualidade padrao sobre k-modulos.
Esse conceito sera fundamental para a Sec¢ao 3.3.

Definigao 2.50. O funtor de Nakayama em A-mod € definido como o endofuntor
v = DHomu(A,—) : A-mod — A-mod, onde D = Homg(—,k) denota o funtor de
dualidade padrao para k-modulos.

A proposicao a seguir mostra que o funtor é exato a direita e que ha um isomorfismo
natural entre v e o funtor DA ®4 —.

Proposicao 2.51. O funtor de Nakayama v € exato a direita e € naturalmente isomorfo
a DA ®A —.

Demonstracao. A exatidao a direita de v decorre do fato de que v é a composicao
de dois funtores exatos a esquerda contravariantes. Considere o morfismo funtorial
¢: DA®s— —> v = DHomyu(A, —), definido em um A-moddulo M por

¢r: DA®sM —s DHoma(A, M)
fer  — ou(fez) = (= fle(x),

para f € DA, x € M, e ¢ € Homu(A, M). Observa-se que ¢y, ¢ um isomorfismo
quando M = Ay, onde A, é um modulo direito sobre si mesmo. Como ambos os
funtores sao k-lineares, ¢, é um isomorfismo se M é um modulo projetivo de A. Seja
agora M arbitrario e

PP M—0

uma apresentacao projetiva de M. Como DA ®4 — e v sao ambos exatos a direita,
temos um diagrama comutativo com linhas exatas:

P, @4 DAEPY Py 9, DA™EP M 940 DA——0

ld’Pl l¢P0 l(ﬁM

vP o vF, o vM 0

Como ¢p, e ¢p, sao isomorfismos, a comutatividade do diagrama e a exatidao das
sequéncias garantem que ¢); também seja um isomorfismo. ]



Capitulo 3
Algebra repetitiva

Este capitulo sera dedicado ao estudo das algebras repetitivas, um dos principais
objetos abordados neste trabalho. A definicao desse conceito foi inicialmente proposta
por D. Hughes e J. Waschbiisch e pode ser encontrada em [HW83|. Nosso objetivo
inicial é construir o quiver de uma algebra repetitiva, bem como seu ideal admissivel,
apresentando alguns resultados e exemplos ilustrativos. Em seguida, estudaremos a al-
gebra repetitiva de uma algebra gentle, onde discutiremos um resultado importante que
estabelece condicoes necessérias e suficientes para certas caracteristicas dessa classe de
algebras. Esse estudo sera fundamentado no trabalho de J. Schréer [Schr99]. Por fim,
exploraremos a categoria dos moédulos de uma &lgebra repetitiva, utilizando exemplos
que buscam facilitar a compreensao dessa abordagem, com base nos trabalhos de H.
Giraldo [Girl8] e G. Benitez, P. Rizzo [BR24].

Lembre que DA tem uma estrutura natural A-A-bimodulo com as seguintes agoes

para a,b € Ae ¢ € DA como foi visto no Exemplo 1.44,

Definigao 3.1. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e DA = Homy(A, k). A
dlgebra repetitiva de A denotada por A é definida da sequinte forma: O k-espaco
vetorial subjacente é dado por

A= (@A) e (@04,

nez nel

onde A, = A e (DA), = DA, respectivamente. Nos denotamos os elementos de A
algumas vezes por (G, On)n onde a, € elemento de A, e ¢, € elemento de (DA),.
A multiplicagdo € definida por

(a’m ¢n)n(bn7 77Z}n>n = (anbm Ay - ¢n + ¢n : bn—l)n

Observagao 3.2. Observe que, exceto por um nimero finito, todos 0s a, € ¢, sao
iguais a zero. Além disso, na multiplicagao em A, utilizamos a multiplicagao definida
em A e a estrutura natural de A-bimodulo em DA. Note que A nao tem unidade.

62
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Uma outra interpretacao ¢ considerar A como a algebra de matrizes duplamente
infinitas, sem identidade

em que as matrizes tém apenas finitos elementos nao nulos.

3.1 O quiver da algebra repetitiva e seu ideal adimis-
sivél

A partir deste momento tomaremos () um quiver e p um conjunto de relagoes para
(), que podem ser relagoes zero ou relagdes de comutatividade (ver Observagao 2.13).
E importante ressaltar que essas relacoes devem ser escolhidas de forma que o par
(@, p) seja localmente limitado. Agora, vamos proceder a construgao de um quiver

Q= (@0, @1> como feito em [Schr99].

Lembre que um caminho maximo em @ sujeito a p é um caminho em (Q, p) de
comprimento maior ou igual a 1 que nao puder ser estendido por nenhuma flecha em
(@, p) em nenhuma das extremidades. Para este fim denotaremos um conjunto de
caminho méaximo por .Z(Q, p).

Definicao 3.3. Considere o conjunto de relagoes p no quiver Q). Definamos o quiver
repetitivo (), onde o conjunto de vértices é

Qo :={in=(i,n) | i€ Qo e neZl}
e o conjunto de flechas @1 serd definido da sequinte forma:

(i) Para cada flecha ol —jem Q1 e inteiron € 7, hd uma flecha correspondente
Qp &by — Jn em Q1.

(11) Para cada caminho p € M (Q,p), hd uma flecha ﬁn D Jp — Q1 €M @1, onde
s(p) =i e t(p) = j. Essas flechas sio chamadas de flechas de conezxao.

Observe que @ depende nao apenas de () mas também de p. Além disso, quando p =
pipe € caminho mdzimo em (Q, p), o caminho ps,p,p1,_1 Sera chamado de caminho

completo do quiver Q).

Definigao 3.4. Definimos um conjunto de relagoes p para @ como seque:

(r1) Para caminhos p,p1,ps em Q, se p € p (ou p1 — ps € p), entio p, € p (ou
D1y, — P2, € p) para todo n € 7.
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(r2) Seja p um caminho que contém uma flecha de conexdo em @ Se p nao for um
subcaminho de um caminho completo, entao p € p.

(r3) Para caminhos p = pipaps € ¢ = q1q2q3 que sao caminhos mdximos em (Q, p)
com py = G, entao P3,P,P1p_1 — Bnlndin_1 € P para todos os n € Z.

Observagao 3.5. Seja p um caminho em Q. Entao a classe de equivaléncia p,, de p,
em P(Q) depende apenas da classe de equivaléncia p de p em P (Q). Assim,

Observagao 3.6. Seja Q um quiver finito e p um conjunto de relagoes para (Q, onde
A =kQ/{p). Definimos os sequintes conjuntos:

BA, ={p, | p € um caminho em (Q, p)},

B(DA), = {5, | p € um caminho em (Q,p)}.
Para G, € BA,, definimos ¢5 (q,,) da sequinte forma:

%@n):{l ea=n

0 caso contrdrio.

Os conguntos BA,, e B(DA), sio bases para A, e (DA),, respectivamente. Isso
ocorre porque qualquer elemento @, em A, pode ser expresso como uma combina¢ao
linear de elementos em BA,. Cadaa, € gerado por um caminho em (Q, p) e, portanto,
pertence a BA,. Nenhuma combinacao linear de elementos em $BA, pode resultar em
zero (exceto pela combinagao trivial), pois cada elemento em ABA,, representa um cami-
nho distinto em (Q, p). Analogamente, B(DA),, é uma base para (DA),, porque cada
o5, em B(DA), representa uma agdo especifica sobre um caminho, e a combinagao
linear dessas agoes abrange todas as operagoes possiveis em (DA),.

Considere agora BA = (Unez B45) U (U,ez Z(DA),). O conjunto BA ¢ definido
como a unido de BA, e B(DA), para todos os n € Z. Cada elemento @, em A pode
ser expresso como uma combinagao linear dos elementos em BA devido & natureza
repetitiva de A. Portanto, BA forma uma base para A.

Definicao 3.7. A base BA comporta-se de forma multiplicativa, e a multiplicagao
nesta base € definida como seque:

i) Para p, € BA, € Gy € BA,, a multiplicagao em BA ¢ dada por:

__ |Ppg,, sen=n'et(p)=s(q), epq éum caminho em (Q,p)
Pt = 0, caso contrario

i) Para p, € BA, e ¢g,, € B(DA),, a multiplicacio em BA ¢ dada por:

~ bq.,, sen=n"e3dq €q,p €ptal que ¢ = qp’
pn¢¢jn = L.
0, caso contrdrio
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i) Para ¢z, € B(DA)w e pp, € BA,, a multiplicacio em BA ¢ dada por:

GG, 1 Dn = bgpy, sen'=n+1edq €qp €ptal queq =p'q
i 0, caso contrdrio

w) Para ¢5, ¢q,, € BDA, a multiplicagio em BA ¢ dada por:
®p,,0q,, = 0 para todos os p,q, € (Q,p)n en' € Z.

Considerando a base %’k@ /{p), a proposi¢ao a seguir afirma que a aplicagao 7, que
envia elementos dessa base para a base correspondente ZA, é um homomorfismo.

Proposicao 3.8. Seja () um quiver finito, e seja p um conjunto_de relagoes para Q)
e seja %’k@/(@ = {p | p € um caminho em (Q,7)} a base de kQ/(p). A aplicagio

n: BkQ/(p) — BA ¢ um homomorfismo.

Demonstra¢ao. Definimos 7 da seguinte forma:

_ Dns se p nao contém flecha de conexao,
n(p) =

¢g5,» se D contém flecha de conexao q.

Vamos verificar se 7 estd bem definida, ou seja, dado p e p/ em %’k@ /{p) tais que
p =p', entao n(p) = n(p'). B
Considere o caso em que p e p’ nao tém flechas de conexao. Temos que 77(}_9) =D, €

n(p') =p,. Comop=1yp, temos que n = n', de onde segue que 1(p) = p, = p’, = n(p/ )
Seja o caso em que p e P tém ﬂechas de conexao. Sabemos que 7n(p) = ¢q2n

n(p) = gbf . Como p = p/, eles tém a mesma flecha de conexdo e também n = n'.
Logo, (D) = ¢g,, = qbg =1n(p’), o que prova que 7 esta bem definida.

Agora vamos demonstrar que 1 ¢ um homomorfismo. Para p e p/ em ,%’]k@ /{p),
temos que mostrar que 7 preserva a transformacao linear e a multiplicagao. Ou seja,
devemos verificar as seguintes propriedades:

(i) n(zp) = xn(p), para = € k,
(i) n(@+ 1) = n() +n@),
(i) n(@r') = n@)n(@')-
Seja p um caminhho em ZkQ /{p) sem flecha de conexao, temos que:
n(«p) = 4P, = x1(p)-

Considere agora p um caminhho em ,%’]k@ /{p) que contém flecha de conexao, temos
que:

n(ap) = 2hp,, = wn(p)-
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Note que em ambos os caso temos n(xzp) = zn(p), para € k. Assim provamos a
propriedade (i) Seja p e p’ dois caminhho em PKQ /{(p) sem flecha de conexao, temos
que:

n@+p)=p+p =n{) +n)

Considere o caso em que P nao tém flechas de conexao e p’ tém flechas de conexao,

temos que:

N +P) =P + Gwba, Qw1 =P+ bgs,y = 0(P) +10(p))
Considere o caso em que p tém flechas de conexao e p/ nao tém flechas de conexao,
temos que:

D+ 1) = G300 Gin_1 + P = bgs,, + D =1n) + n(p)

Seja o caso em que P e p/ dois caminhho em %’k@ /{p) contém flecha de conexao,
temos que:

NP+ V) = @3nPgnCin-1 + G Pq, Cr—1 = Paay, + Gaay = 1) + 1)

Note que em todos os caso acima, temos 7(p + p/) = n(p) + n(p’). Assim provamos
a propriedade (i)

Vamos agora prova o a propriedade (m) para isso considere o caso em que p e p’
nao tém flechas de conexao. Como p e p’ sao caminhos em (Q p) temos que p = p,, e
p = p,,, para algum n e n' em Z. Logo:

n®p') = 1@u0 w) = ' = Db w = 0(0u)0(0 ) = n(@)P).
Isso vale se n = n' e t(p) = s(p'), e pp’ € um caminho em (Q, p), caso contrario
n(p') = n@)n(p’) = 0. B
Considere o caso em que p nao tém flechas de conexao e p’ tém flechas de conexao.
Como P é um caminho em (Q, p) temos que p = p,,, e p' é da forma ¢s,,Gvq1,/_;, para
algum n e n’ em Z. Logo:

n@n@) = 10PN @Bw @ @i -1) = PnPary = Parn = M P3G @1—1) = 1(PP').

Isso vale, se n = n/, e existe um ¢’ em p e um ¢’ em p’ tal que q1¢' = ¢”, caso
contrério () = n(B)1(P') = 0.

Considere o caso em que p tém ﬂechas de conexao e p/ tém flechas de CONexao.
Sabemos que P é da forma ¢3,,¢,q1,,_;, € P’ é um caminho em (Q p), ou seja p/ = P,,
para algum n e n’ em Z. Logo:

n@nP) = 13040010 1)1Prr) = gz Prr = Pas, = N A30GnG1n 1) = 1(PP).-

Isso vale, se n = n/ 4+ 1 e existe um ¢’ em p e um ¢” em p’ tal que ¢'q3 = ¢”, caso
contririo n(F7) = n(p)n(F) = 0._

Considere 0 caso em que pe p tém flechas de conexao. sabemos que p é da forma
@3,GnG1,_, © P ¢ da forma ¢5,90,q1,,_1, de onde segue que:

NP0 = barnPay,, = 0 = 143,001 51 G L G1—y) = 1(DD")
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onde a terceira igualdade segue de (r3).
Vemos assim que n(pg) = n(p)n(q), e n preserva a multiplicagdo. Portanto, conclui-
mos que 7 € um homomorfismo. m

A seguir, enunciaremos e demonstraremos um dos principais resultados deste capi-
tulo, a verificagao de que a aplicagdo 1 ¢ um isomorfismo, como foi feita em [Schr99|.
Esse teorema garante que o quiver repetitivo, juntamente com as relagoes construidas,
define a algebra de caminhos repetitiva. A partir dessa estrutura, exploraremos novos
conceitos nas proximas secoes.

Teorema 3.9. (J. Schroer, 1999). Seja Q) um quiver finito, e seja p um conjunto de
relagoes para Q). Entao kQ/(p) € a dlgebra repetitiva de kQ/(p) ou seja kQ/{p) = A

Demonstragao. Queremos mostrar que o homomorfismo 7 : ]kQ — A & um isomorfismo
de algebras entre kQ /(p) e A, para isto basta mostrar que n é injetora e sobrejetora.
Suponha que n(p) = n(g). Queremos mostrar que isso implica p = G em kQ /{p).

e Caso p e ¢ nao contém flechas de conexao: Aqui, n(p) = p,, e n(q) = G,. Se
n(p) = n(q), entao temos p,, = g, em A\, ou seja, P e ¢ representam o mesmo
elemento em k@ /(p) em cada nivel n. Pela definicao da algebra de caminhos
com relagoes, isso implica que p = g modulo (p), pois as relagdes em @ sao as
mesmas que em (, repetidas nos diferentes niveis.

e Caso p e g contenham flechas de conexao: Aqui, n(p) = ¢, ¢ 1(@) = dg,-
Se n(p) = n(q), entdo temos ¢p;, = ¢g, em A. Pela construcao da algebra
repetitiva, isso significa que os caminhos Py e G s@o equivalentes modulo (p),

logo p = q em k@/(ﬁ)

Em ambos os casos, mostramos que se n(p) = n(g), entdao p = ¢ modulo (p). Portanto,
71 € injetora. R

Agora, queremos provar que qualquer elemento de A estda na imagem de 1. Nova-
mente, analisamos os dois casos.

e Casoa € A seja da forma p,,, com p nao contendo flecha de conexao: Como As
construida a partir dos caminhos de @), cada p,, corresponde a um caminho p em
(). Pela definigdo de n, temos n(p) = p,,, logo @ esta na imagem de 7.

e Casoa € A seja da forma ¢g,,, com g contendo flecha de conexao: Pela construgao
da algebra repetitiva, sabemos que ¢g, ¢ obtido a partir de um caminho g em

@ contendo a flecha de conexao correspondente. Pela definicao de 7, temos
1(q) = ¢g,,, logo @ também estd na imagem de 7.

Portanto, n é sobrejetora. Como 7 € injetora e sobrejetora, segue que é um isomorfismo
de algebras, e assim concluimos que

kQ/(p) = A.
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Exemplo 3.10.

1. Seja o quiver Az dado por

1L>2i>3

com as relagoes p = {af} onde os caminhos mazimais sio M (As, p) = {@, 5}.
Como o : 1 — 2 temos py,, : 2, —> 1,1, como B : 2 — 3 temos pa,, : 3, —
2n,-1. Logo, temos que Ag é dado por:

1n—1 1n 1n-‘,—l
piln an+1
Qp—1 Qn An41
2n71 2n 2n+1
1%2 1% +1
Bn—l " Bn " ﬁn—‘—l
3n_1 3n 3n+1

Os caminhos completos sao a,Di1,,, P1,0n—1, Bnb2n, Panbn—1, para todo n em Z.

As relagoes p, primeiramente sao o, 3, para todo n em 7, sequindo rl da defini¢ao
3.4, em sequndo temos que todo p que nao for um subcaminho de um caminho
completo € relagao em p, isso seque de r2 da defini¢cao 3.4. E finalmente, por r3
da definicao 3.4, temos que ﬁnan_l — Bnp%n € p, para todo n em Z.

2. Seja o sequinte quiver 2-Kronecker Ko dado por:

onde o conjunto de relagio p = 0, temos que 4 (Ko, p) = {pr = {a},pz = {B}}
€ o conjunto de caminhos maximos

Construiremos as flechas de conexdes da sequinte forma:
Sepr:1— 2 entao py, : 2, — 1,1
Seps i 1 — 2 entao pa, : 2, —> 1,1

O quiver I/<\2 tem a sequinte forma
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An41e -

e 0s caminhos completos em () sao:

anmnj /8711)_271} ]Tlnan—l € [)_271/871—1

para todo n € 7

As relagoes p sao as sequintes:

ﬁ = {Oénp:ln - 571]72271 ) ﬁnan—l - ]%nﬁn—l ) Oén]%n, ﬂnp_ln ) pllnan—l ) Z%nﬁn—l} para
todon € Z

3. Seja Q) o quiver

1
v N\
2 3
N
4
com relagoes p = {af —yA}. O quiver @ € da forma

1

1,
n’7 Tn NS

Ly
Oz»,)/ \\"Yn
n—1 n—1 2n 3n
Bnk‘ ’//\n—l
4n71

N A4

n

2

n

As relagoes p € dado por ., [, — YuA, para todos n € 7. As relagoes de comu-
tatividade provenientes da condigao 13 jd sao consequéncia das outras relagoes.
Para mais detalhe da construcao do (Q,p) ver [Schr9d).

4. Considere o quiver
/gﬂ O/
L
17 #2733
B B’
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com a sequinte relacao Ba — B'a’. Vamos construir o quiver (@,ﬁ) de (Q,p).
Para isso, vamos encontrar primeiramente os caminhos mdrimos que sao dados
por H(Q,p) = {aB',a/B}. Agora, vamos construir as flechas de conexdes que
sao dadas por:

Como off' : 1 — 3 temos que piln 23, — 1,
Como o/ : 3 — 1 temos que p:gn 1, — 2,

Entao, @ tem a sequinte forma:

Os/\cammhoi completos de Q 5G40, B D1, BiPinCn-1, PlpCn-10h_1, ObBnD2n,
BaP2n0 15 P21 Bp1 -

As relagoes p, primeiramente sio da forma [hoy, — Bhal, em seqgundo temos
que todo p que nao for um subcaminho de um caminho completo € relacao em

p, note que as relagoes de comutatividade provenientes da condigao 3 jd sao
consequéncia das outras relacgoes.

3.2 Algebra repetitiva de uma algebra gentle

Nesta segao, baseada em [Schr99|, definiremos as algebras bisseriais especiais e as
algebras gentle, com o objetivo de, a partir de uma algebra gentle, construir sua algebra
repetitiva e investigar as propriedades que essa nova estrutura pode apresentar. Para
isso, comegaremos com o par (), p), estabelecendo as condigdes sob as quais esse quiver
com relagoes sera bisserial e gentle.

Definig¢ao 3.11. Seja Q um quiver e p um conjunto de relagées para Q. O par (Q, p)
¢ chamado de bisserial especial se ocorrer o sequinte:

(s1) Qualquer vértice de Q) € ponto inicial de no mdzximo duas flechas e também ponto
final de no mdximo duas flechas;

(s2) Dada uma flecha 3, existe no mdximo uma flecha « tal que t(a) = s(B) e aff & p
e no mdximo uma flecha 7 tal que t(f) = s(y) e By & p.

Exemplo 3.12.
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1. O quiver () dado por
1 4
N
A N
2 5
com a sequinte relagao p = {af} e YA =0 € bisserial especial.

2. O quiver

o C 1 L 2 D ¥
com as relagoes p = {a?,7*} € bisserial especial pois cumpri as condigoes sl e
s2.

3. Seja o quiver

5A\)4/§3

com as relagoes p = {yaf — \d} € bisserial especial.

Definigao 3.13. O par (Q, p) é chamado gentle se for bisserial especial e as sequintes
condigoes adicionais forem satisfeitas:

(91) O conjunto p consiste em relagdes zero de comprimento 2 ;

(92) Para qualquer flecha [ existe no mdzimo uma flecha o tal que a8 € p e no
mdximo uma flecha v tal que By € p.

Exemplo 3.14.

1. Considerando o quiver Q dado por
2 4

N,
YZIN
177 s

com a sequinte relagio p = {afB} e YA = 0 vimos no Exemplo (3.12) que o par
(Q, p) € bisserial especial, e como satisfaz também as condi¢oes gl e g2, temos

que o par (Q, p) € gentle.

2. Considere o quiver

aC1LQQw

com as relagoes p = {a?,v*}. O par (Q,p) € gentle.
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3. Seja o quiver do Exemplo (3.12), item 3. Note que o quiver nao satisfaz a con-
dicao gl da Defini¢ao (3.13), logo nao pode ser gentle.

A partir das definigoes 3.11 e 3.13, introduziremos os conceitos de algebra bisserial
especial e algebra gentle. Essas defini¢oes serao essenciais para o desenvolvimento dos
resultados subsequentes.

Definicao 3.15. Uma dlgebra é chamada de bisserial especial se for da forma
kQ/{p), onde (Q, p) € bisserial especial.

Definigao 3.16. Uma dlgebra é chamada de gentle se for da forma kQ/{p), onde
(Q, p) € gentle.

Observagao 3.17. Seja A =kQ/{p) uma dlgebra bisserial especial. Uma consequén-
cia direta da definicao € que os mddulos projetivos indecomponiveis de A sdo, no md-
ximo, bisseriais, ou seja, cada projeto indecomponivel possui no mdximo duas compo-
si¢oes sucessivas de monomorfismos ou epimorfismos em sua estrutura de fatoracao.
FEssa propriedade decorre da condigao (s1), que restringe a quantidade de flechas inci-
dentes em cada vértice, e da condi¢do (s2), que limita a forma das composi¢oes admis-
stweis de caminhos na dlgebra de caminhos com relagoes. Essa caracteristica serd tutil
ao analisarmos representacoes de dlgebras bisseriais especiais e suas subclasses, como
as dlgebras gentle.

Proposicao 3.18. Seja A =kQ/(p), onde (Q, p) € um quiver de dimensdo finita e A
€ gentle. Entao, A € bisserial especial.

Demonstragao. Seja A =k@Q/(p), uma algebra gentle. A partir disso, podemos afirmar
que (@, p') também ¢é gentle, onde p’ é o subconjunto das relagoes de comprimento 2
de p que satisfazem as condigoes 1 (da Defini¢ao 3.4) ou r2 (da Definigao 3.4). Essa
caracteristica implica diretamente que o quiver (@, p) é bisserial especial.

Além disso, pelo Teorema 3.9, concluimos que A= k@ /{p) é bisserial especial. [

Lema 3.19. Se A ¢ bisserial especial, entao A também € bisserial especial.

Demonstragao. Suponha que A seja bisserial especial. Isso implica que existe um quiver
finito @ e um conjunto de relagoes p tal que A =kQ/(p), e que o par (Q, p) é bisserial
especial. R

Seja () o quiver subjacente a () e p o conjunto de relagoes correspondente a p em
(). Assim, podemos escrever A = k@ /(p). Além disso, podemos assumir sem perda de
generalidade que p consiste apenas de relagoes zero ou de comutatividade.

De acordo com o Teorema 3.9, temos A = kQ/(p), o que implica que A =kQ/(p),
ja que a algebra repetitiva nao introduz novas relagoes além daquelas presentes em ().

Portanto, A é da forma kQ/(p), onde o par (Q, p) é bisserial especial. Concluimos
que A também é bisserial especial. O

Proposicao 3.20. Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita onde A ¢ bisserial especial,
entao A € gentle.
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Demonstra¢ao. Do Lema (3.19) temos que se A & bisserial especial, entao A é bisserial
especial.

Agora suponha, por absurdo, que existe uma relacao de comutatividade v — w =
V1t Uy — Wt Wy, em p, onde v e w sao caminhos maximos em (Q, p), decorrendo da
bisserialidade especial de (@, p). Consequentemente, temos vy # w.

Além disso, observe que %nvln,l e %nwln,l sao subcaminhos de algum caminho com-
pleto em (@, p). Portanto, ambos ndo pertencem a p. Dado que v e w tém comprimento
maior ou igual a 2, D,v1,_; € Unwi,_; NA0 ocorrem em uma relacdao de comutatividade
em p. R

Isso implica que o radical do A-mddulo projetivo indecomponivel correspondente a
s(%n) nao é a soma de dois modulos unisseriais, o que contradiz a bisserialidade especial
de A. Assim, concluimos que p contém apenas relagoes zero.

Suponha agora que o ..., seja uma relagao zero de comprimento n > 3 em p.
Entao, existe algum caminho p tal que ¢ = pay...qa,_1 ¢ um caminho maximo em
(@, p). No entanto, a,_1,0m, € an,l,ﬁn nao sao ambos em p e nao ocorrem em uma
relacao de comutatividade, o que é uma contradicao.

Isso implica que p contém apenas relagoes zero de comprimento 2. Finalmente,
sejam 1 # o flechas em @ com e(a;) = e(as), e seja f uma flecha em () com
s(B) = e (a1). Suponha que oy e a3 estejam ambos em p. Entao, existe um caminho
q tal que p = ¢ é um caminho maximo. Isso implica que trés flechas, a saber aq,,, as,,,
e ﬁz 41, terminam no mesmo vértice, outra contradicao.

Assim, demonstramos que A é gentle. n

Teorema 3.21. Seja A =kQ/{(p) onde (Q,p) de dimensao finita entao A € gentle se,
e somente se, A € bisserial especial.

Demonstragao. A prova segue da Proposigao (3.18) e (3.20) O

Agora daremos alguns exemplos para ilustrar o Teorema 3.21
Exemplo 3.22.

1. Seja o quiver
2 4
N,
YZIAN
1 5

com as relagoes com a sequinte relagao p = {af} e YA =0, do Exemplo (5.14)
sabemos que kQ/p € gentle, pois (Q, p) € gentle. Note que o conjunto de caminhos
mazimos € dado por #(Q,p) = {a\,vB}, entdo as flechas de conexdes sio
pgln 12, — 4,1 e p$2n -1, — 5,1, de onde seque que @ é:

Pip

2n71 4n71 — 2n 4n
On—1 Qn
Anrl\3 / )\;\3 \/
n—1 n
4171 Yn—1 /n r\n
1n—1 5n—1 APS— 1n 5n

P2y
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OSA caminhos completos sao A, AP,y AaD1pCn—1s PlpAn—1Cn—1s YaBnD2ns BrD2nYn-1
e D2,Bn-1Vn-1- As relagao p sao primeiramente, Ay = 0, Yo\, = 0 para todo
n inteiro, sequndo temos que todo p que nao f0r um subcaminho de um caminho
completo € relagao em p, e finalmente temos /\nplnozn 1— ﬂnpgnvn 1 para todo n

inteiro. Pelo Teorema (3.21) temos que A= kQ/p € bisserial especial.

2. Seja o quiver

« C 1 —)ﬂ 2 D il
com as relagoes p = {a®,v*}. O par (Q,p) € gentle, logo a dlgebra de caminho
kQ/{p) é. O conjunto de caminhos mdximos de (Q,p) é #(Q,p) = {afv},
entao a felchas de conexdao € da seginte forma, p : 2, — 1,_1, assim o quiver ()

€ dado por:

Qp—1 Qn An+1

) ) )

1n71 1n 1n+1 T

IBM § Jﬁ,\p"“ Bt

2n—1 2n 2n+1 te
U )

Tn—1 Tn In+1

Os caminhos completos sao, anﬁn’ynﬁn, Bn%]:)nan_l, vn]%nozn_lﬁn_l eﬁnan_lﬁn_l%_l.
As relagoes p sao o =0, 2 para todo n inteiro e todo p que nao for um subca-
minho de um caminho completo é relagao em p, Pelo Teorema (3.21) temos que

A= k@/ﬁ € bisserial especial.

Observagao 3.23. As representagoes simples, injetivas e projetivas dos quivers (1&;, 0),
(I/{\g,ﬁ) e (@, p), conforme exemplificado no item 3 do Exemplo 3.22, sao apresentadas
nas tabelas a sequir na sequnda coluna da tabela. Cada tabela inclui seus modulos cor-
respondentes na terceira coluna da tabela, incluindo com as acoes determinadas pelo
funtor G : Rep(Q,Z) — A-Mod, como definido na Se¢ao 2.2. Denotamos por () o
span de cada modulo.
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]kAg/ﬁ— Mod

3
D (dije;); com a agao trivial.
i=1

/-

/

(€1ns n41PTp 41, Plnt1), cuja agdo € dada por:
QAn41Pln41 - €lp = Ont1Pln41

Din41 - €1n = Plp41
0 c.c

(€20, Ony D2y 15 Bt 1P2n41), Cuja agao € dada por:

O/é\n c €2 = Qp R
]TQTL—l—lA' €2n = ZTQn—l—l .
Bn+1172n+1 c€2p = /8n+1272n+1
0 c.c.

<e3nvﬂn7@n+lﬁn>v Cuja G'Q&O ¢ dada por:

@\n €3n Bn N
ZTQn—‘,-lﬁn *€3n = ]TQn—‘,-l/Bn

0 c.c.

(1, Ony anD1,), cuja acao é dada por:

€lp * Op = Op
€ln - AnPly = ApPiy,

0 c.c

(€21, Bns Pn, BnD2n), Cuja agao é dada por:
€2n ° /Bn = Bn
€2n - pln Pin

€2n * ﬁann Bann
0 c.c.

<63n7]T2naZTQan:1>) C:L\Lja CLQdO ¢ dada por:

€3n ° ]?n = ]TQn N
€3n ° ]7271/871—1 = ]TQnﬁn—l

0 c.c.
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Rep(Ky, p) kK5 /p-Mod
S(in) 0 (Gire1n) 0 7 (0ijej); com a agdo trivial.
i=1
0 (diz€2n) 0
<€1TL7 O"rl-i-lpilnj-\hpiln—&-hpi?n—i-\l% cuja ag:do € dada por:
- @n+1 “€lp = @n—i—l
P(1,) 0 (e1n (Qn+1DP1p41) P2p41 " €1n = P2n41
On4+1P1n41 * €1n = On+1P1p+1
0 c.c.
0 0 <]Tln+1¢172n+1>
(€2, an,ﬂn,ﬁnﬂan), cuja agao € dada por:
Qp - €2y = Qp
P(2n) 0 <04n7 5n> 0 én c€ap = 5n R
len—l—lan s €2y = En—i—lan
0 c.c.
0 <€2n> <p$1n+1an>
(€1, Any By PipQn—1), cuja ac¢ao é dada por:
- €lp * Op = Qp
I(1,) (Bracin) (e1,) 0 i Bo =B
€ln " PlpnOn—1 = P1pQn—1
0 c.c
0 {un, Bn) 0
<62n,171n,172n,172ngn_1),Acuja acdo € dada por:
~  ~ €2p @n = @n
I(Qn) <ZTln’ZTQn> 0 0 €2p ° p?n = ITQn .
€2y * P2, 0n—1 = P2, 0n—1
0 c.c.
(P2n,0n—1) (e2n) 0
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Rep(Q, p)

kQ/p-Mod

S(in)

0 (0i1€1p,)
pY s
0 €2n)
4

0 (0ia€4n,)

(dizesn)

P+

(di5e5); com a agdo trivial.

=1

P(1n)

(an+15n+11%n+1>
N ~
<)‘n+lpn+1>

(€1ns Pnt1s Brnt+1Pnt1> Ant1Pn41> Ont1Bn+1Pnt1),
cuja ag:tio € dada por:
Pn+1 €lp = Ppt1 .
5n+1pn+1 €ln = 5n+15n+1
An1Pnst " €ln = Ant1Ppi1

an+15n+1pn+1 el = Oén+1ﬁn+1pn+1
0 c.c

P(24)

<62n» an7ﬁn+1a’ﬂyﬁn+1pn+lan>7
cuja ag¢do € dada por:

an €2y = Qn

pn+1a" €2n = pn+1a”

Bn+1pn+1an €2 = Bn+1pn+10¢n

0 c.c.

(n) 0
v - T

()‘n+1§n+17n>

N Y —

<T7n+l'\/7b>

<€3m’7n:ﬁn+l"/n» /\n+1ﬁn+1"/n>v
cuja ag¢do € dada por:

In - €2n = Tn

pn+1’7n ce2n = anrl’Yn

>\n+1pn+1’7n €2n = An+1Dp4+17n
0 c.c.

P(4n)

(Bn)

'Yn )\n

ol \/ \

Pn+1%}\n>

<e4naBny)\n)'yn)\n»ﬁn+17n>\n>y
cuja ag¢ao € dada por:
Bn c€4n = Bn
An - €4y = An
'Yn)\n c€4n = 'Yn)\n/\
pn+l'7n>\n “€4n =Dy, +1'Yn>\n
0 c.c.

(€1n, Ons Yns AnfBn),
cuja ag¢do € dada por:
€lp - Qn = Qin,
€ln " In = In
€ln " Qn - ﬁ/’(b = QnQn N
€lnp Oénlﬁnpn = anlﬁnpn
0 c.c

1(27)

<€2n: 5n7 ﬁnﬁn%
cuja ag¢do € dada por:

€2p Bn - ﬁn

€2p - 57110” = Bnpn

€2n - ﬂnpnanfl - ﬂnﬁnanfl
0 c.c.

s <ﬁn§nanf 1

1(37)

<€37L> )"ﬂv )‘nﬁnv )\npn'\/n—l%
cuja ag¢do € dada por:

e3n - )\nA: An R

€3n - /\"En = )\npn .

€3n - AMnDpVYn—1 = AnPpYn—1

0 c.c.

(€49, Prs Pr@n—1,PpYn—15DPp0n—1Bn—1),
cuja ag¢do € dada por:
€4n * En =Dn =
€4n *PpOn—1 = PpOn—1
€4n " PpYn—1 = PpY¥n—1
€4n  PpOn—1Bn—1 = Dp0n—1Bn-1
0 c.c.
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3.3 Categoria dos médulos de uma algebra repetitiva

Nesta segao, estudaremos a estrutura dos A-moédulos e sua relagao com a teoria dos
complexos de cocadeias tensorizados por DA. Comegamos introduzindo os conjuntos
de idempotentes ortogonais em A, cuja interagao sutil forma a base para nossa inves-
tigagao. Em seguida, formalizaremos os A-moédulos e exploraremos suas propriedades,
destacando sua importancia. R

Uma interpretacao alternativa dos A-modulos nos leva a categoria dos complexos de
cocagi\eias tensorizados por DA. Mostramos que essa categoria é isomorfa a categoria
dos A-modulos finitamente gerado como é feita em [BR24]. Grande parte da discussao
nesta segdo segue a apresentacao em [Girl8] e [BR24|, que serdo nossas principais
referéncia neste momento.

Utilizaremos o conceito de produto tensorial de A-médulos. No entanto, como a
abordagem desse topico exigiria uma expansao significativa, optamos por nao incluir
uma explanacao detalhada sobre a teoria. Para os leitores que nao estiverem familia-
rizados com esses conceitos, recomendamos consultar [Ass97, Capitulo V.

Para cada n € Z, denotaresmos &, = (0um,0),.5 € 11, onde d,,, ¢ o delta de
Kronecker, o conjunto {&, : n € Z} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais
para A, pois satisfaz as propriedades que provaremos a seguir

Lema 3.24. Seja &, = (6ym,0),,c7 € A, entdo .6, =&, € £,y = 0 para n # 0/’
Demonstrag¢ao. Mostraremos que &,&,, calculado temos o seguinte:

é‘\né\n = (5nm7 O)neZ . (5nm7 O)nEZ
= 5nm : 5nm7 5nm -0+0- 57”7"0)7162
572“”’ O) nez

= (0nm,0),,cz  (pois 6,2Lm = Onm)

I
L~

)

I
™

n-

Agora, vamos calcular ,,&,, para n # n':

é\ngn’ = (5nm7 O)nEZ : (5n’m7 O)n’EZ
= <5nm . (5n/m, (Snm N 0 + O * 5n’m)n/€Z
= (5nm : 5n’m7 O)n’eZ

de onde segue que

| (Onm - Owm,0) sen=m
| (0:0wm,0) sen#m

Se caso n = m, teriamos que m # n’,pois pela hipotese temos n # n’ , de onde
segue que (0py, - 0,0) = (0,0), caos n # m teriamos (0 - 0,1, 0) = (0,0), e recai no
primeiro caso.
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Portanto, mostramos que ,&,, = &, se n =n' e £,&,, = 0 se n # n’, como desejado.
]

Corolario 3.3.1. Seja @ = (an, n),yey € Aes > 2. Entao, £,15a8, = (0,0),e2.

Demonstragao. Para demonstrar que &,,45a&, = (0,0),ez, com @ = (@, On ez, € Ae
s > 2, comegamos calculando o produto &, ,a e, em seguida, multiplicamos o resultado
por &,.

Primeiro, avaliamos o produto &, .a:

é\nJrsa = Ents (an’a @n’)n'ez = (5n’n+san’7 O)nez )

onde utilizamos a definigao de &,45 como (0;5,0)pez, com i =n + s.
Agora, calculamos &, ,a&,:

Ej\n—&—saé\n - <5n’n+san’a O)TLGZ : <5nk7 O)kGZ - (5n’n+san’5nk7 O)nkEZ .

Note que 0,y 1500, € diferente de zero apenas se n’ = n + s e n = k. Portanto, o
produto resulta em:

(5n’n+55nkan’a O)nkzeZ .

Se s > 2, a condicao n’ = n + s implica que n’ esta pelo menos duas unidades
distante de n, ou seja, n’ # n. Como consequéncia, 6,0, = 0 para todos os n’ e n,
o que leva a:

Entsan = (0,0), 5 -

Assim, concluimos a prova. 0

A seguir, mostraremos que a algebra A pode ser entendida como &,, A,, por meio de
um isomorfismo dado pela aplicacao 6, : A — &,,Ag,,. Essa interpretacao é necessaria,
pois permite uma descricao mais clara em nosso contexto.

Proposigao 3.25. Seja A uma k-dlgebra. A aplicagio 0, : A — 5, A8, definida por
0n(a) = (adpm,0),,c;, para todo a € A € um isomorfismo de k-dlgebras.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, consideremos a,b € A e x € k. Vamos verificar que 6,
satisfaz 6,,(xa + b) = 26, (a) + 0,,(b) para quaisquer a,b € A e x € k. Temos:

On(za +b) = ((xa 4 b)6pm,0),,cz
= (2abnm + bOnm,0),,c4
= (2a6pm;0),,cq + (b0nm; 0),.c7,
= 2 (a0pm,0),cz + (00m, 0),,c
= 26,(a) + 0,(b).

Portanto, #,, ¢ uma aplicacao linear.
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Em seguida, provamos que 6,, ¢ um homomorfismo de algebras, ou seja, satisfaz
On(a-b) =0,(a) - 0,(b) para quaisquer a,b € A. Observemos:

0 (@) - 0 (b) = (a0, 0),0cy * (B0, 0),0
(@bnm) * (b0nm), 0),cr

(@ b)0mOum, 0),cz
(

a - b) nm: >7LEZ

Agora, para mostrar que 6,, é injetora, suponha 6,(a) = 6,(b). Isso implica:

(aémm O)nEZ = (b(snmv O)nEZ’

o que leva a ady,;, = bd,, para todo n. Se n # m, ambos os lados da igualdade se
anulam, e se n = m, obtemos a = b. Assim, 6,, é injetora.

Por fim, para mostrar que ¢, ¢é sobrejetora, tome ¢ = (d0ym,0),,,, onde d € A.
Queremos encontrar a € A tal que 0,(a) = c. Pela defini¢ao de 0, isso implica
a0pm = A0y para todo n. Se n # m, ambos os lados se anulam; e se n = m, obtemos
a = d. Logo, escolhendo a = d, temos:

Portanto, #,, é sobrejetora.
Concluimos que #,, ¢ um isomorfismo de algebras, como desejado. ]

Faremos também uma identificagao para DA via isomorfismo dada pela aplicagao
¢n : DA — €,,1AE,, 0 qual ser4 demonstrado a seguir.

Proposicao 3.26. Seja A uma k-dlgebra, onde DA € o dual de A. A aplicagao
bn : DA — E,41A8, definida por ¢n(p) = (0, 00nm),cp Para todo ¢ € DA € um
1somorfismo de bimddulos.

Demonstra¢ao. Considere ¢,9 € DA e x € k. Vamos demonstrar que

Pn(TP + ) = 2dn(p) + Pn(V),

para todos p,9 € DA e x € k.
Pela definicao de ¢,,, temos:

Pn(zp +9) = (0, (v + 1) nm)neZ
= (0, 200nm + Vénm) ey,
= (07x§06nm)nez + (0 ,@Dénm)nez
=z (0, 905nm)nez + (0, w(snm)nez
= zhn(p) + Pn(¥).

Portanto, ¢,, é linear.
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Agora, provemos que ¢, ¢ um homomorfismo de bimédulos, ou seja, que

Pn(d'p(a)) = d'én(p(a)) e dnlp(a)a”) = dn(p(a))a”,

para todos a,a’,a” € Ae p € DA.
Para o primeiro caso, temos:

On(a'p(a)) = ¢n(p(d'a)

De forma anéaloga, para o segundo caso, temos:

Pu(p(a)a”) = ¢u(p(aa”))
= (0, (aa”)0nm) ,er
(0, p(a)a"dnm) er
(0, (a)0nm ) ez @”
= ¢n<90(a )CL”.
Portanto, ¢,, € um homomorfismo de bimédulos.
Para verificar a injetividade de ¢, considere ¢, () = ¢,(¢). Isso implica

(07 90(5nm)nez = (0> Q/](Snm)nez )

0 que, por sua vez, implica ©d,,, = Vo, para todo n. Se n # m, ambos os termos sao
zero. Se n = m, temos ¢ = 1. Assim, ¢, é injetora.

Agora, provemos que ¢, é sobrejetora. Considere ¢ = (0,00,,)
Queremos encontrar ¢ € DA tal que

neze com o € DA,

Pnlp) =5.

Pela definicao de ¢, isso implica ¢d,,, = 00,,, para todo n. Se n # m, ambos os
lados séo zero. Se n = m, temos ¢ = 0. Logo, escolhendo ¢ = o, obtemos ¢, () = <.
Portanto, ¢,, é sobrejetora.

Como ¢, € injetora e sobrejetora, concluimos que ¢, é bijetora. Assim, ¢, é um
isomorfismo de bimodulos, como queriamos demonstrar. O

Observacao 3.27. Note que podemos escrever
i (@A> 5 (@m)
ne” nez

como

(@ gnjzl\gn) @ (@ gn—&—lle\gn) )
nez nez
1850 seque das Propoosicoes 3.25 e 3.26.
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Proposicao 3.28. Seja Aa dalgebra repetitiva de A. Para um n fizo em Z, valem as
sequintes identidades:

(i) E,A = 8,A8, ® 8, A8,_1;
(ii) A8, = &,A%, ®&p 1Az,
Demonstragao. Comegamos considerando a seguinte decomposicao da élgebra repeti-
tiva A:
- <@ gmAgm) ® <@ 5m+1A€m> :
meZ meZ

Multiplicando a expressao acima & esquerda por &,, obtemos:
B A=E, (@ gmA§m> DEn (@ anHAgm) .
meZ mEZ

Utilizando a propriedade de ortogonalidade dos idempotentes &,,, sabemos que
EnEm =0sen #meé&,é, =&, se n=m. Assim, a expressao se simplifica para:

5. A = 6,48, © 5, A8, ;.
Isso prova a identidade (i).
Agora, multiplicamos a decomposicao inicial de A a direita por &,:

Ag, = <@ gmA§m> En @ (@ ?mHAEm) En.
MEZ meZ

Novamente, aplicando a ortogonalidade dos idempotentes &,,, temos que &,,&, = 0
se m#mneéne, =&, se m=mn. Assim, a expressao se reduz a:

AE, = £, A&, ®E,41 A8,
Isso prova a identidade (ii).

Portanto, as duas identidades foram demonstradas. O

Observacao 3.29. Decorre da Proposi¢ao 3.28 que podemos expressar A como uma
soma direta das subdlgebras associadas a cada &, :

A=Pe.A= 4,

ne” ne’

Lema 3.30. Seja Aa dlgebra repetitiva de A. Entao A satisfaz A2 = A,

Demonstragao. Para provar que A2 A onde A2 denota o subespaco de A gerado por

todos os produtos @ - b com aAb € A mostraremos que A2C Ae AC A2 R
Primeiro, provemos que A? C A. Suponha que @ € A2, Por definicio de A2, o

elemento a pode ser escrito como uma combinacao linear de produtos de elementos em

A, isto é,
a= E bn6ﬁ7
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onde bn,cn €A para todo n € Z. Como b,.C nCn € A segue que a € A o que implica
A2 C A
Agora, provemos que A C A%, Sejaa € A. Queremos escrever @ como um elemento
de A%, Para isso, escrevemos:
a= Z bngn7

onde Zn cAe En € gpara todo n € Z.
Agora, observe que &, € A% para todo n € Z. Isso ocorre porque podemos escrever
g, como um produto de dois elementos em A:

Como &, € A, segue que &, € A\Q.A

Assim, concluimos que a € A2, pois @ pode ser expressa como uma combinacao
linear de elementos de AZ2. R L R R R

Com isso, provamos que A2 C A e A C A2, o que implica que A? = A, como
desejado. O

A Proposicio a seguir demonstrard que a aplicacio U : A7, —s D(gn+1A\) dada
por ¥, (8)(a) = af(1), é um isomorfismo de modulos a esquerda, onde 5 € A5, e
o € é\nﬂg. Esse resultado é fundamental para a estrutura da categoria de modulos
sobre A. Em particular, quando A é uma k-algebra de dimensao finita, a categoria
A-mod é uma categoria de Frobenius, o que tem implicacoes importantes na teoria de
representagoes e dualidade. Para mais detalhes, ver [Girl8] e [AY11].

Proposigao 3.31. Seja Aa dlgebra repetitiva de A. Para cada n € Z, a aplicagao
U Ag, — D(€,114A) dada por V,(8)(«) = af(1), para todo f € AE, e a € E, 114,
€ um isomorfismo de maodulos a esquerda.

Demonstragao. Considerando os A-modulos a esquerda Az, e D(£,11A), onde as agoes
sao dadas, respectivamente, por:

a- b8, == (ab)s,
onde Ei,@e Aels, c A\é\n, e
@ p(En1b) := p(Enya(ba)),

onde a, be A Y E D(5n+1A) e €n+1b € 5n+1A Queremos verificar que v Asn
D(%,1A) dada por W, (8)(e) = a3(1), para todo 3 € A%, e a € &,41 A, ¢ um isomor-
fismo de modulos & esquerda.

Observe que W, esta bem definida, pois fa(1) € DA. De fato, considerando que
B € A\Aé\n e € ?nHA\, temos que aff € a € é\nﬂﬁ@g\n, do Lema 3.30 sabemos que
A? = A, o que implica que « € &, AAE, = a € §,,,A%, = o € §,,1AE,, lembre que
o € 8,41 47, ¢ identificado com DA, de onde segue que pa(l) € DA.



84

Verificaremos agora que W, (af) = aW¥,(f). Aplicando ¥,, em a@/3, temos o seguinte:

U, (af) = ¥, (a(0s,))

onde B = bE,. Temos que \I/n(a(gé\n)) . B A — k tal que \Ifn(a(gé\n))(a) =
U, (a(be,)(EngiC), onde o = €, 41C € E,,41 A. Dai segue que

~

U, ((@b)en) (Ens10) = (Enr1c)((@b)n) (1)
= Ent1(Cab)en(1).
Aplicando a agdo do modulo & esquerda em V,,, temos o seguinte:

v, (8) = av,(be,)

onde AV, (b8,) : EnA — k tal que aV,(b8,)(a) = @V, (b8,)(EniC), onde o =
Ent1C €: Eni1A. Note que
a0, (b8,) (Bni1C) = U, (b8,)((E410)d)
= &,,1(cab)z,(1).

Finalmente, temos que de fato

V(@) = av,(B).

Agora, verificaremos que V(8 +v) = ¥, (8
p = be, e v = ¢&,. Lembre-se que VU, (5)(a) =
B+ 7, temos:

U, (8 +7)(a) = W (B +)(d5,) = (d5,) (b + 830 (1)
= dbE, (1) + ez, (1) = U,(8)(dEy) + W (y)(dEy)
= T, (B)(a) + Tu(7)(a).

Portanto, ¥,,(8 + 7) = U,,(8) + U, (7), onde o = d&,.

+ U, (7), onde 5,7y € Az, tal que
). Agora, aplicando isso a soma

) +
af(l

Para provar a injetividade de W, suponha que e 7 sejam elementos arbitrarios
em AZ, e que ¥ 2(B) = W, (7). Isso significa que, para todo a € Eni1A, temos af(l) =
ay(1). Vamos considerar a escolha especifica a = €,,41. Substituindo isso na equagao,
obtemos:

Ent18(1) = Ens17(1)
Agora, observe que £,418(1) € £,417(1) pertencem a D(g, 1 A), pois a agdo de D(@Hlfl)
é definida sobre elementos de é\nﬂﬁ. Portanto, podemos interpretar essa igualdade
como uma igualdade em D(?nﬂzzl\). Agora, pela definicao de ¥,,, temos:

U, (8)(Ens1) = EnaB(1)
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\Ijn(ﬁy) (é\n-i-l) = e/3\71-1-1’)/(1)

Assim, a igualdade U,,(8) = ¥,,(y) implica que V,,(8)(€,11) = Vi (7)(Ens1). Portanto,
U (B)(Ent1) = Vn(7)(Ent1) implica que £,413(1) = Ep117(1). Agora, como E,11 € um

o~

elemento nao nulo de &,,1A, podemos multiplicar ambos os lados da tltima igualdade
por &,41 inverso em &,,1 A, obtendo assim:

Esta ultima igualdade implica que 8 = 7, pois € a tunica forma de um elemento de A
agir em A e produzir o mesmo resultado para todos os elementos de A. Portanto, se
U,.(6) = ¥,(vy), entdo S = v, mostrando assim que ¥,, é injetiva.

-~

Para mostrar que W,, é sobrejetora, ou seja, dado ¢ € D(€,11A), queremos encontrar
p € Az, tal que ¥, () = ¢, precisamos construir tal §. Lembrando a definigdo de ¥,,:

U (B)(a) = (1)

onde 3 € ﬁgn ea € §n+1/Al. Dado ¢ € D(é\n_t'_lz?{\), queremos encontrar 8 € A\é\n tal
que ¥, (8) = . Vamos definir 5 de forma conveniente. Para cada &,,1b € &,,14,
definimos £ como: R R
B = b € AE,
Agora, para a = &,,.1a € /S\n+1zzl\, temos:
Uy (B) (@) = af(1)
= Ep11aE,b8,41(1)

= 8 1d(EnbEns)(1)

Vamos definir ©z.15 € D(&, HA\) COMO:
¢5n+13(5"+1a) - (gngé\n—i-l)(gn_;_la)

Assim, o 7 estd bem definido em D(é\n_’_lja\), POis £,b8,,41 € um elemento de D(?nHE).

Portanto, para todo a = &,,11a € &,,,1 A4, temos:

Un(B)(@) = ¢z, , 5(Ens1a)

=@ (é\n—i- 1a) .

Assim, para cada ?RHE € €An+127 definimos 8 = ?nge?nﬂ em E?n tal que W, (8) =
¢z, .5 Portanto, para cada ¢ € D(é\nHA\), encontramos 3 € Ag, tal que U, (8) = .
Portanto, ¥,, é sobrejetora.

Assim, mostramos que V¥,, é um isomorfismo de A-médulos a esquerda. O]

Um A-médulo & esquerda M é definido como um espago vetorial (ou um conjunto)
equipado com uma acao de A, ou seja, para cada elemento a € A e cada elemento
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m € M, ha uma operacao que chamaremos de multiplicagao a esquerda ?1:\- m, que é
um elemento de M. Esta acdo deve satisfazer a condigao AM = M, onde AM denota
o subespaco de M gerado por todos os elementos da forma am, com a € Aem € M.

Lembre que, um A-mo6dulo a esquerda é dito ser finitamente gerado se existirem
elementos my, mo,...,m, € M tais que M seja igual & soma direta dos subespacos
. n i

gerados por esses elementos, ou seja, M = > 7" | Am,.

Proposicao 3.32. Seja M um A-médulo. Entio AM = M se, e somente se, como
espago vetorial, M se decompoe na forma M = @, , .M.

Demonstrag¢ao. Suponha que vale AM =M queremos provar que M se decompoe na
forma M = P, ., .M.

Por hipotese temos M = A\M, pela Observacao 3.29 sabemos que A= D,z gn;{,

substituindo A\, obtemos que M = @, ., é\nA\M , por hipotese novamente temos que
M=@,,e.M.

e, M. Que-

Suponhamos agora que M pode ser decomposto na forma M = @, .,

remos mostrar que AM = M.

Primeiro, observe que para cada n € Z, &,M C M, pois &,M ¢é o subespago de M
gerado pelos elementos da forma &,m com m € M.

Agora, vamos mostrar a inclusao C. Para cada Gc€Aeme M, temos am € M.
Portanto, AM C M.

Agora, vamos mostrar a inclusdao 2. Seja m € M. Queremos mostrar que m pertence
a AM.

Como M pode ser decomposto na forma M = @, ., &, M, podemos escrever m =
Y nez Mn, onde m,, € &,M. Agora, consideramos a acao de &, em m,. Como &,e, =
Onn'Ey (onde 9y, € 0 delta de Kronecker), podemos escrever &,m,, =€, >, .y My = M.
Portanto, cada termo m,, pertence a &,M. Agora, usando a agao de &, em E, podemos
escrever g,d = £,0&,, para qualquer a € A.

Agora, consideramos a acao de :n?i em m,. Temos &,am, = &,ac,m,. Como
g,m, pertence a &,M e g,ae, € &,A, temos que &,am, pertence a &,M. Portanto,
g,am,, pertence a soma direta @nEZ g,M. Assim, m, pode ser escrito como uma
combinagao de elementos na soma direta €,,., €,M. Como @ age linearmente, temos
que am, também pode ser escrito como uma combinacao de elementos na  soma direta
P,,c, .M. Portanto, aﬁzn € @, M. Isso vale para qualquer a € A e m € M.

Portanto, m pertence a AM.
Assim, provamos que AM = M se M pode ser decomposto na forma M = &, _, €, M.

]

neL

Observacao 3.33. Para cada n € 7Z, &,M pode ser visto como um A-mddulo ao
identificar A com &, A&, onde a a¢ao € dado da sequinte por &,a&, - E,m = £,ae, M,
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para todo &,ae, € é\ngé\n e para todo m € M.

Proposicao 3.34. Se M € A\—mod, entdo para todo n € 7. existe um A-homomorfismo
fo: DA®sEM — 2,01 M definido por f, (€,4108, ® E,m) := E,410E,m, onde DA
¢ identificado por gn“zzl\?n.

Demonstracao. Primeiramente cosidere a aplicacao F), : ?nHA\?n X EgM — &,.1 M,
dada por f, (€,410€,,E,m) := E,41aE,m, e vejamos que é A-bilinear, o qual segue dos
calculos abaixo:

-~

Fo (B8 + Eny1 b8, Enm) = Fy(ni1 (@ + b)En, Enmn)
= 2,01(@ + b)E,m = E,4108m + Epr1bEum
= F(8p 1@, Enmn) + Fy(Brsiben, E,m),
similamente,
F,.(En108,,6,m +Eyn) = F,(8,41G8,, 8, (m + n)) = Eya(m + n)
= 8 1@m + Eng1an) = F,(Eps1@8n, E0m) + F(Epi1Gn, Enn),

além disso,

Fo((Bpsn@8) 2, 80m) = Fo((Ep1G8n)E0nbEn, Enm) = F(Eni1GEnben, Eym)
= B 1 GEWbE, M = Fy (841080, EnbEm)
= F,(Boy1GEn, EnbEn(Eamn)) = Fy (B 41080, 2(Eam)).

Da propriedade universal do produto tensorial existe uma unica aplicacao linear f,
como definida no enunciado.

Agora mostraremos que f, é um A-homomorfismo. Cosidere &,,1a&, ® &,m €
DA ®4E,M e x € A, queremos provar que f, satisfaz f,(x - &,11a8, ® €,m) =
T fn(-Eny1G8, ® E,m). Pela Proposigao 3.25 podemos identificar = € A como é\n@?n/, de
onde segue que,

Fal@ - By 108 @ Ey) = fu(BubBrw - Buin @80 ® Em).

Note que, se &, # &,41, pela ortogonalidade dos idempotentes, temos que &,/&,,1 =0
logo fr(EnbEyy - Eni1GE, @ Eym) = 0z, a7, caso contrérios, se &, = &, temos:

fn(gn’bé\n’ : é\n—&-lagn ® gnm) = fn(gn—i-lbgn—i-l : é\n—l—laé\n & é\nm) = fn(gn+1bgn+l/a\gn ® gnm>
= fu(Ent1(bE10)E, ® E,m) = E,41(bE,10)E,m

= 81 (0818015 18)E0m = B 1081 Brs 1B 10) Bt
= B 11bBt1 * fo(Brr1Bns 108, ® Epm)
= B bE + fu(Brs1Bnt1GE), ® Epm)

Assim temos que f,(x - ,1108, ® E,m) = xfy(-Ep10E, ® E,m), logo f, é A-

homomorfismo.

]
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Observagao 3.35. A categoria de todos os A-médulos a esquerda finitamente gerados,
denotada por A-mod, tem as sequintes propriedades:

e (s objetos da categoria A-mod sdo os A-mddulos a esquerda finitamente gerados
da forma M = @,,., .M, onde €,M representa o submddulo gerado por &, em
M, de onde seque da Proposi¢cao 3.32.

e Seja h : M — N um g—homomorﬁsmo , sabemos que £,M pode ser visto
como um A-mddulo e pela Proposicio 3.32 sabemos que M = @, ., E,M e N =
B,.czEnN, 0s homomorfismos hyy, : E,M — &, N podem ser vistos como A-
homomorfismos. Note que, se n % m, 08 hy,,, $ao zero, pois sabemos que &, e &,
sao ortogonais. Portanto, temos apenas um A-homomorfismo h,, dado por

h,: e, M — e, N
Enm > h,(E.m) =E,h(m),

para todo m € M.

Veremos agora uma outra interpretagdo para formalizar um A-médulo M, para
isso visamos construir uma Categorla onde denotaremos por £4, ,. (A-mod), somente

entao provaremos que a categoria A-mod é isomorfa a categoria £4, 1. (A-mod).

Definamos o ®-complexo de cocadeia DA ®4 - : A-mod — A-mod como sendo
M = (M",d};), ez tal que M™ sao modulos de A, onde todos, exceto um némero finito
dos M; sao iguais a zero, e os djj; sao A-homomorfismos dy, s DA®y M™ — M™1
que satisfaz dy; (Idpa ® dj; ') = 0 para todo n € Z. Podemos ver M = (M",d%,), .,
graficamente como,

n—1

M: o M 2 A G

Um morfismo entre ®-complexo h : M = (M",d};),c;, — N = (N",dY),cq €
uma sequéncia h = (hy),,o, de A-homomorfismos h,, : M" —> N", de tal forma que o
diagrama a seguir comute para todo n € Z:

DA®s M" — 2 Mt

1®th/ lhrrkl

DA R4 Nn Nn+1

Podemos ver h: M = (M™,d%,)
forma,

nez, — N = (N",dy),c, graficamente da seguinte

n—1

dy, daw
s M 2L 2 M s

hnll hnl hn+1l

-'wNn_IWNnWNn—Hw?'“
N N

=

=
<—

=
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Denotaremos por H Mgt (A-mod (M, N) o conjunto de morfismo de M para N.
Considere h € Homngm_(A_ mod ) (M, N) el € Ham,:me_(A_ mod ) (N, L). A composicio
(hol) € Homs%A(X)_(A_ mod ) (M, L) ¢ definida por (I o h) := (I, © hy)nez.

Considerando os morfimos

n—1

M: e M By Gy
AN
N : i NPT NP oo N s
dnt dy
€
No e N o B
I S
L: ---wL"fle”w\éﬁL”“w---
L

L

Podemos ver a composigao (I, o hy,)iez da seguinte forma,

dy iy
M: e M By B et
lohl ln—thn—ll lnohnl ln—‘—lohn-‘—ll
L ...ML”_lenVEﬁL”‘H«N\/)..._
d;~ L

Vejamos que de fato £3,, (A-mod) é uma categoria, ou seja a composicao (I, o
hn)nez satisfaz:
1) Ifo(loh) - (kol)oh, Onde h S Hom’gl]jAQg—(A_ mod )(M, N), l S HomQ%A®_(A_ mOd)(N7 L)
eke€ Hom%A@_(A_ mod ) (L, K).
Note que k, o (I, o hy,) = (k, ol,) o hy, pois é morfismo de A-mddulos, dai segue
ko(loh)=(kol)oh.
ii) Para todo M € £} ,, (A-mod), 3 Idy : M — M, tal que

holdy =h,Yh: M — N
ldyyog=g9g,Yg: L — M.

Seja h : M — N queremos verificar que h o Idy; = h. Temos que h,, o Idy;,, = h;
para cada n € Z, de onde segue que h o Idy,

Consiere agora g : L. — M queremos verificar que Idy; o g = ¢g. Temos que
Idy, o g, = g, para cada n € Z, de onde segue que Idy; o g

Definimos o funtor § : A-mod — £5 Ae-(A-mod) da seguinte forma: Dado que
cada objeto M € A-mod ¢ da forma M = &, ., €, M pela Proposigao 3.32, entao

S (M) = (gnM7 fn)nEZ )



90

com f, : DA®&,M — &,,1M como deﬁni/o\lo na Proposicao 3.34 para todo n € Z.
Da Observacao 3.35 definimos para cada A-homomorfismo h

g(h) = (hn)nEZ’
onde h, : £,M — &,N. Note que
Fot (10 fo) (BusaBnis @ (Euib8 @ Eum) ) = firn (Busainss @ BuirbEum)
= é\n+2a\é\n+1bé\nm = gn+2a/gnm
=0,

com a’ = a§n+1/b\, ou seja, fnr1(1® f,) = 0 para todo n € Z. De maneira similar, ob-
temos para todo n € Z que hyi1fn = gn (1 ® hy,), onde § (G} é\nN) = (E,N, gn)
Portanto, § esta bem definido.

neZ nez’

Por outro lado, definimos o funtor & : £4 . (A-mod) — A-mod da seguinte
forma:
Para cada objeto (M™,d};), cz em £% 4o (A-mod) temos

& (M", dy) ) = ED My,

neL

onde a soma direta é de k-espacos vetoriais e a estrutura do A-modulo é definida
por

o~

a-m = (ana @n)nez ) (m”>n€Z = (anmn + fizn (90%—1 & mn—l))nez

para todo a € A e m € M’

E para cada A-homomorfismo h : (M™, dip) ez — (N, dY), ez temos
o ((hn)nEZ) = @ h"
neL

Teorema 3.36. (G. Benitez, P. Rizzo; 2024) As categorias A-mod e £) 4s-(A-mod)
sao isomorfas.

Demonstragao. Vamos provar que 6§ =15 ¢ §6 = 12%A®_(A_mod).

Considerando M € A-mod e h € Homz_ (M, N), temos:
BF(M) =& (M, d}y),ez) =P M" =EPEaM =M.
ne”Z nez

A 1ltima igualdade é obtida a partir do Lema 3.32.
Como podemos considerar qualquer m € M na formam = (€,my,),,c;, € B,,cz, EnM =
M, segue que:

(85 (h))(m) = ((hn)nGZ) (m) = (h"(€nmn)) ez
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= (é\nh(mn))nez = (h(gnmn))nez = h(m)

Portanto, § = 15, € o funtor identidade de A-mod.
Por outro lado, considerando M = (M",d};) e N = (N",d}y) dois objetos em
£ 4s-(A-mod), para facilitar a exposi¢do, denotamos &(M) por M. Assim:

FE(M) =F(M) = (M",dy;), _, -

Como &, = (dm, O)neZ cA para todo n € Z, da agao de A sobre M obtemos que:

M' =2 M =3, (@Mk> = M"

kez
e para cada @ = (an, b,),cy € Aem= (M), ez, € M, temos:

d% ((gn+1agn> ® /g\nm) = §n+1a§nm = (07 5nmbM)meZ ) (mn)nez
= (dyy " (Onm—1bm1 @ Mun—1)), = dity (b © M)

= d%, ((Bns15,) ® Eumn) .

Portanto, &(M) = (M",d%) = (M",d3;),cp, = M.
Finalmente, para qualquer morfismo & : M —s N em £}, (A-mod), temos:

(F6(h))"(m) = (§&(h))"(Enm) = £,5G(h)(m)

— 2.3 (@ hn> (m) =&, (hn(m))

nez

Assim, para todo n € Z e cada m € M", temos (§&(h))"(m) = h(m). Portanto,
concluimos que §&(h) = h, conforme desejado.

Entao, §& = 1g 1o (A-mod) Tepresenta o funtor identidade de £%, 1., (A-mod), o que
encerra a demonstragao. 0

3.4 Exemplos de A-médulos via complexos de cadeia
tensorizados por DA

Finalizaremos este capitulo com trés exemplos de algebras repetitivas. Apresenta-
remos a interpretagao em complexos de cocadeia tensorizados por DA, conforme de-
terminado pelo funtor § : A-mod — £% . _(A-mod), de cada modulo considerado
na Observagao 3.23, onde calculamos as representagoes (modulos) simples, projetivos
e injetivos sobre A utilizando o funtor G definido na Secao 2.2. Pelo Proposicao 3.31 é
suficiente calcular apenas para os modulos projetivos, pois sabemos que estes coincidem

com 0s injetivos.
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3.4.1 Exemplo A3

Considere a k-algebra A = kA3/(p) do Exemplo 2.15 item 1 com sua respectiva al-
gebra repetitiva A = kA /() (ver Exemplo 3.10 item 1) e os A-médulos que calculamos
na Observacao 3.23. Vamos agora representar cada M € A-mod na sua forma de coca-
deia (M™,d%,) nas tabelas a seguir, com os célculos detalhados abaixo de cada tabela,
onde sao calculados cada componente M" e seus diferenciais d}j;, para os respectivos
modulos.

Aplicando o funtor § no modulo P(1,), obteremos a seguinte sequéncia, represen-
tada na tabela abaixo, onde também estao definidos os diferenciais.

M=P(l,) € Amod | M"=2,P(1,) | FM)=(M"d})

<¢61 Y ¢o¢>

dz(ln) P(1pn)

F(P(1)) ¢ -+ et O s (1) 0.
dTILD(ln) : DA ®A <€1> — <¢e1a ¢a>
¢€1 ® eq — d?(ln)(¢e1 ® 61) = ¢61

(ba & ey — d?D(ln) (¢a & 61) = ¢a

Vamos agora calcular £, P(1,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:

~

gnp(]"fl) = g <61n7an+1p$1n+17p_1n+1>

~

< n€in, 5n05n+1pln+17 gnpln—l—l)

<(5nma O)n(ela O)na (5nm7 O)n( ) ¢61)n+17 (5nma 0)n(07 ¢o¢>n+1>
- <(5nm617 O>n>

{

Observe que, na terceira igualdade, aplicamos 1 da Proposi¢ao 3.8 e usamos as
identificagoes da Proposicao 3.25 e da Proposi¢ao 3.26. Faremos o mesmo para as
demais contas neste exemplo.

gnJrlP(l ) =g n+1 <€1n7an+1ﬁn+17p£1n+1>

~

En+1€1n, 5n+104n+1p1n+17 5n+1p1n+1>

e
=&
<( n+1m, >n+1(ela 0>n> <5n+1ma O>n+1( ) ¢e1)n+17 (6n+1m7 0)n+1 (07 ¢a)n+1>
<<O 5n+1m¢el)n+l> (0 5n+lm¢o¢)n+1>

<¢817 ¢O[>

Agora vamos calcular os diferenciais dﬁ(ln).

dp(1,)(de; @ €1) = dp(1,) (0o @ €1) =

= Ene,Ent1 @ Ener = EnPulni1 @ Enel

- (07 5mn¢em)n & (5mn€1m O)n = (07 5mn(/5an)n ® (6mn€1m O)n

= (0, OmnPer ) )n(Omn€in, 0)n ® 14 = (0, 0mnPan)n(Omn€in, 0)n @ 14
= (0, 0mn®es n1n—1)n ® 1a = (0, 0mnPantin-1)n ® 1a

= ¢61 = ¢a
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M = P(2,) € Amod | M" = 2,P(2,) |

S(P(2,)) : -+ -~y ) s (09, @)

mn n+1
dP(2n) P(2n)

o <¢62a ¢B>

0---

eo ® €2
P @ ey

dyllD(Qn)<¢62 ® 62> 1= (e,
dpy,)(Ps ®e2) =g

<¢627 ¢B>

gnP(QTL) = g <62n7 O‘nap$2n+17 5n+1p$2n+1>

En€an, €n05m Enp2n+17 5n6n+1p2n+1>

{

= <<5nma O)n(€2a O)m (6nm7 O)n(O‘ﬂ O)n, (5nm> ) ( ¢B)n+1: (5nm> O)n(0> ¢62)n+1>
((
{

5nm627 O)na <5nma7 0)n>

é\nJrlp(Q ) =G, n+1 <62n7 an7p2n+17 5n+1p2n+1>

En+1€21, Ent10, 5n+1p2n+17 5n+15n+1p2n+1>

Sl

(

( n+1m, )n+1(€27 0>n7 (5n+1m7 0)n+1(a7 0>n7

(O 5n+1m§bﬂ)n+1’ (0 5n+1m¢eg)n+1>

627¢ﬁ>

Agora vamos calcular os diferenciais d” Plia)-

P (Per ® €2) =

= EnQernt1 @ Eney

= (07 5mn¢egn)n & (5mn€2m O)n

= (0, 6mnes)n(0mn€2n; 0)n ® 14
- (07 5mn¢egn62n—2)n ® 14

= Qe,

P(an) (Pe; @ ) =

= EnPerbnt1 @ Epa

= (0, 5mn¢82n)n ® (OmnQin; 0)rn

= (0 5mn¢e2n) ( mno‘nao)n ® 14
(0 5mn¢egn04n 1) ®14

= (&
(
nt1ms 0)nt1(0, 98)nt15 (Ont1ms 0)n41(0, Pey)nt1)
= (
= (

dpa,)(0p @ €2) =

- é\ngbﬁé\n+1 X é\n€2

= (07 §mn¢ﬁn)n ® <5mne2m O)n

= (0, 6mn®s,,)n(0mn€2,,0)n @ 14
= (07 5mn¢5n€2n—1>n ® 14

= s

dpa,(Pp ® a) =

= EnPpEnt1 ® Ena

= (0, 5mn¢6n)n ® (Omnin, 0)n

= (0 5mn¢ﬁn) ( mnQn, O)H ®1a
(O Ormn®8,,0n—1)n @ 14



94

M = P(3,) € Amod | M" = E,P(3,) | F(M) = (M™, dy,)
F(P(3,)) -+ ~oos O s (05, ) b () P
d?z(:; . DA X4 <63) /8> — <¢€3>
¢€3 ® e3 — d%(gn)(qbeC; ® 63) = ¢63

EaP(3n) = Enlesn: Bns Pans15n)

= (Ene 3m€n@m5np2n+1ﬁn>

( nm; ) (6370)117 (5nm70)n(ﬁ>0)m (5nm70>(07¢e3>n+1>
= ((6nmes; 0)ns (OnmfB, 0)n)

Eni1P(30) = Eni1(esn, B Doyt n)
= <€n+1€3n7 En+10n, €n+1p2n+1ﬁn>
= ((Gn+1m, 0)n+1(€3, 0y (Ontims 0)n (B, 0)ns (Gnt1m, 0)(0, ey )nt1)
= ((0, 0t 1mPes )n+1)
(

Agora vamos calcular os diferenciais d’lé(g )-
n

dp(s,)(Pes @ €3) = dp3,)(Pes @ B)

= En0esEnt1 @ Enes = EnPesni1 @ EnS

= (07 6m7l¢83n)n X (6’n’bn€3na O)n = (07 6mn¢egn)n ® (577171/871’ O)n

= (0, OmnPes  )n (Omn€3p; 0)n @ 14 = (0, 6mn®esn)n(Gmnns 0)n @ 14
= (07 5mn¢63n63n71)n ® 14 (O 6mn¢egn5n 1) ® 14

= Pey

3.4.2 Exemplo Kronecker de duas flechas K,

Considere a k-élgebra A = kK, do Exemplo 2.10 item 2 com sua respectiva dlgebra
repetitiva A = kK, /() (ver Exemplo 3.10 item 2) e os A-modulos que calculamos
na Observacao 3.23. Vamos agora representar cada M € A-mod na sua forma de
cocadeia (M™,d},) nas tabelas tabelas a seguir, com os célculos detalhados abaixo de
cada uma, onde sao calculados M". Optamos por nao realizar os calculos explicitos das
diferenciais df; neste exemplo, ja que o procedimento é analogo ao descrito no exemplo
3.4.1.

Ao aplicar o funtor § no moédulo P(1,,), obtemos a sequéncia representada na tabela
a seguir, onde também sao especificados os diferenciais.
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M = P(1,) € Amod | M" =5,P(1,) | F(M) = (M™, dy,)
F(P(1,)) 1 -+ - ~oos 0 e (1) Tran (e, Das BB) Mj%o

drlé(ln) . DA XA <61> — <¢e17 Qsou ¢6>
b @er = dpg,)(P D) =0y
ba®er > dpg(Pa®e1) =g
Pps®er  — dp, (Ps®e1) =g

Vamos agora calcular &, P(1,,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:

o~ ~

gn+1P(1n) = Eny1 <€1m an-ﬁ-lp:ln—l—17p_1n+17p_2n+l>
= <gn+1€1n> é\n+1an+1ﬁn+1? gn+1p$ln+1a g’ﬂ+1p$2n+1>
= <(5n+1 ms O)n-i-l (617 O)na (5n+1 m» 0)n+1(07 ¢e1)n+17
(6n+1m7 0)n+1(07 ¢a)n+1, (5n+1m7 0)n+1(07 ¢B)n+1>
= <((5n+1 ms O)n-i-l (07 ¢61)n+1> (5n+1 ms 0)n+1(07 (ba)n-i-la (5n+lma O)n-i-l(oa Qbﬁ)n-i-l)
= <(07 Ont1m®Pey )nt1, (0, 5n+1m¢a)n+17 (07 5n+1m¢ﬂ)n+1>
= (er, Par P5)

Vamos agora aplicar o funtor § no modulo P(2,), e assim obteremos a seguinte
sequéncia, representada na tabela abaixo, onde também estao definidos os diferenciais.

M = P(2,) € A-mod | M" = £,P(2,) | F(M) = (M™,d7,)
FIP(2,)) ¢ -+~ O s (9, 1, B) 2y (5 220
d?’(%) : DA ®a <61> — <¢61a ¢a7 ¢ﬁ>
by @€ > dby (e, D) = e
Pey @ dpgy \(De; @ ) = ey
P O = dpy,(Pes @ B) = ey

E segue abaixo os calculos de ,P(2,), no qual justificando a tabela acima:

gnp<2n> = gn<€2m Qp, anplln-t,-loén>
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(En€on, EnCiny Enfn, 6np1n+1an>
<(5nm7 O)n(e27 O)na (5nm7 0)?%(“7 O)Ra (5nma O)n(ﬁa O)m (5nmv O)n(O, ¢eg)n+1>
= ((0nm> 0)n(e2,0)n, (6rm, 0)n(, 0)ny (O, 0)n (B, 0)n)
<(5nm€27 O)m (5nm04a O)nv (5nm/8a O)n>
=

Ent1P(2,) = Enq1(e2n, an, Bn7])£1n+1an>
= (g En+1€2,, Ent10n, Ent1n, €n+1p1n+1@n>

((Ont1ms 0)ny1(e2, 0)ns (Ot 1ms 0)ng1(cr, 0)n,
(6 +1m 0)n+1 (67 O)Tw (5n+1m7 0)n+1(07 ¢ez)n+1>
<( n+1m; )( ¢e2)n+1>
{
= (0.

(0 5n+1m¢62>n+1>
)

3.4.3 Exemplo de quiver com relagao de comutatividade

Considere a k-élgebra A = kQ/(p), do Exemplo 2.15, item 2 com sua respectiva
algebra repetitiva A = kQ /(p), e os A-médulos calculados na Observagao 3.23. Vamos
representar cada M &€ A-mod na sua forma de cocadeia (M™, d’,) nas tabelas a seguir,
com os calculos abaixo de cada tabela, onde sao calculados cada componente M".
Neste exemplo, deixaremos de lado os calculos explicitos das diferenciais df;, pois o
procedimento ¢é idéntico ao realizado no exemplo 3.4.1.

Ao aplicar o funtor § ao modulo P(1,), obtemos a sequéncia exibida na tabela a
seguir, que também inclui os diferenciais definidos.

M = P(1,) € Amod | M" = &,P(1,) | F(M) = (M",d,)
dr et
F(P(1,)) 1 -+ ot 0 s (1) s (fasy By Dy By )~ Do 0+ -
dpa,y: DA®aler) — (dap: Par Dy Pey)

Pap®er > dpy (Pap@e1) = Pap

pa®er > dpg (Pa®er) =

oy @er > dp (9, @e) =9,

¢61 ® e — d%(ln)(gbm ® 61) = ¢e1

Vamos agora calcular €, P(1,,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:

EnP(1) = Eulern: Pyt BusiPost: A1Pui1s i1 Bui P
= <é\n€1m é\n/ﬁm—h gnﬁn—i—l/ﬁn-ua gn/\m-l/ﬁn-s-la é\nO‘n—HBn—i-l/ﬁn-i-l>
= ((Onms 0)n(e1, 0)n, (Gm; 0)n (0, Pap)nt1; (Gnms 0)n (0, Pa)nt1,
(5nm: O)n(O, ¢7)n+1, (6nm7 O)n( 9 ¢el)n+1>



97

= ((0nme1,0)n)
= (e1)

Eur1 P(1) = 1 (€1ns Pus1: BusPui1s AntaPrgrs Gt B D)
= <€An+161m §n+1%n+17 5n+15n+1§n+17 gn+1)\n+1]:9n+1, é\n+1Oén+15n+11:9n+1>
= <<5n+1ma O>n+1(ela O)n, <5n+1ma O)n+1 (Ov ¢04[3)n+1> (5n+1ma O)n+1<07 ¢0¢)n+17
(5n+1ma O)n-i-l(oa ¢7)n+17 (5n+1mv O)n-i—l(Oa ¢61)n+1>
- <(0, 5n+1m¢aﬂ>n+la (0, 6n+1m¢a)n+lv (07 5n+1m¢w>n+lv (07 5n+1m¢e1)n+1>
= (Pass Pas Py, Per)

Vamos agora aplicar o funtor § no modulo P(2,), e assim obteremos a seguinte
sequéncia, representada na tabela abaixo, onde também estao definidos os diferenciais.

M = P(2,) € Amod | M" =E,P(2,) | F(M) = (M™,d7)
d;; 2n 71;+21n
F(P(20)) ¢ -+~ 0 s (3, 0) 0 (5, Gy )~ 0+
dho,y i DA®a(e2,0) — (03, Deg)
¢62 ® e — dT]lD(Qn)<¢eQ & 62> = ¢62
Op R e — d?z(gn)(qﬁﬁ ®ey) = ¢p

Vamos agora calcular &, P(2,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:

EnP(2) = Enlean, Oé’fh/ﬁn—&-lanv ﬁn+lﬁn+1an>
= (En€2p, Enlin, é\ngn-;-w‘m é\nﬁnJrl/I_;n-HO‘n>
= <(5nma O)n(e2a O)na (5nma O)ﬂ(aa O)nv (5nmv O)n(oa Qbﬁ)n—l-la (5nmv O)n(oa ¢62)n+1>
= ((Onme2, 0)n; (Onmat, 0)n, )
= <e27 a>

Enr1P(2) = &1 (e2m, an,b\nﬂan, /Bn+1ﬁn+1an>
= (En+1€20s Ent 10, é\n+1§5\n+104n> é\n+16n+1§n+lan>
= ((6n+1m> O)n+1(e2, 0)ny (Gptims 0)n (e, 0)n,
<6n+1m7 O)n+1 (O, ¢,6’)n+1> (5n+1ma O>n+1(o> ¢ez)n+1>
= ((0, 5n+1m¢ﬁ)n+1a (0, 6nt1mPey )nt1)
= (05, Pe2)

Vamos agora plicar o funtor § no modulo P(3,,), e assim obteremos a seguinte
sequéncia, representada na tabela abaixo, onde também estao definidos os diferenciais.

M = P(3,) € A-mod | M" = £,P(3,) | F(M) = (M™,d7,)
s, Plon
S(P(Bn)) : .HWM}OWV%<€377> S2 <¢)\>¢e3> Gr) 0---
d?(&z) : DA ®a <€37 P)/> — <¢/\a ¢e3>
(bes ® e3 — d%(?,n)((bes ® 63) = ¢63
Px ® €3 > dp (A ®e3) =Py
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Vamos agora calcular £, P(3,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:

é\nP(B) = é\n<€?n~m 'Yna/ﬁnJrl'Vna >‘n+1ﬁn+17n>
= (Ene3n, EnTn, gn/ﬁn-f-l')/m é\n>‘n—i-1%n-|—1’}/n>
= ((Onm: 0)n(e3,0)ns (s 0)n (7, 0)n,s
(5nm7 O)n(07 ¢>\)n+17 (5nma O)n(ov ¢eg>n+1>
= ((6nme3, 0)n, (OnmY, 0)n)
= (e3,7)

§n+1P(3) = Ept1 <63m Vna/ﬁn-s-l”Ym )\n+1/ﬁn+17n>
= <§n+1€3n, Ent1Vn, §n+1ﬁn+1%a é\n+1/\n+15n+17n>
= <<5n+1ma O>n+1(e3a 0>n7 <5n+1ma O>n+1(’77 O)”v
<5n+1ma O>n+1 (Ov ¢>\)n+1a (5n+1m7 0)n+1(0> ¢63)n+1>
= <<Oa 5n+1m¢/\)n+17 (07 5n+1m¢e3)n+1>
= (Px, Dey)

Vamos agora plicar o funtor § no modulo P(4,), e assim obteremos a seguinte
sequéncia, representada na tabela abaixo, onde também estao definidos os diferenciais.

M = P(4,) € A-mod | M" = 5,P(4,) | F(M) = (M™,dv,)
SP(4) ¢ -+~ 0 e {4, B A7 A) P2 () By
dTILD(ln) : DA ®A <64, B? )‘7 '7>\> — <¢64>
¢e4 & ey — dT}ZD(4n) <¢e4 & 64) = ¢e4

Vamos agora calcular &, P(4,), justificando a tabela acima, como segue abaixo:
EaP(4) = Eulan, Brs My Tadns D1 YnAn)
= (En€an; Enbns Endny EnTnAn, §n5n+17n/\n>
= <(5nmv 0)n(647 0)717 (5nm7 O)n(ﬁy 0)”7
(Grms 0)n (A, 0)ny (Gnms 0)i (YA, O)as (G 0)a (0, Pey )t
= ((0nmes, 0)n, (GnmB, 0)ns (GnmA, O)ny (Brim ¥ A, 0)n)
= (e4, B, A, 7A)

Ent1P(4) = Enq1(Can, By An, VnAna§n+17n)‘n>
= (Ent1€4n, Ent18n: Ens1dn, Ent1VnAn, gn+135\n+1%)\n>
= ((6n+1ms 0)n+1(€a5 0)ny (G115 0)ng1 (B, 0)ny (Ont 1y 0) 1 (A O)s
(Gn+1ms O)n+1 (YA, 0)s (On1ms 0)t1(0; Pey)nt1)
= <(Oa 5n+1m¢e4)n+1>
= (¢e.)
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