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Resumo

Nesta dissertação, investigamos a geometria do grupo de Heisenberg (H3) e apresentamos a
generalização da aplicação normal de Gauss de superfícies orientadas imersas em grupos de
Lie tridimensionais. Nosso objetivo é analisar as propriedades e implicações geométricas dessa
construção, com ênfase no caso particular em que o espaço ambiente é o grupo de Heisenberg.
Além disso, exploramos a aplicação de Gauss no contexto de imersões conformes em H3, utili-
zando ferramentas importantes da Análise Complexa para fundamentar esse estudo. Entre os
principais resultados apresentados neste trabalho, destacamos, na primeira parte, os obtidos por
Christiam Figueroa [9] que demonstrou que os planos verticais são as únicas superfícies cone-
xas em H3 com aplicação de Gauss constante e que não existem superfícies mínimas compactas
em H3. Na segunda parte, ao considerarmos imersões conformes em H3 obtivemos interpre-
tações geométricas interessantes da aplicação de Gauss. Os resultados teóricos que embasam
esta abordagem foram desenvolvidos a partir do artigo intitulado The Gauss map of minimal
surfaces in the Heisenberg Group, de autoria de Daniel Benôit [2].

Palavras-chave: Grupo de Heisenberg, Aplicação de Gauss, Imersões Conformes, Superfícies
Imersas.



Abstract

In this dissertation, we investigate the geometry of the Heisenberg group (H3) and present a
generalization of the normal Gauss map for oriented surfaces immersed in three-dimensional
Lie groups. Our goal is to analyze the geometric properties and implications of this construc-
tion, with emphasis on the particular case where the ambient space is the Heisenberg group.
Additionally, we explore the Gauus map in the context of conformal immersions in H3, using
key tools from Complex Analysis to support this study. Among the main results presented, we
highlight in the first part, those obtained by Christiam Figueroa [9], who demonstrated that
vertical planes are the only connected surfaces in H3 with constant Gauss map, and that there
are no compact minimal surfaces in H3. In the second part, by considering conformal immer-
sions in H3, we obtain interesting geometric interpretations of the Gauss map. The theoretical
foundation for this study is based on the article entitled The Gauss Map of Minimal Surfaces
in the Heisenberg Group, by Daniel Benôit [2].

Palavras-chave: Heisenberg’s group, Gauss application, Conformal Immersions, Immersed
Surfaces.
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Introdução

O estudo da aplicação normal de Gauss de superfícies orientadas em R3 constitui um tema
de grande relevância em Geometria Diferencial. A análise do comportamento geométrico da
superfície é feito a partir de entes geométricos importantes que surgem a partir da diferencial
dessa aplicação. Vale ressaltar que no caso de superfícies mínimas no espaço euclidiano, a
aplicação de Gauss apresenta interpretações geométricas interessantes e estabelece uma relação
direta com a teoria das funções holomorfas e harmônicas. Em particular, para superfícies míni-
mas em R3, a aplicação de Gauss pode ser utilizada na construção explícita da parametrização
da superfície por meio da representação de Weierstrass - Enneper.

Dada a importância desse estudo em ambientes euclidianos, é natural questionar a possibili-
dade e o significado de se generalizar tal conceito para superfícies orientadas imersas em grupos
de Lie. Essa generalização permite investigar como a geometria intrínseca e extrínseca da su-
perfície se manifesta em ambientes com curvatura e estrutura diferenciadas, como nos grupos
de Lie tridimensionais com métrica invariante à esquerda. Nessas configurações, a aplicação de
Gauss pode evidenciar novas relações geométricas e analíticas, ampliando a compreensão das
superfícies mínimas.

Para superfícies mínimas em R3 e de curvatura média constante (CMC) 1 no espaço hiper-
bólico H3 foi mostrado que a aplicação de Gauss é meromorfa [3]. Já para o caso de superfícies
CMC em R3 (respectivamente CMC spacelike no espaço Minkowski L3) foi provado que tal
aplicação é harmônica sobre a esfera S2 (respectivamente sobre o plano hiperbólico H2).

Em 2005, Ricardo Sá Earp e Eric Toubiana [15] apresentaram resultados relevantes sobre
imersões conformes nos espaços produto H2×R e S2×R. Parte das técnicas empregadas nesta
dissertação são inspiradas nas ideias desenvolvidas por esses autores, especialmente no que diz
respeito ao uso de métodos da Análise Complexa aplicados no estudo geométrico de superfícies
em ambientes com estrutura diferenciada.

Isabel Fernández e Pablo Mira [8], em 2007, deram importantes contribuições sobre o estudo
de aplicações harmônicas e superfícies de curvatura média constante no espaço produto H2×R.
Eles construíram no caso de superfícies CMC 1/2 uma certa aplicação sobre o plano hiperbólico
H2, chamada de aplicação de Gauss hiperbólica, provando a harmonicidade da mesma. Também
mostraram que toda aplicação harmônica (sob certas condições) pode ser a aplicação de Gauss
hiperbólica de uma imersão CMC 1/2.

Neste trabalho, temos como objetivo compreender a estrutura do grupo de Heisenberg (H3),
analisar como a aplicação de Gauss pode ser definida para superfícies orientadas imersas em
grupos de Lie tridimensionais munidos de uma métrica invariante à esquerda e investigar a
harmonicidade de tal aplicação. Com esse intuito, iniciamos a dissertação, no Capítulo 1, com
o estudo detalhado do espaço ambiente no qual as superfícies estarão imersas, abordamos a
estrutura diferenciável e a geometria de H3 enfatizando suas propriedades como grupo de Lie
tridimensional.
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No Capítulo 2, introduzimos o conceito da aplicação de Gauss em grupos de Lie. Em
particular apresentamos alguns resultados provados por Christiam Figueroa [9] que afirmam que
os planos verticiais são as únicas superfícies conexas em H3 com aplicação de Gauss constante
e que não existem superfícies mínimas compactas em H3.

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo de imersões conformes em H3 com base em ferramentas
da Análise Complexa. A partir de resultados obtidos por Daniel Benôit [2], investigamos a
relação entre superfícies mínimas e a harmonicidade da aplicação de Gauss.

Por fim, incluímos um Apêndice com definições e resultados auxiliares da teoria de Grupos
de Lie e Análise Complexa que sustentam o desenvolvimento teórico do trabalho.

O presente estudo contribui para uma melhor compreensão da geometria das superfícies mí-
nimas em espaços não euclidianos, abrindo caminho para investigações futuras nesta temática.
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Capítulo 1

O grupo de Heisenberg

Neste capítulo apresentamos a geometria do grupo de Heisenberg e sua estrutura como
grupo de Lie. Exibimos a métrica invariante à esquerda, a conexão, a curvatura, além de suas
isometrias. Para mais detalhes, veja [6] e [16]. No apêndice também são mostrados alguns
resultados relacionados a teoria de grupos de Lie.

1.1 Grupo de Heisenberg

Definição 1.1.1. (Grupo de Heisenberg) Seja GL(3,R) o grupo das matrizes de ordem 3 inver-
tíveis, munido com a operação de multiplicação de matrizes. O grupo de Heisenberg, denotado
por H3, é o subgrupo de GL(3,R), dado por

H3 =

{1 a c

0 1 b

0 0 1

 : a, b, c ∈ R

}
.

Observação 1. Note que GL(3,R) é um aberto de R9, já que que o conjunto dos pontos em que
o determinante é diferente de zero é um aberto em M(3,R) que pode ser identificado com R9

(det : M(3,R) −→ R é uma função contínua e R \ {0}) é um aberto em R). Assim, sendo um
subconjunto aberto de R9, GL(3,R) herda naturalmente a estrutura de variedade diferenciável
de R9. Além disso, GL(3,R) é um grupo em relação à multiplicação de matrizes e as operações
de grupo (multiplicação e inversão) são suaves, o que garante que GL(3,R) é um grupo de
Lie. O conjunto H3, por sua vez, é um subconjunto fechado de GL(3,R) e também é subgrupo
de GL(3,R). Portanto, por um resultado geral da teoria de grupos de Lie - que afirma que
subgrupos fechados de grupos de Lie são também grupos de Lie, conclui-se que H3 é um grupo
de Lie. Para mais detalhes veja [13].

Sendo o grupo de Heisenberg um grupo de Lie, temos que sua álgebra de Lie, h3, é formada
pelas matrizes do tipo

A =

0 x z

0 0 y

0 0 0

 , x, y, z ∈ R.

De fato, se α : I ⊂ R −→ H3 é uma curva diferenciável dada por

α(t) =

1 a(t) c(t)

0 1 b(t)

0 0 1

 ,
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em que a, b, c : I ⊂ R −→ R são funções diferenciáveis, então temos que o vetor tangente α′(t)

em t = 0 é

α′(0) =

0 a′(0) c′(0)

0 0 b′(0)

0 0 0

 .

Dessa forma, a álgebra de Lie h3 de H3 é formada por matrizes do tipo0 x z

0 0 y

0 0 0

 ,

onde x, y, z ∈ R.
Considere agora a aplicação exponencial

exp : h3 −→ H3

A 7−→ exp(A) =
∞∑
n=0

An

n!
.

Observe que para n ≥ 3, An = 0, o que o caracteriza H3 como um Grupo de Lie Nilpotente de step-2.
Desse modo,

exp(A) = I + A+
A2

2

=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

+

0 x z

0 0 y

0 0 0

+
1

2

0 0 xy

0 0 0

0 0 0



=

1 x z +
xy

2
0 1 y

0 0 1

 .

A aplicação exponencial é globalmente um difeomorfismo entre a álgebra de Lie h3 e o grupo
H3 e a aplicação exp−1 : H3 −→ h3 é dada por

exp−1

1 x z

0 1 y

0 0 1

 =

0 x z − xy

2
0 0 y

0 0 0

 ,

Usando a aplicação exponencial como uma parametrização global, com a identificação da
álgebra de Lie h3 com R3 dada por

(x, y, z) ↔

0 x z

0 0 y

0 0 0

 ,

obtemos a seguinte operação

p ∗ q = exp−1(exp(p) · exp(q)),
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onde p = (x1, y1, z1) e q = (x2, y2, z2) ∈ R3. Logo,

p ∗ q = exp−1 [exp(p) · exp(q)]

= exp−1


1 x1 z1 +

x1y1
2

0 1 y1
0 0 1

 ·

1 x2 z2 +
x2y2
2

0 1 y2
0 0 1




= exp−1


1 x1 + x2 z1 + z2 +

1

2

(
x2y2 + x1y1

)
+ x1y2

0 1 y1 + y2
0 0 1




=

0 x1 + x2 z1 + z2 +
1

2

(
x1y2 − x2y1

)
0 0 y1 + y2
0 0 0

 .

A aplicação exp : R3 −→ H3 define um isomorfismo entre grupos de Lie, o que permite
vermos H3 como R3, mas com uma estrutura de grupo não comutativa que é dada pela operação

(x1, y1, z1) ∗ (x2, y2, z2) =
(
x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +

x1y2 − x2y1
2

)
.

Assim, H3 pode ser definido como R3 munido com a operação de grupo dada acima.
A fim de encontrarmos uma métrica invariante à esquerda em H3, para cada p = (x, y, z) ∈

H3 definimos a translação à esquerda Lp : H3 −→ H3 por Lp(q) = p ∗ q para todo q ∈ H3. A
diferencial de Lp na identidade e = (0, 0, 0) é dada por

(dLp)e =

 1 0 0

0 1 0
−y

2

x

2
1

 .

Escolhendo uma parametrização global X : R3 −→ H3, uma base do espaço tangente TeH3

na identidade do grupo é dada por

e1 =

(
∂

∂x

)
e

, e2 =

(
∂

∂y

)
e

, e3 =

(
∂

∂z

)
e

.

Estendendo os vetores ei, i = 1, 2, 3, a campos invariantes à esquerda pela fórmula

Ei(p) = (dLp)eei, p ∈ H3, i = 1, 2, 3,

temos que 

E1 = (dLp)e

(
∂

∂x

)
e

=
∂

∂x
− y

2

∂

∂z

E2 = (dLp)e

(
∂

∂y

)
e

=
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

E3 = (dLp)e

(
∂

∂z

)
e

=
∂

∂z

⇒



∂

∂x
= E1 +

y

2
E3

∂

∂y
= E2 −

x

2
E3

∂

∂z
= E3

(1.1)
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Utilizando estes campos invariantes à esquerda, podemos calcular os seguintes colchetes

[E1, E2]f = E1E2f − E2E1f

= E1

(
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

)
f − E2

(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z

)
f

=

(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z

)(
∂f

∂y
+

x

2

∂f

∂z

)
−
(

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

)(
∂f

∂x
− y

2

∂f

∂z

)
=

(
∂2f

∂x∂y
− y

2

∂2f

∂z∂y
+

1

2

∂f

∂z
+

x

2

∂2f

∂x∂z
− xy

4

∂2f

∂z2

)
−
(

∂2f

∂x∂y
+

x

2

∂2f

∂z∂x
− 1

2

∂f

∂z
− y

2

∂2f

∂y∂z
− xy

4

∂2f

∂z2

)
=

∂f

∂z

= E3f,

[E1, E3]f = E1E3f − E3E1f

= E1

(
∂

∂z

)
f − E3

(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z

)
f

=

(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z

)(
∂f

∂z

)
−
(

∂

∂z

)(
∂f

∂x
− y

2

∂f

∂z

)
=

∂2f

∂x∂z
− y

2

∂2f

∂z2
−
(

∂2f

∂z∂x
− y

2

∂2f

∂z2

)
= 0,

[E2, E3]f = E2E3f − E3E2f

= E2

(
∂

∂z

)
f − E3

(
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

)
f

=

(
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

)(
∂f

∂z

)
−
(

∂

∂z

)(
∂f

∂y
+

x

2

∂f

∂z

)
=

∂2f

∂y∂z
+

x

2

∂2f

∂z2
−
(

∂2f

∂z∂y
+

x

2

∂2f

∂z2

)
= 0.

E, portanto,
[E1, E2] = E3 e [E1, E3] = [E2, E3] = 0 = [Ei, Ei], i = 1, 2, 3.

Como Lp é uma isometria ∀ p ∈ H3 e {e1, e2, e3} é uma base ortonormal para TeH3, temos
que {E1, E2, E3} é uma base de campos de vetores ortonormais invariantes à esquerda. Desta
forma, para cada p ∈ H3 a base {E1(p), E2(p), E3(p)} é denominada: "base canônica" de TpH3.
Sejam p = (x, y, z) ∈ H3 e u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ TpH3. Podemos determinar uma
métrica invariante à esquerda g em H3 fazendo

g(u, v) = ⟨dLp−1(u), dLp−1(v)⟩R3 ,

onde dLp−1 = (dLp)
−1.
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Assim, obtemos

g(u, v) = ⟨
(
u1, u2, u3 +

1

2
(yu1 − xu2)

)
,
(
v1, v2, v3 +

1

2

(
yv1 − xv2

))
⟩R3 ,

e com isso podemos concluir que

g = dx2 + dy2 +
(1
2
(ydx− xdy) + dz)2. (1.1)

Assim, H3 é uma variedade Riemanniana munida com a métrica definida em (1.1).
Em termos dos campos coordenados, a matriz que representa a métrica é dada por

G =


1 +

y2

4
−xy

4

y

2

−xy

4
1 +

x2

4
−x

2y

2
−x

2
1

 .

Para simplificar a notação denotaremos a seguir g(u, v) simplesmente por ⟨u, v⟩. Recordamos
que uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M) −→ X (M)

que se indica por (X, Y )
∇−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

onde X, Y, Z ∈ X (M), f, g ∈ D(M), sendo X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe
C∞ em M e D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Além disso, a conexão é dita simétrica se ∀ X, Y ∈ X (M) tivermos:

∇XY −∇YX = [X, Y ].

No caso em que M é uma variedade Riemanniana, a conexão é dita compatível com a
métrica se

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩.

Uma conexão simétrica e compatível com a métrica Riemanniana é chamada de conexão de
Levi-Civita. Vejamos a seguir o cálculo da conexão de Levi-Civita em H3 associada à métrica
(1.1).

A conexão Riemanniana de (H3, ⟨·, ·⟩) será denotada por ∇. Observe que se X, Y e Z

são campos invariantes à esquerda de H3 temos que ⟨X(p), Y (p)⟩ = ⟨dLpX(e), dLpY (e)⟩ =

⟨X(e), Y (e)⟩, ∀ p ∈ H3. Desta forma considerando os campos invariantes à esquerda E1, E2, E3

de H3 temos para i, j, k = 1, 2, 3

⟨∇Ej
Ei, Ek⟩ =

1

2
(⟨[Ei, Ek], Ej⟩ − ⟨[Ej, Ek], Ei⟩+ ⟨[Ei, Ej], Ek⟩).

Em particular:

17



∇E1E2 = aE1 + bE2 + cE3

com

a = ⟨∇E1E2, E1⟩ =
1

2

{
⟨[E2, E1], E1⟩ − ⟨[E1, E1], E2⟩+ ⟨[E2, E1], E1⟩

}
= 0

b = ⟨∇E1E2, E2⟩ =
1

2

{
⟨[E2, E2], E1⟩ − ⟨[E1, E2], E2⟩+ ⟨[E2, E1], E2⟩

}
= 0

c = ⟨∇E1E2, E3⟩ =
1

2

{
⟨[E2, E3], E3⟩ − ⟨[E1, E3], E2⟩ − ⟨[E2, E1], E3⟩

}
=

1

2
.

Portanto, ∇E1E2 =
1

2
E3. De modo geral ∇Ej

Ei =
∑3

k=1⟨Ek,∇Ej
Ei⟩Ek e fazendo uso disso,

obtemos:
∇E1E2 =

1

2
E3 = −∇E2E1

∇E1E3 = −1

2
E2 = ∇E3E1

∇E2E3 =
1

2
E1 = ∇E3E2

e ∇Ei
Ei = 0 para i = 1, 2, 3.

1.2 Curvatura de H3

Nesta seção relembramos alguns conceitos importantes de Geometria Riemanniana e apre-
sentamos a curvatura de H3.

Definição 1.2.1. A curvatura de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência que
associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M) → X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,Z ∈ X (M)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Em particular, no caso em que M = Rn, temos que

R(X, Y )Z = 0,∀ X, Y, Z ∈ X (M),

onde Z = (z1, z2, ..., zn) são as componentes do campo Z e de maneira análoga identificamos as
componentes de X e Y . Ou seja,

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z = 0.

É importante ressaltar que uma variedade Riemanniana M é localmente isométrica a Rn se,
e somente se, R = 0.

Geometricamente, pode-se dizer que a curvatura mede o quanto M deixa de ser euclidiana.

Considerando um sistema de coordenadas {xi} em torno de p ∈ M e usando que
[ ∂

∂xi

,
∂

∂xj

]
= 0,

obtemos
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R

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

=

(
∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xi

−∇ ∂
∂xi

∇ ∂
∂xj

)
∂

∂xk

,

o que mostra que a curvatura mede a não-comutatividade da derivada covariante.
Apresentaremos a seguir algumas propriedades relacionadas à curvatura.

Proposição 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes propri-
edades:
(i) R é bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ D(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X (M), o operador curvatura R(X, Y ) : X (M) → X (M) é linear,
isto é,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ X (M).

Demonstração. Observe que

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z (1.2)

R(X, Y )W = ∇Y∇XW −∇X∇YW +∇[X,Y ]W, (1.3)

somando (1.2) e (1.3), obtemos

∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z +∇Y∇XW −∇X∇YW +∇[X,Y ]W

= ∇Y (∇XZ +∇XW )−∇X(∇YZ +∇YW ) +∇[X,Y ](Z +W )

= ∇Y (∇X(Z +W ))−∇X(∇Y (Z +W )) +∇[X,Y ](Z +W )

= ∇Y∇X(Z +W )−∇X∇Y (Z +W ) +∇[X,Y ](Z +W )

=
[
∇Y∇X −∇X∇Y +∇[X,Y ]

]
(Z +W )

= R(X, Y )(Z +W ).

Por outro lado,

∇Y [∇X(fZ)] = ∇Y (f∇XZ + (Xf)Z)

= ∇Y (f∇XZ) +∇Y (Xf)Z

= f∇Y (∇XZ) + (Y f)∇YZ + (Xf)∇YZ + Y (Xf)Z,

∇X [∇Y (fZ)] = ∇X(f∇YZ + (Y f)Z)

= ∇X(f∇YZ) +∇X(Y f)Z

= f∇X(∇YZ) + (Xf)∇XZ + (Y f)∇XZ +X(Y f)Z,
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sendo assim

∇Y [∇X(fZ)]−∇X [∇Y (fZ)]

= f∇Y (∇XZ) + (Y f)∇YZ + (Xf)∇YZ + Y (Xf)Z −[
f∇X(∇YZ) + (Xf)∇XZ + (Y f)∇XZ +X(Y f)Z

]
= f(∇Y∇X −∇X∇Y )Z + ((Y X −XY )f)Z),

como queríamos.

Proposição 1.2.2. (Primeira identidade de Bianchi)

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

Demonstração. Temos que

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

R(Y, Z)X = ∇Z∇YX −∇Y∇ZX +∇[Y,Z]X

R(Z,X)Y = ∇X∇ZY −∇Z∇XY +∇[Z,X]Y.

Assim,
R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y ]Z+∇Z∇YX−∇Y∇ZX+∇[Y,Z]X+∇X∇ZY −∇Z∇XY +∇[Z,X]Y

= ∇Y (∇XZ −∇ZX) +∇Z(∇YX −∇XY ) +∇X(∇ZY −∇YZ) +∇[X,Y ]Z +∇[Y,Z]X +∇[Z,X]Y

= ∇Y [X,Z] +∇Z [Y,X] +∇X [Z, Y ]−∇[Y,X]Z −∇[Z,Y ]X −∇[X,Z]Y

= (∇Y [X,Z]−∇[X,Z]Y ) + (∇Z [Y,X]−∇[Y,X]Z) + (∇X [Z, Y ]−∇[Z,Y ]X)

= [Y, [X,Z]] + [Z, [Y,X]] + [X, [Z, Y ]] = 0,

pela identidade de Jacobi para campos de vetores. Portanto,

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

como queríamos mostrar.

Proposição 1.2.3. Sejam X, Y, Z, T ∈ X (M). Vale que
(a)(X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0

(b)(X, Y, Z, T ) = −(Y,X,Z, T )

(c)(X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z)

(d)(X, Y, Z, T ) = (Z, T,X, Y )

Demonstração. (a) Para este item utilizamos a identidade de Bianchi,

(X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = ⟨R(X, Y )Z, T ⟩+ ⟨R(Y, Z)X,T ⟩+ ⟨R(Z,X)Y, T ⟩
= ⟨R(X, Y )Z +R(Y, Z)X,T ⟩+ ⟨R(Z,X)Y, T ⟩
= ⟨R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y, T ⟩ = 0;

(b) Pela definição (1.2.1) temos que

(X, Y, Z, T ) = ⟨R(X, Y )Z, T ⟩
= ⟨∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, T ⟩
= −⟨∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, T ⟩
= −⟨R(Y,X)Z, T ⟩
= −(Y,X, T, Z);
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(c) Observe que mostrar que (X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z) é equivalente mostrar que (X, Y, Z, Z) =

0.

Observe que quando Z = T temos que

(X, Y, Z, Z) = −(X, Y, Z, Z). Segue que (X, Y, Z, Z) = 0.

Por outro lado, se (X, Y, Z, Z) = 0, vejamos a seguir que (X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z). Como

0 = (X, Y, T + Z, T + Z)

= ⟨R(X, Y )(T + Z), T + Z⟩
= ⟨R(X, Y )(T + Z), T ⟩+ ⟨R(X, Y )(T + Z), Z⟩
= ⟨R(X, Y )T, T ⟩+ ⟨R(X, Y )Z, T ⟩+ ⟨R(X, Y )T, Z⟩+ ⟨R(X, Y )Z,Z⟩
= (X, Y, T, T ) + (X, Y, Z, T ) + (X, Y, T, Z) + (X, Y, Z, Z)

= (X, Y, Z, T ) + (X, Y, T, Z).

Logo,

(X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z).

Vejamos agora que (X, Y, Z, Z) = 0 :

(X, Y, Z, Z) = ⟨∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,Z⟩.

Entretanto,
⟨∇Y∇XZ,Z⟩ = Y ⟨∇XZ,Z⟩ − ⟨∇XZ,∇YZ⟩,

e além disso,

⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩ =
1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩.

Desse modo,

(X, Y, Z, Z) = Y ⟨∇XZ,Z⟩ −X⟨∇YZ,Z⟩+
1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

=
1

2
Y (X⟨Z,Z⟩)− 1

2
X(Y ⟨Z,Z⟩) + 1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

= −1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩+ 1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

= 0.

(d) Utilizaremos (a), sendo assim

(X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0

(Y, Z, T,X) + (Z, T, Y,X) + (T, Y, Z,X) = 0

(Z, T,X, Y ) + (T,X,Z, Y ) + (X,Z, T, Y ) = 0

(T,X, Y, Z) + (X, Y, T, Z) + (Y, T,X, Z) = 0,

somando todas as equações acima, obtemos

2(Z,X, Y, T ) + 2(T, Y, Z,X) = 0,

21



logo,
(Z,X, Y, T ) = −(T, Y, Z,X)

(Z,X, Y, T ) = (Y, T, Z,X),

o que finaliza a prova.

Dado um espaço vetorial V , indicamos por | x ∧ y | a expressão√
| x |2| y |2 −⟨x, y⟩2

que representa a área de um paralelograma bi-dimensional gerado pelos vetores x, y ∈ V.

Seja M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e x, y ∈ TpM vetores linearmente independen-
tes. Definimos assim:

K(x, y) =
⟨R(x, y)x, y⟩
| x ∧ y |2

.

Definição 1.2.2. Dado um ponto p ∈ S e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpS o número real
K(x, y) = K(σ), onde {x, y} é uma base qualquer do σ, é chamada curvatura seccional de σ no
ponto p.

A seguir calculamos a curvatura do grupo de Heisenberg. Observe que

R(E1, E2)E1 = ∇E2∇E1E1 −∇E1∇E2E1 +∇[E1,E2]E1

=
1

2
∇E1E3 +∇E3E1

=
1

2

(
− 1

2
E2

)
− 1

2
E2

= −3

4
E2.

Logo,

R1211 = R1213 = 0, R1212 = −3

4
,

onde Rijkl = ⟨R(Ei, Ej)Ek, El⟩. Os cálculos posteriores seguem de forma análoga. Ou seja,

R1211 = R1213 = 0

R1212 = R2121 = −3

4

R2112 = R1221 =
3

4

R1313 = R3131 = R2323 = R3232 =
1

4

R1331 = R3113 = R2332 = R3223 = −1

4
.

E portanto, as curvaturas seccionais são:

K(E1, E2) =
R1212

| E1 ∧ E2 |2
= −3

4
,

K(E1, E3) =
R1313

| E1 ∧ E3 |2
=

1

4
,

K(E2, E3) =
R2323

| E2 ∧ E3 |3
=

1

4
,

o que significa que H3 não tem curvatura seccional constante.
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1.3 Isometrias

Vejamos a seguir resultados relacionados às isometrias em H3.

Lema 1.1. Se Ψ : H3 −→ H3 é uma isometria que preserva a origem, então Ψ é dada por uma
das representações abaixo:

1. Ψ(x, y, z) = (x cos θ − y senθ, x senθ + y cos θ, z)

2. Ψ(x, y, z) = (x cos θ + y senθ, x senθ − y cos θ,−z)

para algum θ ∈ [0, 2π).

Demonstração. Seja {E1, E2, E3} a base canônica de H3 e

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


a representação matricial de d(Ψ)e nesta base. Assim, para todo v = (v1, v2, v3) ∈ H3, temos
que

dΨe(v) = (a11v1 + a12v2 + a13v3, a21v1 + a22v2 + a23v3, a31v1 + a32v2 + a33v3).

E como dΨe é um automorfismo da álgebra h3 e [E1, E2] = E3 temos que

dΨe(E3) = dΨe([E1, E2])

= [dΨe(E1), dΨe(E2)].

Utilizando bilinearidade e os colchetes da álgebra de Lie de H3, temos:

[dΨe(E1), dΨe(E2)] = [a11E1 + a21E2 + a31E3, a12E1 + a22E2 + a32E3]

= a11a12[E1, E1] + a11a22[E1, E2] + a11a32[E1, E3] +

a21a12[E2, E1] + a21a22[E2, E2] + a21a32[E2, E3] +

a31a12[E3, E1] + a31a22[E3, E2] + a31a32[E3, E3]

= a11a22E3 − a21a12E3

= (a11a22 − a12a21)E3,

pois
[E1, E2] = E3, [E2, E1] = −E3.

Portanto:

a13 = a23 = 0, a33 = a11a22 − a21a12.

A matriz A = (aij) assume a forma:

A =

a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 a11a22 − a12a21

 .

Como Ψ é uma isometria que preserva a origem, então Ψ deve ser uma transformação ortogonal,
isto é, AAT = I, onde AT é a matriz que representa dΨ−1

e na base {E1, E2, E3}. Logo,
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AAT =

a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 a11a22 − a12a21

a11 a21 0

a12 a22 0

0 0 a11a22 − a12a21



=

 a211 + a212 a11a21 + a12a22 0

a11a21 + a12a22 a221 + a222 0

0 0 (a11a22 − a12a21)
2


=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Dessa forma, obtemos o seguinte sistema:
a211 + a212 = 1

a221 + a222 = 1

a11a21 + a12a22 = 0

a11a22 − a12a21 = ±1

(1.4)

Multiplicando a terceira equação do sistema (1.4) por a21 e a quarta equação por a22,
obtemos:

a11a
2
21 + a12a22a21 = 0

a11a
2
22 − a12a21a22 = ±a22.

Somando as equações acima,

a11a
2
21 + a11a

2
22 = ±a22,

ou ainda,

a11(a
2
21 + a222) = ±a22.

Logo, pela segunda equação do sistema (1.4), temos que:

a221 + a222 = 1.

Segue que

a11 = ±a22.

Subtraindo a primeira equação do sistema (1.4) com a segunda equação, temos:

a212 − a221 = 0,

e assim,

a212 = a221
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Agora vejamos os dois últimos casos das equações que restaram do sistema, para resolvê-las.
(i) a11a22 − a21a12 = 1

Já sabemos que a11 = a22. Se a11 ̸= 0, e usando que a11 = a22, a terceira equação será

a11a21 + a11a12 = 0, ou ainda, a11(a21 + a12) = 0. Logo, a21 = −a12 (ou seja, a221 = a212).

Se a11 = 0 e usando o fato que a221 = a212, então temos que

−a21a12 = 1. Logo, a21 = −a12.

Em qualquer caso, a matriz A será da forma:

A =

cos θ −senθ 0

senθ cos θ 0

0 0 1

 .

(ii) a11a22 − a21a12 = −1

De maneira análoga ao caso anterior, temos:

A =

cos θ senθ 0

senθ − cos θ 0

0 0 −1

 ,

o que conclui a prova.

Proposição 1.3.1. Seja Φ : H3 −→ H3 uma isometria tal que Φ(0) = p. Então Φ = Lp ◦Ψ é
uma isometria pelo lema acima.

Demonstração. Como Lp−1 e Φ são isometrias, a composição Lp−1 ◦Φ também o é. Além disso,

(Lp−1 ◦ Φ)(0) = Lp−1(Φ(0))

= Lp−1(p)

= 0.

Pelo lema anterior, Lp−1 ◦Φ = Ψ, onde Ψ é uma isometria tal que Ψ(0) = 0. Logo, Φ = Lp ◦Ψ,
como queríamos.
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Capítulo 2

Aplicação de Gauss de superfícies em H3

Dada S ⊂ R3 uma superfície regular orientada, a aplicação de Gauss é a aplicação dada por
N : S → S2 ⊂ R3 que associa a cada ponto de S o vetor normal unitário N(p). Considerando
R3 como um grupo de Lie comutativo, a aplicação de Gauss é exatamente a translação do vetor
normal unitário em qualquer ponto da superfície para a origem, o elemento identidade de R3.

Figura 2.1: Aplicação de Gauss em R3 retirada de [7].

Neste capítulo apresentamos o que vem a ser a aplicação de Gauss de superfícies orientadas
imersas em um grupo de Lie G, bem como resultados relacionados a tal aplicação. Alguns
resultados apresentados neste capítulo baseiam-se nos obtidos por Christiam Figueroa [9].

2.1 Aplicação de Gauss em H3

A seguir, definimos superfícies em H3 e apresentamos resultados importantes envolvendo a
aplicação de Gauss.

Definição 2.1.1. (Superfícies em H3) Seja S ⊂ H3. Dizemos que S é uma superfície se para
todo p ∈ S, existem abertos Ω ⊂ R2 e V ⊂ H3, com p ∈ V e uma aplicação φ : Ω −→ S ∩ V ,
tal que
(i) φ é um homeomorfismo;
(ii) φ é diferenciável;
(iii) dφq é injetora ∀ q ∈ Ω.

Definição 2.1.2. (Aplicação de Gauss) Seja S uma superfície orientável em um grupo de Lie
G de dimensão 3, munido com uma métrica invariante à esquerda. A aplicação

γ : S → S2 = {v ∈ g; |v| = 1},
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onde γ(p) = dL−1
p ◦ η(p), g é a álgebra de Lie de G e η o campo de vetores normal unitário de

S, é chamada a aplicação de Gauss de S.

Note que a imagem da diferencial da aplicação de Gauss, dγ(TpS), está contida no espaço
tangente à esfera S2 no ponto γ(p), ou seja:

dγ(TpS) ⊂ Tγ(p)S
2 = {γ(p)}⊥ = dL−1

p (TpS)

e portanto dLp ◦ dγ(TpS) ⊆ TpS.
Vejamos a seguir alguns resultados relacionados à superfícies em H3. Em particular consi-

deramos o caso de superfícies do grupo de Heisenberg, do tipo gráfico, isto é,

S = G(f) = {(x, y, f(x, y)) ∈ H3; (x, y) ∈ Ω},

onde f : Ω → R é uma função diferenciável.
Tomando como base a definição acima, considere a parametrização de S dada por

X(x, y) = (x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2. (2.1)

Uma base de TpS associada a tal parametrização é dada por

Xx = (1, 0, fx) = E1 + (
y

2
+ fx)E3 (2.2)

Xy = (0, 1, fy) = E2 + (fy −
x

2
)E3. (2.3)

Exibiremos a seguir os cálculos para encontrar o campo normal à S.

Considere η = aE1 + bE2 + cE3 o campo normal à S. Observe que

⟨η,Xx⟩ = a+ c(fx +
y

2
) = 0

⟨η,Xy⟩ = b+ c(fy −
x

2
) = 0.

Assim, 
a+ c

(
fx +

y

2

)
= 0 ⇒ a = −c(fx +

y

2
)

b+ c
(
fy −

x

2

)
= 0 ⇒ b = −c(fy −

x

2
).

Segue que η = c(−(fx +
y

2
)E1 − (fy −

x

2
)E2 +E3), c ∈ R∗. Em particular para c = 1, obtemos

η = −(fx +
y

2
)E1 − (fy −

x

2
)E2 + E3,

e consequentemente

W =|| η ||=
√(

fx +
y

2

)2
+
(
fy −

x

2

)2
+ 1.

Desse modo,

ξ(x, y) =
η(x, y)

|| η(x, y) ||
= −

(
fx +

y
2

W

)
E1 −

(
fy − x

2

W

)
E2 +

1

W
E3 (2.4)
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é o campo normal unitário a S. Além disso, os coeficientes da primeira forma fundamental de
S são:

E = ⟨Xx, Xx⟩ = ⟨E1 +
(
fx +

y

2

)
E3, E1 +

(
fx +

y

2

)
E3⟩ = 1 +

(
fx +

y

2

)2
F = ⟨Xx, Xy⟩ = ⟨E1 +

(
fx +

y

2

)
E3, E2 +

(
fy −

x

2

)
E3⟩ =

(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

)
G = ⟨Xy, Xy⟩ = ⟨E2 +

(
fy −

x

2

)
E3, E2 +

(
fy −

x

2

)
E3⟩ = 1 +

(
fy −

x

2

)2
.

Se ∇ é a conexão Riemanniana de (H3, ⟨·, ·⟩), pela fórmula de Weingarten para superfícies,
temos que

Aξv = −∇vξ, v ∈ TpS.

Com isso, os coeficientes da segunda forma fundamental são calculados por

l = ⟨−∇Xxξ,Xx⟩
m = ⟨−∇Xxξ,Xy⟩
n = ⟨−∇Xyξ,Xy⟩,

onde

∇Xxξ = ∇Xx

[
−
(
fx +

y
2

W

)
E1 −

(
fy − x

2

W

)
E2 +

(
1

W

)
E3

]

= −
(
fx +

y
2

W

)
x

E1 −
(
fx +

y
2

W

)
∇XxE1 −

(
fy − x

2

W

)
x

E2

−
(
fy − x

2

W

)
∇XxE2 +

(
1

W

)
x

E3 +
1

W
∇XxE3.

Usando agora a expressão de Xx dada em (2.2):

∇Xxξ = −
(
fx +

y
2

W

)
x

E1 −
(
fx +

y
2

W

)
∇XxE1

−
(
fy − x

2

W

)
x

E2 −
(
fy − x

2

W

)
∇XxE2 +

(
1

W

)
x

E3 +
1

W
∇XxE3

= −
(
fx +

y
2

W

)
x

E1 −
(
fx +

y
2

W

)
∇E1E1 −

(
fx +

y
2

)2
W

∇E3E1

−
(
fy − x

2

W

)
x

E2 −
(
fy − x

2

W

)
∇E1E2 −

(
fy − x

2

) (
fx +

y
2

)
W

∇E3E2

+

(
1

W

)
x

E3 +
1

W
∇E1E3 +

(
fx +

y
2

W

)
∇E3E3

= −

[(
fx +

y
2

W

)
x

+

((
fy − x

2

) (
fx +

y
2

)
2W

)]
E1

+

[(
fx +

y
2

)2 − 1

2W
−
(
fy − x

2

W

)
x

]
E2 +

[(
1

W

)
x

−
(
fy − x

2

2W

)]
E3.
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E de maneira análoga, obtemos

∇Xyξ =

[
1−

(
fy − x

2

)2
2W

−
(
fx +

y
2

W

)
y

]
E1 +

[(
fy − x

2

) (
fx +

y
2

)
2W

−
(
fy − x

2

W

)
y

]
E2

+

[
fx +

y
2

2W
+

(
1

W

)
y

]
E3.

Os coeficientes da 2ª Forma Fundamental são dados por

l = ⟨−∇Xxξ,Xx⟩ = ⟨∇XxXx, ξ⟩ =
fxx +

(
fy − x

2

)(
fx +

y
2

)
W

m = ⟨−∇Xxξ,Xy⟩ = ⟨∇XxXy, ξ⟩ =
fxy +

1
2

(
fy − x

2

)2 − 1
2

(
fx +

y
2

)2
W

n = ⟨−∇Xyξ,Xy⟩ = ⟨∇XyXy, ξ⟩ =
fyy −

(
fy − x

2

)(
fx +

y
2

)
W

.

Definição 2.1.3. (Superfície Vertical) Uma superfície S ⊂ H3 é dita uma superfície vertical
no ponto p ∈ S se ∂

∂z

∣∣
p
∈ TpS. Dizemos que S é vertical se ela é vertical em todos os seus

pontos.

Teorema 2.1.1. Seja S uma superfície orientável de um grupo de Lie 3-dimensional G. Então

dLp ◦ dγp(v) = −(Aη(v) + αη(v)), v ∈ TpS,

onde Aη é o operador de Weingarten, αη(v) = ∇vη e η é o campo de vetores invariantes à
esquerda tal que η(p) = η(p).

Demonstração. Seja S uma superfície, p um ponto de S e {e1, e2, e3} uma base ortonormal de
TpG tal que e3(p) = η(p). Considere E1, E2, E3 as translações à esquerda de e1, e2, e3, respecti-
vamente. Nesse caso, η = E3.

Dado q ∈ S, escrevemos

η(q) = α1E1(q) + α2E2(q) + α3E3(q) =
3∑

i=1

αiEi(q), (2.5)

onde αj(p) = 0 para j = 1, 2 e α3(p) = 1. Portanto,

γ(q) = dLq−1 ◦ η(q)
= dLq−1(α1E1(q) + α2E2(q) + α3E3(q))

= α1(q)E1(e) + α2(q)E2(e) + α3(q)E3(e)

=
3∑

i=1

αi(q)Ei(e).

Desse modo, para v ∈ TpS, temos

dγp(v) = v
( 3∑

i=1

αi(q)Ei(e)
)

= v
(
α1E1(e) + α2E2(e) + α3E3(e)

)
=

3∑
i=1

v(αi)Ei(e).
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Se compormos dLp com dγp em v, obtemos

dLp ◦ dγp(v) = dLp

( 3∑
i=1

v(αi)Ei(e)
)

=
3∑

i=1

v(αi)dLp(Ei(e))

=
3∑

i=1

v(αi)Ei(p).

Por outro lado, usando (2.5), obtemos

∇vη|p = ∇v

( 3∑
i=1

αiEi)
)
|p

= ∇v(α1E1 + α2E2 + α3E3)|p

=
3∑

i=1

v(αi)Ei(p) +
3∑

i=1

∇vEi|p

= dLp ◦ dγp(v) +∇vE3|p
= dLp ◦ dγp(v) + αn(v).

Portanto, −Aη(v) = dLp ◦ dγp(v) e o resultado segue.

Observação 2. Note que para o R3, os campos invariantes à esquerda são constantes. Ou seja,
αη(v) = ∇vη = 0 e, portanto, a equação do teorema acima é dada por dLp ◦ dγp(v) = −Aη(v),

onde dLp = Id. Assim, no caso Euclidiano a diferencial da aplicação de Gauss é exatamente a
2a forma fundamental para superfícies em R3.

Exemplo 2.1.1. Vejamos agora um caso particular do teorema 2.1.1 quando S = G(f) é o
gráfico de uma função f(x, y). Usando a parametrização de (2.1) e a base {Xx, Xy} de (2.2) e
(2.3), obtemos

dγp(Xx) =
3∑

i=1

∂ai
∂xi

Ei(e)

dγp(Xy) =
3∑

i=1

∂ai
∂yi

Ei(e),

onde ai são os componentes da normal η e p ∈ S = G(f). Logo,

dLp ◦ dγp(Xx) = dLp

(
3∑

i=1

∂ai
∂xi

Ei(e)

)

= dLp

(
∂a1
∂x1

E1(e) +
∂a2
∂x2

E2(e) +
∂a3
∂x3

E3(e)

)

=
∂a1
∂x1

E1(p) +
∂a2
∂x2

E2(p) +
∂a3
∂x3

E3(p)

=
3∑

i=1

∂ai
∂xi

Ei(p).
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De maneira análoga,

dLp ◦ dγp(Xy) =
3∑

i=1

∂ai
∂yi

Ei(p).

Por outro lado, temos que dLp ◦ dγp(TpS) ⊆ TpS e portanto

dLp ◦ dγp(Xx) = aXx + bXy,

dLp ◦ dγp(Xy) = cXx + dXy.

Usando (2.2) e (2.3) e comparando os dois sistemas acima, obtemos a seguinte matriz:

dLp ◦ dγp =



−

fx +
y

2
W


x

−

fx +
y

2
W


y

−

fy −
x

2
W


x

−

fy −
x

2
W


y


.

Note que o determinante da matriz é dado por

det(dLp ◦ dγp) =
fxxfyy − f 2

xy +
1
4

W 2
,

ao qual chamaremos de determinante da aplicação de Gauss e αn é dado pela seguinte
matriz:

αη̄(Xx) = ∇Xxη =
1

2W

[
−
(
fx +

y
2

) (
fy − x

2

)
1−

(
fy − x

2

)2(
fx +

y
2

)2 − 1
(
fx +

y
2

) (
fy − x

2

) ] .
Proposição 2.1.1. Seja S uma superfície orientável de um grupo de Lie G. Se p ∈ S é um
ponto tal que dγp ≡ 0 então dL−1

p (TpS) é uma subálgebra de Lie com codimensão 1.

Demonstração. Por hipótese, sabemos que p ∈ S é tal que dγp ≡ 0. Assim pelo teorema (2.1.1)

temos que αη = −Aη no ponto p e se Aη é um operador simétrico, αη também o é.
Considere {X1, X2} uma base ortonormal de TpS e considere Ei = dLp−1(Xi), i = 1, 2 e

E = γ(p). Sendo
αη = (⟨∇Ei

E,Ej⟩), i, j = 1, 2,

a matriz de αη, temos que

⟨∇Ei
E,Ej⟩ = ⟨∇Ej

E,Ei⟩, i, j = 1, 2, (2.6)

pois αη é um operador simétrico. Pela expressão

⟨Z,∇XY ⟩ = −1

2
(⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[X,Z], Y ⟩+ ⟨[Y,X], Z⟩),

temos que a derivada covariante é dada por

⟨Ej,∇Ei
E⟩ = −1

2
(⟨[E,Ei], Ej⟩+ ⟨[E,Ej], Ei⟩+ ⟨[Ei, Ej], E⟩), (2.7)

utilizando as equações (2.6) e (2.7), obtemos

⟨[Ei, Ej], E⟩ = 0, i, j = 1, 2,

ou seja, [Ei, Ej] ∈ dLp−1(TpS) = span{E1, E2}.
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Proposição 2.1.2. Seja S uma superfície em H3.
(a) Se S é um gráfico, então S não é vertical em nenhum de seus pontos.
(b) S é uma superfície vertical se, e somente se, a menos de isometria S é localmente da forma
(t, a(t), s), (t, s) ∈ Ω, onde Ω é um aberto conexo de R2.

Veja demonstração em [16].

Proposição 2.1.3. Seja S uma superfície em H3. Então para todo p ∈ S, temos que S é
vertical em p ou é, localmente em p, o gráfico de uma função diferenciável f .

Demonstração. Seja S uma superfície em H3 e p ∈ S. Se S for localmente um gráfico em p,
não há nada a fazer.
Suponha agora que S está parametrizada localmente por

X(t, s) = (f(t, s), t, s).

Temos que

Xt = (ft, 1, 0) = ftE1 + E2 +
(tft

2
− f

2

)
E3,

Xs = (fs, 0, 1) = fsE1 +
(
1 +

tfs
2

)
E3.

Considerando o ponto p da forma p = (f(t0, s0), t0, s0), temos que E3(p) ∈ TpS se, e somente
se, fs(t0, s0) = 0. Desta forma, se S não é vertical em p, então fs(t0, s0) ̸= 0.

Se definirmos F (t, x, s) = f(t, s) − x, temos que se x0 = f(t0, s0) =⇒ Fs(t0, x0, s0) =

fs(t0, s0) ̸= 0. Pelo teorema da função implícita, existe uma função diferenciável g definida
em B ⊆ R2 tal que F (t, x, g(x, t)) = 0 no aberto B. Assim, f(t, g(x, t)) = x ∀(x, t) ∈ B. Se
(x, t) ∈ B e s = g(x, t), temos que

(f(t, s), t, s) = (f(t, g(x, t)), t, s) = (x, t, g(x, t)).

Portanto, S é localmente o gráfico de f . Para as parametrizações X(t, s) = (t, f(t, s), s) e
X(t, s) = (t, s, f(t, s)) a ideia de prova é análoga, modificando apenas o ponto de S.

Teorema 2.1.2. O plano vertical é a única superfície conexa em H3 com a propriedade de que
sua aplicação de Gauss é constante.

Demonstração. Seja S uma superfície de H3 dada como o gráfico de uma função suave f(x, y),
ou seja, S é parametrizada por X(x, y) = (x, y, f(x, y). Uma base do espaço tangente de S é
dada por

Xx = E1 +
(
fx +

y

2

)
e Xy = E2 +

(
fy −

x

2

)
E3. (2.8)

Se existe p ∈ S tal que dγp ≡ 0, então dL−1
p (TpS) é uma subálgebra de h3, o que é uma

contradição, pois

[dL−1
p (Xx), dL

−1
p (Xy)] = dL−1

p [Xx, Xy]

= dL−1
p [E1 +

(
fx +

y

2

)
E3, E2 +

(
fy −

x

2

)
E3]

= dL−1
p [E3]

= e3.
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Isto nos diz que e3 ∈ dL−1
p (TpS). Logo, ∃ u ∈ TpS tal que dL−1

p (u) = e3. Mas se u = aXx+bXy,
então

dL−1
p (u) = dL−1

p (aXx + bXy)

= dL−1
p (aE1 + bE2 +

(
a
(
fx +

y

2

)
+ b
(
fy −

x

2

)
E3

)
= ae1 + be2 + e3

(
a
(
fx +

y

2

)
+ b
(
fy −

x

2

))
.

Assim a = b = 0, o que é uma contradição pois e3 ̸= 0. Assim, não existem gráficos em H3

de tal forma que a aplicação de Gauss seja constante.
Considere agora S sendo uma superfície vertical. Neste caso podemos considerá-la pela

proposição 2.1.2 como uma superfície parametrizada por

X(t, s) = (t, a(t), s), (t, s) ∈ U ⊂ R2,

e sejam

Xt = (1, a′(t), 0) = E1 + a′E2 +
(a− a′t)

2
E3 e Xs = (0, 0, 1) = E3,

a base associada a tal parametrização.
Temos que o campo normal unitário é dado por

η =
Xt ×Xs

||Xt ×Xs||
=

a′E1 − E2√
1 + a′2

=
a′√

1 + a′2
E1 −

1
√
1 + a′

2E2.

Observe que η é constante quando a′(t) também o é, ou seja, a(t) é uma função afim. Como
γ(p) = dL−1

p ◦ η(p) temos que γ é constante se, e somente se, η é constante. Neste caso, S é
um plano.

2.2 Superfícies Mínimas em H3

Definição 2.2.1. (Curvatura média) Definimos como curvatura média a expressão dada por

H =
1

2

lG− 2mF + nE

EG− F 2
,

onde E,F e G e l,m e n são coeficientes da Primeira e Segunda Forma Fundamental, respec-
tivamente.

Definição 2.2.2. (Superfície Mínima em H3) Uma superfície em H3 é chamada mínima se a
sua curvatura média é identicamente nula.

Note que se H = 0 e a superfície é dada como gráfico de uma função suave, então a equação
dos gráficos mínimos em H3 é dada por(

1 +
(
fy −

x

2

)2)
fxx − 2

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

)
fxy +

(
1 +

(
fx +

y

2

)2)
fyy = 0.

Exemplo 1.3.1 Os planos f(x, y) = ax+ by + c são exemplos de gráficos mínimos.
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Vejamos a seguir definições importantes que envolvem o princípio do máximo geométrico.
Para mais detalhes veja [17].

Considere a seguinte equação diferencial parcial

F [u] = F (x, y, u,Du,D2u) = 0,

com F : Γ = Ω×R×R2 × S(2,R) −→ R, onde S(2,R) é o espaço das matrizes reais de ordem
2 simétricas e Ω ⊂ R2. Os elementos de Γ são escritos como (x, y, z, p, r) onde p = (p1, p2) ∈ R2

e r = (rij)2×2 ∈ S(2,R). Nós assumimos que F é diferenciável com respeito aos r′ijs.

Definição 2.2.3. (Operador Elíptico) O operador definido na expressão acima é dito elíptico
em u ∈ C2(Ω) se ( ∂F

∂rij
(x, y, u,Du,D2u)

)
2×2

é uma matriz positiva definida.

Segue um resultado importante que envolve o Princípio do Máximo:

Considere uma equação diferencial elíptica da forma

F [u] = F (x, y, u,Du,D2u) = 0

com F : Γ = Ω × R × R2 × S(2,R) −→ R onde S(2,R) é o espaço simétrico de matrizes de
ordem 2 com entradas reais. Dado u0, u1 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), e suponha
(1) F ∈ C1(Γ);
(2) F é elíptico em todas as funções tu1 + (1− t)u0, 0 ≤ t ≤ 1;

(3)
∂F

∂u
≤ 0 em Ω.

Se u1 ≤ u0 sobre ∂(Ω) e F [u1] ≥ F [u0] em Ω, então ou u1 < u0 em Ω ou u0 ≡ u1 em Ω.

A seguir apresentamos algumas definições importantes.

Definição 2.2.4. (Ponto de tangência interior) Sejam as superfícies Si ⊂ H3, i = 1, 2 e p ∈
int(S1)∩ int(S2) tal que o plano tangente e o vetor normal unitário de S1 e S2 em p coincidem.
Nessas condições, o ponto p é denominado um ponto de tangência interior de S1 e S2.

Definição 2.2.5. (Ponto de tangência no bordo) Sejam as superfícies Si ⊂ H3, i = 1, 2, com
∂Si ̸= ∅ e p ∈ ∂S1 ∩ ∂S2 um ponto tal que o plano tangente, o vetor normal unitário de S1 e
S2, e os vetores normais interiores de ∂S1 e ∂S2 em p coincidem. Nessas condições, o ponto p

é denominado um ponto de tangência no bordo de S1 e S2.

Definição 2.2.6. (Comparação entre superfícies) Sendo p um ponto de tangência interior ou
no bordo de S1 = graf(u1) e S2 = graf(u2), então u1 e u2 podem ser definidas sobre um mesmo
plano tangente. Nesse caso, S1 está acima de S2 se u1 ≥ u2 e está abaixo de S2 se u1 ≤ u2.
Será denotado respectivamente por S1 ≥ S2 e S1 ≤ S2.

O resultado abaixo refere-se ao Princípio da Tangência Interior.
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Teorema 2.2.1. (Princípio da Tangência Interior) Sejam U ⊂ Rn aberto e conexo e z1, z2 :

U −→ R funções diferenciáveis, soluções de uma EDP elíptica ϕ = 0 em U . Se z1 ≤ z2 em U

e se existe P ∈ U tal que z1(P ) = z2(P ), então z1 = z2 em U .

O teorema a seguir é conhecido como o Princípio do Máximo Geométrico. Uma ideia da
prova no caso euclidiano pode ser encontrada em [17].

Teorema 1.3.1 Sejam as superfícies Si ⊂ H3, i = 1, 2, que satisfazem o princípio do má-
ximo. Suponha que p é um ponto de tangência interior ou no bordo de S1 e S2 e, em alguma
vizinhança de p, S1 ≥ S2, então S1 = S2.

Teorema 2.2.2. Não há nenhuma superfície mínima compacta (limitada e fechada) em H3.

Demonstração. Suponha que existe uma superfície S mínima e compacta (sem bordo) em
H3. Considere a aplicação π3 : S −→ R como a projeção na terceira coordenada, ou seja,
π3(x, y, z) = z ∀ (x, y, z) ∈ S. Temos que π3 é contínua e como S é compacta, atinge seu
máximo em S. Seja p ∈ S um ponto de máximo para π3 e P o plano dado como gráfico da
função g : R2 −→ R com g(x, y) = c, ∀ (x, y) ∈ R2. Sabemos que tal superfície é mínima , pois
sua curvatura média é identicamente nula (gxx = gyy = gxy = 0).

Além disso, afirmamos que S está abaixo de P . De fato, como S é compacta, temos que
S∩P é um fechado de P e consequentemente um fechado de H3. Mas p ∈ S∩P o que significa
que S ∩P ̸= ∅. Se existir outro ponto q ∈ S ∩P , então S não é vertical em q e pela proposição
(2.1.1) só pode então ser dada como gráfico de uma função diferenciável f : Ω −→ R.

Vamos definir F : Γ −→ R por

F [u] =
(
1 + (uy −

x

2

))
uxx − 2

(
uy −

x

2

)(
uy +

y

2

)
uxy +

(
1 +

(
ux +

y

2

)2)
uyy.

Observe que F ∈ C1(Γ) e Γ não depende de u. Sendo assim ∂F
∂u

= 0. Se considerarmos

u1 = ux +
y

2
e u2 = uy −

x

2
,

obtemos, (
∂F

∂rij

)
=

(
1 + u2

2 −u1u2

−u1u2 1 + u2
1

)
.

Sabendo que P e S são superfícies mínimas, então F [f ] = F [g] = 0. Por hipótese S está
abaixo de P e assim f ≤ g. Se f(q) = g(q), segue pelo princípio do máximo que S coincide
com P em Ω. Logo, existe uma vizinhança V do ponto q tal que V ⊂ S ∩P . Mas isto significa
que S ∩ P também é um aberto de P e como P é conexo, segue que P = S ∩ P . Entretanto
P não é limitado, o que gera uma contradição, pois S é compacta. Dessa forma, a prova está
completa e de fato mostramos que não existe superfície mínima compacta em H3.
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Capítulo 3

Aplicação de Gauss para imersões
conformes em H3

Neste capítulo, apresentamos a aplicação de Gauss para imersões conformes em H3, uti-
lizando técnicas e conceitos da Geometria Riemanniana e da Análise Complexa. Analisamos
também as condições necessárias para que essa aplicação seja harmônica. A seguir, estabelece-
mos a notação que será adotada ao longo do capítulo.

No capítulo 1 vimos que o grupo de Heisenberg pode ser munido com a métrica

dx2
1 + dx2

2 +

(
1

2
(x2dx1 − x1dx2) + dx3

)2

.

Ao longo do texto identificaremos R2 com C e chamaremos de referencial canônico em H3, o
referencial ortonormal de campos invariantes à esquerda {E1, E2, E3} dado por

E1 =
∂

∂x1

− x2

2

∂

∂x3

, E2 =
∂

∂x2

+
x1

2

∂

∂x3

, E3 =
∂

∂x3

.

Além disso, diremos que um vetor é vertical se ele for proporcional ao campo E3 e horizontal
se for ortogonal a E3. Uma superfície não é vertical em nenhum ponto se o campo E3 nunca
for tangente a ela. Identificaremos um vetor em x = (x1, x2, x3) com suas coordenadas no
referencial {E1, E2, E3}. Estas coordenadas serão denotadas entre colchetes. Desta forma,
temos que

a1
∂

∂x1

+ a2
∂

∂x2

+ a3
∂

∂x3

=


a1
a2

a3 +
1

2

(
x2a1 − x1a2

)
 .

Relembramos a seguir algumas definições importantes.

Definição 3.0.1. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável
ϕ : M −→ N é uma imersão se dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N é injetora ∀ p ∈ M .

Uma imersão ϕ : M −→ N é chamada conforme se para todo p ∈ M e quaisquer u, v ∈
TpM temos ⟨dϕp(u), dϕp(v)⟩N = λ2(p)⟨u, v⟩M , onde λ é uma função diferenciável em M que
nunca se anula. Além disso, ϕ é mínima se a curvatura média da superfície imersa for igual
a zero em cada ponto da superfície.
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3.1 A aplicação de Gauss e resultados relacionados

Considere Σ uma superfície de Riemann orientada e z = u + iv a coordenada conforme
em Σ. Seja X : Σ −→ H3 uma imersão conforme. Denotaremos por F = π ◦ X a projeção
horizontal de X e por h : Σ → R a terceira coordenada de X. Desta forma, escreveremos
X = (F, h). Vamos considerar ainda F com uma função complexa, ao identificar R2 com C. O
campo normal unitário a X é denotado por N : Σ → S2, onde S2 é a esfera unitária da álgebra
de Lie de H3.

Definição 3.1.1. A aplicação de Gauss de X é a aplicação g = φ ◦N : Σ −→ C̄ = C ∪ {∞},
onde φ é a projeção estereográfica com respeito ao polo sul dada por

φ(x1, x2, x3) =
x1 + ix2

1 + x3

.

Assim, g : Σ −→ C̄ está definida por N = φ−1 ◦ g, onde g = (Reg, Img) e a inversa de φ,
φ−1 é dada por

φ−1(z) =

(
2Re(z)

1 + |z|2
,
2Im(z)

1 + |z|2
,
1− |z|2

1 + |z|2

)
,

onde z ∈ C̄. Desta forma temos que

N =

(
2Reg

Re2g + Im2g + 1
,

2Img

Re2g + Im2g + 1
,
−(Re2g + Im2g) + 1

Re2g + Im2g + 1

)

=
1

|g|2 + 1

 2Reg

2Img

1− |g|2

 .

Definição 3.1.2. Defina η = 2⟨E3, Xz⟩. Chamamos o par (g, η) de dados de Weierstrass da
imersão X.

Denotando a imersão conforme como

X(u, v) = (F (u, v), h(u, v))

e escrevendo explicitamente F e F̄ como

F =ReF + iImF (3.1)

F̄ =ReF − iImF, (3.2)

segue das equações entre (3.1) e (3.2) que

ReF =
F + F̄

2
e ImF = i

(F̄ − F )

2
.

Desta forma, a imersão X pode ser representada como

X =

(
F + F̄

2
, i
F̄ − F

2
, h

)
.
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Observação 3. Se
{

∂

∂u
,
∂

∂v

}
formam uma base para o plano tangente TpΣ, então podemos

associar a estes campos

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i

∂

∂v

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
.

Para cada ponto p ∈ Σ, o conjunto
{

∂

∂z
,
∂

∂z̄

}
é uma base para o plano tangente complexificado

TC
p Σ.

Observação 4. Observe que

Xz =
1

2

 (F̄ + F )z
i(F̄ − F )z

η

 ,

sendo esta representação a escrita de Xz no referencial {E1, E2, E3}. Na definição 3.1.2 temos
que η = 2⟨E3, Xz⟩. Por outro lado,

η

2
= hz +

i

8

[
(F̄ + F )z(F̄ − F )− (F + F̄ )(F̄ − F )z

]
hz =

η

2
− i

8

[
F̄zF̄ − F̄zF + FzF̄ − FzF − (FF̄z − FFz + F̄ F̄z − F̄Fz)

]
=

η

2
− i

8

[
− 2FF̄z + 2F̄Fz

]
.

Logo,

hz =
η

2
− i

4

[
F̄Fz − FF̄z

]
. (3.3)

Além disso, temos que

Xz̄ =
1

2

 (F̄ + F )z̄
i(F̄ − F )z̄

η̄

 .

Observe que para que X seja conforme devemos ter que ⟨Xz, Xz⟩ = 0. Desse modo,

⟨Xz, Xz⟩ = ⟨1
2

(
(F + F̄ )zE1 + i(F̄ − F )zE2 + ηE3

)
,
1

2

(
(F + F̄ )zE1 + i(F̄ − F )zE2 + ηE3

)
⟩

=
1

4

(
(Fz + F̄z)

2 + i2(F̄z − Fz)
2 + η2

)
=

1

4

(
F 2
z + 2FzF̄z + F̄ 2

z − (F̄ 2
z − 2FzF̄z + F 2

z ) + η2
)

=
1

4

(
F 2
z + 2FzF̄z + F̄ 2

z − F̄ 2
z + 2FzF̄z − F 2

z + η2
)

=
1

4

(
4FzF̄z + η2

)
= FzF̄z +

η2

4
.
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E, portanto, a conformalidade de X é equivalente a

FzF̄z = −η2

4
. (3.4)

Note que

Xz ×Xz̄ =

(
iη̄

4
(F̄ − F )z −

iη

4
(F̄ − F )z̄

)
E1 +

(
− η̄

4
(F + F̄ )z +

η

4
(F̄ + F )z̄

)
E2

+

(
i

4
(F̄ + F )z(F̄ − F )z̄ −

i

4
(F + F̄ )z̄(F̄ − F )z

)
E3.

A componente de Xz ×Xz̄ na direção de E3 ainda pode ser escrita como

i

4
(F̄ + F )z(F̄ − F )z̄ −

i

4
(F + F̄ )z̄(F̄ − F )z =

i

4

[
(Fz + F̄z)(F̄z̄ − Fz̄)− (Fz̄ + F̄z̄)(F̄z − Fz)

]

=
i

4

[
FzF̄z̄ − F̄zFz̄ − Fz̄F̄z + F̄z̄Fz

]

=
i

4

[
2FzF̄z̄ − 2F̄zFz̄

]

=
i

2

[
FzF̄z̄ − F̄zFz̄

]

=
i

2

[
|Fz|2 − |Fz̄|2

]
.

Da mesma forma podemos reescrever as duas primeiras componentes de Xz × Xz̄ e com isso
obtemos que

Xz ×Xz̄ =
i

2

Re(ηFz̄ − η̄Fz)

Im(ηFz̄ − η̄Fz)

|Fz|2 − |Fz̄|2

 .

Note que,

Xz ×Xz̄ =

[
1

2

(
Xu − iXv

)]
×

[
1

2

(
Xu − iXv

)]
=

i

4
Xu ×Xv −

i

4
Xv ×Xu

=
i

4

[
2(Xu ×Xv)

]

=
i

2
Xu ×Xv, (3.5)

multiplicando (3.5) por (−2i) obtém-se

−2i(Xz ×Xz̄) = Xu ×Xv.
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Observe que

||Xu ×Xv|| = 2⟨Xz, Xz̄⟩

= 2⟨1
2
(F + F̄ )zE1 +

i

2
(F̄ − F )zE2 +

η

2
E3,

1

2
(F + F̄ )z̄E1 +

i

2
(F̄ − F )z̄E2 +

η̄

2
E3⟩

= 2⟨
(1
2
(Fz + F̄z)E1 +

i

2
(F̄z − Fz)E2 +

η

2
E3,

1

2
(Fz̄ + F̄z̄)E1 +

i

2
(F̄z̄ − Fz̄)E2 +

η̄

2
E3⟩

= |Fz|2 + |Fz̄|2 +
1

2
|η|2.

Assim quando g ̸= ∞, temos que ao analisar as duas primeiras componentes do vetor normal

2

1 + |g|2
(Reg + iImg) =

2g

1 + |g|2
.

Como

N =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
=

−2i(Xz ×Xz̄)

|Fz|2 + |Fz̄|2 + 1
2
|η|2

,

ao analisarmos as duas primeiras componentes do vetor Xz ×Xz̄ temos:

i

4

(
ηFz̄ − η̄Fz + η̄F̄z − ηF̄z̄

)
+

i

4

(
ηFz̄ − η̄Fz − η̄F̄z + ηF̄z̄

)
=

i

2
(ηFz̄ − η̄Fz) (3.6)

e desta forma obtemos que as duas primeiras coordenadas do vetor
Xz ×Xz̄

||Xz ×Xz̄||
pode ser repre-

sentada por

ηFz̄ − η̄Fz

|Fz|2 + |Fz̄|2 + 1
2
|η|2

.

Já a terceira coordenada é encontrada diretamente. E assim obtemos quando g ̸= ∞:

2g

1 + |g|2
=

ηFz̄ − η̄Fz

|Fz|2 + |Fz̄|2 + 1
2
|η|2

,
1− |g|2

1 + |g|2
=

|Fz|2 − |Fz̄|2

|Fz|2 + |Fz̄|2 + 1
2
|η|2

,

E portanto,

g = φ ◦N =
ηFz̄ − η̄Fz

2|Fz|2 + 1
2
|η|2

.

Usando (3.4), concluímos que quando g ̸= ∞,

ḡFz = −η

2
, Fz̄ =

gη̄

2
. (3.7)

Observação 5. Podemos concluir que pelas equações (3.7) as funções
η

ḡ
e gη̄ podem ser esten-

didas para os pontos, onde g = 0 ou ∞.
As equações (3.4) e (3.7) caracterizam (g, η) a menos de transformações (g, η) 7→ (−g,−η).
Note que F, g e η estão bem definidas independentes do modelo de H3, enquanto h depende

do modelo, já que da forma que h foi definida ela representa a coordenada vertical da imersão.
A função h satisfaz que

hz =
η

2
− i

4

[
F̄Fz − FF̄z

]
. (3.8)
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De fato, observe que

Xz =
1

2

(
(F̄ + F )zE1 + i(F̄ − F )zE2 + ηE3

)
.

Assim,

η

2
=

〈
Xz, E3

〉
= hz +

1

2

(
ImF

(F̄ + F )z
2

− iReF
(F̄ − F )z

2

)
,

e como
ImF =

i

2
(F̄ − F ) e ReF =

1

2
(F + F̄ ),

temos que

η

2
= hz +

1

4

[
i

2
(F̄ − F )(F + F̄ )z −

i

2
(F + F̄ )(F̄ − F )z

]
= hz +

i

8

[
(F̄Fz + F̄ F̄z − FFz − FF̄z + FFz − FF̄z − F̄ F̄z + F̄Fz

]
= hz +

i

8

[
2F̄Fz − 2FF̄z

]
= hz +

i

4

[
F̄Fz − FF̄z

]
.

E portanto,

hz =
η

2
− i

4

[
F̄Fz − FF̄z

]
.

Vejamos a seguir que Fz̄z = Fzz̄. Como Fz = ReFz + iImFz, temos que

Fzz̄ =
1

2

(
∂Fz

∂u
+ i

∂Fz

∂v

)

=
1

2

(
∂ReFz

∂u
+ i

∂ImFz

∂u
+ i

∂ReFz

∂v
− ∂ImFz

∂v

)

=
1

2

[
∂ReFz

∂u
− ∂ImFz

∂v
+ i

(
∂ImFz

∂u
+

∂ReFz

∂v

)]

=
1

4

[
∂2ReF

∂u∂u
− ∂2ImF

∂v∂u
+

∂2ImF

∂u∂v
+

∂2ReF

∂v∂v
+ i

(
∂Im2F

∂u∂u
+

∂2ReF

∂v∂u
− ∂2ReF

∂u∂v
+

∂2ImF

∂v∂v

)]

=
1

4

[
∂2ReF

∂u∂u
+

∂2ReF

∂v∂v
+ i

(
∂Im2F

∂u∂u
+

∂2ImF

∂v∂v

)]
.
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Por outro lado,

Fz̄z =
1

2

[
∂ReFz̄

∂u
+

∂ImFz̄

∂v
+ i
(∂ImFz̄

∂u
− ∂ReFz̄

∂v

)]

=
1

4

[
∂2ReF

∂u∂u
+

∂2ImF

∂v∂u
− ∂2ImF

∂u∂v
− ∂2ReF

∂v∂v
+ i

(
∂Im2F

∂u∂u
− ∂2ReF

∂v∂u
+

∂2ReF

∂u∂v
− ∂2ImF

∂v∂v

)]

=
1

4

[
∂2ReF

∂u∂u
+

∂2ReF

∂v∂v
+ i

(
∂Im2F

∂u∂u
+

∂2ImF

∂v∂v

)]
.

E, portanto, Fz̄z = Fzz̄, como queríamos.

Proposição 3.1.1. Seja X : Σ −→ H3 uma imersão conforme. Então sua aplicação de Gauss
g não pode ser identicamente nula ou ∞ em um conjunto aberto.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que g ≡ 0 em um conjunto aberto U . Pela equação
(3.7), se g = 0, então η̄ = Fz̄ = 0 em um aberto U . Logo, concluímos que Fzz̄ = Fz̄z = 0 em U .
Mas pela equação (3.8),

hz =
η

2
− i

4

[
F̄Fz − FF̄z

]
,

e como η̄ = 0, segue que η = 0. Logo,

hz = − i

4

(
F̄Fz − FF̄z

)
.

Utilizando o fato que F̄z = Fz̄, obtemos

hz = − i

4

(
F̄Fz − FFz̄

)
,

e Fz̄ = 0, então

hz = − i

4
F̄Fz.

Derivando hz com respeito a z̄,

hzz̄ = − i

4

[
F̄z̄Fz − F̄Fzz̄

]

= − i

4
F̄z̄Fz

= − i

4
FzFz

= − i

4
|Fz|2.

Como hzz̄ ∈ R, segue que hzz̄ = 0. Assim Fz = 0 em U e, portanto, Xz × Xz̄ ≡ 0, o que é
impossível, já que X é uma imersão. Usando a mesma ideia, concluímos que g não pode ser
identicamente ∞ em um conjunto aberto.
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A equação do seguinte teorema será utilizada para a demonstração do corolário 1 e do lema
3.1, sendo feita a demonstração deste teorema posteriormente.

Teorema 3.1.1. Seja X : Σ −→ H3 uma imersão mínima conforme. Então a aplicação de
Gauss g : Σ −→ C̄ satisfaz

(1− |g|2)gzz̄ + 2ḡgzgz̄ = 0. (3.9)

Esta igualdade se mantém quando g ̸= ∞. Na vizinhança de um ponto, onde g = ∞, a aplicação

g precisa ser substituída por
1

g
.

Corolário 1. Seja X : Σ −→ H3 uma imersão mínima conforme que não é vertical em nenhum
ponto e suponha que o normal aponta para cima. Então sua aplicação de Gauss g toma valores
no disco hiperbólico H2 = D = {w ∈ C; |w| < 1} e é harmônica (na métrica hiperbólica).

Demonstração. A terceira componente de N é
1− |g|2

1 + |g|2
. Assim N satisfaz a condição do enun-

ciado se, e somente se, |g| < 1, isto é, g ∈ H2.
Além disso, usando a equação (3.9) obtemos que

gzz̄ +
2ḡ

1− |g|2
gzgz̄ = 0,

o que significa que g é harmônica.
Isto ocorre, pois no caso particular de considerarmos a aplicação g : Σ → H2 = D, onde

D = {w ∈ C; |w| < 1} está munido com a métrica
4|dw|2

(1− |w|2)2
, obtemos que g é harmônica

quando:

gzz̄ +
2

λ(g(z))
λw(g(z))gzgz̄ = 0,

em que λ(g(z)) =
2

1− |g(z)|2
e fazendo g(z) = w, obtemos que a equação harmônica é dada

por:

gzz̄ +
2ḡ

1− |g|2
gzgz̄ = 0.

Para detalhes a respeito da equação harmônica, veja o apêndice para o caso geral.

Lema 3.1. A imersão conforme X é mínima se, e somente se,Fzz̄ =
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g,

ηz̄ + η̄z = 0.
(3.10)

A primeira equação em (3.10) é válida quando g ̸= 0,∞. Quando g = 0,∞, significa que
Fzz̄ = 0 (veja também a observação 4).

Demonstração. A imersão conforme X é mínima se, e somente se,

∇XuXu +∇XvXv = 0.
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Observe que

Xz =
1

2
(Xu − iXv) e Xz̄ =

1

2
(Xu + iXv),

em que Xz e Xz̄ são como na observação (3) e a componente de Xz + Xz̄ na direção de E3 é

dada por
η + η̄

2
.

Observe ainda que,

Xu = (ReF )u
∂

∂x1

+ (ImF )u
∂

∂x2

+ hu
∂

∂x3

= (ReF )u

(
E1 +

ImF

2
E3

)
+ (ImF )u

(
E2 −

ReF

2
E3

)
+ huE3

= (ReF )uE1 + (ImF )uE2 +
((ReF )u

2
ImF − (ImF )u

2
ReF + hu

)
E3.

Por outro lado, também podemos escrever

Xu = (ReF )uE1 + (ImF )uE2 +
(η + η̄)

2
E3.

Desse modo,

∇XuXu = ∇Xu(ReF )uE1 + (ImF )uE2 +
(η + η̄)

2
E3

= ∇Xu(ReF )uE1 +∇Xu(ImF )uE2 +∇Xu

(η + η̄)

2
E3

= (ReF )uuE1 + (ReF )u∇XuE1 + (ImF )uuE2 + (ImF )u∇XuE2

+
(η + η̄)u

2
E3 +

(η + η̄)

2
∇XuE3

= (ReF )uuE1 + (ReF )u

[
− (ImF )u

E3

2
− (η + η̄)

2

E2

2

]
+ (ImF )uuE2 + (ImF )u

[
(ReF )u

E3

2
+

(η + η̄)

2

E1

2

]
+

(η + η̄)u
2

E3 +
(η + η̄)

2

[
− (ReF )u

E2

2
+ (ImF )u

E1

2

]
=

(
(ReF )uu + (ImF )u

(η + η̄)

2

)
E1 +

(
(ImF )uu − (ReF )u

(η + η̄)

2

)
E2 +

(
(η + η̄)u

2

)
E3,

ou ainda,

∇XuXu =

(
(F + F̄ )uu

2
+

i(F̄ − F )u
2

(η + η̄)

2

)
E1 +

(
i(F̄ − F )uu

2
− (F + F̄ )u

2

(η + η̄)

2

)
E2

+

(
(η + η̄)u

2

)
E3.
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E, portanto,

∇XuXu =
1

4


2(F + F̄ )uu + i(F̄ − F )u(η + η̄)

2i(F̄ − F )uu − (F + F̄ )u(η + η̄)

2(η + η̄)u

 .

De maneira análoga,

Xv = (ReF )vE1 + (ImF )vE2 + i
(η − η̄)

2
E3.

Desse modo,

∇XvXv = ∇Xv

[
(ReF )vE1 + (ImF )vE2 + i

(η − η̄)

2
E3

]
= ∇Xv(ReF )vE1 +∇Xv(ImF )vE2 +∇Xv i

(η − η̄)

2
E3

= (ReF )vvE1 + (ReF )v∇XvE1 + (ImF )vvE2 + (ImF )v∇XvE2

+ i
(η − η̄)v

2
E3 + i

(η − η̄)

2
∇XvE3

= (ReF )vvE1 + (ReF )v

[
− (ImF )v

E3

2
− (η − η̄)

4
E2

]
+ (ImF )vvE2 + (ImF )v

[
(ReF )v

E3

2
+ i

(η − η̄)

2

E1

2

]
+ i

(η − η̄)v
2

E3 + i
(η − η̄)

2

[
− (ReF )v

E2

2
+ (ImF )v

E1

2

]
=

(
(ReF )vv + i(ImF )v

(η − η̄)

2

)
E1 +

(
(ImF )vv − i(ReF )v

(η − η̄)

2

)
E2 + i

(η − η̄)v
2

E3.

Substituindo,

∇XvXv =
((F + F̄ )vv

2
+ i2

(F̄ − F )

2

(η − η̄)

2

)
E1 +

(i(F̄ − F )vv
2

− i
(F + F̄ )v

2

(η − η̄)

2

)
E2

+i
(η − η̄)v

2
E3.

Logo,

∇XvXv =
1

4


2(F + F̄ )vv − (F̄ − F )v(η − η̄)

2i(F̄ − F )vv − i(F + F̄ )v(η − η̄)

2i(η − η̄)v

 .
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A parte vertical de ∇XuXu +∇XvXv é dada pela soma das últimas coordenadas. Logo,

1

2
(η + η̄)u +

i

2
(η − η̄)v =

1

2
(ηu + η̄u) +

i

2
(ηv − η̄v)

=
1

2
(ηu + iηv) +

1

2
(η̄u − iη̄v)

= ηz̄ + η̄z.

E, portanto, a parte vertical de ∇XuXu +∇XvXv será igual a zero se, e somente se,

ηz̄ + η̄z = 0.

Já para a parte horizontal de ∇XuXu+∇XvXv somamos as duas primeiras coordenadas de cada
conexão e fazendo um cálculo análogo encontramos que a condição para que a parte horizontal
de ∇XuXu +∇XvXv seja igual a zero:

Fzz̄ =
i

4
(η̄Fz + ηFz̄).

Quando g ̸= 0,∞, concluímos usando (3.7). Quando g = 0,∞, temos que η = 0, e portanto,
Fzz̄ = 0, o que conclui a prova.

Demonstração. (Teorema 3.1.1).
Considere um domínio no qual g ̸= 0, isto é, sobre o qual Fz ̸= 0 e substitua Fz e Fz̄ usando

a equação (3.7). Ainda utilizando a equação (3.7) temos que

g =
2Fz̄

η̄
e ḡ = − η

2Fz

, (3.11)

ou ainda,

g = (ḡ) = − η̄

2F̄z̄

.

Assim,

g2 =
2Fz̄

η̄

(
− η̄

2F̄z̄

)

= −Fz̄

F̄z̄

. (3.12)

Derivando agora a equação (3.12) com respeito a z obtemos que

2ggz = −Fz̄zF̄z̄ + Fz̄F̄z̄z

(F̄z̄)2

= −Fz̄z

F̄z̄

+
Fz̄F̄z̄z

(F̄z̄)2
.

Por (3.10),

2ggz = − i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g

(
1

F̄z̄

)
−

(
gη̄

2

)
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
ḡ

(
1

(F̄z̄)2

)
. (3.13)
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Note que

1

(F̄z̄)2
=

1(
− η̄

2g

)2
=

4g2

η̄2
.

Retornando a (3.13),

2ggz = − i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g

(
− 2g

η̄

)
−

(
gη̄

2

)
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
ḡ

(
− 2g

η̄

)2

=
i

4
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g2

η̄
− igη̄

16
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
ḡ

(
4g2

η̄2

)
.

Assim,

2gz =
i

4
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g

η̄
− i

4

|η|2

η̄
(|g|2 − 1)g

=
i

4

|η|2g
η̄

(|g|2 − 1)

(
1

|g|2
− 1

)

=
i

4

|η|2g
η̄

(|g|2 − 1)

(
1− |g|2

|g|2

)

=
i

4

|η|2g
η̄

(−1 + |g|2)

(
−(−1 + |g|2)

|g|2

)

= − i

4

ηη̄g

η̄
(−1 + |g|2)

(
−1 + |g|2

|g|2

)

= − i

4
ηg

(1− |g|2)2

gḡ

= − i

4
η
(1− |g|2)2

ḡ
,

ou ainda

gz =
i

4

(
− η

2ḡ

)
(1− |g|2)2

Logo,

gz =
i

4
Fz(1− |g|2)2. (3.14)

Por continuidade esta equação também ocorre quando g = 0.
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Agora, derivando (3.14) com respeito a z̄,

gzz̄ =
i

4

[
Fzz̄(1− |g|2)2 + 2Fz(1− |g|2)(1− |g|2)z̄

]

=
i

4

[
Fzz̄(1− |g|2)2 + 2Fz(1− |g|2)(−gz̄ḡ − gḡz̄)

]
.

Utilizando a expressão de Fzz̄ dada em (3.10)

gzz̄ =
i

4

[
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)2 − 2Fz(1− |g|2)(gz̄ḡ + gḡz̄)

]
(3.15)

Multiplicando ambos os lados de (3.15) por (1− |g|2)

(1− |g|2)gzz̄ =
i

4

[
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)3 − 2Fz(1− |g|2)2(gz̄ḡ + gḡz̄)

]

= − 1

32
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)3 − i

2
Fz(1− |g|2)2(gz̄ḡ + gḡz̄)

Substituindo (3.14)

(1− |g|2)gzz̄ = − 1

32
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)3 − 2gzgz̄ḡ − 2gzgḡz̄

= −|η|2

32

(|g|2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)3 − 2gzgz̄ḡ − 2gzgḡz̄.

Assim,

(1− |g|2)gzz̄ + 2gzgz̄ḡ = −|η|2

32

(|g|2 − 1)

|g|2
g(1− |g|2)3 − 2gzgḡz̄

=
|η|2

32

(1− |g|2)4

|g|2
g − 2gzgḡz̄

=
|η|2

32

(1− |g|2)4

|g|2
g − 2|gz|2g.

Substituindo |gz|2 e |Fz|2,

(1− |g|2)gzz̄ + 2gzgz̄ḡ =
|η|2

32

(1− |g|2)4

|g|2
g − 2

|Fz|2(1− |g|2)4

16
g

=
|η|2

32

(1− |g|2)4

|g|2
g − |Fz|2(1− |g|2)4

8
g

=
|η|2

32

(1− |g|2)4

|g|2
g − |η|2

32|g|2
(1− |g|2)4g.

E, portanto,

(1− |g|2)gzz̄ + 2gzgz̄ḡ = 0,

como queríamos. Usando a mesma ideia na vizinhança de um ponto onde g = ∞, é possível

mostrar que
1

g
satisfaz a equação (3.9).
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Observação 6. Se |g| ≡ 1 em um aberto, então por (3.9) temos que g é constante, já que
ḡ ̸= 0. E com isso obtemos usando (3.7) que ḡF + gF̄ é constante.

De fato, derivando ḡF + gF̄ com respeito a z̄ e usando a equação (3.7) temos que

(ḡF + gF̄ )z̄ = ḡz̄F + ḡFz̄ + gz̄F̄ + gF̄z̄

= ḡFz̄ + gF̄z̄

= ḡg
η̄

2
+ gF̄z̄

= |g|2 η̄
2
+ gF̄z̄

=
η̄

2
− η̄

2
= 0.

Além disso,

(ḡF + gF̄ )z = ḡzF + ḡFz + gzF̄ + gF̄z

= ḡFz + gF̄z

= −η

2
+ |g|2η

2

= −η

2
+

η

2
= 0.

Sendo |g| ≡ 1, então a terceira coordenada de N será igual a zero e temos então que X(Σ)

é um plano vertical, isto é, uma superfície com equação

ax1 + bx2 = c,

onde (a, b) ̸= (0, 0) e c ∈ R. Além de ser uma superfície plana, também é mínima, pois sua
curvatura média é igual a zero, como visto no lema 3.1, pois ∇XuXu +∇XvXv = 0.

Proposição 3.1.2. Seja X : Σ −→ H3 uma imersão mínima conforme tal que X(Σ) não é um
plano vertical. Seja (g, η) os seus dados de Weierstrass. Então

η = 8i
ḡgz

(1− |g|2)2
(3.16)

e a métrica induzida em Σ por X é

ds2 = 16
(1 + |g|2)2

(1− |g|2)4
|gz|2|dz|2. (3.17)

Essas expressões ocorrem em pontos onde |g| ≠ 1,∞, e se estendem suavemente em pontos
onde |g| = 1,∞. Em particular, se |g| < 1, então g não é antiholomorfa em nenhum ponto (ou
seja, gz nunca se anula).

Demonstração. Observe inicialmente que a equação (3.16) vem de (3.7) e (3.14) pois:

gz =
i

4
Fz(1− |g|2)2

=
i

4

(
− η

2ḡ

)
(1− |g|2)2.
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Logo,

8ḡgz = −iη(1− |g|2)2

Segue que

8ḡgz
(1− |g|2)2

= −iη,

ou ainda,

8iḡgz
(1− |g|2)2

= η.

Já para a equação (3.17), utilizamos (3.7). Como

ḡFz = −η

2
, então (Fz) = − η̄

2g
.

Usando a equação (3.16),podemos escrever

2ḡFz = −η = − 8iḡgz
(1− |g|2)2

,

ou seja,

Fz =
−4igz

(1− |g|2)2
.

Multiplicando ambos os membros da equação acima por (Fz),

Fz(Fz) =
−4igz

(1− |g|2)2
(Fz).

Logo,

|Fz|2 =
2igz

(1− |g|2)2
η̄

g
,

onde η =
8iḡgz

(1− |g|2)2
. Desse modo,

|Fz|2 =
2igz

(1− |g|2)2

[
−8ig(gz)

(1− |g|2)2
1

g

]

=
−16i2|gz|2

(1− |g|2)4

=
16|gz|2

(1− |g|2)4
.

Ainda utilizando a equação (3.7), temos que

Fz̄ =
gη̄

2
, e portanto (Fz̄) = (F̄ )z =

ḡη

2
.
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E usando a equação (3.16),

Fz̄ =
g

2

(
− 8ig(gz)

)
(1− |g|2)2

=
−4ig2(gz)

(1− |g|2)2
.

Multiplicando ambos os lados da equação anterior por (F̄ )z, obtemos:

|Fz̄|2 = Fz̄(F̄ )z =
−4ig2(gz)

(1− |g|2)2
(F̄ )z

=
−4ig2(gz)

(1− |g|2)2
ḡη

2

=
−2ig2(gz)ḡ

(1− |g|2)2
8iḡgz

(1− |g|2)2

=
−16i2g2ḡ2|gz|2

(1− |g|2)4

=
16|g|4|gz|2

(1− |g|2)4
.

Além disso,

|η|2 = η.η̄

=
8iḡgz

(1− |g|2)2

(
− 8ig(gz)

(1− |g|2)2

)

= −64i2|g|2|gz|2

(1− |g|2)4

=
64|g|2|gz|2

(1− |g|2)4
.

Logo,

⟨Xz, Xz̄⟩ =
1

2

(
|Fz|2 + |Fz̄|2 +

1

4
|η|2
)

=
1

2

[
16|gz|2

(1− |g|2)4
+

16|g|4|gz|2

(1− |g|2)4
+

1

4

(
64|g|2|gz|2

(1− |g|2)4

)]

=
8|gz|2

(1− |g|2)4
+

8|g|4|gz|2

(1− |g|2)4
+

(
16|g|2|gz|2

(1− |g|2)4

)

=
8|gz|2 + 8|g|4|gz|2 + 16|g|2|gz|2

(1− |g|2)4

=
8|gz|2(1 + |g|4 + 2|g|2)

(1− |g|2)4)

= 8
(1 + |g|2)2

(1− |g|2)4)
|gz|2.
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Assim a métrica induzida em Σ por X é dada por

ds2 = 2⟨Xz, Xz̄⟩|dz|2.

E portanto,

ds2 = 2

[
8
(1 + |g|2)2

(1− |g|2)4)
|gz|2|dz|2

]
.

= 16
(1 + |g|2)2

(1− |g|2)4)
|gz|2|dz|2,

como queríamos.

Teorema 3.1.2. Sejam Σ uma superfície de Riemann simplesmente conexa e g : Σ −→ H2

uma aplicação harmônica que não é antiholomorfa em nenhum ponto. Seja z0 ∈ Σ, F0 ∈ C
e h0 ∈ R. Então existe uma única imersão mínima conforme X : Σ −→ H3 tal que g é a
aplicação de Gauss de X e X(z0) = (F0, h0).

Além disso, a imersão X = (F, h) satisfaz

Fz = −4i
gz

(1− |g|2)2
, Fz̄ = −4i

g2ḡz̄
(1− |g|2)2

hz = 4i
ḡgz

(1− |g|2)2
− i

4
(F̄Fz − FF̄z).

Demonstração. Inicialmente vamos recuperar a parte horizontal F . Para isso afirmamos que o
sistema 

Fz = −4i
gz

(1− |g|2)2
,

Fz̄ = −4i
g2ḡz̄

(1− |g|2)2
,

(3.18)

possui uma única solução F : Σ −→ C satisfazendo F (z0) = F0. De fato, definindo

A = −4i
gz

(1− |g|2)2
e B = −4i

g2ḡz̄
(1− |g|2)2

, (3.19)

é suficiente verificar que Az̄ = Bz, pois como Σ é simplesmente conexa segue do teorema de
Frobenius a existência de uma única solução F com as condições iniciais dadas. Vejamos que
isso realmente ocorre

Az̄ =
(−4igz)z̄(1− |g|2)2 + i4gz

[
(1− |g|2)2

]
z̄

(1− |g|2)4

=
−4igzz̄(1− |g|2)2 + 8igz(1− |g|2)(1− gḡ)z̄

(1− |g|2)4

=
−4igzz̄(1− |g|2)2 + 8igz(1− |g|2)(−gḡz̄ − gz̄ḡ)

(1− |g|2)4
,
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agrupando,

=
−4igzz̄(1− |g|2)2 − 8igz(1− |g|2)gz̄ḡ − 8igz(1− |g|2)gḡz̄

(1− |g|2)4

=
(1− |g|2)

[
− 4igzz̄(1− |g|2)− 8igzgz̄ḡ − 8igzgḡz̄

]
(1− |g|2)4

=
−4igzz̄(1− |g|2)− 8igzgz̄ḡ − 8igzgḡz̄

(1− |g|2)3

=
−4i

[
gzz̄(1− |g|2) + 2gzgz̄ḡ

]
− 8igzgḡz̄

(1− |g|2)3

= − 8igzgḡz̄
(1− |g|2)3

,

já que g é harmônica.
Agora derivando B com respeito a z,

Bz =
(−4ig2ḡz̄)z(1− |g|2)2 − (−4ig2ḡ)[(1− |g|2)2]z

[(1− |g|2)2]2

=
−4i(2ggzḡz̄ + g2ḡz̄z)(1− |g|2)2 + 8ig2ḡz̄(1− |g|2)(1− |g|2)z

(1− |g|2)4

=
(1− |g|2)

[
− 4i(2ggzḡz̄ + g2ḡz̄z)(1− |g|2) + 8ig2ḡz̄(−gzḡ − gḡz)

]
(1− |g|2)4

=
−4i(2ggzḡz̄ + g2ḡz̄z)(1− |g|2)− 8ig2ḡz̄(gzḡ + gḡz)

(1− |g|2)3

=
−4i(2ggzḡz̄ + g2ḡz̄z)(1− |g|2)− 8ig2ḡz̄gzḡ − 8ig2ḡz̄gḡz

(1− |g|2)3

=
−4ig2(ḡz̄z(1− |g|2) + 2gḡz̄ḡz)− 8iggzḡz̄(1− |g|2)− 8ig2ḡz̄gzḡ

(1− |g|2)3
,

e como g é harmônica segue que

Bz =
−8iggzḡz̄(1− |g|2)− 8ig2ḡz̄gzḡ

(1− |g|2)3

=
−8iggzḡz̄ + 8iggzḡz̄|g|2 − 8ig2ḡz̄gzḡ

(1− |g|2)3

=
−8iggzḡz̄ + 8ig2ḡz̄gzḡ − 8ig2ḡz̄gzḡ

(1− |g|2)3

=
−8iggzḡz̄
(1− |g|2)3

.

Logo, Az̄ = Bz =
−8iggzḡz̄
(1− |g|2)3

, como queríamos.
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Agora vamos recuperar a função h. Tomando

η =
8iḡgz

(1− |g|2)2
, (3.20)

afirmamos que a equação diferencial

hz =
1

2
η − i

4
(F̄Fz − FF̄z). (3.21)

tem uma única solução h : Ω −→ R satisfazendo h(z0) = h0. Vejamos que é suficiente mostrar
que (

1

2
η − i

4
(F̄Fz − FF̄z̄)

)
z̄

∈ R.

Observe que

hzz̄ =

(
η

2

)
z̄

−
(
i

4
(F̄Fz − FF̄z)

)
z̄

=

(
4iḡgz

(1− |g|2)2

)
z̄

− i

4
(F̄z̄Fz + F̄Fzz̄ − Fz̄F̄z − FF̄zz̄)

=

(
4iḡgz

(1− |g|2)2

)
z̄

− i

4
(|Fz|2 + F̄Fzz̄ − |Fz̄|2 − FF̄zz̄).

Como η =
8iḡgz

(1− |g|2)2
, temos que

ηz̄ =

(
8iḡgz

(1− |g|2)2

)
z̄

=
8i(ḡz̄gz + ḡgzz̄)(1− |g|2)2 − 8iḡgz[(1− |g|2)2]z̄

(1− |g|2)4

=
8i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2)2 − 16iḡgz(1− |g|2)(−gz̄ḡ − gḡz̄)

(1− |g|2)4
.

Assim,

ηz̄
2

=
4i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2)− 8iḡgz(−gz̄ḡ − gḡz̄)

(1− |g|2)3

=
4i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2) + 8iḡgz(gz̄ḡ + gḡz̄)

(1− |g|2)3
.

Logo,

ηz̄
2

=
4i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2) + 8iḡ2gzgz̄ + 8i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
. (3.22)

Além disso, por (3.18) temos

Fz =
−4igz

(1− |g|2)2
e Fz̄ =

−4ig2ḡz̄
(1− |g|2)2

.
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Desse modo,

F̄z̄Fz = |Fz|2

=

∣∣∣∣∣ −4igz
(1− |g|2)2

∣∣∣∣∣
2

.

Logo,

F̄z̄Fz =
16|gz|2

(1− |g|2)4
. (3.23)

De maneira análoga,

Fz̄F̄z = |Fz̄|2 =
16|gz|2|g|4

(1− |g|2)4
. (3.24)

Sendo assim, por (3.22), (3.23) e (3.24)

hzz̄ =
4i(|gz̄|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2) + 8iḡ2gzgz̄ + 8i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
+

(−16|gz|2 + 16|gz|2|g|4)
4(1− |g|2)4

+
i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
4i(1− |g|2)|gz̄|2 + 4iḡ(gzz̄(1− |g|2) + 2ḡgzgz̄) + 8i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
+

4i|gz|2(|g|4 − 1)

(1− |g|2)4
+

i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
4i|gz|2 − 4i|g|2|gz̄|2

(1− |g|2)3
+

8i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
+

4i|gz|2(|g|4 − 1)

(1− |g|2)4
+

i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄),

já que g é harmônica. Assim,

hzz̄ =
4i|gz|2 − 4i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
− 4i|gz|2(1− |g|2)

(1− |g|2)3
+

i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
4i|gz|2 − 4i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
− 4i|gz|2(1− |g|2)(1 + |g|2)

(1− |g|2)3
+

i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
4i|gz|2 − 4i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
− 4i|gz|2(1 + |g|2)

(1− |g|2)3
+

i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
i

4
(FF̄zz̄ − F̄Fzz̄)

=
1

2

[
i

2

(
FF̄zz̄ − F̄Fzz̄

)]
=

1

2
Im(F̄Fzz̄) ∈ R,

e, portanto, hzz̄ ∈ R.
Tomando X = (F, h) : Σ −→ H3, vejamos que X satisfaz as conclusões do teorema.

Note que da forma que X está definida, vale que X(z0) = (F0, h0), uma vez que a solução do
sistema (3.18) existe e é única mediante as condições iniciais dadas.

Por (3.21), temos que η = 2⟨E3, Xz⟩.
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Além disso, usando (3.18) e (3.20), temos que (3.4) é satisfeita, pois

FzF̄z =
−4igz

(1− |g|2)2
+4iḡ2ḡz̄
(1− |g|2)2

=
−16i2g2z ḡ

2

(1− |g|2)4

=
16g2z ḡ

2

(1− |g|2)4
,

ou seja,

FzF̄z = −η2

4
.

E portanto X é uma aplicação conforme. Temos ainda que

⟨Xz, Xz̄⟩ =
1

2

(
|Fz|2 + |Fz|2 +

1

4
|η|2
)

> 0,

desde que gz não se anule e consequentemente X é uma imersão.

Também podemos observar que (3.7) ocorre pois como Fz =
−4igz

(1− |g|2)2
, temos que:

ḡFz =
−4iḡgz

(1− |g|2)2

= − 8iḡgz
2(1− |g|2)2

=
−η

2
,

e

Fz̄ =
−4ig2ḡz̄
(1− |g|2)2

=
g

2

(−8igḡz̄)

(1− |g|2)2

=
g

2
η̄,

o que significa que g é a aplicação de Gauss de X. Finalmente, (3.18) ocorre, já que:

Fzz̄ =
−8iggzḡz̄
(1− |g|2)3

=
−8ig|gz|2

(1− |g|2)3

=
i

8

64|g|2|gz|2|
(1− |g|2)4

(|g|2 − 1)

|g|2
g

=
i

8
|η|2 (|g|

2 − 1)

|g|2
g.
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E como η =
8iḡgz

(1− |g|2)2
, já vimos que

ηz̄ =
8i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2) + 16iḡ2gzgz̄ + 16i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
,

e,

η̄z = −8i(|gz|2 + gḡzz̄)(1− |g|2)− 16ig2ḡz̄ḡz − 16i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3
.

Logo,

ηz̄ + ηz =
8i(|gz|2 + ḡgzz̄)(1− |g|2) + 16iḡ2gzgz̄ + 16i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3

− 8i(|gz|2 + gḡzz̄)(1− |g|2)− 16ig2ḡz̄ḡz − 16i|g|2|gz|2

(1− |g|2)3

=
8i|gz|2(1− |g|2) + 8iḡgzz̄(1− |g|2) + 16iḡ2gzgz̄ − 8i|gz|2(1− |g|2)

(1− |g|2)3

−8igḡzz̄(1− |g|2)− 16ig2ḡz̄ḡz
(1− |g|2)3

,

usando a hipótese que g é harmônica, então vale que (1− |g|2)gzz̄ + 2ḡgzgz̄ = 0 e com isso,

ηz̄ + ηz = 0,

ou seja, X é mínima.
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Conclusão

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, investigamos a geometria do grupo de Heisen-
berg (H3), com o objetivo de analisar a aplicação de Gauss de superfícies orientadas imersas
nesse ambiente, destacando suas propriedades geométricas e implicações na teoria das superfí-
cies.

Inicialmente, revisamos a estrutura de H3 enquanto grupo de Lie nilpotente, apresentando
sua álgebra de Lie, a métrica invariante à esquerda, bem como a conexão, a curvatura e o grupo
de isometrias associado.

Além disso, estudamos a aplicação de Gauss de superfícies em grupos de Lie tridimensionais.
A generalização deste conceito permitiu estudarmos a geometria das superfícies em grupos de
Lie de maneira semelhante ao que é feito no espaço euclidiano, mas adaptado à estrutura
do grupo. Verificamos em particular, que a aplicação de Gauss de uma superfície orientada
nesse novo ambiente pode ser considerada como uma aplicação que toma seus valores na esfera
unitária da álgebra de lie.

Ao considerarmos imersões conformes, com base nos resultados demonstrados por Benoît
Daniel, analisamos teoremas fundamentais relacionados à aplicação de Gauss no contexto do
grupo de Heisenberg. Dentre esses, destacam-se dois resultados centrais: I) Harmonicidade
da aplicação de Gauss: A aplicação de Gauss de uma superfície mínima em H3, que não seja
vertical em nenhum ponto, é uma aplicação harmônica no plano hiperbólico H2 (munido da
métrica hiperbólica); II) Caracterização inversa: Toda aplicação harmônica em H2, que não seja
antiholomorfa em nenhum ponto, corresponde à aplicação de Gauss de uma superfície mínima
em H3.

Por fim, o apêndice complementa a pesquisa ao reunir definições auxiliares e resultados
relevantes que fundamentam a abordagem adotada.

A dissertação apresentada contribui para a compreensão das superfícies em espaços com
estrutura não euclidiana, como o grupo de Heisenberg, além de envolver diversos outros temas
importantes na pesquisa matemática, o que a torna mais rica em seu estudo.
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Apêndice

Neste apêndice, apresentamos definições auxiliares e demonstrações que complementam este
trabalho. Para mais detalhes veja [11].

3.2 Grupos de Lie

Definição 3.2.1. (Grupo de Lie) Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferen-
ciável tal que a aplicação G×G → G dada por (x, y) → xy−1, xy ∈ G, é diferenciável.

Definição 3.2.2. (Álgebra de Lie) Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g sobre um corpo
K, munido de uma operação bilinear denotada por:

[·, ·] : g× g → g

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Bilinearidade: Para quaisquer X, Y, Z ∈ g e a, b ∈ K, temos:

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].

2. Antissimetria: Para quaisquer X, Y ∈ g,

[X, Y ] = −[Y,X].

Em particular, isso implica que [X,X] = 0.

3. Identidade de Jacobi: Para quaisquer X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

Definição 3.2.3. (Álgebra de Lie de um Grupo de Lie) A Álgebra de Lie de um grupo de Lie
G, denotado por g, é a álgebra de Lie dos campos vetoriais em G invariantes à esquerda.

Definição 3.2.4. (Subgrupo de Lie) Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de G. Dizemos
que H é um subgrupo de Lie de G se H pode ser munido com uma topologia e estrutura
diferenciável que o torne grupo de Lie e uma subvariedade imersa de G.

Definição 3.2.5. (Subálgebra de Lie) Um subespaço K de uma álgebra de Lie g é chamado
uma subálgebra de Lie de g se [x, y] ∈ K, ∀ x, y ∈ K.

Exemplo 3.2.1. (Subgrupos mergulhados) Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de G tal
que G é uma subvariedade mergulhada de G, então H satisfaz as condições da definição 3.2.4
e é um subgrupo de Lie.
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Definição 3.2.6. (Translação à esquerda) Seja (G, ∗) um grupo de Lie e a ∈ G. Definimos a
translação à esquerda pela aplicação La : G −→ G tal que La(g) = ag.

Observação 7. Para cada a ∈ G, a translação à esquerda

La : G −→ G, La(g) = a g

é um difeomorfismo. De fato, defina

m : G×G → G, m(g, h) = g h, ip : G → G×G, ip(g) = (p, g).

Como as aplicações m e ip são diferenciáveis, logo

La = m ◦ ia

é diferenciável.
Por outro lado, note que

La

(
La−1(g)

)
= a (a−1g) = g, La−1

(
La(g)

)
= a−1(a g) = g,

ou seja,
La ◦ La−1 = IdG e La−1 ◦ La = IdG.

Logo, La−1 é a inversa de La e também é diferenciável. Portanto La é um difeomorfismo de G.

Definição 3.2.7. (Campos Invariantes à esquerda) Seja G um grupo de Lie. Um campo de
vetores X em (G, ∗) é dito invariante à esquerda se para todo a ∈ G, (dLa)x(Xx) = Xa∗x.

Denote Lie(G) como sendo o conjunto de todos os campos invariantes à esquerda de G.

Proposição 3.2.1. Sejam X, Y ∈ Lie(G) e α, β ∈ R. Então, αX + βY ∈ Lie(G). Em
particular, Lie(G) é um subespaço vetorial de X (G).

Demonstração. Dados a, g ∈ G, temos

d(La)g(αX + βY )g = αd(La)gXg + βd(La)gYg

= αXag + βYag

= (αX + βY )ag

Proposição 3.2.2. Sejam X, Y ∈ Lie(G). Então [X, Y ] ∈ Lie(G).

Demonstração. Como X e Y são invariantes à esquerda, temos

(dLa)X = X e (dLa)Y = Y,

onde La : G → G é a translação à esquerda La(g) = a g.
Como

(dLa)
(
[X, Y ]

)
=
[
(dLa)X, (dLa)Y

]
= [X, Y ] ∈ Lie(G).
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Teorema 3.2.1. Seja G um grupo de Lie. A aplicação

ξ : Lie(G) −→ TeG,

definida por ξ(X) = Xe é um isomorfismo de espaços vetoriais.

Demonstração. Note que ξ é linear, pois dados X, Y ∈ Lie(G) e α, β ∈ R.Então

ξ(αX + βY ) = (αX + βY )(e) = αX(e) + β Y (e) = α ξ(X) + β ξ(Y ).

Vejamos agora a sobrejetividade de ξ. Dado V ∈ TeG, definimos um campo vetorial Ṽ ∈
Lie(G) por Ṽp = d(Lp)e(V ), onde Lg : G → G é a translação à esquerda Lg(h) = g h. Seja
f : U ⊂ G −→ R uma função diferenciável. Considere uma curva diferenciável γ : I −→ G tal
que γ(0) = e e γ′(0) = V . Para todo p ∈ U , obtemos

(Ṽ f)(p) = Ṽp(f) =
[
d(Lp)e(V )

]
(f) = V (f ◦ Lp) = γ′(0)(f ◦ Lp) =

d

dt

(
f ◦ Lp ◦ γ

)
(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Defina a seguinte aplicação diferenciável φ : I ×U → G por φ(t, p) = f
(
Lp(γ(t))

)
= f

(
p γ(t)

)
.

Com isso, temos que
∂φ

∂t
(0, p) =

d

dt

(
f ◦ Lp ◦ γ

)
(t)

∣∣∣∣
t=0

= (Ṽ f)(p).

Pela diferenciabilidade de φ, segue que Ṽ f é diferenciável e, portanto, Ṽ é um campo diferen-
ciável. Além disso,

d(Lp)q(Ṽq) = d(Lp)q
(
d(Lq)e(V )

)
= d(Lp ◦ Lq)e(V ) = d(Lpq)e(V ) = Ṽpq,

isto é, Ṽ ∈ Lie(G). Mas,
ξ(Ṽ ) = Ṽ (e) = d(Le)e(V ) = V.

E, portanto, ξ é sobrejetiva. Para que ξ seja injetiva, dado X ∈ Lie(G) tal que ξ(X) = X(e) =

0, temos que, para cada p ∈ G, Xp = d(Lp)e
(
Xe

)
= d(Lp)e(0) = 0. Desse modo, X é um

campo nulo e o núcleo de ξ é trivial. E, portanto, ξ é injetiva. Logo, ξ é um isomorfismo como
queríamos.

Definição 3.2.8. (Homomorfismo de grupos de Lie) Sejam G e H dois grupos de Lie. Dizemos
que f : G −→ H é um homomorfismo de grupos de Lie se f é um homomorfismo de grupos e
é diferenciável.

Definição 3.2.9. (Isomorfismo de grupos de Lie) Um homomorfismo f : G −→ H de grupos
de Lie é um isomorfismo, quando f for isomorfismo de grupos e um difeomorfismo.

Definição 3.2.10. (Métrica invariante à esquerda) Dizemos que uma métrica é invariante à
esquerda em G quando Lp é uma isometria, para todo p ∈ G, isto é,

⟨u, v⟩g = ⟨d(Lp)g(u), d(Lp)g(v)⟩pg, ∀g ∈ G, u, v ∈ TgG.

Para introduzir em G uma métrica invariante à esquerda, considere um produto interno ⟨·, ·⟩e
em g e defina

⟨u, v⟩p = ⟨d(Lp−1)p(u), d(Lp−1)p(v)⟩e, p ∈ G, u, v ∈ TpG.

63



3.3 Projeção Estereográfica

Seja S2 =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1

}
a esfera unitária no espaço euclidiano R3, e

seja S = (0, 0,−1) o polo sul de S2. A projeção estereográfica φ : S2 \{S} −→ π é a aplicação
de S2 \ {S} ao plano π, definida da seguinte forma: dado um ponto P ∈ S2 \ {S}, traça-se a
reta que passa por P e S tal que o ponto Q = φ(P ) é o ponto de interseção de PS com o plano
π.

Considere P = (x, y, z) e S = (0, 0,−1). A reta que passa por P e S tem a equação vetorial
dada por:

r(t) = S + t
(
P − S

)
= (0, 0,−1) + t

(
(x, y, z)− (0, 0,−1)

)
= (0, 0,−1) + t (x, y, z + 1)

=
(
tx, ty, −1 + t (z + 1)

)
.

Tomando o plano π como sendo o plano z = 0, temos que a interseção da reta PS com o plano
π acontece quando

−1 + t (z + 1) = 0,

ou seja,

t =
1

z + 1
.

Sendo φ(P ) o ponto que a reta encontra o plano π, obtemos:

φ(P ) =
( x

z + 1
,

y

z + 1
, 0
)
.

De forma análoga, podemos obter a aplicação que leva um ponto Q do plano para um ponto
P da esfera. Para isso, considere a reta que passa por Q = (u, v, 0) e S = (0, 0,−1), cuja
equação vetorial é dada por

s(t) = S + t (Q− S)

= (0, 0,−1) + t
(
(u, v, 0)− (0, 0,−1)

)
= (0, 0,−1) + t (u, v, 1)

=
(
tu, tv, −1 + t

)
.

Para que um ponto da reta acima pertença à esfera, devemos ter

(tu)2 + (tv)2 + (−1 + t)2 = 1

t2(u2 + v2 + 1) − 2t + 1 = 1

t2(u2 + v2 + 1)− 2t = 0.

As raízes desta equação quadrática são

t = 0 ou t =
2

1 + u2 + v2
,

e como t ̸= 0 (caso contrário tem-se o ponto S = (0, 0,−1)), temos que

t =
2

1 + u2 + v2
.

Desta forma, substituindo o t encontrado, obtemos a aplicação de um ponto Q ∈ π para um
ponto P ∈ S2 − {S}, que é a inversa da aplicação φ:

φ−1(u, v) =
( 2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
1− (u2 + v2)

1 + u2 + v2

)
.
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3.4 Noções de Análise Complexa

Definição 3.4.1. (Função holomorfa) Seja f : Ω ⊂ C −→ C onde Ω é um aberto de C.
Dizemos que f é uma função holomorfa se existe

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
(3.25)

em todo ponto z de Ω.

Sendo z = u1 + iu2 e z̄ = u1 − iu2, então

u1 =
1

2
(z + z̄) e u2 = − i

2
(z − z̄).

Utilizando os operadores complexos temos a seguinte proposição:

Proposição 3.4.1. Seja f : Ω ⊂ C −→ C uma função definida por f(z) = w1(z) + iw2(z) e
denotemos por f̄ a função conjugada de f , ou seja, f̄ = w1(z)− iw2(z). Então

∂f̄

∂z
=

∂f

∂z̄
.

Demonstração. Seja f : Ω ⊂ C −→ C uma função tal que

f(z) = w1(z) + iw2(z), (3.26)

f̄(z) = w1(z)− iw2(z). (3.27)

Sendo assim,

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂u1

+ i
∂f

∂u2

)

=
1

2

(
∂w1

∂u1

+ i
∂w2

∂u1

)
+

i

2

(
∂w1

∂u2

+ i
∂w2

∂u2

)
=

1

2

[
∂w1

∂u1

+ i
∂w2

∂u1

+ i
∂w1

∂u2

− ∂w2

∂u2

]

=
1

2

[
∂w1

∂u1

− ∂w2

∂u2

+ i

(
∂w2

∂u1

+
∂w1

∂u2

)]
.

Por outro lado, temos:

∂f̄

∂z
=

1

2

(
∂f̄

∂u1

− i
∂f̄

∂u2

)

=
1

2

[
∂w1

∂u1

− i
∂w2

∂u1

− i
∂w1

∂u2

− ∂w2

∂u2

]

=
1

2

[
∂w1

∂u1

− ∂w2

∂u2

− i

(
∂w2

∂u1

+
∂w1

∂u2

)]
.
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Assim, podemos concluir que
∂f̄

∂z
=

∂f

∂z̄
.

O seguinte teorema define as equações de Cauchy-Riemann, sendo estas equações de suma
importância para o resultado a seguir.

Teorema 3.4.1. (Equações de Cauchy-Riemann) Seja f : Ω ⊂ C → C uma função holomorfa
em Ω, com f(z) = w1(z) + iw2(z). Então:

∂w1

∂u1

=
∂w2

∂u2

,
∂w1

∂u2

= −∂w2

∂u1

∈ Ω.

Demonstração. Pela definição 3.4.1 sendo f uma função holomorfa, então seu limite existe. Se
h tende a zero pela parte real, então sua parte imaginária é zero. Por (3.25) temos que

f ′(z) = lim
h→0

w1(u1 + h, u2) + i w2(u1 + h, u2)− w1(u1, u2)− i w2(u1, u2)

h

= lim
h→0

w1(u1 + h, u2)− w1(u1, u2)

h
+ i lim

h→0

w2(u1 + h, u2)− w2(u1, u2)

h
,

então,

f ′(z) =
∂w1

∂u1

+ i
∂w2

∂u1

.

Agora, se h tende a zero pela parte imaginária, então a parte real é zero. Sendo assim,

f ′(z) = lim
k→0

w1(u1, u2 + k) + i w2(u1, u2 + k)− w1(u1, u2)− i w2(u1, u2)

i k

= lim
k→0

w1(u1, u2 + k)− w1(u1, u2)

k
+ lim

k→0

w2(u1, u2 + k)− w2(u1, u2)

k

= − i
(∂w1

∂u2

+ i
∂w2

∂u2

)
,

logo,

f ′(z) =
(∂w2

∂u2

− i
∂w1

∂u1

)
.

E, portanto,
∂w1

∂u1

=
∂w2

∂u2

,
∂w1

∂u2

= −∂w2

∂u1

∈ Ω,

como queríamos.

Proposição 3.4.2. Seja f : Ω ⊂ C −→ C uma função de classe C1 definida por f(z) =

w1(z) + iw2(z). Então f é holomorfa se, e somente se,

∂f

∂z̄
= 0 =

∂f̄

∂z
∈ Ω.
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Demonstração. (⇒) Se f é holomorfa, então w1 e w2 satisfazem as equações de Cauchy-Riemann
(C-R).

Além disso, f é de classe C1, garantindo que as derivadas parciais são contínuas. Assim,
obtemos

∂f

∂z̄
=

1

2

[
∂w1

∂u1

− ∂w2

∂u2

+ i

(
∂w2

∂u1

+
∂w1

∂u2

)]
, (3.28)

∂f̄

∂z
=

1

2

[
∂w1

∂u1

− ∂w2

∂u2

− i

(
∂w2

∂u1

+
∂w1

∂u2

)]
. (3.29)

Utilizando as equações de Cauchy-Riemann:

∂w1

∂u1

− ∂w2

∂u2

= 0,
∂w2

∂u1

+
∂w1

∂u2

= 0.

Portanto,

∂f

∂z̄
=

∂f̄

∂z
= 0.

Reciprocamente, se vale
∂f̄

∂z̄
= 0 =

∂f̄

∂z
,

então por (3.28) e (3.29) vale as equações de Cauchy-Riemann, então f é holomorfa, como
queríamos.

Proposição 3.4.3. Se F (z) e F̄ (z) são analíticas em um domínio D, então F é constante em
D.

Demonstração. Suponha que F e F̄ são analíticas no domínio D. Seja F = u(x, y) + iv(x, y).
Como F é analítica, então vale as condições de Cauchy

∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂y

∂y
= −∂v

∂x
.

(3.30)

Note que F̄ = u(x, y)− iv(x, y). Logo,
∂u

∂x
= −∂v

∂y

∂y

∂y
=

∂v

∂x
.

(3.31)

Sendo assim, por (3.30) e (3.31),

∂v

∂y
= −∂v

∂y
⇒ ∂v

∂y
= 0

−∂v

∂x
=

∂v

∂x
⇒ ∂v

∂x
= 0.
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Logo,

∂u

∂x
=

∂u

∂y
=

∂v

∂x
=

∂v

∂y
= 0.

Então u e v são constantes. E portanto, F é constante em D.

Definição 3.4.2. (Função meromorfa) Seja h : Ω ⊂ C −→ C, dizemos que h é uma função
meromorfa se é holomorfa em Ω−P , onde P é o conjunto de pontos isolados e cada um desses
pontos é um polo de h.

Definição 3.4.3. (Superfície de Riemann) Uma superfície de Riemann é uma variedade bidi-
mensional localmente homeomorfa a um subconjunto aberto de C e cujas funções de mudança
de coordenadas são holomorfas.

Definição 3.4.4. Sejam (Mn, g1) uma variedade Riemanniana n-dimensional, Σ uma superfí-
cie de Riemann e f : Σ → M uma aplicação suave. Como o fibrado tangente TM é um fibrado
vetorial podemos induzir um fibrado em Σ. O fibrado pullback f ∗(TM) é definido por

f ∗(TM) = {(e, v) ∈ Σ× TM : π(v) = f(e), v ∈ Tf(e)M},

e possui uma métrica e uma conexão compatível, a conexão pullback, induzidas pela métrica
Riemanniana e a conexão de Levi-Civita da variedade M .

Considerando a complexificação do fibrado E = f ∗(TM)⊗C , a métrica g1 pode ser estendida
para E como uma forma bilinear complexa (·, ·) : E× E → C; ou com uma métrica Hermitiana
⟨⟨·, ·⟩⟩ : E× E → C, e estão relacionadas por ⟨⟨V,W ⟩⟩ = (V, W̄ ).

Sejam (u, v) as coordenadas locais em Σ e z = u + iv um parâmetro local complexo.
Definimos, como usualmente, os operadores:

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i

∂

∂v

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
.

A conexão pullback se estende a uma conexão complexa em E, hermitiana com respeito a
métrica ⟨⟨, ⟩⟩ e tem-se que E possui uma única estrutura holomorfa tal que a seção W : Σ → E
é holomorfa se, e somente se, ∇̃ ∂

∂z̄
W , onde ∇̃ é a conexão pullback.

Considerando ϕ : Σ → E a seção do fibrado E dada por

ϕ =
∂f

∂z
=

1

2
(
∂f

∂u
− i

∂f

∂v
)

onde
∂f

∂u

∣∣
p
= f∗p

(
∂

∂u

) ∣∣
p
,
∂f

∂v

∣∣
p
= f∗p

(
∂

∂v

) ∣∣
p
,

valem as seguintes propriedades:

i) A aplicação f é uma imersão se, e somente se, ⟨⟨ϕ, ϕ⟩⟩ ≠ 0;
ii) Se f é uma imersão, então f é conforme se, e somente se, (ϕ, ϕ) = 0.
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Observe que i) ocorre pois

⟨⟨ϕ, ϕ⟩⟩ = 1

4
⟨⟨∂f
∂u

− i
∂f

∂v
,
∂f

∂u
− i

∂f

∂v
⟩⟩

=

(
∂f

∂u
− i

∂f

∂v
,
∂f

∂u
+ i

∂f

∂v

)
=

1

4

(∣∣∣∣∂f∂u
∣∣∣∣2 + (∣∣∣∣∂f∂v

∣∣∣∣)2
)
.

Já ii) é válida pois (ϕ, ϕ) =

(
∂f

∂u
,
∂f

∂u

)
− 2i

(
∂f

∂u
,
∂f

∂v

)
−
(
∂f

∂v
,
∂f

∂v

)
.

Assim, (ϕ, ϕ) = 0 se, e somente se,
∣∣∣∣∂f∂u

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∂f∂v
∣∣∣∣2 e

(
∂f

∂u
,
∂f

∂v

)
= 0, ou seja, se e somente

se, f é conforme.
Seja f : Σ → M uma imersão conforme e z = u+ iv um parâmetro local conforme. Então, a

métrica induzida é dada por ds2 = λ2(du2+dv2) = λ2|dz|2, onde λ =

∣∣∣∣∂f∂u
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂f∂v

∣∣∣∣ e o operador

Beltrami-Laplace em Σ, com respeito à métrica induzida, é dado por:

∆ = λ−2

(
∂f

∂u

∂f

∂u
+

∂f

∂v

∂f

∂v

)
= 4λ−2∂f

∂z̄

∂f

∂z
.

Definição 3.4.5. Seja Σ uma superfície de Riemann. Uma aplicação f : Σ → M é harmônica
se, e somente se,

τ(f) = tr(∇df) = 0,

onde τ(f) é dito campo de tensão de f .

F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu apresentaram em [14] a equação harmônica em termos de
coordenadas {x1, x2, · · · , xn} em uma vizinhança U ⊂ M tal que U ∩ f(Σ) ̸= ∅. Assim, em um
aberto Ω ⊂ Σ,

ϕ =
n∑

j=1

ϕj
∂

∂xj

para algumas funções complexas ϕj definidas em Ω. Com respeito a decomposição de ϕ, o
campo de tensão pode ser escrito como:

τ(f) =
n∑

i=1

{
∆fi + 4λ−2

n∑
j,k=1

Γi
jk

∂fj
∂z̄

∂fk
∂z

}
∂

∂xi

,

ou ainda,

τ(f) = 4λ−2

n∑
i=1

{
∂ϕi

∂z̄
+

n∑
j,k=1

Γi
jk

¯ϕjϕk

}
∂

∂xi

,

onde Γi
jk são os símbolos de Christoffel de M .

Vejamos agora o que ocorre ao considerarmos a aplicação s : Σ → Σ1 entre superfícies de
Riemann. Fixamos os parâmetros conformes z = u+ iv e w = x1 + ix2 em Σ e Σ1.

Os coeficientes da métrica em Σ1 nas coordenadas (x1, x2) são denotados por

gij(x1, x2) = λ2(x1, x2) δij,
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cujo representação matricial é dada por:

gij =

(
λ2 0

0 λ2

)
, e (gij)

−1 = gij =
1

λ4

 1

λ2
0

0
1

λ2

 .

Como os símbolos de Christoffel são definidos por
m∑
i,j

Γk
ij =

1

2

∑
k

[
∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki −
∂

∂xk

gij

]
gkm,

temos que com respeito ao referencial
{

∂

∂x1

,
∂

∂x2

}
, os símbolos de Christoffel são dados

por:

Γ1
11 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

g1k −
∂

∂xk

g11

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g11 +

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g21

=
1

2

[
∂

∂x1

g11

]
g11

=
1

2
(2λ · λx1) ·

1

λ2

=
λx1

λ
.

Ou seja,

Γ1
11 =

λx1

λ
.

De maneira análoga obtemos,

Γ2
22 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

g2k −
∂

∂xk

g22

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x2

g22

}
g12 +

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g22

=
1

2

[
∂

∂x2

g22

]
g22

=
1

2
(2λ · λx2) ·

1

λ2

=
λx2

λ
.

Desta forma, usando a definição dos símbolos de Christoffel obtemos que

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
λx1

λ
e Γ2

22 = Γ1
12 = Γ1

21 = −Γ2
11 =

λx2

λ
.
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Usando o fato que s é harmônica se, e somente se, τ(s) = 0. Então,

∂2xi

∂z∂z̄
+
∑
j,k

Γi
jk

∂xj

∂z

∂xk

∂z̄
= 0, i = 1, 2

Abrindo este somatório temos que

∂2x1

∂z∂z̄
+ Γ1

11

{
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄

}
+ Γ2

22

{
∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+

∂x2

∂z

∂x1

∂z̄

}
= 0

∂2x2

∂z∂z̄
+ Γ2

22

{
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄

}
+ Γ1

11

{
∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+

∂x2

∂z

∂x1

∂z̄

}
= 0

Somando a primeira equação acima com a segunda equação multiplicada por i, obtemos:

szz̄ + (Γ1
11 − iΓ2

22)

{(
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄

)
+ i

(
∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+

∂x2

∂z

∂x1

∂z̄

)}
= 0.

Que é equivalente a

szz̄ + (Γ1
11 − iΓ2

22)

(
∂x1

∂z
+ i

∂x2

∂z

)(
∂x1

∂z̄
+ i

∂x2

∂z̄

)
= 0,

ou, ainda,
szz̄ + (Γ1

11 − iΓ2
22)szsz̄ = 0,

em que

(Γ1
11 − iΓ2

22)s(z) =

(
λx1

λ
− i

λx2

λ

)
s(z)

=

(
λx1 − iλx2

λ

)
s(z)

=
1

λ(s(z))
{λx1(s(z))− iλx2(s(z))}

=
2

λ(s(z))
λw(s(z)),

que o chamamos como parâmetro conforme.
E, portanto, s é harmônica se, e somente se,

szz̄ +
2

λ(s(z))
λw(s(z))szsz̄ = 0.
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