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Resumo

Nesta dissertagao, investigamos a geometria do grupo de Heisenberg (Hj3) e apresentamos a
generalizacao da aplicagao normal de Gauss de superficies orientadas imersas em grupos de
Lie tridimensionais. Nosso objetivo é analisar as propriedades e implicagoes geométricas dessa
construcao, com énfase no caso particular em que o espago ambiente é o grupo de Heisenberg.
Além disso, exploramos a aplicacdo de Gauss no contexto de imersoes conformes em Hs, utili-
zando ferramentas importantes da Anélise Complexa para fundamentar esse estudo. Entre os
principais resultados apresentados neste trabalho, destacamos, na primeira parte, os obtidos por
Christiam Figueroa [9] que demonstrou que os planos verticais sdo as tnicas superficies cone-
xas em H?3 com aplicacao de Gauss constante e que nao existem superficies minimas compactas
em Hj;. Na segunda parte, ao considerarmos imersoes conformes em Hj3 obtivemos interpre-
tacoes geométricas interessantes da aplicacao de Gauss. Os resultados tedricos que embasam
esta abordagem foram desenvolvidos a partir do artigo intitulado The Gauss map of minimal
surfaces in the Heisenberg Group, de autoria de Daniel Benoit [2].

Palavras-chave: Grupo de Heisenberg, Aplicagao de Gauss, Imersoes Conformes, Superficies
Imersas.



Abstract

In this dissertation, we investigate the geometry of the Heisenberg group (Hj3) and present a
generalization of the normal Gauss map for oriented surfaces immersed in three-dimensional
Lie groups. Our goal is to analyze the geometric properties and implications of this construc-
tion, with emphasis on the particular case where the ambient space is the Heisenberg group.
Additionally, we explore the Gauus map in the context of conformal immersions in Hs, using
key tools from Complex Analysis to support this study. Among the main results presented, we
highlight in the first part, those obtained by Christiam Figueroa [9], who demonstrated that
vertical planes are the only connected surfaces in H3 with constant Gauss map, and that there
are no compact minimal surfaces in Hs. In the second part, by considering conformal immer-
sions in H3, we obtain interesting geometric interpretations of the Gauss map. The theoretical
foundation for this study is based on the article entitled The Gauss Map of Minimal Surfaces
in the Heisenberg Group, by Daniel Benoit [2].

Palavras-chave: Heisenberg’s group, Gauss application, Conformal Immersions, Immersed
Surfaces.
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Introducao

O estudo da aplicacao normal de Gauss de superficies orientadas em R? constitui um tema
de grande relevancia em Geometria Diferencial. A analise do comportamento geométrico da
superficie é feito a partir de entes geométricos importantes que surgem a partir da diferencial
dessa aplicacao. Vale ressaltar que no caso de superficies minimas no espaco euclidiano, a
aplicacao de Gauss apresenta interpretacoes geométricas interessantes e estabelece uma relacao
direta com a teoria das func¢oes holomorfas e harmonicas. Em particular, para superficies mini-
mas em R3, a aplicacao de Gauss pode ser utilizada na construcao explicita da parametrizacao
da superficie por meio da representacao de Weierstrass - Enneper.

Dada a importancia desse estudo em ambientes euclidianos, é natural questionar a possibili-
dade e o significado de se generalizar tal conceito para superficies orientadas imersas em grupos
de Lie. Essa generalizacao permite investigar como a geometria intrinseca e extrinseca da su-
perficie se manifesta em ambientes com curvatura e estrutura diferenciadas, como nos grupos
de Lie tridimensionais com métrica invariante & esquerda. Nessas configuragoes, a aplicacao de
Gauss pode evidenciar novas relacoes geométricas e analiticas, ampliando a compreensao das
superficies minimas.

Para superficies minimas em R? e de curvatura média constante (CMC) 1 no espago hiper-
bolico H? foi mostrado que a aplicagao de Gauss ¢ meromorfa [3]. Ja para o caso de superficies
CMC em R? (respectivamente CMC spacelike no espaco Minkowski 1.3) foi provado que tal
aplicagao ¢ harmonica sobre a esfera S? (respectivamente sobre o plano hiperbélico H?).

Em 2005, Ricardo Sa Earp e Eric Toubiana [I5] apresentaram resultados relevantes sobre
imersoes conformes nos espacos produto H? x R e S? x R. Parte das técnicas empregadas nesta
dissertacao sao inspiradas nas ideias desenvolvidas por esses autores, especialmente no que diz
respeito ao uso de métodos da Analise Complexa aplicados no estudo geométrico de superficies
em ambientes com estrutura diferenciada.

Isabel Fernandez e Pablo Mira [§], em 2007, deram importantes contribuigoes sobre o estudo
de aplicacoes harmoénicas e superficies de curvatura média constante no espaco produto H? x R.
Eles construiram no caso de superficies CMC 1/2 uma certa aplicac¢ao sobre o plano hiperbélico
H?, chamada de aplicacao de Gauss hiperbolica, provando a harmonicidade da mesma. Também
mostraram que toda aplicagao harmonica (sob certas condigoes) pode ser a aplicagao de Gauss
hiperbolica de uma imersao CMC 1/2.

Neste trabalho, temos como objetivo compreender a estrutura do grupo de Heisenberg (H3),
analisar como a aplicacao de Gauss pode ser definida para superficies orientadas imersas em
grupos de Lie tridimensionais munidos de uma métrica invariante a esquerda e investigar a
harmonicidade de tal aplicacao. Com esse intuito, iniciamos a dissertacao, no Capitulo 1, com
o estudo detalhado do espaco ambiente no qual as superficies estarao imersas, abordamos a
estrutura diferenciavel e a geometria de Hj enfatizando suas propriedades como grupo de Lie
tridimensional.
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No Capitulo 2, introduzimos o conceito da aplicacao de Gauss em grupos de Lie. Em
particular apresentamos alguns resultados provados por Christiam Figueroa [9] que afirmam que
os planos verticiais sao as unicas superficies conexas em Hs com aplicacao de Gauss constante
e que nao existem superficies minimas compactas em Hs.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de imersdes conformes em Hj3 com base em ferramentas
da Analise Complexa. A partir de resultados obtidos por Daniel Benéit [2], investigamos a
relacao entre superficies minimas e a harmonicidade da aplicagao de Gauss.

Por fim, incluimos um Apéndice com defini¢oes e resultados auxiliares da teoria de Grupos
de Lie e Anéalise Complexa que sustentam o desenvolvimento teérico do trabalho.

O presente estudo contribui para uma melhor compreensao da geometria das superficies mi-
nimas em espacos nao euclidianos, abrindo caminho para investigacoes futuras nesta temética.
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Capitulo 1

O grupo de Heisenberg

Neste capitulo apresentamos a geometria do grupo de Heisenberg e sua estrutura como
grupo de Lie. Exibimos a métrica invariante a esquerda, a conexao, a curvatura, além de suas
isometrias. Para mais detalhes, veja [6] e [I6]. No apéndice também sao mostrados alguns
resultados relacionados a teoria de grupos de Lie.

1.1 Grupo de Heisenberg

Definicao 1.1.1. (Grupo de Heisenberg) Seja GL(3,R) o grupo das matrizes de ordem 3 inver-
tiveis, munido com a operacao de multiplicagcio de matrizes. O grupo de Heisenberg, denotado
por Hs, € o subgrupo de GL(3,R), dado por

1 a ¢
ng{ 010 :a,b,ceR}.

0 01

Observagao 1. Note que GL(3,R) € um aberto de R, jd que que o conjunto dos pontos em que
o determinante é diferente de zero é um aberto em M (3,R) que pode ser identificado com R®
(det : M(3,R) — R € uma fungao continua e R\ {0}) € um aberto em R). Assim, sendo um
subconjunto aberto de R, GL(3,R) herda naturalmente a estrutura de variedade diferencidvel
de R?. Além disso, GL(3,R) é um grupo em rela¢io & multiplica¢io de matrizes e as operagoes
de grupo (multiplicacdo e inversao) sao suaves, o que garante que GL(3,R) € um grupo de
Lie. O conjunto Hs, por sua vez, € um subconjunto fechado de GL(3,R) e também ¢é subgrupo
de GL(3,R). Portanto, por um resultado geral da teoria de grupos de Lie - que afirma que
subgrupos fechados de grupos de Lie sao também grupos de Lie, conclui-se que Hz € um grupo
de Lie. Para mais detalhes veja [13].

Sendo o grupo de Heisenberg um grupo de Lie, temos que sua algebra de Lie, hs, é formada
pelas matrizes do tipo

0 =z =z
A=10 0 y|, z,y,z e R.
0 0 0

De fato, se a: I C R — Hj é uma curva diferenciavel dada por

1 a(t) c(t)
alt)=10 1 bt)],
0 O 1
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em que a,b,c: I C R — R sao fungoes diferenciaveis, entao temos que o vetor tangente o/ (t)

emt=0¢
0 a(0) (0)
A0)=10 0 ¥ (0)
0 O 0

Dessa forma, a algebra de Lie hs de Hs é formada por matrizes do tipo

onde z,y, z € R.
Considere agora a aplicagao exponencial

exp: hy — Hj
o0 An
A —exp(A) = Z —

n=0

n!’

Observe que paran > 3, A" = 0, o que o caracteriza Hy como um Grupo de Lie Nilpotente de step-2.
Desse modo,

exp(A) = I+A+A—

2
[1 0 0 0 = =z 10035y
— LO[+0 0 y|l+5[00 0
0 0 1 000 00 0
_ Ty
1xz—|—?]
= (0 1 Y .
[0 0 1

A aplicacao exponencial é globalmente um difeomorfismo entre a algebra de Lie h3 e o grupo
Hj e a aplicacao exp~! : Hy — hs ¢ dada por

1
exp |0
0

O~ ]

z 0 x
Y1 =10 0 Y )
1 00
Usando a aplicacao exponencial como uma parametrizacao global, com a identificacao da

algebra de Lie hs com R? dada por

(x,y,2) <>

o O O
o o R
o W

obtemos a seguinte operagao

pxq=exp ' (exp(p) - exp(q)),

14



onde p = (351,?/1, 21) €q= (l’zjyz, 22) e R%. Logo,

pxq = exp ' lexp(p) - exp(q)]

[ /1 Ty 21+ x12y1 1 zo 29+ x22y2
=ep o1 o |01 g

\o 0 1 0 0 1

I xi+22 21+ 20+ %(xng + xll/l) + T1Yo

= e o v + 1

i 0 0 1

0 zy+22 21+220+ %(55192 — x2y1>

~ 10 0 Y1+ Y2

0 0 0

A aplicacao exp : R® — Hy define um isomorfismo entre grupos de Lie, o que permite
vermos Hj; como R?, mas com uma estrutura de grupo nao comutativa que é dada pela operacao

T1Y2 — 902%)

(1‘1791721)* (1‘27y2722) = (x1+x2,y1+yz,zl+z2+ 5

Assim, Hj3 pode ser definido como R?* munido com a operacao de grupo dada acima.

A fim de encontrarmos uma métrica invariante a esquerda em Hj, para cada p = (z,y, z) €
Hj definimos a translagdo a esquerda L, : H3 — Hj por L,(q) = p * ¢ para todo ¢ € H;. A
diferencial de L, na identidade e = (0,0,0) é dada por

1 0 0
dLy. — |0 10
(dLyp)e —y
— 2
2 2

Escolhendo uma parametrizacao global X : R* — Hj, uma base do espaco tangente T, Hs
na identidade do grupo ¢ dada por

(2 _(2) . _(9
=\ oz . 2= dy). 57\ 0z .

Estendendo os vetores e;,7 = 1,2, 3, a campos invariantes a esquerda pela féormula

El(p) = (de)eei7 pE H37 1= 1a2737

temos que
( 0 o yo )
B =dLy). (%)fa—m — —E+LE
0 0 x0 0 x
EQ— (de)e (a—y)e—a—y+§& = 8_y:E2_§E3 (1 1)
0 0 0
B= (). (5) = 5 72~

15



Utilizando estes campos invariantes a esquerda, podemos calcular os seguintes colchetes

(B, Es)f = E\Eof — ESEL f

B 0 x0 o wyo
_El<a_y+§£)f_E2<a_ éa_)f

(0 yo xaf ) of yof
—(%‘m)( 2az> ( *5&)(%‘5%)
:<82f y82f+18f+x82 xy@Zf)

Oxdy 2020y 20z 2010z 4 022
_(82f+x82f 10f y 0%f xya2f)

0x 0y 2020 20z 20y0z 4 022

_9f
0z
:E3f7

[Ev, Es)f = EvEsf — EsEq f
(0 o yo
—El<a—>f—E3<%—m)f
(D of o\ (of
SCRTNCIROTCR

_Pf oyt [ Pf yoif
C Oxdz 2022 0z0x 2022

N <
P
SN—

[E27E3]f = E2E3f - E3E2f
() (558
(0 af 0 aof xdf
(G ) (@)

B 0*f zéﬂf_ 0*f +§32f
C Oy0z 2022 0z0y 2 022
=0.

E, portanto,
[El, E'Q] = E3 e [El, Eg] = [EQ, E3] =0= [E“EZ],Z = 1, 2,3

Como L, é uma isometria V p € Hs e {e1, ez, e3} é uma base ortonormal para T, Hs, temos
que {E, By, E3} é uma base de campos de vetores ortonormais invariantes a esquerda. Desta
forma, para cada p € Hs a base {E1(p), E2(p), E5(p)} ¢ denominada: "base canonica" de T, Hs.
Sejam p = (z,y,2) € Hy ¢ u = (uy, ug,u3),v = (v1,09,03) € T,Hs. Podemos determinar uma
métrica invariante a esquerda g em Hj fazendo

g(u,v) = (dL,-1(u),dL,-1(v))gs,

onde dL,-1 = (dL,)™!
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Assim, obtemos

1 1
g(u,v) = <(U1,U27 uz + B (yur — wuy) ), (Uh Vg, V3 + 5(3/7)1 - 96‘02))>1R37
e com isso podemos concluir que
1
g =dr* +dy* + (i(yd:c — xdy) + dz)*. (1.1)

Assim, H3 é uma variedade Riemanniana munida com a métrica definida em (|1.1]).
Em termos dos campos coordenados, a matriz que representa a métrica é dada por

Y LY Y
1 et AN 4
+ 4 42 2
G=| _ % 1+x_ 7z
y4 :E4 2
vy
2 2

Para simplificar a notagao denotaremos a seguir g(u, v) simplesmente por (u, v). Recordamos
que uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao

V:X(M)x X(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) Y VyY e que satisfaz as seguintes propriedades:

(Z) fo_;,_gyZ = fVXZ + ngZ
(i1) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(i) Vx(fY)=fVxY +X([)Y,

onde X,Y,Z € X(M), f,g € D(M), sendo X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe
C* em M e D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.
Além disso, a conexao é dita simétrica se V X, Y € X(M) tivermos:

VxY — Vy X = [X,Y].

No caso em que M ¢é uma variedade Riemanniana, a conexao é dita compativel com a
métrica se

X<Y, Z> = <VXy, Z> + <Y, sz>

Uma conexao simétrica e compativel com a métrica Riemanniana é chamada de conexao de
Levi-Civita. Vejamos a seguir o célculo da conexao de Levi-Civita em Hj associada a métrica

).

A conexao Riemanniana de (Hjs, (-,-)) serd denotada por V. Observe que se X,Y e Z
sdo campos invariantes a esquerda de Hj temos que (X(p),Y(p)) = (dL,X(e),dL,Y (e)) =
(X(e),Y(e)),V p € Hs. Desta forma considerando os campos invariantes a esquerda FE;, Ey, E3
de Hj temos para 7,7,k =1,2,3

(Vi Ei, Ey) = %(([EZ-,E,C],Eﬁ — ([E;, Ex], E3) + ([Es, Ej], Ex)).

Em particular:

17



VE1 E2 = aEl + bE2 + CE3
com

a = (Vg Ey, E) = S{([Ey, B\], B1) — ([Ey, B, By) + ([Ey, Br], Er) | =0

b = (Vi By, Ey) = {{[Es, Ba], 1) — ([Ev, B, Ba) + ([Es, Er], E5) } =0

¢ = (Vg Ey, Es) = S{([E2, Es], Es) — ([Ey, Es], Ey) — ([Es, Enl, E3) } = %

DN | — N | — N

1
Portanto, Vg, Es = §E3. De modo geral Vg, E; = 22:1<Ek,VEjE,->Ek e fazendo uso disso,

obtemos: 1
vElEQ - §E3 = _vEgEl

1
VEIE;; - —§E2 - VE5E1
1
VE2E3 - §E1 - VE3E2

e Vg E; =0parai=1,2 3.

1.2 Curvatura de Hj

Nesta secao relembramos alguns conceitos importantes de Geometria Riemanniana e apre-

sentamos a curvatura de Hs.

Definicao 1.2.1. A curvatura de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia que
associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ+ Vixy)4,Z € X (M)
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Em particular, no caso em que M = R", temos que
RX,Y)Z =0,V X,Y,Z € X(M),

onde Z = (21, 22, ..., 2,) sdo as componentes do campo Z e de maneira aniloga identificamos as
componentes de X e Y. Ou seja,

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + Vixy)Z = 0.

E importante ressaltar que uma variedade Riemanniana M é localmente isométrica a R™ se,

e somente se, & = 0.
Geometricamente, pode-se dizer que a curvatura mede o quanto M deixa de ser euclidiana.

0
Considerando um sistema de coordenadas {z;} em torno de p € M e usando que [a—, 8_] =0,
ZT; T

obtemos

18



o 0\ 0 5
L Forl CEAE PR R e

o que mostra que a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.
Apresentaremos a seguir algumas propriedades relacionadas a curvatura.

Proposigao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes propri-
edades:
(1) R € bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(fX1+9X5, Y1) = fR(X31, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xla f}/i + gYQ) = fR(Xh}/l) + gR<X1aYé)7
f?g € D(M)7X17X2>}/17}/2 € X(M>
(12) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,
15to €,
RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM),Z,W e X(M).
Demonstragcao. Observe que
R(X,Y)Z =VyVxZ -=VxVyZ+Vixy|Z (1.2)
R(X, Y)W = VyVxW = VxVyW + Vix W, (1.3)
somando e , obtemos

VyVxZ —VxVyZ +Vixy)Z +VyVxW — VxVyW + Vix yyW
= Vw(VxZ+VxW)=Vx(VyZ +VyW)+Vixy|(Z+W)
Vy(Vx(Z+W)) = Vx(Vy(Z+W)) +Vixy)(Z+W)
VyVx(Z+W)=VxVy(Z+W)+Vixy)(Z+W)
[Vyvx - VxVy + v[X,Yﬂ (Z+W)
= RX,)Y)(Z+W).

Por outro lado,

Vy[Vx(fZ)] = Vy(fVxZ+(X[f)Z)
Vy(fVxZ)+Vy(X[f)Z
= fVyv(Vx2)+ Y )VyZ+ (X )VyZ+Y(X[)Z,

Vx[Vy(f2)] = Vx(fVvZ+ (Y [)2)
Vx(fVy2) + V(Y )2
= fVx(W2)+ (XHVxZ+ (Y )IVxZ+X(Yf)Z,
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sendo assim

Vy[Vx(f2)] = Vx[Vy(fZ)]

IVy(VxZ2)+ (YHVyZ + (XHVyZ +Y(X[)Z —
[[VX(VyZ)+ (X)VxZ + (Y )VxZ+ X(Y f)Z]
= f(VyVx =VxVy)Z +((YX - XY)[)Z),

como queriamos. ]
Proposicao 1.2.2. (Primeira identidade de Bianchi)
RX,Y)Z+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

Demonstracao. Temos que

R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ+VixyZ

R(Y,Z)X =V;VyX = VyV;X 4+ Vy 51X

R(Z,X)Y =VxVzY —=V;VxY 4+ V7 xY.
Assim,
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y
= VyVXZ—VXVyZ—f-V[X,y]Z—I—VZVYX—VYVZX—i—V[y’Z]X—i—VXva—V2VXY+V[Z,X]Y
=Vy(VxZ =V X)+Vz(Vy X =VxY)+Vx(VzY =Vy2) +Vix v Z + V2 X + VizxY
= VWy[X, Z] + VY, X+ Vx[Z,Y] = Vivx1Z = VizyX = Vix zY
= (VWy[X,Z] = Vix7Y) +(Vz[Y. X] = Vyx12) + (Vx[Z,Y] = V[zy1X)
=Y [X, Z]]+ 2 [Y. X]| + [X,[Z,Y]] = 0,
pela identidade de Jacobi para campos de vetores. Portanto,

R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

como queriamos mostrar. [
Proposicao 1.2.3. Sejam X,Y,Z,T € X(M). Vale que
()XY, Z2,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0
O)(X,Y,Z,T)=—-(Y,X,Z,T)
()(X,Y,Z,T)=—(X,Y,T,7)
(d)(X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y)

Demonstragao. (a) Para este item utilizamos a identidade de Bianchi,

(XY, 2,T) + (V. Z,X,T) + (Z,X,V,T) = (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,2)X,T) + (R(Z, X)Y,T)
— (R(X,Y)Z + R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y,T)
— (R(X,Y)Z+R(Y.2)X + R(Z,X)Y,T) = 0;

(b) Pela definigao (1.2.1)) temos que

(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)ZT)
= <VYVXZ —VxVyZ + V[Xy]Z, T>
—(VxVyZ - VyVxZ - VixvZ,T)
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(c) Observe que mostrar que (X, Y, Z,T) = —(X,Y, T, Z) é equivalente mostrar que (X,Y, Z, Z) =

Observe que quando Z =T temos que
(X,Y,Z,7)=—(X,Y,Z,Z). Segue que (X,Y,Z,7Z) =0.
Por outro lado, se (X,Y, Z, Z) = 0, vejamos a seguir que (X,Y,Z.T) = —(X,Y, T, 7). Como

0 = (X,2Y,T+ZT+Z)

(RIX,Y)T+2), T+ Z)

(REX,Y)T + Z),T) + (R(X, YT + 2),Z)

(RIX, V)T, T) + (R(X,Y)Z,T) + (R(X, V)T, Z) + (R(X,Y)Z, Z)
(X, Y, T.T)+ (X,Y, Z,T)+ (X, Y, T.2)+ (X,Y, Z, Z)
(X,Y,Z,T)+ (X,Y,T,2).

Logo,
(X,Y,Z,T)=—(X,Y,T, 7).
Vejamos agora que (X,Y, 7, 7Z) =0
(X,Y,Z2,2) = (VyVxZ —VxVyZ +VixyvZ, Z).

Entretanto,
(VyVxZ,72)=Y(NxZ,Z)—(VNxZ,NyZ),
e além disso,

l[X, Y(Z,Z).

<V[X,y}Z, Z) = 5

Desse modo,
(X,Y,2,2) = Y(VXZ,Z>—X(VYZ7Z>+%[X>Y]<Z7Z>
- %Y(X(Z,Z))—%X(Y<Z,Z>)+%[X7Y]<sz>
— _%[X,Y]<Z,Z>+%[X,Y]<Z,Z>
— 0.

(d) Utilizaremos (a), sendo assim

(X,Y,Z2,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) = 0
Y, Z,T,X)+ (Z,T,Y,X)+ (T,Y,Z,X) = 0
(Z, T, X, )+ (T,X,2,Y)+ (X, Z,T.Y) 0
(T,X,Y,2)+ (X,Y,T,2)+ (Y,T,X,Z) = 0,

somando todas as equacoes acima, obtemos
202, X,)Y,T)+2(T,Y,Z,X) =0,
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logo,
(Z,X,Y,T)=—(T,Y,Z,X)

(Z,X,Y,T)=(Y,T,Z,X),
o que finaliza a prova. O
Dado um espago vetorial V', indicamos por | z Ay | a expressao
Vi Ply 2 —(z,y)?

que representa a area de um paralelograma bi-dimensional gerado pelos vetores x,y € V.

Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e z,y € T,M vetores linearmente independen-
tes. Definimos assim:

Ko = Bz

Definicao 1.2.2. Dado um ponto p € S e um subespago bidimensional o C T,S o nimero real
K(z,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer do o, é chamada curvatura seccional de o no
ponto p.

A seguir calculamos a curvatura do grupo de Heisenberg. Observe que

R(E17 E2>E1 = VEQVElEl - VE1VE2E1 + V[El,EQ}El

1
= §VE1E3+VE3E1
1 1 1
= —(—-=-F,)—=-F
2( 2 2) 27
3
= ——F,.
1
Logo,
3
Rio11 = Ri213 = 0, Ri212 = T

onde R;jx = (R(E;, E;)Ey, E;). Os célculos posteriores seguem de forma analoga. Ou seja,

R1211 = R1213 =0

3
Ri212 = Ro121 = 1
3
Ro112 = Rigo1 = 1
1
Ri313 = R3131 = Rasas = Razse = 1
1

R1331 = R3113 = R2332 = R3223 = _Z-

E portanto, as curvaturas seccionais sao:

Ri212 3
KB = mE = 1

Ry313 1
BB =g A~ 1

Ras23 1
K(Ez, By) = |EyANEs P 4

o que significa que H3 nao tem curvatura seccional constante.

22



1.3 Isometrias

Vejamos a seguir resultados relacionados as isometrias em Hs.

Lema 1.1. Se ¥V : H3 — H3 € uma isometria que preserva a origem, entao V € dada por uma

das representacoes abaixo:
1. ¥(x,y,2) = (zcosh —y senbd, x senf + y cos b, z)
2. U(x,y,z) = (xcosh + y send, x senf — ycos b, —z)

para algum 0 € [0, 2T).

Demonstragao. Seja {Ey, Eq, E5} a base canoénica de Hs e

a11 a1z ais
A= lan axn ay;
a31 a3z ass
a representacao matricial de d(W), nesta base. Assim, para todo v = (vy,v9,v3) € Hz, temos
que
dV.(v) = (a11v1 + a12v2 + a1303, A21V1 + A2V2 + G23V3, 43101 + A32V2 + a3303).

E como dV, é um automorfismo da élgebra hy e [E1, Es] = E3 temos que

dV.(E3) = dU.([Ey, Es))
= [dV.(E)),dV.(Ey)).

Utilizando bilinearidade e os colchetes da algebra de Lie de Hj, temos:

[dV.(Ey),dV.(Es)] = [anEr+anEs+ as1Es, a12Ey + axnEs + asEs)

= anap[B, B+ anan[E, B + anas[E, Es] +
ag1a12[ Ly, B1] + agias[Ey, Es] 4 agiass[Es, Es] +
az1012[ B3, B] + az1a92[Es, Eb] + azyass[Es, 3]

= anaxnks —axnannks

= (a11a22 - CL126L21)E37

pois
[Ey, Es] = B3, [Ey, Eq] = —Es.

Portanto:

aj3 = a3 =0, asz = aj1a — aa;2.

A matriz A = (a;;) assume a forma:

air  a12 0
A= ag1 A22 0
0 0 agpaxp — apan
Como VU & uma isometria que preserva a origem, entao ¥ deve ser uma transformacao ortogonal,
isto &, AAT = I, onde AT ¢ a matriz que representa d¥_' na base {Fy, Es, E3}. Logo,
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a2 0 ay Ao 0

AAT = 21 Q929 0 12 a922 0
0 0 ajiaz — appan 0 0 ajiaz — appan
af; + ajy 11021 + Q12022 0
= | a11a21 + ar2a a3 + a3, 0
0 0 (G11G22 - a12a21)2

1 00
= 010
0 0 1

Dessa forma, obtemos o seguinte sistema:
2 2 _
apy +aj =1
2 2 _
az +az =1 (1.4)
ajraz + ajpazy =0

11022 — Q12021 = *1

Multiplicando a terceira equagao do sistema ([1.4) por as; e a quarta equagdo por ags,
obtemos:

2 _
1105, + ai2a22a21 = 0
2 _
Q11099 — G12021A22 = Fags.

Somando as equagoes acima,

a11a3; + a11a3, = £ag,
ou ainda,
all(agl + Cng) = ﬂ:agz.
Logo, pela segunda equacao do sistema , temos que:
a3, + asy = 1.
Segue que
ay; = *£a.
Subtraindo a primeira equacao do sistema ({1.4) com a segunda equagao, temos:
a%z - a%l =0,

e assim,




Agora vejamos os dois tultimos casos das equagoes que restaram do sistema, para resolvé-las.
(Z) a1z — az1a1z = 1

Ja sabemos que a;; = ag. Se a;; # 0, e usando que a;; = a9, a terceira equacao seré
a11as1 + ajra; = 0, ou ainda, ayi(ag; + az) = 0. Logo, az = —a1a  (ou seja, a3, = ai,).
Se a;; = 0 e usando o fato que a3, = a?,, entdo temos que

—Qa91A12 = 1. LOgO7 91 = —QA12.

Em qualquer caso, a matriz A sera da forma:

=)

cos —send
A= |senf cosf O

0 0 1
(17) arnag2 — aga12 = —1
De maneira analoga ao caso anterior, temos:
cos  senb 0

A= |senf —cosf 0 |,
0 0 -1

o que conclui a prova. O

Proposigao 1.3.1. Seja ® : Hy — Hs uma isometria tal que ®(0) = p. Entio & = L,o WV €
uma isometria pelo lema acima.

Demonstra¢ao. Como L,-1 e ® sao isometrias, a composigao L,-1 o ® também o é. Além disso,

(Lys 0 ®)(0) =

Pelo lema anterior, L,-1 0 ® = ¥, onde ¥ é uma isometria tal que ¥(0) = 0. Logo, ® = L, 0V,
como queriamos. 0
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Capitulo 2

Aplicacao de Gauss de superficies em H3

Dada S C R? uma superficie regular orientada, a aplicacao de Gauss ¢ a aplicacao dada por
N : S — $? C R? que associa a cada ponto de S o vetor normal unitario N(p). Considerando
R3 como um grupo de Lie comutativo, a aplicacao de Gauss ¢ exatamente a translacao do vetor
normal unitario em qualquer ponto da superficie para a origem, o elemento identidade de R3.

Nip)

Figura 2.1: Aplicagdao de Gauss em R? retirada de [7].

Neste capitulo apresentamos o que vem a ser a aplicagao de Gauss de superficies orientadas
imersas em um grupo de Lie GG, bem como resultados relacionados a tal aplicacao. Alguns
resultados apresentados neste capitulo baseiam-se nos obtidos por Christiam Figueroa [9].

2.1 Aplicacao de Gauss em Hj

A seguir, definimos superficies em Hj3 e apresentamos resultados importantes envolvendo a
aplicagao de Gauss.

Defini¢ao 2.1.1. (Superficies em Hs) Seja S C Hsz. Dizemos que S € uma superficie se para
todo p € S, existem abertos Q CR? e V.C H3, comp € V e uma aplicacio ¢ : Q — SNV,
tal que

(1) ¢ € um homeomorfismo;

(17) ¢ € diferencidvel;

(i17) dp, € injetora ¥ q € L.

Defini¢ao 2.1.2. (Aplicagio de Gauss) Seja S uma superficie orientdvel em um grupo de Lie
G de dimensao 3, munido com uma métrica invariante a esquerda. A aplicacao

v:S = S*={vegl =1},
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onde v(p) = dL, " on(p), g € a dlgebra de Lie de G e 1 o campo de vetores normal unitdrio de
S, € chamada a aplicacao de Gauss de S.

Note que a imagem da diferencial da aplicacao de Gauss, dy(7},5), esta contida no espago
tangente a esfera S? no ponto (p), ou seja:

dy(T,S) € Ty S* = {7(p)}+ = dL; ' (T,,5)

e portanto dL, o dvy(7,S) C T,S.
Vejamos a seguir alguns resultados relacionados a superficies em Hz. Em particular consi-
deramos o caso de superficies do grupo de Heisenberg, do tipo gréfico, isto é,

S =G(f) ={(z,y, f(z,y)) € Hz; (x,y) € O},

onde f: ) — R é uma funcao diferenciavel.
Tomando como base a definicao acima, considere a parametrizacao de S dada por

X(z,y) = (z,y, f(z.y)), (z,y) € A C R™ (2.1)

Uma base de 7,5 associada a tal parametrizacao ¢ dada por

Xo=(1,0.£:) = By + (5 + f.) By (2.2)
X, = (0,1,1,) = Ex+ (f, = 5)Es. (2.3)

Exibiremos a seguir os calculos para encontrar o campo normal a S.

Considere n = aFE; + bFy 4+ cE3 o campo normal a S. Observe que
Y

<777Xm> :a+c(fm+§):0
(n, Xy) —b"i"C(fy_g):O
Assim,
a+c(fx+g) —O:>af—c(fm—|—%)
bte(f,—5) =0=b=—c(f,~3).

T

Segue que n = c(—(f + %)El —(fy 2)Eg + E3), ¢ € R*. Em particular para ¢ = 1, obtemos

x
n=—(fs+ %)El —(fy = )2 + Bs,
e consequentemente
— _ A% EEAS
W llall= (5 + )+ (- 1) 1
Desse modo,

n(z, y) fot 3 fy—3 1
f:p,y:—:-( E, — Ey+ —=FE 2.4
R [TE7 1 A A N T 24
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¢ o campo normal unitario a S. Além disso, os coeficientes da primeira forma fundamental de

2)(53)

S sao:
E =<XW&%4E+(&+%ﬁ%EH(ﬁ+%ym:1+(@+@2
F o= (X, X) = (Bt (o D) B Bt (- 5) B = (fo+
G = (X, X)) = (Bat (fy =3 )En Bat (fy— 2)Bo) =1+ (£, -5

).

Se V ¢é a conexao Riemanniana de (Hs, (-,-)), pela formula de Weingarten para superficies,

temos que

Aev = —V,&,v € T,S.

Com isso, os coeficientes da segunda forma fundamental sao calculados por

l

m

<_sz§7 Xl‘)
<_va§7 Xy>
<_va£7 Xy>7

_l’_
w
1

n

onde

fy—%
W

1

Vx.& R

v (5
_(ﬁ;y
-

fy —
Usando agora a expressao de X, dada em (2.2)):

)
), (

> VXZEZ +

o
(5

E3 + = VXzEg

o

)s
o

Y
2

Vi, E

T

%%

w

fo+}
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E de maneira analoga, obtemos

L= (h=3) (ft} (=% (e+%) (f—3%
= — E — E.
Vi 2W W), 1+ 2W w7
fo+ ¥ 1
— — Es.
Tow T\ 7
Os coeficientes da 2% Forma Fundamental sao dados por
fm+ f -3 fm‘i‘g
2 2
fa + 1 f,—Z 1 f.+Y
m o= (X = (VX0 - Tl el t )
fu = (fy = 5) (o +
N = (VREX) = (VX = )
Defini¢ao 2.1.3. (Superficie Vertical) Uma superficie S C Hs € dita uma superficie vertical

no ponto p € S se ai|p € T,S. Dizemos que S € vertical se ela € vertical em todos os seus

pontos.
Teorema 2.1.1. Seja S uma superficie orientdvel de um grupo de Lie 3-dimensional G. Entao
dLy, o dyp(v) = —(Ay(v) + az(v)), v € 1,5,

onde A, € o operador de Weingarten, az(v) = V,j e ] € o campo de vetores invariantes &
esquerda tal que 1(p) = n(p).

Demonstragao. Seja S uma superficie, p um ponto de S e {ej, €3, €3} uma base ortonormal de
T,G tal que e3(p) = n(p). Considere Ey, Es, E5 as translacoes a esquerda de e, eq, €3, respecti-
vamente. Nesse caso, 7 = Fjs.

Dado g € S, escrevemos

1(q) = a1E1(q) + a2 Ba(q) + a3 Es(q Z o i (2.5)

onde a;(p) = 0 para j = 1,2 e az(p) = 1. Portanto,

v(g) = dLg10n(q)
dLs-1 (a1 E1(q) + aaEs(q) + asEs(q))
= o (Q)El(e> —+ Oég(q)EQ(e) + 053(Q)E3(e)

= Zai(q)E e

Desse modo, para v € T),5, temos

() = o P el Ele)



Se compormos dL, com dv, em v, obtemos

dL, o dy,(v) = de<Zv(ai)Ei(e)>

Por outro lado, usando ({2.5)), obtemos

Voilly = Vo) iE))l,

i1
= Vy(a1Ey 4+ asEy + a3Es)|,
3

= Z v(a;)Ei(p) + Z VoEilp

=1

= de o d’yp(U> + VUE3’Z7
— dLy o dy(v) + an(v).
Portanto, —A, (v) = dL, o dv,(v) e o resultado segue. O

Observacao 2. Note que para o R?, os campos invariantes a esquerda sao constantes. Ou seja,
az(v) = Vi1 =0 e, portanto, a equagdo do teorema acima € dada por dL, o dy,(v) = —A,(v),
onde dL, = Id. Assim, no caso Fuclidiano a diferencial da aplicagcao de Gauss é exatamente a
2¢ forma fundamental para superficies em R3.

Exemplo 2.1.1. Vejamos agora um caso particular do teorema 2.1.1 quando S = G(f) € o
grifico de uma funcao f(x,y). Usando a parametrizacao de (2.1) e a base {X,, X,} de (2.2)) e
(2.3), obtemos

0a; .
dfyp Z azl

Oai .
d’}/p Z aZz

onde a; sao os componentes da normaln ep € S = G(f). Logo,

Oa;
dL, o dy,(X,) = dL, <Z aﬁg@))
i=1 7t
o aal 8a2 E)ag
= de <ax1E1< >+ ax2E2< )+ axgEg(e))
. 8@1 8&2 8@3
- a$lE1(p) 8$2E2(p) axgE?)(p)



De maneira andloga,
3
86%‘

Ei(p).

dL, o dv,(X,) = 2 oy

Por outro lado, temos que dL, o dvy,(T,S) C TI:S e portanto
dL, o dv,(X,) = aX, + bX,,
dL, o dvy(X,) = cX,y + dX,.

Usando (2.2) e (2.3) e comparando os dois sistemas acima, obtemos a sequinte matriz:

_ y y -
() (ftg
w w
z Yy
dL, o dy, = i i
B fy_§ _ fy_§
w w
L x y

Note que o determinante da matriz é dado por

det(dLy o dry,) = Fexlon e —,

ao qual chamaremos de determinante da aplicagao de Gauss e «, € dado pela sequinte

matriz:

aﬁ(Xm):VXzﬁ:L _(fx+%) (fy_%) 1_(fy_§)

2W | (a+®) -1 (B+Y(H-9)

Proposicao 2.1.1. Seja S uma superficie orientdvel de um grupo de Lie G. Sep € S € um

ponto tal que dvy, =0 entio dL,'(T,S) € uma subdlgebra de Lie com codimensao 1.

Demonstragao. Por hipotese, sabemos que p € S é tal que d7, = 0. Assim pelo teorema (2.1.1)
temos que ai; = —A, no ponto p e se A, é um operador simétrico, o também o é.
Considere {X;, Xy} uma base ortonormal de 7,5 e considere E; = dL,-1(X;),i = 1,2 e
E = ~(p). Sendo
Qp = ((szE7 Ej>)7 i,j=12,

a matriz de az, temos que

<VE1E7EJ> = <ijE7 EZ>7Z7J =1,2, (26)

pois oz ¢ um operador simétrico. Pela expressao

(Z,VxY) = —%(<[Y, 2], X) + (X, 2, Y) + ([Y, X], 2)),

temos que a derivada covariante é dada por
1
(Ej, Ve E) = —5 (B, Ei], Ej) + (B, Bj], E)) + ([Ei, Ej), ), (2.7)
utilizando as equagdes (2.6)) e (2.7)), obtemos
<[EZ7E]]7E> = 07 Z’j = 172a
ou seja, [E;, Ej] € dL,~1(T,S) = span{E}, E»}.
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Proposicao 2.1.2. Seja S uma superficie em Hj.

(a) Se S é um grdfico, entio S nao € vertical em nenhum de seus pontos.

(b) S € uma superficie vertical se, e somente se, a menos de isometria S € localmente da forma
(t,a(t),s), (t,s) € Q, onde Q € um aberto conexo de R

Veja demonstracao em [16].

Proposicao 2.1.3. Seja S uma superficie em Hs. FEntdao para todo p € S, temos que S €
vertical em p ou €, localmente em p, o grifico de uma fun¢ao diferencidvel f.

Demonstracao. Seja S uma superficie em Hz e p € S. Se S for localmente um grafico em p,
nao ha nada a fazer.
Suponha agora que S esta parametrizada localmente por

X(t,s) = (f(t,s),t,s).

Temos que
X, = _ oo (He S
X, = tfs
o= (£0.1) = fiE + (1422 By,

Considerando o ponto p da forma p = (f (%o, s0), to, S0), temos que E3(p) € T,,S se, e somente
se, fs(to,s0) = 0. Desta forma, se S nao é vertical em p, entdo fs(to, so) # 0.

Se definirmos F'(t,x,s) = f(t,s) — x, temos que se xg = f(to,S0) = Fs(to,zo,50) =
fs(to, s0) # 0. Pelo teorema da fungao implicita, existe uma fungao diferenciavel g definida
em B C R? tal que F(t,z,9(x,t)) = 0 no aberto B. Assim, f(t,g(z,t)) = x V(z,t) € B. Se
(x,t) € Bes=g(z,t), temos que

(f(tv S)vt’ S) = (f(t,g(l‘,t)),t, S) = ($,t,g([£,t)).

Portanto, S ¢é localmente o grafico de f. Para as parametrizagoes X (t,s) = (¢, f(¢,s),5) e
X(t,s) = (t,s, f(t,s)) aideia de prova é analoga, modificando apenas o ponto de S. ]

Teorema 2.1.2. O plano vertical € a inica superficie conexa em Hz com a propriedade de que
sua aplicagao de Gauss € constante.

Demonstragao. Seja S uma superficie de H3 dada como o gréfico de uma fungao suave f(z,vy),
ou seja, S é parametrizada por X(z,y) = (z,y, f(z,y). Uma base do espaco tangente de S é
dada por

Xo= B+ (fot+3) e X, = B+ (f— ) B (2.8)

Se existe p € S tal que dv, = 0, entao dLIjl(TpS) ¢ uma subdlgebra de hs, o que é uma
contradi¢ao, pois

[dL, M (X,),d0 N (X)) = dL ' [Xe, X
= ALV B+ (f + g)Eg, B+ (f, - g)Eg]
= dL,'[Es]
= 3.
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Isto nos diz que es € dL,(T,S). Logo, 3 u € T,S tal que dL, ' (u) = es. Mas se u = aX,+bX,,
entao

dL'(u) = dL,'(aX, +bX,)
= dL,'(aBy + bEy + (a(f + %) +b(fy, — =) Es)

= aep +b€2+63(a(fx+%) —i—b(fy — g))

Assim a = b = 0, o que é uma contradi¢ao pois ez # 0. Assim, nao existem graficos em Hj
de tal forma que a aplicagao de Gauss seja constante.

Considere agora S sendo uma superficie vertical. Neste caso podemos consideréd-la pela
proposicao 2.1.2 como uma superficie parametrizada por

X(t,s) = (t,a(t),s), (t,s) € U C R?

e sejam

(a — a't)

Xt = (1,a’(t),0) = E1 —+ (I,EQ -+ 5

E3 e Xs = (070,1) = Eg,

a base associada a tal parametrizagao.
Temos que o campo normal unitario é dado por

Xt X Xs B Q,El — E2 a 1

= = = Ey — ——FE».
ToX XN Viter Vite? ' Jirdt

Observe que 71 é constante quando @'(t) também o é, ou seja, a(t) ¢ uma fun¢ao afim. Como

v(p) = dLIj1 on(p) temos que 7 é constante se, e somente se, 17 é constante. Neste caso, S é
um plano.

]

2.2 Superficies Minimas em H;

Defini¢ao 2.2.1. (Curvatura média) Definimos como curvatura média a expressao dada por

. 11G — 2mF + nE
2 EG-F?2

onde E,F e G el,m en sao coeficientes da Primeira e Sequnda Forma Fundamental, respec-
tivamente.

Defini¢ao 2.2.2. (Superficie Minima em Hjz) Uma superficie em Hs é chamada minima se a
sua curvatura média € identicamente nula.

Note que se H = 0 e a superficie ¢ dada como grafico de uma fungao suave, entao a equagao
dos graficos minimos em Hj é dada por

(Lt (fy = )V e =2y = ) (o + D+ (14 (4 5)") i = 0.

Exemplo 1.3.1 Os planos f(z,y) = ax + by + ¢ sdo exemplos de graficos minimos.
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Vejamos a seguir definigoes importantes que envolvem o principio do maximo geométrico.
Para mais detalhes veja [17].

Considere a seguinte equacao diferencial parcial
Flu] = F(x,y,u, Du, D*u) = 0,

com F: T =QxRxR*x S(2,R) — R, onde S(2,R) ¢ o espago das matrizes reais de ordem
2 simétricas e 2 C R%. Os elementos de I" sao escritos como (¥, z,p,r) onde p = (p1, p2) € R?
e r = (rij)ax2 € S(2,R). N6s assumimos que F' ¢ diferenciével com respeito aos ry;s.

Defini¢ao 2.2.3. (Operador Eliptico) O operador definido na expressio acima € dito eliptico
em u € C*(Q) se

(8F

5y (59w, Du D)

2x2

¢ uma matriz positiva definida.

Segue um resultado importante que envolve o Principio do Maximo:

Considere uma equacao diferencial eliptica da forma
Flu] = F(x,y,u, Du, D*u) = 0

com F:T'=QxRxR?x S(2,R) — R onde S(2,R) é o espago simétrico de matrizes de
ordem 2 com entradas reais. Dado ug,u; € C?*(Q) N C°(Q2), e suponha

(1) F e CY(D);

(2) F ¢é eliptico em todas as fungoes tu; + (1 —t)ug,0 <t < 1;

oF
(3) au_OemQ

Se u; < ug sobre 9(Q) e Fluy| > Flug) em €2, entdo ou u; < up em Q ou ug = uy em .

A seguir apresentamos algumas defini¢oes importantes.

Definigao 2.2.4. (Ponto de tangéncia interior) Sejam as superficies S; C Hz,i = 1,2 e p €
int(S1) Nint(Ss2) tal que o plano tangente e o vetor normal unitdrio de Sy e Sy em p coincidem.
Nessas condi¢des, o ponto p é denominado um ponto de tangéncia interior de S e Ss.

Defini¢ao 2.2.5. (Ponto de tangéncia no bordo) Sejam as superficies S; C Hz,i = 1,2, com
0S; # @ e p € 9SNNSy um ponto tal que o plano tangente, o vetor normal unitdrio de Sy e
Sy, e 0s vetores normais interiores de 057 e Sy em p coincidem. Nessas condicoes, o ponto p
€ denominado um ponto de tangéncia no bordo de Sy e Ss.

Definigao 2.2.6. (Comparagao entre superficies) Sendo p um ponto de tangéncia interior ou
no bordo de Sy = graf(uy) e Sy = graf(us), entdo uy e uy podem ser definidas sobre um mesmo
plano tangente. Nesse caso, Si estd acima de Sy se uy > uy e estd abaizo de Sy se uy < us.
Serd denotado respectivamente por S; > Sy e S < Ss.

O resultado abaixo refere-se ao Principio da Tangéncia Interior.
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Teorema 2.2.1. (Principio da Tangéncia Interior) Sejam U C R™ aberto e conexo e z1, 2o :
U — R funcoes diferencidveis, solugoes de uma EDP eliptica ¢ =0 em U. Se z1 < z9 em U
e se existe P € U tal que z(P) = z(P), entdo z; = zo em U.

O teorema a seguir é conhecido como o Principio do Maximo Geométrico. Uma ideia da
prova no caso euclidiano pode ser encontrada em [17].

Teorema 1.3.1 Sejam as superficies S; C H?,i = 1,2, que satisfazem o principio do ma-
ximo. Suponha que p é um ponto de tangéncia interior ou no bordo de S; e S5 e, em alguma
vizinhanga de p, S; > S, entao S; = Ss.

Teorema 2.2.2. Ndio hd nenhuma superficie minima compacta (limitada e fechada) em Hj.

Demonstra¢ao. Suponha que existe uma superficie S minima e compacta (sem bordo) em
H;. Considere a aplicacao 73 : S — R como a projecao na terceira coordenada, ou seja,
m3(z,y,2) = 2 V¥ (z,y,2) € S. Temos que 73 é continua e como S é compacta, atinge seu
maximo em S. Seja p € S um ponto de maximo para w3 e P o plano dado como grafico da
funcao g : R? — R com g(x,y) = ¢, V (z,y) € R?. Sabemos que tal superficie ¢ minima , pois
sua curvatura média é identicamente nula (g,, = gyy = guy = 0).

Além disso, afirmamos que S estd abaixo de P. De fato, como S é compacta, temos que
SN P éum fechado de P e consequentemente um fechado de Hs. Mas p € SN P o que significa
que SN P # @. Se existir outro ponto ¢ € SN P, entao S nao é vertical em ¢ e pela proposicao
(2.1.1) s6 pode entao ser dada como grafico de uma fungao diferenciavel f : Q — R.

Vamos definir /' : I' — R por

P10 = (1 0 )20 3) o+ 2o (14 (o) o

Observe que F' € C'(T') e T’ nao depende de u. Sendo assim ‘3—5 = 0. Se considerarmos

T

Y
Uy = Uy + T €U = Uy — T,
! 2 V2

obtemos,

oF . 1+ ’U,g —Ui1U2
87‘2']‘ N —U1U2 1+ U% ’

Sabendo que P e S sdo superficies minimas, entdo F[f] = F[g] = 0. Por hipotese S esta
abaixo de P e assim f < g. Se f(q) = g(q), segue pelo principio do méximo que S coincide
com P em (2. Logo, existe uma vizinhanca V' do ponto ¢ tal que V' C SN P. Mas isto significa
que S N P também é um aberto de P e como P ¢é conexo, segue que P = S N P. Entretanto
P nao é limitado, o que gera uma contradigao, pois S é compacta. Dessa forma, a prova esta
completa e de fato mostramos que nao existe superficie minima compacta em Hs. O

35



Capitulo 3

Aplicacao de Gauss para imersoes
conformes em Hj

Neste capitulo, apresentamos a aplicacao de Gauss para imersoes conformes em Hj, uti-
lizando técnicas e conceitos da Geometria Riemanniana e da Anélise Complexa. Analisamos
também as condigoes necessarias para que essa aplicacao seja harmonica. A seguir, estabelece-
mos a notagao que seré adotada ao longo do capitulo.

No capitulo 1 vimos que o grupo de Heisenberg pode ser munido com a métrica

1 2
dx? + d3 + (§(I2d$1 — x1dxy) + dx3) .

Ao longo do texto identificaremos R? com C e chamaremos de referencial canoénico em Hs, o
referencial ortonormal de campos invariantes a esquerda {E1, Fs, F3} dado por
0 xy O 0 xy O 0
:———2—7E2:—+—1—7 3= 7
83@1 2 axg aZ‘Q 2 81’3 8.133

Além disso, diremos que um vetor é vertical se ele for proporcional ao campo Ej3 e horizontal

Ey

se for ortogonal a E3. Uma superficie nao é vertical em nenhum ponto se o campo FE3 nunca
for tangente a ela. Identificaremos um vetor em x = (1,2, x3) com suas coordenadas no
referencial {E, By, E5}. Estas coordenadas serdo denotadas entre colchetes. Desta forma,
temos que

a1

= az
(9331 + aQ@xQ +as (9333 1
as + 5 (I’QCLl - .771(12)

a1

Relembramos a seguir algumas defini¢oes importantes.

Definicao 3.0.1. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicagao diferencidvel
¢: M — N ¢ uma imersao se doy, : T,M — Ty N € injetoraV p € M.

Uma imersao ¢ : M — N € chamada conforme se para todo p € M e quaisquer u,v €
T,M temos (do,(u), dp,(v))ny = N(p){u,v)r , onde X\ € uma fungao diferencidvel em M que
nunca se anula. Além disso, ¢ € minima se a curvatura média da superficie imersa for igual
a zero em cada ponto da superficie.
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3.1 A aplicacao de Gauss e resultados relacionados

Considere Y uma superficie de Riemann orientada e z = u + iv a coordenada conforme
em Y. Seja X : ¥ — Hj3 uma imersao conforme. Denotaremos por ' = 7o X a projecao
horizontal de X e por h : ¥ — R a terceira coordenada de X. Desta forma, escreveremos
X = (F,h). Vamos considerar ainda F' com uma fungdao complexa, ao identificar R* com C. O
campo normal unitério a X ¢ denotado por N : ¥ — S?, onde S? é a esfera unitéaria da algebra
de Lie de Hj.

Definicao 3.1.1. A aplicacido de Gauss de X € a aplicagio g = o N : ¥ — C = CU {o0},
onde p € a projecao estereogrdifica com respeito ao polo sul dada por

T1 + 179

QO(ZUh.TQ,xg) - 1+ZE3 .

Assim, g : ¥ — C estd definida por N = o' o g, onde g = (Reg,Img) e a inversa de o,
ot ¢ dada por

(s = (236(;:) 2Im(z) 1—|2| )

T+ 2271+ 22" 1+ |22

onde z € C. Desta forma temos que

N o 2Reg 2Img —(Re?g + Im?g) + 1
 \ Re?g+1Im2g+1" Re2g+ Im2g+1" Re2q+ Im2g+1
1 2Reg
= 2Img
g* +1
g

Defini¢ao 3.1.2. Defina n = 2(FE3, X,). Chamamos o par (g,n) de dados de Weierstrass da
1mersao X.

Denotando a imersao conforme como
X(u,v) = (F(u,v),h(u,v))
e escrevendo explicitamente F e F' como

F =ReF + iImF
F =ReF —iImF,

segue das equagoes entre (3.1]) e (3.2) que

F+F F-F
+ e[mF:i(—>.

ReF —
¢ 2

Desta forma, a imersao X pode ser representada como

F+F F—F
X = ; hl.
( 2 77/ 2 7 >
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- 0 .
Observacao 3. Se {— —} formam uma base para o plano tangente 1,3, entao podemos

ou’ Ov

associar a estes campos

T2
. o 0] . .

Para cada ponto p € X, o conjunto 5 93 € uma base para o plano tangente complexificado

z 0%

C
%
Observacao 4. Observe que )
] (F+F),
X.=3 i(F—F),|,
Ui

sendo esta representacao a escrita de X, no referencial {Ey, Eo, Es}. Na defini¢ao 3.1.2 temos
que n = 2(F3, X,). Por outro lado,

i _ L
T o= b+ |[(F+FL(F—F) = (F+F)(F - F),
h, = g - %[FZF — F.F+F.F—F.F—(FF, - FF. + FF, - F‘FZ)]
= TV _opF 1 o2FF,|.
28
Logo,
h, = g ~Y\FF, — FF.|. (3.3)
Além disso, temos que B
! (F+ F);
Xg = 5 Z(F — F)g
U]

Observe que para que X seja conforme devemos ter que (X,, X,) = 0. Desse modo,

(XX} = {5 ((F+ FLB +i(F — F).By 4+ nB3), L ((F 4+ F).E: +i(F — F).E; + I )
= (R4 R+ 2(F~ R +)
= (B4 2R.F. 4 F2— (F —9R.F. 4 F2) 4 7)
- i (F2+2F.F, + F? — F? + 2F.F, — F? + )
— i (AF.F. + )
2
= FF + "Z.
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E, portanto, a conformalidade de X € equivalente a

a0
P =-T 4
! (3.4
Note que
X.x X, = G%F—F%—mﬁ‘Pﬁ)&ﬁ«—QF+F)+WF+DJE§

A componente de X, X Xz na direcao de Es ainda pode ser escrita como

ZF+F)(F = F)s = L(F+ F)(F = F). = 2| (F+F)(Fs = F) = (F+ F)(F. — F))
— i FzFZ_FzFZ_FEFz+F2Fz
:izgﬂ—ﬁﬁg
il _
- = Fng—FZFg
2
= S|IEL2-|RP|.
2

Da mesma forma podemos reescrever as duas primeiras componentes de X, X X e com isso
obtemos que

; Re(nF; — nF,)
X, x X; == [Im(nF;s — qF,)

[P — | F2|?
Note que,
XoxX. = |roa—ix)| x|t —ix)
5 2
_ o lx,xx,—ix,xx
- 4 4 v U

[Xm]

= 5XuxXU, (3.5)

multiplicando (3.5)) por (—2i) obtém-se

—2i(X, x Xz) = X, x X,.
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Observe que

||Xu><Xv|| = 2<X217X2>

o ) L - i}
= 2s(F+F).E + %(F R B+ gEg, S(F+ F):E+ %(F CF).Es+ gE3>

1 _ - 1 _ - n
= A(G(F+ R)Bi+5(F. — F)Ey + 1B, S(Fs + ) By + 5(Fs — F2) By + 1 By)

1
= |EP+[EP + 5l

Assim quando g # oo, temos que ao analisar as duas primeiras componentes do vetor normal

. 29
———(Reg + ilmg) = .
Ty g o ime) = 1o
Como
X, x X, —2i(X, x X3)

N

XX X[ [P [ F 4 5l

ao analisarmos as duas primeiras componentes do vetor X, x X; temos:

1 _ = _ i B o _
T (nFs — qF, + 7F, — nFs) + i (nF: — qF. — iiF. + nF)
i _
= § (F:— 7F) 3.6
. . Xz X XZ
e desta forma obtemos que as duas primeiras coordenadas do vetor m pode ser repre-

sentada por
77F2 - ﬁFz
|FL? + | F2? + 50>

Jd a terceira coordenada € encontrada diretamente. E assim obtemos quando g # oo:

29 nFz -0k L—|gP _ |EP—|F
L+lglP P+ P+ gl T+ gl [FLP + [ F + gl
E portanto,
g=poN= o1
2|F.[? + 3nf?
Usando (3.4), concluimos que quando g # oo,
_ Ul g
F=""1 p=9 3.7
g 5 5 (3.7)

Observagao 5. Podemos concluir que pelas equagdes (3.7) as fungoes z e gn podem ser esten-
g

didas para os pontos, onde g = 0 ou oco.
As equagoes e caracterizam (g,n) a menos de transformagoes (g,n) — (—g,—n).
Note que F,g e n estao bem definidas independentes do modelo de Hs, enquanto h depende
do modelo, jd que da forma que h foi definida ela representa a coordenada vertical da imersao.
A funcao h satisfaz que .
Nz -
h, = 371 [FFZ — FFZ} . (3.8)
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De fato, observe que

1 _ —
X = L(F+ LB 4P - PB4y
Assim,
7 - (x.m)
= h,+ - ‘hnﬁé——i——1~—iReF£————;L )
2 2 2

e como :
temos que

Dbt S F - RYFF) - P PP - )

2 T3 c2 )

= h.+ g [(FF. + FF. - FF. — FF. + FF. - FF, - FF. + FF]
/L' _ _
=h,+ - |2FF, —2FF,
+8[ ]
i _
+4[ ]
E portanto,
n_ iz 3
hzz——— FFz_FFZ .
2 4[ }

in

Vejamos a seguir que F:, = F,;. Como F, = ReF, + iImF,, temos que

OReF, O0ImF, ORelF, OImkF,
+1 +1 -

ou ou

ov

OReF,

3R6F;__8IWMQ
ou ov

+1

(

OImkF,
+

ou

ov

(%)

)

1

“

_ 1[@PReF  ®ImF _9*ImF _9*ReF
4| Oudu Ovou Oudv Ovov
_ 1[OPReF O*ReF | (0Im’F | 9ImF
4| Oudu Ovov ! oudu ovov

41

OIm?F  0°ReF  0?ReF  O*ImF

oudu

* ovou

Oudv

Ovov

)




Por outro lado,

—_

jai _ =+ 8R6Fz+81sz+Z<(91sz_aRer>
= ou ov ou ov

[\]

| =

1| ouow T ovon  owde ovow

B _82 ReF  O*ImF  O*ImF  O?ReF OIm?*F  0?ReF  0?ReF  O0*ImF
N ! oudu ovou Oudv Jvdv

1

{W&F+W&F ,MWF+WMW
41 Oudu Ovov oudu ovov

E, portanto, F;, = F.,z, como queriamos.

Proposicao 3.1.1. Seja X : ¥ — Hz uma imersao conforme. Entao sua aplicacao de Gauss
g nao pode ser identicamente nula ou oo em um conjunto aberto.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que ¢ = 0 em um conjunto aberto U. Pela equagao
(13.7), se g = 0, entdo 7 = F> = 0 em um aberto U. Logo, concluimos que F,; = F;, =0 em U.
Mas pela equagao (3.8)),

h, = 2 _Y\FE —FF,|,
2 4
e como 7] = 0, segue que 1 = 0. Logo,
h, = —EQWQ—FE)
Utilizando o fato que F, = F%, obtemos
h. = —5(FF. - FF),
4
e Iz =0, entao
i_
h, = —-FF,
4
Derivando h, com respeito a Z,
il - _
hzi = FZFz_Fin
4
== _EFZFZ
4
4
1
= — |
117

Como h.: € R, segue que h,;: = 0. Assim F, = 0 em U e, portanto, X, x Xz = 0, o que é
impossivel, j& que X é uma imersao. Usando a mesma ideia, concluimos que g nao pode ser
identicamente co em um conjunto aberto. O]
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A equacao do seguinte teorema seré utilizada para a demonstracao do corolario 1 e do lema
3.1, sendo feita a demonstragao deste teorema posteriormente.

Teorema 3.1.1. Seja X : X — Hjs uma imersao minima conforme. Entao a aplicagao de
Gauss g : ¥ — C satisfaz

(1= |g1*) gz + 299-9: = 0. (3.9)
Esta igualdade se mantém quando g # oo. Na vizinhanca de um ponto, onde g = 0o, a aplicag¢ao

g precisa ser substituida por —.

Corolario 1. Seja X : ¥ — Hj uma imersao minima conforme que nao € vertical em nenhum
ponto e suponha que o normal aponta para cima. Entao sua aplicacao de Gauss g toma valores
no disco hiperbélico H? =D = {w € C; |w| < 1} e é harménica (na métrica hiperbélica).

1—|g|?
1+ g]*

Demonstracao. A terceira componente de N é Assim N satisfaz a condi¢ao do enun-

ciado se, e somente se, |g| < 1, isto ¢, g € H.
Além disso, usando a equagao (3.9)) obtemos que

+ 29 0
9oz + —0.9: = 0,
1—1g|?

o que significa que g é harmonica.
Isto ocorre, pois no caso particular de considerarmos a aplicacao g : ¥ — H? = DD, onde

D = {w € C;Jw| < 1} estd munido com a métrica obtemos que g é harmonica

quando:

2
G2z + m)\w(g(z))gzgi = 07

2

= Ty ¢ faendo g(z) = w, obtemos que a equagao harménica ¢ dada
"9z

em que A(g(2))
por:

L2 0
9zz T T 5929z = V.
1—|gf?

O]
Para detalhes a respeito da equacao harmonica, veja o apéndice para o caso geral.
Lema 3.1. A imersao conforme X é minima se, e somente se,
i o9l —1)
F.z = —|77|2—29,
8 9] (3.10)
nz + 1. = 0.

A primeira equagao em (3.10) € vdlida quando g # 0,00. Quando g = 0,00, significa que
F.: =0 (veja também a observagao 4).

Demonstracao. A imersao conforme X é minima se, e somente se,

Vi, X+ Vx, X, = 0.
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Observe que

1 1
X, = §(Xu —iX,) e X; = §(Xu +iX,),

em que X, e X; sao como na observagao (3) e a componente de X, + X; na diregdo de E5 é

dada por

n+

U

Observe ainda que,

Xy

) ) o
ImF ReF
— (ReF), <E1 Nl E3> + (ImF), (E2 o E3> + o By
F ImF
= (ReF) By + (ImF) By + (@Imf - %ReF + hu> Bs.

Por outro lado, também podemos escrever

Desse modo,

Vx,Xu

u

ou ainda,

X, = (ReF)uEs + (ImF), By + ! ;L " g,

Vi, (ReF)oEr + (ImF)yEs + (n ; n)

Es

(n+mn)

VXH(RGF)UEl + VXu (ImF)uEQ + VXU 5

Es

(ReF) By + (ReF) Vx, 1 + (ImF) By + (ImF),V x,

(n +277)uE3 L+ Vi By

(ReF)u By + (ReF).| — (ImF), =22 - (n ‘; ) %}

(ImF) B + (ImF), [(ReF)u% L ; ) %}

@Eg + @ - (ReF)u% + (ImF)u%}

((ReF)uu + (1mp), ; "_’>> B+ ((ImF)uu _ (rer), ; ﬁ)) By + ((’7 zﬁ)“) o
((F +2F>uu L UE ; F)y (1 ; n)) o (z‘(F —QF)W (F ZF)U (n ; n>> E,
N ((n Z ﬁ)u> E,
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E, portanto,

Vx,Xu

u

De maneira analoga,

A~ =

20F + Fyy +i(F — F)y(n+n)

2i(F — F)yw — (F+ F)y(n+1)

20+ 1)y

X, = (ReF) By + (ImF) By + i =D g,

Desse modo,

Z(T] B ’Fl)v
2

Es+1

i@&, +i

Substituindo,

VX Xv

(n—

((ReF)w +i(ImF),

VXD (RQF)UEl + (ImF)vEQ + 1

VXU(RGF)UEl + VXU (]mF)UEQ —+ Vx,u’i

1)

(ReF)y By + (ReF), [ — (ImF)
(ImF)yEs + (ImF), [(ReF)vE

@ [ — (ReF)v% + (ImF)v7

(n—

2

(n—1n)
2

Vx, Es

v7_

(n—
+1 2

1) E21]

B
El]
1)

5 >E1 + <(ImF)w —i(ReF),

v

Logo,

vX Xv:

v

|

(n—n)
2

(ReF)wkEr + (ReF),Vx,Ey + (ImF)ywEy + (ImF),Vx, Fs

)EQH—_
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A parte vertical de Vx, X, + Vx, X, ¢ dada pela soma das tltimas coordenadas. Logo,
i 1

2<77 - ﬁ)v = _(nu + ﬁu) + 3.(771) - ﬁv)

L+ et

1 1
= 5(% + inv) + §(ﬁu - Zﬁv)

E, portanto, a parte vertical de Vx X, + Vx, X, serd igual a zero se, e somente se,
Nz + 7_72 = 0.

Ja para a parte horizontal de Vx, X, +Vx, X, somamos as duas primeiras coordenadas de cada
conexao e fazendo um calculo analogo encontramos que a condi¢ao para que a parte horizontal
de Vx, X, + Vx, X, seja igual a zero:

Quando g # 0, 00, concluimos usando (3.7). Quando g = 0,00, temos que n = 0, e portanto,
F.: =0, o que conclui a prova. O

Demonstragao. (Teorema 3.1.1).
Considere um dominio no qual g # 0, isto é, sobre o qual F, # 0 e substitua F, e F; usando

a equagao (3.7). Ainda utilizando a equagao (3.7) temos que

2F% _ i
— - 3.11
T (3.11)
ou ainda,
T 77_
Assim,
g et — — —
n 2F;
F;
= —7 (3.12)

Derivando agora a equagao (3.12)) com respeito a z obtemos que
F..F; + F:F;,

299. =

(F3)?
_ F; 4 F:F%,
- F (F)

Por (B.10),




Note que

Retornando a ([3.13]),

2
i o (lglP—1) 29 g \i, o(g?=1)_( 29
299. = —<|nf’~——g| —= | - | % |9 - =
SH g? q 2 SH lg]? 7

_ 3'|n|2<|g|2—1)9_2_ig_ﬁ|n|2(|gl2—1)_ 4g*
4 lg? 7 16 lg]? I

Assim,
ioo(gP=1)g ilnl*,
) —In|? 22 g2 =1
g- 217 PR (lgI" = 1)g
i nl%g,, 1
——(g"—1)| —5 —1
4 7 (lg )<Ig|2
_ 3’|nl2g(| 21 1—1g”
4 7 g?
i |nl*g o[ —(=1+1g]*)
= ——(=1+]g/")
4 7 ( lg]?
nilg o[ —1+ g
= ———(=1+]g])
4 g/?
_ 3'779(1—|9|2)2
4 99
_ _3'77(1—|9|2)2
4 g ’
ou ainda
[ n 2\2
z — | — 5= 1-
g 4< 29)( l91%)
Logo,
g = ~F.(1- g2 (3.14)

4

Por continuidade esta equagao também ocorre quando g = 0.
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Agora, derivando (3.14]) com respeito a Zz,

1
g = L Fzzu—1912>2+2Fz<1—\g|2><1—rg12>z]

1
4

Fz(1— |9|2)2 +2F.(1 — |9|2)(_92§ - 9@2)] .

Utilizando a expressao de F,; dada em ([3.10))

(g = 1)

ili L
9= = 7§ [§|U|2Wg(1 —19*)* = 2F.(1 — |g*)(9:3 + 992) (3.15)

Multiplicando ambos os lados de (3.15) por (1 — |g|?)

i, (9> —1) L
(1—1g*)g:s = 1 [gW’QTQ(l —19?)? = 2F.(1 — |91*)*(9:9 + 93=)

1 2(|9|2 —1) o3 U N2/ — _
= —— gLyl — — —F.(1-— . a
32|77| PE 91 = 1gI)” = S E=(L = |91") (929 + 99)

Substituindo (3.14)

(el = 1) o
(1=19P)g-z = —g5Ml’ e 9(1 = |g1*)* = 29.9:9 — 29.97:
2 2
n~ (lg|” — 1 _ _
= ——‘3|2 (g~ 1) ‘|g|2 )9(1—Ig|2)3—2gzgzg—292992-
Assim,
2 2
_ nl* (gl —1 _
(1—9/*)g.2 +29.9:5 = —‘3—’2%9(1 —9*)* = 29.93-
> (1 = [g*)* _
= AW 94 g5
3 g Y 20:99
In|* (1 — |g*)* 5
= W) 910, 2.
32 g2 ! |9:1°g

Substituindo |g.|? e | F.|?,
2 1 o 2\4 FZ 2 1 _ 2\4
l® (L —1gl*)" o [ |g|)g

1— 2 2z 2 z 2_ ==
(L —19]%)9:= + 29.9-9 32 g Y G
PPyt EPO-P)
32 |gP? 8
2 2\4 2
n~(1—lg n
_ u( | | ) | | (1_|g|2)4g.

g _—
32 g7 32|g?
E, portanto,
(1= |g/*)gsz + 29.9:9 = 0,
como querfamos. Usando a mesma ideia na vizinhanc¢a de um ponto onde g = 0o, é possivel

mostrar que — satisfaz a equagao (|3.9)). O
g
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Observagao 6. Se |g| = 1 em um aberto, entao por (3.9) temos que g € constante, jd que
G # 0. E com isso obtemos usando (3.7) que gF + gF ¢ constante.
De fato, derivando gF + gF com respeito a Z e usando a equacio (3.7) temos que

(GF + gF): = g:F + gl + g:F + gF-

Além disso,

(gF + gF), = g.F+gF. +g.F +gF.,
gF. + gF.
__n 271
= -3 + 191 5

_ _n.n
N 2+2

= 0.

Sendo |g| = 1, entao a terceira coordenada de N serd igual a zero e temos entdo que X (X)

z

€ um plano vertical, isto €, uma superficie com equacao
ax, + bry = c,

onde (a,b) # (0,0) e c € R. Além de ser uma superficie plana, também € minima, pois sua
curvatura média € igual a zero, como visto no lema 3.1, pois Vx, X, + Vx, X, = 0.

Proposigao 3.1.2. Seja X : ¥ — Hjz uma imersao minima conforme tal que X (3) nao é um
plano vertical. Seja (g,m) os seus dados de Weierstrass. Entao

. 99
- PR (3:16)
e a métrica induzida em ¥ por X €
(1+g[*)?
d82 = 16W|gz|2|d2|2 (317)

Essas expressoes ocorrem em pontos onde |g| # 1,00, e se estendem suavemente em pontos
onde |g| = 1,00. Em particular, se |g| < 1, entdo g nao € antitholomorfa em nenhum ponto (ou
seja, g, nunca se anula).

Demonstra¢ao. Observe inicialmente que a equacao (3.16) vem de (3.7)) e (3.14]) pois:

1
. = _le_ 2\2
0. = RO lgP)

= (= )a-r
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Logo,

8g9. = —in(1—1g*)’
Segue que
899:  _ i,
(1—1g?)?
ou ainda,
8ig9-

a—fgP2 "

Ja para a equagao (3.17)), utilizamos (3.7)). Como

gk, = —g, entao (F,) = —%.

Usando a equagao (3.16]),podemos escrever
_ 8igg:
WG, =y =
(1—1gl?)?
ou seja,
—4ig,
P
(1—1g0?)

Multiplicando ambos os membros da equagdo acima por (F}),

F,(F,) = F,).
R (O R
Logo,
2ig, 17
Fz 2 = ™
EF = aopey
onde 8i99: Desse modo
nde n = —2=—. modo,
(1—g*)?
|F |2 — Qigz _8ig(9z) 1
: (I—1g»)?* (1 —g*)?g
_ —162%g. [
(1—g*)*
~ 16]g.
(1—gH)*

Ainda utilizando a equacdo (3.7)), temos que

F, = %, e portanto (Fz) = (F), =

20

|



E usando a equacao (3.16)),

g (—8ig(g-))
2 (1—1g?)?
—4ig*(g.)
(1—1g1?)*

Multiplicando ambos os lados da equagdo anterior por (F'),, obtemos:

Além disso,

Logo,

<X2a X2>

2 n - _4i92(gz) n

—4ig*(g.) gn
(1922

~2ig*(g.)g  8igg.
(1—1g?)% (1 —g|?)?

—16i%¢*3|g.|*

—4g7\9:) g1
2

(1—g»)*
_ 16]g|"|g:/?
(1—1g[*)*
> = na
_ sigg. [ 8iglg)
(1—1gl»?\  (1—]gP)?
~ 644°|g[*|g.|?
(1—g?)*
64]g/*|g-I*
(1—g?)*

N | —

1
<|Fz|2 + P+ ZlnP)

_ 1| _16lg:l”  16lgllg:]* | 1 64gPlg:l

211 —1g»*  (1—1g»* 4\ (1—|gP)*
8l N 891*9-I? N 16]g]?|g-|*

(T—1g[»* (1 —1]g/»)*  \(Q—|gP)*
89.1% + 8g|*|g-1* + 16|g/?|g.|>

(1—1g]?)*

8lg:12(1 + |g* + 2|9]?)

(1—1g*)%)
(1 + ’9’2)2 |g |2
(1—1g1>)%)
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Assim a métrica induzida em ¥ por X é dada por

ds® = 2(X,, X;)|dz|*.

E portanto,
2 _ (1+ ‘9‘2)2 2 2
(1+ ‘9‘2)2 2 2
16W|gz| |d=[7,
como queriamos. ]

Teorema 3.1.2. Sejam ¥ uma superficie de Riemann simplesmente conexa e g : ¥ — H?
uma aplicagao harmoénica que nao € antiholomorfa em nenhum ponto. Seja zy € X, Fy € C
e ho € R. Entdo existe wma tnica imersao minima conforme X : X — Hj tal que g € a
aplicagao de Gauss de X e X(z9) = (Fp, ho).

Além disso, a imersao X = (F,h) satisfaz

27
. gz . 979z
Fz - _41—, Fg = —43
(1—1g]?)? (1—1[g]*)?
.99 o= -
h, = 4i—>—=——— — —(FF,—FF,).
- |gPP 4
Demonstracao. Inicialmente vamos recuperar a parte horizontal F'. Para isso afirmamos que o
sistema
gz
F,=—-4 ,
(1—1gl?)?
(3.18)
2_
. 90z
= —4i——
(1—1g]?)?
possui uma tnica solugao F': ¥ — C satisfazendo F'(zy) = Fy. De fato, definindo
g 9°Gs
A= —42’—22 e B=—-4i—""__ (3.19)

(119l (1= 1g[)?*’

é suficiente verificar que A; = B., pois como X é simplesmente conexa segue do teorema de
Frobenius a existéncia de uma tnica solugao F' com as condic¢oes iniciais dadas. Vejamos que
isso realmente ocorre

(_4292)2(1 - |g|2)2 + Z4gz [(1 - |g|2)2]5

Ag —

(1 —1g[*)*
_ —igs(1—[g*)* + 8ig.(1 — [g[*)(1 — ¢9)-
(1 —1g)*
_ —4ig.:(1 — |g]*)?* + 8ig.(1 — |9/*)(—97: — 9:7)
(1 —lgl*)* ’
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agrupando,

_4igz2(1 - ‘g|2>2 - 82'92(1 - ’9’2)92?7 - 8’igz(1 - |g|2)9£_72
(1—g*)*

(1—19P) [ — 4ig.z(1 — |g|*) — 8ig.9:5 — 8@'929@5]

(1 —1g)*
_ —4ige(1—| g*) — 8ig.9:9 — 8i9.97:
(1—1lgl*)?

—4i [gzg(l —g*) + 2gzgg§] — 8i9.97:z
(1—1g?)3

_ 8i9:99=
(1—lgl)*

j& que g é harmonica.
Agora derivando B com respeito a z,

(—4ig?g:)-(1 — |g*)* — (—4ig*g)[(L — [9I*)]:

B. =
(1 —1g1?)717
_ —4i(299:9: + 9°9=-) (1 — 9*)* + 8ig®g:(1 — |gI*) (1 — |g]*)-
(1= lg*)*
(1= lgl*)| - 4i(299.5: + 9°3:2)(1 — |g]*) + 8ig*3=(—g.9 — 93.)]
N (1 —1lgl)*
_ —4i(299:9: + 9°g=:) (1 — |9]*) — 8ig*9=(9- + 99-)
(1—1g*)?
_ —4i(299:9: + 9°3=:) (1 — |g|?) — 8ig®gz9.9 — 8ig®gz99:
(1—lgP?)?
— _4292(.622(1 — |g|2) + zggigz) — 8299292“ — |g|2) — 8i92g292§
(1= lg*)? ’

e como g ¢ harmonica segue que

—8igg.7:(1 — |g9|*) — 8i9*Gz9.9

B, =
(1—1g[?)?

_ —8i99.g: + 8i9g.3:|9|* — 8ig°7:9.9
(1—1g[?)?

_ —8i99.9: + 8ig°4:9.9 — 8i9°7:9-3
(1—lg?)?

_ —8i99:9-

(1—1g[?)?
5 —8i9g.Gs .
Logo, A = B, = m, como queriamos.
— 19
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Agora vamos recuperar a funcao h. Tomando

8199
n = , 3.20
(= |4PP 320
afirmamos que a equacao diferencial
1 ) = _
he = 50— i(FFZ — FF,). (3.21)

tem uma tnica solugao h : @ — R satisfazendo h(zg) = ho. Vejamos que ¢é suficiente mostrar
que
i

1 _ _
“n— —(FF, - FF. R.
<2n 4( )) €

Observe que

47'ggz - I n a
- (m) = {(FeE+ FE.. = F.F. — FE.

4igg, ‘ - -
) <&> ~ HEP + PR~ |Ff ~ FE.)

(1 —1g?)
Como 1 = __8199: temos que
(1= 1g?)*
e — <%)
= = \a= ).
_ 8i(gz9: + 9g:5)(1 — 1gI*)? — 8igg-[(1 — |g/*)*]:
(L—1g*)*
_ 8i(lgs” +99:2) (1 — |g]*)* — 16igg.(1 — |g|*) (=929 — 97z)
(1—[g*)*
Assim,
= _ 4i(|g-* + g9:2)(1 — [g|*) — 8igg.(—9z9 — 99=)
2 (1—1gl?)?
_ 4i(lg:P + 99:2)(1 — |gl*) + 8igyg-(g:9 + 97z)
(1—1g]?)?
Logo,
n:_ 4i(lgs” + 99:2) (1 — |g[*) + 8ig°g.g: + 8ilg|*|g.|” (3.22)
2 (1—1gl?)?

Além disso, por (3.18) temos

—4ig, —4ig*gs
F, = — 9 o p—__"J9
(1—1g/?)? (1—1g/?)?
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Desse modo,

FZFZ = |Fz‘2
2
B —41g,
(1—1g)?|
Logo,
_ 16]g.|*
De maneira analoga,
- 16]g.|*/g/"
2 z

Sendo assim, por (3.22)), (3.23) e (3.24)

4i(|g=* + 99-2) (1 — |gI*) + 8ig*g.gz + 8ilg|*|g-|* | (=16lg.]* +16]g.]*g|") i, .= =

h.z +

(1—lg*)? 4(1 = [g]*)* 4
4i(1 — |g1)g=* + 4ig(g==(1 — l9I*) + 299:92) + 8ilgPle:* | 4ilg-I*(gl* =) i .- =
_ 4i(1 — gl*)lg=l + 4ig(gs |g|3)+ 99:9z) + 8ilg|*|g:| N z|g|(|g|24 )+3(FFZ2_FFZZ)
(1—g?) (1—1g?) 4
4ilg.|* — 4ilgPlg=|* | 8ilgl*lg:* | 4ilg:lP(gl* = 1) i -
ilo:” = GloPlos | SilgPlo- | Ailg:PUol’ = V) | P o gy,
(1—1g?) (1—1g?) (1—1g?) 4
ja que g é harmonica. Assim,
dilg.|* — 4ilgl*lg-*  4ilgP—19P) | i, 5 -
hz% - +_(FFzZ_FFZZ)
(1 —1g?)? (1 —1g[*)? 4
4ilg.|* — 4ilgP’lg:*  4ilg:PA—1gP)A+1gP) i n -
_ g = dilPlo 4o POl +1P) | G pp oy
(1—191?) (1—1g?) 4

dilg.|> — 4ilgPlg-*  4ilg:PA+19P) i, 5
(19?3 (1—1g?)? 4

1 _
= SIm(FF:) €R,
e, portanto, h,: € R.
Tomando X = (F,h) : ¥ — Hj, vejamos que X satisfaz as conclusdes do teorema.
Note que da forma que X esté definida, vale que X (zy) = (Fp, ho), uma vez que a solugdo do

sistema (|3.18)) existe e é tinica mediante as condigoes iniciais dadas.
Por (3.21]), temos que n = 2(FE3, X,).
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Além disso, usando (3.18) e (3.20)), temos que (3.4) é satisfeita, pois
_— —4dig,  +4i5°7:

F.F, =
(1—1g[)* (1 = |g]?)?
_ -6yl
(1—g[?)*
__16g27°
(1—lg)*
ou seja,
2
PE=-"T
4

E portanto X é uma aplicacao conforme. Temos ainda que
1 2 2 1
<Xz;X2> 25 |Fz| +’Fz| +Z|77’ >07

desde que g, nao se anule e consequentemente X é uma imersao.

—4iq,
Também podemos observar que (3.7)) ocorre pois como F, = ﬁ, temos que:
- 19
_ _4Z§gz
[ —
(1—1g]?)?
_ 8199:
2(1 —|g[?)?
—
2 )
e
—4ig%gs
o= / g 2
(1 —1g?)
_ 9 (—8igg:)
2(1—1g?)?
9,
2 )

0 que significa que g é a aplicacdo de Gauss de X. Finalmente, (3.18)) ocorre, ja que:

—8i99.9=
(1—1g/?)?

’ 2

sz -
—8ig|g.
(1—1g?)?

_ 1 64]g]?lg- | (g — Y,
8 (L—1gl?)* gl

(Il = 1)
lg/?

_ by
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8199

E como n = ————, j4 vimos que
(1= 19P
= 8i(|g:|* + gg:2) (1 — |g|*) + 16ig°g.g: + 16i|g|*|g.|*
(1—1g?)? ’
e?
b Sl +930) (1= |gf) — 161g°5:9. — 16719 o
’ (1 —1lg*)?
Logo,
et = 8i(lg-I* + gg-2)(1 — |g|*) + 16ig°g.g: + 16i|g|*|g-|*
T (1—lg*)?
 8i(lgs* + 99:2)(1 — |gl*) — 16ig°gzg. — 16i]g]*|g-|*
(1—1g?)?
_ 8ilga[P(1 — |gI?) + 8igg.z(1 — |g|*) + 16ig°g.g: — 8ilg:|*(1 — |g])
(1—1g?)?
—8igg.=(1 — |g|*) — 16ig°g=g.
(=14l |

usando a hipotese que g é harmoénica, entao vale que (1 — |g|*)g.> + 2gg.g- = 0 e com isso,
Nz+n. = 0,

ou seja, X é minima.
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Conclusao

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, investigamos a geometria do grupo de Heisen-
berg (H3), com o objetivo de analisar a aplicagdo de Gauss de superficies orientadas imersas
nesse ambiente, destacando suas propriedades geométricas e implicagoes na teoria das superfi-
cies.

Inicialmente, revisamos a estrutura de H3 enquanto grupo de Lie nilpotente, apresentando
sua algebra de Lie, a métrica invariante a esquerda, bem como a conexao, a curvatura e o grupo
de isometrias associado.

Além disso, estudamos a aplicagao de Gauss de superficies em grupos de Lie tridimensionais.
A generalizacao deste conceito permitiu estudarmos a geometria das superficies em grupos de
Lie de maneira semelhante ao que é feito no espago euclidiano, mas adaptado a estrutura
do grupo. Verificamos em particular, que a aplicacao de Gauss de uma superficie orientada
nesse novo ambiente pode ser considerada como uma aplicacao que toma seus valores na esfera
unitaria da algebra de lie.

Ao considerarmos imersoes conformes, com base nos resultados demonstrados por Benoit
Daniel, analisamos teoremas fundamentais relacionados a aplicacao de Gauss no contexto do
grupo de Heisenberg. Dentre esses, destacam-se dois resultados centrais: 1) Harmonicidade
da aplicacao de Gauss: A aplicacao de Gauss de uma superficie minima em Hjz, que nao seja
vertical em nenhum ponto, ¢ uma aplicagio harmonica no plano hiperbolico H? (munido da
métrica hiperbolica); IT) Caracterizagio inversa: Toda aplicacido harmonica em H?, que nao seja
antiholomorfa em nenhum ponto, corresponde a aplicagao de Gauss de uma superficie minima
em H3.

Por fim, o apéndice complementa a pesquisa ao reunir defini¢oes auxiliares e resultados
relevantes que fundamentam a abordagem adotada.

A dissertagao apresentada contribui para a compreensao das superficies em espagos com
estrutura nao euclidiana, como o grupo de Heisenberg, além de envolver diversos outros temas
importantes na pesquisa matemética, o que a torna mais rica em seu estudo.
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Apéndice

Neste apéndice, apresentamos defini¢oes auxiliares e demonstragoes que complementam este
trabalho. Para mais detalhes veja [L1].

3.2 Grupos de Lie

Definigao 3.2.1. (Grupo de Lie) Um grupo de Lie é um grupo G' com uma estrutura diferen-
cidvel tal que a aplicagio G x G — G dada por (x,y) — zy~ ', xy € G, € diferencidvel.

Definicao 3.2.2. (Algebra de Lie) Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g sobre um corpo
K, munido de uma operacao bilinear denotada por:

[.-]:axg—g
satisfazendo as sequintes propriedades:
1. Bilinearidade: Para quaisquer X,Y,Z € g e a,b € K, temos:

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b)Y, Z], [Z.aX +bY] = a[Z, X] +b]Z,Y].

2. Antisstmetria: Para quaisquer X,Y € g,
[X,Y] = -]V, X].

Em particular, isso implica que [X, X] = 0.
3. Identidade de Jacobi: Para quaisquer X,Y,Z € g,

X, [Y, Z]) + [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Definicao 3.2.3. (Algebra de Lie de um Grupo de Lie) A Algebra de Lie de um grupo de Lie
G, denotado por g, € a dlgebra de Lie dos campos vetoriais em G invariantes a esquerda.

Definigao 3.2.4. (Subgrupo de Lie) Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de G. Dizemos
que H é um subgrupo de Lie de G se H pode ser munido com uma topologia e estrutura
diferencidvel que o torne grupo de Lie e uma subvariedade imersa de G.

Defini¢ao 3.2.5. (Subdlgebra de Lie) Um subespa¢o K de uma dlgebra de Lie g € chamado
uma subdlgebra de Lie de g se [x,y] € K,V z,y € K.

Exemplo 3.2.1. (Subgrupos merqulhados) Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de G tal
que G € uma subvariedade mergulhada de G, entao H satisfaz as condigoes da defini¢cao 3.2.4
e € um subgrupo de Lie.
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Definigao 3.2.6. (Translagao a esquerda) Seja (G, *) um grupo de Lie e a € G. Definimos a
translacao a esquerda pela aplicagao L, : G — G tal que Ly,(g) = ag.

Observagao 7. Para cada a € G, a translagao a esquerda
L,: G— G, L.(g)=ag
¢ um difeomorfismo. De fato, defina
m: GxG— G, m(g,h)=gh, ip: G—=GXxG, iyg)=(pg).
Como as aplicagoes m e i, sao diferencidveis, logo
L, = mozt,

¢ diferencidvel.
Por outro lado, note que

Lo(Lo-1(9)) =al(a'g) =g, Lo (La(g)) =a '(ag) =g,

ou seja,
LyoL,~+=1dg e Ly10L,=Idg.

Logo, L,-1 € a inversa de L, e também € diferencidvel. Portanto L, é um difeomorfismo de G.

Definigao 3.2.7. (Campos Invariantes a esquerda) Seja G um grupo de Lie. Um campo de
vetores X em (G, ) € dito invariante 4 esquerda se para todo a € G, (dLy)(Xy) = Xase-

Denote Lie(G) como sendo o conjunto de todos os campos invariantes a esquerda de G.

Proposicao 3.2.1. Sejam X,Y € Lie(G) e a,f € R. Entao, aX + pY € Lie(G). Em
particular, Lie(G) € um subespago vetorial de X (G).

Demonstra¢ao. Dados a,g € G, temos

d(Ly)y(aX 4+ BY )y = ad(L,) X, + Bd(La),Y,

= aXyy + 8Y,
= (aX + Y )4
]
Proposigao 3.2.2. Sejam X,Y € Lie(G). Entao [X,Y] € Lie(G).
Demonstra¢ao. Como X e Y sao invariantes a esquerda, temos
(dL,)X = X e (dL,)Y =Y,
onde L,: G — G ¢é a translagao a esquerda L,(g) = ag.
Como
(dLo)([X,Y]) = [(dL.)X, (dL,)Y] = [X,Y] € Lie(G).
]
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Teorema 3.2.1. Seja G um grupo de Lie. A aplicacao
¢: Lie(G) — T.G,
definida por £(X) = X € um isomorfismo de espagos vetoriais.

Demonstragao. Note que ¢ € linear, pois dados X,Y € Lie(G) e a, 8 € R.Entao
{(aX + 8Y) = (aX + BY)(e) = aX(e) + Y (e) = a{(X) + BE(Y).

Vejamos agora a sobrejetividade de £. Dado V' € T,.G, definimos um campo vetorial Ve
Lie(G) por ‘7;) = d(L,)e(V), onde L,: G — G ¢é a translagao & esquerda L,(h) = gh. Seja
f:U C G — R uma funcao diferenciavel. Considere uma curva diferenciavel v : I — G tal
que v(0) = e e 7/(0) = V. Para todo p € U, obtemos

V0w = T6) = L)) = V(T o L) = ONF o L) = G o Lyon)(0)]
Defina a seguinte aplicagao diferenciavel ¢: I x U — G por p(t,p) = f(Lp(y(t))) = f(p v(t)).

Com isso, temos que
dg

S0,p) = %(f o L,o7)(t) - (VF)(p).

Pela diferenciabilidade de ¢, segue que 1% f é diferenciavel e, portanto, V & um campo diferen-
ciavel. Além disso,

d(Lp)q(Vq> = d(Lp)q(d(Lq>e<V)) = d<Lp o Lq)e<v) = d(qu)e(V> = V;an

isto ¢, V € Lie(G). Mas,

(V) =V(e)=d(L)(V) = V.
E, portanto, £ é sobrejetiva. Para que ¢ seja injetiva, dado X € Lie(G) tal que £(X) = X(e) =
0, temos que, para cada p € G, X, = d(Ly).(X.) = d(L,)c(0) = 0. Desse modo, X ¢ um
campo nulo e o nicleo de ¢ é trivial. E, portanto, £ é injetiva. Logo, £ é um isomorfismo como
queriamos. ]

Definigao 3.2.8. (Homomorfismo de grupos de Lie) Sejam G e H dois grupos de Lie. Dizemos
que f : G — H € um homomorfismo de grupos de Lie se f é um homomorfismo de grupos e
¢ diferencidvel.

Defini¢ao 3.2.9. (Isomorfismo de grupos de Lie) Um homomorfismo f: G — H de grupos
de Lie € um isomorfismo, quando f for isomorfismo de grupos e um difeomorfismo.

Defini¢ao 3.2.10. (Métrica invariante o esquerda) Dizemos que uma métrica € invariante &
esquerda em G quando L, € uma isometria, para todo p € G, isto €,

(u,v)g = (d(Lp)g(u), d(Ly)g(v))pg, Vg € G, u,v € TyG.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, considere um produto interno (-, ).
em g e defina
(u,v)p = (d(Lp-1)p(u), d(Lp-1)p(v))e, p € G, u,v € T,G.
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3.3 Projecao Estereografica

Seja §* = {(z,y,2) € R®:2? + y* + 2% = 1} a esfera unitaria no espaco euclidiano R?, e
seja S = (0,0, —1) o polo sul de S?. A projecao estereografica ¢ : S*\{S} — 7 é a aplicagao
de S?\ {S} ao plano 7, definida da seguinte forma: dado um ponto P € S§?\ {S}, traga-se a
reta que passa por P e S tal que o ponto @) = ¢(P) é o ponto de interse¢io de PS com o plano
.

Considere P = (z,y,z) e S = (0,0, —1). A reta que passa por P e S tem a equagao vetorial
dada por:

r(t) = S+t(P-25)
(0,0,—1) + ¢((z,y,2) — (0,0,—1))
= (0,0,-1)+t(z, y, 2+1)
= (tz, ty, =1 +t(z+1)).
Tomando o plano m como sendo o plano z = 0, temos que a interse¢ao da reta PS com o plano
7 acontece quando
-1+ t(z+1) =0,

ou seja,
1
o241
Sendo ¢(P) o ponto que a reta encontra o plano 7, obtemos:
T Y
PP = (z+1’ 2+ 1 0>‘
De forma anéloga, podemos obter a aplicacao que leva um ponto () do plano para um ponto

P da esfera. Para isso, considere a reta que passa por @ = (u,v,0) e S = (0,0,—1), cuja
equacao vetorial é dada por
s(t) = S+t(Q—-29)
(0,0,—1) + ¢((u,v,0) — (0,0, 1))
= (0,0,—1)+t(u,v,1)
= (tu, tv, =1+1).
Para que um ponto da reta acima pertenga a esfera, devemos ter
(tu)® + (tv)> + (-1+1t)* = 1
P+ +1) -2t +1 = 1

tw?+0v*+1) -2t = 0.
As raizes desta equacao quadratica sao
2
t=0 ou t=-—
1+ u? + v?
e como t # 0 (caso contrario tem-se o ponto S = (0,0, —1)), temos que

B 2
Cirere
Desta forma, substituindo o ¢ encontrado, obtemos a aplicagao de um ponto () € w para um
ponto P € S? — {S}, que ¢ a inversa da aplicacao ¢:
o (4, 0) = ( 2u 7 2v | 1— (u?+ UQ))
T+u?2+02" 14w 402 1T+u?+02
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3.4 Nocoes de Analise Complexa

Defini¢ao 3.4.1. (Fungao holomorfa) Seja f : Q@ C C — C onde Q2 € um aberto de C.
Dizemos que f € uma fungcao holomorfa se existe

lim
h—0

em todo ponto z de €.
Sendo z = uy + tug € Z = uy — iug, entao
7

U = 5(2—1—2) e Uy = —5(2—2).

Utilizando os operadores complexos temos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.4.1. Seja f : Q@ C C — C uma fungao definida por f(z) = wi(z) + iws(2) e
denotemos por f a fungdo conjugada de f, ou seja, f = wi(2) — iwq(2). Entdo

of _of
0z 0z

Demonstragao. Seja f: Q) C C — C uma fungao tal que

f(z) = wi(z) +iwy(z), (3.26)
f(z) = wi(z) —iwy(2). (3.27)

Sendo assim,
af 1/o0f . Of
— — — - _I_ —
0z 2 \ Ouy Ouy

Ouy | Ows | (0w Ows
8u1 8U1 2 3uQ au2

ow, Ows _{ Ows ow;
B +Z(8U1+8U2):|

Por outro lado, temos:

oF 1[0 of
2 - (22
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Assim, podemos concluir que
of _ of
8z 0z
]

O seguinte teorema define as equagoes de Cauchy-Riemann, sendo estas equagoes de suma
importancia para o resultado a seguir.

Teorema 3.4.1. (Equagoes de Cauchy-Riemann) Seja f: Q C C — C uma fun¢ao holomorfa
em ), com f(z) = wy(z) + iwe(2). Entao:
0w1 0w2 8w1 awz

= ———2ecQ.
aul a’LLQ7 8U2 0u1 <

Demonstragao. Pela definigao 3.4.1 sendo f uma fungao holomorfa, entao seu limite existe. Se
h tende a zero pela parte real, entdo sua parte imaginaria é zero. Por (3.25)) temos que

fI(Z) — lim UJI(Ul + h, UQ) + iwg(ul + h7 Ug) — w1<u17 u2> _ iw2<u1, u2)

h—0 h
_ lim wy(uy + h,ug) — wy(ug, ug) i lim wa(uy + h,ug) — wa(ug, u2)’
h—0 h h—0 h
entao,
6w1 X 6w2
, P — —_—
f <Z) N 8u1 ! 8u1 )

Agora, se h tende a zero pela parte imaginaria, entao a parte real é zero. Sendo assim,

wy(uy, us + k) + iwg(uy, us + k) — wy(ug, us) — 1 we(uy, us)

/ 1
fiz) = lim ik
o wi(ug,ug ) —wi(ur,ug) L walug, up + k) — wa(ug, ug)
=1 +1i
k—0 k k—0 k
ow, Ows
(i),
(%Q (%Q
logo,
8w2 0w1>
4 f— —_— [
f (Z) <8U2 aul
E, portanto,
Ow;  Owy  Owp _% O
8u1 8u2 ’ 8u2 N aul ’
como queriamos. ]

Proposigao 3.4.2. Seja f : Q € C — C uma fungio de classe C' definida por f(z) =
wi(2) +iwy(z). Entao f € holomorfa se, e somente se,

of . _9of

9: V=5

€ Q.
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Demonstragao. (=) Se f é holomorfa, entao w; e wq satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

(C-R).

Além disso, f ¢ de classe C!, garantindo que as derivadas parciais sdao continuas. Assim,

obtemos

_awl

81112

8w1

1 . 8w2 ]
— == |=—-=— — 4+ — 2
0z 2 0w owp <8u1 * 8u2>_ ’ (3:28)
(9f 1 _3w1 8w2 . 8w2 811)1 ]
—=—|=—-——il=—+=—]. 2
0z 20wy  Oug ! (8u1 * 8u2)_ (3.29)
Utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann:
Owy 0wy _y 0w 0w _,
ouy, Ouy  Oup  Ouy
Portanto,
o5 _of
0z 0z
Reciprocamente, se vale - -
of _,_0i
0z 0z’

entdo por (3.28)) e (3.29)) vale as equagoes de Cauchy-Riemann, entdao f é holomorfa, como

queriamos.

O

Proposigao 3.4.3. Se F(z) e F(z2) sdo analiticas em um dominio D, entio F €é constante em

Demonstrag¢do. Suponha que F e F' sdo analiticas no dominio D. Seja F' = u(x,y) + iv(x,y).

D.

Como F' é analitica, entao vale as condigoes
ou
Ox
dy
dy

Note que F' = u(x,y) — iv(x,y). Logo,

Ou
Ox
9y
y
Sendo assim, por (3.30) e (3.31)),
o
oy
v
or

de Cauchy
o
dy
(3.30)
_ 9
N or’
_ o
- 3
(3.31)
_
oz
ov ov
ox or
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Logo,
ou B ou B ov  Ov

dr — dy  ox By

Entao u e v sao constantes. E portanto, F' é constante em D. O

Defini¢ao 3.4.2. (Fun¢ao meromorfa) Seja h : Q C C — C, dizemos que h é uma fungao
meromorfa se € holomorfa em Q2 — P, onde P € o conjunto de pontos isolados e cada um desses
pontos € um polo de h.

Definigao 3.4.3. (Superficie de Riemann) Uma superficie de Riemann € uma variedade bidi-
mensional localmente homeomorfa a um subconjunto aberto de C e cujas func¢oes de mudanca
de coordenadas sao holomorfas.

Definigao 3.4.4. Sejam (M™, g1) wma variedade Riemanniana n-dimensional, ¥ uma superfi-
cie de Riemann e f : X — M uma aplicacao suave. Como o fibrado tangente T M é um fibrado
vetorial podemos induzir um fibrado em . O fibrado pullback f*(T'M) é definido por

fY(TM) ={(e,v) € ExTM :m(v) = f(e),v € TyeyM},

e possui uma métrica e uma conexao compativel, a conexao pullback, induzidas pela métrica
Riemanniana e a conexao de Levi-Civita da variedade M.

Considerando a complexificagao do fibrado E = f*(T'M)®C , a métrica g; pode ser estendida
para E como uma forma bilinear complexa (+,-) : E x E — C; ou com uma métrica Hermitiana
((-,)) 1 E x E — C, e estdo relacionadas por ((V,W)) = (V,W).

Sejam (u,v) as coordenadas locais em ¥ e z = wu + v um pardmetro local complexo.
Definimos, como usualmente, os operadores:

0 1 o .0
5= (0 ).
g 1,9 .0
9z 2 (a_ * a_) |
A conexao pullback se estende a uma conexao complexa em [E, hermitiana com respeito a
métrica ((,)) e tem-se que E possui uma tnica estrutura holomorfa tal que a secio W : X — E

¢ holomorfa se, e somente se, v Il W, onde V é a conexao pullback.
Considerando ¢ : ¥ — E a segao do fibrado E dada por

of _1.0f _.of

0z 3 2" 0u 81} )

=t (5 ) b 5ol =1 (57

valem as seguintes propriedades:

o=

onde

i) A aplicacao f é uma imersao se, e somente se, ((¢, @)) # 0;
ii) Se f é uma imersdo, entao f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0.

68



Observe que i) ocorre pois

V008 0F o,
4" 0u ov’ Ou ov
(201 o)
ov’ du ov

))
Ja ii) é valida pois (¢, ¢) = <8f 8f> 21 (8]” 8f> (g, 8_f) .

ou’ 0 ou’ Ov ov’ Jv
oot forf* (20,28

of

ov

2
Assim, (¢, ¢) = 0 se, e somente se,

ou ov ou’ Ov

) = 0, ou seja, se e somente

se, f é conforme.
Seja f : ¥ — M uma imersao conforme e z = u+iv um parametro local conforme. Entao, a

métrica induzida é dada por ds? = \(du®+dv?) = N\?|dz|?, onde \ = g‘f gf
u v

e o operador

Beltrami-Laplace em X, com respeito a métrica induzida, é dado por:

L (ofof ofof _,0f Of
— 2 22 ZJ
A=A <8u8u+8v 6’2}) e 0z 0z

Definicao 3.4.5. Seja X uma superficie de Riemann. Uma aplicacao f : 3 — M € harmonica
se, e somente se,

7(f) = tr(Vdf) =0,

onde 7(f) € dito campo de tensao de f.

F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu apresentaram em [I4] a equagao harménica em termos de
coordenadas {x1,Zs, -+ ,x,} em uma vizinhan¢a U C M tal que UN f(X) # (. Assim, em um

aberto 2 C ¥,
= Z %1 o; 8:6]

para algumas fungoes complexas ¢; deﬁmdas em (2. Com respeito a decomposicao de ¢, o
campo de tensao pode ser escrito como:

a 8  Ofk

i=1 j,k=1

ou ainda,

) =4\~ Z {a@ + Z I kgzﬁ]gzﬁk}

onde I', sdo os simbolos de Christoffel de M.

Vejamos agora o que ocorre ao considerarmos a aplicagao s : ¥ — ¥ entre superficies de
Riemann. Fixamos os parametros conformes z = u 4+ v e w = x1 + ixo em X e Y.

Os coeficientes da métrica em 1 nas coordenadas (z1,xs) sdo denotados por

gij($17x2) = /\2($1,$2) 5z'j7
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cujo representagao matricial é dada por:
gl] = (0 )\2> , e (g’L]) = g] = —)\4 1

Como os simbolos de Christoffel sao definidos por

0

- 1 0 0
I == — gk + 52—k — 5 —9ij| 9"
sz: ! 22;; [axig]kJr o, 3901:9]] I

o 0
temos que com respeito ao referencial {a—, 8—}, os simbolos de Christoffel sao dados
x1 Ox
por: ' ?
2
1 0 0 0
Fl - _ 7 T k1
11 5 ; {axlglk + 8xlglk 8xkgn} g
= 3 8 11vL 911— 6931911 g + o7 1912-1— 8$1921_8_$2911 g
110
- 2 a gll
1 1
= —(2X- )\,
Ay
B )\
Ou seja,
A
rio ===
11 A

De maneira analoga obtemos,

2
1 0 0 0
r3, = 5 Z {8—9% + 92k 8_922} g*
1 o) yop) Lk
B 1 0 n 0 _ 0 12 0 . 0 _ 0 29
=3 ax2921 3@912 8x2g22 g o 2922 81:2922 G 2922 g
= 5 e 922} g
1 1
— Z(2\- R
2( )\ )\932> A2
=

Desta forma, usando a definicao dos simbolos de Christoffel obtemos que

Aay Ay

[ =11 =05 =-Tp=—" ) e [ =T, =Ty= F%:T-
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Usando o fato que s é harménica se, e somente se, 7(s) = 0. Entao,

821',‘

020z

0z 0
+ 3T, ST g =2
k

Ry 9z
J

Abrindo este somatoério temos que

8211 1 aZL’l (‘9901 81'2 61'2 2 83?1 8I2 8ZL’2 8951 .
9-0z © ”{az 9z - 82}+F22{ 9: 0z 02 8z}_0

82.132 2 8131 8371 8%2 3372 1 8371 8172 (93:2 81’1
_ I —
9207 22{8,2 0z - 82}+ 11{82 0z " 0- az} 0

Somando a primeira equagao acima com a segunda equagao multiplicada por 7, obtemos:

Oxq Ox 0xy Ox 0r, Ox 0xy Ox
_ 1 a2 1 1 . 2 2 . 1 2 2 1 _
sz + (T ZF”){(az 0z - az> “(az 9z - 82)} 0

Que é equivalente a
. 8%1 ,8@ Bacl ,8272
s+ (T — i) (&z T 8z) <8Z T 0z =0,

S, + (F}l — zTgQ)szsg =0,

ou, ainda,

em que

que o chamamos como parametro conforme.
E, portanto, s ¢ harmonica se, e somente se,

2
As(2))

S,z + Aw(8(2))s,85: = 0.
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