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FRACIONARIO NAO COMENSURAVEL APLICADO A
UM CONVERSOR STEP DOWN EM CASCATA

Autor: EWERTON ANDREY GODINHO RIBEIRO

Orientador: Prof. Dr. Florindo Anténio de Carvalho Ayres Janior

Resumo

Esta dissertagdo apresenta o desenvolvimento, implementacédo e andlise de controlado-
res PID de ordem fraciondria aplicados a regulacdo de tensdo em conversores CC/CC
do tipo Buck em cascada. A pesquisa parte da premissa de que componentes passi-
vos como capacitores e indutores, quando submetidos a longos ciclos de operagao ou
condicdes especificas, exibem comportamentos ndo ideais, com efeitos de memoria e
dinamica dependentes do histérico. Tais caracteristicas motivam a aplicagdo do calculo
fraciondrio para modelagem e controle mais precisos desses sistemas. Inicialmente, sdo
apresentados os fundamentos tedricos do calculo fracionério e do calculo numérico,
com destaque para defini¢des cldssicas de derivadas de ordem nédo inteira e fung¢oes
especiais como a de Mittag-Leffler. Em seguida, realiza-se a modelagem cldassica e fraci-
ondria do conversor Buck, considerando sua operagdo em malha fechada com estrutura
em cascata. Para o levantamento de pardmetros de memoria dos componentes, sdo
conduzidos experimentos com circuitos RC e RL, utilizando técnicas de ajuste numérico
e analise de resposta temporal para estimar os expoentes fracionarios associados. O
processo de sintonia dos controladores fracionarios é realizado com base na abordagem
de alocagdo de polos fraciondria cldssica (FOPP clédssico) quanto a aloca¢do de polos

fracionaria ndo comensurdvel (NCFOPP). Esses métodos sdo aplicados em ambiente de



simulacdo e, posteriormente, validados em uma planta experimental., permitindo obser-
var o comportamento das diferentes ordens fracionarias. Como resultado demostrados
graficamente, obteve-se um bom desempenho do controlador. Portanto, este trabalho
demonstrou que o uso de controladores fraciondrios, aliados a modelagem com efeitos
de memoria e a aplicacdo de técnicas de NCFOPP de ordem nédo inteira, representa
uma alternativa promissora para o sistema de controle, contribuindo para o avanco das

técnicas de controle que pode ser aplicadas nas praticas de engenharia.

Palavras-chave: Controle fraciondrio; Calculo fraciondrio; Conversor Step Down; Aloca-

¢do de polos; Eletronica de poténcia.
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Abstract

This dissertation presents the development, implementation, and analysis of fractional-
order PID controllers applied to voltage regulation in cascaded DC/DC Buck converters.
The research is based on the premise that passive components such as capacitors and in-
ductors, when subjected to long operating cycles or specific conditions, exhibit non-ideal
behaviors, with memory effects and history-dependent dynamics. Such characteristics
motivate the application of fractional calculus for more accurate modeling and control of
these systems. Initially, the theoretical foundations of fractional calculus and numerical
methods are presented, with emphasis on classical definitions of non-integer order
derivatives and special functions such as the Mittag-Leffler function. Subsequently, both
classical and fractional modeling of the Buck converter are carried out, considering
its closed-loop operation with a cascaded structure. To identify the memory-related
parameters of the components, experiments with RC and RL circuits are conducted,
employing numerical fitting techniques and time-response analysis to estimate the asso-
ciated fractional exponents. The tuning process of the fractional controllers is performed
based on the classical fractional-order pole placement approach (classical FOPP) as well
as the non-commensurate fractional-order pole placement (NCFOPP). These methods

are applied in a simulation environment and later validated in an experimental setup,



allowing the observation of different fractional orders. As graphically demonstrated,
the controller achieved good performance. Therefore, this work shows that the use of
fractional controllers, combined with memory-effect modeling and the application of
non-integer NCFOPP techniques, represents a promising alternative for control systems,
contributing to the advancement of control strategies that can be applied in engineering

practice.

Keywords: Fractional control; Fractional calculus; Buck converter; Pole placement;

Power electronics.
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1

INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao

os ultimos anos, o Brasil tem registrado um aumento significativo na

demanda por energia elétrica, impulsionado por fatores econdmicos e

mudangas nos padrdes de consumo. Em 2023, a oferta de energia elétrica
no pais cresceu 3,6%, com destaque para a contribuicdo das fontes renovaveis, que
representam 89,2% da matriz elétrica nacional. Esse crescimento foi liderado pela energia
hidraulica, edlica, solar fotovoltaica e biomassa. Projecdes indicam que a demanda
continuard a crescer em uma média de 2,5% ao ano até 2026,(Ministério de Minas
e Energia 2024), alimentada pela atividade econdmica e maior consumo residencial.
Em 2024, a ANEEL prevé uma expansdo de 10.106 megawatts (MW) na capacidade
de geracgdo, consolidando a tendéncia de crescimento sustentado observado nos anos
anteriores. Esses desenvolvimentos ressaltam a importancia de investimentos continuos
em infraestrutura e fontes de energia renovaveis para atender a crescente demanda e
assegurar a sustentabilidade do setor energético brasileiro.

Com o aumento da demanda por energia elétrica, as operagdes dos sistemas de
poténcia trabalhardo préximos aos seus limites de estabilidade e requererdo técnicas
avangadas de controle para melhorar as margens de estabilidade do sistema. A busca
por um desempenho e robustez aprimorados tem impulsionado a pesquisa em dire¢do a
estratégias de controle inovadoras. A evolugao tecnoldgica e a necessidade de sistemas

eletronicos mais eficientes tém impulsionado a pesquisa em técnicas avancadas de
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controle, particularmente em conversores de poténcia.

A partir de meados do século XX, a eletronica de poténcia comecou a ganhar
destaque, tornando-se importante na engenharia elétrica por abordar o comportamento
da energia a partir do uso de conversores estaticos de poténcia (Barbi 2006).

Esses dispositivos sdo amplamente utilizados em aplica¢des industriais e ele-
tronicas devido a sua capacidade de fornecer uma tensdo de saida estdvel a partir
de uma fonte de tensdo variavel. Os conversores CC-CC podem ser definidos como
sistemas constituidos por elementos passivos (resistores, capacitores, indutores e dio-
dos) e por elementos ativos (interruptores), como transistores, triacs, tiristores, GTOs,
IGBTs e MOSFETSs, sendo responséveis por tratarem eletronicamente a energia elétrica e
controlarem o fluxo de energia entre dois ou mais sistemas elétricos (Barbi 2006).

No entanto, a eficiéncia e a robustez desses conversores sdo frequentemente
desafiadas por variagdes de carga e parametros, exigindo métodos de controle mais
sofisticados. Tradicionalmente, os controladores de ordem inteira tém sido utilizados
para estabilizar e otimizar o desempenho dos conversores. Contudo, esses métodos
muitas vezes ndo conseguem lidar adequadamente com a dindmica presente nesse
sistema. Nesse contexto, os controladores de ordem fraciondria emergem como uma
alternativa promissora, oferecendo um bom desempenho no ajuste dos parametros de

controle.

1.2 Analise do Estado da Arte

A evolucdo das técnicas de controle para esses conversores CC-CC é fundamen-
tal para melhorar seu desempenho em termos de resposta transitoria, estabilidade e
eficiéncia energética. Nesta andlise do estado da arte, abordaremos as principais técnicas
de controle aplicadas aos conversores buck, incluindo controle linear e ndo linear.

Com a finalidade de melhorar o desempenho dos controladores PID em con-
versores buck, diversas metodologias de sintonia foram estudadas. O artigo (Sharma
2023) examina métodos tradicionais, como o de Ziegler-Nichols, e técnicas modernas

baseadas em algoritmos de otimizacado e controle adaptativo. Os autores afirmam que
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“0 estudo visa determinar quais técnicas proporcionam melhor desempenho em termos
de resposta dindmica, estabilidade e robustez do sistema. A anélise é feita por meio de
simulagdes e experimentos praticos, e os resultados indicam que as técnicas modernas
apresentam melhores resultados em precisdo e robustez, especialmente em condigdes
operacionais varidveis e desafiadoras”.

(Olomu et al. 2023) analisa o desempenho de controladores PID tradicionais apli-
cados a um conversor buck. O estudo compara a resposta do conversor sob diferentes
estratégias de controle, avaliando aspectos como resposta transitéria, estabilidade e
eficiéncia. Os autores destacam o impacto dos parametros do PID no desempenho do
sistema, com o objetivo de melhorar a regulacdo da tensdo e reduzir o ripple.

O artigo de (Ounnas et al. 2019) propde o projeto e a implementac¢do de um
controlador PID digital para um conversor buck DC-DC. O estudo foca na melhoria
da performance do conversor por meio de ajustes no controlador PID, com énfase
na estabilidade e precisdo da tensdo de saida. O controlador foi desenvolvido para
atender a diferentes condi¢des de operagdo do conversor, visando otimizar a resposta do
sistema em termos de regulagem e reducado de flutuagdes na saida. O trabalho destaca a
importancia do controle digital em sistemas de conversdo de energia.

(Huang et al. 2023) aborda o controle de modo deslizante (SMC) em conversores
DC/DC paralelos. Os autores propdem uma nova estratégia de SMC para melhorar a
resposta dindmica e robustez dos conversores paralelos. A técnica é capaz de lidar com
incertezas de parametros e disttirbios externos, garantindo operacgao estavel. Os resulta-
dos de simulagdes e experimentos demonstram melhorias significativas na regulacado
da tensdo de saida e no compartilhamento de carga entre os conversores paralelos.

(Lee et al. 2023) discutem técnicas de controle para conversores buck com m1l-
tiplas saidas (SIMO) operando em duas frequéncias distintas. O objetivo é melhorar
a regulacdo da tensdo e a eficiéncia, especialmente em condi¢oes de carga varidveis.
O estudo destaca métodos de controle para minimizar a interagdo entre as saidas e
melhorar a resposta dindmica com foco na otimizacdo de desempenho e estabilidade.

Ja (Zhang et al. 2020) apresenta uma abordagem inovadora para controle de

conversores buck multimodo. A pesquisa foca em otimizar o desempenho do sistema
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por meio de um algoritmo que minimiza as perdas. A técnica proposta permite um
controle digital eficiente que melhora a eficiéncia geral do conversor, especialmente
em cendrios de carga varidvel. Esse controle multimodo garante flexibilidade no de-
sempenho, adaptando-se a diferentes condi¢des operacionais e melhorando a eficiéncia
energética.

A principal contribuicdo de (Gao et al. 2015) foi propor um controlador fuzzy
adaptativo para conversores buck com o objetivo de melhorar a resposta dindmica e a
estabilidade do sistema adaptando os pardmetros do controlador fuzzy em tempo real,
permitindo que o sistema se ajuste automaticamente as varia¢des de carga e a mudanga
de condi¢des operacionais. Esse tipo de controle é especialmente ttil em situa¢des onde
0s conversores precisam lidar com mudangas rapidas e imprevisiveis, como ocorre
em sistemas de energia renovével ou em aplica¢des automotivas. O controlador fuzzy
adaptativo é capaz de otimizar a performance do conversor buck ao reduzir os efeitos
de perturbagdes e melhorar a precisdo da regulacdo da tensdo de saida.

O artigo de (Sadeghian et al. 2020) explora a aplicagdo de técnicas de inteligéncia
artificial, particularmente a 16gica fuzzy, para controle em malha fechada de conversores
buck. O uso de algoritmos de aprendizado de médquina e l6gica fuzzy se fez necessario
neste artigo para ajustar dinamicamente os pardmetros do controlador, permitindo que
o conversor buck se adapte automaticamente as mudangas nas condi¢des de carga e
nas perturbagdes do sistema com alto grau de nao linearidade e variabilidade, onde
técnicas tradicionais de controle podem ser menos eficientes.

Em (Ayres Junior et al. 2020), é proposta uma nova metodologia para a sintoni-
zagdo de controladores de ordem fraciondria, através da técnica de alocacdo de polos
fraciondrios. No entanto, com base na técnica cldssica (ordem inteira) de posicionamento
de polos, o autor usa a fungdo de transferéncia comensurével para representar contro-
ladores de ordem néo inteira de modo a colocar seus polos dominantes fracionarios
dentro de uma regido de estabilidade estendida com base em trés termos.. A pesquisa
foca na aplicacdo de métodos de controle de ordem fraciondria para aperfecoar o de-
sempenho dindmico do conversor, visando uma resposta mais eficiente e robusta, além

de proporcionar uma maior estabilidade frente a disttirbios e varia¢des de carga. Esse
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método permite visualizar o compontamento do conversor de maneira a atingir um
desempenho superior, especialmente no controle de sistemas dindmicos néo lineares,
como € o caso dos conversores buck.

O artigo de (Ibrahim et al. 2021) aborda a aplicacdo de controladores PID fracio-
ndrios no controle de conversores buck, focando em uma metodologia hibrida para a
sintonia do controlador. Os autores utilizam uma combinagdo do algoritmo de voo de
Lévy com o algoritmo de resfriamento simulado para otimizar os pardmetros do contro-
lador PID de ordem fraciondria, visando melhorar a resposta dindmica do conversor,
minimizando erros e aumentando a robustez do sistema que proporciona uma melhor
performance e estabilidade do conversor buck, especialmente sob condic¢oes de carga

variavel.

1.3 Motivacao e Justificativa

O avango de sistemas de controle modernos tende a buscar incessantemente
métodos de controle mais robustos e mais assertivos que possam atender a crescente de-
manda por tecnologias mais eficientes, robustas e precisas, especialmente em aplicacdes
complexas como as que envolvem sistemas de conversdo de energia.

Contudo, a eficiéncia e a estabilidade desses sistemas dependem diretamente do
desempenho dos controladores utilizados em seus componentes, como os conversores
DC/DC e inversores. O comportamento dindmico dos SFVs é intrinsecamente nao
linear e sujeito a perturbagdes externas. internas, como varia¢des de irradidncia solar,
comportamentos andmalos dos componentes, temperatura e carga conectada.

Os controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo) tém sido amplamente
utilizados em diversos setores, inclusive de geracdo de energia, devido a sua simplici-
dade, robustez e eficdcia no controle de sistemas dindmicos. No entanto, sua aplicacdo
apresenta limita¢des quando se trata de lidar com sistemas complexos, ndo lineares ou
com caracteristicas dindmicas que variam amplamente nas frequéncias.

Além disso (C. Monje 2006), menciona que muitos dos sistemas dinamicos reais

sdo melhor representados utilizando modelos de ordem nao-inteira, pois estes caracte-
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rizam melhor a dindmica real de plantas fisicas, permitindo aliviar as limitagdes das
equagdes diferenciais convencionais em que apenas as poténcias inteiras do operador
sdo usadas.

Estudos feitos por (C. Monje et al. 2008; Chen e Moore 2005) afirmam que o
controlador fraciondrio possui um melhor desempenho que o controlador de ordem
inteira. E segundo (Chen 2006), que baseou-se em casos praticos, o controle de ordem
fraciondria é ideal quando se trata principalmente de sistemas a pardmetros distribuidos.

Uma generalizagdo do PID cldssico que utiliza derivadas e integrais de ordem
ndo inteira permite maior flexibilidade e ajuste fino no controle do sistema. Portanto,
o uso dos controladores PI*D* fraciondrios, que possuem cinco graus de liberdade
relacionados aos seus ganhos K, K;, K4, A e yu, serd aplicado para atender as demandas
de controle em SFVs, sendo justificado pela sua capacidade de lidar com sistemas
dindmicos de alta ordem, ndo lineares e com caracteristicas de frequéncia complexas,
como as que serdo observadas em uma planta com dois bucks em cascata no dominio
da frequéncia.

Isso faz com que os controladores PID fraciondrios permitam ajustar as agdes
proporcional, integral e derivativa com maior precisdo, otimizando a resposta do sis-
tema.

A motivagdo central deste estudo foi investigar o potencial dos controladores
projetados com base na alocac¢do de polos fraciondria (FOPP), em especial na sua forma
ndo comensurdvel, aplicados a conversores step-down (buck) em topologia cascata
com isso serd feito um estudo de comportamento através dos dados coletados para
andlise de estimativa de pardmetros para os componentes com memoria que fazem
parte significativa da topologia buck.. Essa abordagem busca ndo apenas superar as
limitag¢des inerentes do controlador, mas também introduzir pardmetros de ordem nédo
inteira, no qual a flexibilidade da ordem fraciondria permita analisar simultaneamente
o desempenho dindmico do conversor buck em cascata.

Como resultado final, serdo apresentados analises graficas do comportamentos
da planta com a insercdo destes controladores para a estabilidade da tensdo de saida

do conversor Buck em cascata no ambiente Matlab, para que possamos observar o
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comportamento durante a operagdo do mesmo. Com isso, sera aplicando a metodologia
de ordem fracionaria desenvolvida em (Ayres Junior 2018), no ambiente realistico no

laboratério de modelagem da UFAM.

1.4 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo principal a andlise e implementacdo de con-
troladores PID de ordem fraciondria aplicados ao controle da tensdo de saida de um
conversor Buck operando em malha fechada, com estrutura em cascata. Através do
levantamento paramétrico dos circuitos elétricos fracionarios RC e RL, é possivel extrair
os parametros « e 5, que melhor representam o comportamento real dos dispositivos.
A estimacdo dos parametros dos componentes (capacitor e indutor) serd realizada
utilizando fungdes especiais, como a fun¢do de Mittag-Leffler, para representar o com-
portamento de carga e descarga dos elementos, bem como o ajuste de curvas de resposta
transiente por meio do Método dos Minimos Quadrados (MMQ). Portanto, as avalia-
¢Oes dos controladores e métodos de sintonia sdo conduzidas tanto em ambiente de
simulagdo quanto em uma planta experimental real, permitindo analisar o desempenho

comparativo entre abordagens clédssicas e fraciondrias.

1.5 Objetivos Especificos
Para alcangar o objetivo geral proposto, estabelecem-se os seguintes objetivos

especificos:

¢ Realizar o levantamento bibliografico, revisar a modelagem cldssica e fraciondria
do conversor Step down (Buck), incluindo a verificagdo classica e fracionaria do
comportamento dos circuitos RC e RL com caracteristicas de memoria que esteja

relacionado a topologia em estudo.

¢ Estimar os parametros « e 3 associados aos efeitos de memoria dos componentes

passivos do conversor em estudo, com base na resposta experimental e no ajuste
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de fungdes fraciondrias (exponencial, Mittag-Leffler e MMQ)

* Aplicar os conceitos de calculo fraciondrio na modelagem do sistema dinamico,
incorporando as propriedades de memoria na formulacdo dos modelos em tempo

continuo;

* Projetar controladores PID de ordem fraciondria com base na metodologia de
alocacdo de polos fraciondaria (FOPP), especialmente na forma ndo comensurdvel,

NCFOPP.

¢ Validar os resultados finais no ambiente de simula¢do Matlab e em uma planta
experimental do laboratério de modelagem, utilizando dados reais de operagao

do conversor Buck em Cascata.

1.6 Organizacao do Trabalho
Este trabalho esta estruturado em seis capitulos, além das se¢des introdutérias e

tinais. A seguir, descreve-se brevemente o contetido de cada capitulo:

* Capitulo 1 - Introducao: apresenta o contexto geral da pesquisa, a motivacao, os

objetivos geral e especificos, bem como a estrutura do trabalho.

¢ Capitulo 2 - Fundamentos Teéricos: Calculo Fracionario e Numérico: aborda
os conceitos fundamentais relacionados ao calculo fraciondrio, incluindo defini-
¢Oes classicas de derivadas fraciondrias, como Riemann-Liouville e Caputo, além
das fungdes especiais como a fungdo de Mittag-Leffler. Também sdo discutidos
aspectos do calculo numérico aplicados a estimagdo de paradmetros em modelos

fraciondrios.

¢ Capitulo 3 - Andlise, Modelagem Cldssica e Fraciondria de um Conversor CC/CC
Step-Down: apresenta a modelagem matemaética do conversor Buck, tanto sob
a abordagem classica (modelo de média continua) quanto considerando efeitos
de memoria por meio de modelagem fraciondria. Sdo discutidas as diferengas

estruturais e implica¢des dindmicas entre os dois modelos.
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¢ Capitulo 4 — Levantamento de Parametros em um Modelo Fisico: Circuito RC e
RL: trata da metodologia experimental de coleta e anélise de dados em circuitos
RC e RL, visando a extragdo dos parametros de memoria o e 5 dos componentes
passivos. Sdo empregados métodos de ajuste numérico e técnicas baseadas em

fungoes fraciondrias para estimar tais parametros.

¢ Capitulo 5 - Formulacao do Método de Controle para o Conversor Step Down:
Sao apresentados os fundamentos da analise das condi¢des de estabilidade em
sistemas de ordem fraciondria, a formulacdo dos controladores PID e FOPID, o

método de alocagdo de polos FOPP, bem como a aproximagdo de Oustaloup.

¢ Capitulo 6 — Procedimento da Metodologia de Controle para o Conversor Buck
em Cascata: F apresentado a Topologia Buck em Cascata, o Critério de Dimensio-
namento e a arquitetura de controle adotada. Sdo discutidos o equacionamento
classico e a Generalizagdo Fraciondria da Func¢do de Transferéncia, que servem
de base para o Projeto do Controlador. Em seguida, descreve-se a Metodologia
de Projeto por Alocacdo de Polos Fraciondrios Ndo Comensuréveis e, por fim, o
Ambiente Experimental do Sistema Buck em Cascata, utilizado para validacao

pratica

¢ Capitulo 7 — Avaliacao e Anilise dos Resultados: apresenta os resultados obti-
dos a partir das simulagdes e dos experimentos com a planta real, analisando o
desempenho do controlador projetado sob diferentes perspectivas. E fazendo um

paralelo com controlador classicos FOPP e fracionarios NCFOPP.

¢ Considerag¢oes Finais: retine as conclusdes do trabalho, discute as contribui¢oes
alcangadas e apresenta sugestdes para trabalhos futuros relacionados ao uso de

controle fracionario e modelagem com efeitos de memoria.
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2

FUNDAMENTOS TEORICOS: CALCULO

FRACIONARIO E NUMERICO

este capitulo tem como finalidade apresentar uma breve fundamentagao
tedrica e historica do calculo fracionario e os pincipais tépicos que versam
sobre este estudo. Os quais sdo necessarios para a compreensdo e desen-
volvimento deste trabalho. Dentre eles a metodologia das transformadas de Fourier
e Laplace que sdo utilizadas no estudo do cdlculo de ordem néo inteira, defini¢do de
funcdo gama, fungdo beta e propriedades, defini¢do de derivada e de integral segundo
o conceito de Riemann-Liouville, Caputo e a funcdo de Mittag Leffler de um e dois

parametros e por fim Minimos quadrados representando os cdlculos numéricos.

2.1 A Origem do Calculo Fracionario

O célculo fraciondrio originou-se em uma correspondéncia trocada entre Leibniz
e L'Hopital em 30 de setembro de 1695. Onde L'Hopital questionou Leibniz sobre uma
notacdo particular que ele havia utilizado em sua publicagdo para a n-ésima derivada
de uma fungédo, conforme a Equacao (2.1), perguntando-lhe qual seria o resultado para
n = 3,eatroca de cartas entre ambos personagens sobre a derivada de ordem néo inteira
levou ao surgimento do calculo fraciondrio, segundo (Das 2011; K. S. Miller e Ross 1993).
No entanto, durante muitos anos, o conceito permaneceu apenas cOmo uma curiosidade

matemadtica. Mas foi somente no século XIX que estudiosos como Liouville, Riemann e
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Caputo desenvolveram formulag¢des mais rigorosas para o calculo fraciondrios, seguido

do matematico sueco Mittag-Leffler (1903) que teve um dos papeis mais importantes,

pois representou uma generalizagdo para a fungdo exponencial, fundamental para o

estudo de equacgdes diferenciais ndo inteiras, (Camargo et al. 2015). Portanto, tornando

possivel sua aplicacdo pratica em diversas dreas da engenharia e das ciéncias.
_d'f(x)

D, = 2.1
e (2.1)

A aplicagdo do célculo fraciondrio na modelagem de sistemas fisicos comegou
a ganhar relevancia no século XX, especialmente em fendmenos onde a dindmica
exibia memoria e efeitos hereditarios. O trabalho de (Oldham et al. 1974), contribuiu
significativamente para a formalizacdo matemadtica do calculo fraciondrio em aplicagdes
de engenharia. Paralelamente, pesquisadores comecaram a explorar suas vantagens no

contexto de sistemas dindmicos e controle.

2.2 Funcao Gama

A Fungdo Gama ou fungao de Euler de segunda espécie foi desenvolvida com
o intuito de se generalizar o conceito de fatorial de um ntimero natural. Dessa forma,
definindo-se adequadamente, é possivel computar o fatorial até de nimeros complexos.
A Funcdo Gama possui polos no 0 e em todos os inteiros negativos, portanto, ndo pode
ser usada para se calcular o valor do fatorial desses ntimeros (a func¢do diverge para
eles). A defini¢do mais comum da fun¢do Gama é sua forma integral demonstrada na

equacdo (2.2), que esta representada a seguir (Carvalho et al. (2018)):
[(z) = / t"tetdt, parar#0,—1,-2,... (2.2)
0

Uma de suas principais propriedades é a seguinte relacdo demonstrada nas equagdes
(2.3) e (2.4):

['(z) = (x—1)I'(2) (2.3)

F'n+1)=n!, YneN (2.4)

A funcdo Gama é 1til na definicdo de integral fraciondria e no calculo fraciondrio

de maneira geral. A Figura 1 demonstra o comportamento da fungdo Gama.
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k. 1S

Figura 1 — Comportamento da fun¢do Gama.
Fonte: Adaptacdo de (Spiegel 1890).

2.3 Funcao Beta
A fungio Beta, denotada por B(p, q), é definida pela seguinte integral, conforme a

Equacao (2.5), para Re(p) > 0 e Re(q) > 0:

1
Bl = [ 07— o 2.5)
0
Essa funcao esta relacionada com a fun¢do Gama por meio da seguinte identidade,

conforme a Equacdo (2.6):

I'(p)T'(q)
L(p+q)

A funcdo Beta B(p,q) depende dos parametros p e ¢, ambos positivos. Ela pode ser

B(p,q) = (2.6)

entendida como uma medida da interagdo entre os termos ! e (1 — ¢)9~! no intervalo

de integracdo de 0 a 1.

Propriedades numéricas

¢ Simetria: A fungdo Beta é simétrica em seus argumentos:

B(p,q) = B(q,p) (2.7)
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¢ Para inteiros positivos: Quando p e ¢ sdo inteiros positivos, a fun¢do Beta pode

ser expressa em termos de fatoriais:

B(p,q) = %f;@ I)!D! (2.8)

2.4 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville
A integral de ordem fraciondria generaliza a ideia de integral convencional, de
modo a possibilitar cdlculos por meio de uma tnica integral. Como demonstrado pela

equacdo (2.9) (Carvalho et al. (2018)), temos:

1 x
) = o[- a 29)
- Jo
Fazendo uso de J, como notac¢do da integral de ordem positiva real arbitraria, e
utilizando a fun¢do Gama, define-se entdo a equacao (2.10), (Carvalho et al. (2018)):

Jof(z) = 1>A7x—walﬂﬂm, a0 (2.10)

@)

2.5 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

Definida a integral de ordem arbitréria, fica simples obter a derivagédo fracionaria.
Na formulagdo de Riemann-Liouville para derivada, primeiramente se faz uma integra-
¢do de ordem arbitrdria e, posteriormente, uma derivacdo de ordem inteira, como na

equacdo (Carvalho et al. (2018)):

Jof(x) =Dyl f(x)], m=lal, v=m-—a (2.11)

O grande problema dessa formulagdo é que, ao utiliza-la para a resolugdo de
equagdes diferenciais fraciondrias por transformada de Laplace, ndo se obtém valores
iniciais com derivada inteira, o que ndo é fisicamente interpretdvel (Carvalho et al.

(2018)).
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2.6 Derivada Fracionaria segundo Caputo

A derivada fraciondria de Caputo é, de certa forma, muito similar a de Riemann-
Liouville, somente diferindo pela ordem das operag¢des, o que pode parecer a primeira
vista um simples detalhe, porém possui consequéncias relevantes, levando a utilizar
preferencialmente uma no lugar da outra(Teodoro et al. (2017)). Na formulagdo de
Caputo se faz em primeiro lugar uma derivacdo de ordem inteira e posteriormente uma
integracdo de ordem fraciondria, como fica explicito na equagdo a seguir (Teodoro et al.

(2017)):

Dg f(x) = J,[Dpf(z)], m=la), v=m—a (212)

Na proposta de Caputo ha uma vantagem quando utilizada em aplica¢des que en-
volvam Equacdes Diferenciais Fraciondrias, a presenca de valores iniciais fisicamente
interpretaveis, outro fator relevante, para a derivada qualquer de uma constante é
sempre nula, isso é extremamente ttil quando se procura interpretar as derivadas como
taxas de variacdo e se quer calcular a taxa de uma constante, de modo que seja nula

(Teodoro et al. (2017)) .

2.7 Mittag-Leffer

2.7.1 Funcao de Mittag-Leffer de um parametro

A Funcédo de Mittag-Leffler, é de grande importancia no estudo do cédlculo fracio-
nario. A Funcdo de Mittag-Leffler trata-se de uma generalizacdo da exponencial, e tem
um papel equivalente na resolugdo de equagdes diferenciais fraciondrias lineares ao que
a funcdo exponencial tem para as equagdes diferenciais lineares de ordens inteiras (Car-
valho et al. (2018)). A Funcdo de Mittag-Leffler foi introduzida primeiramente em 1903
pelo matematico sueco Magnus Gosta Mittag-Leffler (Rosendo 2008), e posteriormente
generalizada contendo mais pardmetros. Essa fun¢do é dependente de um parametro
complexo, como se mostra na série em ? a seguir:

z 2’2 23

Eo(2) =1+ (o +1) + I'2a+1) * [(Ba+1)

T (2.13)
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Essa série também pode ser representada simplesmente pela relagdo da expressao

descrita na equagdo (2.14):

00 Zk

que também pode ser interpretada como uma generalizagdo da fung¢do exponencial,

visto que, para a = 1, é possivel representé-la pela equacao (2.15):

o0 OOZ
ZFk+1 ;k_: (215

k=0

2.7.2 Funcao de Mittag-Leffer de dois parametro

No ano de 1905, a fungdo de Mittag-Leffler passou por uma alteragdo, que foi a
adicdo de um segundo pardmetro (Rosendo 2008). A forma com este segundo pardmetro
da funcdo de Mittag-Leffler com dois pardmetros estd expressa a seguir na equagao
(2.16):

0 k

z
Eop(2) = ; Fha T3 Re(a) >0, Re(f) >0 (2.16)

como sendo outra possivel generalizacdo da funcdo de Mittag-Leffler, na qual, no caso

de 5 = 1, ela pode ser representada pela equacgéo (2.17):

Eap(2) = Ea(2) (2.17)

Baseado na defini¢do descrita na equagédo (2.16), podemos encontrar as seguintes rela-

¢coes:

Fra(z ZFk+2 Z ! ZZ _6 (2.18)
k=0 k:O k=1

2k > ef—1—z
_ — . 2.1
Eia(z) kz:; L'k +3) Z k o) 22 Z k! 22 (219)

De maneira mais geral, pode-se descrever a seguinte relagao conforme é demonstrado

na equacao (2.20):



Capitulo 2. Fundamentos tedricos: Cdlculo Fraciondrio e Numérico 35

1 B T2k
El’m(Z) = m—1 € — F (220)

2.7.3 Funcao de Mittag-Leffer Casos Particulares
Por ser uma generalizagdo da fungdo exponencial e de se esperar que as fung¢des

seno e cosseno hiperbélicos também sejam casos particulares da fungdo de Mittag-Leffler,

de fato.
[o.¢] o0 Z
Eri(z) =) =o—— e k — Z — cosh(z) (2.21)
k=0 k:O
Z Z2k 1 e 2k+1
Bap(2) = ————— == = —ginh(2) (2.22)
T(2k+2) =24 (2k+1)

As fungdes hiperbdlicas de ordem n, que sdo generaliza¢des do seno e cosseno hiperbo-

lico, também podem ser descritas como:

hrn)(z) =Y (n;+—r_1)' — B, ) (2, (r=1,2,...,n)  (2.23)

2.8 Conclusao

Foram apresentados neste capitulo os principais fundamentos teéricos do célculo
fraciondrio e do célculo numérico, estabelecendo a base conceitual necessaria que sera
desenvolvida nas as etapas seguintes deste trabalho. O célculo fraciondrio mostrou-se
particularmente relevante na modelagem de modelos fisicos que apresentam proprieda-
des de memoria, como ocorre em componentes passivos reais, cujo comportamento se
afasta do modelo ideal cldssico ao longo do tempo ou sob determinadas condi¢des de
operacdo. Foram discutidas as principais defini¢des de derivadas de ordem néo inteira,
com énfase nas abordagens de Caputo e Riemann-Liouville, bem como a funcdo de
Mittag-Leffler, frequentemente associada a resposta temporal de sistemas fracionarios.

Também foram explorados os métodos numéricos que viabilizam tanto a estimacado dos
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parametros fracionarios quanto a implementagdo computacional dos modelos derivados
dessas teorias. O conhecimento consolidado neste capitulo servira de alicerce para a
modelagem fraciondria do conversor Buck, a identificagdo experimental de parametros

em circuitos RC e RL, e a posterior aplicagdo de técnicas de controle fraciondrio.
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3

ANALISE, MODELAGEM CLASSICA E
FRACIONARIA DE UM CONVERSOR

CC/CC STEP-DOWN

ste capitulo ird tratar da topologia Buck (Step-Down) e seu conceito, seguindo
adiante serd feita uma analise descritiva matemaética do seu circuito tanto
para modelagem clédssica como a fraciondria, sendo o funcionamento baseado
em regime permanente e na fungdo de transferéncia para representar sua dindmica de

operagao.

3.1 Introducao: Step-Down

De acordo com (Mohan et al. 2003), o conversor Buck (Step-Down) é um conver-
sor CC-CC utilizado para reduzir a tensdo de entrada, fornecendo uma saida regulada
inferior a tensdo de entrada. Esse conversor opera no modo chaveado, onde um inter-
ruptor semicondutor (geralmente um MOSFET ou IGBT) controla a transferéncia de
energia para a carga por meio de um indutor, um capacitor e um diodo de roda-livre
se destacando pela alta eficiéncia . A topologia Buck se destaca entre os conversores
CC-CC por seus princios fundamentais e amplamente utilizados em eletronica de po-

téncia, Segundo (Barbi 2015). Ja de acordo com (Hart 2011) e (Barbi 2015), o conversor
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Buck destacam que andlise do conversor pode ser feita considerando os modos de
conducdo continuo e descontinuo, dependendo da relacdo entre a carga, a indutancia e
a frequéncia de chaveamento. O modo continuo é mais desejavel em muitas aplicagdes
por proporcionar menor ripple de corrente e maior eficiéncia.

Por ser um conversor amplamente utilizado em aplica¢des de fontes de ali-
mentacao chaveadas, reguladores de tensdo para microprocessadores, conversores de
energia para sistemas embarcados, geracdo de energia e devido a sua eficiéncia elevada,

simplicidade de implementacdo sua topologia serd objeto de nosso estudo.

3.2 Modelagem Classica do Conversor Step-Down
O conversor Buck opera em dois estados distintos dentro de um ciclo de chavea-

mento:

+

+0

‘/i I Co - VC RL Vo

O

Figura 2 — Conversor CC/CC (Step-Down).
Fonte: Adaptacdo de (Bessa et al. 2020).

O |

3.2.1 Estado Ligado (,,)

* O MOSFET esté ligado e o diodo esta reversamente polarizado.
¢ O indutor recebe energia da fonte V;.

¢ A carga é alimentada pelo indutor; o capacitor carrega ou descarrega conforme

itV,/Rp.
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3.2.2 Estado Ligado (¢,,)

* O MOSFET esta conduzindo e o diodo estd reversamente polarizado.
¢ O indutor armazena energia proveniente da fonte V;.

e A carga é alimentada pelo indutor; o capacitor carrega se i;, > V, /R ou descarrega
g p p g g

seir < V,/Rp.

+;
+
+0

Figura 3 — Conversor CC/CC no estado ligado (Z,,) - Step-Down.
Fonte: Adaptacédo de (Bessa et al. 2020).

As equagdes do circuito no CCM séo:

diy

L% vy, 1
o V.-V (3.1)
awv, . V,

Vo _ 32

Cogi =0~ R, (32)

3.2.3 Estado Desligado (t,f/)
* O MOSFET esta desligado e o diodo conduz.

¢ Oindutor libera sua energia para alimentar a carga e recarregar o capacitor.

As equagdes do circuito no CCM séo:

diy,
Ly— = -V, 3.3
ave .V,

Co

ave Vo 4
i 'R, (34)
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LO I

L

O—o . O
+ +
Vi Co =+V: R, Vo

O O

Figura 4 — Conversor CC/CC no estado desligado (Z,;) - Step-Down.
Fonte: Adaptacédo de (Bessa et al. 2020).

3.3 Aplicacao da Média em Pequenos Sinais
No regime de condugdo continua (CCM), utilizamos a média do ciclo de chavea-

mento. Definimos:
e D como o ciclo de trabalho do PWM.
e j; e V, como valores médios no ciclo de chaveamento.

A média das equagdes diferenciais ponderadas pelo tempo nos dois estados resulta em:

dip,

LOE = D(V; = V,) + (1 = D)(=Vo) (3.5)
vy -V,
00% =1 — RL (36)
Substituimos a equagdo do indutor:
dig, _
L,— =DV, -V, 3.7
3.4 Modelagem em Pequenos Sinais
Agora perturbamos as varidveis em torno do ponto de operagéo:
D=D.+d, Vo=Voety ir=Ic+iy (3.8)

Substituimos na equagdo do indutor e desprezamos os termos de segunda ordem:

dip -
Lo— = Vid — 0, 3.9
o v (3.9)
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E na equacdo do capacitor:
v, ~ 9,
Co% =15 — R_L (310)
Agora aplicamos a Transformada de Laplace:
LosIp(s) = ViD(s) — V,(s) (3.11)
¥ 1 ~ Y NO(S)
CosVy(s) = —(ViD(s) — Vi(s)) — (3.12)
RL RL
Resolvemos para I (s): )
2 ViD(s) = Vo(s)
I .
1(s) — (313)
Substituimos na equagdo do capacitor:
- L (ViD(s) = Vo(s) | _ Vals)
CosV,(s) = — — 3.14
osVols) = 7, < Los R: (314
Multiplicamos tudo por Ls para eliminar o denominador:
- - . Lo -
LoC0s*V,(s) + (Lo/ Ry, + RpC,)sV,(s) + Vi (s) = R—OWD(S) (3.15)
L
A funcdo de transferéncia final é:
Vi
Vo
Guals) = 2 _ LG (3.16)
D(s) 52 + ! s+ !
RiC,  LoC,

3.5 Equacoes Diferenciais fracionaria do Conversor Buck

Para o indutor:

d“i(t)
t)=1L,
v (t) dte
Para o capacitor:
. dﬁvc(t)
Zc(t) = OO W

Lei das Correntes de Kirchhoff (LCK):

o =i, —ip

Substituindo:
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Lei de Kirchhoff das Tensdes (LKT):

Vi—Ve=V,

L) - Vo) = oY

3.5.1 Modo com a chave aberta (MOSFET OFF, diodo conduz)

Quando a chave esta aberta, a energia armazenada no indutor continua fluindo,

alimentando o capacitor e a carga por meio do diodo.

1. Lei das Correntes de Kirchhoff (LCK)

Aplicando a LCK no né entre o indutor, capacitor e resistor de carga:

ic=ip —in (3.17)

Substituindo as expressdes fraciondrias:

dﬁvc (t) (Ve (t)

“wr — TR,

(3)

Essa equacdo continua igual a do modo com chave fechada, pois 0 n6 é o mesmo.

2. Lei das Tensoes de Kirchhoff (LKT)
No modo com a chave aberta, a fonte estd desconectada, e o circuito em série é:
indutor — diodo — capacitor/carga

Logo, aplicando a LKT:

Vi=-Veo = = — (4)
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3.5.2 Resumo das Equacoes no Modo Chave Aberta
Equacédo (3):
dﬁ Uc(t)
dth

Vel(t)
Ry

c, =i(t) —
Equacao (4):
d*ir(t) Vo l(t)
dt> L,

Primeira equacao:

Ou seja:
o (V) = V(o)

Segunda equacao:

0 (%5) 00 ()

Que se simplifica para:

dig(t) 1 d (1
o = L—Ovc+—(—m<t>)

Somando as duas equagdes:

dig(t) 1

1 .
Vo + —Vi(t)

dte L, L,
Portanto, o resultado correto é:

dig(t) 1 D
qa etV

Primeira equacao (capacitor, chave fechada):

dﬁ’Uc . D i D V
e, T R0 ¢

Segunda equacdo (capacitor, chave aberta):

d’ve 1—-D. 1—-D
(1-D) e c i — Ve

(3.18)

(3.19)
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Somando:
dﬁvc dﬁvc D D 1—-D 1-D
D—— 1— — = —q; — V. r — V. 3.20
gp TPy =g g Vet (g pale (820

Simplificando o lado esquerdo:

d’BU()_

(D+ (1= D)~

Como D + (1 — D) =1, temos:

= (DOO + (1 — D)Co) i, — (DRLCO —+ (1 — D)RLOO) Ve

Simplificando os coeficientes:

dPve 1. 1 "
—_— J—
as — C, " R0, ¢

3.6 Modelagem com Derivadas Fracionarias de Caputo e

Condicoes Iniciais Nulas
Usando as derivadas fraciondrias no sentido de Caputo, com condig¢des iniciais
nulas:

Definicao da derivada de Caputo (ordem o, com 0 < o < 1):

C Ho _ 1 ! f'(7) -
th(t)_F(l—a)/o (t—r)ad (3.21)

Essa defini¢dao é compativel com condig¢des iniciais cldssicas, como f(0) =0, e

por isso é amplamente utilizada em sistemas fisicos.

Com condicoes iniciais nulas no dominio de Laplace
Se f(0) = 0, entdo:
L{°D}f(t)} = s*F(s) (3.22)
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3.6.1 Aplicando as equacoes linearizadas
Para o indutor (ordem «):
d*Aig(t) 1 Vi
T —L—OAVC(t) + L—OAD(t) (3.23)
1 Vi
= s*AlL(s) = —L—AVC(S) + L—AD(S) (3.24)
Para o capacitor (ordem /):
dPAve(t) 1 1
— = —Aig(t) — AVe(t 2
e o Ainlt) = g Ave(?) (3.25)
= s"AVg(s) = iAJL(s) - AVe(s) (3.26)
c, R.C,

3.6.2 Sistema no dominio de Laplace (com derivadas de Caputo e

condicoes iniciais nulas)

Equacéo (1):
1 V;
s*AIL(s) = —L—OAVC(S) + L—OAD(S)
Equacédo (2):
1 1
sPAVe(s) = @ML(S) - RLCOAVC(S)

3.6.3 Substituindo Al;(s) da equacao (1) na equacao (2):

De (1):
Vi

AIL(s) = Sia (—Liom/c@ + ZAD(s))

Substituindo na (2):

1 1 1 1 Vi
g = — . —-—= _
(s + RLCO) AVe(s) o ( LOAVC(S) + 7 AD(S))

o

Resultado final:

1

(35 n RLl Co) AVo(s) = o (-AVe(s) + VAD(s))

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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Multiplicando ambos os lados por C,L,s:

CyLos” (sﬁ + ) AVp(s) = —=AVg(s) + V;AD(s) (3.32)

R.C,

Reorganizando, chegamos a estd expressao :

{COLOSO‘ (sﬁ + ) + 1} AVg(s) = V;AD(s) (3.33)

R.C,

E por fim a fun¢do de transferéncia:

v
LO o
Guals) = ——5—— (634
4o «
St RS T

3.7 Comparacao com o Modelo Classico
No caso cléssico (o« = 1 e = 1), recuperamos a func¢do de transferéncia tradicio-

nal:

V;
Crals) = L248) LG (3.35)
D(s) 52 4 ! s+ !
R;C, L,C,

Mas, para um modelo fraciondrio de 8 = 1,15 e a = 0,83, extraido da identifica-

¢do de parametros, temos:

Vi
L
Guals) = ———— o (3.36)
1 ,
i * RLCOS * LOCO

3.8 Conclusao

Este capitulo apresentou a andlise e a modelagem de um conversor CC/CC do
tipo redutor (step-down), inicialmente a partir de uma perspectiva cldssica baseada
em equagOes diferenciais de ordem inteira, amplamente utilizadas em aplica¢des de

eletronica de poténcia. Em seguida, discutiu-se a extensdo dessa modelagem para o
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dominio fraciondrio, fundamentada nos conceitos previamente abordados no capitulo
anterior, com isso conseguimos chegar as fun¢des de transferencias tanto na ordem

inteira como na ordem fracionaria.
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4

LEVANTAMENTO DE PARAMETROS EM

UM MODELO Fisico: CirRcuiTtO RC E RL

presente capitulo abordara o equacionamento, bem como os materiais e
métodos utilizados na andlise experimental da resposta de carga e descarga
de circuitos RC e RL classicos. O objetivo é realizar o levantamento dos
parametros desses circuitos para, posteriormente, obter os dados experimentais necessa-
rios a identificagdo de parametros elétricos fraciondrios em circuitos RC e RL, por meio

da medigdo da tensdo em funcgdo do tempo.

4.1 Introducao aos Circuitos RC e RL

A andlise do comportamento de componentes em determinados circuitos é
essencial para a engenharia, pois fornece as bases para o entendimento do comporta-
mento de sistemas dinamicos. Em particular, os circuitos RC (resistor-capacitor) e RL
(resistor-indutor) desempenham um papel fundamental na modelagem de fendmenos
transitorios e no processamento de sinais.

Diversos autores exploram a importancia desses componentes nos circuitos
e suas aplicagdes préticas, pois garantem que as especificidades da aplicacdo e as
caracteristicas desejadas melhorem o desempenho do sistema. O autor, (Alexander et

al. (2013)), em Fundamentals of Electric Circuits, enfatizam que circuitos RC e RL sdo
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essenciais para compreender a resposta transitéria e o regime permanente de sistemas
elétricos, sendo amplamente utilizados em filtragem de sinais, controle de tempo e
fontes de alimentacdo. J4,(Boylestad 2006), em Andlise de Circuitos, reforca essa visdo ao
destacar a importancia da constante de tempo (7) na caracterizacdo da rapidez com que
um circuito atinge o equilibrio, além de explorar aplica¢des praticas, como circuitos de
temporizacao e estabilizacdo de corrente. Por sua vez, (Robbins e W. C. Miller 2007), em
Andlise de Circuitos: Teoria e Prdtica, adota uma abordagem mais aplicada, combinando
teoria com experimentagdo para ilustrar como esses circuitos influenciam a resposta

dindmica em sistemas elétricos reais.

4.2 Modelagem Matematica Classica de Circuitos Série

RL e RC

Neste topico, vamos analisar matematicamente dois tipos de circuitos simples:
os circuitos RC (resistor-capacitor) e os circuitos RL (resistor-indutor). Embora simples,
esses circuitos possuem intimeras aplica¢des. Quando aplicamos as leis de Kirchhoff,
em um circuito puramente resistivo, as equagdes resultantes sdo algébricas. No entanto,
ao aplicarmos essas leis a circuitos RC e RL, obtemos equagdes diferenciais de primeira

ordem.

4.2.1 Fase de Carga do Capacitor
Considerando o circuito RC em série com uma fonte de tensdo V¢, onde o
resistor R e o capacitor C estdo conectados em série, a corrente / flui através do resistor

R e do capacitor C. Aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensdes, temos:

Vee = Ve —Ve =0 (4.1)

A corrente I no circuito estd relacionada a taxa de variagdo da carga no capacitor,

como [ =C d%. Substituindo Vz = IR = RC dd% na equacdo (4.1), obtemos:
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d
Voo — RC% —Ve=0 (4.2)

Ou seja, a equagdo diferencial que descreve o carregamento do capacitor é:

d
RC% = Voo — Vo (4.3)

Resolvendo essa equacao diferencial de primeira ordem para V(t), obtemos a

solucdo geral:

Vo(t) = Voo (1 . e*%) (4.4)

Essa equacdo descreve a tensdo no capacitor durante o carregamento. As princi-

pais caracteristicas dessa equagao sdo:
* No inicio (¢ = 0), a tensdo no capacitor V(0) é igual a 0.
e A medida que o tempo passa, V¢ (t) se aproxima de V.

* Quando t = 57 = 5RC, a tensdo no capacitor atinge aproximadamente 99% de

Voo, mas nunca chega exatamente a Voo em um tempo finito.

A tensdo final ap6s o tempo de carga t. é dada por:

Vo(T.) = Veo (1 - e7#) (4.5)

4.2.2 Fase de Descarregamento do Capacitor

No processo de descarregamento, a fonte de tensdo V¢ é desconectada e o
capacitor comega a descarregar através do resistor R. A equacao diferencial que descreve
o descarregamento do capacitor é semelhante a do carregamento, mas agora a tensdo
Ve diminui com o tempo. Isso ocorre porque a corrente / flui através do resistor R, mas

ndo hd mais fonte de tensdo. Aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensdes, temos:

Ve —-Vr=0 (4.6)



Capitulo 4. Levantamento de Pardmetros em um modelo fisico: Circuito RC e RL 51

Ou seja, a tensdo no resistor é igual a tensdo no capacitor, e a corrente  é dada
por I = —C%¢_ Substituindo Vz = IR = —RC%<2 na equagéo (4.6), obtemos:
dVe

—Ve—RC— =0 4.7
o - RCS 47)

Ou seja, a equacgdo diferencial que descreve o descarregamento do capacitor é:

dVe
RC—— = -V, 4.8
G 48)

Resolvendo a equacdo diferencial para V(-(t), separando as varidveis e integrando,

obtemos a solugdo geral:

t

Vc(t) = Vc(O)e_W (49)

Onde V(0) é a tensdo inicial no capacitor no momento em que comega o descar-
regamento.

Se V¢(0) for a tensdo final ap6s o carregamento Vi (¢.), temos:

Vo(t) = Ve(te)e me (4.10)

A tensdo final ap6s o tempo de descarga ¢, é dada por:

Ve(ta) = Ve(te)e™ ®e (4.11)

4.2.3 Fase de Carga do Indutor

Consideremos um circuito em série composto por um resistor R e um indutor
L, conforme ilustrado na figura abaixo. O objetivo é determinar a resposta do circuito.
Para isso, utilizamos a corrente i(t) que atravessa o indutor como a variavel de interesse.
No instante inicial ¢ = 0, podemos assumir que o indutor possui uma corrente inicial I.

Aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensoes (LKT) ao circuito, temos:

Vee =V — Ve =0 (4.12)
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por:

Sabemos que a tensdo no resistor R é dada por:

Vr = Ri(t) (4.13)

E a tensdo no indutor L é expressa como:

di
= — .
V=L~ (4.14)

Substituindo essas expressdes na equagao de Kirchhoff:
di

Vee — Ly = Ri(t) =0 (4.15)

Rearranjando para isolar os termos da corrente i(¢):

.
LY = Voo — Ri(t) (4.16)
dt
Dividindo por L:
di Voo R

— = =1

o= i) (4.17)

Esta é uma equagdo diferencial de primeira ordem, cuja solucido geral é dada

t)y=Ce '+ — 418
i(t) e L'+ 7 (4.18)
Para determinar a constante C, utilizamos a condigao inicial 7(0) = 0:
0= e 4 Yeo (4.19)
R
Veo

C=—-—— 4.20
o (420)

Portanto, a equagdo final da corrente durante a fase de carga do indutor é:

o Voo _ Ry
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4.2.4 Fase do Descarregamento do Indutor

Quando a fonte de tensdo Ve é removida (Voo = 0), aplicamos novamente a Lei

de Kirchhoff das Tensdes:

Vi4+Vr=0 (4.22)

Substituindo as expressdes de Vi, e Vi:

L%+ Rift) = 0 (4.23)

Rearranjando para isolar os termos de i(¢):

0 (4.24)

Esta é uma equacao diferencial homogénea, cuja solugdo geral é:

i(t) = Ce Lt (4.25)

Para determinar a constante C, consideramos que a corrente inicial no instante

t =06 I, = Y£C, pois corresponde ao valor final da fase de carga. Assim:

i(0) = Ce® (4.26)
1%
C=1I= % (4.27)

Portanto, a equacdo final da corrente durante a fase de descarga do indutor é:

i(t) = %e_ft (4.28)

Este resultado demonstra que a resposta natural de um circuito RL é uma redugdo

exponencial da corrente inicial.
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4.3 Equacoes Fracionarias para Circuitos RC e RL

Os circuitos baseados em calculos tradicionais ndo sdo suficientes para descrever
de maneira detalhada a complexa dindmica encontrada em eventos naturais. Por isso, a
generalizagdo de ordem fraciondria dos circuitos RC e RL classicos envolve elementos
fraciondrios. Essa operacdo é determinada pelo pardmetro a, que pode assumir qualquer
valor real positivo, mas ndo necessariamente inteiro (West 2014). O objetivo deste tépico
é, para os circuitos RC e RL classicos, incorporar efeitos que ndo podem ser descritos
completamente por equagdes diferenciais de ordem inteira. Isso implica que, ao invés
de utilizar as equagdes diferenciais de ordem 1 para os circuitos RC e RL tradicionais,
as equacgOes passam a ter uma ordem fraciondria, incorporando o conceito de derivada

fraciondria.

4.3.1 Circuito RC de ordem fracionaria
A equacdo de um circuito RC tradicional, para a fase de carga do capacitor, é
dada por:
Vo(t) = Ve (1 - e—%) (4.29)
No entanto, para um circuito RC de ordem fraciondria, a equagdo é modificada

para incluir uma derivada fraciondria:
t
Ve(t) =Voe (1= Eau| =55 4.30
colt) = Voo < : ( I C)) (4.30)
Onde:

* E,(z) é a funcdo Mittag-Leffler, uma generalizagdo das funcdes exponenciais para

ordens fraciondrias.

* o é o parametro fraciondrio que define o comportamento do circuito (normalmente
entre 0 e 1, influenciando a velocidade de resposta do circuito em comparagao

com o circuito RC convencional).

Na fase de descarga:

Velt) = Vo) Eua (1) @)
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4.3.2 Circuito RL de ordem fracionaria
Para um circuito RL tradicional, a equacdo de carga da corrente no indutor, com

uma fonte de tensdo Vg, é:

i(t) = % (1 - e‘ﬁ) (4.32)

Porém, em um circuito RL de ordem fraciondria, a equagdo é ajustada para

incorporar a derivada fraciondria:

i(t) = % (1 By (‘L/%)) (4.33)

Na fase de descarga (quando a fonte de tensado é removida):

i(t) = i(0) Epg (-L/LR) (4.34)

4.4 Materiais e Métodos

4.4.1 Descricao do Experimento e Analise de Dados

Ambiente Experimental

Os experimentos foram baseados na andlise de dois circuitos, RC e RL, conforme
a Fig. 5 (a) e (b), montados em uma placa de prototipagem com o uso de um Arduino
Mega 2560 no laboratério de modelagem da UFAM. Foram utilizados os seguintes
equipamentos e componentes: osciloscopios digitais de 70 MHz, fontes de alimentac¢do
digitais DC, um indutor toroidal de 12 mH com nticleo magnético, sensor de corrente
ACS712, capacitor eletrolitico de 2200 pF, resistor fixo de 20 2 e um médulo relé de 5 V.
Além disso, foram empregados jumpers e conectores adequados para interligar a fonte

de alimentacgdo, o sensor e as pontas de prova do osciloscépio aos pontos de medigao.
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Figura 5 — Imagens dos circuitos RC (a) e RL (b) montados no Laboratério de Modela-
gem e Simulagdo de Sistemas Dinamicos (FT /UFAM)

O circuito ilustrado na Fig. 5(a) foi montado conforme o esquema da Fig.6: o
capacitor foi conectado em série com o resistor (R). A alimentacdo positiva da fonte foi
conectada ao ponto de carga do capacitor (C) por meio do contato normalmente aberto
do relé (RY1). O terminal negativo do capacitor foi conectado ao terra. O moédulo relé
foi acionado pelo pino digital 13 do Arduino Mega, sendo alimentado pelos pinos VCC
e GND do préprio Arduino.

Durante o experimento, o relé alternava entre os estados de carga e descarga do
capacitor. Para a descarga, o relé (RY1) comutava de forma a conectar diretamente o
capacitor (C) ao resistor (R), permitindo sua descarga para o terra. A tensdo no capacitor
foi monitorada simultaneamente pelo canal CH1 do osciloscopio digital (XSC1) e pela
porta analdgica A0 do Arduino Mega, possibilitando a aquisicdo de dados em tempo

real via USB ao Monitor Serial do Arduino IDE e exportagdo em formato CSV.

19
1 3 |
R
RESISTOR ¢

RY1
. ) :
L :@ 200 :
CAPACITOR |
2200 KF |
d i
e = f
|
I

. . 13 +5.0V
>7

—

medigéo da tenséo
no capacitor

= - ARDUINO®
g
MEGA

T Monitor serial

Figura 6 — Esquematico do circuito RC (Autor: Préprio)
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Conforme ilustrado na Fig.5(b), o circuito RL foi montado da seguinte forma a
tig. 7: o resistor foi conectado em série com o indutor (L), formando o circuito RL. A
alimentacdo positiva da fonte foi aplicada através do contato normalmente aberto do
relé (RY1), sendo este responséavel por controlar o instante de comutagdo. O terminal
inferior do indutor foi conectado ao terra do sistema.

O moédulo relé (RY1) foi acionado pelo pino digital 13 do Arduino Mega, com
alimentagdo fornecida pelos pinos VCC e GND do préprio Arduino. Durante o expe-
rimento, ao acionar o relé (RY1), o circuito foi energizado, iniciando a circula¢do de
corrente pelo indutor. A corrente foi medida por meio do sensor ACS712, conectado
entre o resistor (R) e o indutor (L), com o sinal analégico sendo lido pelo pino Al do
Arduino Mega. Simultaneamente, a tensdo sobre o indutor foi monitorada pelo canal

CH1 do osciloscépio digital.

TAI 'Tf’ T
R
RY1
i | e N .

RESISTOR

I

]

E 20 Q = i

12mH [

1

ks i

o = = I
e i

____________________

Medigdo da tensdo

®
.||_ ——= ARDUINO'
GND MEGA »

——| Monitor serial

Figura 7 — Esquematico do circuito RL (Autor: Préprio)

Os dados de corrente e tensdo foram adquiridos em tempo real, sendo a cor-
rente enviada via Monitor Serial pelo Arduino Mega e a tensdo salva via captura do
osciloscopio (XSC1) em formato CSV para posterior andlise. E para melhores visualiaza-
¢Oes destes experimento tanto RC e RL estdo representados nas fig. 8 e 9 em forma de

esquematico.
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4.5 Aplicacao da Metodologia para o levantamento dos pa-

rametros RC e RL

O ambiente de simulagédo escolhido foi o software VSCode com Python 3.1.3. Os
dados foram carregados do arquivo CSV utilizando a biblioteca pandas e o método
curve_fit foi empregado para encontrar os valores que melhor se ajustam aos dados
experimentais. Os problemas de ajuste de curvas de carga de um capacitor em um
circuito RC seguiram o uso das fungoes generalizadas de Mittag-Leffler, substituindo
o modelo exponencial classico, conforme mostrado na Fig.12. Foram comparados di-
ferentes valores do pardmetro de ordem fraciondria «, extraindo-se parametros como
a tensdo méxima ajustada V.. (considerada igual a tensdo méxima do circuito, ou seja,
Vee = Vmax), @ constante de tempo generalizada 7, o erro quadratico médio (EQM) e a
raiz do erro quadrético médio (RMSE). O Método dos Minimos Quadrados é ampla-
mente adotado por sua capacidade de fornecer uma aproximagao confidvel quando
os dados experimentais estdo sujeitos a varia¢des ou ruidos inevitdveis (Aguirre 2007).
Essencialmente, 0o MMQ busca determinar os parametros de um modelo de forma
que a discrepancia entre os valores observados e os valores previstos seja minimizada,
garantindo um ajuste global que represente de maneira satisfatéria a tendéncia dos
dados. Essa abordagem pode ser aplicada a modelos lineares, exponenciais ou polino-
miais, permitindo flexibilidade na modelagem de fendmenos complexos. Além disso, a
qualidade do ajuste obtido pode ser avaliada por métricas como a raiz quadrada média
do erro, que fornece uma medida intuitiva do desvio entre os valores experimentais e

os valores estimados pelo modelo (Montgomery e Runger 2014).
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| Grav/Rest.

v

Pico a Pico
10.0ms

Figura 8 — Imagem do front do osciloscépio na medigdo da carga e descarga do capacitor
(Autor: Préprio)

4.5.1 Analise Experimental no Ambiente VSCode

A Figura 9 apresenta o registro da tensdo nos terminais do capacitor durante o
processo de carga e descarga, obtido com o auxilio de um osciloscépio digital Tektronix.
O circuito utilizado consiste em uma fonte de tensdao DC, uma resisténcia em série e

um capacitor inicialmente descarregado, com chaveamento via relé comandado por

Arduino.

Curva de Subida da Tensio no Capacitor

Curva Corrigida - Carga e Descarga do Capacitor (Circuito RC)

— sinal Corrigido (semelhante ao osciloscpio)

0 (V)

Tenso (V)

[
Tempo (s) Tempo (ms)

(a) (b)

Figura 9 — Curva dos Dados do Tensdo no Capacitor (a) e Curva Corrigida dos Dados
da Tensdo no Capacitor (b) (Autor: Préprio)

A tabela 1 a seguir apresenta uma comparacdo visual entre o sinal obtido dire-

tamente do osciloscépio e o grafico gerado a partir dos dados corrigidos via cédigo

Python:
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Tabela 1 — Comparagdo visual entre osciloscépio e grafico corrigido do circuito RC.

Caracteristica Osciloscépio Grafico Corrigido

Tensdo inicial (descarga) Alta (5V), decaindo expo- Sim, comega em torno de
nencial 15V

Minimo (descarga completa) 0V 2,5V (offset ajustavel)

Transicdo (carga) Subida exponencial suave Sim, subida exponencial vi-

sivel
Tens&o final (carregado) 5V 15V (ap6s offset de +5.5V)
Formato geral da curva Classico (carga-descarga)  Idéntico visualmente

No instante inicial (¢ = 0), a tensdo no capacitor é nula, e em seguida, sobe
exponencialmente até se aproximar da tensdo de regime (aproximadamente 13,2 V pico
a pico). O tempo de subida registrado foi de 6,560 ms e o valor de tensdao RMS foi de

aproximadamente 5,99 V. A resposta segue a equacéao clédssica do circuito RC:

Vo(t) = Vee (1 — e71/7C) (4.35)

O arquivo CSV exportado pelo osciloscépio apresentou seis colunas desorde-
nadas. A andlise em Python identificou que os dados relevantes de tempo e tensdo
estavam nas colunas centrais (colunas 3 e 4), a partir da 18" linha. Foi aplicado um filtro
digital Butterworth para suavizar ruidos e preservar o comportamento real da curva de

carga.

Tensao no capacitor: Original vs. Filtro Butterworth

Original
—— Butterworth

Tensao (V)

~10 4

T T T T T
-0.04 —0.02 0.00 0.02 0.04
Tempo (s)

Figura 10 — Aplicacdo do Filtro Digital Butterworth (Autor: Préprio)

O resultado filtrado mostrou uma curva mais suave, conforme a Fig.10, desta-

cando o comportamento exponencial tipico.
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Curva de Subida da Tenséo no Capacitor (Butterworth + Corte de -10V a Vmax)

3.0 Curva Subida (Filtrada)
Amostras
2.5
2.0
E
3 1.5
]
=
@
1.0
0.5 1 = —
Vmax: 2.98 V
Vmin: -9.00 V
Pico: 9.00 V
Médio: 0.93 V
0.0 RMS: 3.61 V
T T T T T T -
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Tempo (s)

Figura 11 — Extracdo da curva de subida com filtro Butterworth (Autor: Préprio)

A Fig.12 mostra os ajustes com a funcdo de Mittag-Leffler. O melhor ajuste
ocorreu para $ = 1,15, com menor EQM e RMSE. Isso indica um comportamento

levemente mais rapido que o modelo cléssico (3 = 1).

Ajuste de Fungdes de Mittag-Leffler com Erros e Pico M&ximo
Dados reais de subida de tensao no capacitor

B=0.30| Vpay = 2.62, T= 0.0029 B=075|Vpa = 2.67, T = 0.0020
bico: 2.80.
3.0 4 00855 M
a5l lry”’ T4 W less 2 p poe
=201 Experimental =1 Experimental
a@ 1.5 4 —e— Ajuste B = 0.30 .a 4 == Ajuste B = 0.75
5 —&— Pico Max 5 —&— Pico Max
# 1.0+ @ |
0.5 1
EQM: 0.028209 EQM: 0.038418
T T T T T T T T T
Tempo (s) Tempo (s)
- - - Pico: 3.06V - - -
B=10.83| Vpax = 2.92, T = 0.0042 i 0oaE B=1.15 | Vmax = 0227!8 T=0.0031
S e e e F e SO 1 [ 0015s
' plieolotet prmeee | e
254 T4 W‘M‘;,’ e
E 2.0 Experimental E T Experimental
@ 1.5 —8— Ajuste B = 0.83 .§ B —4— Ajuste p=1.15
S —k— Pico Max 5 —k— Pico Max
# 1.0 c |
0.5 = =
EQM: 0.055189 EQM: 0.006624
0.0 RMSE: 0.234924 RMSE: 0.081388
T T T T T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 12 — Ajuste com fung¢des de Mittag-Leffler (Autor: Préprio)

A funcdo de Mittag-Leffler de ordem /3 é uma generalizacdo da exponencial:

= ()

Egp(—2) = ; W (4.36)

No contexto do circuito RC, ela substitui a fun¢do exponencial da solugéo cléssica.
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4.5.2 Analise dos Resultados do Ajuste para Diferentes Valores de
B

Na Tabela 2, sdo apresentados os resultados obtidos a partir dos ajustes da curva
de resposta experimental para diferentes valores do parametro «, representativo da
ordem fraciondria do modelo adotado. Observa-se que, a medida que o valor de « varia,
ha alteragdes significativas nos pardmetros ajustados, como a tensdo méaxima (Vmax), a
constante de tempo (7), e os erros de ajuste (EQM e RMSE).

O menor erro quadrético médio (EQM = 0,0066) e menor RMSE (0,0814) foram
obtidos para 5 = 1,15, indicando que este valor proporcionou o melhor ajuste entre o
modelo fraciondrio e os dados experimentais. Esse resultado sugere que uma ordem li-
geiramente superior a unidade pode representar adequadamente a dindmica observada
no circuito analisado.

Por outro lado, para valores menores de 5 (como 0,30 e 0,75), os erros de ajuste
aumentam consideravelmente, indicando que tais ordens ndo capturam adequadamente
a natureza do fendmeno observado. Além disso, nota-se uma variagdo no tempo de pico
e na tensdo de pico conforme f3 se altera, evidenciando a influéncia direta da ordem

fraciondria na forma da resposta temporal do sistema.

Tabela 2 — Resultados do ajuste para diferentes valores de /3

o} Vinax T EQM | RMSE | Tempo pico (s) | Tensao pico (V)
0.30 | 2.6224 | 0.0029 | 0.0282 | 0.1680 0.0053 2.7535
0.75 | 2.6686 | 0.0020 | 0.0384 | 0.1960 0.0170 2.8020
0.83 | 2.9200 | 0.0042 | 0.0551 | 0.2349 0.0481 3.0615
1.15 | 2.6992 | 0.0031 | 0.0066 | 0.0814 0.0146 2.8319

4.5.3 Ajuste do Modelo ao Sistema RL com Dados Reais no Ambi-
ente VsCode

A figura 13 do experimento teve como meta observar o comportamento transi-
tério da tensdo sobre um indutor em um circuito série RL, quando submetido a uma
excitagdo por degrau de tensdo DC. O sinal da figura abaixo foi adquirido experimental-

mente no laboratério da UFAM utilizando um osciloscépio digital Tektronix e os dados
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foram salvos em formato CSV para posteriormente serem analisados como no decorrer
da pesquisa.

Cursor

Cursor 1
-2.040s

Hn Frequéncia
[ 1]

Pico a Pico

500ms

Figura 13 — Captura do osciloscépio da tensdo no indutor

Por tanto a tensdo foi medida diretamente nos terminais do indutor, sendo
capturada no momento da comutagdo do relé (acionado via Arduino), simulando um
degrau de tensdo. A figura 13 foi extraida diretamente do osciloscépio, e representa a
resposta da tensdo no indutor ao degrau de tensdo, a fonte DC foi ajustada para 5V
e os parametros observados foi a variagao entre picos, variacdo de pico a pico, cursor
1 (valor minimo): -7.20 V em t = -2.040 s, cursor 2 (ponto de andlise): -200 mV em t
= -60.00 ms, escala de tempo: 500 ms/div e escala de tensdo: 5.00 V/div. Com isso
pude interpretar os resultados da forma de onda onde existe um pico inicial negativo
intenso na comutagdo da chave (relé), representando a variagdo brusca da corrente
que tenta se manter continua, ap6s o pico, observa-se uma decrescimo exponencial
da tensdo, coerente com a fungdo da derivada do indutor em relagdo a tensdo onde
decai conforme a corrente se estabiliza, A periodicidade da forma de onda indica
comutacgdo periddica do relé, com intervalo préximo de 2 segundos entre pulsos. Esse
comportamento confirma o modelo tedrico do circuito RL com carga stubita, onde a
constante de tempo pequena o suficiente para justificar a resposta rapida visivel nas

primeiras divisdes de tempo do osciloscépio.

T = E ~ 20—Q = (0,6 ms, (437)

Com aquisicdo dos dados via osciloscopio bem sucedida e o evidenciamento da
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resposta dindmica esperada para um indutor submetido a uma excitagdo por degrau
de tensdo permitiu-se extrair e plotar graficamente os parametros experimentais im-
portantes e confirmar a modelagem tedrica da tensdo no indutor da equacédo 4.37. Os
dados em CSV exportados do osciloscopio podem ser observado na figura 14, onde essa
nova imagem destaca as curvas de subida da tensdo no indutor, sendo uma excelente
preparacdo para o ajuste analitico das constantes do circuito. As caracteristicas obser-
vadas demostram que cada subida corresponde a um ciclo de chaveamento no qual a
corrente no indutor aumenta devido a aplicagdo da fonte e a forma caracteristica é a de
uma exponencial crescente negativa (em valor absoluto) de acordo com a equagao 4.37
e as oscilagdes de alta frequéncia sao sobrepostas ao sinal atribuidas ao ruido da chave

e do ambiente, além das limita¢des de resolugcdao da medicao.

Curva de Subida da Tensao

Tensao (V)
o

—4

0 1 2 3 9
Tempo (s)

Figura 14 — Curvas de Subida da Tensdo no Indutor

Por este motivo que foi aplicado um filtro digital chamado de filtro de média
movel, com o objetivo de reduzir ruidos de alta frequéncia presentes na medicéo real
da tensdo no indutor. A figura 15 mostra a comparacdo entre o sinal original bruto (em

azul claro) e o sinal suavizado (em laranja) com uso deste filtro em Python.
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Sinal com Filtro de Média Mavel

Original
54 : '] L Filtrado

-10 4

Tensao (V)

~15 4

—-20 4

—25 4

Tempo (s)

Figura 15 — Tensdo no Indutor com Filtro de Média Mével

Com isso a filtragem preservou a forma geral da resposta do circuito, especial-
mente as transi¢des exponenciais, a0 mesmo tempo que elimina flutua¢des rapidas e
ruido de medicdo, essa abordagem foi 1til para posterior fazemos o ajuste de modelos
matematicos, como exponenciais cldssicas ou fun¢des com derivadas fracionérias e a
tiltragem também facilitou a visualiza¢do da dindmica do circuito, principalmente nas
regides de chaveamento e relaxagdo. Nesta figura 16 mostra uma andlise detalhada de
uma tnica curva de subida da tensao no indutor extraida com auxilio da computagdo
em Python e aplicou-se estatisticas basicas sobre os dados para melhor compreensao

dos dados da curva.

Curva de Subida da Tensdo no Indutor com Estatisticas

51 ® Amostras
—— Curva de Subida

Tensao (V)

Vmax: 4.97 V
Vmin: 0.05 v
Pico: 4.97 V

Médio: 4.01 V
RMS: 4.19 V

T T T T T
O.(I)D 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Tempo (s)

Figura 16 — Curva de Subida com Estatisticas



Capitulo 4. Levantamento de Pardmetros em um modelo fisico: Circuito RC e RL 66

Esse feito nos proporcionou a extragdo de uma curva isolada de subida onde foi
selecionada um intervalo de tempo correspondente a uma das transi¢des de chavea-
mento, na qual a tensdo no indutor cresce de forma exponencial, com isso a plotagem
dos pontos amostrados em verdes em circulos no grafico passaram a representar as
amostras reais coletadas durante o experimento e a linha continua ("Curva de Subida")
foi plotada, indicando que os dados foram suavizados através do filtro média mével
para melhor visualizagdo da tendéncia. A Figura 17 apresenta o resultado do ajuste da
resposta de carga de um capacitor utilizando fun¢des de Mittag-Leffler para diferentes
valores da ordem fraciondria «, com a finalidade de comparar o desempenho dessas
fungdes em relacdo ao modelo exponencial cldssico, correspondente a o = 1, podendo

ser testado uma variedade de a.

Ajuste de Fungbes de Mittag-Leffler com Erros e Pico M&ximo
Dados reais de subida de tens&o no indutor

a= 0.35J v, =4.54, T = 0.0362 @=0.75 | Vpax = 5.45, T= 0.0515 Pico: 5.05 V
1o M3 2425
5 . _0077s ] e
44
B 34 Experimental EN Experimental
E —e— Ajuste a = 0.35 aa =—w— Ajuste a =0.75
5 2+ —k— Pico Max 5 1 —k- Pico Max
[ [
14 1
EQM: 0.081465 EQM: 0.002130
0d RMSE: 0.285420 | RMSE: 0.046151
T T T T T T T T T T
Tempo (s} Tempo (s)
a=0.83| Vimax = 5.32, T = 0.0506 Pico: 5.03 V a=1.15 | Vo = 4.67, T = 0.0441 Bico: .90V
2425 LB
5 N
4
E 3 4 +  Experimental E 4 Experimental
E —a— Ajuste a = 0.83 ;E —4— Ajustea =115
@ 24 —#— Pico Max @ 4 —#r— Pico Max
14 1
EQM: 0.001028 EQM: 0.001969
oA RMSE: 0.032068 ] RMSE: 0.044375
T T T T T T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 17 — Ajuste de Funcdes de Mittag-Leffler

4.5.4 Analise dos Resultados do Ajuste para Diferentes Valores de

a
A Tabela 3 apresenta os resultados do ajuste dos dados experimentais para
diferentes valores do parametro fraciondrio «, utilizando uma funcado do tipo de Mittag-
Leffler. Os parametros obtidos incluem a tensdo maxima Vi, a constante de tempo 7,

o erro quadrético médio (EQM), a raiz do erro quadratico médio (RMSE), o tempo de
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pico e a tensdo de pico.

Observa-se que, a medida que « se aproxima de 1, os erros de ajuste (EQM e
RMSE) diminuem significativamente, indicando uma melhor aderéncia do modelo aos
dados experimentais. O valor menor de RMSE foi obtido para a = 0,83, evidenciando
que esse valor fornece o ajuste mais preciso dentro da faixa analisada.

Adicionalmente, os valores de V., tempo de pico e tensdo de pico tendem a
se estabilizar a medida que a se aproxima de 1. A tensdo de pico permanece préxima
de 5V, e o tempo de pico converge para aproximadamente 0,2415 s nos casos em que
o0 ajuste é mais acurado. Isso sugere que o modelo com « préximo de 1 descreve com
maior fidelidade a dindmica observada no experimento.

Por outro lado, para valores mais baixos de o = 0,35, observa-se uma superes-
timacdo da tensdo méxima e um aumento significativo dos erros, o que indica uma
inadequacdo do modelo nesse regime.

Esses resultados reforcam a importancia da escolha apropriada do parametro
fracionario a em modelos com derivadas de ordem ndo inteira, uma vez que este
afeta diretamente a qualidade do ajuste e a capacidade do modelo em representar com

precisdo o comportamento dindmico observado.

Tabela 3 — Resultados do ajuste para diferentes valores de «

« Vinax 7(s) EQM RMSE Tempo do Pico(s) Tensao de Pico (V)

035 4.5417 0.0362 0.0815 0.2854 0.0766 4.7688
0.65 5.6070 0.0520 0.0038 0.0617 0.2415 5.0810
0.83 5.3180 0.0506 0.0010 0.0321 0.2415 5.0289
1.15 4.6705 0.0441 0.0019 0.0443 0.2095 4.9072

4.6 Conclusao

Neste capitulo, foi realizada a identificacdo experimental de parametros em
circuitos fisicos RC e RL, com o objetivo de evidenciar os efeitos de memoria presentes
em componentes passivos reais e justificar a utilizagdo de modelos fraciondrios. Por
meio de procedimentos de aquisicdo de dados com instrumentos como osciloscépio

digital e sensores de corrente, foram obtidas curvas de resposta transitéria da tensdo e
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corrente nos circuitos analisados. A partir desses dados, empregaram-se métodos de
ajuste numérico baseados em fungdes exponenciais e fun¢des de Mittag-Leffler para
estimar os expoentes fraciondrios associados a dindmica dos componentes, identificados
como « e 3.

Os resultados obtidos indicaram desvios significativos em relacdo aos modelos
ideais de primeira ordem, confirmando a presenga de comportamento nédo ideal e de-
pendente do histérico nos componentes utilizados. Tais achados reforcam a necessidade
da modelagem com derivadas de ordem ndo inteira, ndo apenas como uma alternativa
tedrica, mas como uma ferramenta préatica para representar sistemas reais com maior
precisao.

As informagdes obtidas neste capitulo servirdo como base para a implementagdo
e sintonia dos controladores fraciondrios que serdo explorados nos capitulos seguintes.
Dessa forma, a identificagdo dos parametros de memoria constitui um elo essencial
entre a modelagem fraciondria e a aplicacdo do controle fraciondrio em uma planta

experimental de conversor Buck.
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5

FORMULACAO DO METODO DE
CONTROLE PARA O CONVERSOR STEP

DOWN

ontrolar um sistema consiste em medir uma varidvel de interesse e ajustar

o sinal de entrada de forma a manter a resposta desejada, mesmo diante de

perturbagdes ou incertezas. Essa concepcdo é amplamente discutida por au-
tores como(Nise 2011),(Dorf e Bishop 2009) e (Ogata 2010a), sendo aplicdvel a diversos
sistemas dinamicos. Neste capitulo, apresenta-se a modelagem do conversor Buck em
configuracdo cascata, juntamente com uma andlise das condic¢des de estabilidade para
sistema linear invariante no tempo, tanto de ordem inteira quanto fraciondria. Sdo discu-
tidos os fundamentos dos controladores FOPID e FOPP, além da resposta em frequéncia
associada a fungdes com expoentes fraciondrios. Além disso, também é abordada a
aproximacgdo de Oustaloup, utilizada para representar operadores fraciondrios como
sistemas racionais de ordem inteira, permitindo sua implementagdo pratica. Por fim,

sdo descritos os métodos de discretizacdo empregados nos controladores.
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5.1 Controlador PID de Ordem Fracionaria

O controlador PID de ordem fraciondria (FOPID) representa uma extensao do
controlador PID cléssico, permitindo que os operadores de integragao e diferenciagdo
assumam ordens ndo inteiras. Esse controlador é definido por cinco parametros: os
ganhos proporcional (X,), integral (k) e derivativo (K;), além das ordens fraciondrias
de integragdo (\) e diferenciagdo (u), com A, € R*. Essa estrutura confere maior
flexibilidade e capacidade de ajuste fino ao controle de sistemas dinamicos.

Segundo (Podlubny 1999a), o FOPID oferece melhor desempenho em sistemas
de alta ordem ou com comportamento intrinsecamente fraciondrio, proporcionando
respostas mais suaves e robustas. A Figura 18 apresenta o diagrama funcional do
controlador FOPID, onde se observa que o PID convencional é um caso particular
obtidopara A =1e u = 1.

Outra vantagem significativa do FOPID é sua menor sensibilidade a variag¢oes
nos parametros da planta. De acordo com (Dingyii Xue et al. 2006), isso se deve aos dois
graus de liberdade adicionais fornecidos pelas ordens fraciondrias, que conferem ao
controlador uma maior robustez diante de incertezas.

Além disso, (Matignon 1998a) demonstrou que controladores fracionarios podem
ampliar a regido de estabilidade dos sistemas lineares invariantes no tempo. Para

sistemas descritos por:

Dix(t) = Az(t), com0<gq<1, (5.1)

a condigao de estabilidade é dada por:

/0

|arg(eig(A))| > T (52)

onde eig(A) representa os autovalores da matriz A (ou os polos do sistema). Isso
implica que, diferentemente dos sistemas de ordem inteira, os sistemas fracionarios
podem apresentar estabilidade mesmo com polos fora do semiplano esquerdo cldssico

do plano complexo. A Figura 19 ilustra essa ampliagdo da regido de estabilidade.
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Figura 18 — Estrutura funcional do controlador PID de ordem fraciondria (FOPID).

5.2 Estabilidade do Sistema de Ordem Fracionaria

Na teoria classica de controle, um sistema linear invariante no tempo (LIT) é
considerado estavel se todas as raizes do polindmio caracteristico, ou seja, os polos
do sistema, possuem parte real negativa. Essa condigao equivale a exigir que os polos
estejam localizados no semiplano esquerdo do plano complexo, o que garante que as
solugdes do sistema tendam a zero ao longo do tempo, assegurando a estabilidade
assintotica.

Entretanto, quando se trata de sistemas fraciondrios, essas condi¢des mudam
substancialmente. A estabilidade de sistemas dindmicos de ordem fraciondria ndo pode
ser analisada diretamente pelos critérios cldssicos, uma vez que a resposta dinamica
passa a depender da ordem fraciondria dos derivadores presentes no modelo do sistema.

Para tratar essa nova realidade, o teorema de estabilidade de Matignon, baseado
na folha de Riemann, é amplamente utilizado na literatura (Matignon 1998b; C. A. Monje
et al. 2010). Esse teorema estabelece que um sistema fraciondrio linear e invariante no
tempo, definido na forma de Caputo, é assintoticamente estdvel se, e somente se, todos

os autovalores \; da matriz A satisfazem:
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em que 0 < ¢ < 2 representa a ordem fraciondria do sistema e /)\; denota o
angulo de fase do autovalor A; no plano complexo.

A condicdo imposta pela equagdo (5.3) implica que a regido de estabilidade
para sistemas fraciondrios se expande, permitindo a existéncia de polos com parte
real positiva, desde que respeitem o critério angular. Isso representa uma mudanca de
paradigma em relagdo aos sistemas classicos de ordem inteira, cujos polos devem estar
estritamente no semiplano esquerdo.

De acordo com (Podlubny 1999b) e (Dingyu Xue et al. 2006), essa caracteristica
é particularmente ttil no controle de plantas com dinamica fraciondria ou de ordem
muito elevada, pois permite projetar controladores robustos que garantem estabilidade
mesmo em condi¢des mais flexiveis.

A Figura 19 ilustra as regides de estabilidade no plano complexo para diferentes

ordens fraciondrias q.

1T im(o)

T
q—=
Regiao “ -
Estavel Re(c)
Regiao
Instavel

Figura 19 — Regides de estabilidade para diferentes ordens fraciondrias segundo o Teo-
rema de Matignon.

Além disso, a Figura 20 apresenta a representacdo geométrica p para aproxi-
macao de operadores fracionarios no plano complexo. O método busca substituir o
operador s* por uma func¢do racional composta por polos e zeros distribuidos de forma
logaritmica no eixo real negativo, reproduzindo o comportamento fraciondrio em uma
banda de frequéncia previamente definida. Observa-se no diagrama o eixo real (Re) e 0
eixo imagindrio (Im), com polos localizados em —p;, —ps, —ps, . ... A linha azul indica o
operador fracionario s®, a linha vermelha corresponde a s° e a linha verde representa o
operador classico s. As malhas tracejadas evidenciam a distribuicdo dos polos e zeros

da aproximacdo, garantindo a equivaléncia entre o operador fraciondrio e sua forma
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racional dentro da regido de interesse. Dessa forma, o método fornece uma ferramenta

essencial para a implementagdo pratica de controladores fraciondrios e para a anélise

de sistemas.

Re

Figura 20 — Representacdo geométrica das regides de estabilidade segundo os parame-
tros fracionarios adotados.

Portanto, ao trabalhar com sistemas fraciondarios, é fundamental considerar tanto
0s novos critérios de estabilidade estabelecidos pelo Teorema de Matignon quanto o
fato de que, em ordens ndo comensuraveis, a andlise deve adotar o pior caso, contudo
neste estudo, 8 = 1.15 garantem que os polos atendam simultaneamente ao critério de

interseccdo em todas as regides de estabilidade.
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5.3 Controlador pelo Método da Alocacao de Polos (FOPP)

A técnica de alocacdo de polos é uma das abordagens mais cldssicas no pro-
jeto de controladores em sistemas lineares. A ideia central consiste em determinar os
ganhos do controlador de forma que os polos da malha fechada assumam posi¢des
previamente especificadas no plano complexo, assegurando que o sistema atenda aos
critérios de desempenho desejados, como tempo de acomodagao, sobressinal e tempo
de subida(Ogata 2010b; A. Bazanella e Strapasson 2005; Kuo 2003).

Segundo (A. Bazanella e Strapasson 2005), a realocagdo dos polos permite o
ajuste direto da dinamica da planta controlada, garantindo desempenho robusto, princi-
palmente em malha fechada. Essa técnica tem ampla aplicacdo em sistemas de ordem
inteira, mas recentes avangos tém possibilitado sua extensdo para sistemas fraciondrios.

O método de Alocacdo de Polos de Ordem Fracionéria (FOPP), proposto em
(Ayres Junior et al. 2020), representa uma generaliza¢do da alocag¢do de polos cléssica.
Ele utiliza como referéncia uma fungdo de transferéncia desejada de ordem fraciondria,
o que permite maior flexibilidade no ajuste da resposta dindmica.

Neste método, adota-se como modelo de referéncia a resposta ao degrau de um
sistema fraciondrio de trés termos, que serve como andlogo ao sistema de segunda
ordem no contexto inteiro. A partir dessa resposta, sdo construidas curvas relacionando
0 maximo sobressinal (£) e o tempo de acomodagdo com a frequéncia natural (w,) e a

ordem fracionéria a.

st ast + o
©8(dps™ 4 -+ dist 4 d)

C(s) (5.4)
Na equacdo (5.4):

* ¢; e d; sdo coeficientes a serem ajustados para atender as especificagdes dindmicas.

* «aé a ordem fraciondria comensuravel comum aos termos, permitindo a manipu-

lagdo algébrica dos polindmios.

¢ O fator s no denominador garante a presenga de um integrador puro, assegurando

erro nulo em regime permanente para sinais constantes.
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A fungao desejada da malha fechada, com base no modelo de segunda ordem

fraciondria e polos auxiliares, é dada por:

P(s) = (8 4 26ws™ + w?*) - (s° + fo) - (s + f1)(s + fo) (5.5)

onde:
* Py(s) é o polindmio de referéncia da planta fechada.

* P,ux(s) define os polos adicionais (rdpidos) para garantir controlabilidade e evitar

interagdes dinamicas indesejadas.
* ¢ é o fator de amortecimento e w, a frequéncia natural do sistema desejado.

A introducdo dos polos auxiliares, usualmente distantes do dominio de interesse,
assegura a implementacdo pratica do controlador e evita oscilagdes de alta frequéncia
que possam afetar a robustez do sistema. Além disso, a escolha de oo comensurével pos-
sibilita a aplicacdo de técnicas como a aproximacdo de Oustaloup para implementacdo
computacional(C. A. Monje et al. 2010).

Em resumo, o método FOPP amplia significativamente as possibilidades de
projeto em sistemas dindmicos com comportamento fraciondrio. Ao permitir uma
realocagdo precisa dos polos em sistemas com dinamica néo inteira, torna-se uma
ferramenta valiosa para o controle de plantas complexas ou com memdria, superando

as limitag¢des da alocagdo classica baseada apenas em sistemas de ordem inteira.

5.4 Projeto do Controlador via Equacao Polinomial Matri-

cial
O projeto de controladores através da técnica de alocagdo de polos tem sido
amplamente utilizado na engenharia de controle, devido a sua robustez conceitual e
a clareza com que se relaciona a dindmica desejada do sistema com os pardmetros do
controlador (A. S. Bazanella e Silva Jr 2005). Em sua formulacao classica, essa técnica

visa determinar um controlador tal que o polindmio caracteristico da malha fechada seja
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exatamente igual a um polindmio desejado especificado pelo projetista. Essa igualdade,
muitas vezes denominada Equacdo Diofantina na literatura de controle, é central para o
posicionamento dos polos em locais estrategicamente definidos no plano complexo.

A equacdo polinomial assume a forma:

A(s)X (s)+ B(s)Y (s) =T (s) (5.6)

onde A(s) e B(s) representam os polindmios da planta, 7'(s) o polindmio dese-
jado, e X (s), Y (s) sdo os polindmios do controlador a serem determinados. No contexto
de sistemas fraciondrios, essa formulagdo pode ser generalizada para acomodar as pro-
priedades especificas de sistemas com derivadas ndo inteiras, exigindo novas técnicas
numéricas e analiticas para a sua resolugdo (Ayres Junior et al. 2020).

Além disso, diante de incertezas paramétricas inevitaveis nos sistemas fisicos
reais, surge a necessidade de uma formulagdo mais robusta: a Equagdo Polinomial Interva-
lar. Nela, os coeficientes de A(s), B(s) e T'(s) ndo sdo valores fixos, mas intervalos que
refletem a faixa de variagdo dos parametros. Segundo (Lordelo e Ferreira 2005), essa
abordagem permite projetar controladores que ndo apenas funcionam para um modelo
nominal, mas que também se mantém robustos frente a perturbacdes e incertezas, algo
essencial em ambientes industriais e biolégicos.

A resolugdo dessas equagdes pode ser realizada através da construgao da matriz
de Sylvester, que permite transformar a equagao polinomial em um sistema linear de
equacdes algébricas, inclusive no caso fraciondrio (Ayres Junior et al. 2020). A matriz de

Sylvester pode ser representada genericamente como:



Capitulo 5. Formulagio do Método de Controle para o Conversor Step Down 77

an an_l . . aO 0 o 0
0 Ay QAp_1 ag 0
O P O an an_ P a
S = ' ’ (5.7)
T 0
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0 . 0 by b1 --- bg

Essa estrutura permite escrever a equagdo polinomial como um sistema S-0 =T,
onde 6 é o vetor dos coeficientes dos polindmios X (s) e Y'(s) a serem encontrados.

No caso intervalar, esse sistema torna-se uma familia de sistemas lineares pa-
rametrizados, exigindo o uso de técnicas de programacio alvo ou andlise intervalar para
assegurar a viabilidade da solugado (Lordelo e Ferreira 2005).

A vantagem dessa abordagem é dupla: ela fornece uma estrutura clara para o
projeto e, simultaneamente, garante tolerancia a incertezas. Em sistemas fraciondrios,
onde pequenas varia¢des nos parametros podem levar a alterag¢des significativas na
dindmica, esse tipo de robustez é especialmente desejdvel. Além disso, com a crescente
aplicacdo de sistemas fraciondrios em modelagem de fendmenos complexos como difu-
sdo andmala, eletroquimica, bioengenharia e controle térmico (Concepciéon A. Monje
et al. 2010), torna-se cada vez mais relevante desenvolver métodos sistematicos e con-
fidveis para projeto de controladores baseados em equagdes polinomiais intervalares,

adaptados a logica e equacionamento de ordem néo inteira.

5.5 Método de Aproximacao de Oustaloup Recursiva

A implementagdo direta de operadores diferenciais de ordem fraciondria, tal
como s%, com « € R, impde sérios desafios tanto em termos computacionais quanto
préticos, dado o cardter ndo local desses operadores e a presenca de memoria infinita

associada ao célculo fracionario (Birs e colab. 2022).



Capitulo 5. Formulagio do Método de Controle para o Conversor Step Down 78

Uma solugdo amplamente empregada é a aproximagao desses operadores por
fung¢des de transferéncia de ordem inteira, permitindo o uso de ferramentas cldssicas de
projeto e implementagdo em plataformas digitais.

Dentre os métodos de aproximacdo disponiveis, destaca-se a técnica de Ous-
taloup recursiva, também conhecida como Crone approximation (Commande Robuste
d’Ordre Non Entier). Essa técnica foi proposta inicialmente por Oustaloup et al. e apri-
morada por diversos autores ao longo do tempo (Valério e Costa 2013; Ayres Junior
et al. 2020). A ideia central é a aproximacdo de um operador do tipo s* por um filtro
de ordem inteira com mdltiplos polos e zeros localizados em uma faixa de frequéncia

pré-definida [w;, wy], conforme apresentado em:

«

N
soak [ 25 aer (5.8)

2L st W ’

onde w, , e w,, sdo, respectivamente, as frequéncias dos zeros e polos, distribui-
dos de forma logaritmica, e £ é um ganho ajustado para garantir unidade de ganho em
w = 1rad/s.

Segundo (Valério e Costa 2013), o método apresenta excelente desempenho para
aproximagdes na faixa de frequéncia especificada, sendo possivel obter bons resultados
mesmo com ordens relativamente baixas (pequenos valores de N). Contudo, hd um
compromisso entre precisdo da aproximagdo e complexidade do modelo, pois aumentar
N resulta em fungdes de transferéncia de ordem mais elevada.

(Deniz et al. 2020) ressaltam que, embora a aproximagdo de Oustaloup preserve
razoavelmente a estabilidade da funcdo de transferéncia original, a escolha inadequada
da banda de frequéncia ou da ordem de aproximacado pode levar a modelos frageis,
especialmente sensiveis a varia¢des nos parametros. Tal fragilidade pode comprometer
a robustez do controlador, mesmo quando o projeto teérico sugira estabilidade.

Essa preocupagdo é ainda mais relevante no contexto de controladores de ordem
fraciondria (COF), cuja implementagdo pratica geralmente requer a conversdo para uma
estrutura de controle digital. Nesse sentido, a aproximacdo de Oustaloup oferece uma
ponte entre o projeto continuo fraciondrio e sua implementacdo digital com hardware

classico (Concepciéon A. Monje et al. 2010; Dingyu Xue 2017).
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Além disso, para contornar a elevada ordem da fungao de transferéncia resul-
tante, é comum empregar técnicas de redugdo de ordem de modelo, como os métodos
baseados em truncamento de Hankel ou aproximagdo de Padé, a fim de obter modelos
mais simples e interpretdveis (Faieghi e Nemati 2011).

No dominio do tempo discreto, a implementagdo do controle exige a substi-
tuigdo da transformada de Laplace pela transformada z, viabilizando a programacao
do controle em dispositivos digitais (Nise 2012; Landau e Zito 2006). Como discutido
por(Alexandre S. Bazanella e Jtnior 2017), essa transi¢do também permite a aplica¢do
de técnicas avangadas de controle, como o controle preditivo e adaptativo.

Portanto, a aproximacdo de Oustaloup recursiva se consolida como uma das
ferramentas mais eficazes para a implementacdo de sistemas de controle fraciondrio em
ambientes digitais, unindo precisdo, viabilidade pratica e flexibilidade para ajustes em

diferentes faixas de frequéncia.

5.5.1 Meétodo de Transformacao de Tustin
O método de Tustin, também conhecido como transformacéo bilinear, é uma
técnica amplamente empregada na discretizacdo de sistemas continuos, especialmente
em aplica¢Oes de controle digital. Este método estabelece uma correspondéncia entre os
dominios continuo (s) e discreto () por meio da substituigdo:
21—zt

(5.9)

onde T representa o periodo de amostragem do sistema (Ogata 2010a; Franklin et
al. 2015). No contexto de sistemas de ordem fraciondria, a aplicagdo direta de operadores
diferenciais do tipo s* pode ser desafiadora. Para contornar essa limitagdo, utiliza-se
uma fun¢do de mapeamento s = G(z) — como a prépria transformagao de Tustin —
permitindo-se aproximar o sistema fraciondrio continuo por uma representagdo discreta
equivalente (Concepciéon A. Monje et al. 2010).

Essa aproximacdo é viabilizada por meio de fun¢des geradoras, geralmente ex-

pressas como séries de poténcias, as quais sdo escolhidas conforme a resposta dinamica
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desejada (Podlubny 1999a). Apés a discretizacdo inicial do sistema fraciondrio, procede-
se a expansdo dessas fun¢des em uma série de poténcia de ordem inteira, resultando
em uma implementacdo viavel no dominio digital.

A abordagem conhecida como equivalente discreto ou emula¢do é uma técnica
cldssica para o projeto de controladores digitais. Nela, um compensador continuo D(s) é
inicialmente projetado e, em seguida, convertido para o dominio discreto D(z) por meio
de um método de discretizacio — como o de Tustin (Franklin et al. 2015). E importante
destacar que tal transformacdo implica em uma aproximacgdo: enquanto o controlador
continuo considera o histérico completo do sinal de erro e(t), a versdo discretizada
responde apenas a valores amostrados e[k7}].

A esséncia do método de Tustin reside na utilizacdo da regra do trapézio para
integrar numericamente a evolugdo do erro entre dois instantes de amostragem, assu-
mindo uma aproximacdo linear entre os pontos. Com isso, obtém-se uma representacao
que preserva, de forma satisfatoria, as caracteristicas de estabilidade e resposta temporal
do sistema original, tornando-se uma ferramenta eficiente na transi¢do entre sistemas
continuos e discretos, inclusive no caso de modelagens fracionarias (Concepcion A.

Monje et al. 2010; Petras 2011).

5.6 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados os fundamentos tedricos que sustentam o
desenvolvimento de controladores de ordem fraciondria para sistemas dindmicos, com
énfase no conversor Buck. Inicialmente, revisou-se o controlador PID cléssico e sua
extensdo para o PID de ordem fraciondria, destacando a flexibilidade proporcionada
pelos pardmetros ndo inteiros.

A estabilidade dos sistemas fraciondrios foi abordada com base no critério de Ma-
tignon, essencial para a analise do comportamento dindmico. Em seguida, apresentou-se
o método da alocagdo de polos fraciondria (FOPP), permitindo posicionar os polos dese-
jados em sistemas de ordem néao inteira.

O projeto de controladores via Equacdo Polinomial Matricial foi detalhado como
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uma abordagem sistematica para lidar com incertezas paramétricas, mostrando como a
construgdo da matriz de Sylvester transforma o problema do projeto em um sistema
linear de equagdes algébricas, aplicdvel também a sistemas de ordem fracionéria.
Para viabilizar a implementacdo pratica, foram introduzidos dois métodos de
aproximagdo fundamentais: o método de Oustaloup recursivo e a transformacdo de
Tustin, ambos permitindo representar operadores fraciondrios no dominio discreto, com
isso esses elementos podem fornecer uma base sélida para a implementagao e simulacdo

de controladores de ordem fraciondria.
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6

PROCEDIMENTO DA METODOLOGIA DE
CONTROLE PARA O CONVERSOR BucCKk

EM CASCATA

ste capitulo tem por objetivo apresentar os procedimentos metodolégicos
utilizados para o projeto dos conversores Buck-Buck em cascata e dos con-
troladores, bem como descrever os aspectos envolvidos nos procedimentos
de projeto conforme Ayres Junior et al. (2020), abrangendo modelagem, simulagado e
implementacdo do sistema fisico a ser investigado. Como mecanismo de validagao, foi
avaliado o desempenho do controlador utilizando métodos de controle PID fraciondrio

por meio do método FOPP, que visa controlar a tensdo de saida para uma carga fixa.

6.1 Sistema Conversor DC/DC: Topologia Buck em Cas-

cata
O conversor Buck CC-CC é uma configuracdo elementar que produz uma tensao
de saida média inferior a da fonte de alimentacdo do conversor. Um conversor Buck é
composto por uma fonte de tensdo continua (CC), uma indutancia, um capacitor, um
resistor e duas chaves complementares implementadas com um IGBT e um diodo. A

Figura 21 ilustra a configuragdo em cascata de dois conversores Buck.
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Neste trabalho, propde-se um projeto de microrrede baseado na interligacdo em
cascata de dois conversores do tipo Buck, sendo um configurado como alimentador e o
outro como carga. O conversor alimentador tem a funcdo de regular a tensado de saida,
permitindo a emulacdo de um sistema com comportamento de uma fonte fotovoltaica.
Nesse contexto, uma tensdo Vi, € injetada no Buck alimentador e, com pequenas
variagdes no ciclo de trabalho (duty cycle), observa-se pequenas quedas na tensdo de
saida.

A topologia proposta para a microrrede é, portanto, caracterizada como uma
estrutura Buck-Buck, permitindo a anélise e o controle da transferéncia de energia entre

os dois estdgios do conversor.

BUCK EM CASCATA

BUCK ALIMENTADOR ’ BUCK CARGA ]
H IGBT1 . KL:T Vol | 1GBT2 h:m\ Vo2
H 30 Vin1 ,l\ \T’ ’ t2mi X \ | | 12mH I
(\T oot | 0 was Rlém | GD2 AD Hmch = R ézml
[ S— R | |

=
(E=—
=

Figura 21 — Topologia Buck-Buck em cascata.

A planta escolhida para uso nesta abordagem metodolégica consiste em um
sistema conversor CC/CC pertencente a topologia Buck, cuja descri¢do operacional
e modelagem matemadtica foram apresentadas no Capitulo 3. Tal escolha justifica-se
pela ampla aplicagdo do conversor Buck em sistemas de eletronica de poténcia e mi-
crorredes, bem como pela sua estrutura relativamente simples, que facilita a anélise do
comportamento dindmico do sistema e o projeto de controladores.

A modelagem obtida permite representar adequadamente o comportamento
dinamico do conversor em diferentes condi¢des operacionais, servindo como base para o

desenvolvimento e a validagdo dos controladores fracionarios propostos neste trabalho.
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6.2 Especificacido dos Componentes do Conversor Buck

em Cascata

O conversor Buck-Buck que constitui a planta investigada neste trabalho foi ini-
cialmente desenvolvido no Laboratério de Modelagem da UFAM, (Correa 2025) em seu
projeto original teve como foco principal a fabricagdo das placas e o dimensionamento
dos componentes resistivo (R), indutivo (L) e capacitivo (C) da planta, de acordo com a
topologia apresentada na Figura 21.

Para determinar as caracteristicas paramétricas do circuito, foram definidas as
condi¢des de operagdo esperadas, como o valor da tensdo de entrada responsavel pela
energizagdo do Buck alimentador, que, por sua vez, deveria gerar a tensdo de saida
desejada para alimentar o Buck carga.

De acordo com as diretrizes de projeto apresentadas por (Barbi 2015), é necessé-
rio observar critérios fundamentais para o dimensionamento de conversores, tais como
o ripple de corrente e tensdo, a frequéncia de chaveamento, entre outros parametros.
A partir dessas considerac¢des, foram estabelecidas as equagdes que regem o funciona-
mento do sistema, permitindo a defini¢do dos ciclos de trabalho d; e d,, que se tornam
varidveis centrais no dimensionamento dos componentes do circuito.

Com base nesses critérios, foram calculados os valores dos indutores, capaci-
tores e resistores que compdem a topologia Buck em cascata. A Tabela 4 apresenta os

principais parametros utilizados no projeto da planta.

Tabela 4 — Valores dos parametros para implementagdo do conversor Buck em cascata.

Buck Alimentador Buck Carga

Parametro Simbolo Valor Unidade || Pardmetro Simbolo Valor Unidade
Tensdo de entrada Vin1 30 \% Tensdo de entrada Vin2 15 \%
Frequéncia de chaveamento fi 40 kHz Frequéncia de chaveamento f2 50 kHz
Ciclo de trabalho dy 0,5 - Ciclo de trabalho dy 0,6 -
Tensdo de saida Vout1 15 A% Tensao de saida Vout2 10 \%
Capacitancia o 13,2 mF Capacitancia Cy 44 mF
Indutancia Ly 12 mH Indutancia Lo 12 mH
Resisténcia de carga Ry 16 Q Resisténcia de carga Ry 20 Q
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6.3 Estrutura da Planta e de Seus Blocos de Controlado-

res no Simulink
Ap6s o dimensionamento dos conversores apresentado na se¢do anterior, a
proxima etapa consiste na elaboracao do projeto dos elementos controladores do sistema.
A estrutura de controle proposta é apresentada na Figura 22, que representa o modelo

de controle implementado no ambiente Simulink/Matlab.
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Figura 22 — Modelo de controle dos conversores Buck-Buck em cascata no Simulink.
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A arquitetura de controle é composta por dois controladores distintos, cada
um responsdvel pelo controle da tensdo de saida de um dos estdgios do conversor
Buck-Buck. Para isso, sdo utilizados controladores digitais em malha fechada baseados
em estruturas com compensadores discretos na forma de fungdes de transferéncia no
dominio-z, indicadas no bloco num (z) / (1-z~-1) da figura.

Os sinais de erro de tensdo sdo obtidos pela subtracdo entre os valores de referén-
cia e as medicOes de tensdo de saida, e entdo processados pelos controladores para gerar
os sinais de controle. Esses sinais sdo posteriormente modulados por PWM (modulacdo
por largura de pulso) e aplicados as chaves semicondutoras (IGBTs) dos conversores.

Além disso, o ganho aplicado aos sinais de controle é ajustado por amplificadores
de ganho fixo (representados pelos tridngulos com "20"na Figura 22), a fim de adequar

a amplitude do sinal aos requisitos da planta. A utilizagdo dessa estratégia possibilita
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o controle independente dos dois estdgios do conversor, viabilizando a regulacdo da

tensdo de saida do segundo estadgio com base no comportamento dindmico da carga.
A implementacdo deste modelo de controle digital visa garantir estabilidade

e desempenho dindmico adequados do sistema frente as variagdes na carga e nas

condi¢des de operagdo dos conversores.

6.3.1 Funcao de Transferéncia para Analise de Controle do Buck
Para o desenvolvimento do sistema de controle do conversor CC-CC Buck, faz-se
necessario obter um modelo matemadtico que represente adequadamente sua dinamica.
Esse modelo é extraido a partir da andlise do circuito equivalente do conversor na
operagdo em regime continuo de condugao (Continuous Conduction Mode — CCM),
com base nas Equagdes (2.43) e (2.44) apresentadas no Capitulo 2 deste trabalho.
Considerando o ciclo ativo de chaveamento d = %=, em que t,, representa o
tempo em que a chave estatica encontra-se ligada durante o periodo de chaveamento
T, aplicam-se a Lei das Malhas e a Lei dos No6s nas topologias correspondentes aos
intervalos o, € tof, conforme descrito por Hart (2016). Para facilitar a manipulagdo
algébrica das equacgdes diferenciais obtidas, multiplica-se ambos os lados por L, de
forma a eliminar o denominador, e realizam-se as seguintes substitui¢des de notagao:
Vo=V, Vi—=V,, L;— L,C, — Ce Ry, — R.Como resultado, obtém-se a funcao de

transferéncia associada ao conversor Buck:

Vs
Gl(s) = L8) _ LC 6.1)
RC° T IC

Os parametros utilizados no projeto do conversor encontram-se especificados
na Tabela 4. Com base nesses valores, a fungao de transferéncia é entdo linearizada em
torno do ponto de operacdo, resultando na forma canoénica de segunda ordem dada por:

Kuw?

Gls) = 82 + 28wps + w? (62)

em que:
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* K é o ganho estético do sistema;
* w, é afrequéncia natural;
e ¢ é 0 coeficiente de amortecimento.

Tais parametros sdo definidos conforme as expressdes a seguir (Rashid 2011):

K=V, (6.3)
o — (6.4)
n - m .

VLC
§=3re (6.5)

A funcao de transferéncia efetiva do conversor Buck, obtida com os valores nu-
méricos dos componentes conforme a Tabela 4., e utilizada no projeto dos controladores

deste trabalho, é expressa por:

3,21 x 10°

Gl(s) =
() = Z 11365 1 1.0 x 108

(6.6)

Este modelo linear de segunda ordem relaciona a tensao de saida V,(t) ao ciclo
de trabalho D(t), sendo apropriado para a sintese e andlise dos controladores propostos

nas secdes subsequentes.

6.3.2 Generalizacao Fracionaria da Funcao de Transferéncia do

Conversor Buck
A modelagem cléssica do conversor Buck, operando em regime de condugéo
continua (CCM), é realizada a partir das equacgdes diferenciais que descrevem o com-
portamento dindmico dos elementos passivos do circuito. Essas equagdes, combinadas
no dominio da Laplace, resultam na fungdo de transferéncia de segunda ordem que

relaciona a tensdo de saida V,(s) ao ciclo de trabalho D(s). A estrutura do denominador
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dessa funcdo indica a presenca de dois polos, que podem ser reais ou complexos conju-
gados, caracterizando um sistema dindmico de segunda ordem com comportamento
tipico de oscilacdo amortecida.

Apesar da sua simplicidade e ampla aplicabilidade, essa modelagem assume
que os componentes do circuito sdo ideais e nem sempre representa adequadamente
o comportamento fisico real, especialmente quando se consideram efeitos de altas
frequéncias, perdas resistivas e fendmenos de memoria em capacitores e indutores.
Nessas condi¢Oes, surgem discrepancias entre o modelo tedrico e a resposta real do
sistema.

Com o objetivo de incorporar tais efeitos ndo ideais, introduz-se a generaliza-
¢do fraciondria da modelagem, fundamentada no calculo fraciondrio mencionada nos
capitulos anteriores. Essa abordagem consiste em substituir as derivadas de ordem
inteira por derivadas fraciondrias, permitindo representar a dinamica de sistemas com
memoria e comportamento andmalo. Em particular, considera-se que a dinamica do
indutor e do capacitor pode ser modelada por derivadas de ordens o € (0,1] e 5 € (0, 1],
respectivamente.

A substituicdo das derivadas clédssicas pelas derivadas fraciondrias resulta em
uma nova estrutura de funcdo de transferéncia, em que os expoentes da varidvel
complexa s, no dominio da Laplace, passam a ser ndo inteiros. Essa generalizacdo pode

ser escrita da seguinte forma:

Vc(S) bo

(6.7)

Resultado:
3.2197 x 10°

st98 4+ 11.364 5983 + 1.8939 x 104

Gl (8) =

A funcdo de transferéncia apresentada em (6.7) constitui, portanto, uma ge-
neralizacdo direta da fungdo clédssica do conversor Buck (ver Equagdo (6.1)), sendo
particularmente ttil em aplicagdes que exigem maior fidelidade na representacdo da
dindmica do sistema, como em estratégias avangadas de controle fraciondrio, analise de

estabilidade com memoria e identificagdo de sistemas com comportamento ndo ideal.
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6.3.3 Projeto do Controlador para o Conversor Buck

O projeto do controlador para o conversor buck visa atender aos requisitos de
desempenho dindmico estabelecidos: tempo de acomodagdo ¢t; = 2s e sobressinal
maximo permitido M, = 5%. Esses critérios sdo usados no célculo dos polos desejados,
tanto pela metodologia de alocagdo de polos de ordem inteira (IOPP) (Dorf e Bishop
2017), quanto pela proposta de alocagdo fraciondria (FOPP) (Podlubny 1999a).

Na abordagem classica, assume-se resposta de segunda ordem; assim, o coefici-

ente de amortecimento ¢ e a frequéncia natural w,, sdo obtidos por (C. A. Monje et al.

2010),(Ogata 2010b):

M, = (- fiz), 6.8)
ty ~ é% (6.9)

Impondo M, = 5% e t; = 2, obtemos:

¢ ~ 0,6901
4 4

N =~ ~928%8rad
&, 0go0l . 2 © 28%8rad/s

Wn
Assim, os polos dominantes desejados situam-se em:

S12 = —€wy, £ jwpy/1 — &2~ =20+ 52,06

Estes polos servem de referéncia para o ajuste via controle fracionario.
Para a metodologia FOPDP, realiza-se um estudo paramétrico considerando a
ordem fraciondria « e o expoente 3, mantendo w,, = 2,898rad/s. A partir de simula¢des

com diferentes valores de pseudo-amortecimento ¢, sdo geradas as curvas:
e Sobressinal M, em funcdo de &;
¢ Tempo de acomodagdo ¢, em fungdo de &.

Essas curvas permitem identificar os pares («, 5,£) que atendem simultane-
amente as especificagdes desejadas. Um conjunto vidvel identificado foi: & = 0,83,

f =1,15e & = 0,4, resultando em resposta dentro da faixa admissivel de desempenho.
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Antes da aplicagdo das técnicas de projeto, foi delimitada a regido de interesse
no plano s, conforme a modelagem de Eq. (5.8) e (5.9). Essa regido, baseada nas especifi-
cacdes de desempenho, é dada por:

2
E>0 e §-wn2t—:1,0rad/s

s

Tal regido é essencial para garantir que os polos fraciondrios estejam localizados

em zona que assegure estabilidade e resposta adequada ao sistema controlado.

6.4 Metodologia de Projeto do Controlador por Alocacao

de Polos de Ordem Fracionaria Nao Comensuravel

A abordagem de controle por ordem fraciondria adotada neste trabalho baseia-se
na possibilidade de especificar dinamicamente o comportamento desejado em malha
fechada a partir de fung¢des de transferéncia com termos de ordem fraciondria ndo
comensuravel. Dentre as diversas combinagdes possiveis entre modelos de planta e
leis de controle de ordem inteira ou fraciondria (Valério e Costa 2013), este estudo
restringe-se ao caso particular em que a planta é modelada por uma funcéo de transfe-
réncia de ordem inteira, enquanto o controlador assume uma estrutura fraciondria ndo
comensuravel.

A metodologia aqui proposta fundamenta-se na Alocagdo de Polos de Ordem
Fraciondria (FOPP) conforme formulado por (Ayres Junior et al. 2020). Este método é
uma generalizacdo da técnica cldssica de posicionamento de polos para sistemas fracio-
ndrios, utilizando como dindmica desejada uma fungdo de transferéncia fraciondria de
trés termos. Tal dinamica representa um andlogo direto ao modelo de segunda ordem
no contexto inteiro, porém expandido para comportar ordens fraciondrias «, /3 e u ndo

comensuraveis entre si.
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6.4.1 Funcao de Transferéncia Fracionaria Desejada
Define-se inicialmente o polindmio caracteristico desejado da malha fechada,

P,(s), como:

Pd<8) = (8a + p1)(86 + pz)(s” +p3) (610)

Expandindo este produto, obtém-se:

Pd(S) = Sa+'6+“ + p38a+ﬂ + p23a+“ + p2p38a

+ 187+ p1p3s” + pipast + pipaps (6.11)

A funcdo de transferéncia da planta é modelada por:

N S’B+a + als“ + Qo

G(s) (6.12)

6.4.2 Obtencao da Funcao do Controlador

A fungdo de transferéncia do controlador é obtida a partir da resolucdo de uma
equacdo representada em forma matricial. O ponto de partida é o polindmio caracte-
ristico desejado da malha fechada, que define a dindmica do sistema controlado. Esse
polinémio é construido a partir da combinacdo dos operadores diferenciais fraciondrios
s, sPesv, juntamente com os polos reais p;, p; e p3, resultando na forma desejada para

0 denominador do sistema.

Pd(s) = (Sa +p1)(sﬂ +p2)(8“ + p3) (613)

Ao expandir este produto, obtém-se sete termos distintos que formam o polind-
mio de referéncia utilizado para o posicionamento dos polos. Estes termos servem de
base para a construcdo da equacdo matricial que relaciona os coeficientes do controlador

com os parametros desejados do polinémio:

M-C,=b (6.14)
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onde a matriz M é linearmente dependente, permitindo representar a interdependéncia

entre os coeficientes do controlador:

b 00 0 0 0 0] ()| s |
0 bp 0 0O 0 0 O C4 pip2 — Qo
0 0 b O 0 O O Cy D1p3
0 0 0 b 0 0O O Cs = D1
0 0 0 0 b 0 O Cy P2p3
0O 0 0 0 0 b O Cs D2

(00 0 0 0 0 b | Cs | s —ar |

) Motz M " Vetor de cotfcientes G Vetor revaliado b
A solugdo desta equacao fornece os coeficientes {Cy, C1, ..., Cs} do controlador,

que sdo entdo empregados na fungdo de transferéncia fraciondria do sistema:

B C(jSaJrﬁ + C’5Sa+‘u + C4Sa + 0386+'u + CQSB + Cls" + CO
= o

Cn(s)

(6.15)

Os coeficientes podem ser explicitamente expressos em fun¢do dos polos deseja-

dos e dos parametros ay, a; e by, conforme:

—a
Cy = p1p2p3’ ) = P1P2 o’ Cy = 1012937
bo bo bo
P1 DP2p3 P2 P33 —aq
C - e C — ., C = -, C —
3 by 4 by 5 by 6 by

Resultado com a Forma com poténcias ja simplificadas (dividido por s):

Cy(s) =~ 0.0009318 s™% + 0.0005859 s°** 4-0.0003106 s> + 0.1864 s 17+
(6.16)

0.09318 s%° + 0.003294 + 18.6353 s~

Dessa forma, a equacdo matricial permite uma sintese sistematica do controlador,

garantindo que a dinamica desejada do sistema em malha fechada seja alcangada.
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6.4.3 Etapas do Procedimento de Sintonia
A seguir, descrevem-se os passos do procedimento de sintonia do controlador

CFOPPnc:

1. Defini¢do de especifica¢des: definir o tempo de acomodacgéo 7, sobressinal M, e

frequéncia natural desejada w, 4.

2. Anadlise paramétrica: tragar as curvas M, (§) e T5(§) para varredura do coeficiente

de amortecimento & € [€min, {max)-

3. Escolha da estrutura: definir a ordem do polindmio caracteristico desejado e

estabelecer a quantidade de pardmetros do controlador.

4. Construgido do polindmio desejado: selecionar polos auxiliares P, (s), de forma

a garantir a ordem adequada e desempenho.

5. Resolucdo da equacdo matricial: obter os coeficientes do controlador a partir do

sistema linear gerado.

6. Aproximacao e reducdo de ordem: aplicar o método de Oustaloup seguido da

reducdo de ordem por Hankel.

7. Discretizacao: aplicar o método de Tustin com pré-distor¢ao para implementagdo

discreta (RST).

6.5 Descricao do Ambiente Experimental do Sistema Buck

em Cascata
A Figura 23 ilustra o sistema experimental do conversor Buck em cascata imple-
mentado neste trabalho. Os resultados apresentados nas se¢des seguintes consideram
o desempenho do sistema completo, avaliando a resposta sob diferentes condi¢des
operacionais.
Para facilitar a compreensdo da montagem experimental, a Figura 23 destaca as

principais se¢des do circuito: Source (Fonte), Feeder Converter (Buck Alimentador),
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Buck Converter (Buck Carga) e Resistive Load (Carga Resistiva). Essa organizagao
prética foi fundamental para a aplicagdo de controladores digitais discretos em cada
estdgio do sistema.

A escolha da chave de poténcia recaiu sobre o IGBT, combinando as vantagens
dos MOSFETs (alta impedancia de entrada e rdpido chaveamento) com as caracteristicas
de elevada capacidade de conducdo dos transistores bipolares. O acionamento dos
IGBTs foi realizado via sinal PWM, gerado por drivers de gate dedicados (GD1 e GD2),
utilizando optoacopladores para garantir isolamento galvanico e fornecer os niveis de
tensdo adequados (minimo de 15 V).

No Buck Alimentador, a capacitancia total foi obtida pela associagdo de capaci-
tores em paralelo, alcangando o valor especificado de 13,2 mF. De forma anéloga, os
resistores foram ajustados para garantir a resisténcia equivalente desejada de 16 2. O
indutor (L1) utilizado possui indutancia de 12 mH, ja disponivel no laboratério. Para o
Buck Carga, foram empregados componentes semelhantes, com capacitancia de 4,4 mF
e resisténcia de carga de 20 (2, de acordo com as necessidades do projeto.

A selegao dos diodos de roda livre (D) demandou atengdo especial, pois era
necessario garantir resposta ultrarrdpida para acompanhar a frequéncia de chaveamento.
Em uma das implementa¢des, um IGBT foi utilizado como diodo, garantindo a robustez
e velocidade necessérias.

Adicionalmente, o sistema incluiu:

¢ Sensor de Corrente: instalado tanto no Buck Alimentador quanto no Buck Carga,

para medicdo em tempo real da corrente.

* Medicdo de Tensdo: utilizando ADCs externos para maior precisdo na aquisi¢do

do sinal de saida.

* Moédulo Relé: empregado para controle e insercdo da carga durante os ensaios

experimentais.

* Microcontroladores Arduino DUE e ESP32: responsaveis pelo controle digital dos
conversores e monitoramento das varidveis de saida. O firmware foi desenvolvido

e carregado utilizando a IDE Arduino.
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A comunicagao entre os controladores e o PC foi realizada via cabo serial, sendo
o Arduino DUE dedicado ao controle do Buck Alimentador e o ESP32 ao controle do
Buck Carga.

Para a anélise e visualiza¢do dos resultados, os sinais foram adquiridos e proces-
sados no software MATLAB, utilizando a toolbox FOMCON para analise do metodo
FOPP nao comensuravel om base no modelo parametrico identificado da planta nos
Capitulos 2 e 3 com essa ferramenta a implementagdo dos controladores fraciondrios
baseou-se na aproximagdo de Oustaloup de ordem finita, permitindo a modelagem
precisa da planta e a avaliacdo prética do desempenho dos controladores. Outro fator
importantes neste ambiente experimental foi essa integracdo entre hardware e software
que possibilitou a captura experimental dos sinais controlados e sua anélise gréfica,
permitindo a validagdo experimental dos métodos propostos, como sera discutido na

secdo subsequente.

(b)

Figura 23 — (a) Vista da bancada experimental no Laboratério de Modelagem e Simu-
lagdo de Sistemas Dinamicos (FT/UFAM); (b) Configurac¢do do conversor
Buck em cascata utilizada nos experimentos.
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7

AVALIACAO E ANALISE DOS

RESULTADOS

partir da aplicagdo da metodologia descrita no capitulo 5, procedeu-se a

validagao por meio da observacao, interpretacdo e discussao dos dados

obtidos no processo de modelagem e implementacdo do sistema por meio

de graficos. Portanto, neste capitulo, apresentam-se os resultados experimentais do

sistema Buck em cascata e a andlise comparativa final entre o método FFOPP classico e

o NCFOPP. Esses controladores foram selecionados com o objetivo de estabelecer uma

comparacao direta, adotando-se uma metodologia de sintonia baseada em um modelo

incerto, obtido a partir da identificagdo dos pardmetros dos componentes com memoria,
conforme discutido nas se¢des anteriores.

O modelo resultante corresponde as fun¢des de transferéncia apresentadas na

Equacdo (2.78) e fundamenta a aplicacdo de Controladores de Ordem Fraciondria.

7.1 Analise da Resposta ao Degrau

A Figura 24 apresenta a resposta ao degrau do sistema controlado por meio de
um controlador fraciondrio aplicado ao conversor Buck. O eixo horizontal representa o
tempo (s), enquanto o eixo vertical indica a amplitude da saida normalizada. A curva

obtida fornece importantes informacdes sobre a dindmica transitéria do sistema.
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Figura 24 — Resposta ao degrau do sistema controlado aplicada ao conversor Buck sob
controle fraciondrio.

Verifica-se uma rdpida elevagdo da resposta logo ap6s a aplicacdo do degrau,
com o sistema alcancando o valor maximo (overshoot) de aproximadamente 1,07 (ou
7% acima do valor de regime). Este pequeno sobresinal indica uma boa capacidade de
resposta do sistema, sem comprometer a estabilidade. Posteriormente, observa-se um
decaimento suave da amplitude, caracterizando o amortecimento da resposta oscilatéria
transitéria. O tempo para que o sistema atinja e permanega dentro da banda de tolerancia
em torno do valor final (1,0) é pequeno, evidenciando um tempo de acomodacgédo
(settling time) adequado para aplicagdes que exigem regulagdo rdpida da tensdo de
saida. A partir de aproximadamente 0,05 s, a saida estabiliza-se em torno do valor
unitdrio, o que comprova a eliminacdo do erro estacionario. Este comportamento esta
de acordo com a presenca da acdo integrativa incorporada pelo controlador fracionario,

garantindo rastreamento preciso da referéncia.

7.2 Analise do Diagrama de Bode do Sistema Controlado
A Figura 25 apresenta o diagrama de Bode do sistema em malha aberta, con-
siderando a aplica¢do do controlador fraciondrio projetado para o conversor Buck. O

diagrama é composto por duas partes: a resposta em magnitude (superior) e a res-
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posta em fase (inferior), em fungdo da frequéncia angular (rad/s), plotada em escala

logaritmica.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

180 T T T T T T T T T

Phase (deg)
T
|

108 107

10
Frequency (rad/s)

Figura 25 — Diagrama de Bode do sistema controlado Buck fraciondrio.

Observa-se que, em frequéncias muito baixas (abaixo de 10~* rad/s), a mag-
nitude do ganho do sistema apresenta valores extremamente elevados, evidenciando
o comportamento integrativo predominante do sistema fraciondrio nesta faixa. Para
frequéncias abaixo de 10° rad/s, o ganho ainda se mantém em aproximadamente 25
dB, indicando uma amplificagdo significativa. A inclinacdo negativa constante sugere a
presenca de polos dominantes de baixa frequéncia.

Conforme a frequéncia aumenta, ocorre uma atenuagdo progressiva do ganho,
atingindo um minimo préximo de 10° rad /s, que pode ser associada a frequéncia de
cruzamento ou a frequéncia natural do sistema. Ap6s esse ponto, observa-se um leve
aumento da magnitude, possivelmente relacionado ao efeito do controlador fracionario,
que introduz um comportamento de avango de fase e compensagdo dindmica.

A diferenca sutil entre as duas curvas evidencia o impacto do controlador sobre
a dinamica do sistema.

Na parte inferior da Figura 25, a resposta em fase mostra que, em baixas frequén-
cias, a fase se mantém em torno de —90°, comportamento caracteristico de sistemas com
agao integrativa.

A partir de aproximadamente 10" rad/s, a fase eleva-se gradativamente, alcan-
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cando valores proximos de +180° em altas frequéncias (10° rad/s). Este comportamento
é consistente com a presenca de um controlador fraciondrio do tipo avango, que atua
para aumentar a margem de fase e ajustar a resposta dinamica do sistema.

Observa-se ainda uma leve diferenca entre as duas curvas na regido de transi¢ao
(faixa de 10? a 10® rad/s), possivelmente decorrente da aproximagdo numérica do
modelo fraciondario pelo método de Oustaloup em comparagdo com o comportamento

ideal.

7.3 Analise Grafica

O grafico da Figura 26(a) apresenta a tensdo de entrada (V;,) do conversor
Buck. Observa-se que, em condicdo ideal, Vi, permanece constante, representando
uma fonte de alimentacdo estdvel. No entanto, caso Vi, varie ao longo do tempo, o
sistema deverd compensar essas oscila¢des para manter V,,,; constante. A figura mostra
a tensdo de entrada do conversor, evidenciando que o sistema foi operado sob condi¢oes
ndo ideais, com variag¢des entre aproximadamente 15V e 21 V. Essas varia¢des foram

propositalmente aplicadas como perturbagdes para avaliar a robustez dos controladores.

Duty Cycle

Tensdo de Entrada (Vin)

Tenséo [V]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tempo [s]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 18D
Tempo [s]

Duty - FFOPP

Duty - NCFOPP

(a) (b)

Figura 26 — (a) Tensao de entrada. (b) Evolugdo do Duty Cycle para os controladores
FFOPP (azul) e NCFOPP (vermelho). (Autor: Préprio)

O gréfico da Figura 26(b), apresenta a evolugdo do duty cycle ao longo de 180s

para ambos os controladores. Observa-se que ambos atingem rapidamente o regime
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proximo a t ~ 20s, porém o controlador NCFOPP apresenta um pico inicial levemente
superior (aproximadamente 63% contra 60% do FFOPP), resultando em um menor
tempo de subida. Durante as perturbacdes aplicadas (em torno de ¢t = 60, 100 e 140s),
ambos os controladores exibem oscila¢des transitérias, sendo que o NCFOPP apresenta
maior rapidez na acomodagdo, embora com picos ligeiramente mais acentuados.

A Figura 27(a), apresenta a tensdo de saida para ambos os controladores. O
NCFOPP atinge a referéncia de 10 V de forma mais rapida (t; ~ 18s) e com praticamente
auséncia de overshoot perceptivel, enquanto o FFOPP leva cerca de ¢, ~ 25s para
acomodar. Em regime permanente, ambos mantém a tensdo média préxima a 10V,

porém o FFOPP apresenta pequenas oscilagdes residuais nas instantes de perturbagao.

Comparagdo REF vs Vout

Saida (Vout)

Tenséo [V]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tempo [s]

o 20 40 B0 80 100 120 140 160 180
Tempo [s]

== = RER Vout - FFOPP Wout - NCFOPP

———Voul - FFOPP

Vout - NCFOPP

(a) (b)

Figura 27 — (a)Tensdo de saida V,,; para os controladores FFOPP (azul) e NCFOPP
(vermelho). (b) Avaliacdo de rastreamento

A Figura 27(b), compara-se a resposta dos dois controladores com a referéncia
de 10 V. O NCFOPP apresenta menor erro de regime e maior capacidade de rejei¢do
a perturbagdes, recuperando-se rapidamente ap6s cada variacdo de carga ou entrada.
O FFOPP, embora mais lento, apresenta resposta mais suave e menor sensibilidade a
oscilagdes de alta frequéncia.

A Figura 28(a), apresenta a tensdo de entrada do sistema, que se mantém pratica-
mente constante, em torno de 19V, ap6s um curto periodo de estabilizagdo (¢t ~ 15s). A
auséncia de variagdes significativas em V;,, indica que as mudangas observadas em V,,

e no duty cycle decorrem principalmente das alteragdes na referéncia, e ndo de disttirbios
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na alimentacdo.

Duty Cycle

Tenséo de Entrada (Vin)

Tenséo [V]

5 - ' ' ; ' - 0 20 40 60 80 100 120
0 20 40 &0 80 100 120
Tempo [s]

Tempo [s]

Duty - FFOPP Duty - NCFOPP

(a) (b)

Figura 28 — (a)Tensdo de entrada V;,, no cendrio de variagdo de referéncia. (b)Duty cycle
para os controladores FFOPP (azul) e NCFOPP (vermelho) no cenério de
variagdo de referéncia. (Autor: Préprio)

A Figura 28(b), mostra a evolucdo do duty cycle para ambos os controladores.
Nota-se que, no primeiro degrau (¢t ~ 20s), o controlador NCFOPP apresenta subida
mais rdpida e um pico inicial préximo a 63%, enquanto o FFOPP atinge aproximada-
mente 60%. Durante o periodo de operacdo em regime (20s < ¢ < 50s), ambos mantém
o duty cycle estavel em torno de 60%.

Com a queda da referéncia aos ¢t ~ 555, seguida por incrementos gradativos até
cerca de t = 90s, observa-se que o NCFOPP reage mais rapidamente a cada degrau,
resultando em transi¢des mais curtas, enquanto o FFOPP apresenta resposta mais suave
porém ligeiramente mais lenta. Em picos méximos (por volta de ¢t ~ 90s), o duty cycle
chega a cerca de 71% no NCFOPP contra 69% no FFOPP.

A Figura 29, compara as respostas dos controladores a referéncia escalonada. O
NCFOPP acompanha de forma mais rdpida cada degrau, com tempo de acomodacgao
inferior e menor erro de seguimento em regime, especialmente nas transi¢gdes de subida.
O FFOPP apresenta uma resposta mais filtrada, com menor overshoot, porém atraso
maior na convergéencia a nova referéncia.

Em degraus positivos, o NCFOPP apresenta tempo de acomodacéo estimado

em t; =~ 3s, enquanto o FFOPP leva cerca de ¢, ~ 4—5s. Em degraus negativos, am-
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bos apresentam desempenho similar, com leve vantagem do FFOPP na reducdo de

oscilagoes.

Comparagdo REF vs Vout

Tenséo [V]

L L
0 20 40 60 80 100 120
Tempo [s]

— — —REF

Vout - FFOPP

Vout - NCFOPP

Figura 29 — Avaliacdo de rastreamento da tensdo de saida para FFOPP e NCFOPP no
cendrio de variagdo de referéncia. (Autor: Préprio)

A Figura 30 (a), mostra a avaliagdo de rastreamento entre a referéncia e a tensao
de saida. A referéncia (linha preta tracejada) foi fixada em 10 V. Novamente, o NCFOPP
apresenta tempo de acomodagdo menor (¢, ~ 26 s) em relagdo ao FFOPP (¢, ~ 32 s),
além de um overshoot ligeiramente superior (10.1 V contra 10.05 V do FFOPP). Em
regime permanente, ambos acompanham a referéncia com erro praticamente nulo.

Perturbagdes aplicadas em torno de ¢t = 55 s e t = 73 s geraram picos e vales de
tensdo que foram melhor amortecidos pelo NCFOPP, enquanto o FFOPP apresentou

resposta mais lenta para recuperar o valor de referéncia.
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Figura 30 — (a) Comparacdo entre referéncia e saida para controladores FFOPP e NC-
FOPP (b) Duty FFOPP e NFOPP (Autor: Préprio)

A Figura 30 (b), apresenta o perfil de duty cycle ao longo do tempo para ambos
os controladores. Observa-se que, ap6s a aplicagdo da tensdo de entrada por volta de
t =~ 20 s, o controlador NCFOPP (linha vermelha) apresenta uma resposta mais rapida,
atingindo aproximadamente 65% de duty cycle no pico inicial, enquanto o FFOPP (linha
azul) atinge cerca de 60%. O regime permanente se estabiliza em torno de 60% para
ambos 0s casos, com varia¢des pontuais proximas a t ~ 55 s e t = 75 s, correspondentes

as perturbacdes de carga.

Zoom: REF vs Vout (50s a 85s)

Tenséo [V]

9

50 55 60 65 70 75 80 85
Tempo [s]

— — —REF

Voul - FFOPP

Vout - NCFOPP

Figura 31 — Zoom da resposta em tensdo de saida entre 50 s e 85 s para controladores
FFOPP e NCFOPP. (Autor: Préprio)

A Figura 31, detalha o intervalo de 50 s a 85 s. No primeiro distarbio, o FFOPP
apresentou um pico de aproximadamente 10.65 V, enquanto o NCFOPP limitou o

overshoot a cerca de 10.55 V e retornou mais rapidamente a referéncia. No segundo
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distarbio, o FFOPP atingiu um vale préximo a 9.35 V, enquanto o NCFOPP permaneceu
acima de 9.95 V, evidenciando melhor robustez frente a variagdes rapidas de carga.
As analises indicam que, neste cendrio, o controlador NCFOPP apresentou
desempenho superior em relagdo ao FFOPP, com menor tempo de acomodacao e melhor
rejeicdo a disttrbios, embora com overshoot ligeiramente superior no regime transitério

inicial.
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8

CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho desenvolveu um estudo aprofundado sobre a modelagem,
projeto e andlise de controladores fracionarios para conversores Buck dispostos em
configuracgdo de dois estdgios em cascata. Inicialmente, foi estabelecida a modelagem
matematica de cada estdgio, busca da identificagdo de parametros dos componente com
memorias considerando as dindmicas individuais e a interacdo entre os conversores,
possibilitando a representacdo precisa do sistema no dominio do tempo e da frequéncia.
A partir deste modelo, foram aplicadas as técnicas de alocagdo de polos fraciondria
comensuravel (FFOPP) e ndo comensuravel (NCFOPP), permitindo o projeto de contro-
ladores para o sistema, de forma a posicionar os polos nos locais desejados e ajustar a
resposta dindmica de acordo com os objetivos do projeto.

Os resultados obtidos demonstraram que ambos os controladores fraciondrios
apresentaram desempenho superior quando comparados ao controle classico do tipo
PI, especialmente no que se refere a atenuacdo de oscilagdes, reducdo do overshoot
e melhoria no tempo de acomodagdo. O FFOPP apresentou maior simplicidade de
implementacdo e menor esfor¢o computacional, enquanto o NCFOPP proporcionou
melhor desempenho dindmico em condi¢des operacionais adversas, evidenciando a
maior flexibilidade do ajuste ndo comensuravel.

Como principais contribui¢des, destacam-se:

* A identificagdo dos parametros fracionarios a e 3, bem como a formulacédo e
validacdo de um modelo de conversor Buck em cascata, adequado para o projeto

e andlise de controladores fraciondrios.
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* A aplicacdo sistematica dos métodos FFOPP e NCFOPP, com comparagao direta.

* A comprovagdo experimental e via simulagdo da eficiéncia dos controladores

fraciondrios em melhorar a resposta dindmica e robustez do sistema.
Como perspectivas futuras, sugerem-se:

¢ Implementacdo digital dos controladores fraciondrios utilizando técnicas de apro-

ximacdo de ordem fraciondria, como o método IRID-FOD.

¢ Estudo da aplicagdo de técnicas de controle adaptativo fraciondrio para variacdo

em tempo real dos parametros do controlador.

¢ Avaliacdo do desempenho dos controladores em conversores multinivel e em

aplicagoes de geracdo distribuida e sistemas fotovoltaicos.

Dessa forma, o trabalho evidencia que o uso de controladores fraciondrios, tanto
comensurdveis quanto ndo comensurdveis, representa uma alternativa eficaz e viavel
para o aprimoramento de conversores Buck em cascata, contribuindo para a evolugéo

de estratégias de controle robustas na drea de eletronica de poténcia.
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