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Resumo

Comecaremos este trabalho com um Capitulo de preliminares, onde abordamos
conceitos introdutoérios de topologia geral e teoria de Galois. No Capitulo 2, estuda-
remos com mais detalhes os grupos de Galois. Vamos introduzir a topologia de Krull,
uma topologia que torna qualquer grupo de Galois num grupo topolégico. No Capi-
tulo 3, vamos apresentar os conceitos de limite inverso e grupos profinitos e mostrar
que todo grupo de Galois é um exemplo de grupo profinito. No Capitulo 4, vamos
construir e estudar as principais propriedades do corpo QQ, dos nimeros p-adicos. In-
troduzimos outras métricas no conjunto dos niimeros racionais e obtemos Q, através
do completamento feito com sequéncias de Cauchy. Por fim, no Capitulo 5, vamos
estudar extensoes ciclotémicas e mostrar que certas extensoes ciclotomicas infinitas de
Q estao intimamente relacionadas com o grupo multiplicativo das unidade p-adicas.

Palavras-chave: grupos de Galois; grupos profinitos; ntimeros p-adicos; extensoes
ciclotomicas.



Abstract

We’ll begin this work with a preliminary Chapter, where we’ll cover introductory
concepts of general topology and Galois theory. In Chapter 2, we are going to study
Galois groups in more detail. We’ll introduce the Krull topology, a topology that makes
any Galois group a topological group. In Chapter 3, we’ll introduce the concepts of
inverse limits and profinite groups and show that every Galois group is an example of a
profinite group. In Chapter 4, we are going to construct and study the main properties
of the field Q, of p-adic numbers. We introduce other metrics on the set of ratio-
nal numbers and obtain Q, through completion using Cauchy sequences. Finally, in
Chapter 5, we’ll study cyclotomic extensions and show that certain infinite cyclotomic
extensions of QQ are closely related to the multiplicative group of p-adic units.

Keywords: Galois groups; profinite groups; p-adic numbers; cyclotomic extensions.
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Introducao

Durante a década de 1950, a teoria de corpos ciclotéomicos foi bastante estudada pelo
matematico Kenkichi Iwasawa. Nesse periodo, Iwasawa escreveu uma o6tima sequén-
cia de artigos investigando torres de corpos ciclotomicos. Neste trabalho, buscamos
detalhar alguns dos resultados presentes nas duas primeiras segoes do artigo [Iwab9b|.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos de topologia geral e teoria de Galois
que sao utilizados com frequéncia ao longo do trabalho. No Capitulo 2, estudamos com
mais detalhes os grupos de Galois. Introduzimos a topologia de Krull e mostramos que,
com essa topologia, um grupo de Galois é um grupo topologico localmente compacto.

No Capitulo 3, definimos e estudamos grupos profinitos. A principal finalidade
desse Capitulo é estabelecer as bases necessarias para a compreensao de um resultado
citado na secao 2 de [Iwab9b| e que esta presente no Capitulo 5.

Para entender esse resultado, foi também necessario estudar os ntmeros p-adicos,
de modo que estes vieram a se tornar o principal tema deste trabalho. Facamos aqui
uma breve contextualizacao historica. Em 1850, o matematico alemao Ernst Kummer
introduziu os niimeros p-adicos, porém Kurt Hensel foi o primeiro a desenvolver uma
teoria para os nimeros p-adicos no interior de uma teoria algébrica dos niimeros em
termos de séries de poténcias e construiu o corpo dos niimeros p-ddicos. Algum tempo
depois, os ntimeros p-adicos foram generalizados por intermédio de uma teoria das
valorizacoes estudada por Jozsef Kurschak em 1913, por Hermann Minkowski e outros
matemaéticos ilustres, por exemplo, Jean-Pierre Serre.

O Capitulo 4 ¢ onde construimos e estudamos o corpo Q, dos nimeros p-adicos.
Para construir este corpo, primeiramente definimos uma norma diferente no conjunto
dos ntimeros racionais. Para cada primo p, existe uma norma | |, que é definida da
seguinte forma:

1
pordpm ?

sex #0

||, =
0, se x = 0.

onde ord,z é o que chamamos de ordinal p-adico de x, objeto que também sera definido
no Capitulo 4.

Quando empregamos a norma | |,, podemos encontrar propriedades inesperadas
que contrariam nossa percepc¢ao geométrica intuitiva. Nesse sentido, podemos observar
e verificar que todos os triAngulos em Q, com a métrica p-adica, sao isosceles e o
comprimento da base nao excede o comprimento dos lados. Como também, dada uma
bola aberta ou fechada, todo ponto na bola é em centro.

A norma | |, induz uma métrica em Q, de modo que podemos definir e estudar
sequéncias de Cauchy com essa nova métrica. Assim como no caso do corpo dos niimeros
reais, obtemos o corpo QQ, através do completamento feito com essas sequéncias. Por



defini¢ao, Q, ¢ o conjunto das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy. Apos
finalizada a construcao do corpo dos ntmeros p-adicos, vamos mostrar que se a é uma
classe de equivaléncia em Q,, entao a pode ser representada por uma “soma infinita”
na base p. E esta soma infinita é chamada de expansao p-adica de a.

Finalmente, o Capitulo 5 aborda as extensoes ciclotomicas. Se F' é um corpo
arbitrario e w é uma raiz da unidade qualquer, entdo F'(w) é um corpo ciclotomico. A
primeira secao tras algumas propriedades de extensoes ciclotémicas de um corpo base
arbitrario. Em seguida, serao apresentados resutados sobre extensoes ciclotomicas de
Q. Veremos que se K é um corpo de decomposicao de 2" — 1 sobre Q, entao

Gal(K/Q) & (Z/nZ)".

Por fim, vamos construir uma torre infinita de corpos ciclotomicos e ver a sua relagao
com o grupo multiplicativo das unidades p-adicas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, vamos abordar, de forma sucinta, alguns conceitos de topologia e
teoria de Galois que serao utilizados ao longo da dissertagao. Caso o leitor ja esteja
familiarizado com esses assuntos, pode ir direto para o Capitulo 2.

1.1 Topologia

Nesta secao, veremos alguns conceitos de topologia que serao utilizados nos Capi-
tulos seguintes. Caso o leitor queira se aprofundar no assunto, ver [Munl4| e [Will2].

Definigao 1.1.1. Uma topologia em um conjunto X € uma colegio T de subconjuntos
de X com as sequintes propriedades:

(1) 0 e X estao em T.
(2) A uniao de elementos de qualquer subcole¢ao de T estd em T .
(3) A intersegcao de elementos de qualquer subcolegdao finita de T estd em T .

Um conjunto X para o qual uma topologia T foi especificada é chamado de espago
topoldgico.

Em termos préaticos, um espago topologico é um par ordenado (X, 7) formado por
um conjunto X e uma topologia 7 em X, mas vamos representar o espago apenas por
X quando nao houver duvida sobre qual a topologia em questao.

Se X é um espaco topologico com topologia T, dizemos que um subconjunto U de
X é um conjunto aberto de X se U pertence a colecao 7. Usando essa terminologia,
podemos dizer que um espago topoldgico é um conjunto X junto com uma cole¢ao de
subconjuntos de X, denominados conjuntos abertos, tal que () e X sao ambos abertos,
e tal que unides arbitrarias e intersec¢oes finitas de conjuntos abertos sao abertos.

Definicao 1.1.2. Se X ¢ um conjunto, uma base para uma topologia em X € uma
cole¢io B de subconjuntos de X (chamados elementos da base) tal que

(1) Para cada x € X, existe pelo menos um B € B tal que © € B.

(2) Se x pertence a intersecao de dois elementos da base By e B, entdo existe um
elemento da base B3 tal que v € By C B; N Bs.

10
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Se B satisfaz essas duas condig¢oes, entao definimos a topologia T gerada por B
da seguinte forma: dizemos que um subconjunto U de X é aberto em X (isto é, um
elemento de 7") se para cada = € U, existe um elemento da base B € B tal que x € B
e B C U. Notemos que cada elemento da base é ele proprio um elemento de 7.

Na referéncia [Mun14], o leitor pode verificar que a cole¢ao T é de fato uma topolo-
gia em X. Agora vejamos um Lema que mostra outra maneira de descrever a topologia
gerada por uma base.

Lema 1.1.3. Sejam X um conjunto e B uma base para uma topologia T em X. Entao
T € igual a colecao de todas as unides de elementos de B.

Demonstragao: Dada uma colecao de elementos de B, eles também sao elementos

de 7. Visto que 7 é uma topologia, a uniao deles estd em 7. Reciprocamente, dado

U € T, escolhamos para cada x € U um elemento B, de B tal que z € B, C U. Entao

U= U B, logo U ¢ igual & uniao de elementos de B. O
zelU

Definicao 1.1.4. Se X é um espaco topoldgico e x € X, uma vizinhan¢a de x € um
conjunto U que contém um conjunto aberto V' contendo x. A colegiao U, de todas as
vizinhancas de x € o sistema de vizinhancas de x.

Definicao 1.1.5. Uma base de vizinhangas (ou um sistema fundamental de vizinahgas)
de x num espago topologico X é uma subcole¢cao B, do sistema de vizinhangas U,,
tendo a propriedade de que cada U € U, contém algum V € B,. Isto é, U, pode ser
determinado por B, da sequinte forma:

U, ={U C X |V CU para algum V € B, }.

Uma vez escolhida uma base de vizinhangas de x (existem muitas para escolher, to-
das produzindo o mesmo sistema de vizinhangas de x), seus elementos sao chamados
vizinhangas bdsicas.

Se X e Y sao espacos topoldgicos, existe uma maneira padrao de definir uma topo-
logia no produto cartesiano X xY . Consideraremos essa topologia agora e estudaremos
algumas de suas propriedades.

Definicao 1.1.6. Sejam X e Y espacos topoldgicos. A topologia produto em X XY
€ a topologia que tem como base a colegao B de todos os conjuntos da forma U x V,
onde U € um subconjunto aberto de X eV é um subconjunto aberto de Y .

Vamos verificar que B é uma base. A primeira condigao é trivial, visto que X xY ¢é
ele proprio um elemento da base. A segunda condigao também é facil, pois a intersegao
de dois quaisquer elementos da base U; x V7 e Uy X V5 é outro elemento da base. Tem-se

(U x V1) N (Uy x Vo) = (U NUR) x (Vi N V),

e o ultimo conjunto é um elemento da base pois U; N Uy e Vi N V5 sao abertos em X e
Y, respectivamente.

Sempre que introduzimos um novo conceito, é apropriado tentar relacioné-lo com
os conceitos que foram introduzidos anteriormente. No caso em questao, o que se pode
dizer se as topologias em X e Y sao geradas por bases? A resposta é a seguinte:
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Teorema 1.1.7. Se B € uma base para a topologia de X e C € uma base para a topologia
de Y, entao a cole¢ao

D={BxC|BeBand C €}

€ uma base para a topologia de X X Y.
Demonstracao: [Munl4, Teorema 15.1]

Definicao 1.1.8. Dizemos que um subconjunto A de um espaco topolégico X € fechado
se, e somente se, o conjunto X — A € aberto.

Teorema 1.1.9. Seja X um espaco topologico. FEntao, as sequintes condig¢oes sao
satisfeitas:

(a) 0 e X sao conjuntos fechados.
(b) Intersegdes arbitrdrias de conjuntos fechados sao conjuntos fechados.
(c) Unides finitas de conjuntos fechados sao conjuntos fechados.

Demonstragao: (a) ) e X sao fechados porque sido os complementares dos conjuntos
abertos X e (), respectivamente.
(b) Dada uma colegao de conjuntos fechados { A, }ae, aplicamos a lei de De Mor-

gar,
X— (4= JX-A).

acd acJ

Como os conjuntos X — A, sao abertos por defini¢cao, o lado direito da equacao repre-
senta uma uniao arbitraria de conjuntos abertos, e portanto é aberto. Logo, [ A, €
fechado.

(¢) De modo semelhante, se A; é fechado parai = 1,...,n, consideramos a equagao

n n

X—JAi=x-4).

=1 =1

O conjunto no lado direito dessa equagao é uma intersecao finita de conjuntos abertos
e, portanto, é aberto. Assim, |J A; é fechado. O

Definigao 1.1.10. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma fung¢ao f :
X — Y € continua quando, para cada subconjunto aberto V deY, o conjunto f~1(V)
€ um subconjunto aberto de X.

Teorema 1.1.11. Sejam X e Y espacgos topoldgicos, e seja f: X — Y uma fungao.
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) f € continua

(b) Para cada x € X e cada conjunto aberto V' contendo f(x), existe um conjunto
aberto U contendo x tal que f(U) C V.

Se a condi¢ao (2) vale para o ponto x de X, dizemos que f € continua no ponto x.
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Demonstracao: [Munl4, Teorema 18.1]

Definigao 1.1.12. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma fungio f: X — Y € um
homeomorfismo se, e somente se, f € uma bijecio continua e f~1 também é continua.

Defini¢ao 1.1.13. Sejam J um conjunto de incides, {Aq}acs uma familia indexada
de conjuntos e X =, ; Aa. O produto cartesiano dessa familia indexada, denotado

por
I A

¢ definido como o conjunto de todas as J-uplas (T4)acs de elementos de X tais que
To € Ay para cada o € J. Ou seja, € o conjunto de todas as fungoes

x:J — UAQ

aeJ

aed

tais que x(a) € A, para cada o« € J.

Nas proximas duas defini¢oes, apresentaremos duas topologias que podem ser defi-
nidas em um produto cartesiano de espacos topologicos.

Definigao 1.1.14. Seja { X, }acs uma familia indexada de espagos topoldgicos. Vamos
tomar como uma base para uma topologia no espago produto

I1%.

acJ

a colegao de todos os conjuntos da forma

I]v..

aed

onde U, € aberto em X,, para cada o € J. A topologia gerada por essa base € chamada
de box topologia.

Essa cole¢ao satisfaz a primeira condigao para uma base porque |[ X, € ele pro-
prio um elemento da base; e satisfaz a sequnda condi¢do porque a interse¢ao de dois
elementos da base é outro elemento da base:

(H Ua> N (H va> = [[(Wan V).

aed acJ acJ

Definigao 1.1.15. A topologia produto em [ | X, € obtida tomando como base a colegao
de todos os conjuntos da forma [[U,, onde

(1) U, € aberto em X,, para cada o € J.

(2) U, € igual a X,, exceto para um nimero finito de valores de «.

n

Notemos que, para produtos finitos H X, a topologia produto e a box topologia
a=1

sdo precisamente as mesmas. Para produtos arbitrarios [[ X,, a topologia produto é

a usual. Isso se deve ao fato de que muitos dos teoremas importantes sobre produ-
tos finitos também serao validos para produtos arbitréarios se utilizarmos a topologia
produto, mas nao se utilizarmos a box topologia.
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Definigao 1.1.16. Dizemos que uma cole¢ao A de subconjuntos de um espago X € uma
cobertura de X se a uniao dos elementos de A € igual a X. A colegio A é chamada
uma cobertura aberta de X se seus elementos sao subconjuntos abertos de X .

Definicao 1.1.17. Um espaco X € dito ser compacto se toda cobertura aberta A de X
contém uma subcolegdo finita que também cobre X.

Exemplo 1.1.18. A reta real R nao é compacta, pois a cobertura de R por intervalos
abertos

A={(n,n+1)|neZ}
nao contém subcolegao finita que cubra R.

Exemplo 1.1.19. O seguinte subespaco de R é compacto:
X ={0tu{l/n|neZ.}.

Dada uma cobertura aberta A de X, existe um elemento U € A que contém 0. O
conjunto U contém todos os pontos 1/n, exceto uma quantidade finita deles. FEscolha,
para cada ponto de X que nao estd em U, um elemento de A que o contenha. A cole¢ao

formada por esses elementos de A, junto com o elemento U, € uma subcole¢ao finita
de A que cobre X.

Vamos finalizar essa se¢ao com as defini¢oes de espago Hausdorff e espaco totalmente
desconexo, conceitos que serao utilizados no decorrer da dissertacao.

Definicao 1.1.20. Um espago topoldgico X é chamado um espa¢o Hausdorff se, e
somente se, para cada par x, y de pontos distintos de X, existem conjuntos abertos
disjuntos U e V em X tais quex € U ey € V.

Definicao 1.1.21. Seja X um espaco topoldgico.

(1) Uma cisao de X é um par U, V de subconjuntos abertos disjuntos de X cuja
uniao € X.

(2) O espago X ¢é conezo se a unica cisao de X € a trivial (X = X UD).

(3) O espago X ¢€ totalmente desconexo se seus unicos subespagos conexos forem
conjuntos de um ponto.

1.2 Teoria de Galois

A chave para estudar extensoes de corpos é associar a cada extensao um certo
grupo, chamado de grupo de Galois. As propriedades do grupo de Galois e os teoremas
da teoria de grupos podem entao ser usados para estabelecer fatos importantes sobre
a extensao de corpos. Nesta secao, definimos o grupo de Galois e desenvolvemos suas
propriedades bésicas. Ao longo desta secao, F' é um corpo.

Definicao 1.2.1. Seja K uma extensao de um corpo F. Um F-automorfismo de K é
um isomorfismo o : K — K que fiza F' elemento a elemento (isto €, o(c) = ¢ para todo
c € F). O conjunto de todos os F-automorfismos de K ¢é denotado por Gal(K/F) e é
chamado de grupo de Galois de K sobre F.
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O uso da palavra “grupo” na defini¢cao é justificado pelo seguinte Lema:

Lema 1.2.2. Se K é uma extensdo de F, entio Gal(K/F) é um grupo sob a operagdao
de composi¢cao de funcgoes.

Demonstragao: [Hunl4, Teorema 12.1].

Seja K uma extensao de um corpo F. Um corpo E tal que FF C E C K é chamado
de corpo intermedidrio da extensao. Nesse caso, podemos considerar K como uma
extensao de E. O grupo de Galois Gal(K/E) consiste em todos os automorfismos de
K que fixam E elemento a elemento. Todo tal automorfismo automaticamente fixa
cada elemento de F, pois I C E. Assim, todo automorfismo em Gal(K/FE) pertence
a Gal(K/F), ou seja:

Se E & um corpo intermediério, Gal(K/FE) é um subgrupo de Gal(K/F).

Temos entao uma maneira natural de associar um subgrupo do grupo de Galois a
cada corpo intermediario da extensao. Por outro lado, se H for um subgrupo do grupo
de Galois, podemos associar um corpo intermediario a H usando o seguinte Teorema.

Teorema 1.2.3. Seja K uma extensao de F. Se H é um subgrupo de Gal(K/F), seja
Ey ={ke€ K |o(k) =k para todo o € H}.

Entao Ey € um corpo intermedidrio da extensao. O corpo Ey € chamado de corpo
fixado do subgrupo H .

Demonstracao: Se ¢,d € Ey e 0 € H, entao
olc+d)=o0(c)+o(d)=c+d e o(cd) =0(c)o(d) = cd.

Portanto, Ey ¢ fechado pela adigdo e multiplicacdo. Como o(0p) = 0p ¢ o(1p) = 1p
para todo automorfismo, O e 1 estao em Ey. Como o é um homomorfismo, tem-se
para todo ¢ € Fy nao nulo,

o(—c)=—o(c)=—c e o(c)=o0o(c)'=c

Portanto, —c € Ey e ¢! € Ey. Assim, Fy é um subcorpo de K.
Como H ¢ um subgrupo de Gal(K/F'), tem-se que o(c) = ¢ para todo ¢ € F' e todo
o€ H. Logo, F'C Ey. O

A ideia essencial da teoria de Galois é relacionar propriedades de uma extensao de
corpos com propriedades de seu grupo de Galois. A chave para fazer isso é o Teorema
Fundamental da Teoria de Galois.

Se K é uma extensao de F', sejam S o conjunto de todos os corpos intermediarios
dessa extensao e T' o conjunto de todos os subgrupos do grupo de Galois Gal(K/F).
Definimos uma fungao ¢ : S — T' da seguinte forma:

p: S — T
E +— Gal(K/E)
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A fungao ¢ é chamada de correspondéncia de Galois. Notemos que K (considerado
como subcorpo de si mesmo) corresponde ao subgrupo identidade de Gal(K/F), e o
subcorpo F' corresponde a todo o grupo Gal(K/F') (considerado como subgrupo de si
mesmo). Vejamos agora que, sob hipoteses apropriadas, a correspondéncia de Galois
¢ uma aplicacao bijetiva do conjunto de corpos intermedidrios para o conjunto de
subgrupos de Gal(K/F).

Teorema 1.2.4. Seja K uma extensao finita de F'. Se H é um subgrupo do grupo de
Galois Gal(K/F) e E € o corpo fixzado de H, entio H = Gal(K/FE) e |H| = [K : E].
Portanto, no caso de extensoes finitas, a correspondéncia de Galois € sobrejetiva.

Demonstragao: |[Hunl4, Teorema 12.8.

Definicao 1.2.5. Se K € uma extensio normal e separdvel de um corpo F', dizemos
que K € uma extensao galoisiana de F.

Teorema 1.2.6. Seja K uma extensao galoisiana de F' e E um corpo intermedidrio.
Entao E ¢ o corpo fizado do subgrupo Gal(K/E).

Demonstragao: [Hunl4, Teorema 12.9].

Se E e L sao corpos intermediarios com Gal(K/FE) = Gal(K/L), entdo o Teorema
mostra que tanto E quanto L sao o corpo fixado do mesmo grupo e, portanto,
E = L. Assim, a correspondéncia de Galois é injetiva para extensoes galoisianas.

Teorema 1.2.7. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Se K € uma extensdo
galoisiana finita de F', entdo existe uma bijecao entre o conjunto S de todos os corpos
intermedidrios da extensao e o conjunto T de todos os subgrupos do grupo de Galois
Gal(K/F), onde cada corpo intermedidrio E é enviado ao subgrupo Gal(K/E). Além
disso,

K : E] =|Gal(K/E)| e [E: F]=[Gal(K/F) : Gal(K/FE)].

Demonstracao: O Teorema e as observacoes ap6s o Teorema provam a
primeira afirmacao. Cada corpo intermediario F é o corpo fixado de Gal(K/FE) pelo
Teorema [1.2.6 Consequentemente, [K : E] = |Gal(K/E)|. Em particular, se F = E,
entdo [K : F] = |Gal(K/F)|. Portanto, pelo Teorema de Lagrange,

K :E|[E:F] =K : F] = |Gal(K/F)| = |Gal(K/E)| [Gal(K/F) : Gal(K/E)).

Dividindo o primeiro e o ultimo termo desta equacao por [K : E| = |Gal(K/FE)|,
obtemos
[E: F)=[Gal(K/F) : Gal(K/FE)]. O

Quando K é uma extensao galoisiana infinita de F', a correspondéncia de Galois
continua sendo injetiva, mas em alguns casos, pode nao ser sobrejetiva. Para contornar
esse problema, introduzimos uma topologia no grupo de Galois Gal(K/F’), conhecida
como Topologia de Krull. Veremos com mais detalhes no proximo Capitulo.



Capitulo 2

Grupos de Galois

Neste Capitulo, vamos abordar algumas propriedades do grupo de Galois de uma
extensdo arbitraria K/ F.

2.1 Topologia de Krull

Nesta secao, veremos um pouco sobre a Topologia de Krull, uma topologia que
torna qualquer grupo de Galois num grupo topologico.

Definigao 2.1.1. Dizemos que uma tripla (G,T,*) é um grupo topoldgico quando
(G, T) € um espago topoldgico, (G,*) é um grupo e as aplicagoes

n:GxG—CG e ANG— G

1

definidas por n(x,y) = x *xy e AN(xr) = 2~ sao ambas continuas.

Dada uma extensao galoisiana K /F', usaremos o simbolo Z para denotar o conjunto
de todas as extensoes galoisianas finitas de F' contidas em K. Isto é,

IT-={FE,F<E<K,[E:F]<ocoeE/F égaloisiana}

Desta forma, podemos definir uma topologia em Gal(K/F), conhecida como Topo-
logia de Krull.

Defini¢ao 2.1.2. Definimos a Topologia de Krull em Gal(K/F) como a topologia
gerada pelo conjunto B = {cGal(K/E);o € Gal(K/F) ¢ E €1}

Suponhamos que Ey, Ey € Z. Se as classes laterais cGal(K/E) e wGal(K/E»)
possuem interse¢ao ndo-vazia, entdo V o € 0Gal(K/E;) NwGal(K/E,), temos

a € aGal(K/E\Ey) C oGal(K/Ey) NwGal(K/E,),

onde E1Fy ¢ o subcorpo de K gerado por E; e Es, que também pertence ao conjunto
Z. Portanto, os abertos da Topologia de Krull sao precisamente as unices das classes
laterais da forma cGal(K/FE) para subextensoes galoisianas finitas £ de K/F.

Teorema 2.1.3. Seja Gal(K/F) uma extensao galoisiana (possivelmente infinita). A
Topologia de Krull torna Gal(K/F) num grupo topoldgico.

17
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Demonstracao: Precisamos mostrar que a operagao do grupo e a aplicacao que envia
cada elemento para o seu inverso sao ambas continuas. Para isso, seja

n: Gal(K/F)x Gal(K/F) — Gal(K/F)
(o, w) b ow

a operacao do grupo, e sejam (o,w) € Gal(K/F) x Gal(K/F) e ow sua imagem em
Gal(K/F). Tomemos um conjunto aberto de B que contém ocw: cwGal(K/E). O
conjunto cGal(K/E) x wGal(K/FE) é um aberto que contém (o,w): é o conjunto de
todos os pares (f, g) tais que

f|EEU’E € g’EEW’E

Entao se x € F, g(z) = w(z), e este elemento pertence a F (pois E/F é galoisiana).
Logo f(g(z)) = o(w(x)), o que implica (f o g)(z) = (0 ow)(z) para todo x € E, isto é,
fg|lg = ow|g. Portanto, n(cGal(K/FE) x wGal(K/FE)) C owGal(K/E), o que mostra
que 7 é continua em (o,w). Sendo (o,w) arbitrario, concluimos que a operegao do
grupo é continua.

Agora, vamos motrar que a aplicagao

A Gal(K/F) — Gal(K/F)
o — ot

é continua. Seja o € Gal(K/F) e 0~ 'Gal(K/E) um aberto de B que contém o~ *. Se
f € 0Gal(K/FE), entao f|g = o|g. Como E/F & galoisiana, f e o sdo automorfismos
de F e, portanto, a sua igualdade em F implica a igualdade dos seus inversos em E':
fYE = o7 g Isso mostra que f~! € 07 'Gal(K/E), logo A é continua em o. Como
o ¢ arbitrario, segue que A ¢ continua em Gal(K/F). O

Se K/F é uma extensao galoisiana finita, entao a Topologia de Krull em Gal(K/F) é
a topologia discreta. De fato, para cada o € Gal(K/F), tem-se que {0} = 0Gal(K/K)
é um aberto de B.

Teorema 2.1.4. Gal(K/F) € um espago topoldgico Hausdorff, compacto e totalmente
desconezo.

Uma demonstracao desse Teorema pode ser encontrada em |[Mor96, Teorema 17.6].
Desta forma, Gal(K/F') sera sempre considerado um grupo topologico compacto com
respeito a sua Topologia de Krull.

Definigao 2.1.5. Dizemos que um espago topologico (X,T) € localmente compacto se
todo x € X admite uma base de vizinhancgas formada por conjuntos compactos.

Teorema 2.1.6. Um espaco de Hausdorff (X,7T) € localmente compacto se, e somente
se, todo x € X possui uma vizinhang¢a compacta.

Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em |[Will2|. Por um lado,
esse resultado garante que todo espaco Hausdorff e compacto é localmente compacto.

Entéo, pelo Teorema [2.1.4 o grupo de Galois Gal(K/F') é localmente compacto.
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2.2 Subgrupos de Gal(K/F)

Nesta segao, veremos algumas propriedades dos subgrupos de Gal(K/F). Come-
garemos com um resultado muito ttil, especialmente quando K/F é uma extensio
infinita.

Teorema 2.2.1. Se E € um corpo intermedidrio da extensio K/F, Gal(K/FE) é um
subgrupo fechado de Gal(K/F).

Demonstragao: Para provar que Gal(K/F) ¢é fechado em Gal(K/F'), vamos mostrar
que o seu complementar é aberto. Se Gal(K/FE) = Gal(K/F), ndo ha o que provar.
Entao, suponhamos que o € Gal(K/F) — Gal(K/FE), o que significa que o nao atua
como identidade em E: o(z) # x para algum = € F.

Existe uma extensao galoisiana finita L/F contida em K que contém z. Entao
oGal(K/L) ¢ um aberto de B que contém o e ¢ disjunto de Gal(K/F). Para constatar
isso, notemos que todos os elementos de cGal(K /L) atuam em L da mesma forma que
o, 0 que significa que:

w(z) #z, Vw € 0Gal(K/L).

Por outro lado, todo elemento de Gal(K/F) fixa z, visto que € E. Com isso,
concluimos que todo elemento de Gal(K/F') que nao esta em Gal(K/FE) esta contido
em um aberto de B disjunto de Gal(K/E). Logo, o complementar de Gal(K/E) ¢é
aberto, como queriamos. O

O Teorema Fundamental da Teoria de Galois nos garante que existe uma bijecao en-
tre os corpos intermediarios de K/F e os subgrupos fechados de Gal(K/F'), associando
cada corpo intermediario E ao subgrupo Gal(K/FE) (Quando K/F é uma extensao
finita, todos os subgrupos de Gal(K/F) sao fechados). Vejamos agora o caso em que
E/F é também uma extensao galoisiana.

Teorema 2.2.2. Seja E um corpo intermedidrio de K/F. Entao E/F ¢é uma ex-
tensdao galoisiana se, e somente se, Gal(K/E) é normal em Gal(K/F). Quando isso

ocorre, o grupo Gal(E/F) pode ser identificado canonicamente com o grupo quociente
Gal(K/F)/Gal(K/E).

Demonstragao: Suponhamos que Gal(K/E) é um subgrupo normal de Gal(K/F).
Seja p(z) um polinémio irredutivel em F[z] com uma raiz v € E. Devemos mostrar
que cada raiz v de p(z) também estéd em E. Pelo Teorema de Extensao de Isomorfismo,
existe w € Gal(K/F) tal que w(u) = v. Se 0 € Gal(K/FE), entdo a normalidade implica
0 ow = w ooy para algum oy € Gal(K/FE). Como u € E, temos:

o(v) = o(w(u)) = w(oi(u) = w(u) =v

Portanto, v ¢é fixado por todo elemento o € Gal(K/FE). Logo, v € E.
Reciprocamente, suponhamos que F/F' ¢é galoisiana. A aplicagao

0: Gal(K/F) — Gal(E/F)
o — olg
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¢ um homomorfismo de grupos. Se w € Gal(E/F'), entao existe o € Gal(K/F) tal que
o|lg = w (ver [Mor96, Proposigao 3.28|). Logo, a aplicagao é sobrejetiva. Além disso,
temos que Ker 6§ = Gal(K/E). Portanto, Gal(K/E) < Gal(K/F) e, pelo Primeiro

Teorema de Isomorfismo, temos

Gal(K/F)
Gal(K/E)

Se Gal(K/E) é um subgrupo normal e abeliano de Gal(K/F'), entdao todo automor-
fismo interno z +— s~ 'zs de Gal(K/F) induz um automorfismo x — xp no subgrupo
normal Gal(K/FE) que depende apenas da classe lateral p de s modulo Gal(K/E).
Vejamos agora porque isso ocorre.

Seja

~ Gal(E/F) O

0: Gal(K/F) —s Gal(K/F)
x — s~ lxs

um automorfismo interno de Gal(K/F'). Se t é congruente a s médulo Gal(K/FE), entao
t = sh, onde h € Gal(K/E). Temos entao outro automorfismo interno de Gal(K/F):

v: Gal(K/F) — Gal(K/F)
T — ttat

Se x € Gal(K/E), entao

o(z) =t ot = (sh)'x(sh)
= h (s tws)h
= (s"'zs)h'h pois Gal(K/FE) é abeliano

= s 'ws = 0(x)

Portanto, os automorfismos ¢ e 6 sdo equivalentes em Gal(K/FE). Logo, o auto-
morfismo induzido depende apenas da classe lateral de s, como afirmado.

Assim sendo, podemos definir uma acéo de Gal(E/F') em Gal(K/E). Como Gal(E/F')
¢ isomorfo ao grupo quociente Gal(K/F)/Gal(K/FE), todo elemento de Gal(E/F) é
identificado como uma classe lateral p modulo Gal(K/E). Definimos entao

n: Gal(K/E)x Gal(E/F) — Gal(K/E)
(z,p) — s lws

onde s é um representante da classe lateral p modulo Gal(K/E). Nesse caso, dizemos
entdo que Gal(K/FE) é um Gal(E/F)-grupo a direita em que Gal(E/F') age continua-
mente. |Iwab9b|

2.3 Caracteres de Gal(K/F) e Gal(K/FE)

Nesta segao, veremos algumas propriedades do grupo de caracteres de Gal(K/F)
e Gal(K/FE). Comegaremos abordando alguns conceitos sobre caracteres de grupos
topologicos. Vamos utilizar o simbolo S! para representar o grupo multiplicativo dos
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nimeros complexos com moédulo igual a 1. Consideramos S! um grupo topolégico com
a topologia induzida pelo plano complexo.

2.3.1 O grupo de caracteres de um grupo topolégico

-

Definigao 2.3.1. Seja G um grupo arbitrdrio. Um homomorfismo x : G — St é
chamado um caracter de G

Todo grupo G possui pelo menos um caracter: a fungao que é identicamente 1 em
G. Este é chamado o caracter principal, e serd denotado por x;i.

Lema 2.3.2. Se a multiplicacao de caracteres for definida pela relacao

(xixz)(a) = xi(a)x;(a)

para cada a € G, entao o conjunto de caracteres de G forma um grupo abeliano. Vamos
denotar esse grupo por G*. O elemento identidade de G* € o caracter principal x1. O
inverso de x; € o reciproco 1/x; = X;.

A demonstracao desse lema é feita através da verificagao imediata dos axiomas de
grupos e serd omitida no texto.

Vejamos agora um exemplo que ilustra os caracteres de um grupo de ordem 6.

Exemplo 2.3.3. Seja U; o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis de Z/TZ.
Ou seja, Uy = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. FEste grupo possui exatamente 6 caracteres, que

estio ilustrados na tabela abaizo. Denotamos 6 = e™/3

n 1 2 3 4 5 6
xi(n) | 1 1 1 1 1 1
xa(n) | 1 1 ~1 1 -1 -1
x3(n) 1 52 —0 —0 52 1
Xa(n) 1 52 4] —6 —5? -1
Xs5(n) 1 -4 52 52 -0 1
X6(n) 1 —0 —4? 52 3 -1

Tabela 2.1: Caracteres de U;

Este exemplo é um caso particular de um resultado que vale para qualquer grupo
abeliano finito. Se GG ¢ um grupo abeliano finito de ordem n, entao GG possui exatamente
n caracteres distintos. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em |[Apol3,
Teorema 6.8].
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Definigao 2.3.4. Seja G um grupo topologico. O grupo de todos os caracteres continuos
de G € chamado o grupo de caracteres de G (ou grupo dual de G). Este grupo serd
denotado por G. Desta forma, tem-se G < G*.

Dado um grupo topologico G, o grupo G seré sempre considerado um grupo to-
poldgico com a topologia compacto-aberto. Vejamos agora alguns resultados que serao
necessarios nas subsecoes seguintes. Em todos os casos, G é um grupo topologico.

Ao leitor interessado, pode-se encontrar a demonstracao dos Teoremas abaixo no
Capitulo 6 de |[Ros12).

Teorema 2.3.5. Se G é um grupo abeliano localmente compacto, entao G ¢ um grupo
abeliano localmente compacto.

Teorema 2.3.6. Seja G um grupo abeliano localmente compacto.
(a) Se G ¢ compacto, entio G € discreto

(b) Se G ¢ discreto, entio G é compacto

Definicao 2.3.7. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Para wm subcon-
junto nao-vazio arbitrdirio H de G, seja H° o subconjunto de G formado por todos os
X tais que X(H) = 1. O conjunto H® chama-se o anulador de H em G.

Se H é um subconjunto nao-vazio de G' e H; é o menor subgrupo de G contendo
H, entdo H° = H,°. Além disso, H° é um subgrupo de G.

Teorema 2.3.8. Sejam G um grupo abeliano localmente compacto e H um subgrupo
fechado de G. O grupo de caracteres de H € isomorfo a G/HP.

2.3.2 Caracteres de Gal(K/F)

Nesta subsegao, vamos considerar o caso em que Gal(K/F) ¢ um grupo abeliano.
Vamos denotar o grupo de caracteres de Gal(K/F') por A(K/F).

Desta forma, como Gal(K/F) é abeliano, decorre dos Teoremas e que
A(K/F) é um grupo abeliano discreto. Se E é um corpo intermediario da extensao
K/F, entao Gal(E/F) = Gal(K/F)/Gal(K/E). Assim sendo, seja A(E/F) o grupo
de caracteres de Gal(E/F). O grupo A(E/F) pode ser mergulhado como um subgrupo
de A(K/F). Vejamos agora porque isso ocorre.

Teorema 2.3.9. Seja G um grupo abeliano localmente compacto com grupo de carac-
teres G, e seja H um subgrupo fechado de G. Seja (CT/?-I) o grupo de caracteres do
grupo G/H. O grupo (CT/?I) ¢ isomorfo ao grupo H°.
Demonstracao: Seja
v: G — G/H
r +— zH

a projegao natural de G em G/H. Vamos mostrar que a aplicagao

0: (G/H) — HO
v = oy
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¢ um isomorfismo. Como/go\ é um homomorﬁ/srgo continuo e ¢ '({H}) = H, tem-se
que pop € H°, Vo € (G/H). Se i, by € (G/H), entdo (vih;) op = (hiop) (10 9),
logo 6 é um homomorfismo.

Agora, seja x € H°. Tem-se que Y é constante em cada classe lateral xH. Logo,
a fungao ¢ em G/H definida por ¢¥(zH) = x(z) estd bem definida, e ¢ claramente
um caracter de G/H. Vejamos agora que 1 é continua em G/H. Dado € > 0, existe
uma vizinhanca U de e em G tal que |x(z) — 1| < ¢, Vo € U. O conjunto V =
{zH;x € U} é uma vizinhan¢a da identidade H em G/H em que |¢(zH) — 1| < &,
V xH € V. Consequentemente, ¢ é continua em H e, portanto, continua em todo
o G/H. Como x = 1 o ¢, concluimos que a aplicacio # é sobrejetiva. E imediato
que Ker 6 = i (caracter principal de G/H). Portanto, # é um isomorfismo, como
queriamos demonstrar. L]

Observacao: Na demonstracao do Teorema acima, a continuidade em H implica a
continuidade em todo o G/H devido a um resultado sobre continuidade uniforme em
grupos topologicos. Para mais detalhes, ver [Ros12, (5.40)].

Assim sendo, pelo Teorema acima, concluimos que o grupo de caracteres A(FE/F)
¢ isomorfo ao anulador de Gal(K/E) em A(K/F). Logo, A(E/F) pode ser mergu-
lhado como um subgrupo de A(K/F), como afirmado anteriormente. Além disso, pelo
Teorema [2.3.8] concluimos que A(K/E) = A(K/F)/A(E/F).

2.3.3 Caracteres de Gal(K/FE)

Agora vamos considerar o caso em que Gal(K/E) ¢ um subgrupo normal abeliano
de Gal(K/F), mas Gal(K/F) nao ¢é necessariamente abeliano. Como vimos na se¢ao
2.2 Gal(K/E) ¢ um Gal(E/F)-grupo abeliano. Podemos definir também uma agao de
Gal(E/F) no grupo de caracteres A(K/E). Se p € Gal(E/F) e a = a(z) € A(K/FE)
(x € Gal(E/F)), definimos pa em A(K/FE) da seguinte forma:

n: Gal(E/F)xA(K/E) — A(K/E)
(p,a) —  pa

onde (pa)(x) = a(zp) = a(s 'xs) e s é um elemento de Gal(K/F) tal que p é a classe
lateral de s modulo Gal(K/FE). Desta forma, A(K/FE) torna-se um Gal(E/F)-grupo a
esquerda discreto em que Gal(E/F) age continuamente.

Definicao 2.3.10. Sejam X e A grupos topologicos abelianos e seja G um grupo to-
pologico que age continuamente em X e em A, de modo que X € um G-grupo a direita
e A € um G-grupo a esquerda. Entao um par ordenado (x,a) de X e A serd chamado
um G-emparelhamento se

(xp,a) = (x, pa) re€X,acA

para todo p em G. |Iwab9a).

De acordo com a defini¢ao acima, tem-se que
(z,a) = a(x) x € Gal(K/FE), a € A(K/FE)
define um Gal(E/F')-emparelhamento entre A(K/FE) e Gal(K/E).



Capitulo 3

Grupos Profinitos

Neste Capitulo, estudaremos o conceito e algumas propriedades dos Grupos Profi-
nitos, que serao necessarios para o entendimento de um resultado que seré apresentado
no Capitulo 5. Alguns resultados presentes neste Capitulo nao se encontram demons-
trados aqui, mas todas as demonstragoes podem ser encontradas na referéncia [Zal00|.

3.1 Limites Inversos ou Projetivos

Nesta segao, definimos o conceito de limite inverso (ou projetivo) e estabelecemos
algumas de suas propriedades elementares. Vamos desenvolver o conceito e estabelecer
essas propriedades nos casos de espagos topologicos ou grupos topologicos. No entanto,
vale ressaltar que os conceitos e resultados obtidos aqui podem ser estendidos para
outros objetos, como conjuntos, anéis (topoldgicos), modulos,... ou para categorias
mais gerais.

Seja I = (I, =) um conjunto dirigido parcialmente ordenado ou poset dirigido, isto
é, I é um conjunto com uma relacao binaria =< satisfazendo as seguintes condigoes:

1 =1, parai € [;

(a
(

)
b) i < jej=kimplicai <k, parai,j k€ [;
(c) i 2 jej=iimplicai=j, parai,j € [; and
)

(d) sei,j €I, existe um k € I tal que i,j < k.

Um sistema inverso ou projetivo de espagos topologicos (resp. grupos topoldgicos)
sobre I consiste em uma colegao {X; | i € I} de espagos topologicos (resp. grupos
topologicos) indexados por I, e uma cole¢ao de aplicagoes continuas (resp. homomor-
fismos de grupos continuos) ¢;; : X; — X, definidas sempre que i >~ j, tal que os
diagramas da forma

k

X' Pik N X
X;

comutam sempre que estao definidos, isto é, sempre que ¢, 5,k € [ ei > j = k.

24
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Além disso, assumimos que ¢;; € a aplicacao identidade idy, em X;. Denotamos tal
sistema por {Xj;, ;;, I}, ou por {X;, ¢;;} quando ndo ha duvidas sobre o conjunto de
indices I em questao. Se X é um espago topologico fixado (resp. grupo topologico),
denotamos por {X,id} o sistema inverso {X;,¢;;, [}, onde X; = X para todo ¢ €
I, e pi; € a aplicac@o identidade id : X — X. Dizemos que {X,id} é o sistema
inverso constante em X . Um sistema inverso { X;, ;;, I } é chamado um sistema inverso
sobrejetivo se cada uma das aplicagoes p;; (i = j) é sobrejetiva.

Exemplo 3.1.1. Sejam I =N e p um nimero primo. Para cada i € N, seja Z/p'Z o
grupo aditivo dos inteiros mod p'. Entdo, para cada i > j, definimos

piji Z/PZ — Z[PL
n+p'Z +— n+p7L
para cada n € Z. Vejamos que p;; estd bem definida. Ora, @;; estd bem definida se,
e somente se, p'Z C p'Z. Dado p' € p'Z, temos que p' € P'Z se, e somente se, p’|p".
Mas p’|p* se, e somente se, i > j. Logo p'Z C p’Z e, portanto, p;; estd bem definida.
Seque que @;; € a aplicagao identidade para todo i € I, e sei > j > k, tem-se
©ik © pij = . De fato, sejan + p'Z € Z/p'Z, entio
(i © ij) (n + P'Z) = ji(pij(n + P'Z)) = @ju(n + P'Z) = n+ p*Z = pi(n + p'Z).
Logo {Z/p'Z, pi;, I} é um sistema inverso de grupos finitos.
Seja X um espaco topologico (resp. grupo topologico), {X;,¢i;, [} um sistema
inverso de espagos topologicos (resp. grupos topologicos) sobre um poset dirigido I, e
seja ¢; : X — X; uma aplicagdo continua (resp. homomorfismo de grupos continuo)

para cada ¢ € I. Dizemos que essas aplicagoes ¢; sao compativeis se @;; 0 ©; = @,
sempre que j = 1, isto €, se os seguintes diagramas comutam:

> X]
Com esses conceitos, podemos definir limite inverso.

Definigao 3.1.2. Um espago topoldgico (resp. grupo topolégico) X junto com aplica-
¢oes continuas compativeis (resp. homomorfismos continuos)

€ um limite inverso ou um limite projetivo do sistema inverso {X;, v;j, I} se a sequinte
propriedade universal € satisfeita: sempre que Y for um espago topoldgico (resp. grupo
topoldgico) com aplicagdes continuas compativeis (resp. homomorfismos continuos)

v Y — X, existe uma unica aplica¢io continua (resp. homomorfismo continuo)
VY — X tal que para todo i € I, o sequinte diagrama é comutativo:

Dizemos que ¥ € “induzido” ou “determinado” pelos homomorfismos compativeis ;.
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As aplicagoes ; : X — X, sao chamadas projecoes. As projegdes y; nao sao
necessariamente sobrejetivas. Nos denotamos o limite inverso por (X, ¢;), ou muitas
vezes apenas por X, por abuso de notagao.

Se {X;, I} é uma colegao de espagos topologicos (resp. grupos topologicos) indexa-
dos por um conjunto I, o seu produto direto ou produto cartesiano é o espaco topologico
(resp. grupo topolégico) HX"’ munido com a topologia produto. No caso de grupos

iel
topologicos, a operacao do grupo é definida coordenada a coordenada.
Proposicao 3.1.3. Seja {X;, pij, [} um sistema inverso de espagos topoldgicos (resp.
grupos topologicos) sobre um poset dirigido I. Entdo

(a) Existe um limite inverso do sistema inverso {X;, p;j, I'}.

(b) Este limite € unico no sequinte sentido. Se (X, ;) e (Y,v;) sdo dois limites do
mesmo sistema inverso {X;, p;;, I}, entao existe um unico homeomorfismo (resp.
isomorfismo topoldgico) ¢ : X —'Y tal que v; o p = p; para cada i € I.

Demonstragao: (a) Seja C' = HXZ» e para cada ¢ € [, considere m; a aplicagao
iel
projecao de C' em X;. Definimos o seguinte conjunto

X ={ce C| (pijom)(c) =mj(c), para todo 7,7, com j < i}

e p; = m; |x, para cada i. Entao (X, ¢;) é um limite inverso de {X;, ¢;;, [}. De fato, X
¢ um espago topologico (resp. grupo topologico) com aplicagoes continuas compativeis
(resp. homomorfismos continuos) ¢; : X — X;. Devemos mostrar que ele satisfaz a
propriedade universal.

Seja Y um espago topologico (resp. grupo topologico) com aplicagdes continuas
compativeis (resp. homomorfismos continuos) ¢, : ¥ — X;. O objetivo é mostrar
que existe uma unica aplicacdo continua (resp. homomorfismo continuo) ¢ : ¥ —
X tal que p; o) =1);, para cada 1.

Seja ¢ : Y — C a aplicacdo que leva cada y € Y em (3;(y)) € C. Entdo, para
todoy €Y,

(i 0 ) (y) = m(d(y)) = ¢i(y)-

Logo, m;ot) = ;. Além disso, ¢ é continua, pois sua composicao com cada aplicacio
projecao ¢é continua.

Como {¢; : Y — X;} é uma familia compativel de aplicagdes continuas, entao
sempre que ¢ = j, temos que ¥; = ¢;; 0 1;. Assim, se ¢ = j, entao

Tj 0 =1); = Qij 0 = ©ij 0T 0 Y.
Logo, a imagem de 1) esta contida em X. Agora defina ¢ : Y — X por
W(y) = Bly), para cada y.

Temos que 1) é continua e ¢; oy = 1);, para cada 1.
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Resta verificar a unicidade. Considere ¢ : Y — X uma aplicacdo continua
satisfazendo @; 01’ = 1; para cada i € I. Entao paracaday € Y ei € I, ' (y) = ¥(y)
em X;. Logo ¢/ = 1. Portanto, (X, ¢;) é um limite inverso de {X;, ¢;;, }.

(b) Suponhamos que (X, ¢;) e (Y,1;) sdo dois limites inversos do sistema inverso
{Xi, i, 1}. Como as aplicagbes 1; : ¥ — X, sdo compativeis, a propriedade uni-
versal do limite inverso (X, ;) mostra que existe uma tnica aplicagdo continua (resp.
homomorfismo continuo) ¥ : ¥ — X tal que ¢; 0 ) = 1); para todo ¢ € I. Analoga-
mente, como as aplicagdes ¢; : X — X; sdo compativeis e (Y, ;) é¢ um limite inverso,
existe uma unica aplicagdo continua (resp. homomorfismo continuo) ¢ : X — Y tal
que Y; o ¢ = ; para todo i € I.

¥y
Xzl o TT?Y
¥
Pi Py
X
Agora, observemos que
_¥e
I X
idx
X

comuta para cada i € I. Como, por defini¢cao, existe apenas uma aplicacao satisfazendo
essa propriedade, tem-se ¥ o ¢ = idx. Analogamente, p o9 = idy. Logo ¢ é um
homeomorfismo (resp. isomorfismo topologico). O

Se {X;, ¢ij, I} é um sistema inverso, denotamos o seu limite inverso por lim ;7 X;,
P

ou lim;X;, ou lim ; X}, ou lim X;, dependendo do contexto.
— — —

Proposicao 3.1.4. Seja {X;,¢i;} um sistema inverso de espagos topoldgicos nao-
vazios compactos e Hausdorff X; sobre um conjunto dirigido I. Entao

jm X,
el

€ nao-vazio. Em particular, o limite inverso de um sistema inverso de conjuntos finitos
Nnao-vazios € nao-vazio.

Agora vamos enunciar uma definicao e um resultado que serao necessarios nas
proximas secoes.

Definicao 3.1.5. Um espago topoldgico X que surge como limite inverso

de espacos finitos X; munidos com a topologia discreta € chamado um espago profinito.

Teorema 3.1.6. Seja X um espaco topoldgico. Entao as sequintes condigoes sao equi-
valentes.
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(a) X € um espago profinito
(b) X € compacto, Hausdorff e totalmente desconexo

(¢) X € compacto, Hausdorff e admite uma base de conjuntos abertos e fechados para
a sua topologia

3.2 Pro-C grupos

Definigao 3.2.1. Seja C uma classe nao-vazia de grupos finitos (isso vai sempre signi-
ficar que C contém todas as imagens isomorfas dos grupos em C). Definimos um pro-C
grupo G como um limite inverso

G = 1&[1 G,
iel
de um sistema inverso sobrejetivo {G;, p;i, I} de grupos G; em C, onde cada grupo
G, possui a topologia discreta. Pensamos em um tal pro-C grupo G como um grupo
topologico, cuja topologia ¢ herdada da topologia produto em [],.; Gi.

Dizemos que uma classe C é fechada por subgrupo se sempre que G € C e H < G,
entao H € C. Observamos que se a classe C é fechada por subgrupo, entao qualquer
limite inverso de um (ndo-necessariamente sobrejetivo) sistema inverso de grupos em
C é um pro-C grupo.

Um grupo G é um produto subdireto de uma colecao de grupos {G, | j € J} se
existe uma colegao de subgrupos normais {N; | j € J} de G tal que

ﬂszl e G/N; =G, paracadaje.J

jeJ

Observemos que se G ¢ um produto subdireto dos grupos {G; | j € J}, entdo G ¢
isomorfo a um subgrupo do produto direto [] jeJ Gj.

As propriedades dos pro-C grupos sao obviamente dependentes do tipo de classe C
que se considera. Vamos enunciar uma série de propriedades que uma classe C pode
satisfazer. De acordo com nossas necessidades, assumiremos que uma classe de grupos
finitos C satisfaz uma ou mais das seguintes propriedades:

(C1) C é fechada por subgrupo.
(C2) C éfechada pela tomada de quocientes, isto é,se G € Ce K < G, entao G/K € C.

(C3) C é fechada pela formagao de produtos diretos finitos, isto é, se G; € C (i =
1,...,n), entdo
[[ciec
i=1

(C4) Se G é um grupo finito com subgrupos normais Ny e Nj tais que G/Ny,G/N, € C,
entdo G/(N1NN3) € C. Equivalentemente, C ¢ fechado pela formagao de produtos
subdiretos finitos, isto ¢, se G; € C (i =1,...,n) e G é um produto subdireto de

Gi,...,G,, entao G € C.
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C é fechado pela formacao de extensoes, isto é, se

1 K250 H -1

é uma sequéncia exata curta de grupos (isto é, ¢ € um monomorfismo, ¢ é um
epimorfismo e Im(p) = ker(¢))) e K, H € C, entao G € C.

Notemos que (C1) mais (C3) implica em (C4); (C4) implica em (C3); e (C5) implica
em (C3).

Por exemplo, C pode ser a classe de todos os

grupos finitos; entdo C satisfaz as condigoes (C1)—(C5). Neste caso um pro-C
grupo é chamado profinito. Observemos que todo pro-C grupo é também profinito.

grupos ciclicos finitos; entao C satisfaz as condigdes (C1) e (C2), mas nao (C3),
(C4), (C5). Neste caso um pro-C grupo é chamado prociclico.

grupos soluveis finitos; entao C satisfaz as condigoes (C1)—(C5). Neste caso um
pro-C grupo é chamado prosolivel.

grupos abelianos finitos; entao C satisfaz as condigdes (C1)—(C4), mas nao (C5).
Neste caso um pro-C grupo é chamado proabeliano.

grupos nilpotentes finitos; entao C satisfaz as condigoes (C1)—(C4), mas nao (C5).
Neste caso um pro-C grupo é chamado pronilpotente.

p-grupos finitos, para um primo fixado p; entao C satisfaz as condigoes (C1)—(C5).
Neste caso um pro-C grupo é chamado pro-p.

Existem alguns nomes especiais para classes C de grupos finitos que satisfazem
algumas das condicoes acima. Apresentaremos dois deles.

Uma formag¢ao de grupos finitos é uma classe nao-vazia de grupos finitos C que
satisfaz (C2) e (C4).

Uma variedade de grupos finitos é uma classe nao-vazia de grupos finitos C que
satisfaz as condigoes (C1)—(C3)

Notemos que uma variedade é automaticamente uma formacao, e que uma formacao
fechada por subgrupo é uma variedade.

Lema 3.2.2. Seja

Gzl'&nGi

el

onde {Gi, pij, I} € um sistema inverso de grupos finitos G;, e sejam

i G—G; (i€l

0s homomorfismos de projecao. Entao

{Si | Si = Ker(p:)}

é um sistema fundamental de vizinhangas abertas do elemento identidade 1 em G.
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O seguinte andlogo do Teorema fornece caracterizacoes tuteis de pro-C grupos.

Teorema 3.2.3. Seja C uma formacao de grupos finitos. Entao as sequintes condigoes
em um grupo topoldgico G sao equivalentes.

(a) G € um pro-C grupo;

(b) G é compacto, Hausdorff, totalmente desconexo e, para cada subgrupo normal

aberto U de G, G/U € C;

(¢) G € compacto e o elemento identidade 1 de G admite um sistema fundamental U
de vizinhangas abertas U tais que (\,;,U =1 e cada U é um subgrupo normal

aberto de G com G/U € C;

(d) O elemento identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhangas
abertas U tal que cada U € um subgrupo normal de G com G/U € C, e

G = lim G/U.

veu

Demonstragao: (a) = (b): Suponhamos que

G - @ Gi,
iel

onde {G;,p;j, I} é um sistema inverso sobrejetivo de grupos em C. Denotemos por
i : G — G; (1 € I) os homomorfismos de projegao. De acordo com o Teorema ,
G é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo. Seja U um subgrupo normal aberto
de G. Pelo Lema [3.2.2] existe um S; = Ker(i;) com S; < U. Logo G/U é um grupo
quociente de G/S;. Como G/S; € C e C é fechado pela tomada de quocientes, tem-se
G/U € C.

(b) = (c): Pelo Teorema [3.1.6] o conjunto V' de vizinhangas abertas e fechadas de
1 em G é um sistema fundamental de vizinhancas abertas de 1 e

vV ={1}

Vey

Portanto, é suficiente mostrar que se V' é uma vizinhanca aberta e fechada de 1, entao
ela contém um subgrupo normal e aberto de G.

Se X é um subconjunto de G e n é um nimero natural, apenas para fins desta prova,
denotamos por X" o conjunto de todos os produtos x; - - - x,,, onde x4, ..., x, € X; além
disso, denotamos por X! o conjunto de todos os elementos 7!, onde x € X.

Definamos F' = (G — V)N V. Como V é compacto, V2 também o é; logo, F ¢é
fechado e, portanto, compacto. Seja x € V; entdo x ¢ G — F. Pela continuidade da
multiplicagao, existem vizinhancas abertas V, e S, de x e 1 respectivamente tais que
Ve, Se €V oand V.S, C G — F. Pela compacidade de V, existem finitos z1,...,x,
tais Vi, ..., Vs, constituem uma cobertura para V. Pomos S = (., S;,, e seja W =
SN S~ Entao W é uma vizinhanca simétrica de 1 (isto é, w € W se, e somente se,
wleW), WCV, eVW =G —F. Portanto VIW N F = (). Como também temos
que VW C V2 inferimos que VW N (G — V) = 0; logo VW C V. Consequentemente,

VIvTCV,
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para cada n € N. Como W é simétrico, segue que

R:UW”

neN

é um subgrupo aberto de G' contido em V. Logo a intersecao de todos os conjugados

de R
R = ﬂ (z7'Rx)
zeG
é um subgrupo normal aberto de GG. Finalmente, observemos que Rg C V pois

Re<RCVRC |[Jvwrcv.

neN

Logo Rg é o subgrupo normal aberto desejado contido em V.

(¢) = (d): Seja U como em (c). Fagamos de U um poset dirigido definindo U <V
se U C V, para U,V € U. Consideremos o sistema inverso {G /U, pyy } de todos os
grupos G/U (U € U) onde pyy : G/U — GV ¢é o epimorfismo natural para U C V.
Como os epimorfismos candnicos

wU G — G/U
sao compativeis, eles induzem um homomorfismo continuo

VG — l&rl G/U
Ueu
Devemos mostrar que ¢ é um isomorfismo de grupos topologicos. De acordo com o
Corolario 1.1.6 de [Zal00], ¢ é um epimorfismo. Para vermos que ¢ é um homeomor-
fismo, é suficiente provar que ¥ é um monomorfismo, visto que G é compacto. Agora,
sex € Gey(x)=1, entdo x € U para cada U € U. Como

U=t

veu

segue que x = 1, conforme necessario.
A implicagao (d) = (a) ¢ imediata. O

3.3 Grupos Profinitos como Grupos de Galois

Nesta se¢ao, vamos mostrar que, dada uma extensao galoisiana (finita ou infinita)
K/F, o grupo de Galois Gal(K/F) é um grupo profinito. Historicamente, esta é a
motivagao original para o estudo de grupos profinitos e a teoria de Galois continua
sendo a principal drea de aplicagoes de resultados em grupos profinitos.

Teorema 3.3.1. Seja K/F uma extensio galoisiana. Consideremos a cole¢io K =
{K; | i€ I} de todos os corpos intermedidrios F C K; C K tais que K;/F € uma ex-
tensao galoisiana finita. Entdo o grupo de Galois G = Gal(K/F'), munido da Topologia
de Krull, € um grupo profinito. Mais ainda,

Gal(K/F) = lim Gal(K;/F).

el
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Demonstragao: Para cada ¢ € [, consideremos o grupo de Galois finito G; =
Gal(K;/F). Seja U; = Gal(K/K;). Com esta notagao, tem-se G; = G/U;. Defini-
mos uma relagao de ordem parcial < no conjunto / da seguinte forma. Sejam i, j € [;
entao

i < jse K; C Kj, ou equivalentemente se U; = Gal(K/K;) > U; = Gal(K/K;).

Claramente (I, <) é um poset. Mais ainda, ¢ um poset dirigido. De fato, se K;, K; € K,
entdo existem polinémios f;(X), f;(X) € F[X] stais que K; e K, sao os corpos de
decomposicao contidos em K de f;(X) e f;(X) sobre F, respectivamente. Seja L o
corpo de decomposicao sobre F' do polinomio f;(X)f;(X), com L C K. Entado L C K.
Digamos que L = K; para algum t € I. Entao por definigao t = i, j.

Se i < j, definimos

por restricdo, isto é, ¢ji(0) = 0|k, onde 0 € Gg,/r. Observemos que pj; estd bem
definida, pois o(K;) = K, visto que K;/F é uma extensao normal. N6s obtemos desta
maneira um sistema inverso {Gj, @i, I} de grupos de Galois finitos. Consideremos os
homomorfismos
®:G=Gal(K/F) —limG; <[] G
el icl

definidos por

O(o) = (o

Ki)'

Devemos mostrar que ¢ é um isomorfismo de grupos topologicos. Ele é um mono-
morfismo, visto que Ker(®) = (),.;G; = 1. O homomorfismo ® é continuo pois a
composi¢ao

i€l

é continua para cada ¢ € I. Além disso, ¢ é uma aplicagao aberta pois

o) = (imG)n || IT &) x{ I 1k

Kngi Kngi

Finalmente, ® é um epimorfismo. De fato, se (0;) € lim G;, definimos 0 : K — K
por o(k) = o0;(k) para k € K;; entdo 0 € G and ®(0) = (0;). Com isso nds provamos
que G = @ G;. O resultado agora segue da caracterizacao de grupos profinitos obtida
no Teorema [3.2.3 O



Capitulo 4
Numeros p-adicos

Neste capitulo, estudaremos a construcao e algumas propriedades do corpo QQ, dos
nimeros p-adicos.

4.1 Meétricas nos nimeros racionais

Conhecemos uma métrica em Q, que é induzida pelo valor absoluto. Nesta subsecao,
veremos outras métricas que podem ser definidas no conjunto dos niimeros racionais.

Definigao 4.1.1. Seja p € {2,3,5,7,11,13,...} um primo qualquer. Para qualquer
inteiro nao-nulo a, o ordinal p-ddico de a, denotado por ord,a, € a maior poténcia de
p que divide a, isto é, o maior m tal que a = 0(mod p™).

Por exemplo:

ords35 =1, ords250 = 3, ord,96 = 5, ord,97 = 0.

Se a = 0, convencionamos escrever ord,0 = co. Notemos que ord, se comporta de
forma parecida com o logaritmo: ord,(a;as) = ord,a; + ord,as.

Para qualquer numero racional z = a/b, definimos ord,z como ord,a — ord,b. No-
temos que essa expressao depende apenas de x, e nao de a e b, isto €, se escrevermos
x = ac/be, obtemos o mesmo valor para ord,z = ord,ac — ord,bc.

Definimos entao uma aplicacao | |, em Q da seguinte forma:

1
pordpx ’

sex #0
||, =
0, se x = 0.

Proposigao 4.1.2. | |, é uma norma em Q.

Demonstragao: Vamos verificar a desigualdade triangular. Se x = 0 ou y = 0, ou se
x + 1y = 0, a desigualdade triangular é trivial, entao vamos supor que x, y e x + y sao
todos nao-nulos. Sejam = = a/b e y = ¢/d escritos na forma irredutivel. Entao temos:
z+y = (ad + bc)/bd, e ord,(x + y) = ord,(ad + bc) — ord,b — ord,d. Agora, notemos
que a maior poténcia de p que divide a soma de dois ntimeros é pelo menos o minimo
entre a maior poténcia que divide o primeiro e a maior poténcia que divide o segundo.
Desta forma, temos

33
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ord,(x + y) > min(ord,ad, ord,bc) — ord,b — ord,d
= min(ord,a + ord,d, ord,b + ord,c) — ord,b — ord,d
= min(ord,a — ord,b, ord,c — ord,d)

= min(ord,z, ord,y)

Portanto, |z + y|, = p~ @%@+ < max(p=od%® p=ordey) = max(|z|,, y],), e isto &
<|z|, + |y|,. As outras propriedades de norma sao imediatas. Logo, | |, é uma norma
em Q, como afirmado. O

Na verdade, nés provamos uma desigualdade mais forte do que a triangular, e é
essa desigualdade mais forte que leva a definicao basica da anélise p-adica.

Definigao 4.1.3. Uma norma é chamada nao-arquimediana se a desigualdade |x+y| <
max(|z|, |y|) sempre for valida. Uma métrica é chamada nao-arquimediana se para todo
z wale d(z,y) < max(d(z,z),d(z,y)); em particular, uma norma nao-arquimediana
induz uma métrica nao-arquimediana, visto que nesse caso, d(x,y) = |x —y| = |(z —
2)+ (2 — y)| < max(fe — 2|, |2 — yl) = max(d(z, 2), d(,9)).

Portanto, | |, ¢ uma norma nao-arquimediana em Q. Uma norma (ou métrica)
que nao é nao-arquimediana é chamada arquimediana. O valor absoluto é uma norma
arquimediana em Q.

Em qualquer espago métrico X, existe a no¢ao de uma sequéncia de Cauchy (a,,)
de elementos de X. Isso significa que para qualquer € > 0, existe um N tal que
d(am, a,) < € sempre que m > N en > N.

Dizemos que duas métricas d; e dy em um conjunto X sao equivalentes se uma
sequéncia é de Cauchy em relacao a d; se, e somente se, for de Cauchy em relagao a
ds. Dizemos que duas normas sao equivalentes se elas induzem métricas equivalentes.

Na definigao de | |, ao invés de (1/p)°™ ¥, poderiamos ter escrito p%® para qual-
quer p € (0,1). Nos teriamos obtido uma norma nao-arquimediana equivalente. Tem-se
também uma familia de normas arquimedianas que sao equivalentes ao valor absoluto
usual | |, a saber, as normas | |* quando 0 < a < 1.

As vezes escrevemos | | para denotar o valor absoluto usual. Esta é apenas uma
convencao de notagao e nao pretende implicar qualquer relagao direta entre | | €| |-

O termo norma “trivial” se refere a norma | | tal que [0 =0 e |z| = 1 para = # 0.

Teorema 4.1.4. (Ostrowski). Toda norma ndo-trivial || || em Q € equivalente a | |,

para algum primo p ou para p = Q.

Demonstragao: Caso (i). Suponhamos que existe um inteiro positivo n tal que
||| > 1. Seja ng o menor n com essa propriedade. Como |ng| > 1, existe um namero
real positivo « tal que ||ng| = n§. Agora escrevamos qualquer inteiro positivo n na
base ng, isto é, na forma

n:ao+a1n0+a2ng+--~+asn8, onde 0 < a; < ng e ag # 0.
Entao

Inll < llaoll + llasnoll + lazngll + -+ + llasng|

= llaoll + llar|| - 2§ + [lazl| - ng* + - - + [las|| - .
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Como todos os a; sdo < ng, pela nossa escolha de ng temos ||a;|| < 1, e entao

Il < 14 n§ +ng* + - +ng”
— nga(l 4 naa + na2a et nasa)
[e.9]
<SSy,
i=0
pois n > nf. A expressao dentro dos colchetes é uma constante finita, que chama-
remos de C. Logo,
In|| < Cn® paratodon=1,23,....

N

Agora tomamos qualquer n and qualquer NV grande, e pomos n"' no lugar de n na

desigualdade acima; entao tiramos a raiz N-ésima. Obtemos
N
In] < VCn®.

Fazendo N tender para infinito para n fixado, obtém-se ||n|| < n®.
Podemos obter a outra desigualdade da seguinte forma. Se n for escrito na base ng

como antes, temos njtt > n > ng. Como |[nit!|| = [[n+nit —nl| < |In]| + ||ng™ —n],
temos
Il = flng™ | = lIng*™* — |
> ng V= (0§t )",
visto que ||ns™ || = ||nol|**!, e podemos usar a primeira desigualdade (isto é, ||n|| < n®)

no termo que esté sendo subtraido. Logo,

[nll > n(()SH)a — (ngtt —n5)*  (visto que n > nj)
1 (0%
L

> C'n®

para alguma constante C' que pode depender de ny e o mas ndao de n. Como antes,
agora usamos essa desigualdade para n"V, tiramos a raiz N-ésima, e fazemos N tender
para infinito, finalmente obtendo: ||n| > n®.

Portando, ||n|| = n®. Pelas propriedades de norma, segue que ||z| = |z|* para
todo x € Q, e uma norma como esta ¢ equivalente & norma do valor absoluto | |. Isso
conclui a prova do teorema no Caso (i).

Caso (ii). Suponhamos que ||n|| < 1 para todos os inteiros positivos n. Seja ng o
menor n tal que ||n|| < 1; ng existe pois assumimos que || || é ndo-trivial.

O nimero ngy deve ser primo, pois se ng = ny - Ny com Ny € Ny ambos < ng, entao
|n1|| = ||n2|| = 1, e portanto ||ng|| = ||n1]| - ||n2]] = 1. Logo seja p o primo ny.

Afirmamos que ||g|| = 1 se ¢ é um primo diferente de p. Suponhamos que nao;
entao ||g|| < 1, e para algum N grande temos ||¢"|| = [|¢[|V < 3. Além disso, para
algum M grande, temos ||p™|| < % Como p™ e ¢V sao co-primos, podemos encontrar

inteiros m e n tais que: mp™ + ng”¥ = 1. Mas entao

L= 1] = [lmp™ + ng™|| < [lmp™ || + g™ || = [Im[{p" [ + In/la™ I
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como consequéncia das propriedades de uma norma. Mas ||m]|, [|n] < 1, logo

1 1
L< P +ldM <5 +5=1,
2 2
uma contradi¢do. Portanto, ||q|| = 1.
O trabalho esta praticamente finalizado, visto que qualquer inteiro positivo a pode
ser fatorado em divisores primos: a = plil pl; .- plr. Entao

bl

lall = [lps]** p2]** - - - Il

Mas o tnico ||p;|| que nao é igual a 1 sera ||p|| se um dos p;’s for p. O seu b; correspon-
dente sera ord,a. Logo, se denotarmos p = ||p|| < 1, temos
_ordypa
lal| = p*"°.
Pelas propriedades de norma, podemos concluir que essa igualdade é valida para

qualquer niimero racional nao-nulo x no lugar de a. E uma norma que satisfaz essa
propriedade é equivalente a | |,, o que conclui a prova do teorema de Ostrowski. [

Nossa intuigao sobre distancia esta baseada, é claro, na métrica arquimediana | |s.
Algumas propriedades das métricas nao arquimedianas | |, parecem muito estranhas
no inicio e demora um pouco até nos acostumarmos. Aqui estao dois exemplos.

Para qualquer métrica, a propriedade d(x,y) < d(zx, z) + d(z,y) é conhecida como
desigualdade triangular pois no caso do corpo C dos ntimeros complexos (com a métrica
d(a+bi,c+di) = \/(a — )2+ (b — d)?) ela diz que no plano complexo a soma de dois
lados de um triangulo é maior do que o terceiro lado.

dlx, z)
dz,y)

d(x,y) Yy

Figura 4.1: Desigualdade Triangular

Vejamos o que ocorre com uma norma nao-arquimediana em um corpo F. Por sim-
plicidade, vamos supor z = 0. Entao, pela desigualdade triangular nao-arquimediana,
temos: |z —y| < max(|z|, |y|). Suponhamos que os “lados” x e y possuem “comprimen-
tos” diferentes, digamos |x| < |y|. O terceiro lado |x — y| tem comprimento

|z —y| <yl

Mas

Yl = [z = (z = y)| < max(|z], [+ —y[)
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Como |y| ndo é < |z|, devemos ter |y| < |z —y|, e logo |y| = |z — y|.

Portanto, se dois lados x e y nao sao iguais em comprimento, o maior deles deve
ter o mesmo comprimento do terceiro lado. Ou seja, todo tridngulo é isésceles.

Isso realmente nao deveria ser muito surpreendente se pensarmos no que isso diz no
caso de | |, em Q. Isso diz que, se dois niimeros racionais sao divisiveis por poténcias
diferentes de p, entao a sua diferenca é divisivel precisamente pela menor poténcia de
p (que é o que significa ter o mesmo “tamanho” que o maior dos dois).

Essa propriedade bésica de um corpo nao-arquimediano — que |z+y| < max(|z|, |y|),
com a igualdade ocorrendo se |z| # |y| — serd chamada de “principio do tridngulo
isosceles” daqui em diante.

Como um segundo exemplo, definimos o disco aberto de raio r (r € um nimero real
positivo) com centro a (a é um elemento do corpo F') como

D(a;r) ={x € F;|zr —a| <r}.

Suponhamos que | | ¢ uma norma nao-arquimediana. Seja b um elemento qualquer em
D(a;r). Entao

D(a;r) = D(b;r),
isto é, todo ponto no disco é um centro. Porque isso ocorre? Bem,

r € D(a;r)=lr—a|<r
= |z —bl =|(z —a) + (a — D)
< max(|z — al,|a —b|)
<r
=x € D(b;r)

e a implicacao reversa ¢ demonstrada exatamente da mesma maneira.
Se definirmos o disco fechado de raio r e centro a como

Dla;r] ={z € F;|z —a| <1},

para ] | nao-arquimediana, noés analogamente encontramos que cada ponto em D[a; 7"]
é um centro.

4.2 O corpo dos ntimeros p-adicos

Ao longo desta subsegao, vamos fixar um nimero primo p # oo.

Seja S o conjunto de sequéncias {a;} de ntmeros racionais tais que, dado ¢ > 0,
existe N tal que |a; — a;|, < € se ambos i, j > N. Dizemos que duas dessas sequéncias
de Cauchy {a;} e {b;} sdo equivalentes se |a; — b;|, = 0 quando i — co. Definimos o
conjunto @, como o conjunto das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy.

Para qualquer z € Q, seja {z} a sequéncia de Cauchy “constante” em que todos os
termos sdo iguais a #. E 6bvio que {} ~ {2’} se, e somente se, x = 2/. A classe de
equivaléncia de {0} é denotada simplesmente por 0.

Definimos a norma | |, de uma classe de equivaléncia a como Zlgono |a;|,, onde {a;} é

um representante qualquer de a. O limite existe pois
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1. Se a = 0, entdo por definigao lim|a;|, = 0.
71— 00
2. Se a # 0, entao para algum ¢ e para todo N existe um iy > N com |a;,|, > €.
Escolhendo N suficientemente grande para que |a; — a;|, < € quando 7,5 > N, temos:
la; — a;|, < € para todo i > N.

Como |a;,|, > €, segue-se pelo “principio do tridngulo isosceles” que |a;|, = |a;ylp-
Logo, para todo i > N, |a;|, tem o valor constante |a;,|,. Esse valor constante é entao
ili>r£10|ai|p

Uma diferenga importante do processo de completar Q para obter R deve ser notada.
Indo de Q para R os valores possiveis de | | = | | foram extendidos para incluir todos
os nimeros reais nao-negativos. Mas indo de Q para Q, os valores possiveis de | |,
permanecem os mesmos, a saber, {p"},cz U {0}.

Dadas duas classes de equivaléncia a e b de sequéncias de Cauchy, escolhemos
quaisquer representantes {a;} € a e {b;} € b, e definimos a - b como a classe de
equivaléncia representada pela sequéncia de Cauchy {a;b;}. Se tivéssemos escolhido
outras sequéncias {a,} € a e {b;} € b, teriamos obtido

|agbi — aibs|, = |az(b; — bs) + bi(a; — a;)l,
< max(|ag(b; — b)lp, [bi(a; — ai)lp);

a medida que i — 0o, a primeira expressao se aproxima de |a|, - im |0, — b;|, = 0, e a
segunda expressao se aproxima de |b|, - lim |a] — a;|, = 0. Logo, {a;b}} ~ {a;b;}.

Definimos similarmente a soma de duas classes de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy escolhendo uma sequéncia em cada classe, definindo a adigao termo a termo,
e mostrando que a classe de equivaléncia da soma depende apenas das classes de equi-
valéncia das duas parcelas. Inversos aditivos também sao definidos da maneira 6bvia.

Para inversos multiplicativos, temos que ser um pouco cuidadosos por causa da
possibilidade de existirem termos nulos em uma sequéncia de Cauchy. No entanto, ¢é
facil ver que toda sequéncia de Cauchy é equivalente a uma sem termos nulos (por
exemplo, se a; = 0, substitua a; por a; = p'). Entao tome a sequéncia {1/a;}. Essa
sequéncia serda Cauchy a menos que |a;|, — 0, isto é, a menos que {a;} ~ {0}. Mais
ainda, se {a;} ~ {a;} e nenhum a; ou a} é zero, entao {1/a;} ~ {1/a;} é facilmente
provado.

Agora podemos verificar que o conjunto Q, das classes de equivaléncia de sequéncias
de Cauchy é um corpo com adig¢ao, multiplicacao e inversos definidos como acima. Por
exemplo, distributividade: sejam {a;}, {b;}, {c;} representantes de a, b, ¢ € Q,; entdo
a(b+ c) é a classe de equivaléncia de

{a,(bz + Cz)} + {albl + CLiCi},

e ab + ac é também a classe de equivaléncia dessa sequéncia.

Q pode ser identificado com o subcorpo de Q, formado pelas classes de equivaléncia
que contém uma sequéncia de Cauchy constante. Sob essa identificagao, notemos que
| |, em @, se restringe a | |, usual em Q.

Finalmente, vamos mostrar que é completo: se {a;};—12. é uma sequéncia de

? p 73 34y
classes de equivaléncia que ¢ Cauchy em Q,, e se tomarmos sequéncias de Cauchy
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representantes de nimero racionais {a;; ;=12 . para cada a;, onde para cada j tem-se
laji — aji|, < p~7 sempre que i,7 > Nj, entao a classe de equivaléncia de {ajn, }j=12,..
¢ o limite dos a;.

Provavelmente é adequado passar por uma construgao como essa, para nao esquecer
totalmente os fundamentos axiométicos sobre os quais tudo se apoia. Neste caso em
particular, a abordagem abstrata também nos da a chance de comparar a construcao
p-adica com a construcao dos reais, e ver que o procedimento ¢ logicamente o mesmo.
No entanto, apés o Teorema [4.2.2] seria sensato esquecer o mais rapido possivel sobre
“classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy” e comegar a pensar em termos mais
concretos. Para demonstrar este Teorema, vamos precisar do seguinte Lema.

Lema 4.2.1. Se x € Q e |z|, < 1, entdo para qualquer i existe um inteiro o € Z tal
que |a — x|, < p~t. O inteiro a pode ser escolhido no conjunto {0,1,2,3,...,p" — 1}.

Demonstracao: Seja x = a/b escrito na forma irredutivel. Como |z|, < 1, segue que
p nao divide b, e portanto b e p’ sdo co-primos. Logo podemos encontrar inteiros m e n
tais que: mb+np' = 1. Seja o = am. A ideia é que mb difere de 1 por uma quantidade
p-adicamente pequena, de modo que m é uma boa aproximagao para 1/b, e entdo am
é uma boa aproximagao para x = a/b. Mais precisamente, temos:

o — =T|p = |lam — (a/b)|p = |a/b|p|mb - 1|p
< [mb—1f, = |np'|, = [nlp/p" < 1/p".

Finalmente, podemos adicionar um multiplo de p’ ao inteiro o para obter um inteiro
de 0 a p* — 1 tal que |a — z|, < p~* continua valendo. Assim o lema esté provado. [J

Teorema 4.2.2. Toda classe de equivaléncia a em Q, tal que |a|, < 1 possui exata-
mente uma sequéncia de Cauchy representante da forma {a;} tal que:

(a) 0<a; <ajq parai=1,23,...

(b) a; = a;41 (mod p*) parai=1,2,3, ...

Demonstragao: Primeiramente, provamos a unicidade. Se {a,} é uma sequéncia
: - ' / S0 / io :
diferente satisfazendo (a) e (b), e se a;, # aj , entdo a;, # a;, (mod p*), pois ambos
~ i - . . _ /I — ! %
estao entre 0 e p’. Mas entao, para todo i > iy, tem-se a; = a;, # a;, = a; (mod p'),

isto ¢, a; # a (mod p™). Logo
|a; — ajl, > 1/p®

para todo i > iy, e {a;} # {a,}.

Agora suponhamos que temos uma sequéncia de Cauchy {b;}. Para cada j =
1,2,3, ..., seja N(j) um nimero natural tal que |b; —by|, < p~ sempre que i,7 > N(j).
(Podemos tomar a sequéncia N (j) de forma que ela seja estritamente crescente com j;
em particular, N(j) > j.) Notemos que |b;|, < 1se > N(1), pois para todo i’ > N (1)

|bilp < max(|byp, [bi — bylp)
< max(|bs |p, 1/p),
e |bi], = lal, <1 quando i — oo.

Agora vamos usar o Lema [£.2.T] para encontrar uma sequéncia de inteiros a;, onde
0 < a; < pj, tal que
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’aj - bN(j)‘p < 1/107

Afirmamos que {a;} ¢ a sequéncia desejada. Resta mostrar que a;41 = a; (mod p’)
e que {b;} ~ {a;}. A primeira afirmacao segue pois

laji1 — ajlp = laj1 — bngivr) + Ongisn) — bngy — (a5 — bng))lp
max(|aj+1 — On(it1)lps BN G+1) — DNy s las — D) [p)
max(1/p*, 1/p7,1/p)

1/p.

A segunda afirmacao segue pois, dado qualquer j, para i > N(j), tem-se

ININA

|ai — bilp = la; — aj + a; — bng) — (bi = bny)lp
max(|a; — a;lp, [a; — bng)lp, [b: — by lp)
max(1/p’, 1/p,1/p")

=1/p.

Logo |a; — b;|, — 0 quando i — oco. O teorema esta provado. O

E se o nosso ntimero p-adico a néo satisfaz a condigdo |a|, < 1?7 Entao podemos
multiplicar @ por uma poténcia p™ de p (no caso, pela poténcia de p que é igual a
lal,), para obter um numero p-adico ¢’ = ap™ que satisfaz |a/|, < 1. Entdo o’ ¢é
representado por uma sequéncia {a;} como no teorema, e a = a’p~™ é representado
por uma sequéncia {a;} em que a; = a,p~™

Agora é conveniente escrever todos os a; na sequéncia para a’ na base p, isto é,

a; = bo +bip +bop® + -+ biap,

onde os b’s sdo inteiros em {0,1,...,p — 1}. A condi¢do a; = a/,,(mod p’) significa
precisamente que

CL;+1 = b() + blp + bzp2 + -+ bi_lpi_l + bipi,

onde os digitos by a b;_; s@o todos iguais aos de a,. Assim, a’ pode ser pensado
intuitivamente como um nimero, escrito na base p, que se estende infinitamente para a
direita, isto é, nés adicionamos um novo digito cada vez que passamos de a; para a;_,.

Nosso a original pode entao ser pensado como um nimero decimal de base p que tem
apenas um nimero finito de digitos “a direita do ponto decimal” (isto é, correspondendo
a poténcias negativas de p, mas na verdade escrito a partir da esquerda) mas que possui
infinitos digitos para poténcias positivas de p:

bo b B
Q= — e
pmop

Aqui, por enquanto, a expressao a direita é apenas uma abreviagao para a sequéncia
{a;}, onde a; = bop™ + - - - + b;_1p"~ 1™, isto é, uma forma conveniente de pensar a
sequéncia {a;} toda de uma vez. Logo veremos que essa igualdade ¢ em um sentido
preciso uma igualdade “real”. Essa igualdade é chamada de “expansao p-adica” de a.

+ bm + bm+1p + bm+2p2 + e
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Agora, seja Z, = {a € Qp;|al, < 1}. Este ¢ o conjunto de todos os ntimeros em
Q, cuja expansao p-adica nao envolve poténcias negativas de p. Um elemento de Z,
é chamado um “inteiro p-adico”. (A partir de agora, para evitar confusdo, quando nos
referirmos a um inteiro antigo em Z, diremos “inteiro racional”.) A soma, a diferenga e
o produto de dois elementos de Z, estd em Z,, logo Z, ¢ um subanel do corpo Q,.

Se a,b € Q,, escrevemos a = b (mod p") se |a — b|, < p~", ou equivalentemente,
(a — b)/p" € Z,, isto ¢, se o primeiro digito ndo-nulo na expansao p-adica de a — b
ocorre nao antes do p"-ésimo lugar. Se a e b nao estao apenas em (Q, mas estao na
verdade em Z (isto é, sdo inteiros racionais), entao esta definigdo esta de acordo com a
defini¢do anterior de a = b (mod p").

Definimos Z como {z € Z,;1/x € Z,}, ou equivalentemente como {x € Z,;x #
O(mod p)}, ou equivalentemente como {x € Zy;|z|, = 1}. Um inteiro p-adico em Z; é
também chamado uma “unidade p-adica’”.

Agora, seja {b;}32_, uma sequéncia qualquer de inteiros p-adicos. Consideremos a
soma

b_ b_
Sy = —2 f L by bip + bop? + -+ bap
p p"
Essa sequéncia de somas parciais é claramente Cauchy: se M > N, entao |Sy —
Sulp < 1/pN. Logo ela converge para um elemento de @,. Como no caso de séries de
nimeros reais, definimos y ;- b;p’ como esse limite em Q,.

Mais geralmente, se {¢;} é uma sequéncia qualquer de nimeros p-adicos tal que

lcil, = 0 quando ¢ — o0, a sequéncia de somas parciais Sy = ¢ +¢c2 + - - -+ ¢cn
converge para um limite, o qual denotamos por »_.° | ¢;. Isso ocorre pois: |Sy —Sn|, =
lent1 +enge + -+ emlp < max(|entilp, [ens2lp, - -, [emp) que — 0 quando N — oo.

Assim, séries p-adicas sao mais faceis de verificar quanto a convergéncia do que séries de
nimeros reais. Uma série converge em Q, se, e somente se, seus termos se aproximam
de zero. Nao existe algo como a série harmonica 1 + % + % + - - - de nimeros reais, que
diverge mesmo que seus termos se aproximem de (0. Lembremos que a razao para isso
¢ que | |, de uma soma ¢é limitada pelo méximo (ao invés de apenas a soma) das | |,
das parcelas quando p # oo, isto é, quando | |, é ndo-arquimediana.

Retornando agora a expansoes p-adicas, vemos que a série infinita a direita na
definicao de expansao p-adica

]f—;+pil_1 e ot bap? £
(aqui b; € {0,1,2,...,p— 1}) converge para a, e portanto a igualdade pode ser vista no
sentido da soma de uma série infinita.

Notemos que a afirmac¢ao da unicidade no Teorema ¢ algo que nao temos no
caso arquimediano. Ou seja, decimais terminais também podem ser representados por
dizimas que possuem algum periodo: 1 = 0.999... = 0.9. Porém, se duas expansoes
p-adicas convergem para o mesmo nimero em Q,, entao elas sao as mesmas, isto €,
todos os seus digitos sao os mesmos.
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4.3 Aritmética em Q,

A mecanica de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao de numeros p-adicos é
muito parecida com as operagoes correspondentes em decimais. A tunica diferenca
é que os algoritmos sao feitos da esquerda para a direita ao invés da direita para a
esquerda. Aqui estao dois exemplos em Q7:

3 + 67 + 2.7 +
. . 2
X 4 + 5 7 + 1 72 _'_ 2 7—1 + 0_70 _'_ 3 71 _'_
5 + 47 _'_ 47 + -1 0 1
LT o 4y - 47! + 67 + 5.7 +
5.7 L 5.7+ 0.7 + 470+
5 + 5-7 4+ 4.7 +

Como outro exemplo, vamos tentar extrair o analogo para v/6 em Qs, isto é, que-
remos encontrar ag, ay, as, ..., 0 < a; < 4, tais que

(ap+ap-5+ay-52+---)2=1+1-5.

Comparando os coeficientes de 1 = 5% em ambos os lados, tem-se a3 = 1 (mod 5),
e portanto ag = 1 ou 4. Tomemos ay = 1. Entao comparando os coeficientes de 5 em
ambos os lados, encontramos 2a; -5 = 1 -5 (mod 5?), logo 2a; = 1 (mod 5), e entdo
a; = 3. No préximo passo temos:

1+41-5=(143-54+a3-5°)*=1+1-5+2ay-5° (mod 5%).

Portanto 2a; = 0 (mod 5), e ay = 0. Procedendo desta maneira, vamos encontrar uma
série

a=1+3-5+0-52+4-5 +a,-5"+as -5+
onde cada a; depois ag esta unicamente determinado.

Mas lembremos que nos temos duas escolhas para ag: 1 e 4. E se tivéssemos
escolhido 4 ao invés de 17 Nos terfamos obtido:

—a=4+1-5+4-5240-5°
+(4—ay) 5"+ (4—as)-5+---.

O fato de nos termos duas escolhas para ag, e entao, uma vez que escolhemos ag,
uma unica possibilidade para ai, as, as, ..., apenas reflete o fato de que um elemento
nao-nulo em um corpo como Q or R or @@, sempre possui duas raizes quadradas no
corpo se tiver alguma.

Nem todos os nameros em Q5 possuem raizes quadradas. Nos vimos que o 6 possui,
mas e o 7, por exemplo? Se tivermos

(ap+ar x5+--)>=2+1x5,

entdo terfamos a2 = 2 (mod 5). Mas isso ¢ impossivel, como vemos ao verificar os
valores possiveis para ag (0,1,2,3,4).
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Este método de resolucao da equacao 22 — 6 = 0 in Q5 — inicialmente resolvendo
a congruéncia a2 — 6 = 0 (mod 5) e, em seguida, encontrando os a; restantes de uma
forma “passo a passo” — é na verdade bastante geral, como demonstrado no seguinte
resultado, conhecido como “Lema de Hensel”.

Teorema 4.3.1. (Lema de Hensel). Seja F(z) = co+crx+- - -+ c,x™ um polindmio
cujos coeficientes sao inteiros p-ddicos. Seja F'(x) = ¢y +2cor+3c3x®+- - - +ne,x" 1 a
derivada de F(x). Seja ag wm inteiro p-ddico tal que F(ag) =0 (mod p) e F'(ag) Z0
(mod p). Entdo existe um tunico inteiro p-ddico a tal que

F(a)=0 e a=ag (mod p).

Pode-se encontrar uma demonstracao desse resutltado em |[Kob12, Teorema 3|. No
caso particular visto acima, tem-se F(z) = 2% — 6, F'(z) = 2z, ag = 1.

Vejamos agora algunas aplicacoes do Lema de Hensel.

Exemplo 4.3.2. Para cada inteiro k entre 0 e p — 1, k» = k (mod p). Seja f(z) =
2P —x. Temos entao f(k) =0 (mod p) e f'(k) =pkP™' —1=—1%0 (mod p). Pelo
Lema de Hensel, existe um unico wy € Z, tal que wf = wy e wy = k (mod p). Por
exemplo, wy =0 e w; = 1. Quando p > 2, w,_1 = —1. Outros wy para p > 2 sao mais
interessantes. Parap =5, wy € uma raiz de 2°—x = x(x*—1) = x(x—1)(z+1)(22+1).
Logo ws e w3 sao raizes quadradas de —1 em Zs:

wy =24+5+2-5°4+5+3.5"+4.5°4+2.5°+3.5" ...
w3 =34+3-54+2-524+3-55 451 42.55 457 ...

Oa numeros wy, para 0 < k < p — 1 sdo distintos porque jd sao distintos quando
reduzidos mod p, logo ¥ —x = x(xP~ —1) se decompoe completamente em Zy|x]. Suas
raizes em Z, sao 0 e as raizes (p — 1)-ésimas da unidade. O nimero wy, € chamado o
Representante de Teichmiiller para k.

O Lema de Hensel é frequentemente considerado um método para encontrar raizes
de polinémios, mas isso é apenas um aspecto: a existéncia de uma raiz. Ha também
uma parte de unicidade no Lema de Hensel: ele nos diz que existe uma tnica raiz
dentro de uma certa distancia de uma raiz aproximada. Usaremos essa unicidade para
encontrar todas as raizes da unidade em Q, .

Teorema 4.3.3. As raizes da unidade em Q, sio as (p — 1)-ésimas raizes da unidade
para p tmpar e =1 para p = 2.

Demonstragao: Se 2" = 1 em Q,, entdo |z[} = 1, logo |z, = 1. Isso significa que
toda raiz da unidade em Q) esta em Z;. Portanto, trabalhamos em Z; desde o inicio.

Primeiramente, vamos considerar raizes da unidade de ordem co-primo com p. Su-
ponhamos que (; e (2 sao raizes da unidade em Z; cujas ordens sao niimeros co-primos
com p. Seja m o produto das ordens dessas raizes da unidade. Entao ambas sao raizes
de f(z) =2™ —1 e m é co-primo com p. Como

‘f/@z) p= |m<im71’p =1,

o aspecto de unicidade do Lema de Hensel implica que a tnica raiz o de z™ — 1
satisfazendo | — (3], < 1 é (3. Logo, se (o = (; mod pZ,, entdo (; = (;: raizes
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distintas de unidade em Z; cujas ordens sao co-primos com p devem ser incongruentes
modp. No Exemplo , nos encontramos em cada classe lateral nao-nula modpZ,
uma raiz de 27! — 1, e p — 1 é co-primo com p. Portanto, cada classe de congruéncia
modpZ, contém uma raiz (p — 1)-ésima da unidade, logo as tnicas raizes da unidade
de ordem co-primo com p em Q, sdo as raizes de =¥~ — 1.

Agora consideramos raizes da unidade de ordem poténcia de p. Mostraremos que a
Unica raiz p-ésima da unidade em Z; ¢ 1 para p impar, e que as Unicas raizes quartas
da unidade em Z3 sdo +1. Isso implica que as tnicas raizes p"-ésimas (n € N) da
unidade em Z; sao 1 para p impar e £1 para p = 2. (Por exemplo, se houvesse uma
raiz p"-ésima da unidade nao-trivial em Q, para p # 2, entao haveria uma raiz da
unidade em Q, de ordem p, mas vamos mostrar que nao existe nenhuma). Esta parte
da demonstragao nao usara o Lema de Hensel.

Primeiramente consideramos p impar e supomos que (¥ = 1 em Z; com ¢ # 1.
Como (P = ¢ (mod pZ,), temos ¢ =1 (mod pZ,). Portanto, ( =1+ py com y € Z,.
Como ¢ # 1, ¢ ¢ umaraiz de (zF —1)/(x —1) =1+ x+2*+ -+ 2P~ 1. Para todos os
inteiros k > 0, (1 + py)* =1+ kpy (mod p?Z,), pelo teorema do bindmio. Assim,

0=1+(+C+-+¢!

3
—

Ck

i
= o

(1+kpy) (mod p*Z,)

i
o

plp—1)

5Py (mod p*Z,). (1)

Il
s
_l’_

Como p é fmpar, (p —1)/2 € Z, entao (1) implica 0 = p (mod p?), o que é uma
contradigao. Portanto, nao ha raiz p-ésima da unidade em Q, além de 1.

Agora consideramos o caso p = 2. Queremos mostrar que as Unicas raizes quartas
da unidade em Z} sao £1. Se ( € Z3 é uma raiz quarta da unidade e ( # %1, entao
(? = —1, portanto (> = —1 (mod 4Z,). No entanto,

(€Z;=C=1o0u3 (mod4Z,) = (*=1 (mod 4Z,)

e 1# —1 (mod 47Z5). Assim, nao hé raiz quarta da unidade em Q além de +1.

Para um primo p, uma raiz da unidade é um (dnico) produto de uma raiz da
unidade de ordem poténcia de p e uma raiz da unidade de ordem co-primo com p,
entdo as tnicas raizes da unidade em Q) sao as rafzes de 27~! — 1 para p # 2 e £1 para
p=2. ]



Capitulo 5

Extensoes Ciclotomicas

Comecaremos este Capitulo abordando extensoes ciclotomicas de um corpo arbi-
trario F'. Em seguida, veremos o caso particular de extensoes ciclotomicas de Q. Por
fim, apresentaremos um resultado a respeito de uma extensao galoisiana infinita F'/Q.

5.1 Extensoes Ciclotomicas

Definigao 5.1.1. Seja F um corpo arbitrdrio. Se w € F (fecho algébrico de F) e
w" =1, entdo w € uma raiz n-ésima da unidade. Se a ordem de w € n Mo grupo
multiplicativo F*, entao w € uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se w € uma raiz
da unidade qualquer, entdo a extensao de corpos F(w)/F é chamada uma extensdo
ciclotomica.

Destacamos dois fatos sobre raizes da unidade. Primeiro, se w € F é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade, entao vemos que char(F) ndo divide n pois, se n = pm,
onde char(F') = p, entdo 0 = w" — 1 = (W™ — 1)?. Portanto, w™ =1 e, logo, a ordem
de w nao seria n. Segundo, se w é uma raiz n-ésima da unidade, entao a ordem de w
no grupo F™* divide n, logo a ordem de w é igual a algum divisor m de n. O elemento
w é portanto uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

As n-ésimas raizes da unidade em um corpo K sao exatamente o conjunto das raizes
de ™ —1. Suponhamos que 2" — 1 se decompoe sobre K, e seja G o conjunto das raizes
n-ésimas da unidade em K. Entao G é um subgrupo finito de K*, logo G ¢ ciclico.
Qualquer gerador de GG é portanto uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Para descrever extensoes ciclotémicas, precisamos usar a funcdao phi de Euler. Se
n é um inteiro positivo, seja ¢(n) o nimero de inteiros positivos menores do que ou
iguais a n que sao co-primos com n. Precisamos também saber algumas propriedades
do grupo dos elementos invertiveis do anel Z/nZ. Se R é um anel comutativo com
unidade 1, entao o conjunto

R* ={a € R; existe b € R tal que ab =1}

¢ um grupo pela multiplicacao. Ele é chamado o grupo dos invertiveis de R. Se
R = 7Z/nZ, entao

(Z/nZ)* = {a+ nZ; mdc(a,n) = 1}.
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Portanto, |(Z/nZ)*| = ¢(n).
Vamos precisar também do teste da derivada, um critério para saber se um polino-
mio é separavel. Este critério estd no Lema abaixo e sera usado no Teorema |5.1.3]

Lema 5.1.2. (Teste de derivada) Seja F' um corpo e f(x) € Flx]. Se f(z) e f'(x) sao
co-primos em F[x], entao f(x) € separdvel.

Demonstragao: Vamos provar a contrapositiva: Se f(x) nao é separavel, entao f(x)
e f'(x) nao sdo co-primos. Seja K um corpo de decomposi¢ao de f(x) e suponhamos
que f(z) nao é separavel. Entao f(z) deve possuir uma raiz repetida v em K. Logo,
f(x) = (x — u)?g(x) para algum g(z) € K[z] e

fi(@) = (z = u)?g'(z) + 2(x — u)g(x).

Portanto, f'(u) =0-¢'(u)+0-g(u) = 0 e u é também uma raiz de f’(z). Se p(x) € F|x]
¢ o polindmio minimal de u, entdo p(x) é ndo-constante e divide f(z) e f'(z). Portanto,
f(z) e f'(x) ndo sdo co-primos. O

Agora vamos descrever extensoes ciclotémicas de um corpo base arbitrario.

Teorema 5.1.3. Suponhamos que char(F) nao divide n e seja K um corpo de de-
composi¢ao de x" — 1 sobre F. Entao K/F € galoisiana, K = F(w) € gerado por
qualquer raiz n-ésima primitiva da unidade w e Gal(K/F') é isomorfo a um subgrupo
de (Z/nZ)*. Portanto, Gal(K/F) € abeliano e [K : F| divide ¢(n).

Demonstragao: Como char(F') nao divide n, o teste da derivada mostra que z" — 1
¢é separavel sobre F. Portanto, K é normal e separavel sobre F'; logo, K é galoisiana
sobre F'. Seja w uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entao todas as raizes n-
ésimas da unidade sdo poténcias de w, logo " — 1 se decompoe sobre F'(w). Com isso,
concluimos que K = F(w).

Qualquer automorfismo de K que fixa F' é determinado pelo que ele faz em w. No
entanto, qualquer automorfismo restringe-se a um automorfismo de grupo do conjunto
de raizes da unidade, logo ele envia o conjunto das raizes n-ésimas primitivas da unidade
em si mesmo. Qualquer raiz n-ésima primitiva da unidade em K é da forma w! para
algum t co-primo com n. Portanto, a aplicacao

0: GalK/F) — (Z/nZ)*
o — t+nZ ,

onde o(w) = w', esta bem definida. Se 0,7 € Gal(K/F), com o(w) = w' e 7(w) = w*,
entao (07)(w) = o(w®) = w, logo 6 é um homomorfismo de grupos. O Kernel de 6 é
o conjunto de todos os o com o(w) = w; isto é, ker(#) = (id). Portanto, € é injetiva,
logo Gal(K/F) ¢ isomorfo a um subgrupo do grupo abeliano (Z/nZ)*, um grupo de
ordem ¢(n). Isso completa a demonstragao. ]

Exemplo 5.1.4. A estrutura de F' determina o grau de [F(w)/F| ou, equivalentemente,
a ordem de Gal(F(w)/F). Por exemplo, seja w = €*™/8 uma raiz oitava primitiva da
unidade em C. Entdo w* =i é uma raiz quarta primitiva da unidade. O grau de Q(w)
sobre Q € 4, como veremos abaizo. Se F' = Q(i), entdo o grau de F(w) sobre F' € 2,
visto que w satisfaz o polinémio x* —i sobre F ew ¢ F. Se F =R, entio R(w) = C,
logo [R(w) : R] = 2. Na verdade, se n > 3 e se T é qualquer raiz n-ésima primitiva da
unidade em C, entao R(w) = C, logo [R(7) : R] = 2.
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No exemplo abaixo, denotamos o corpo Z/pZ dos inteiros mod p por F, e o polino-
mio minimal de w sobre F' por min(F,w).

Exemplo 5.1.5. Seja ' =TF;y. Se w € uma raiz cubica primitiva da unidade sobre F,
entio w € uma raiz de 2* — 1 = (z — 1)(x* + 2+ 1). Comow # 1 ea?+x+1¢
irredutivel sobre F', temos [F(w) : F] =2 e min(F,w) = 2% + z + 1.

Se p € uma raiz sétima primitiva da unidade, entdo fatorando 7 — 1, obtemos

T —1=@-D*+z+ 1)@+ 2% +1).

O polinémio minimal de p é portanto uma dessas equagoes cibicas, logo [F(p) : F] = 3.
Das seis raizes sétimas primitivas da unidade, trés possuem x°+x+1 como seu poliné-
mio minimal, enquanto as outras possuem x> + x? + 1 como seu. Esse comportamento
€ diferente das extensoes ciclotomicas de Q, como veremos abaizro, visto que todas as
raizes n-ésimas primitivas da unidade sobre QQ possuem o mesmo polinémio minimal.

5.2 Extensoes Ciclotomicas de QQ

Agora vamos focar a atencao nas extensoes ciclotomicas de Q. Sejam wy, ..., w, as
raizes n-esimas primitivas da unidade em C. Entao

{wi, ..., wy} = {2/ mdc(t,n) = 1},
logo existem ¢(n) raizes n-ésimas primitivas da unidade em C.

Defini¢ao 5.2.1. O n-ésimo polinémio ciclotomico ¥, (x) = H (x —w;) € o
mdc(i,n)=1

polinémio monico em Clz| cujas raizes sao exatamente as raizes n-ésimas primitivas

da unidade em C.

Por exemplo,

Uy(z)=x—1
Uy(x)=x+1
Uy(z) = (z —i)(z+14) =22 + 1

Mais ainda, se p é primo, entao todas as raizes p-ésimas da unidade sao primitivas
exceto pela raiz 1. Portanto,

V()= —1)/(z—1) =2 427>+ -+ +1

Por essa definigao de W, (x), ndo esta claro que ¥, (z) € Q[z], nem que V¥, (x) é
irredutivel sobre Q. No entanto, vamos verificar o primeiro desses fatos no seguinte
Lema e o segundo no Teorema [5.2.3

Lema 5.2.2. Seja n um inteiro positivo. Entio z" —1 = [],, Va(z). Mais ainda,
U, (z) € Z[z].
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Demonstragao: Sabemos que 2" — 1 = [[(# — w), onde w varia sobre o conjunto das
raizes n-ésimas da unidade. Se d é a ordem de w em C*, entao d divide n, e w é uma
raiz d-ésima da unidade. Reunindo todos os termos de raiz d-ésima da unidade nesta
fatoracao, obtemos a primeira afirmacao.

Para a segunda, utilizamos indu¢ao em n; o caso n = 1 é claro, visto que ¥y (x) =
x — 1. Suponhamos que V,(z) € Z[z] para todo d < n. Entao pela primeira parte,
temos

—1= J[ Walx)] - Va(2).
dln,d<n

Como 2" —1 e [],, Ya(z) sdo polindmios monicos em Zz], o algoritmo da divisdo para
polindémios mostra que ¥, (z) € Z[z]. O

Podemos utilizar este lema para calcular os polindémios ciclotéomicos W, (x) por re-
cursao. Por exemplo, para calcular ¥g(x), temos

28 — 1 = Ug(a)Wy(z)Vy(z) V()
logo

8 —1 4
) = @y - © !

O préximo teorema é o fato principal sobre polinémios ciclotémicos e nos permite
determinar o grau de uma extensao ciclotomica sobre QQ.

Teorema 5.2.3. Seja n um inteiro positivo. Entio V,(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Para provar que ¥, (z) é irredutivel sobre Q, suponhamos que nao.
Como V¥, (z) € Z[z| e é monico, ¥,,(x) é redutivel sobre Z pelo Lema de Gauss.
Digamos que ¥,, = f(z)h(z) com f(z),h(x) € Z[x] ambos moénicos e f irredutivel
sobre Z. Seja w uma raiz de f. Afirmamos que w? é uma raiz de f para todos os primos
p que nao dividem n. Se isso for falso para um primo p, entao como wP é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade, w? é uma raiz de h. Como f(x) é monico, o algoritmo
da divisao mostra que f(x) divide h(z?) em Z[z]. A aplicagao Z[zr] — F,[z] definida
pela redugdo dos coeficientes mod p é um homomorfismo de anéis (aqui F, representa
o anel Z/pZ dos inteiros mod p). Para g € Z[z], seja g a imagem de g(x) in F,[z]. A

reducao mod p fornece ¥, (z) = f - h.

Como ¥, (z) divide 2™ — 1, o teste da derivada mostra que ¥,,(x) ndo possui raizes
repetidas em qualquer extensao de IF,, visto que p nao divide n. Agora, como a” = a
para todo a € F,, vemos que h(x?) = h(z)r. Portanto, f divide h?, logo qualquer
fator irredutivel g € F,[z] de f também divide h. Logo, ¢2 divide fh = U, (z), o que
contradiz o fato de ¥,, ndo possuir raizes repetidas.

Isso prova que se w é uma raiz de f, entao w? é também uma raiz de f, onde p é
um primo que nao divide n. Mas isso significa que todas as raizes n-ésimas primitivas
da unidade sao raizes de f, pois se & é uma raiz n-ésima primitivas da unidade, entao
a = w', onde t é co-primo com n. Entao a = wP'"?r, onde cada p; é co-primo com
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n. Vemos que wP' é uma raiz de f, logo (wP')P2 = wPP? ¢ também uma raiz de f.
Continuando com este processo, vemos que a é uma raiz f. Portanto, toda raiz n-
esima primitiva da unidade é uma raiz de f, logo ¥, (z) = f. Isso prova que ¥, (x) é
irredutivel sobre Z, e portanto W, (x) é também irredutivel sobre Q. O

Se w é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em C, entao o Teorema acima mostra
que ¥, (x) é o polindmio minimal de w sobre Q. O seguinte Corolario descreve extensoes
ciclotémicas de Q.

Corolario 5.2.4. Se K é um corpo de decomposi¢io de " — 1 sobre Q, entdao [K :
Q] = ¢(n) e Gal(K/Q) = (Z/nZ)*. Mais ainda, se w é uma raiz n-ésima primitiva da
unidade em K, entao Gal(K/Q) = {o;; mdc(i,n) = 1}, onde o; € determinado por
oi(w) = w'.

Demonstragao: A primeira parte do Coroléario segue imediatamente dos Teoremas
e 5.2.3l A descrigao de Gal(K/Q) é uma consequéncia da demonstragao do
Teorema [5.1.3

Exemplo 5.2.5. Seja w uma raiz sétima primitiva da unidade em C e seja K = Q(w).
Pelo Coroldrio Gal(K/Q) = (Z/TZ)*, o qual é um grupo ciclico de ordem 6. O
grupo de Galois de K/Q ¢é {01, 09,03,04,05,06}, onde 0;(w) = w'. Logo, oy = id, e ¢
fdcil verificar que o3 gera esse grupo. Mais ainda, o; 0 0; = 0,5, onde 0s indices sao
multiplicados mddulo 7. Os subgrupos de Gal(K/Q) sao portanto

<Zd>7 <0§>7 <0-?2>>’ <03>7

cujas ordens sao 1,2,3 e 6, respectivamente. Vamos encontrar os corpos intermedidrios
correspondentes. Se L é o corpo fizado de (03), entdo, como o3 = og, tem-se [K : L] =
|{(o6)| = 2 pelo teorema fundamental. Para encontrar L, notemos que w deve satisfazer
uma equacao quadrdtica sobre L e que essa equacgao €

(7 —w)(z — o6(w)) = (v — w)(x — ).

Ezxpandindo, esse polindmio é
2 — (w+ w7+ ww® =2 — (w+ )z + 1.

Portanto, w + w5 € L. Se denotarmos w = e*™/7 = cos(21/7) + isen(27w/7), entdo
w+wb = 2cos(27 /7). Portanto, w satisfaz uma equagio quadrdtica sobre Q(cos(2mw/7));
logo, L tem grau no mdximo 2 sobre este corpo. Isso for¢a L = Q(cos(2w/7)). Com
cdlculos semelhantes, podemos encontrar o corpo fizado de (03). Seja M este corpo. A
ordem de o9 € 3, logo [M : Q] = 2. Portanto, basta encontrar um elemento de M que
nao esteja em Q para gerar M. Seja

a=w+oy(w) +oi(w) =w+w? +w

Este elemento esta em M pois € firado por . Porém, o nao estd em Q visto que nao
€ fixado por o¢. Para ver isso, notemos que

os(w) = WO+ W'+

:w6+w5+w3.
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Se o¢(a) = a, esta equagdo nos daria um polinémio de grau 6 para o qual w € uma
raiz, e este polindmio nao € divisivel por

min(Q,w) = ¥r(z) =2 +2° + ' +2° + 2” + 2 + 1,

uma contradigdo. Isso forca a ¢ Q, logo M = Q(«v). Portanto, os corpos intermedid-
rios de K/Q sao

K, Q(cos(2m/7)), Q(w + w? + w?), Q.

Exemplo 5.2.6. Seja w = e*™/® = (1 +1i)/v2 e seja K = Q(w). O grupo de Galois
de K/Q € {o01,03,05,07}, e note que cada um dos trés automorfismos de K diferentes
da identidade tem ordem 2. Os subgrupos desse grupo de Galois sao portanto

(i), {3), {05), (07), Gal(K/Q).

Cada um dos trés corpos intermedidrios proprios tem grau 2 sobre Q. Um € fdcil de
encontrar, visto que w? =i € uma raiz quarta primitiva da unidade. O grupo associado
a Q(i) € (05), pois o5(w?) = W' = w?. Comow = (1+i)/vV2 ew™ = (1 —14)/V2,
vemos que V2 =w+w ' € K. O elemento w+ w™ = w+w’ € fizado por o7; logo,
o corpo fizado de (o7) € Q(v/2). Sabemos que v2 € K ei € K, logo /=2 € K FEste

elemento deve gerar o corpo fizado de (o3). Os corpos intermedidrios sao portanto

K, Q(v=2), Q(W-1), Q(v2), Q.

A descricao dos corpos intermedidrios também mostra que K = Q(\/Z i).

5.3 Uma extensao F/Q

Nesta se¢ao, vamos construir uma extensao galoisiana infinita F'/Q

Seja p um primo impar que deixaremos fixado daqui em diante. Para cada n > 1,
seja (, uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e seja Fj, o corpo ciclotomico obtido
pela adjungao de ¢, ao corpo Q dos nameros racionais: F,, = Q((,)

Observemos que, para todo n, anH = (¢P")» = 17 = 1. Ou seja, para todo n,
¢, ¢ uma raiz p"*T!-ésima da unidade. Portanto, tem-se uma sequéncia crescente de
extensoes F,,/Q:

QCcF CFC---CF,C---
[e.e]
Seja F = U F,. Entao F'/Q é uma extensao galoisiana infinita. Nosso intuito é

n=1
mostrar que o grupo Gal(F/Q) é isomorfo ao grupo multiplicativo Z,, das unidades

p-adicas. Ora, pelo Corolério [5.2.4] para cada n, tem-se
Gal(F,/Q) = (Z/p"Z)"

Agora, para cada n € N, seja A, = (Z/p"Z)* e consideremos o sistema inverso de
grupos {A,, @nm} onde os homomorfismos ¢y, sdo definidos da seguinte forma:

a (modp") +—— a (mod p™)
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Por exemplo, suponhamos que p = 3, n =5 e m = 3, e seja a = 220 € (Z/3°Z)*.
Entao, ¢s3(a) = 4, visto que 220 = 4 (mod 3%).
O limite inverso lim A, & isomorfo ao grupo multiplicativo Zy (ver [Serl12]). Além

neN
disso, pelo Teorema [3.3.1] sabemos que Gal(F/Q) = T&nGal(Fn/Q). Assim sendo,
neN
temos :
Gal(F/Q) = lim Gal(F, /Q) = lim A, ~ Z;
neN neN

logo Gal(F/Q) = Z;, como querfamos.
Se o € Gal(F'/Q) e {an}n=12,. ¢ a sua imagem em Z, podemos, para cada n € N,
tomar a restrigdo o|g,. Temos o((,) = ((,)*", onde a,, é o n-ésimo termo de {a,}.
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