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Resumo

Neste trabalho investigaremos o diagrama de fase estdtico e dinamico dos modelos de
spins: Ising com campo aleatorio com uma distribuicao de probabilidade bimodal, Blume-
Capel e Blume-Capel com campo externo oscilante, utilizando as aproximacgoes de campo
médio (MFA) e de campo efetivo (EFT). As propriedades térmicas de equilibrio sdo ob-
tidas teoricamente via o formalismo matematico da mecanica estatistica de Boltzmann
e Gibbs. Os estados estacionarios dos modelos cinéticos sao descritos pela dinamica
estocastica de Glauber. Usando MFA mostramos que as linhas de primeira ordem ob-
tidas no equilibrio, através da construcao de Maxwell para a energia livre, e fora do
equilibrio sao diferentes . A fim de analizar a estabilidade do sitema, o expoente de
Lyapunov é calculado numericamente. Nesta aproximacao foram encontrados valores dis-
tintos de H.(D.) para o modelo de Ising com campo aleatério (Blume-Capel), isto é,
H_(estatico)[D,(estético)|# H.(dinamico)[D.(dinamico)|. Por outro lado, usando EFT as
linhas de primeira ordem, também diferem, mas agora temos H.(estatico)[D.(estatico)|=
H.(dinamico)[D,(dinamico)]. Comparamos nossos resultados da dindmica com o valor
de H, obtido via simulacao de Monte Carlo fora do equilibrio e mostramos que ha um
acordo satisfatorio do ponto de vista quantitativo. A energia do sistema representado
pelo modelo Blume-Capel com campo externo oscilante nao permanece fixa ao longo
da evolugao, oscilando para todo instante de tempo, portanto, nao é possivel obter as
propriedades estaticas pelo formalismo da mecanica estatistica do equilibrio. Obtivemos
diagramas de fase onde encontramos regides ordenadas (ferromagnéticas), desordenadas

(paramagnética) e regices de coexisténcia.



Abstrat

In this paper we investigate the phase diagram of the static and dynamic models of spins,
with random field Ising with a bimodal probability distribution, Blume-Capel and Blume-
Capel with oscillating external field, using the mean field approximation (MFA) and the
effective field (EFT). The thermal properties of balance are theoretically obtained via the
mathematical formalism of statistical mechanics of Boltzmann and Gibbs. The stationary
states of the kinetic models are described by the stochastic dynamics of Glauber. Using
MFA show that the lines in balance first order obtained by Maxwell’s construction for
the free energy, and out of balance are different. To analyze the stability of sitema the
Lyapunov exponent is calculated numerically. In this approach we found values distinct
H.(D,) for the Ising model with random field (Blume-Capel), ie H. (static) [D. (static)]
# H. (dynamic) [D, (dynamic)]. On the other hand, using EFT for first order lines also
differ, but now we have H,. (static) [D. (static)] = H. (dynamic) [D. (dynamic)]. We
compared our results with the dynamic value of H, obtained via Monte Carlo simulation
out of balance and show that there is a satisfactory agreement in quantitative terms. The
energy of the system represented by the Blume-Capel model with oscillating external field
does not remain fixed over of evolution, swinging every second of time, so can not obtain
the static properties of the formalism of equilibrium statistical mechanics. Returned
diagrams phase regions where we find ordered (ferromagnetic), disordered (paramagnetic)

and regions of coexistence.
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com o aumento da temperatura reduzida e, em 7. = 0.4950, sofre uma

transicao de fase de primeira ordem. . . . . . . . .. ... ... ... ...

B3

Newton-Raphson em acao. Comecando com xy, as sucessivas iteracoes se

aproximam do zero da funcao. A posicao de x, e do zero real da funcao

sao indistinguivels nesta escalal. . . . . . . .. ... L.

X1



[C.1 A dependeéncia térmica da magnetizacao média (a linha sélida grossa) e

dos expoentes de Lyapunov A e A, (a linha sélida fina) para d = 0.25 e

h = 0.715, o indice s indica a solucao simétrica que corresponde a fase P e o

indice a indica a solucao anti-simeétrica que corresponde a fase F' . [, e T, sao

as temperaturas de transicao de fase de primeira ordem e segunda ordem,

respectivamente. Devido a condicao inicial m(0) = 0 o sistema apresenta

duas sucessivas transicoes de tfases, uma de primeira ordem e a outra de

segunda ordem que ocorrem em 1; = 0.09 e T,. = 0.27, respectivamente. | . 120
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais

Desde o inicio do século XX que pesquisadores tém-se dedicado a entender as propri-
edades magnéticas em diversos compostos, onde modelos sao propostos a fim de mode-
lar estas propriedades. O estado de equilibrio de um sistema é caracterizado por uma
constancia no decorrer do tempo em suas propriedades macroscopicas. As propriedades
termodinamicas de equilibrio sao obtidas teoricamente via o formalismo matematico da
mecanica estatistica de Boltzmann e Gibbs. Este formalismo matematico esta bem es-
tabelecido na literatura. Por outro lado, uma teoria (mecénica estatistica) microscépica
para estudar as grandezas termodinamicas fora do equilibrio nao se encontra bem soli-
dificada, mas alguns aspectos gerais sao descritos com base em aproximacoes do sistema
real (complexo).

A natureza é bastante complexa quanto a medida exata de uma certa grandeza de um
determinado sistema. O que conseguimos obter como resposta quando tentamos aferir
uma grandeza, nada mais é que o comportamento médio de tal grandeza ao longo do
tempo, uma média temporal. No laboratério, ao tentarmos medir a temperatura de um
sistema, por exemplo, coloca-se um termometro em contato com o sistema e espera-se
o tempo evoluir, até que a temperatura nao varie mais. Entao, o termometro apresenta
uma medida estacionaria desta grandeza.

A mecanica estatistica de equilibrio é uma ferramenta matematica que auxilia na des-
crigado mascroscopica de sistemas fisicos da natureza nos seus diversos estados da matéria.

Do ponto de vista tedrico, a dinamica dos spins estuda a evolucao temporal da magne-



tizacao e mostra que o sistema evolui para uma magnetizagao que nao varia mais com
o tempo, a solucao estaciondria. Uma questao que se indaga sobre esta situagao é se
ela seria a solucao do sistema em equilibrio termodinamico? Tentando responder essa
questao, abordaremos um assunto muito interessante que é a dinamica de spins. O es-
tudo de sistemas no equilibrio termodinamico ¢ bastante explorado ao longo da histéria,
o equilibrio que é bem definido na mecanica estatistica do equilibrio, esta relacionado ao
estado de minimo de energia interna e na maxima entropia [1, 2, 3], 4], que equivale ao
minimo global da energia livre.

Para estudar a dinamica de qualquer sistema fisico seguimos basicamente cinco pas-
sos: No caso especifico de um sistema de spins, o primeiro passo é definir como sao as
interagoes entre os constituintes microscépicos do sistema, o Hamiltoniano de spins. O
segundo passo ¢ descrever a dinamica do sistema, dada as interagoes e escrever as equagoes
de movimento. O terceiro passo é escolher uma representacao termodinamica, descrever
quais os parametros macroscopicos que serao fixos (Ex.: entropia, energia interna, tempe-
ratura, etc.). O quarto passo é o processo de integracao numérica, integrando as equagoes
diferenciais e obtendo as solugoes. O tltimo passo € calcular as grandezas termodinamicas,
como se trata de um sistema dinamico, onde as grandezas evoluem com o tempo, precisa-
se calcular, por exemplo, uma grandeza que é o valor médio dos momentos de dipolos
orientados em uma dada diregao. Com isso, obtem-se o comportamento da magnetizagao
média em funcao da temperatura. Seguindo esses passos podemos descrever os estados
estacionarios de um sistema dinamico. O que realmente esse procedimento descreve é
o que a termodinamica faz, com uma unica diferenca, a limitacao computacional, uma
vez que a termodinamica “resolve” um sistema com 10?* particulas. Teoricamente, nem
mesmo com os melhores recursos computacionais, nao conseguimos uma solucao exata, e
mesmo que o fizéssem caso o fizessem o tempo computacional seria invidvel ( da ordem
da idade do universo) para a maioria dos modelos de spins (Hamiltonianos).

O estudo da dinamica de spins pode ser dividido em dinamica molecular e dinamica
estocastica. No caso da dinamica molecular, dadas as interacoes entre os spins, as
equagcoes de movimento aparecem naturalmente, e o tratamento dos constituintes podem
ser quantico (equacao de Heisenberg) ou classico (2% lei de Newton para a rotacdo). Na
dinamica estocéstica, pressupoe-se que os spins se movimentam regidos por uma equagao

dinamica probabilistica, uma equacao mestra que depende de uma taxa de transicao



(probabilidade por unidade de tempo com que os spins se movimentam). Existem varias
dindmicas estocésticas (dinamica de Glauber, Metropolis, etc.), que diferem entre si é
a escolha das taxas de transicoes. Nesta dissertacao, abordaremos através da dinamica
estocastica de Glauber sistemas que consistem de varidveis de spin Ising, que interagem
ferromagneticamente com seus vizinhos mais préximos. Nosso objtivo bésico é comparar
os estados estacionarios desses sistemas com os estados de equilibrio termodinamico.

Devido as interagoes dos constituintes microscopicos (efeito cooperativo) e aos tipos de
elementos quimicos arranjados numa estrutura cristalina, os materiais magnéticos apre-
sentam diversos tipos de ordenamentos (ferromagnéticos, antiferromagnéticos, vidro de
spins, etc). No caso particular dos compostos ferromagnéticos, quando aumentamos a
temperatura, a magnetizagao (ordenamento médio dos momentos magnéticos) decresce e
vai a zero ao atingir a temperatura critica T, (temperatura de Curie). Dizemos, entao, que
o sistema sofreu uma transicao de fase, onde paraT < T, e T > T, temos uma ordem ferro-
magnética e um estado desordenado (paramagnético), respectivamente. Numa linguagem
mais moderna, ao atingir 7' = T, temos uma quebra espontanea de simetria, na qual na
regiao desordenada (7" > T,.), o sistema é invariante por rotagao arbitraria no espago e
por conseguinte tem uma simetria maior do que na regiao ordenada (7" < T,.), que tem
os momentos magnéticos apontados em média numa dire¢ao (eixo de facil magnetizagao).
Um problema basico na teoria de transicoes de fases continuas em sistemas puros, que
sao caracterizadas por divergéncias de véarias quantidades fisicas (ex.: calor especifico,
susceptibilidade), para as quais detalhes microscopicos do sistema sao irrelevantes, é o
conceito de universalidade dos expoentes criticos [5].

Por outro lado, numa transicao de fase de primeira ordem, que é muito comum na
natureza, o comprimento de correlagao £ é finito na temperatura de transicao EL onde a
descontinuidade do parametro de ordem (magnetizagao para o caso de um ferromagneto)
e ou presenca de calor latente sao observados. Sendo o comprimento de correlagao finito
préoximo da regiao da transigao de fase, a idéia de universalidade nao é obedecida. Uma
pequena aleatoriedade pode influenciar significamente a transicao de fase do sistema, mu-
dando, por exemplo, a transicao de fase de primeira ordem por uma de segunda ordem,

surgindo, assim, um conjunto de pontos multicriticos nos diagramas de fases [6]. Um

'Numa transicao de fase continua (segunda ordem), o valor de 7T, corresponde a temperatura critica,
mas no caso de primeira ordem, que nao apresenta comportamento universal, referimos apenas a tempe-

ratura de transicao de fase.



exemplo simples é a presenca de campos aleatérios atuando em cada spin localizados
numa rede cristalina livre de defeito. Esse sistema pode ser descrito por um modelo de
Ising, o conhecido modelo de Ising com campo aleatério (RFIM random field Ising mo-
del). O RFIM foi introduzido por Imry [7], e suas propriedades na transi¢ao de fase de
equilibrio tém sido bastante exploradas por diversas técnicas. Aspectos gerais associados
ao RFIM sao a nogao da dimensionalidade critica inferior (d;), pontos multicriticos, in-
fluéncia do tipo de distribuicao de probabilidade dos campos aleatérios, etc. A tnica e
bem estabelecida questao é a existéncia de uma transicao de fase para d > 3 (d; = 2),

enquanto as outras questoes continuam sem respostas conclusivas.

1.2 Modelagem Magnética

Para explicar o magnetismo do ponto de vista microscépico, Heisenberg [8] propos que o
alinhamento dos spins decorria de seus vizinhos mais proximos. A interacao eletrostatica
entre elétrons das camadas externas de ions adjacentes, tratada quanticamente via te-
oria de perturbacao, produz uma separagao dos niveis de energia eletronicos, que pode
ser entendida como a quantidade de energia necessaria para trocar os elétrons do atomo
em estados diferentes. Por exemplo, para um sistema de dois elétrons [9], o principio
de exclusao de Pauli exige que as auto-fungdes dos dois elétrons (férmions) sejam anti-
simétricas, e usando teoria de perturbagao degenerada obtem-se as auto-energias dadas
por

E.=E,+ Jpo (1.1)

com
2

T 016 () (12)

Ji2 = /drldr2¢f(r1)¢§(r2)
[Ty — 1o
onde E, é a auto-energia na auséncia da perturbagao coulombiana, ¢;(r;) é a autofungao da
particula ¢ = 1,2 para um estado [ ndo perturbado. A energia de troca (exchange) Jio =
E; (S =0)— E(S =1) (sendo que E(S = 1) e B4 (S = 0) sao as auto-energias dos
estados tripleto e singleto, respectivamente) foi proposta independentemente por Frenkel
[10] e Dorfman [11]. Quando Jy3 > 0, o estado de menor energia é o tripleto, portanto,
prevalece a orientagdo dos spins paralelos (estado ferromagnético) e se Ji3 < 0, o estado

de menor energia é o singleto, prevalecendo a orientagao dos spins antiparalelos (estado

antiferromagnético). A energia de troca Jis decresce rapidamente com a distancia entre



os fons (decaimento exponencial), em contraste com a interagao coulombiana que decresce
mais lentamente (AFE,. ~ 1/r). A razao é que Jy2, dado pela Eq., contém o produto
de funcgoes de onda de elétrons ligados em diferentes nicleos, portanto, J15 dependera do
envolvimento (overlap) das fungoes de onda, e este overlap decresce, exponencialmente,
com a distancia r. Desta maneira, a interacao de troca corresponde a uma interacao de
curto-alcance, diferindo da interacao dipolar cuja natureza é de longo alcance (= 1/r3).
Usando as relacoes dos operadores de spin 52, onde S = S, + 5, (com S =0,1), e com
base nas auto-fungoes correspondentes as auto-energias dadas pela Eq., Heisenberg

[8] e Dirac [12] usaram o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins:

Hio = Ey — % (1 v 451.52)) , (1.3)
pois, de fato temos que Hiz|p+) = Ei|¢p1) , sendo |¢1) e |¢—) os auto-estados associados
aos estados singleto e tripleto, respectivamente. Generalizando para uma rede cristalina
de N spins localizados, o Hamiltoniano efetivo entre spin-spin predominante (exchange) é
descrito por

H=-Y J,5.5, (1.4)
(4.5)
onde Y (j) representa o somatorio sobre todos os pares de spins ¢ e j com interagao J;;
de troca entre primeiros, segundos, etc ... vizinhos e §Z = (S7,57,57) indica o operador
de spin no sitio 7. A Eq. ¢é conhecida na literatura como modelo de Dirac-Heisenberg,
sendo que para J;; > 0 e J;; < 0 esse Hamiltoniano ¢ denominado de Heisenberg ferro-
magnético e Heisenberg antiferromagnético, respectivamente.

Os materiais magnéticos isolantes encontrados na natureza sao, com raras excegoes,
antiferromagnéticos [I3]. O estado fundamental do Hamiltoniano de Heisenberg ferro-
magnético corresponde a todos os spins alinhados paralelamente. Por outro lado, o estado
fundamental deste mesmo Hamiltoniano quantico antiferromagnético nao corresponde a
todos os spins orientados antiparalelamente (estado Néel), pois este nao é auto-estado do
Hamiltoniano. Existe uma infinidade de estados de spin total nulo (S* = 0), que devem
ser combinados para formar o estado fundamental do sistema antiferromagnético no mo-
delo de Heisenberg [14]. A dificuldade em estabelecer um estado fundamental é o maior
problema tedrico que surge no estudo do antiferromagnetismo do modelo de Heisenberg.

A interagao de troca (exchange) se caracteriza pelo fato de ser independente da ori-

entacao dos spins, ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), apresenta simetria de



rotacao dos spins. Esta transformacao implica que o Hamiltoniano de Heisenberg deve
conter apenas pares de operadores S¥, com u = z,y e z, onde a forma aproximada dada
pela Eq. representa o Hamiltoniano bilinear [I5]. Vérios outros termos de interacoes
(com origem na interagdo coulombiana) podem ser deduzidas via teoria de perturbagao
de ordem superior, como, por exemplo, o termo biquadratico dado pelo seguinte Hamil-
toniano:

Hpg=—_J; <§i-§j>27 (1.5)

(i.9)
ou interagao entre quatro spins

Hi=— Y Jy (§§J> <§,§k) , (1.6)
(4,4,0,k)

etc.

O tipo de estrutura cristalmagnética é determinada pela natureza e magnitude das
interacoes entre os momentos magnéticos dos fons que formam o cristal. A interacao de
troca, de origem eletrostatica, mais o principio de exclusao de Pauli sao responséaveis pelo
ordenamento magnético na matéria. Sendo de natureza isotrépica,a interagao de troca
nao é capaz de definir alguma orientacao dos momentos magnéticos com respeito aos eixos
cristalograficos, mas ela produz um ordenamento mituo dos spins em véarios sitios da rede.
O fato de a distribuicao de spins ordenados ser sempre orientada numa dada direcao
(eixo de facil magnetizagao), definida com respeito ao eixo cristalino, exige que algum
outro tipo de interagao torne o Hamiltoniano de Heisenberg anisotropico. Fisicamente,
as interagoes magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) sdo responsaveis pela existéncia da
anisotropia magnetocristalina, que se manifesta com a dependéncia da energia do cristal

nas orientagoes dos momentos magnéticos dos fons com relagao ao eixo cristalino.

1.2.1 Anisotropias

Podemos dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos que ten-
dem a orientar os momentos magnéticos em uma dada direcao privilegiada. Este campo
pode alterar algumas vezes as orientagoes mutuas dos momentos magnéticos dos atomos,
desta forma distorcendo a estrutura magnetocristalina. Um primeiro tipo de anisotropia

adicional a Eq.(|1.4)) é a interagao dipolar, que é representada pelo seguinte Hamiltoniano:

Mo — 112" SiS;—3 (ﬁgi) (7’2;'.5‘3') | @
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onde 7;; = 73 — 7 é 0 vetor posi¢ao que separa os fons i e j, r3; = 7;/7;; € g ¢ 0 magneton
de Bohr. Note que o somatorio acima é feito sobre todos os pares i e j de spins sobre a
rede cristalina, e representa uma interagao de longo alcance. Devido a simetria rotacional
do Hamiltoniano de Heisenberg, Eq., ficou provado que numa rede bidimensional as
interacoes (exchange) bilineares entre primeiros vizinhos nao sdo capazes de ordenar os
momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a magnetizacao espontanea é nula
[T6]. A presenca da interagao de longo alcance, tipo dipolar variando com a distancia

1/r3

+;» no Hamiltoniano de Heisenberg, Eq., pode induzir ordenamento magnético em
T > 0 numa rede em 2d [I7].

O magnetismo dos elementos de transicao do grupo do ferro é sempre associado ao
momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos cristais, formados por estes elemen-
tos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescéncia orbital do estado eletronico
responsavel pelo magnetismo. Como o valor esperado do momento orbital de um estado
nao degenerado é zero, verifica-se o que se convencionou chamar quenching do momento
orbital, isto é, numa primeira aproximacao a susceptibilidade estatica nao recebe contri-

buicao do momento orbital. Esta contribuicao apenas aparece se levarmos em conta a

interacao spin-orbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

His = — Zfi (Ewi)Z ; (1.8)

sendo que
1 dv

om?2r; dr;’

& =

(1.9)

—

com V(r;) é a energia potencial elétrica (nicleo-elétron), L; e S; sdo os operadores de
momento angular orbital e de spin, respectivamente no sitio ¢. Usando-se a teoria de

perturbagao de 2% ordem para a energia spin-érbita, a Eq.(1.8)), pode ser reescrita na

forma
=) AMSes? (1.10)
i,0,0
sendo 5
o pL‘“l YL |p
AP = 252 | ‘ ngH’ (1.11)

o tensor de anisotropia spin-6rbita, &2 = (52(ﬁ)> e Ey é a auto-energia do Hamiltoni-
ano nao perturbado. O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever anisotropia

ortorrombicas leva em conta apenas os termos diagonais, assim sendo, a Eq.(1.10|) ficard



reduzido a seguinte forma:
Ho=—D.Y (S7)*+E) (57— (5!), (1.12)

onde para F = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Observe que o Hamiltoniano
dado pela Eq. representa a interacao do sitio ¢ com ele mesmo (auto-interagao), que
é uma interagdo denominada de anisotropia de fon-tinico. A Eq. sO é relevante para
sistemas com spin S > 1/2, pois no caso particular de spin S = 1/2 temos (S7)? = 1/4
(h = 1) para qualquer componente v = x,y, z e, consequentemente, este Hamiltoniano se
reduz a uma constante nao sendo relevante nos calculos das propriedades magnéticas.

A interacao spin-érbita também pode induzir anisotropia no exchange. Segundo van
Vleck [18], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acoplamento dos momentos
orbitais dos atomos adjacentes, que depende nao s6 da orientagao relativa dos dois mo-
mentos, como também da orientacao destes com relagao ao eixo que une os dois atomos.
Em termos dos spins, esse acoplamento pode ser simulado por uma interagao dipolar,
cujo coeficiente é inteiramente disposto do coeficiente da interacao magnética real dada
pela Eq.. Neste caso, a perturbagao ¢ dada por W;; = f(ﬁ)EZAgj + )\Ei.g}, entao o

Hamiltoniano efetivo sera escrito por

H=-> > Jlses’, (1.13)

<i,j> a,f

onde ij‘-ﬁ ¢é a interacao entre os sitios ¢ e j associados as direcoes « e 3 dos spins. O
Hamiltoniano generalizado dado pela Eq. contém a parte simétrica J;; (o = ) = J5i
e anti-simétrica com a # (e JZ‘-’B + J;;B . O termo anti-simétrico surge em redes com baixa
simetria [19], sendo responsavel em alguns compostos antiferromagnéticos pela existéncia
de um pequeno valor de magnetizacao (pequeno ferromagnetismo), que é conhecido na
literatura como a interacao Dzyaloshinski- Moriya (DM)[20]. Dependendo dos valores
das interacoes Jg’g que aparecem no Hamiltoniano dado pela Eq., podemos ter trés

modelos de spins: Ising, XY e Heisenberg isotrépico.



1.3 Modelos Magnéticos

1.3.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising [21] e suas generalizagdes tém sido aplicado, além da descrigao de
sistemas magnéticos, com algum sucesso a sistemas biolégicos [22], 23, 24], 25], como por
exemplo, hemoglobina, enzimas alostéricas e DNA. O que existe em comum nestes sis-
temas (magnéticos e biol6gicos) é o fenémeno de cooperatividade entre os constituintes
microscépicos, dando origem a ordem local (curto-alcance) e global (longo-alcance). Este
fenomeno cooperativo deve-se exclusivamente as interagoes microscopicas dos constituin-
tes (spins, moléculas, etc.). Devido a sua simplicidade matematica, o modelo de Ising tem
sido aplicado numa variedade de sistemas: trafego, amassamento, economia, propagacao
de doencas, etc. Em particular, devido a universalidade dos resultados os cédlculos efetua-
dos preliminarmente em sistemas magnéticos tém dado os alicerces para estudar sistemas
complexos diversos.

O modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz como tema de tese de doutorado,
onde o objetivo era descrever a curva da magnetizagao espontanea em funcao da tempera-
tura para os compostos ferromagnéticos. Vale ressaltar que este modelo foi proposto antes
da formulacao geral do magnetismo por Heisenberg. Experimentalmente é observado que
abaixo de uma temperatura critica (7.), chamada de temperatura de Curie, o sistema
estd ordenado com uma magnetizacao nao nula, e acima de 7, nao existe ordenamento
magnético. Dizemos que em T' = T, temos uma transi¢ao de fase continua (segunda or-
dem). A primeira teoria fenomenoldgica para descrever as propriedades magnéticas dos
compostos ferromagnéticos foi apresentado no século passado por Weiss [26], em 1905,
conhecida na literatura como teoria do campo molecular (ou médio). Apesar desta teo-
ria fenomenologica descrever qualitativamente as propriedades destes materiais, ela falha
no que se refere a uma comparacao quantitativa. Uma falha crucial nesta teoria foi em
assumir as interagoes entre os constituintes como sendo de origem dipolar. Se esta fosse
a interacao predominante, nao poderfamos aceitar os altos valores para T, ~ 10°K. Ve-
jamos o argumento apresentado na época (apés mecanica quantica) para tal rejeicao: se
assumirmos como sendo AFE ~ ’;—233 (up é o magneton de Bohr e a ~ 1 A a distancia
média entre os momentos magnéticos) a energia de interacgao, de origem dipolar, podemos

estimar a temperatura critica T, comparando a energia térmica (desordem) com AF| isto



é, AE ~ kgT., desta forma, usando as constantes (up, kg, a), mostra-se que T, ~ 107 K
bem inferior ao valor experimental 7, = 103K. Desta maneira podemos concluir que a
origem do ordenamento magnético nao é dipolar. A fim de entender fisicamente o alto va-
lor de T, assumindo que AFE ~ % ¢ de origem elétrica, podemos mostrar que T, = 103K.
Por outro lado, como uma energia de origem elétrica pode dar uma orientagao espacial
aos spins (momentos magnéticos)? A resposta foi apresentada por Heisenberg [8] com o
advento da mecanica quantica.

Introduzindo a interacao spin-érbita no sistema, podemos adicionar um termo de spins
na Eq., de modo que para certos materiais a componente axial (z) S75% é predomi-
nante em relacdo a parte plana (xy) S{'S§ + S7SY e, portanto, podemos aproximar a

Eq. pela expressao
Hi=—> J;S:S5, (1.14)
<ij>
que é conhecido como modelo de Ising. Ele representa a interpretacao microscépica para
sistemas magnéticos, que como o F,.Cl,, apresenta forte anisotropia uniaxial.

O modelo de Ising, Eq.7 tem solucao exata numa cadeia unidimensional, mas
na auséncia de campo externo nao apresenta ordenamento magnético (longo-alcance).
Este resultado frustrante, m(7,0) = 0, que tanto desapontou Ising na época, fez com
que ele abandonasse a carreira ciéntifica e se dedicasse ao ensino de fisica numa escola
secundaria nos Estados Unidos. Ising também especulou erroneamente que este modelo,
quando generalizado em duas dimensoes, nao deveria apresentar ordem de longo-alcance
em temperatura finita. De certa forma esse foi o maior desapontamento de Ising: nao
poder explicar o ferromagnetismo. Foi exatamente a falha do modelo de Ising que motivou
Heisenberg, em 1928, a desenvolver a teoria microscépica do magnetismo. Peierls [27],
em 1936, apresentou um argumento fenomenolégico mostrando que 7T, # 0 numa rede
quadrada, rejeitando assim as especulacoes de Ising. O primeiro resultado quantitativo
exato no modelo de Ising na rede quadrada foi apresentado por Kramer e Wannier [2§], em
1941, onde a temperatura critica T, foi obtida através de relagoes de dualidade (método
Grafos). Porém, foi somente em 1944, que Onsager [29] apresentou a comunidade cientifica
uma expressao exata para a energia livre na auséncia de campo externo do modelo de
Ising na rede quadrada e, consequentemente, a divergéncia logaritmica do calor especifico
em torno de T' ~ T, evidenciando assim pela primeira vez na literatura uma transicao

de fase de forma exata em modelos de spins. Um fato interessante na época, em que
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o modelo de Ising na rede quadrada foi apresentada por Onsager, foi que a expressao
exata da magnetizacdo m(T,0) = {1 — sinh=4(2K)}'/® (K = J) s6 foi deduzida anos
ap6s por por Yang [30], em 1952. Apds estes resultados demasiadamente complexos
matematicamente, que envolviam uma algebra de sistemas combinatérios para obtencao
da funcao de particao, diversos outros autores tém apresentado a solugao deste modelo de
maneira mais “simples”. O trabalho de Mccoy e Wei [31] é uma excelente revisao desse
assunto. O modelo de Ising 2d na presenca de campo externo nao apresenta solugao exata

até a presente data.

1.3.2 Modelo XY

O modelo corresponde ao caso em que ijy > J% , aproxima o Hamiltoniano dado pela

ij
Eq.(1.13) por um modelo (XY ou planar) com interagoes apenas entre as componentes

dos spins x e y, ou seja:

Hyy = — Z (J5SPST + J4SYSY) (1.15)

g~ 1%~
<ij>

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda [32] e
tem solucao exata em uma dimensao [33]. Em duas dimensoes este modelo nao apre-
senta ordem magnética (magnetizacao espontanea) em temperatura nao nula. Kosterlitz
e Thouless [34] propuseram um tipo diferente de transi¢ao de fase, onde foi definido uma
ordem de longo alcance topoldgica, caracterizada por uma sibita mudanca na resposta do
sistema a perturbacoes externas. Definiram uma temperatura de transicao Tx7, na qual
para T > Tkr a funcao de correlagao spin-spin decai exponencialmente com a distancia
entre os pares, enquanto que para T < Tkt a fungao de correlacao tem um decaimento
segundo uma lei de poténcia. Acredita-se que esta transicao de fase seja causada por um
mecanismo de desligamento de pares de vortice-antivortice. Um vértice (anti-vortice) é
uma excitagao topoldgica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da
excitagao giram por 27(—27) no mesmo sentido. Experimentalmente tem sido usado o
modelo XY 3d para descrever as propriedades magnéticas dos compostos C'oBry e CoCl,
[35] bem como para explicar as configuragoes de vortices na fase superfluido no filme

(monocamada) de *He [36].
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1.3.3 Modelo de Heisenberg

Neste caso, os trés termos de exchange Jj (¢ = x,y,2) sdo da mesma ordem. O
Hamiltoniano anisotrépico Eq.(|1.13]) reduz-se ao modelo de Heisenberg isotrépico descrito

pelo seguinte Hamiltoniano:

O estado fundamental (T = 0) e algumas excitagoes elementares do Hamiltoniano Eq. (1.16)
numa rede unidimensional com spin S = 1/2 foi resolvido exatamente por Bethe [37] e
Hulthen [38]. A generalizagao para incluir anisotropia do tipo: J§; = Jj; = nJ e J5; = J foi
feita anos mais tarde por Walker [39]. Outro resultado exato para o modelo de Heisenberg
numa rede d-dimensional (d = 1,2) é o teorema de Mermin e Wagner [16], que afirma que
este sistema nao apresenta ordem de longo-alcance a T' > 0 no limite isotropico. O estudo
do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado sobretudo
por causa da possivel conexao com os compostos supercondutores de altas temperaturas
formadas por planos de CuOy [40, 1] como, por exemplo, os compostos Y BasCuzO7_,
e Lay_,Ba,CuO, . Eles sao compostos fortemente anisotrépicos, havendo um forte aco-
plamento entre os ions de cobre pertencentes ao plano de CuOy e um fraco acoplamento
entre os planos. Em baixas temperaturas, as flutuacoes quanticas antiferromagnéticas sao

relevantes comparadas com as térmicas.

1.4 Teoria de Landau para pontos tricriticos

A teoria de Landau para as transicoes de fases continuas, proposta em 1937, esta funda-
mentada na introdugao do conceito de parametro de ordem e no estabelecimento de uma
expansao da energia livre em termos dos invariantes dessa grandeza [5]. A energia livre é
uma func¢ao analitica nas proximidades da criticalidade.

O parametro de ordem associado a um determinado sistema pode ser definido de
diferentes maneira. O parametro de ordem pode ser um escalar, um vetor e um tensor.
Os dois ultimos tipos para sistemas mais complexos. Em geral, o parametro de ordem é
nulo na fase mais simétrica (desordenada ou que ocorre em altas temperaturas) e diferente
de zero na fase menos simétrica (ou ordenada).

Um sistema com n variaveis termodinamicas independentes ¢é caracterizado por n + 1

campos {Hy, Hy, ..., H,}, sendo um deles fungao dos demais. Por exemplo, temperatura
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(T"), pressao (P), potencial quimico (x), campo magnético (ﬁ ) e elétrico (F) sao denomi-
nados genericamente de campos. O campo dependente, para o qual usaremos o simbolo
®(Hy, Ha, ..., H,), sera chamado de potencial termodindmico (ou energia livre). As gran-
dezas canonicamente conjugadas sdo denominadas de densidades {p;} e podem ser obtidas

por simples derivadas

0P
p=— ( ) i (1.17)
OH; {H;}

E sempre possivel escolher o potencial termodinamico ®(H;, Hs, ..., H,) como uma
funcao concava dos campos, implicando na estabilidade termodinamica do sistema.

Quando duas fases de um sistema representados por I e I estao em equilibrio, cada
campo deve ter o mesmo valor em ambas as fases, isto é, H! = H!(i = 0,1,...,n). Se
pensarmos no espaco dos n campos independentes, esta condicao de equilibrio definira
uma hipersuperficie de dimensao n + 1 neste espago. Desde que pelo menos uma das
densidades seja uma funcao descontinua dos campos nesta hipersuperficie, entao teremos
uma superficie de coexisténcia ou de transicao de primeira ordem. Caso contrario tere-
mos uma superficie critica, onde as diferencas de densidade entre duas fases tendem a
zero continuamente. No diagrama de fases podem existir pontos nos quais varias fases
coexistem, e sao denominados de pontos multicriticos. De acordo com as regras de Gibbs
e Zernike, a observacao de tais pontos numa mistura de substancias pura é possivel ape-
nas acima de um certo nimero de componentes. Um ponto bicritico (duas fases criticas
em coexisténcia ou duas linhas criticas que se interceptam), sé pode ser observado numa
mistura com pelo menos 4 componentes. Um ponto tetracritico (quatro fases ordindrias
que se tornam idénticas), sé pode ser observado numa mistura de no minimo cinco com-
ponentes, etc. Seguindo a notacao de Gibbs, uma fase ordinaria é representada pela letra
A; uma fase critica (duas fases ordindrias que se tornam idénticas), pela letra B; uma
fase tricritica, em que trés fases ordinarias se tornam idénticas, pela letra C', e assim por
diante. Um estado composto por duas fases ordinarias em coexisténcia é representado por
A2, o ponto triplo por A%, um ponto critico terminal por AB, um ponto bicritico por B2,
etc. Em geral, um ponto multicritico é representado por A™ B™2C™3 D™ .. . De acordo
com as regras de Gibbs, o nimero minimo de componentes necessario para observar este
ponto multicritico é ¢ = my + 3msg + dmg + Tms + ... — 2.

Nesta dissertacao, nos deteremos ao estudo de pontos tricriticos, que correspondem a

pontos onde trés fases se tornam idénticas ou trés linhas criticas que se interceptam. Na
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Figura[L.I| mostramos esquematicamente o diagrama de fase tridimensional no espago dos
parametros (T, H, H ), referente a um sistema antiferromagnético, onde H; representa
o campo conjugado com o parametro de ordem m, do sistema. A linha pontilhada repre-
senta, no plano (7', H), a linha de transicao de primeira ordem (coexisténcia das fases AF
e P). A linha continua representa a transi¢ao de fase de segunda ordem. Se considerarmos
H, podemos obter duas superficies S; e Sy de transicoes de fases de acordo com Hg < 0
e H, > 0, respectivamente. O ponto (7} , H; , 0) foi denominado de ponto tricritico por
Griffiths, que corresponde a intersecao de trés linhas criticas.

Ao redor do ponto tricritico t = % < 1 e H= H,, as grandezas termodinamicas
apresentam comportamentos em leis de poténcias com expoentes criticos diferentes dos
relacionados ao longo da linha critica. Por exemplo, na aproximacao de campo médio
B = 1/2 na linha critica e §; = 1/4 ao redor do PTC. Seja m; o parametro de ordem
que ao redor de PTC vai a zero na forma m ~ (—t)%. Portanto, Landau supos que a
energia livre g(7, m) apresenta uma expansao analitica em série de poténcia. No caso de
um magneto uniaxial simples, onde o parametro de ordem m é um escalar, a expansao

para a energia livre é expressa por

g(T,m) = ag + %mQ + %m‘l + %m(i (1.18)

onde ag, ag, a4 € ag sd@o parametros variaveis. Minimizando-se a Eq(|1.18]) obtemos

g—gl = aym + agm® + agm® = 0 (a) (1.19)
% = ay + 3asm? + bagm* > 0 (b) '

Da Eq.(1.19 a) encontramos cinco raizes, que sdo m = 0, m = £my; e m = £my. Sendo

1
mi = — {—cu +4/ai — 4a2a6} : (1.20)
2&6
1
ms = S {—a4 — /a2 — 4a2a6} (1.21)

Substituindo as raizes na segunda derivada da energia Eq(1.19b) encontramos

my € my dadas por

m =10 — P9 —q a
e (@) (1.22)

2
m=tmiy — 5% ==E2\/a]—4daag mi, (D)

Se ay < 0, temos da Eq(1.22p) que m = 0 serd um ponto de méximo, pois (%) < 0.

Portanto, das Eqs.(1.20) e (1.21)) temos que m = msy serd complexo e apenas o ponto
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m = my corresponderd aos pontos de minimos. No caso em que as > 0, ay > 0, das
Eqs. e temos que m; o sao complexas e apenas m = 0 serd minimo. Dizemos
entao que o eixo positivo ay > 0 é uma linha critica (transicao de segunda ordem). No
caso a4 < 0, as trés solugoes (m = 0,m = £ml) serdo pontos de minimos, e portanto,
devem ter a mesma energia livre, ou seja, g(7,0) = ¢g(T,+£m;). Desta maneira, obtemos

a seguinte expressao (construcao de Maxwell)

a2 7 ae
5 T Zmi + Em;‘ =0 (1.23)

Substituindo a solugao m; nesta expressao obtem-se que o valor de a4 é dada por

ay = <@>U4 (1.24)

Qg

sendo ay = a(TT;T) Da Eq temos que na transigao de 12 ordem o expoente 3; = 1/4,

que difere na transigao de segunda ordem [ = 1/2.

Figura 1.1: Diagrama de fase referente a um sistema antiferromagnético no espaco de
parametro (7', H, Hs ). S e Sy representam as superficies de primeira ordem. PTC

representa o ponto tricritico.

Portanto, podemos concluir que o conjunto de pontos criticos que geram a linha de
transicao de segunda ordem sao dados pelas seguintes condigoes: as = 0, ay > 0 e ag > 0.
O ponto que separa na linha de transicao de fases as regioes de primeira e de segunda
ordem é denominado de ponto tricritico (PTC). As condigoes para determinacao deste
ponto sao dadas pelas seguintes relacoes: as =0, ay =0 e ag > 0. E interessante observar

que para as < 0 e a4 < 0 nao existe transicao de fase.
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1.5 Apresentacao do trabalho

Recentemente, existe uma variedade de trabalhos que estudam, teoricamente, a dinamica
de spins em modelos magnéticos usando a mecanica estatistica estocastica. Neste caso
obtem-se as grandezas termodinamicas, por exemplo, a magnetizagao para os ferromag-
netos como funcao da temperatura. Inicialmente, calcula-se a evolugao temporal da mag-
netizacao através da solucao de uma equagao diferencial e tomando a média temporal
obtém-se M(T'). De uma maneira geral, neste formalismo fora do equilibrio o que es-
tamos calculando sao as grandezas no seu estado estacionario. No caso da mecanica
estatistica de equilibrio (Boltzmann-Gibbs), as grandezas macroscépicas sao obtidas pela
minimizagao da energia livre. Estes dois formalismos da mecanica estatistica (equilibrio
e fora do equilibrio) nos motivaram a questionar se para um dado modelo de spin, a
solugao estacionaria corresponde ao estado de equilibrio? Neste trabalho estudaremos
trés modelos de spins usando a mecanica estatistica fora do equilibrio, onde a dinamica
estocastica de Glauber serd usada como ponto de partida para obter a evolucao temporal
das variaveis macroscopicas.

No capitulo 2, uma revisao sobre transi¢ao de fase dinamica é apresentada, onde diver-
sos resultados tedricos e experimentais sao discutidos. Em particular, mostramos o estado
da arte em que se encontram os estudos tedricos nos modelos de spins. Encontraremos
a equacao mestra que rege a variacao temporal da distribuicao de probabilidade, para o
modelo de Ising de spin-1/2 a fim de descrever a evolugao temporal das médias estatistica
(dependente do tempo), onde a dinamica de Glauber sera discutida. Outros tipos de
dinamicas serao brevemente comentados. A fim de discutir a transicao de fase dinamica,
aplicaremos a dinamica de Glauber para estudar o modelo de Ising de spin-1/2 na pre-
senga de um campo magnético oscilante. Examinaremos os resultados via aproximagao
de campo médio e campo efetivo (técnica do operador diferencial), onde comparamos os
respectivos diagramas de fases.

No capitulo 3, o modelo de Ising cinético com campo aleatério (o chamado RFIM-
random field Ising model) serd estudado através da dinamica de Glauber e a técnica do
operador diferencial. O objetivo serd investigar se a solucao estacionaria corresponde
ao estado de equilibrio, obtido através da minimizacao da energia livre. Discutiremos,
preliminarmente, os resultados do diagrama de fase (distribui¢ao de probabilidade bimodal

para o campo aleatério) na aproximacao de campo médio. Nossa principal (original)
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contribuicao corresponde a solucao de campo efetivo, recentemente publicada na Physical
Review E 85, 011121 (2012). Mostramos que as linhas de primeira ordem no diagrama
de fase no plano T-H diferem quando usamos a dinamica e o equilibrio (construgao de
Maxwell).

No capitulo 4, o modelo de Blume e Capel, com spin-1, cinético serd investigado
através das aproximacgoes de campo médio (MFA-mean field approzimation) e campo
efetivo ( effective-field theory-EFT). O diagrama de fase no plano 7'— D (D é o parametro
de anisotropia de fon tnico) serd obtido para os limites estdtico e dinamico (solugao
estaciondria). Temos proposto um funcional para a energia livre, no caso EFT, pela
primeira vez na literatura a fim de obter a linha de primeira ordem na regiao de baixas
temperaturas. Comparamos os diagramas de fases, no plano T-D, dinamico e de equilibrio
e verificamos que as linhas de primeira ordem sao diferentes. Quando usamos MFA
observamos que as linhas de primeira ordem terminam em pontos diferentes no limite
T = 0, enquanto que introduzindo correlagdes (EFT) os pontos coincidem. Os resultados
de MFA foram recentemente aceitos para publicacao no European Journal of Physical B
(2012).

No capitulo 5, o modelo de Blume-Capel de spin-1 cinético sera estudado via EFT,
onde a transicao de fase dinamica sera investigado. Dependendo dos valores do parametro
de anisotropia verificamos trés tipos de diagramas de fases no plano T-H. Finalmente, no

capitulo 6 apresentaremos nossas conclusoes.
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Capitulo 2

Transicao de Fase dinamica

2.1 Consideracoes gerais

Os aspectos gerais das propriedades macroscopicas no equilibrio em sistemas intera-
gentes sao bem estudados teoricamente usando como ponto de partida os principios da
mecanica estatistica de equilibrio. Por outro lado, as propriedades fora do equilibrio ter-
modindmico nao sao bem estabelecidos teorica e experimentalmente [42]. Do ponto de
vista experimental (tedrico), a termodinamica (mecanica estatistica) de equilibrio trata
basicamente de processos reversiveis ou processos infinitesimais quase estaticos, enquanto
a termodinamica (mecanica estatistica) fora do equilibrio estd envolvida com processos
finitos e irreversiveis. O interesse reside no estado de sistemas abertos e acoplados a fon-
tes externas, as quais lhes subministram matéria e energia, manifestando-se nas variagoes
temporais e espaciais das grandezas termodinamicas estudadas.

A termodinamica é uma ciéncia experimental que foi inicialmente formulada através
de leis de carater geral, que descreveriam as propriedades térmicas da matéria, o jogo
entre calor e trabalho mecanico. Porém, hoje em dia, a termodinamica evoluiu até se
transformar-se numa ciéncia muito mais geral, descrevendo, por exemplo, a evolucao da
vida na biosfera. A mecanica estatistica (teoria) surgiu no final do século XIX, sobretudo
por Maxwell e Boltzmann, com o objetivo de entender os fenémenos termodinamicos,
onde idéias gerais da teoria de probabilidade (que descreve sistemas constituidos por um
numero grande de particulas) e os principios das leis da mecanica (classica ou quantica)
foram usadas como alicerces. A mecanica estatistica nao se apresenta como uma teoria

que possa ser considerada inabalada, uma vez que alguns aspectos pontuais ainda neces-
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sitam de uma formulacao. De fato, a correta introducao da irreversibilidade na teoria,
como se reproduz a tendéncia para o equilibrio, qual a definicao estatistica apropriada de
entropia, etc, e sao objetos de intensa e, aparentemente, interminavel controvérsia. No
equilibrio termodinamico, a mecanica estatistica é uma teoria razoavelmente bem con-
solidada, porém o mesmo nao podemos dizer da tentativa da formulacao de uma teoria
fora do equilibrio. O propdsito desta teoria fora do equilibrio é determinar a evolugao
temporal dos observéaveis macroscépicos (A)(t), usando as leis da dinamicas que gover-
nam o movimento das particulas constituintes. Este tratamento direto de usar as leis da
mecénicaﬂ na descricao das propriedades macroscopicas tem uma forte limitagao, que é
a solugao de um ntimero muito grande (N ~ 10*%, ntimero de Avogrado) de equagoes
diferenciais acopladas, o que restringe seu estudo a pequeno sistema (N < 10°) com a
dinamica molecular.

Por outro lado, na tentativa de descrever as propriedades gerais da matéria fora do
equilibrio, uma nova teoria (mecanica estatistica) deve ser formulada. Nesta dissertagao
restrigiremos nossos estudos, do ponto de vista tedrico, a modelos de spins localizados
(simetria discreta, tipo modelo de Ising), onde as propriedades fora do equilibrio serao
tratadas via mecanica estatistica estocastica [43]. Existem diversos sistemas na natu-
reza (quimica, biologia, sociologia, fisica, etc), onde essas propriedades macroscépicas sao
funcoes do tempo, e que tem como caracteristica comum a aleatoriedade dos seus consti-
tuintes microscépicos. Embora estas propriedades parecam evoluir ao acaso é importante
saber que ha uma certa convergéncia em seus valores médios.

Considere, por exemplo, um composto ferromagneto na presenca de um campo osci-
lante do tipo H(t) = Hpsin(wt), onde Hy é a “intensidade ”"do campo magnético (ampli-
tude) e w a frequéncia. As propriedades termodinamicas do sistema, como a magnetizagao,
também serao oscilantes. Apéds algum periodo de tempo transiente, uma area nao nula no
ciclo, definida por A(T, Hy,w) = ¢ m(t)dH (Histerese), ¢ dinamica na sua origem e desa-
parece no limite quase estatico. Sistemas magnéticos puros, sem qualquer defeito aleatério
ou anisotropias para modificar os seus dominios magnéticos, podem relaxar propriamente
no limite quase-estatico e seguir o campo em fase devido a flutuacoes térmicas em qualquer
temperatura. Portanto, nao ocorre curva de histerese (i.e, A = 0) em magnetos puro no

limite quase-estético [44], [45]. Um importante aspecto da curva de histerese m — H, neste

1Cléssica - 22 lei de Newton ou quantica-equacdo de Heisenberg.
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exemplo da dinamica do ferromagneto puro, é que ela é assimétrica quando estamos em
baixa temperatura. A existéncia de uma parametro de ordem dinamico Q(7', H) definido
por

Q(T, H) = % j[ m(t)dt, (2.1)

é 1til para estudar a transi¢ao de fase dinamica T.(Hy,w), que apresenta a mesma classe
de universalidade do limite estdtico (w = 0). A razao da assimetria na curva da histerese
é o fato do sistema nao ter tempo para relaxar, até mesmo o sinal do campo externo.

A contribui¢do para o campo coersivo (onde se anula a magnetizagdo) e a érea na
curva da histerese tém sido investigadas em filmes finos ferromagnéticos [46], e algumas
informagoes indiretas na contribuicao dinamica da area A foram apresentadas. Jiang e
colaboradores [47] estudaram a dependéncia da histerese com a frequéncia em filmes de
Co depositado em superficie de Cu(001). Este filme tem forte anisotropia uniaxial e é
apropriadamente a ser descrito por um modelo de Ising. A variacao observada da area da

histerese tem a forma

A=Ay + HSg (%) , (2.2)
0

onde os expoentes da relacao de escala «, (# e § assumem valores nao inteiros, indicando
singuralidade na lei de poténcia, Ay é a drea para frequéncia nula e g(x) uma fungao
nao monoétona, tal que g(x) — 0 quando x — 0 ou oo. Tem sido observado, contrarios
aos expoentes criticos no estudo de transicao de fase de equilibrio, que estes expoentes
de escala dependem fortemente da natureza do processo da dinamica envolvido em dife-
rentes materiais e também dos intervalos (amplitudes, frequéncia, etc), de modo que eles
variam drasticamente nao apresentando nenhuma universalidade. Por exemplo, Jiang e
colaboradores [47] encontraram « ~ 0.67 ~ 3 para filmes de C'o em superficie de Cu(100),
e a~0.6e ~ 0.3 para filmes de Fe em superficie de Au(001). Suen e Erskine [4§]
obtiveram valores menores a ~ 0.3 e # ~ 0.06 (comportamento quase logaritmo ~ o = 0)
para filmes de Fe na superficie 1W(100).

A relagao de escala dada pela Eq. tem se mostrado, do ponto de vista tedrico,
consistente com céalculos de campo médio [49, 50] e Monte Carlo [51, 52] que usam como
prototipo o modelo de Ising cinético. Quando um campo magnético dependente do tempo,
na forma senoidal, é aplicado no modelo de Ising, o sistema nao pode responder instanta-
neamente a esta perturbagao. A solucao de campo médio [49] é exata (dimensao infinita)

e pode ser usada para dar algumas caracteristica gerais da transicao de fase dinamica
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analiticamente. O diagrama de fases no plano T' — Hy, onde a curva T,(Hy) delimita a
fase ferromagnética da fase desordenada paramagnética para T' < T, e T' > T, respecti-
vamente, foi obtida [49]. Na regido de baixa amplitude do campo temos uma transi¢ao
continua, enquanto no regime de altos valores de Hj o sistema experimenta uma transigao
de fase (dindmica) de primeira ordem, que é caracterizada por apresentar uma desconti-
nuidade no parametro de ordem dinamico Q(7) quando T' = T.(Hy). Desta maneira, o
diagrama de fases apresenta um ponto tricritico dinamico que separa a linha critica da
linha de primeira ordem. Berkolaiko e Grinfelf[53] mostraram se um calculo de campo
médio cinético encontra ou nao um ponto tricritico, atualmente dependente do nivel de
aproximacao usada no tratamento da dinamica deste modelo. A equacao de campo médio
de Suzuki-Kubo leva a um ponto tricritico, enquanto a correspondente forma derivada da

expansdo da energia livre de Landau em ordem ®* nao encontra [50].

T

Figura 2.1: Diagrama de fase esquematico no plano amplitude do campo oscilatério Hy e
temperatura T para baixa frequéncia w < w,.. A linha pontilhada corresponde a transigao
dinamica de primeira ordem, a continua a transicao de segunda ordem e o circulo ao
ponto tricritico. As figuras inseridas correspondem as quebras de simetria das histereses

dinamicas m — H devido a transi¢ao dinamica.

Enquanto um campo magnético estatico aplicado no modelo de Ising ferromagnético

destréi a transicao de fase, um campo oscilatério E| induz uma transicao de fase dinamica

2Vale a pena mencionar, que mesmo o sistema ferromagnético submetido a um campo magnético
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na qual a temperatura de transicao decresce com o aumento da amplitude do campo Hy.
Os célculos de campo médio tém mostrado a presenca de um ponto tricritico no diagrama
de fase. Considerando as flutuagoes térmicas, que sao desprezadas na aproximagao de
campo médio, a simulagao de Monte Carlo é usada para obter o verdadeiro diagrama
de fase dinamico do modelo de Ising. Na Figura temos o diagrama de fase no plano
Hy — T, de forma esquemética, obtida por Tomé e Oliveira [49] usando aproximagao de
campo médio.

Na aproximagao de campo médio, a transicao dinamica pode existir até mesmo no
limite estatico (w — 0). A razao é que para amplitude de campo menor do que o campo
coercivo H.(T < T.), a resposta da magnetizagdo varia periodicamente mas assimetri-
camente até mesmo no limite w — 0. A linha Hy(T) no plano Hy — T para w = 0
corresponde a dependéncia da temperatura do campo estatico coercivo H.(T"). No limite
estatico (w = 0), da teoria de Landau temos que na regiao critica (7" ~ T,.), a magne-
tizacdo apresenta um comportamento em lei poténcia do tipo mg ~ (T, — T )1/ 2 onde my

é a magnetizacao espontanea. Nesta teoria de campo médio, a energia livre é dada por
g(mg) =~ a(T)mg + b(T)mg + ..., (2.3)

onde a(T') ~ ag(T. — T) e b(T') = by. Sendo T ~ T, entdao podemos considerar apenas o
primeiro termo da expansao de Landau, Eq., e usando o comportamento assintotico
para a magnetizagao mg encontramos g(mg) =~ (T. — T)?. O campo coercivo Hy pode
ser estimado do balango energético de mgH,. com a barreira de energia, isto é, moH, ~
g(mg) ~ (T. — T)?, ou H, ~ (T, — T)3%. A transicdo de fase dinamica [54] converge
para o comportamento estatico: Hy ~ (T, — T)%? ~ H.. Em 1990, Lo e Pelcovits
[55] foram os primeiros a estudar o modelo de Ising cinético usando simulagdo de Monte
Carlo. Detectaram a transi¢ao dinamica, mas nao obtiveram precisao para o diagrama
de fase no plano Hy — T. Anos depois, Acharyya e Chakrabarti [54] analisaram este
modelo dinamico e concluiram que o verdadeiro diagrama de fase é qualitativamente
equivalente aos resultados de campo médio, ou seja, temos a existéncia de um ponto
tricritico, conforme mostrado na Figura [2.2] tanto para rede 2d como 3d.

Acharyya [50] testou a existéncia do ponto tricritico estudando a distribui¢ao de pro-

babilidade do parametro de ordem dinamico P(Q) e, analisando o cumulante de Binder

senoidal (H = Hysin(wt)), a resposta da magnetizacio nio serd necessariamente do tipo senoidal, serd

oscilatéria com mesma frequéncia w do campo aplicado.
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Figura 2.2: Diagrama de fase no plano Hy — T do modelo de Ising cinético obtido via
simulacao de Monte Carlo [54] para vérios valores de frequéncia w. Na curva (a) temos
a simulagado numa rede quadrada (2d) com tamanho L = 100 e em (b) para rede cibica
simples (3d) com tamanho L = 20. Diferentes simbolos representam diferentes frequéncias
em (a) temos w = 0.418 (O), w = 0.208 (A), w = 0.104 () e na curva (b) temos w = 0.418
(0), w =0.202 (), w = 0.104 (0). A localizagao do ponto tricritico (TCP) ¢é indicado
nas figuras por circulos.
U,b=1-— %, localizou com mais precisao a temperatura de transicao de fase dinamica.
Uma andlise de escala de tamanho finito da simulacao de Monte Carlo no modelo de
Ising cinético numa rede quadrada sugere que a transicao de fase dinamica é da mesma
classe de universalidade do modelo de Ising no equilibrio [57]. Os resultados de simulagao
dependem fortemente do tamanho do sistema L, e Korniss, Rikvold e Novotny [58] mos-

traram que nao existe ponto tricritico no limite L — oo no modelo de Ising cinético E| Este

resultado da universalidade foi confirmado através de um estudo do modelo de Ginzburg-

3 A transicdo de fase dinamica pode ser compreendida intuitivamente através da competicio entre duas
escalas de tempo: o perfodo de oscilagido do campo aplicado 27 /w e o tempo de resposta da magnetizagao
7. Quando o campo oscila em suficientemente baixas frequéncias (27/w grande), a magnetizacio essen-
cialmente segue o comportamento do campo, oscilando entre seus dois estados com a mesma frequéncia
w, mostrando que a amplitude da forga externa é suficientemente forte. Para altas frequéncias (27 /w
pequeno), o sistema nao é capaz de relaxar depressa até mesmo para seguir a fase do campo externo e
ocupa, apds uma quebra de simetria, um ou outro de seus estados estaveis de campo zero, estando assim

em um estado ordenado dinamico (Q # 0).
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Landau [59]. Em altas frequéncias uma transi¢ao de fase dinamica é observada em que o
periodo da magnetizacao média () passa de um estado desordenado dinamicamente com
@ = 0 para um estado ordenado dinamicamente com ) # 0 para T < T.

O modelo de Ising cinético tem provado ser um bom modelo para descrever os fer-
romagnetos uniaxiais nos quais o processo de inversao da magnetizacao é feita através
de nucleacao e paredes de dominios. Entretanto, ele nao pode descrever os processos de
relaxacao magnética tal como as rotagdes dos spins coerentes. A fim de descrever cor-
retamente o processo de relaxacao dos filmes ferromagnéticos, um modelo de spin com
grau de liberdade continuo, o modelo de Heisenberg classico, tem se mostrado adequado
porque os spins podem rotacionar através de todas as orientagoes possiveis. O estudo da
transicao de fase do modelo de Heisenberg é mais complicado do que o correspondente
modelo de Ising. Com apenas interagoes isotrépicas entre os primeiros vizinhos no filme
de Heisenberg, a ordem ferromagnética é encontrada apenas em T = ( na auséncia ou
nao do campo externo [60]. A inclusdo de uma anisotropia uniaxial no Hamiltoniano
de Heisenberg pode modificar significativamente as propriedades magnéticas do sistema.
Uma anisotropia uniaxial favorece o alinhamento dos spins ao longo do eixo de facil
magnetizagao, convencionalmente denotado pelo eixo z, onde para grandes valores desta
anisotropia um comportamento critico é do tipo Ising.

A fim de descrever a dinamica do modelo de Heisenberg no filme fino, uma anisotropia
é introduzida resultando no seguinte Hamiltoniano efetivo:

H=—J ) [(1—A) SISy +SISY)+ S| —H(t)Y S, (2.4)

<iyj> i

onde S; = (S#,S7,57) é um vetor unitdrio no sitio 7 de uma rede cristalina, < i, j > denota
a soma sobre os primeiros vizinhos, H(t) = Hysin(wt) é o campo oscilatério aplicado na
diregao do eixo z e J > 0 é a interagao de troca ferromagnética. Seguindo Binder e Landau
[61], A € [0,1] determina a intensidade da anisotropia de exchange presente apenas nas
componentes x e y dos spins. No limite isotropico, A = 0, o modelo reduz-se ao familiar
modelo de Heisenberg classico do magnetismo, enquanto em A = 1 temos o limite do
modelo de Ising.

Considerando uma rede ctbica simples de tamanho L x L x D em unidades do
espacamento da rede, onde aplica-se condicao periddica apenas nas direcoes x e y. Para

uma pequena anisotropia, a considerar A = 0.1, o sistema estd intermedidrio entre os
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comportamentos dos modelos de Ising (A = 1) e Heisenberg isotrépico (A = 0). Usando
a simulagao de Monte Carlo com L = 32 e D = 12, a transi¢ao de fase dinamica foi inves-
tigada [62]. Na auséncia de campo magnético, aplicando, também, a condi¢ao periédica
ao longo do eixo z (tamanho D) (propriedades de bulk) uma transicao de fase continua

~  kgT.

ocorre em 1, = = 1.53, enquanto para o filme de largura D = 12 temos ﬁ = 1.51.

Quando aplicamos um campo magnético oscilatério, Eq.(2.4), a magnetizagao do filme ¢é
dependente do tempo. A resposta dinamica do filme é caracterizada por uma média do

periodo (27 /w) da magnetizacao, Q(T, Hy,w), e a area da histerese definida por

A= j’{ m,(t (2.5)

D
1 1
onde m,(t) = g (— g S»Z(t)> . Na simulagao foi fixada a frequéncia w = 27/240 e

Na figura mostramos os resultados da simulagao [62] para os valores médios do
parametro de ordem (magnetizacao) (@Q)) e a area da histerese (A) como uma fungao da
amplitude do campo Hy(J = 1), onde foram fixados w = 27/240 e T = 1.0. Foram compa-
rados os resultados para um sistema bulk com o campo oscilatério, e condigoes periddicas
nas trées direcoes de uma rede cubica simples de tamanho 32 x 32 x 32, com aqueles do
modelo dada pelo Hamiltoniano Eq. com anisotropia A = 0.1. Os comportamentos
qualitativos para (Q)) e (A) como fungao de Hy mostrados na Figura SA0 0S Mesmos
para o sistema bulk ou na forma de filme de tamanho D = 12.

Para pequenos valores do campo Hy, (@) é uma constante e (A) = 0 indicando um sis-
tema ordenado ferromagneticamente. O campo magnético é muito pequeno para produzir
alguma reorientacao significativa dos spins, e a magnetizacao é essencialmente indepen-
dente do tempo. Como consequéncia da definicao temos (A) = 0 e a magnetizagao
média nao nula. Quando Hj cresce moderadamente, a energia Zeeman associada ao campo
oscilatério domina a competigao com as interagoes (J) entre os spins. O alinhamento dos
spins tendem a seguir o comportamento oscilatério do campo e induz um comportamento
oscilatério (ndo necessariamente senoidal) para a magnetizacao (filme e bulk) com uma
frequéncia consistente com a do campo aplicado. Desta maneira, a magnetizacao média
comega a decrescer monotonicamente, enquanto (A) cresce, com o aumento de Hy. Para
altos valores de Hy, a oscilagdo do campo domina a competicao e () = 0 como um re-

sultado da variagao simétrica da dependéncia temporal da magnetizacao. A transicao de

25



<>

Figura 2.3: Comportamento da magnetizagdo média (Q)) e drea da histerese (A) como
fungao da amplitude do campo senoidal no modelo de Heisenberg anisotrépico (A = 0.1)
obtido via simulacao de Monte Carlo [62]. Foram fixados w = 27/240 ¢ T = 1.0, onde
para as propriedades de bulk (circulos) foi usado uma rede cibica simples de tamanho
32 x 32 x 32, enquanto para as propriedades do filme (triangulos) usou-se tamanho D = 12

(diregao do eixo z).

fase dinamica é caracterizada com o parametro de ordem (@) nulo, quando é atingido um
campo critico Hy.. Os resultados da simulacao indicam que para o filme temos Hy. = 0.76
e no bulk Hy. = 0.80. Para valores de Hy > Hj., existe um comportamento crescente
da drea média da curva de histerese, que tem forma de lei de poténcia (A) ~ H., onde
a = 0.73 no caso do filme e a = 0.75 no caso do sistema bulk.

Uma melhor maneira de estudar a transicao de fase dinamica, observada na Figura
, é analizar a dependéncia temporal da magnetizacdo m,(t). A Figura mostra
m.(t) do filme de Heisenberg anisotrépico (Eq.(2.4) com A = 0.1) na presenga de um
campo oscilatério numa temperatura (reduzida) T = 1.0, frequéncia w = 27/240 com
amplitudes de campo Hy = 0.3,0.7,1.0,2.0 e 3.0. A Figura mostra que a memoria
do estado inicial na simulagao é curta, estabelecendo rapidamente seu estado apds alguns
ciclos de oscilagao. O caso particular de Hy = 0.3 e T = 1.0 corresponde a uma estado
ordenado (ferromagnético) dinamicamente com (@) # 0. A Figura2.4/mostra que apés um

transiente inicial m,(t) tem uma oscilagdo com a mesma frequéncia do campo aplicado,
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Figura 2.4: Comportamento dinamico da magnetizacao axial m.(¢) como funcao do tempo
para um filme fino de Heisenberg classico com anisotropia de troca A = 0.1 (Eq.),
obtido via simulagdo de Monte Carlo[62] numa rede ctibica simples de tamanho 32 x
32 x D(D = 12), na presenga de uma campo oscilatério com frequéncia w = 2m/240,

kgT

temperatura reduzida T = = 1.0 e varias intensidades da amplitude do campo

indicadas as curvas.

mas atrasado do campo por aproximadamente /2 (defasagem de fase da oscilagao da
magnetizacao). Com o aumento de Hy, por exemplo, o valor Hy = 0.7, a magnetizagao
oscila, ainda suavemente, e ocorre notadamente uma reducao do valor médio (@), até
anulando-se para Hy > Hy. = 0.76.

Na simulagao de Monte Carlo o algoritmo incorpora uma dinamica estocastica que
descreve a regra de transicao do sistema de um estado para outro. Existem diversos
tipos de dinamica estocastica que podem envolver transicoes de uma tnica ou de muitas
particulas, ou ainda podem ser locais ou nao locais em caracteristica. No caso do Monte
Carlo de equilibrio um nimero razoavel de dinamicas pode levar a mesma distribuicao de
Boltzmann dos estados. A condicao de ergodicidade e balanco detalhado sao suficientes
para garantir que a distribuicao de equilibrio dos estados, gerado pelo algoritmo, é a
correta distribui¢ao de Boltzmann [63]. Por outro lado, no caso de simula¢ao de Monte
Carlo fora do equilibrio existe uma certa limitacao na escolha da dinamica estocastica.

As condigoes de ergodicidade e balanco detalhado nao dizem nem aproximadamente a
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forma como o sistema vai para o equilibrio (estado estacionério) e diferentes escolhas para
a dinamica estocastica darao lugar a diferentes resultados. Entao, a dinamica deve ser
escolhida guiada pela fisica fundamental em lugar da simples eficiéncia computacional.
Para algoritmos de cluster a relacao entre processos de Monte Carlo e processos dinamicos
realistas nao é clara. Em alguns casos, quando simulamos sistemas reais (estudo da
dindmica molecular) é possivel usar os resultados para estimar a forma correta para a
dinamica estocastica. Porém, em outros casos a forma detalhada nao é a priori clara
e propriedades macroscépicas devem ser usadas para se fazer alguma inferencia sobre a
forma desta dinamica estocdstica. Isto mostra que é importante como ponto de partida
da mecanica estatistica fora do equilibrio caracterizar bem o tipo de dinamica usada.
Usando um campo oscilatério H(t), na Eq., na forma de um pulso quadradoﬁ
Jang e colaboradores [64], através de simulacao de Monte Carlo fora do equilibrio, fixando
A = 0.1 e Hy = 0.3, calcularam o valor médio da magnetizagdo (Q)) como uma fungao
da temperatura reduzida T*(= f) aplicando as dinamicas de Glauber e Metropolis. A
Figura mostra uma consideravel mudanca no parametro de ordem dinamico para as
dinamicas de Glauber e Metropolis quando a temperatura é aumentada. Na regiao de
baixas temperaturas (7% < T*(Hy)) temos um estado ordenado dinamicamente com (Q) #
0, enquanto em altas temperaturas (7% > T (Hy)) um estado desordenado dinamicamente
com (@) = 0 é observado. Os resultados para as duas dinamicas sdo os mesmos em baixas
temperaturas (7" < 0.7) e altas temperaturas (7" > 7 = 1.0). Na regido intermedidria
(0.7 < T* < 1.0), a forma de (Q) como fungdo de T™ para os dois tipos de dinamica é
diferente. A transicao de fase dinamica para o algoritmo de Metréopolis parece ser continua
com decréscimo do parametro de ordem quando a temperatura critica 7T, é atingida. Note
as fortes flutuagoes térmicas observadas através das barras de erros na curva em circulos
abertos na Figura quando (@) estd préximo da regiao critica. No caso da dinamica
de Glauber temos menores flutuagoes para (Q)) com o aumento de T* na fase ordenada,

mas segue um grande decréscimo em (@) quando atingimos em 7% = 0.88. Por outro

4Um pulso quadrado para o campo magnético H(t) tem a seguinte forma

—Hy, 2(k—1r<wt<(2k—1)rm
Hy, (2k — )71 < wt < 2k,

H(t) =

onde k(= 1,2, 3, ...) 6 um ntmero inteiro representando o nimero de perfodos do campo externo oscilatério

pulsado.
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Figura 2.5: Comportamento da magnetizacao dinamico média (@)) como funcao da tem-
peratura reduzida T* = kgT'/J do modelo de Heisenberg cldssico anisotrépico A = 0.1
(Eq.(2.4)), no filme fino de espessura D = 12(L = 32) calculado através de simulacao
de Monte Carlo [64]. Um campo pulsado na forma quadratica (£Hy) foi usado com am-
plitude Hy = 0.3 com as dinamicas de Glauber (circulos sélidos) e Metrépolis (circulos

abertos).

lado, mesmo existindo esta diferenga no comportamento de (Q)) usando esses dois tipos
de dinamica, as localizacoes de T, nao sao muito diferentes. Portanto, um estudo mais
aprimorado é necessario para mostrar que o diagrama de fase no plano T'— Hy é o mesmo
usando-se a dinamica de Glauber ou de Metropolis, sendo que no ultimo apenas transi¢oes
de fase continuas devem ser observadas.

A existéncia ou nao do ponto tricritico no diagrama de fases do modelo de Ising cinético
nao tem ainda uma resposta conclusiva. Voltando para nossa analise dos resultados de
campo médio [49], esquematizado na Figura para baixas frequéncias e investigado por
Tomé e Oliveira [49], foi observado que para altas frequéncias e baixas temperaturas existe
um intervalo de valores do campo Hy(= h/zJ, z é o niimero de coordenacao) no qual as
fases paramagnética (P) e ferromagnética (F') coexistem (fase mista P+ F'). A fase mista
P+ F é separada das fases F' e P por linhas de primeira ordem, e ela existe para w > 0.60.
Estas fases (P, F'e P+F') sao obtidas analisando o comportamento da magnetiza¢ao como

fungao do tempo, fixados os valores de T', Hy e w. No caso do estado desordenado (P),

29



qualquer condigao inicial para a magnetizagao m(0) sempre evolui (oscilatério) para um
estado estaciondrio no qual o valor médio da magnetizacao calculado no periodo (27/w)
é nulo . No entanto, para o estado ordenado (F') temos uma evolu¢ao do sistema para
um valor médio (Q)) # 0 (duas solugoes antisimétricas). Por outro lado, a fase mista
(P + F') evolui para dois estados estaciondrios que sdo dependente da condigao inicial: se
m(0) = 0 o sistema oscila em torno do valor m = 0, correspondendo, assim, a solugao
P, se m(0) # 0 temos o caso em que o sistema oscila em torno de um valor m # 0,

correspondendo a solugao F'.
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Figura 2.6: Variacdo temporal da magnetizacdo M (wt) para o modelo de Ising cinético
usando aproximagcao de campo médio [49], fixando w = 1.0, Hy/zJ = 0.5 e kgT/zJ = 0.8
na fase P(a), w = 1.0, Hy/zJ = 0.25 e kgT/zJ = 0.25 na fase F(b) e w = 1.0, Hy/zJ =
0.70 e kgT'/zJ = 0.05 na fase mista F + P(c).

Mais adiante iremos detalhar o calculo de campo médio, por enquanto discutiremos
apenas os resultados. Na figura [2.6| apresentamos o comportamento da magnetizagao

m(t) como fungao do tempo, fixando a frequéncia w = 1.0(> 0.6) e para vérios valores
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de Hy e T, investigando cada uma das solugoes estacionarias: P(curva a), F/(curva b) e
P + F(curva c). A presenga desta fase mista nao é observada através de simulagao de
Monte Carlo. Podemos atribuir este possivel resultado espirio ao fato da aproximacao
de campo médio desprezar todos os tipos de correlagoes no sistema (‘interagao de longo-
alcane’). Neste nivel de aproximagao, no regime de baixas frequéncias w < w. = 0.60, o
tempo de relaxacao 7 (“flip do spin ”) é menor do que o periodo de oscilagao do campo
(27 /w) e o sistema relaxa rapidamente ao estado estaciondrio, que independe da condigao
inicial. Portanto, esta fase mista (P + F') nao existe. Porém, quando estamos no regime
de altas frequéncias (w > w.), T > 27 /w, fazendo com que o sistema relaxe lentamente
ao estado estaciondrio, que podera depender da condigao inicial (fixados valores de T e
Hy). De fato cada sitio da rede interage com todos os outros sitios (interacao de longo-
alcance), tornando o processo de relaxamento ainda mais lento, surgindo, assim, um
possivel estado misto P + F. Analizando varios outros valores de pares (Hy, T') podemos
obter um diagrama de fases. Fixando uma frequéncia w = 27(> w.), na Figura

apresentamos o diagrama de fases no plano T — h.
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Figura 2.7: Diagrama de fase no plano T'— h (T = kgT/zJ e h = Hy/zJ) para w =
27 do modelo de Ising cinético obtido via aproximagao de campo médio [49]. As fases
ferromagnética, paramagnética e mista sao denotadas no diagrama por F', P e F' + P,
respectivamente. O circulo cheio representa o ponto tricritico. A curva inserida representa

o comportamento da magnetizacao na fase F' como funcao da temperatura.
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Para investigar a veracidade da existéncia da fase mista no diagrama de fases do modelo
de Ising cinético, efeitos de correlagoes devem ser introduzidos na aproximagao. No nivel
superior a aproximagao de campo médio, Shi e colaboradores [65] desenvolveram a técnica
do operador diferencial na aproximagcao de campo efetivo [66], aplicada inicialmente para
descrever modelos de spins no equilibrio, e concluiram que nao existe a fase F' + P e
nem um ponto tricritico no diagrama de fases. Recentemente, Deviren e colaboradores
[67] mostraram que a andlise do trabalho da Ref.[65] estd incompleta, uma vez que o
comportamento da magnetizagao m(t) em fun¢ao do tempo nao foi apresentada. Deste
novo estudo, os autores [67] concluiram que a fase mista F' + P persiste para qualquer
valor de frequéncia w. Apesar de ter sido levado parcialmente em consideracao correlacoes
entre spins, a fase mista '+ P continua existindo e agora para todo valor de w, o que
entra em contradicdo com nossas especulacoes acerca de existéncia desta fase quando foi
usado a aproximacao de campo médio.

Recentemente, Deviren e Albayrak [68] estudaram o modelo de Ising cinético usando
relagoes de recorréncia numa rede de Bethe [69]. Nesta nova aproximagao, as correlagoes
sao tratadas mais elaboradamente, e os resultados encontrados para as propriedades de
equilibrio sdo melhores do que os de campo efetivo [66]. Destes novos estudos, os autores
[68] mostraram que a fase mista nado existe, mas persiste ainda um ponto tricritico no
diagrama de fase para w > w,., e que para baixas frequéncias w < w, temos apenas uma

linha de primeira ordem delimitando as fases P e F.

2.2 Equacao mestra

A fim de encontrar a dependéncia temporal dos observaveis fisicos do ponto de vista
da mecanica estatistica, precisamos escrever uma equagao (mestra), para a evolugao tem-
poral dos processos estocasticos markovianosﬂ . Seja P(o,t) a probabilidade de encontrar
um sistema no estado microscopico o, num determinado instante t. De forma intuitiva,
podemos escrever

%P(O—7 t) - APdentm - AP)foraa (26)

SUma sequéncia de eventos aleatérios {y;(t;), onde y;(t;) é um dado evento no instante t; i = 1,2, ...,
com t; < ty < ...} é denominado de markoviano quando a probabilidade de ocorréncia de um determinado

elemento da sequéncia nao depende da histéria anterior do sistema. H& auséncia de meméria.
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Figura 2.8: Diagrama esquematizado da evolucao temporal da distribuicao de probalibi-

dade das transicoes entre os estados o e o’.

onde a taxa de variacao da probabilidade “para dentro”do estado o é dada por

APyeniro = »_ P(0” t)w(c”, o) (2.7)
{o'}

com w(o’, o) interpretada como a probabilidade, por unidade de tempo, de que o sis-
tema mude do estado ¢’ para o estado 0. Da mesma maneira, a taxa de variacao de

probabilidade “para fora” do estado o é escrita como

APjora = P(0,1) > w(o,0'), (2.8)
{o'}

onde w(o, ') é a taxa de transigdo do estado o para ¢’. Veja o diagrama esquematizado

na Figura [2.8] que mostra a idéia de forma mais clara.

Portanto, substituindo as Eqs.(2.7)) e (2.8)) na equac¢ao mestra, Eq.(2.6]), ficaremos com

% = {UZ} [P(o', t)w(o’,0) — P(o, t)w(o,d)]. (2.9)
Como ja mencionamos anteriormente, toda a dificuldade reside na obtencao da taxa de
transicao w(o,0’) ou (w(o’,0)). Em problemas de interesse fisico devemos calcular essas
probabilidades de transi¢do a partir de primeiros principios (o que se torna, em geral,

praticamente impossivel!) ou adotar formas plausiveis, consistentes com os aspectos fisicos

subjacentes.
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Nos estados estacionérios, a probabilidades P(o,t) nao deve ser uma fungao explicita

do tempo, ou seja,
dP(o,t)

=0 2.10
o (2.10)
que pode corresponder a situagao de equilibrio. Observando a Eq.(2.9), uma condigao

suficiente para o equilibrio é dada pelo principio do balanco detalhado, ou seja,
P(d' t)w(c’,0) = P(o,t)w(o,o’), (2.11)

para quaisquer estados o’ e . Essa equacao de balanco detalhado, como o proprio nome

indica, tem um significado intuitivo muito claro: na situagao estacionaria, devemos ter o
. o , N - ,

mesmo numero de transicoes de o para ¢’ ou na diregao contraria, de ¢’ para ¢. Uma

das estratégias mais frequentes nessa area consiste em escolher as taxas w(o, o’) a fim de

satisfazer a equagao do balanco detalhado no equilibrio, ou seja, tal que

P(o',t — o0o)w(o’,0) = P(o,t — oo)w(c,d’). (2.12)

2.3 Dinamica estocastica

O modelo de Ising com dois estados sera estudado aqui como um protétipo para a
descrigao da dinamica (discreta) dos spins e, consequentemente, obter as grandezas médias
como funcao do tempo. Uma configuracao microscépica de todos os N sitios de uma
rede é representado por o = (01,09, ...,0n) (0; = £1) cujos spins interagem segundo o

Hamiltoniano

H=-J) oo (2.13)

<ij>
onde < 7,j > denota a soma sobre os primeiros vizinhos, J é a interagao de troca ( J > 0
e J < 0 corresponde ao ferromagnetismo e ao antiferromagnetismo, respectivamente) e a
variavel discreta de spins o; no sitio ¢ pode assumir valores +1(spin para cima) e —1(spin
para baixo).
Ao modelo de Ising é acoplado um reservatorio térmico a temperatura 7', de tal maneira
que no equilibrio, o sistema ¢é descrito pela distribuicao de probabilidade de Boltzmann-

Gibbs associada ao estado o dada por

(2.14)
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onde 8 = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann e Z = Z e M) ¢ a funcao de particao
do sistema. 7

Observe que o Hamiltoniano Eq. nao carrega intrinsicamente nenhuma informacao
temporal, de maneira que o modelo de Ising é estatico por natureza. Esse resultado nao
deve surpreender ja que os spins da rede estao em equilibrio com um reservatério térmico
a temperatura T'. Para descrever a evolucao temporal para as variaveis de spin do modelo
de Ising (magnetizagao, fungoes de correlagoes, etc), devemos primeiro encontrar a taxa
de transigdo w(o,0’) a fim de resolver a equacao diferencial dada pela Eq. e obter
P(o,t). Consequentemente, podemos calcular a média temporal (A) = ZA(,P(U, t) de

qualquer observavel nas variaveis Ising.

2.3.1 Dinamica de Glauber

Ha& certos processos markovianos que podem evoluir com uma minima mudanca em seu
estudo. Como exemplo, consideremos um caso em que o sistema esteja inicialmente no
estado o = (04,09, ...,04, ...,0n) € V& para o novo estado o’ = (01,09, ...,0/,...,05), onde
apenas um sitio da rede foi invertido. Com objetivo de compreender a evolucao temporal
do modelo de Ising, Glauber [70] em 1960 prop6s uma forma para a taxa de transigdo
w(o,0’). Em particular, no caso em que a variavel estocéstica o; = £1, a mudanga no
valor desta varidavel é probabilistica e se deve tanto a influéncia do banho térmico, com
o qual o sistema estd em contato, quanto as interacoes entre os primeiros vizinhos do
sitio i-ésimo. Assim sendo, a configuragao inicial o sob acao da taxa de inversao w(o,o’)
resulta em outra configuragao o’ = o' = (01,09, ..., =04, ...,0n), de maneira que apenas
um unico sitio é atualizado de cada vez.

Esta condicao nao é ainda suficiente para o modelo de Glauber descrever variaveis

estocdsticas de Ising, porque ele deve satisfazer no equilibrio a condi¢ao do balango deta-

lhado dada pela Eq.([2.12)), ou seja,

(2.15)

Usando-se a distribuigao de Boltzmann-Gibbs Eq.(2.14]), ficamos com a seguinte condigao

para a taxa de transicao .
wi(0-> _ e_ﬁH(o-Z) 216
(o) e 210
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Usando o Hamiltoniano de Ising Eq.(2.13) na relacio Eq.(2.15)), ficamod

—fBJo; Z 945 1 — oitanh(K Z o

F 2+6
wilo) _ ¢ _ 5 (2.17)
wi(o?) BJo; Yy o, 1 +oitanh(K » o, 5
i+6 i+0
5 5

onde K = (3J e g 0,5 ¢ a soma sobre as varidveis estocdsticas associadas aos primeiros

5
vizinhos. Nao ha unicidade na forma de w;(¢), existindo diferentes exemplos que satis-
fazem o balango detalhado [71], Eq.(2.15). Uma destas propostas é a de Glauber [70]

definida por

1
wi(o) = — < 1 — gytanh( KZO

= (2.18)

i+s ’
5

onde 7 é o tempo de transicao entre os estados. Este tempo 7 foi estimado como sendo da
ordem de 107''s em estudos experimentais de relaxacao dielétrica no composto NaNO,
ao qual o modelo de Glauber foi ajustado [72].

A dinamica de Glauber, expressa pela taxa de transicao definida pela Eq.7 apre-
senta uma simetria: ela nao se modifica se houver uma inverao de sinal de todos os spins
da rede, ou seja, w;(0) = w;(—0c). Isso significa que o modelo possui simetria de inversao.
Essa caracteristica do modelo de Glauber é de grande importancia, pois modelos com a
mesma simetria apresentam o mesmo comportamento nas proximidades da temperatura
critica desde que ambos estejam definidos na mesma dimensao.

Com a inclusdo de um campo magnético (H) no Hamiltoniano de Ising, Eq.,

Glauber, entao, propos a seguinte taxa de transicao:

1
wi(o) = by 1- Jitanh(KZUH(;—i— BH) 3. (2.19)
§

Utilizando a notacao o e ¢, podemos reescrever a equacao mestra Eq.(2.9) na forma
s b s

dp” Z{Pa Dun(o) — Plo, thun(o)} (2.20)

6 Sendo o; = 1, vale a seguinte identidade ¥ = cosh(\)+0o;sinh()), entdo a Eq.(2.16)) é facilmente

demonstrada, ou seja,
e i cosh(X) — osinh(X) 1 — oitanh(N)

eroi cosh(N\) + oysinh(N) 1+ oitanh())
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Conhecendo a evolucao temporal da probalibidade, podemos escrever a evolucao tem-

poral da média de uma varidvel A(o) definida como
(A(o)) =) A(0)P(o,1). (2.21)

Derivando encontramos

d<"ili")> _ XU: {%P(a, £ + A(a)%P(U, t)} | (2.22)

sendo % = 0 e usando a relacao Eq. 1} obtemos

Ao 33 {Alwile)P(o", 1) = Al)wr(o)Pl,0)} (2.23)

Resolvendo cada termo do segundo membro da Eq.(2.23) temos [

> A(o)wi(a")P(o,t) =Y A(o")wi(0) P(o,t) = (A(0"wi()) (2.24)

> A(o)wi(o)Po,t) = (A(o)wi(0)). (2.25)
Substituindo Eq.(2.24) e Eq.(2.25) em Eq.(2.23]) obtemos

N

=Y ([A(e") = A(@)] wi(0)). (2.26)

)

d(A(0))
dt

A Eq.(2.26) serd fundamental para encontrar a evolu¢ao temporal das médias (o;) e

(0;07). No primeiro caso temos que A(o) = 0; e A(0") = —o; = —A(0), desta maneira
mostramos
d
L o) = —2(0(0)). (2.27)
dt
No caso da fungdo de correlagao (0;0;) temos que A(c) = 0,0, e A(o') = —0,0;, entdo
d
gptoi05) = =2{0i05 [wilo) — w;(a)]). (2.28)

"Sejam duas fungoes de varidveis estocastica de Ising g(o) e f(o?), entdo temos:

Zf(ai)g(o) = Zf(Jl,UQ,...,—Ui,...7(TN)g((71,O'2,...,0'7;,...,O’N)

I
M
=
NS
q
S-
Q.
:
2>
=N
)

o
Q
3
&Q
Q
2>

S F(0)g(")
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2.3.2 QOutras dinamicas

Outras tipos de dindmicas diferentes da proposta por Glauber, Eq.(2.18]), podem ser
formuladas obedecendo o balango detalhado Eq.(2.17)). Kawasaki [73] estabeleceu uma
taxa de transicao apenas entre apenas spins vizinhos de sinais opostos de forma a conservar

a magnetizagao total. Essa taxa de transi¢ao é dada por

1 (1—o00; ; i

wij(oi, O'j) = 2— (TJ) [1 — tcmhﬁ(alEZ(]) + O']‘EJ(' ))] s (229)
T

onde EZ-(j ) refere-se as interacoes de o; no Hamiltoniano de Ising excluida a interacao

de 0; com o0;. Uma formulagao mais elaborada para taxa de transicao foi proposta por

Kadanoff e Swift [74] que considera a dinamica de mais graus de liberdade, introduzindo

uma variavel de quantidade de movimento. Tudo isto que atesta as potencialidades deste

tipo de formulacao estocastica. Todas estas dinamicas tém em comum o fato delas serem

reversiveis no estado estacionario e invariantes por inversao de spins.

2.4 Modelo de Ising cinético

A fim de analizar a transicao de fase dinamica, usando como ponto de partida o mo-
delo de Ising e a dinamica de Galuber, consideramos o modelo de Ising na presenca de
um campo oscilatério (senoidal) definido pelo seguinte Hamiltoniano (modelo de Ising
cinético).

H=-J) oo;—H(t) Zo— (2.30)

<iyj>
onde H(t) = Hysin(wt), Hy é a amplitude do campo e w a frequéncia de oscilagao.

Se o sistema estiver em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7', as
variaveis de spins o podem ser consideradas fungoes estocasticas do tempo. Considerando
que o sistema evolui de acordo com a dinamica estocéstica de Glauber numa taxa de 1/7
transi¢oes por unidade de tempo. A probabilidade P(o,t) de encontrar o sistema em um

estado 0 = (01,09, ...,0y), em um determinado tempo ¢ é dada pela seguinte equagao

mestra Eq.(2.9)), ou seja,

dP(O-7 t) / / /
T = Z[P(U ,t)W(O' ,O') - P<U7 t)W(O', o )] (231)
onde w(o’,0) é a probabilidade, por unidade de tempo, do estado o’ = (07,05, ...,0%)

mudar para o estado o = (01,09, ...,0y). A expressao explicita para a probabilidade de
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transicao w(o’, o) é obtida a fim de satisfazer a equagao do balango detalhado, vélida para
tempos suficientemente grandes. Desta maneira, a proposta de Glauber para a taxa de
transicao pode ainda ser expressa por

w(a 0'/) _ l ea:p[—ﬁAH(U, 0/)]
T Z exp|—BAH (o, 0")]

[

(2.32)

onde 8 = 1/kgT, kp é constante de Boltzmann, Z ¢ a soma sobre os dois valores

o./

possiveis da varidvel de spin 0; = £1, 7 o tempo de transi¢ao entre os estados e AH (o, o’)
da a mudanca na energia do sistema quando os spins o; evoluem. Considerando-se a

interacao de um 1nico spin central com seus vizinhos, essa expressao pode ser encontrada

manipulando-se a Eq.({2.30]), ou seja,
AH(0,0") = —J(0] = 0:) Y 0irs + Hilo] — 0v), (2.33)
5

onde z é o nimero de coordenagao e d é o vetor vizinhos mais proximos. Substituindo os

valores possiveis o; na probabilidade de transi¢ao, obtem-se

w<_17+1) = w(+17+1) - %1+e+25a (2 34)

w(_17_1) = w(+17_1) = %%

onde a = J Z oirs+ H. Observando-se a Eq.(2.34)), conclui-se que w(o;, o)) nao depende

5
dos valores o;, podendo ser reescrita como w(o;, 0}) = w(o?).
Desde que a soma das probabilidades seja normalizada e igual a um, e da média

estatistica para uma varidvel de spin oy, veja o apéndice [A] obtem-se

d d 1 1 -
pr (op) (t) = {Z Jkap(o, t) = - (o) + <;tanh (K;aHg + ﬂH) > (2.35)

Podemos ainda reescrever esta equagao como

d z
rom(t) = —m(t) + <tanh <K > o5+ ﬁH> > (2.36)

5
onde m(t) = (o) (t). Esta expressao, Eq.(2.36)), descreve a evolugao temporal do parametro
de ordem dinamico para o sistema ferromagnético, ela é exata, no entanto de dificil ma-
nipulagao, devido a inclusao de fungoes de correlagoes. Uma alternativa de se contornar

essa dificuldade é o uso de métodos aproximativos.
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2.4.1 Aproximagao de campo médio

Na aproximacao de campo médio [49], aproxima-se a média de tanh(K Z oirs +OH)
5

por tanh(Kzm(t) + SH), desprezando-se assim todas as correlagoes dos spins. Desta
maneira, da Eq.(2.36]), obtemos uma equagao auto-consistente para o parametro de ordem

dinamico escrita como

dm 1 .
Qd_§ = —m + tanh {T(m + hsm({))} : (2.37)

onde £ = wt, T, h e Q sdo parametros definidos por T'= (8J2)", h=H/Jz e Q = wr.
Resolvendo esta equagao, Eq., numericamente (pelo método de diferenca fini-
tas ou método de Runge Kutta de quarta ordem, veja apéndice , obtemos a evolucao
temporal para m(t). Os pontos de transigoes de fase dindmica, sao encontrados pela inves-
tigacao do comportamento da magnetizacao média em funcao da temperatura reduzida
T, do campo magnético externo reduzido h e 2. A estabilidade da solucao serd analisada
através do célculo do expoente de Lyapunov (veja Apéndice . O expoente de Lyapu-
nov funciona como um indicador da transicao de fase dinamica que esta associado com
a simetria das solugoes da equagao de movimento. As solugdes desta equagao, Eq.,
sao fungoes periddicas, elas podem satisfazer ou nao a propriedade m(§ + 7) = —m(¢).
A solucao que satisfaz esta propriedade é chamada simétria e a que nao satisfaz anti-
simétrica. Denotamos por A\, e A\, os expoentes de Lyapunov associados as solugoes
simétricas e anti-simétricas, respectivamente. Se A\; e A\, crescem para zero continuamente
a temperatura reduzida tende para a temperatura da transicao de fase, a temperatura
onde Ay = A\, = 0 é a temperatura da transicao de fase de segunda ordem 7. Por outro
lado, se um deles (A, ou As) crescer para zero descontinuamente e outro crescer para
zero continuamente a medida que a temperatura reduzida se aproxima da temperatura
de transicao de fase, a temperatura em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um
dos A e outro A = 0, é a temperatura de transicao de fase de primeira ordem 7). Como
mencionado anteriomente, Tania Tomé e Mério de Oliveira [49] encontraram diagramas
de fase dindmica para Q/2r = 0.1 e Q/27 = 1, que apresentam caracteristicas seme-
nhantes. O sistema apresenta as regioes ferromagnética F', paramagnética P e a regiao
de coexisténcia entre essas fases P + F e o ponto tricritico, veja a Figura 2.7, A baixa
temperatura reduzida, o sistema apresenta a regiao mista que faz fronteiras com a regiao

ferromagnética e paramagnética. Para grandes valores de T, existem apenas as regioes F
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e P. O ponto tricritico, onde as duas linhas de fronteira mesclam, existe para todo valor

de €.

2.4.2 Aproximacao de campo efetivo

Na aproximagao de campo efetivo, efeitos de correlacoes sao levados em consideracao,
possibilitando analises mais precisas. Num nivel superior a aproximacao de campo médio,
Shi e colaboradores [65] desenvolveram a técnica do operador diferencial na aproximagcao
de campo efetivo, aplicada inicialmente para descrever modelos de spins no equilibrio.
Para solucionar esse problema, Eq., usaremos uma técnica desenvolvida ha quarenta
anos atrds por Honmura e Kaneyoshi [66], que tem sido muito aplicada em modelos
estatisticos no regime estatico denominado de técnica do operador diferencial. A idéia é

simples e tem como ponto de partida o uso da seguinte identidade

cap(aDy)f(z) = f(z +a), (2.38)

onde D, = 3% ¢ o operador diferencial em relagao a variavel x e f(z) uma funcao analitica.
Seja a fungao F(x) = tanh (z + SH), usando a identidade da técnica do operador dife-
rencial, mostra-se

P F(2) |0 = tanh (o + BH) (2.39)

onde podemos assumir que a = K ZO‘H_(;. Com este resultado, a Eq(2.36) podera ser
s

reescrita na forma

T%m(t) = —m(t) + | [("7*7+) F()]oo. (2.40)
[

Utilizando a identidade da cinemética dos spins (Van der Waerdan) e*i+é = cosh(\) +
oirssinh(A) (o; £ 1), a Eq.(2.40) ficard escrita na forma
d z
rm(t) = —m(t) + [ ((cosh(KD,) + oiy5sinh(K D)) F()]a=o (2.41)
5
Esta expressao, Eq.(2.41)), é exata, e de dificil manipulagdo matemadtica, pois envolve
funcoes de correlagao que nao conhecemos a priori. Para contornar este obstaculo aplica-se
a aproximacao de Zernike, isto é, (0,0;...01) =~ (0;)(0;)...{01)(i # j # ... # 1), de modo que
a expressao para a evolucao temporal da magnetizacao ficard escrita na seguinte forma
aproximada (EFT - effective field theory)
d
T%m(t) = —m(t) + [cosh(K D,) + msinh(K D,)]” F(x)|+=o (2.42)
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onde m = (0;4s) € z é o numero de coordenagdo. Vale a pena mencionar, que nesta
aproximagao de campo efetivo, os resultados quantitativos sao superiores aos obtidos por
MFA, uma vez que as auto-correlagoes (i.e.,(c?) = 1) foram tratadas de forma exata
quando usamos a identidade de spin de Van Der Waerdan, ja o campo médio trata esta

2

auto-correlacao de forma aproximada (i.e.,{o;

2y ~ m?), que é refletida na troca da média

da tangente hiperbdlica pela tangente hiperbdlica da média.

Para uma rede cubica simples (z = 6), expandindo a Eq. e fazendo algumas

manipulacoes algébricas, usando a propriedade da Eq., obtemos

dm(t) 3 5

d—f = —m(t) + A (T, h)m + As(T, h)m° + As(T, h)m (2.43)
onde £ = wt, T = (BJ)™' , h = Hy/J, Q = wr, F(z) = tanh(x + hsin) e A,(T,h) =
p!(66—ip)!cosh(5_p(K D,)sinh?(K D,)F(z)|,=0 fun¢oes que podem ser facilmente calculadas
empregando a relacao exp(aD,)g(z) = g(z + «).

Expandindo a Eq. numa série de poténcias da magnetizacao m, obtemos uma
expressao semelhante ao resultado da Eq., sendo que agora temos uma série infinita
na MFA. O procedimento numérico para resolver a Eq. é semelhante ao usado para
resolver a equacao diferencial de campo médio Eq.. Por meio onde através do calculo
do expoente de Lyapunov podemos estudar a transicao de fase dinamica no plano 7T'— Hj.
Os resultados sao semelhantes aos obtidos usando-se MFA | por isto omitimos apresentar
estes resultados.

Todas as ferramentas matematica e numérica usadas no modelo de Ising cinético, isto

é, método de Runge-Kutta, calculo do expoente de Lyapunov, MFA e EFT, serao também

usadas para estudar a dinamica de trés modelos nos préximos capitulos.

2.5 Conclusoes

Estudamos a transigao de fase dinamica do modelo de Ising de spin-1/2 na presenca
de um campo oscilante, onde usamos a dinamica de Glauber para descrever a evolucao
temporal da magnetizacao. O expoente de Lyapunov foi numericamente obtido a fim de
analizar a estabilidade do sistema. Uma expressao exata foi derivada na forma de equacao
diferencial para a magnetizacao, onde funcoes de correlacoes acopladas estao presentes.
Desejando obter a evolugao temporal para m(t) desacoplamos estas fungoes de correlagoes

através de duas aproximagoes: no caso da aproximagao de campo médio (MFA) todas as
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2

correlagoes foram desacopladas, inclusive as auto-correlagoes (i.e., (o;

2) ~ m?), enquanto

na teoria de campo efetivo (EFT) as auto-correlagbes sao tratadas exatamenta através do
uso da identidade de spin de Van der Waerdan, mas as correlagoes entre diferentes spins
foram também desacopladas (0;0;...01) = (0;)(0;)...(o1) (i # j # ... # l). Dependendo
dos valores da temperatura e da amplitude do campo magnético, dada a condicao inicial,
o sistema pode evoluir para o valor médio da magnetizacao nulo (estado paramagnético),
valor diferente de zero (estado ferromagnético) ou para um estado misto P + F' que é
caracterizado pela coexisténcia dos dois estados. Este estado misto aparece por causa da
aproximagao usada, pois, recentemente, Devirem e Albayrak [68] utilizaram a aproximagao
de Bethe-Peierls e mostraram que apenas os estados F e P estao presentes, inexistindo
assim esta fase mista. Um tratamento mais elaborado pode ser usado na técnica do
operador diferencial para desacoplar as funcoes de correlacoes, levando em consideracao

algumas flutuacoes.

43



Capitulo 3

Dinamica e estatica do modelo de

Ising com campo aleatdrio

3.1 Introducao

O interesse por modelos cinéticos tem sido bastante intenso na fisica estatistica e fisica
da matéria condensada. Isso porque a maioria dos fenomenos fisicos na natureza apre-
sentam comportamentos fora do equilibrio. Neste Capitulo, estudaremos a transicao de
fase e o comportamento do parametro de ordem (dinamico e estitico) de um sistema
ferromagnético representado pelo modelo de Ising com campo aleatério. Usaremos uma
distribuicao de probabilidade bimodal para o campo aleatério e o comportamento do
sistema sera descrito pela dinamica de Glauber

O modelo de Ising com campo aleatério (RFIM) tem sido bastante estudado nos
ultimos 30 anos. Entretanto, uma série de resultados tedricos e numeéricos nao foram
esclarecidos até o momento. Entre estes estao a existéncia ou nao de um ponto tricritico
no diagrama de fases, a influéncia da distribuicao de probabilidade no comportamento
da transicao de fase, etc. O modelo representa um sistema ferromagnético com N spins.
Seus estados microscépicos do sistema serao representados por o = (01,09, ...,0n), sendo
0,; uma variavel de spin no sitio 7, que pode assumir valores ==1. O modelo corresponde ao
termo de Ising com um campo externo aplicado em cada sitio, que é descrito pelo seguinte

Hamiltoniano:

H =—J Z O'iO'j — ZHZUZ (31)

<i,7> %

onde J > (0 é a constante de troca ferromagnética, < 7,7 > denota interagao entre pri-
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meiros vizinhos e H; é um campo aleatério cujos valores em diferentes sitios sao descor-
relacionados e sao escolhidos de acordo com uma distribuicdo P(H;), simétrica em torno
de H; = 0 e tal que (H;). = 0. Aqui (...). representa a média configuracional sobre a
desordem. No estudo deste modelo ao longo do tempo, foram empregados varios tipos de

distribuigao de probabilidade (Por exemplo: gaussiana, bimodal,etc.)

§ kT /ey
|
2 nd order
TCP
SG
05 F
FM
| st
order
05 " Ho/cT

Figura 3.1: Diagrama de fase no plano 7" — H do RFIM, obtido por Aharony [76] usando

aproximagao de campo médio. O ¢ representa o niimero de coordenagao.

O RFIM foi inicialmente introduzido na literatura por Imry e Ma [75]. Desde entao as
propriedades da transicao de fase de equilibrio foram estudadas usando diferentes métodos
[76]-[93], mas a transic¢ao de fase dinamica, ou de nao equilibrio, deste modelo nao foi muito
explorada. O efeito do campo aleatério induz frustragao no sistema, pois existe competicao
entre as interagoes de troca que tendem a alinhar os spins ferromagneticamente, e os
campos aleatérios, que tendem a direcionar os spins na mesma direcao do campo local,
caso efeito na realidade é introduzir desordem no sistema.

Do ponto de vista tedrico, e a nivel de campo médio, é bem conhecido que diferentes
distribuicoes de probabilidades para os campos aleatérios produzem distintos diagramas
de fases. Usando uma distribuicao bimodal, que corresponde a soma de suas fungoes
deltas de Dirac (mesmos pesos 1/2) localizadas em campos simétricos (+H ), o diagrama
de fase no plano T'— H exibe transicoes de segunda ordem, na regiao de baixos valores
de campo (H < H,;, H; é o valor do campo no ponto tricritico -PTC), e de primeira
ordem na regiao de altos valores de campo (H > H;). Separando estas duas linhas de

transigoes de fases existe um PTC [76] (ver Figura[3.1). Quando usamos uma distribuigao
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gaussiana, centrada em H = 0, apenas transicoes continuas sao obtidas no diagrama de
fase [77]. Tem-se argumentado que quando uma distribui¢ao simétrica analitica para os
campos apresenta um minimo em campo nulo, espera-se um PTC.

No caso do RFIM com interacao de curto-alcance, a existéncia do PTC nao estd ainda
completamente elucidada. Originalmente, o primeiro estudo de expansao em séries de
altas temperaturas [78] que tratou o RFIM numa rede cibica simples, com distribuigao
gaussiana, encontrou a existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem na regiao
de baixas temperaturas. Outro estudo de expansdo em séries [79] indicou transigao de
fase continua na regiao de baixos valores do campo. Portanto, numa especulacao usando
expansao em série espera-se um PTC no diagrama de fase, mas a limitacao do método
limita-se apenas a estudar a transicao de fase nas regioes de altas e baixas temperatu-
ras. Estudos mais elaborados de expansao em séries [80] tém indicado a existéncia de
PTC para cada tipo de distribuicao de probabilidade dos campos. As coordenadas do

H, kpTi

PTCs encontradas foram: (_J = h; = 0.28 £ 0.01, T =T = 0.49 £ 0.03) para a
2 2

bimodal e (o, = 0.36 + 0.01, 7 = 0.36 4+ 0.04) para a distribuicao gaussiana de largura

o numa rede cibica simples (z=6). Na aproximagao de campo médio [76], o PTC existe
apenas com o uso da distribuicao bimodal, que ¢ localizado no diagrama de fase em

2
(hy = Ztanh™'(—=) ~ 0.439, 7, = %) Simulacao Monte Carlo numa rede cubica sim-

ples [8?], usando\/(istribuigéo gaussiana, nao levou a uma conclusao definida a respeito
da natureza da transicao de fase do RFIM. Porém, algumas realizacoes de aleatoriedade
dos campos, através do histograma da magnetizacao, geraram as vezes dois picos carac-
terizando uma transicao de fase continua, enquanto outras valores geraram trés picos,
implicando uma transi¢ao de primeira ordem. Em T' = 0, Middleton e Fisher [82] usando
distribuicao similar sugeriram uma transicao de primeira ordem com pequeno expoente
critico B = 0.017(5). Fytas e colaboradores [83], usando o esquema entrépico de Wang-
Landau e Lee no RFIM com distribuicao bimodal, numa rede cibica simples. Fixando
g =20e 7= 2.25, eles aplicaram o método da barreira de energia de Lee-Kosterlitz
e concluiram que seus resultados indicam uma transicao de fase continua. Numa analise
mais detalhada da simulac¢ao, Hernandez e colaboradores [84] encontraram um crossover
entre transi¢coes de primeira e segunda ordem em temperatura e campo finitos para a

distribuicao, indicando, assim, a existéncia de um PTC.

Fishman e Aharony [85] mostraram que o modelo de Ising antiferromagnético com
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interacao de troca aleatoria e na presenca de um campo uniforme H é equivalente ao
RFIM com o valor do campo aleatério linearmente proporcional a magnetizagao indu-
zida. Outro resultado também interessante, encontrado por Galam [86], via campo médio
(MFA), foi que o modelo de Ising antiferromagnético, em um campo uniforme com diluigao
por sitio ou ligacao na interagao de troca, tem o mesmo comportamento multicritico do
RFIM com distribui¢cao bimodal. Galam e Aharony[94] , numa série de investigagoes,
apresentaram uma andlise detalhada, via MFA e grupo de renormalizagdo (GR), de um
sistema constituido de spins cldssicos com n-componentes (escolheram n = 3), numa rede
d- dimensional, de um ferromagneto uniaxialmente anisotropia na presenca de um campo
aleatério com distribuicao simétrica bimodal sem e com um campo magnético uniforme. A
anisotropia uniaxial e os campos foram escolhidas ao longo do eixo de facil magnetizacao,
onde a interacdo de troca tem a forma J® = aJ com JM = J® = J e o parametro
de anisotropia a € [0,1]. Dependendo do valor da anisotropia, uma variedade de fases
(longitudinal, transversal e paramagnética), pontos multicriticos (bicritico, critico termi-
nal, tricritico) e interse¢oes destes pontos estao presentes no diagrama de fases. Baseado
nesta investigagao prelimminar, Galam [95] propos um modelo (campo aleatério diluido) a
fim de reproduzir alguns dos diagramas de fases experimentais dos compostos magnéticos
X(CN).Y,_, (X =k, Na, Rb, metal alcalino e Y = Br, Cl, I, halogénio esférico). A
transicao ferroelastica do cristal puro XCN desaparece para um certo valor critico de con-
centracao x. e seu valor numérico depende dos elementos X e Y usados. O modelo tedrico
usado foi o RFIM com dilui¢ao e uma distribuicao de probabilidade trimodal do campo
aleatorio D Usando MFA, Galam conseguiu predizer transicoes de primeira e segunda
ordem com a interferéncia do PTC com respeito a concentragao. Os campos aleatdrios
foram necessarios por que existi evidéncia experimental de que abaixo de z. a orientacao
do cristal desaparece, e estes campos foram usados para fixar esta orientacao. O valor
da concentracao (p) da distribuigao trimodal bem como a concentragao critica z. foram
expressos em termos de quantidades microscopicas.

Recentemente, a distribuicao bimodal assimétrica para os campos aleatorios tem sido

No estudo da transicao de fase do RFIM diversos tipos de distribuicio de probabilidades tém sido

usadas. Uma generalizacao consiste na distribuigao trimodal dada por

onde p+q = 1.
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estudada em detalhe [96]. Ela possui a forma
P(H;) = po(H; — H) + (1 —p)0(H; + H) (3.2)

onde p é a fragao de sitios na rede que tem um campo magnético H, enquanto o resto dos
sitios da rede tem um campo —H. A distribuicdo bimodal simétrica usual corresponde
ao caso particular p = 1/2, que na aproximagcao de campo médio apresenta um PTC no
diagrama de fases.

No caso assimétrico, p # 1/2, Hadjiagapiou [96] mostrou que para pequenos e grandes

valores de p, p < pic € p > pa. (onde py. = %ﬁ e Poe = %ﬁ)

, Tespectivamente, apenas
transicoes de fases continuas sao observadas. Em contraste, para p;. < p < po. existe um
PTC e, consequentemente, transicoes de primeira e segunda ordem. Comportamento
reentrante também foi observado para certos valores de p e H, bem como um perfil de
magnetizagao complexa com respeito ao campo aleatorio H. A distribuicao trimodal do

campo aleatério também foi investigado por Hadjiagapiou [97], e uma outra generalizagao

é usar a distribuicao bimodal assimétrica com campos diferentes, ou seja,
P(H;) =pé(H; — H) + (1 — q)0(Hi + \H), (3.3)

onde A € [0, 1] é o razao entre os dois campos nas dire¢oes opostas. No caso A < 0 os dois
campos estarao atuando na mesma direcao e nao havera competicao, consequentemente,
nao ocorrera transicao de fase uma vez que teremos um ferromagneto na presenca de um
campo magnético [98].

Outra escolha para a distribuicao de probabilidade dos campos aleatérios é a dupla

gaussiana [99], dada por

P(H;) =

% ﬁ {emp [_(Hi2;2H)2] +eap [_%H (3.4)

onde no limite 0 — 0, a Eq. reduz-se a distribuicao bimodal simétrica. O diagrama
de fases no plano T'— H apresenta diversos pontos multicriticos dependendo do valor das
larguras o das gaussianas .

Por outro lado, outro aspecto intrigante no estudo do RFIM esta relacionado com a
dimensionalidade critica inferior d;. Acima dela (d > d;) o modelo apresenta ordem de
longo-alcance em baixas temperaturas (7' < T.(H)). Um argumento heuristico introdu-
zido por Imry e Ma [75], sugere que d; = 2. Para campos aleatérios suficientemente fortes

(i. e., |H;| > J), o spin em cada sitio apontard na diregao do campo neste sitio, de modo
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que nao serd possivel nenhum alinhamento ferromagnético em qualquer dimensao d. En-
tretanto, para os campos aleatérios pequenos (i. e., |H;| < J), espera-se a ocorréncia de
uma fase ordenada de baixa temperatura acima da dimensao critica d; = 2. O argumento
usado por Imry e Ma foi o seguinte: Considere um dominio de spins de tamanho L tal
que a magnetizacao (spins para baixo) é oposta aquela da amostra (spins para cima), na
presenca de campos pequenos e em 1 = 0. O custo de energia na troca da parede de
dominio é proporcional a area da parede, isto é, AE ~ JL% ! enquanto que o ganho
na energia do campo para que os spins vengam as tendéncias dos campos e apontem na
diregao oposta € resultante das flutuacoes estatisticas, sendo proporcional a raiz quadrada

172 A troca de energia total

do ntimero total de sftios no dominio, isto é, AEy ~ H(L?)
é entao

AFEp ~ JL&Y — HLY?. (3.5)
Para d > 2, AEr > 0 para L grande, e o estado fundamental ferromagnético é estavel,
impedindo a formagao de grandes dominios. Quando d < 2, AEy domina e o estado
fundamental ferromagnético é instavel, permitindo que o sistema se divida em dominios,
de tal modo que ordens de longo alcance sejam destruidas. Desta forma, especulou-se que
d; = 2. Note, entretanto, que este argumento nao se aplica para d = 2.

No caso da dimensionalidade critica superior d.., teremos a mesma classe de universa-
lidade do campo médio se d > d. . Calculos perturbativos [100] encontram d. = 6 para
o RFIM, de modo que numa expansao em ¢ = 6 — d sugere que os expoentes criticos
do problema de campo aleatério em d-dimensoes sao idénticas aquelas do sistema puro
em d — 2 dimensoes. Sendo a dimensionalidade critica inferior do modelo de Ising puro
d; = 1, entao a dimensao critica do RFIM seria d; = 3, caso a expansao valha até ai. Exis-
tem, entretanto, cdlculos fenomenolégicos rigorosos [I01]que demonstram a ocorréncia de
transigdo de fase em d = 3. Por outro lado, Frontera e Vives [102] mostraram que o
RFIM em duas dimensoes com distribuicao de probabilidade gaussiana para os campos
aleatorios exibe ordem em T = 0. Recentemente, o RFIM em duas dimensoes tem sido
estudado por diversas técnicas e os autores encontraraam a existéncia de uma transicao
de fase para as redes honeycomb (z=3) e quadrada (z=4).

Borges e Silva [87] estudaram o RFIM usando EFT e mostraram que nao existe PTC
no diagrama de fase deste modelo na redes 2d (z = 3,4). Mielnicki [I03] estudou o

RFIM numa rede quadrada, com distribuicao de probabilidade gaussiana, e mostrou que

49



o sistema apresenta PTC e comportamento reetrante. Albuquerque e colaboradores [8§]
estudaram o RFIM numa rede honeycomb usando EFT no aglomerado com N=3 spins e
mostraram que nao existe PTC e que a a temperatura critica T.(H) decresce mononica-

mente com o aumento da intensidade do campo (variancia da distribuigao), apresentando

He

um comportamento reetrante ao redor do campo 5

= 1.0. Usando uma aproximacao
mais elaborada, Yuksel e colaboradores [103] verificaram a existéncia de PTC e compor-
tamento reentrante no RFIM na rede honeycomb. Este resultado controverso da existéncia
ou nao de PTC no RFIM em redes 2d é um problema em aberto que deve ser elucidado
por outras metodologias.

A formulacao atual do modelo baseado em campos locais atuando nos sitios da rede
com intensidades aleatorias descritas por uma distribuicao de probabilidade, foi intro-
duzido pela primeira vez por Larkin [104] para supercondutores e depois generalizado
por Imry e Ma [75] para sistemas magnéticos. Protétipos de realizagoes experimentais
do RFIM sao compostos antiferromagnéticos diluidos, tais como, Fe,Zn;_,Fy [105] [106],
RbeCo,Mg;_,Fy [107], Co,Zn;_,Fs [108] e Fe,Mg;_,Cly [109], na presenga de um campo
magnético uniforme. Em particular, o composto de Fe,Mg;_,Cl; apresenta um comporta-
mento tipo vidro de spin para baixas concentracoes z < 0.55 e é considerado um RFIM no
regime de altas concentragoes magnéticas. No regime RFIM este composto apresenta um
comportamento curioso: apresenta uma transicao de primeira ordem que se transforma
em uma transi¢ao continua quando mudamos a intensidade do campo [I10]. Porém, a
comparacao entre resultados tedricos e experimentais tém sido inconclusiva por causa da
dificuldade de equilibrar o sistema experimental, por isto a motivacao de estudar este
modelo fora do equilibrio.

O estudo de modelos fora do equilibrio, como o caso do Hamiltoniano (RFIM) (3.1))
revela muitos fenomenos interessantes, com uma rica variedade de transicoes de fases e
fenémenos criticos. O conhecido resultado discutido [42] revela que o comportamento
critico nao é universal, mas geralmente depende aparentemente dos detalhes irrevelantes
na dinamica, semelhante a difusao de impurezas, isto é, as propriedades da distribuicao
das variaveis aleatérias e a taxa de transicao escolhida. Desta maneira, modelos fora do
equilibrio podem ser relevantes na descri¢ao tedrica dos materiais magnéticos.

Anos atrds Paula e Figueiredo [113] estudaram o RFIM fora do equilibrio, onde para

descrever teoricamente as propriedades fora do equilibrio utilizaram a dinamica d Glauber.
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Aplicando a aproximacao de campo médio, o diagrama de fase no plano T'— H foi obtido
e comparado com a solugao de campo médio [76]. Eles mostraram que a linha de primeira
ordem, obtida usando a dinamica (solugao estaciondria) e o equilibrio sao diferentes. No
estado fundamental (7' = 0) foram encontrados H7 =6.0c¢€ H7 = 3.0 usando a dinamica e
a estatica, respectivamente. Existe alguma controvérsia com relagao a transicao de fase
em baixas temperaturas, mas simula¢ado de Monte Carlo recente [I11] numa rede cibica
simples de tamanho L = 60, sugeriu a ocorréncia de uma transicao de primeira ordem,
com um ponto tricritico no diagrama de fase. Em T = 0 obteve-se o valor H7 ~ 4.0.
Estes diferentes valores de H. em comparacao aos resultados de Monte Carlo podem
ser atribuidos a aproximacao de campo médio. Levando em consideracao correlagoes,
Costabile e de Sousa [112] desenvolveram a técnica do operador diferencial na aproximagao
de campo efetivo (EFT) e mostraram que as linhas de primeira ordem diferem usando a
dindmica (Glauber) e estdtica, e que ambas terminam em 7' = 0 no ponto H7 =4.0. Na

préxima segao desenvolveremos os calculos da MFA e EFT no modelo de RFIM dinamico.

3.2 Modelo de Ising estatico com campo aleatdrio

3.2.1 Solucao na aproximacao de campo médio

Uma forma “elegante” de solucionar o modelo na aproximacao de campo médio, é
fornecida pelo principio variacional baseado na desigualdade de Peierls-Bogoliubov que
se apdia em argumentos de convexidade. Para qualquer sistema cldssico ou quantico,

podemos escrever a seguinte desigualdade:
G(H) < Go(Ho) + (H — Ho) (3.6)

onde G(H) e Go(Hp) s@o energias livres associadas a dois sistemas definidos pelos Ha-
miltonianos H e Hj, respectivamente. A média térmica deve ser tomada em relacao a
uma distribuicao canonica associada ao Hamiltoniano H,. Neste caso, devido o modelo
apresentar uma aleatoriedade no campo, tem-se que a desigualdade de Peierls-Bogoliubov
¢ escrita como G(H) < (Go(Ho)), + ((H — Ho)),.. Escolhemos um Hamiltoniano de ten-

tativa nao-interagente na forma

N N
Ho=—n Z o; + Z o, H; (3.7)
i=1 i=1
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onde 7 é um parametro variacional a determinar.
A funcao de particao e a energia livre para o hamiltoniano Hj, respectivamente, sao

dados por
N
Zy = tre M = H 2cosh [B(n + H;)] (3.8)

i=1

G(Ho) = —Bln Zy) = —= Zln [2cosh [B(n + H;)]] - (3.9)

Usando a definicao de média configuracional e o fato que as variaveis aleatorias sao inde-

pendentes entre si, encontramos
(G(Ho)). = 53 {in2eosh [36n + H)] + In 2eosh [3(n ~ H)}. (310

O segundo termo da desigualdade, a média da diferenga de energia, é dado por

(=), = =7 3 (o) £03 (o), (3.11)

<i,j>

Na teoria de campo médio, consideramos que (7,0;) =~ (o) (d;) e (62) =~ (0;)°. Portanto,

temos que
2m?N

(H—Ho)),=—J

+nNm (3.12)

onde m = ((0;))... De posse desses resultados, a energia livre do sistema pode ser escrita

CcOo1mo

Jsz

G(H) = —% {in[2cosh B (n + H)]| + In[2cosh [3 (n — H)]|} — +nmN (3.13)

No minimo de energia, isto é, 2 =( ¢ 29 77 = 0, obtemos, respectivamente,

> Om

n=Jzm (3.14)

1

m=g {tanh {% (zm + h)] + tanh {% (zm — h)] } : (3.15)

onde T-' = 3J e h = H/J. Esta Eq.(3.15)) representa o parametro de ordem, a magne-

tizagao, para o sistema ferromagnético. A energia livre por particula pode ser reescrita

na forma
G(m, T)/J = —g {ln [QCosh [% (2m + h)” +in [zcosh {% (2 — h)H } + sz2
(3.16)
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Resolvendo numericamente as Eqgs.(3.15) e (3.16) pelo método de Newton-Raphson,
encontra-se o diagrama de fase do sistema no equilibrio termodinamico, que é garantido
pela construgao de Maxwell, igualando-se as energias livres nas fases desordenada P (m =

0) e ordenada F(m # 0) (ver Figura [3.5).

3.2.2 Solucao na aproximacao de campo Efetivo

Nesta secao vamos considerar o modelo de Ising com campo aleatério, representado

pelo Hamiltoniano (3.1)) sujeito a distribui¢ao bimodal dada por
1 1
P(H;) = 50(H; — H) + 50(H; + H) (3.17)

onde H é a magnetude do campo aleatorio.
O ponto de partida para o desenvolvimento da teoria de campo efetivo, consiste no
uso da seguinte identidade:

TT{N}O({N})e_ﬁHN
TT{N}G*[}HN

(O{N}) = ) (3.18)

onde Tryyy corresponde ao traco parcial realizado numa base composta de N spins (aglo-
merado), que é descrito pelo Hamiltoniano Hy neste aglomerado finito e O{N} é um
observavel contendo varidveis de spin deste aglomerado.

Para um aglomerado com um spin central o;, o Hamiltoniano Eq. pode ser escrito

da seguinte forma

Hi = —JO'Z' Z Oi4+5 — UiHi (319)
§

onde z é o numero de coordenacao. O valor médio da variavel de spin o; é

S, 0Pt -
m; = <W> = <tanh [6 <J20'1+5 -+ Hz) > . (320)
oi 5

onde m; = (0;). O modelo é caracterizado por ter um campo aleatério com uma distri-

buicao de probabilidade bimodal. Considera-se que o parametro de ordem deste sistema
ferromagnético, a magnetizacao, seja uma média configuracional do valor esperado da
variavel de spin m;. A média configuracional em um sitio k é definido por

((on)). = /°° (o)P(Hy)dHy. (3.21)

Usando a distribuicao de probabilidade bimodal para o campo H;, Eq.(3.17)), e a média
da variavel de spin em um sitio i , Eq.(3.20). Tomando a média configuracional para m;,
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obtemos
m = <%{t(mh [B(a+ H)| +tanh [ (a—H)}}> (3.22)

onde m = ((03)), e a = J> ;0415 A Eq.(3.22) representa o parametro de ordem para
o sistema ferromagnético. No lado direito desta expressao temos uma média estatistica
das variaveis de spins vizinhas da variavel de spin central presentes no argumento das
funcoes hiperbdlicas. Esta expressao é exata, no entanto de dificil manipulacao, devido
a inclusao de funcgoes de correlagoes nao conhecidas. Uma alternativa a essa dificuldade
sao os métodos aproximados.

A aproximagao de campo efetivo é a segunda alternativa utilizada visando superar a
dificuldade imposta pelas funcoes de correlagoes, na solugao da Eq.7 possibilitando
analises mais precisas.

Usaremos a técnica do operador diferencialdesenvolvida ha quarenta anos atras por
Honmura e Kaneyoshi [66], que tem sido muito aplicada em modelos estatisticos no regime

estatico. A idéia é simples e tem como ponto de partida o uso da seguinte identidade:
exp(aDy)f(z) = f(z + ), (3.23)

onde D, = 8% é o operador diferencial em relagao a variavel x e f(x) uma fungao analitica.

1
Seja a fungao F(z) = 5 [tanh (x + BH) + tanh (x — BH)| e usando a identidade dada pela
Eq([3.23)) mostramos

D2 (3o — % ltanh (o + BH) + tanh (o — BIT) (3.24)

onde o = K Z oirs. Com este resultado, a Eq(3.22]) podera ser reescrita na forma
s

K Z Ui+6Dx z
m = <e s F(I)|$0> = H (X0} F ()| o, (3.25)

h
onde A = K D,. Utilizando a identidade da cinemdtica dos spins-1/2 (Van de Waerdan),

i. e., eMits = cosh(\) + o;,551tnh()), obtemos a expressdo para a magnetizacao,
m = ] {(cosh(N) + gisssinh(A)) F(x)]o=0 (3.26)
5

Esta expressao, Eq.(3.26)), é exata, mas de dificil manipulagdo matematica, pois en-
volve no lado direito funcoes de correlacoes que nao conhecemos. Para contornar este

obstaculo aplica-se a aproximagao de Zernike, isto é, (0,0;...01) =~ (0;)(0;)...(o1) (1 # j #
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... # 1), de modo que a magnetizagao ficara aproximada na teoria de campo efetivo (EFT)
por

m = [cosh(\) + msinh(\)]* F(2)]z=0 (3.27)

onde m = (0,45),.. Consequentemente, a equacao para a magnetizagao via teoria de campo
efetivo é obtida. Para uma rede ciibica simples (z = 6), expandindo Eq.(3.27) e fazendo

algumas manipulacoes algébricas encontramos a equacao de estado
m = Ay (T, h)m + As(T, h)m® + As(T, h)m® (3.28)

sendo A, (T, h) = p!(66—ip)!coshe’*p(KDI)sinhp(KDm)F(m)|x:0 fungbes que podem ser facil-
mente calculadas empregando a relagao exp(aD,)g(x) = g(x + «).

Na teoria de campo efetivo, ainda nao se tem uma definicao para obter a expressao
para energia livre. Essa seria a razao de nao termos uma analise mais interessante no
estudos dos modelos de spins. Nesta dissertacao, usaremos um funcional para a energia
livre W(m), de tal forma que no minimo de energia % = 0, seja obtida a equacao de
estado para o sistema ferromagnético. Portanto, com o auxilio de Eq. obtem-se o
funcional para a energia livre, apds integracao [87]

2 m4 mG

W(m, T, h) = M(T, h) + Ao(T, h) | (A, — 1)m7 + Ay + A5 (3.29)

onde A o(7', h) sdo fungdes arbitrarias irrevelantes na andlise da transi¢ao de fase.
A fim de encontrar o diagrama de fases no plano T'— H, em especial a linha de primeira
ordem (descontinuidade na magnetizagao), usaremos a Eq.(3.29) para a contrugao de

Maxwell.

3.3 Modelo de Ising cinético com campo aleatdrio

As discussoes das secOes anteriores sempre se referiram a situacgoes de equilibrio ma-
croscopico, descritas pelo formalismo do ensemble de Boltzmann-Gibbs. Nesta secao va-
mos retomar o problema, considerando a evolucao temporal do sistema fora do equilibrio.
As generalizacoes do modelo de Ising, a principio, nao tem nenhuma dinamica, pois os
spins sao escalares que nao se sujeitam as regras quanticas de comutagao. Conhecendo a
natureza estocdstica desses sistemas, é interessante escrever de saida uma equacao mes-

tra, justificada em termos probabilisticos, para a evolucao temporal da probabilidade de
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encontrar o sistema num determinado estado microscépico num dado instante de tempo t.
No caso em que a evolucao temporal nao depende de toda a histéria anterior do sistema,
processos markovianos, a equagao mestra admite uma forma mais simples, que depende
das probabilidades de transicoes entre estados microscopicos sucessivos, porém dificieis
de serem obtidas. No entanto, pode-se construir uma equacao mestra postulando formas
plausiveis para as probabilidades de transicao, garantindo que o sistema transite para o
estado de equilibrio no decorrer do tempo.

Neste dissertagao, considera-se que o sistema evolui de acordo com a dinamica es-
tocastica de Glauber numa taxa de 1/7 transigoes por unidade de tempo. Seja P(o,t)
a probabilidade de o sistema estar em um estado microscépico o, em um determinado
tempo t. Se o sistema estd em contato com um reservatorio de calor a uma temperatura
absoluta, a dependéncia temporal da funcao probabilidade que descreve a interacao entre

os spins e o banho térmico é governada pela seguinte equacao mestra,

—dpfz?’ D = NP 0l 0) ~ Plo )l o) (3.30)

O./

onde w(o’,0) é a probabilidade de transi¢do, por unidade de tempo, do estado o' =
(0,0, ...,0) mudar para o estado 0 = (0y,09,...,0x). A expressdo explicita para a
probabilidade de transigdo w(o’,0) é obtida afim de satisfazer a equagao do balango
detalhado, valida para tempos suficientemente grandes. Desta maneira, Glauber propos

w(a, 0/) _ l exp[—ﬂAH(a, 0/)]
T Z exp|—BAH(o,0")]

(3.31)

onde 3 = 1/kgT, kp é constante de Boltzmann, Z ¢ a soma sobre os dois valores

!

g
possiveis da varidvel de spin 0; = +1 e AH(0o,0’) d4 a mudanca na energia do sistema

quando os spins ¢; evoluem, o qual pode ser encontrado manipulando-se a Eq.(3.1)),

AH(o,0') = —J(o} — ;) Z oivs + Hi(o, — 0;), (3.32)
5

onde z é o numero de coordenacgao. Substituindo os valores possiveis o; na probabilidade
de transicao, obtem-se
w(=1,+1) = w(+1,+1) = 11

7 Tte 2P (3.33)

w(_L_l) = W(—Fl,—l) = %%
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z
onde a = J E oi+s+ H;. Observando-se a Eq(3.33]), conclui-se que w(o;, ;) ndo depende
5
dos valores o;, podendo ser reescrita como w(o;, o) = w(o}) e a equa¢do mestra se torna

dP(o1,09,...,0N,1)
dt

= [P0}, 0, ..o, tw(o:) — P01, 03, ... 0n5, t)w(o})]  (3.34)

O—/

Desde que a soma das probabilidades seja normalizada e igual a um, e da média
estatistica para uma variavel de spin oy, obtem-se
d d 1 1
- {ow) (1) = {Z oy 7 P(0,1) = == (o) + — (tanh(fa)) (3.35)
O modelo trabalhado apresenta uma campo aleatério com uma distribuicao bimo-

dal, Eq.(3.17). Portanto, torna-se necessério fazer uma média configuracional do campo
aleatério. Tomando a média da Eq.(3.35]) temos,

Smlt) = —m(t) + - {{tanh(5a)), (330

onde m(t) = ((oy)),.. Usando Eq.(3.21)) podemos reescrever o segundo termo da Eq(3.36)

CcOomo

T%m(t) = —m(t) + <% {tanh [B(a + H)] + tanh [5(a — H)]}> (3.37)

Esta expressao, Eq.(3.37)), descreve a evolugao temporal do parametro de ordem dinamico
para o sistema ferromagnético. Ela é exata, no entanto de dificil manipulacao, devido a
inclusao de funcgoes de correlacoes. Uma alternativa de se desviar dessa dificuldade sao o

métodos aproximados.

3.3.1 Solucgao estacionaria na aproximacao de campo médio
Na aproximacao de campo médio, aproxima-se a média de tanh(K ZUH(; + GH)

5
como a média de tanh(Kzm(t) £ SH), esta aproximagao despreza todas as correlagoes

dos spins. Assim, a Eq.(3.37) se torna uma equagdo auto-consistente para o parametro

de ordem dinamico que pode ser reecrita como,

= —m(t) + % {tcmh [%(mz - h)} + tanh {%(mz - h)] } : (3.38)

onde T = (3J)teh=H/J.
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3.3.2 Solucao estacionaria na aproximacao de campo efetivo

Nesta se¢ao, o tratamento é o mesmo utilizado na segao (3.2.2). Repare que o segundo

termo de Eq(3.37) é o mesmo na Eq(3.27)). Portanto, usando-se a Eq.(3.37)) tem-se que,

Td”;t(t) = —m(t) + [cosh(A) + msinh(A)]" F(z) = (3.39)

Para uma rede ctbica simples (z = 6), expandindo Eq.(3.39) e fazendo algumas ma-

nipulagoes temos

Td”;f) = —m(t) + A (T, h)m + As(T, h)m® + As(T, h)m® (3.40)
onde T = (8J)"" , h = H/J e A(T,h) = cosh® (K D,)sinh? (K D) F(x)|z=o

fungoes que podem ser facilmente calculadas empregando a relagao exp(aD,)g(x) = g(x+
a). Fixando 7 = 1, as solugoes e uma discussao desta equagao serd apresentados na segao

B42).

3.4 Resultados

3.4.1 Magnetizacao média e o expoente de Lyapunov

A expressao para a equacao exata, Eq., que descreve a evolucao temporal do RFIM
na aproximacao de campo médio é dada por Eq.. A solugao numérica desta equagao
para uma rede cubica simples (z=6), em um conjunto de parametros (por exemplo, tem-
peratura e campo aleatério externo) depende da condigao inicial m(0), e com o passar do
tempo evolui para uma magnetizacao estacionaria M, conforme ilustrado na Figura .

Essa magnetizacao estacionaria é definida como

M= lim {é /0 Atm(t)dt}. (3.41)

At—oo
O comportamento de M em funcao da temperatura reduzida para varios valores de h sao
obtidos através do método numérico de diferenca finita (ver apéndice [A] ).
A Figura mostra o comportamento da magnetizacao média para RFIM na apro-
ximacao de Campo médio em uma rede cubica simples. Nesta figura, a linha mais cheia
corresponde a M e a mais fina ao expoente de Lyapunov A, que sera calculado mais

adiante. A Figura (a), representa a magnetizacao média dependente da temperatura
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Figura 3.2: Evolucao temporal da magnetizacao do RFIM numa rede cuibica simples

obtida via MFA, para a temperatura reduzida kgT'/J = 3,0 e campo aleatério externo

reduzido H/J = 0, 5.

reduzida para h = 3.5. Neste caso M decresce para zero continuamente com o aumento
da temperatura reduzida, e o sistema exibe uma transicao de fase de segunda ordem em
T, = 4.44. A Figura (b) representa a magnetizacao média dependente da tempera-
tura reduzida para h = 2.5. Neste caso, M decresce para zero descontinuamente com
o aumento da temperatura. Assim uma transicao de fase de primeira ordem ocorre em
T, = 1.87.

Uma outra grandeza importante em nosso estudo é o expoente de Lyapunov A\. Com

o calculo desse expoente é possivel controlar e verificar as estabilidades das solugoes. Se

escrevermos a Eq.(3.37) como

dm
— = F(m,t). 3.42
) (3.42)
Portanto, o expoente de Lyapunov A é dado por
, 1 [2oF
7')\ == Altlinoo {Kt ; %dt} (343)

e a solugao sera estavel se A < 0.
O expoente de Lyapunov funciona como um indicador da transi¢ao de fase. Ele é de
grande importancia na busca pelos pontos de transicao de fases dinamica, sendo possivel

construir o diagrama de fases dinamico para o modelo. O comportamento do expoente de
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Figura 3.3: A dependéncia térmica da magnetizagdo média (a linha sélida grossa) e dos
expoentes de Lyapunov Arp e Ap (a linha sélida fina) para o RFIM na aproximagao de
campo médio e numa rede cubica simples. \p esta associado a fase ferromagnética e Ap
a fase paramagnética. T; e T, sao as temperaturas de transicao de fase de primeira e
segunda ordem, respectivamente. (a) A transigao de fase de segunda ordem para h = 2.5
ocorre em Ty = 4.44. (b) A transigao de fase de primeira ordem para h = 3.5 ocorre em

T.=187.

60



Lyapunov em fun¢ao da temperatura reduzida para o RFIM na aproximagao de campo
médio (MFA) numa rede ctibica simples é mostrado nas Figuras [3.3(a)-(b), que sdo re-
presentadas por linhas finas. Ap e Ap sao expoentes de Lyapunov associados as fases
ferromagnética e paramagnética, respectivamente. Se A\p e Ap crescem para zero conti-
nuamente, a temperatura reduzida se aproxima da temperatura da transicao de fase, a
temperatura onde \p = Ap = 0 é a temperatura da transicao de fase de segunda ordem
T.. Por exemplo, na Figura (a) a temperatura de transi¢ao de segunda ordem ocorre
quando A\p = A\p =0, em T, = 4.44, que é marcada por uma seta cheia . Por outro lado,
se um A\ crescer para zero continuamente e outro A\ crescer para zero descontinuamente, a
medida que a temperatura reduzida se aproxima da temperatura de transicao de fase, a
temperatura em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um dos A e outro A =0, é a
temperatura de transi¢ao de fase de primeira ordem T;. Por exemplo, na Figura (b) a

descontinuidade ocorre para Ap, a temperatura onde ocorre a descontinuidade é T; = 1.87.

3.4.2 Diagramas de fases

Nesta dissertacao, existe uma preocupacao com os aspectos dinamicos do RFIM, haja
visto que a modelagem de sistemas dinamicos ainda é um dos grandes desafios da comu-
nidade ciéntifica. No entanto, os aspectos estaticos do modelo sao bastante investigados
na mecanica estatistica do equilibrio e sao de grande importancia na busca por um me-
lhor entendimento de tais sistemas. Uma outra preocupacgao no desenvolvimento deste
trabalho, é obter solucoes para o modelo usando dois tipos de aproximacoes bastante
conhecidas (MFA e EFT). Para uma melhor compreensao, organizamos os resultados em
secoes. Em cada segdo abordou-se uma aproximacao, e se descreveu o comportamento
estatico e dinamico do parametro de ordem do modelo. Resolvendo a Eq. numerica-
mente com método de diferencas finitas, para uma rede cibica simples z = 6, com 7 = 1,
obtém-se os comportamentos das magnetizacoes estacionarias M e os expoentes de Lya-
punov A em funcao da intensidade do campo aleatério para dois valores de temperatura
reduzida, mostrado na Figura (3.4). Na curva (a), onde kgT'/J = 5.0, o parametro de
ordem dinamico apresenta uma descontinuidade com o aumento do campo aleatério, onde
o sistema muda da fase ferromagnética para a fase paramagnética, enquanto na curva (b),
em que kgT'/J = 2.0, o parametro de ordem tem um comportamento continuo durante a

transicao de fase.
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Com o auxilio do expoente de Lyapunov calcula-se o conjunto dos pontos da transicao
de fase dinamica, pois em sistemas dinamicos nao é possivel conhecer a energia livre do
sistema. Assim é possivel construir o diagrama de fase dinamico para o modelo. Na
Figura |3.5| ¢ mostrado o diagrama de fase no plano T'— H do RFIM na aproximagcao de
campo médio [I13]. Ele compara o comportamento da solugao de equilibrio do sistema
termodinamico com a solugao estacionaria do sistema dinamico descrito pela dinamica de
Glauber. Nos dois casos, tém-se uma linha de transicao que separa uma fase ordenada
(ferromagnética) de uma fase desordenada (paramagnética), que sdo de primeira e segunda
ordens, delimitadas por um ponto tricritico. A diferenca entre as linhas de equilibrio e
estaciondrias ocorrem na regiao de baixas temperaturas. No estado fundamental (T=0),
o valor do campo aleatério reduzido no sistema em equilibrio é H./J = 3.0, enquanto que
no sistema dinamico o valor é H./J = 6.0, gerando um certo conflito sobre o conceito
de estados estacionarios. Por outro lado, na linha critica na regiao de baixos valores do
campo H, as duas solugoes (equilibrio e estaciondria) coincidem. Estes valores diferentes
para H. no estado fundamental podem ser atribuidos a aproximagao (MFA) que despreza

todos os tipos de correlagoes.

0,8 (b)

Figura 3.4: Comportamento da magnetizacao estacionaria M como funcao do campo
aleatério reduzido e o expoente de Lyapunov A para o RFIM obtido via MFA [IT3] numa
rede cibica simples (z=6), para as temperatudas reduzidas: (a) kgT/J = 5.0 e (b)
kgT/J = 2.0.
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Figura 3.5: Diagrama de fase no plano 7' — H para o RFIM na aproximacao de campo
médio numa rede cuibica simples. As linhas tracejadas, pontilhadas e sélidas correspondem
a linhas de transicao de primeira ordem fora do equilibrio, primeira ordem no equilibrio

e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto denota o ponto tricritico (PTC).

Procedendo de forma parecida a da secao anterior resolvemos a Eq. numerica-
mente com o método de diferengas finitas numa rede cibica simples (z = 6) e com 7 = 1.
Obtivemos os comportamentos da magnetizacao estacionaria M e do expoente de Lya-
punov A em funcao da intensidade do campo aleatério para dois valores de temperatura
reduzida, mostrado na Figura (3.6). Na curva (a), onde kgT/J = 4.0, o parametro de
ordem tem um comportamento continuo durante a transi¢cao de fase. J& na curva (b),
em que kgT'/J = 1,2, o parametro de ordem dindmico apresenta uma descontinuidade
com o aumento do campo aleatério, onde o sistema muda da fase ferromagnética para a
fase paramagnética. Com o auxilio do expoente de Lyapunov calcula-se o conjunto dos
pontos da transicao de fase dinamica, pois em sistemas dinamicos nao é possivel conhecer
a energia livre do sistema. Desta maneira é possivel construir o diagrama de fase dinamico
para o modelo. Na Figura ¢ mostrado o diagrama de fases no plano 7'— H do RFIM
numa rede cubica simples (z=6) obtido na aproximagao de campo efetivo. Comparamos o
comportamento dos estados de equilibrio do sistema termodinamico com os estados esta-
cionarios do sistema dinamico proposto por Glauber. Nos dois casos, tém-se uma linha de
transicdo que separa uma fase ordenada (ferromagnética) de uma fase desordenada (pa-

ramagnética), as linhas de transi¢oes sao de primeira e segunda ordem, delimitadas por
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Figura 3.6: Comportamento da magnetizacao M como funcao do campo aleatério reduzido
e o expoente de Lyapunov A para o RFIM obtido via EFT [112] numa rede ctibica simples
(z=6) para as temperatudas reduzidas (a) KgT/J = 4.0 e (b) KgT/J = 1.2. com

aproximacao de campo efetivo

um ponto tricritico. A diferenca entre os estados de equilibrio e estacionarios acontecem
a baixa temperatura , terminado com o aumento da temperatura em um ponto tricritico
(PTC). No estado fundamental (T=0), diferentemente do encontrado na MFA, os valores
de campo aleatério reduzido sao iguais, tanto para o sistema em equilibrio quanto para o

sistema dinamico, cujo valor é H/J = 4.0.

3.5 Conclusoes

Desde que foi introduzido na literatura o RFIM por Imry e Ma [75] as suas proprie-
dades de equilibrio foram bastante discutidas, usando-se uma variedade de métodos. No
caso particular de uma rede ciibica simples (z=6) e campo com distribuigao bimodal, o
diagrama de fases no plano T'— H apresenta linhas de primeira e de segunda ordem, com
um ponto tricritico (PTC) interceptando estas duas linhas. Em baixas temperaturas te-
mos uma linha de primeira ordem terminando em ¢t = 0 no ponto H = H,.. Simulacoes de

Monte Carlo no equilibrio [83] encontraram, através de uma andlise de tamanho finito, o

He _

7 = 2.219£0.065, enquanto simulagdes fora do equilibrio [I0T] ndo obtiveram uma

valor
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Figura 3.7: Diagrama de fase no plano 7' — H para o RFIM numa rede ctbica simples
(z=6) obtido via a teoria de campo efetivo (EFT) [112]. As linhas tracejadas, pontilhadas
e soOlidas correspondem a linhas de transicao de primeira ordem fora do equilibrio, de
primeira ordem no equilibrio e de segunda ordem, respectivamente. O ponto preto denota

o ponto tricritico.

He _

boa precisao no valor de H., mas uma estimativa =

4.0 com uma grande bara de erro.
Os resultados de campo médio (MFA) [I03] tém encontrado linhas de primeira ordem
diferentes, que em T = 0 possuem = (equilibrio)= 3.0 e £&(dindmico)= 6.0, diferindo
bastante dos respectivos valores da simulagao de Monte Carlo. Efeitos de correlagoes,
desprezadas quando tratadas usando MFA, podem ser relevantes no calculo do valor de
H_.(estado fundamental), e fazer diferir os resultados. A priori, os valores de H, obtidos
no equilibrio e fora do equilibrio na simulagao sao diferentes, mas qualitativamente su-
bestimados em comparagao aos valores da MFA. Levando em consideracao alguns efeitos
de correlagoes, desenvolvemos a técnica do operador diferencial. Nela as func¢oes de cor-
relagoes entre diferentes sitios foram tratadas numa aproximacao (Zernike) na qual elas
sao igualadas aos produtos das médias de cada spin localizados nos seus respectivos sitios.
Nesta nova metodologia, as auto-correlagoes ((02") = 1) foram tratadas exatamente, ao
contrdrio da aproximagao MFA ((c?") ~ (0;)*"). Nesta metodologia de campo efetivo
(EFT) [112] obtivemos, em 7" = 0, usando a dinamica de Glauber, o valor Z= = 4.0
que estd de acordo com o valor encontrado recentemente por Monte Carlo [83]. No caso

estatico obtivemos o mesmo valor do dinamico, que de certa maneira difere do resultado
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encontrado através de simulagao de Monte Carlo no equilibrio.
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Capitulo 4

Dinamica e estatica do modelo de

Blume-Capel

A natureza apresenta um grande nimero de fenomenos dinamicos que ainda nao fo-
ram modelados, por isso daremos continuidade ao estudo de um sistema fora do equilibrio.
Consideraremos inicialmente a caracterizacao do sistema no equilibrio e a compararemos
com a solucao estacionaria. Neste Capitulo, investigaremos o comportamento do modelo
Blume-Capel cinético de spin-1 na auséncia de campo externo, estudando o comporta-
mento do parametro de ordem (dinamico e estético) e da transi¢ao de fase de um sistema
ferromagnético. No caso do modelo cinético, o comportamento do sistema sera descrito

pela dinamica de Glauber. onde usaremos a aproximagao de campo médio e campo efetivo.

4.1 Introducao

O modelo de Blume-Capel é uma generalizacao do modelo de Ising para sistemas de spin-
1. Ele foi proposto originalmente, e de forma independente, por Blume [114] e Capel [115]
para estudar transicoes de fases magnéticas de primeira ordem. O modelo consiste de
variaveis de spins assumindo os valores discretos S; = 0, +1, que interagem com primei-
ros vizinhos pelo acoplamento ferromagnético J > 0, de origem eletrostatica. Em cada
sitio i estd presente uma anisotropia (interacao de campo cristalino) de fon tnico (D),
cuja origem microscopica € a interacao spin-érbita. O modelo é descrito pelo seguinte

Hamiltoniano:

N
H=-J) SiS;+DY S (4.1)

<i,7> %
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Este modelo nao apresenta solugao exata , no entanto, varias sao os métodos alternativos
que revelam informacoes sobre este modelo, tais como, aproximacao de campo médio [114]-
[T15], aproximagao de campo efetivo [I16], grupo de renormalizagao [117], simulages de
Monte Carlo [I18], matriz de transferéncia [119], expansoes em séries [120], entre outros.

Uma versao estendida deste Hamiltoniano, denominada modelo de Blume-Emery-
Griffiths [121], contém um termo adicional biquadrético do tipo —K Z 5257 Origi-
nalmente o modelo teve como motivagao explicar algumas propriedade?ggrmodinémicas
bem como a transicao de fase que ocorre na mistura *He —* He, na qual o estado s = 0 re-
presenta um atomo de ®He, e os estados com s = 1 representam os dtomos de *He. Uma
transicao superfluido corresponde a uma quebra de simetria entre os estados S = +1.0
diagrama de fases, apresenta uma linha de transigdo que separa uma fase ordenada (ferro-
magnética) de uma fase desordenada (paramagnética), em um ponto a linha de transigao
de fase muda de ordem. A transicao de fase de primeira ordem se encontra com a transi¢cao

de fase de segunda ordem em um ponto chamado tricritico.

4.2 Modelo Blume-Capel estatico

4.2.1 Solucao na aproximacao de campo médio

Usando o mesmo principio utilizado no capitulo anterior, a desigualdade de Peierls-

Bogoliubov, Eq({3.6)), escolhemos um Hamiltoniano tentativa nao-interagente do tipo

N N
Ho=n)_ Si+D> 5}, (4.2)
=1 =1

onde n é um parametro variacional determinado analizando-se o minimo de energia. A

fungao de parti¢ao e a energia livre para o Hamiltoniano Hy, Eq.(4.2)), sdo respectivamente,

Zy =tre M0 = [1+ 26_5D005h(ﬁn)}N (4.3)
e
1 N o
G(Ho) = _Bln(ZO) = —Eln [1+ 2e7"Pcosh(Bn)] . (4.4)

O segundo termo da desigualdade, a média da diferenca de energia é dada por

N

(H—Ho) = —=J 3 _ (SiSj)+n)_ (Si) (4.5)

<t,5>
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Na teoria de campo médio, considera-se que (S;S;) ~ (S;) (S;) e (S?) ~ (S;)?, portanto,

(2

temos
JN zm?

2
onde m = (S;). Com esses resultados, Eq.(4.4) e Eq.(4.6), o funcional da energia livre

(H—"Ho) = — + nmN, (4.6)

sera dado por

N sD Nzm?
G(H) = —ﬁln [67 + cosh(nﬁ)} — J% + nmN. (4.7)
No minimo de energia % =0e % = O}, obtemos respectivamente,
n=Jzm (4.8)
e
(2
m = jm ) : (4.9)
& + cosh(Z2)
onde T = (3J)"', d=D/J.
A energia livre por spin é dada por
T 7 2
g(m) = —G(;LK’] ) =—TIn % + cosh(%) + % (4.10)

O estado de equilibrio termodinamico esta relacionado a um minimo de energia. Através
de uma construcao de Maxwell é possivel garantir a estabilidade das solugoes e o equilibrio
entre as duas fases. Usando as equacoes Eq. e Eq. obtem-se pelo método
numérico de Newton Raphson, para diversos valores da anisotropia d, o ponto de transicao
de fase, que no caso continuo terd m = 0 em 7" = T, e no caso da transi¢ao de primeira or-
dem tera m # 0, onde o valor de m corresponde ao valor da descontinuidade do parametro

de ordem em T'=T.

4.2.2 Solucao na aproximacao de Campo Efetivo

Na tentativa de levar em consideragao efeitos de correlagao numa aproximacgao superior
a de campo médio, onde todas as correlagoes foram desprezadas, anos atras Siqueira e
Fittipaldi [I16] aplicaram a técnica do operador diferencial ao modelo Blume-Capel de
spin-1. Porém eles nao obtiveram a linha de primeira ordem no diagrama de fase, apenas
a linha de segunda ordem e o ponto tricritico foram calculados. Desenvolveremos a seguir

este formalismo, no qual um funcional para energia livre sera proposto a fim de investigar a
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linha de primeira ordem. Vale a pena mencionar, que uma primeira tentativa de descrever
a linha de primeira ordem neste modelo usando a técnica do operador diferencial foi feita
por Kaneyoshi e Fittipaldi [122]. Porém, os resultados apresentados nao estao corretos
uma vez que a linha obtida corresponde a solucao de instabilidade do sistema.

O ponto de partida para o desenvolvimento da teoria de campo efetivo, consiste no

uso da seguinte identidade [122]

Triw) OUNPe ). )

O({N})) =

oy = (FP
onde Tryyy{...} corresponde ao traco parcial feito numa base composta de N spins,
descrito pelo Hamiltoniano Hy para um aglomerado finito de N spins e O{N} é um

observavel contendo varidveis de spin deste aglomerado. Considermos o caso mais simples

de aglomerado com N=1 spin, desta maneira o Hamiltoniano sera dado por

Hi=—JS1 Y Sz+ DSY, (4.12)
5
onde & corresponde o vetor primeiro vizinho.

No caso do spin S = 1, os observaveis possiveis sio O = S; e O = S?, uma vez que
devido a relacao de cinematica de spin D todas as outras ordens dos momentos S}* recaem
nestes dois observdveis (53 = Sy, Sf = 53,57 = 54, ...).

Substituindo a Eq. na Eq. obtemos a magnetizagao m = (S7) que é dada

por
2sinh(K Z Sz+5

m=(S,) = ) ’ (4.13)
' <65D—|—2008h KZ Z+5 >

5
2sinh(z)
ePP + 2cosh(x)’

Z 5D 2sinh( KZ SZJF(S

e (x)|$:g 5 (4.14)
eBP + 2cosh( KZ z+6

5
Usando a relacao Eq.(4.14]), podemos reescrever a Eq.(4.13) na forma

Z z+5
m = <e >f(x)|x:0 (4.15)

1Hf:_S(T—S¢) =0, para S = 1/2 temos (S;)? = 1/4, S = 1 temos (5;)® = S; e assim sucessivamente.

onde K = (J. Definindo uma funcdo f(z) =
identidade

mostramos a seguinte
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ou na forma expandida

m= <H eKDxSi+5> f(2)]z=0- (4.16)
5

. . . . z /7
Por se tratar de um sistema de spin-1, podemos expandir a exponencial e it+s até a

segunda ordem, ou seja, e*+s = A+ BS? 5 + C(S7,5)?, onde a exponencial é

e 0 0
eMSits — 01 0 (4.17)
0 0 e

Da igualdade Eq(4.17), encontramos que os valores das constantes sao, A = 1, B =
sinh(X) e C = cosh(\) — 1. Portanto, podemos reescrever Eq(4.16]) como

m= H <A + BSi s+ O( z'z+6)2> f(@)|z=0 (4.18)
0

Esta Equacao é exata e de dificil manipulagao matematica, pois envolve no lado direito
funcoes de correlagoes que nao conhecemos. Desta maneira aplicando a aproximacao de
Zernike, isto é, (5;9;...51) =~ (S;)(S;)...(S))(i # j # ... # 1), que corresponde a desprezar
as flutuacoes do sistema, tratando exatamente apenas as auto-correlagoes, a Eq

ficara escrita na forma aproximada
m = (14 sinh(KD,)m + (cosh(KD,) —1)q)° f(x)|s=o (4.19)

onde ¢ = ((S7.45)%).
De forma andloga obtemos q = ((S;)?) dado por
q = (14 sinh(KD;)m + (cosh(KD,) — 1)q)" g(x)|.=o (4.20)
2cosh(x)

ePP+2cosh(z) "

As Eqgs(4.19) e (4.20) sao validas para qualquer rede cristalina. A solugdo destas

sendo g(x) =

equagoes (pelo métodos nimericos) levam a anédlise de transi¢oes de fase de primeira
e segunda ordem, que sao caracterizados pelo comportamento continuo e descontinuo,
respectivamente do parametro de ordem (m). Porém, o comportamento descontinuo na
magnetizagao nao é encontrado apenas resolvendo simultaneamente estas equagoes, uma
vez que na transicao de primeira ordem observamos instabilidades que sao removidas ape-
nas com conhecimento da energia livre. Com a construcao de Maxwell a descontinuidade

¢é finalmente encontrada.
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Antes de desenvolver o formalismo para uma rede especifica com numero de coor-
denacao z fixo, alertamos para algumas propriedades relevantes. Sendo f(z) uma fungao
impar, entao qualquer operador par OApaT(DCC) aplicado nesta funcao no limite x = 0 serd
nulo, ou seja, Opar(Dx)f (2)|z=0 = 0. Isto corresponde a ter na expansao da Eq
termos fmpares da magnetizagao m, mas fisicamente é esperado que a troca de m por
—m mantenha invariante esta equacao de estado. Por outro lado, no caso da funcao g(z)
sendo par temos OAimpw(Dm)g(m)h:O = 0, assim sendo, na expansao da Eq. tere-
mos apenas poténcias pares na magnetizacao, deixando também esta equacgao de estado
invariante pela inversao de spin.

A fim de ilustrar o formalismo vamos desenvolver as Eqs e para uma rede

quadrada (z = 4), resultando entao nas seguintes equagoes de estado:

m = Ai(q)m + As(q)m® = A1 (m, q) (4.21)
¢ = Bo(q) + Ba(g)m* + Bu(q)m* = Aa(m, q), (4.22)
sendo

A(q) = AL+ (cosh(KD,) — DgPsinh(KDy)f(x)] o (1.230)

As(q) = A[1+ (cosh(KD,) — 1)q]sinh®(K D,) f(z)|s=0 (4.23b)

Bo(g) = [1+ (cosh(K D) —1)q]"g(x)|z=0 (4.23¢)

Ba(a) = 61+ (cosh(KD,) — 1) sink(K Dy)g(e) oy (4.234)

By(q) = sinh*(KD,)g(z)|s—o, (4.23e)

onde os coeficientes acima sdo obtidos usando a identidade e*P= f(x) = f(x + A\). Para T
e D fixos, resolvendo simultaneamente as Eqs. e encontramos os valores da
magnetizagdo m e o momento quadrupolar q.

Recentemente, Viana e de Sousa [123] propuseram um funcional para a energia livre,
a fim de estudar a transigao de fase quantica no modelo de Heisenberg de spin-1/2 com
interagao entre primeiros (J;) e segundos (J2) vizinhos (o chamado modelo J; — J3).
A equagao de estado foi integrada, uma vez que ela é obtida através da minimizagao
deste funcional, obtendo assim o funcional da energia livre. Vérios outros trabalhos
[124] tém aplicado com sucesso esta metodologia para descrever a transigao de fase de
primeira ordem. Nesta metodologia apenas uma equacao de estado estd normalmente

envolvida, entretento, no caso do modelo Blume-Capel, temos duas equacoes de estados,
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Eqs. e . Nosso objetivo é encontrar um funcional para a energia livre, tipo
expansao de Landau, em funcao do parametro de ordem do sistema. Para o modelo de
Blume-Capel ferromagnético, o parametro de ordem ¢é a magnetizagao m, assim sendo,
podemos encontrar um funcional para a energia livre como uma expansao apenas da
magnetizagao. Notemos que as Eqs. e estao acopladas, para isto vamos
admitir, por hipétese (“aproximacao”), que a equagao de estado para o momento de
quadrupolo é uma constante e apenas integraremos a Eq.7 obtendo, finalmente, a
seguinte expressao para o funcional da energia livre:

2 m4

U(m) = M (T, D) + Xo(T, D) | (A; — 1)""7 + A (4.24)

onde A;o(T, D) sao fungdes arbitrdrias irrevelantes na transicdo de fase. Note que a
minimizacao do funcional 0¥ = 0 fornece a equagao de estado Eq.. Outra observagao
importante do funcional ¥(m) é que numa transi¢ao de primeira ordem, a expansao de
Landau deve conter termos até ordem m® a fim de obter o ponto tricritico. Sendo os
coeficientes A, » funcoes do momento de quadrupolo, e que este é fungao da magnetizagao,
entao expandindo autoconsistentemente verificamos que a expansao Eq. representa
uma série infinita de termos envolvendo poténcias pares da magnetizagao, estando assim
de acordo com a expansao da teoria de Landau para descrever o ponto tricritico.

Para obtermos a linha de estabilidade usamos a construcao de Maxwell que consiste

na igualdade entre as energias livres nas fases ordenadas (m # 0) e desordenada (m = 0).

Portanto, usando a Eq.(4.24])) obtemos

2 4

[Ai(@) = U7 + Asla) - = 0. (4.25)

Fixando um valor do parametro D e resolvendo simultaneamente as Eqs.,
e encontramos os valores de T,., m e ¢q. Para o caso m = 0 temos uma transicao
continua e para m # 0 uma transicao de primeira ordem, associada a descontinuidade do
parametro de ordem em 7' = T,(D).

Para fazermos uma comparagao entre os formalismos de campo efetivo (EFT) e campo
médio (MFA), na Figura apresentamos o diagrama de fase no plano T-D na rede qua-
drada (z=4). A medida que a anisotropia D cresce, o estado S; = 0 fica cada vez mais
populado, diminuindo, assim, o valor da energia térmica (~ kg7.) na qual a ordem fer-
romagnética é destruida. Ou seja, a medida que D cresce temos um decréscimo gradual

na temperatura de transi¢ao de fase T,.(D). Para baixos valores do parametro D (< Dy,
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onde Dy é o valor da anisotropia no ponto tricritico-PTC), o sistema sofre uma transigao
de fase continua, enquanto que para altos valores de D; < D < D, o sistema experimenta,
uma transicao de primeira ordem que é caracterizada por uma descontinuidade da mag-
netizagdo (primeira derivada do potencial) em 7' = T (D, é o valor do parametro de
anisotropia em 7" = 0 no qual ocorre a transicao de fase. Uma andlise do estado funda-
z

mental mostra que D, = — e, portanto, no caso particular de uma rede quadrada (z=4)
temos D. = 2J). A linha critica e o valor de PTC, foram obtidos preliminarmente por
Siqueira e Fittipaldi [116]. Neste trabalho apresentamos, pela primeira, vez a linha de

primeira ordem usando a técnica do operador diferencial via EFT.

2,5

(a)
(b)

keT/)

N ==

Figura 4.1: Diagrama de fase no plano T-D do modelo Blume-Capel com spin S=1 numa

rede quadrada (z=4) obtida via aproximagao de campo médio (MFA)(a) e teoria de campo

efetivo (EFT)(b). As linhas continuas e tracejadas correspondem as transigoes de segunda

e primira ordem, respectivamente. O ponto em negrito indica o ponto tricritico (PTC).

Facilmente o formalismo EFT pode ser generalizado para outros tipos de redes cris-

talinas, aqui reapresentado pelo valor do nimero de coordenagao z. Na Figura temos

os resultados do diagrama de fases no plano T'— D para uma rede ctibica simples (z=6),

que também comparamos com a MFA. Os resultados sao qualitativamente equivalentes

ao da rede quadrada (Fig. , sendo que EFT nao descreve corretamente o estado fun-

damental, obtendo erroneamente o valor D, = 4.J, enquanto o valor exato é D, = 3J.
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Certamente este resultado espirio obtido via EFT pode ser atribuido ao “approach” usado

na obtencao do funcional da energia livre, uma vez que usamos a hipotese de que o mo-

mento de quadrupolo g é uma constante, o que permite integrar a Eq.(4.21]) sobre apenas
a variavel m.

4
(a)
3 (b)
=
2
M \
0 I I i i
0 1 2 3 4
D/)

Figura 4.2: Diagrama de fase no plano T-D do modelo Blume-Capel com spin S=1 numa
rede cibica simples (z

6) obtida via MFA (a) e EFT (b). As linhas continuas e
tracejadas correspondem as transi¢oes de segunda e primira ordem, respectivamente. O

ponto em negrito indica o ponto tricritico (PTC).

4.3 Modelo Blume Capel Cinético

No caso do modelo cinético, considera-se que o sistema evolui de acordo com a dinamica
estocastica de Glauber numa taxa de 1/7 transi¢bes por unidade de tempo. Em razao
do sistema estar em contato com um reservatério de calor a uma temperatura absoluta,
a dependéncia temporal da funcao probabilidade que descreve a interacao entre spins e o

banho térmico é governada pela seguinte equacao mestra:

d / / /
S P(S1) = % [P(S", )w(S, ) — P(S,t)w(S,S)] (4.26)
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onde w(S',S) é a probabilidade de transigdo, por unidade de tempo, do estado S’ =
(51, 5%, ..., S%) mudar para o estado S = (51,52, ..., Sy). A expressao explicita para a
probabilidade de transicao w(S’,S) ¢ obtida a fim de satisfazer a equagao do balango
detalhado, valida para tempos suficientemente grandes. Desta maneira, Glauber propos
1 exp[-BAH(S,S)]

TS exp[-BAN(S, S)]
S

w(S,8) = (4.27)

onde § = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, Z é a soma sobre os trés valores
S/
possiveis da varidvel de spin S; = 0,+1 e AH(S,S’) ¢ a mudanca na energia do sistema

quando o spins S; muda de configuracao.
Para o modelo Eq.(4.1)) com um aglomerado com um spin central S;, a mudanga na

energia do sistema ¢ dada por
AH(S,S) = —J(S]—5) Y Sits+ D(S? - S7) (4.28)
5

onde z é o numero de coordenagoes. Com esta equacao, substituindo-se os possiveis

valores das variaveis de spins na probabilidade de transicao de Glauber, obtemos

1 oD
w(~1,0) = w(1,0) = cmosh(eﬁb) P (4.29a)
1 e P
w1, =1) = w(0,-1) = Zo (4.29b)
W(=1,1) = w(0,1) = » < (4.29¢)

7 2cosh(b) + eoP

onde b = J ZS”‘S' Observando as probabilidades de transigcoes possiveis, Eq.(4.29),
5

conclui-se que w(S;, S}) nao depende dos valores S;, podendo ser reescrita como w(S;) =
w(S;, S!) e a equagdo mestra se torna

(5.0 = S IP(E0u(5) - P50 30
S

Desde que a soma das probabilidades normalizada seja um, multiplicando ambos os

lados da Eq(4.30) por S; e S?, e tomando-se a média, obtemos respectivamente,

(2

dm 2sinh(b)
Tat T —m{t) + <2cosh(ﬁb) + eﬁD> ’ (4:31)

dq 2cosh(b)
Tat T —a() + <2005h(ﬁb) + 65D> (4.32)
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onde m = (Sy) (t) e ¢ = ((S0)?) (1)

Estas expressoes que descrevem a evolucao temporal do parametro de ordem dinamico
para um sistema de spin-1, sao exatas, mas de dificil manipulagao devido a inclusao de
fungoes de correlagoes entre os spins, nao conhecidas. Uma alternativa a essa dificuldade
sao o métodos aproximativos. Por isso, para a investigacao desse sistema usaremos duas
aproximacoes comuns em mecanica estatistica: a aproximacao de campo médio e a de

campo efetivo.

4.3.1 Solucao na aproximacgao de campo médio

A teoria de campo médio equivale a reescrever a expressao Eq.(4.31]), como uma fungao
dependente da média das variaveis de spins, ou seja,

z

sinh(3 3" (Si1s)

dm(t
T ’Z; ) _ —m(t) + _0 PR (4.33)
e
COSh(ﬁJ; (Sits)) + -
Portanto, esta equagdo pode ser reescrita como,
dm(t) sinh(Z50)
T = —m(t) L~ =F(m) (4.34)
¢ cosh(zn,}(t)) + <

onde m(t) = (Siys), T = (8J)"' e d = D/J. Analogamente podemos aplicar MFA na
Eq.(4.32)) para a evolugao temporal do momento quadrupolo, mas esta nao é relevante na

andlise da transi¢ao de fase dinamica.

4.3.2 Solucao na aproximacgao de campo efetivo

Para reescrever as Eq.([4.31) e Eq.(4.32) usando a aproximagao de campo efetivo, se
faz exatamente como na segao . A ideia é usar a técnica do operador diferencial
para retirar os operadores de spins dos argumentos das fungoes hiperbdlicas, expandir a
funcao exponencial até segunda ordem e aplicar a aproximagao de Zernike nas funcoes de
correlagoes. Procedendo dessa forma, as equagoes de movimento podem ser reescrita nas

formas

T— = —m(t) + (1 + sinh(KD,)m + (cosh(KD,) — 1)q)* f(2)]z=o (4.35)
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T% = —q(t) + (1 + sinh(KD,)m + (cosh(KD,) — 1)q)" g(x)]s=0 (4.36)

onde f(x) = ﬁ%, g(x) = %, T=(8J)"'ed=D/J. Note que agora as
equagoes estao acopladas e devem ser resolvidas numericamente. Usaremos o método de
Runge-Kutta de quarta ordem.

Desenvolvendo as Eqs. e para uma rede quadrada (z = 4) obtemos

dm

T = —m(t) + Ai(m, q) = Wi(m, q) (4.37)
T% = —q(t) + Ag(m, q) = Wa(m, q) (4.38)

onde as expressoes para Ajo(m,q) sdo definidos nas Eqgs.(4.21) e (4.22). Resolvendo
simultaneamente as Eqs.(4.37)) e (4.38]), fixados T e D, encontramos a evolugao temporal

para m(t) e q(t).

4.4 Resultados

O parametro de ordem dinamico M(T,D) e o momento de quadrupolo dinamico

Q(T, D) correspondem, respectivamente, as médias temporais das grandezas m(t) e ¢(t),

ou seja,
‘ 1 At
M(T,D) = Altlm {Kt/ m(t)dt} (4.39)
—00 0
¢ 1 A
Q(T,D) = Altiinoo {Kt/o q(t)dt} . (4.40)

Note que os resultados das integrais acima correspondem as solucoes estaciondrias do
sistema e que devemos usar o expoente de Lyapunov para analizar a estabilidade do
sistema. Como estamos interessados em estudar a transicao de fase, investigaremos o

expoente de Lyapunov associado a equacgao diferencial Eq.(4.37)), ou seja, A, é obtido

, 12w,
TAm = Altlinoo {Kt/o . dt} . (4.41)

A solugao estavel corresponde a valores negativos do expoente de Lyapunov (A, < 0).

CcOomo

Na transi¢ao de segunda ordem \,, vai a zero na temperatura critica 7T.(D), enquanto na
transicao de primeira ordem observamos uma descontinuidade de \,, quando atingimos a

temperatura de transicao 7.5 (D).
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Na aproximagao de campo médio (MFA), o expoente de Lyapunov A, é obtido por

_ 1 [ OF
T)\m = Altlinoo {E . %dt} . (442)

A aproximagao de campo médio (MFA) é uma das aproximagoes que utilizaremos para
analizar o modelo de Blume-Capel, e um dos primeiros recursos para reparar nossa ig-
norancia quanto as fungoes de correlacoes entre os spins, ela despreza todas as correlagoes
entre os spins. Resolvendo numericamente a Eq., para uma rede cubica simples
(z = 6), com 7 = 1, obtem-se a evolugdo temporal da magnetizagdo para o modelo de
Blume-Capel com campo externo nulo. Os comportamentos da magnetizagao estaciondria
M e do expoente de Lyapunov A em funcao da anisotropia para dois valores de tempera-
tura reduzida sao mostrados na Figura Na curva (a), onde kgT'/J = 2.2, 0 parametro
de ordem dinamico apresenta um comportamento continuo com o aumento da anisotropia
e o sistema muda da fase ferromagnética para a fase paramagnética. Ja na curva (b), em
que kgT/J = 1.2, o parametro de ordem tem uma descontinuidade durante a transigao
de fase. O expoente de Lyapunov corresponde a linha mais fina no diagrama. Além
de verificar as estabilidades das solucoes, ele é um parametro importante na construcao
do diagrama de fases do modelo, pois em sistemas dinamicos nao é possivel conhecer a
energia livre do sistema.

Na Figura [4.4] ¢ mostrado o diagrama de fases no plano 7'— D, para o modelo Blume-
Capel obtido com a aproximagao de campo médio. Ele compara os estados do sistema
no equilibrio termodinamico com os fora do equilibrio. Nos dois casos, tém-se uma linha
de transi¢cdo que separa uma fase ordenada (ferromagnética) de uma fase desordenada
(paramagnética). Na linha de transigao a baixa temperatura a transigao de fase é de pri-
meira e em altas temperaturas é de segunda ordem, delimitadas por um ponto tricritico
PTC. A diferenca entre os estados de equilibrio e estacionarios acontecem a baixa tem-
peratura e termina préximo ao ponto tricritico. No estado fundamental (T=0), o valor
da anisotropia no sistema em equilibrio é D/J = 3, enquanto que no sistema dinamico
ovalor é D/J = 6 . Em altas temperaturas, os estados estacionarios sao idénticos ao
estados de equilibrio termodinamico. A temperatura maxima onde o sistema apresenta
ordenamento magnético é kgT'/J = 4, o que acontece quando o sistema apresenta uma
anisotropia nula.

Para uma rede quadrada ( z=4), o diagrama de fases do modelo é qualitativamente

equivalente ao caso da rede cibica simples, Figura [4.4, A diferenca entre os estados
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Figura 4.3: Comportamento da magnetizacao média M e do expoente de Lyapunov A
para o modelo Blume-Capel cinético numa rede cibica simples (z = 6) como fungao da
anisotropia reduzida para as temperaturas reduzidas (a) kgT/J = 2.2 ¢ (b) kgT/J = 1.2,

obtido via aproximacao de campo médio.

Figura 4.4: Diagrama de fase no plano 7T'— D para o modelo Blume-Capel na aproximacao
de campo médio numa rede cibica simples (z=6). As linhas tracejadas, pontilhadas e
solidas correspondem a linhas de transicao de primeira ordem fora do equilibrio, primeira

no equilibrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricritico (PTC).
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de equilibrio e estacionarios acontecem a baixa temperatura e termina préoximo ao ponto
tricritico. No estado fundamental (T=0), o valor critico da anisotropia no sistema dinamico
¢ D/J = 4, enquanto que no sistema em equilibrio o valor é D/J = 2. Em altas tempera-
turas, os estados estacionarios sao idénticos aos estados de equilibrio termodinamico. A
temperatura maxima onde o sistema apresenta ordenamento magnético é kgT'/J = 2.66

em D = 0.

2,5

1,54

ksT/)

0,5

Figura 4.5: Diagrama de fase no plano T'— D para o modelo Blume-Capel na aproximagao
de campo médio numa rede quadrada (z=4). As linhas tracejadas, pontilhadas e sélidas
correspondem a linhas de transicao de primeira ordem fora do equilibrio, primeira ordem

no equilibrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricritico (PTC).

A aproximacao de campo efetivo (EFT) é a segunda aproximagao utilizada neste traba-
lho. Ao contrario da aproximacao de campo médio, ela nao despreza todas as correlagoes
entre os spins. Resolvendo numericamente a Eq., obtem-se a solucao estacionaria do
modelo na aproximagcao de campo efetivo. Para uma rede cibica simples (z = 6), fixando
7 = 1, o comportamento da magnetizacao estacionaria M e do expoente de Lyapunov
A em funcao da anisotropia para dois valores de temperatura reduzida sao mostrado na
Figura . Na curva (a), onde kgT/J = 2.0, o parametro de ordem dinamico apresenta
um comportamento continuo com o aumento da anisotropia, e o sistema muda da fase
ferromagnética para a fase paramagnética. J& na curva (b), em que kgT/J = 1.2, o

parametro de ordem tem uma descontinuidade durante a transicao de fase. O expoente
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Figura 4.6: Comportamento da magnetizacao média M e o expoente de Lyapunov A
como funcao da anisotropia reduzida para o modelo Blume-Capel cinético obtido via
aproximacao campo efetivo numa rede cibica simples (z=6), para as temperaturas redu-

zidas (a) kgT/J =2.0 e (b) kgT/J =1.2.

3,5+

ksT/)

Figura 4.7: Diagrama de fase no plano 7' — D para o modelo Blume-Capel cinético na
aproximacao de campo efetivo numa rede cubica simples (z=6). As linhas tracejadas, pon-
tilhadas e sélidas correspondem as linhas de transi¢ao de primeira fora do equilibrio, pri-
meira no equilibrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricritico

(PTC).
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de Lyapunov corresponde a linha mais fina no diagrama, e nos permite verificar as estabi-
lidades das solugoes, indicando o momento da transicao. O expoente de Lyapunov é um
parametro importante na construcao do diagrama de fases do modelo, pois em sistemas
dinamicos nao é possivel conhecer a energia livre do sistema.

Na Figura 4.7/ é mostrado o diagrama de fases no plano T'— D do modelo Blume-Capel
na aproximagcao de campo efetivo. Comparamos os estados do sistema no equilibrio termo-
dinamico com os estados estacionarios da dinamica estocastica de Glauber do modelo. Nos
dois casos, tém-se uma linha de transi¢do que separa uma fase ordenada (ferromagnética)
de uma fase desordenada (paramagnética). Na linha de transi¢do a baixa temperatura
a transicao de fase é de primeira ordem e em altas temperaturas de segunda ordem,
delimitadas por um ponto tricritico PTC. A diferenca entre os estados de equilibrio e
estaciondrios acontecem a baixa temperatura. No entanto, no estado fundamental (T=0),
os estados de equilibrio e estacionarios sao os mesmos, e a anisotropia reduzida critica é
D/J = 4. Em altas temperaturas, os estados estacionarios sdo idénticos aos estados de
equilibrio termodinamico. A temperatura maxima onde o sistema apresenta ordenamento
magnético é kgT/J = 3.5, 0 que acontece quando o sistema apresenta uma anisotropia
nula.

Para uma rede quadrada ( z=4), o diagrama de fases do modelo, Figura , é quali-
tativamente semelhante ao resultado da rede cibica simples (z = 6), a diferenca é apenas
quantitativa. No estado fundamental (T = 0), os estados de equilibrio e estacionérios
sao iguais em D/J = 2. A temperatura maxima onde o sistema apresenta ordenamento

magnético é kgT'/J = 2.66 em D = 0.

4.5 Conclusoes

As propriedades de equilibrio sao calculadas teoricamente usando-se a mecanica es-
tatistica de Boltzmann-Gibbs. Nesse caso o equilibrio corresponde ao minimo da energia
livre do sistema. Por outro lado, para o estudo de sistemas fora do equilibrio nao existe
uma teoria completa para descrever todas as propriedades termodinamicas, do ponto de
vista tedrico. Entretanto, a mecanica estatistica estocastica tem como base algumas pro-
postas usadas na mecanica estatistica de equilibrio em conjunto com o uso de definigoes

das transigoes entre estados microscopicos que, na sua grande maioria, nao sao obtidas
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Figura 4.8: Diagrama de fases no plano 7' — D para o modelo Blume-Capel cinético na
aproximagcao de campo efetivo numa rede quadrada (z=4). As linhas tracejadas, ponti-
lhadas e sélidas correspondem a linhas de transicao de primeira ordem fora do equilibrio,

primeira ordem no equilibrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto

tricritico (PTC).

dos primeiros principios. Neste estudo fora do equilibrio analiza-se o estado estacionario
do sistema. E conjecturado que para um Hamiltoniano contendo interagoes entre as
particulas de curto alcance, o estado final estaciondrio corresponde ao equilibrio termo-
dindmico [125]. Nao existe prova rigorosa, mas na pratica é observado que sistemas nao
integraveis sempre relaxam para um tunico estado estaciondrio. O estado de equilibrio
nao depende das condigoes iniciais. A situacao é muito diferente para potenciais de longo
alcance. Este é o caso para sistemas auto-gravitante [126] e sistemas de spins tratado a
nivel de campo médio [127, 128 128, 129]. Nestes sistemas, no limite termodinamico, o
tempo de relaxagao diverge e o equilibrio termodindmico nunca é alcangado [I30], entao,
eles acabaram colapsados num estado estacionario caracterizado por uma quebra de si-
metria [I127]. Ao contrario do equilibrio termodinamico, o estado estacionario depende
explicitamente das condicoes iniciais. Uma importante caracteristica de sistemas com
interagoes de longo-alcance é que as propriedades termodinamicas podem depender da
forma do ensemble em que estas sao derivadas [131]. Por exemplo, o calor especifico no

ensemble candnico é sempre positivo, mas pode ser negativo no ensemble microcanonico
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[129, [132].

Recentemente, Pakter e Yan Levin [I33] estudaram através da dinamica molecular um
modelo de Hamiltoniano que consiste de um termo correspondendo a energia cinética das
particulas adicionado a um termo de spins planares que interagem com um potencial de
longo alcance (tipo campo médio). Foi mostrado inicialmente que as distribuigoes de spin
e velocidade nao obedecem a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, mostrando assim ser o
sistema nao ergddico. Outro resultado interessante observado foi que a solucao dinamica
difere na regiao de altas energias da solucao de equilibrio, onde uma transicao de primeira
ordem ¢ verificada no comportamento da magnetizacao como uma funcao da energia.

Neste capitulo estudamos a dinamica (Glauber) do modelo Blume-Capel de spin
através das aproximagoes de campo médio (MFA) e de campo efetivo (EFT), que sao
métodos aproximados que desprezam efeitos de correlagoes. Desta maneira, elas sao con-
siderados aproximagcoes nas quais todos os sitios interagem entre si e, por isto, correspende
a interacao de longo-alcance. Inicialmente, propusemos um funcional para a energia livre
na EFT e analizamos o diagrama de fases, no plano 7" — D, a linha de primeira ordem
nao discutida na literatura. No caso da rede quadrada (z = 4), o comportamento de
T.(D) obtida via EFT é qualitativamente semelhante ao resultado da MFA, onde temos
um decréscimo gradual de T.(D) com o aumento da anisotropia D até anular-se no va-
lor D, = 2J que corresponde a solugao exata do modelo no estado fundamental (7" = 0).
Para baixos valores do parametro D(< D), o sistema sofre uma transigao de fase continua
entre os estados ferromagnético (F) e paramagnético (P). No caso de altos valores de ani-
sotropia (D > D;), a transi¢ao de fase é de primeira ordem que é caracterizada por uma
descontinuidade na magnetizagao. No diagrama de fase existe um ponto tricritico (PTC)
que separa as linhas de primeira e segunda ordem. Um resultado importante descrito
neste capitulo foi a proposta do funcional da energia livre, que nao foi ainda discutido na
literatura, apenas linha de segunda ordem e PTC foram obtidos. Por outro lado, no caso
da rede ctibica simples (z = 6) o diagrama de fases estd qualitativamente correto. Porém,
o ponto de vista quantitativo, a linha de primeira ordem obtida por EFT nao termina em
T = 0 (estado fundamental) no valor exato D. = 3.J, como encontrado via MFA. Especu-
lamos que esta discrepancia deve-se, sobretudo, a expressao da energia (funcional) livre
proposta. Em particular, a hipétese de manter o momento do quadrupolo constante no

instante da integracao da equacao de estado associada a magnetizagao é relevante nesta
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andlise. Portanto, este formalismo (EFT) nao é adquado para descrever a linha de pri-
meira ordem na rede ctibica simples e outro funcional da energia livre mais elaborado deve
ser proposto para eliminar este resultado esptrio em 7" = 0. Salientamos que outras redes
[honeycomb (z=3), bce(z = 8), fee(z = 12)] foram investigadas e também nado obtivemos
resultados satisfatérios.

Analizando os resultados da solugao estaciondria (dindmica), observamos que a linha
critica coincide com a solugao de equilibrio (minimizacdo da energia livre) usando MFA
e EFT. Por outro lado, no caso da linha de primeira ordem, os resultados (dinamica
e equilibrio) s@o distintos. De fato na aproximagao de campo médio (MFA), em T =
0, o valor de D, (equilibrio) # D, (dinamico). Usando-se a teoria de campo efetivo
(EFT), tanto para rede cubica simples (z=6) como para a rede quadrada (z = 4) temos
valores iguais para D., isto é, D, (equilibrio) = D, (dindmico), mostrando ao levar-se em
consideracao os efeitos de correlacao temos melhoras nos resultados em comparacao com
MFA. A estabilidade da solucao dinamica foi analizada através do calculo do expoente
de Lyapunov. Na transigao de fase continua temos A(7T'=T.) =0 (AT < T.) < 0) e na
transicao de primeira ordem observamos uma certa descontinuidade no valor de A quando

atingimos a temperatura de transicao 7.7 (D).
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Capitulo 5

Modelo de Blume-Capel com campo

oscllante

5.1 Introducao

O modelo de Ising de spin-1 com um campo cristalino ou anisotropia de ion unico,
que é conhecido como Blume Capel (BC), tem sido tema de muitas investigagoes tedricas
desde a sua introdugao [114, IT5] ha 40 anos atrds, por causa de ser fundamental no
estudo de fenomenos multicriticos associado com varios sistemas fisicos reais, tais como
fluidos multicomponentes, ligas ternarias, sistemas magnéticos, etc. A versao de equilibrio
deste modelo e sua generalizagdo, o modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) [121], tem sido
extensamente estudado [117, 118, 119, 120, 121], 122] e apresenta uma variedade rica
de comportamento critico e multicritico. Enquanto as propriedades de equilibrio sao
bem conhecidas, usando uma variedade de métodos, as propriedades de nao-equilibrio
consistem na introducao de um campo externo oscilatorio no Hamiltoniano do modelo
BC. Manzo e colaboradores [134], usando simulagdo de Monte Carlo (MC) dinamico,
mostraram que o decaimento do estado metaestavel particular pode ocorrer diretamente
ou por uma sucessao de passos separados, dependendo da disponibilidade e estabilidade
relativa de um segundo estado metaestavel intermediario entre o estado inicial e a fase de
equilibrio. Manzo e Oliveira [I35] estudaram a metaestabilidade e nucleagao deste modelo
BC cinético usando MC. Keskin e colaboradores [136] estudaram este modelo usando
aproximacao campo médio e encontraram novas linhas de primeira ordem no diagrama

de fase no plano T'— Hy ( Hy é a amplitude do campo oscilante), dependendo do valor da
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anisotropia D. O mais interessante resultado dos seus estudos é o aparecimento de mais
pontos tricriticos. Porém, a transicao nao pode ser verdadeiramente dinamica uma vez
que ela persiste mesmo no limite de frequéncia nula (estdtica). Esta transi¢ao no limite
estatico é um artefato da MFA, que negligéncia as flutuagoes térmicas nao triviais. Deviren
e Keskin [I37] desenvolveram a teoria de campo efetivo (EFT), onde mais correlagoes sao
levadas em consideragao sendo superior a MFA. Esta técnica (Operador Diferencial) foi
introduzida por Honmura e Kaneyoshi [66] para estudar as propriedades de equilibrio do
modelo de Ising de spin-1/2, posteriormente foi generalizada para tratar a transigao de
fase dinamica do modelo de Ising-1/2 cinético [67, [68]. Na teoria desenvolvida por Deviren
e Keskin [137], o momento de quadrupolo ¢ = (S?) foi tratado de forma aproximada (i.
e., ¢ = (S?)" ~ (S;)* = m?®") gerando, assim, apenas uma equacao diferencial, obtida
a partir da dinamica de Glauber e técnica do operador diferencial, para a magnetizagao.
Integrando a magnetizagao m(t) num periodo, obtém-se o parametro de ordem dinamico
M(T, Hy, D), e analiznado o comportamento do expoente de Lyapunov a transigao de fase
dinamica é entao calculada. O diagrama de fases no plano T'— H, para diversos valores
do parametro de anisotropia D, fixando a frequéncia w = 2m, foi obtido e diversos pontos
multicriticos (triplo, tricritico, etc) tém sido encontrados diferindo dos resultados de MFA
[135], [136] que apenas temos PTC. Tanto MFA como este EFT desenvolvida por Deviren
e Keskin [I37] apresentam a fase mista P+F no diagrama de fases, enquanto que na
aproximacao de Bethe [138] na rede quadrada (z=4) esta fase nao existe. Neste capitulo
iremos desenvolver uma teoria de campo efetivo, na técnica do operador diferencial, na
qual geraremos duas equagoes diferenciais acopladas para a magnetizagao (m) e momento

de quadrupolo (q).

5.2 Dinamica de Glauber

O modelo de Blume-Capel cinético é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:
H=—J) SiS;+DY Si—H)Y S, (5.1)
<i,j> i i
onde S; assumem valores discretos 0, £1 em cada sitio i da rede, < 7,7 > denota a soma

entre os primeiros vizinhos, J > 0 é o acoplamento ferromagnético, de origem eletrostatica,

D é a anisotropia de fon unico, de origem microscopica da interacao spin-orbita e H é
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uma campo magnético externo oscilante com dependéncia temporal, definido por
H(t) = Hycos(wt) (5.2)

onde Hy e w = 27v sao a amplitude e a frequéncia angular do campo oscilante, respecti-
vamente. O sitema esta em contato com com um reservatorio de calor a uma temperatura
absoluta T. O sistema evolui de acordo com processo estocastico de Glauber a uma taxa
de 1/7 transi¢oes por unidade de tempo.

Para um aglomerado com um spin central, a mudanca na energia do sistema quando

os spins S; mudam é dado por
AH(S,S") = —(S] - S;) (JZ Sivs + H) + D(S? — S?) (5.3)
5

onde z é o numero de coordenacao. Com esta equacao, substituindo os valores possiveis

de S; = 41,0 na probabilidade de transigdo de Glauber, Eq.(4.27)), obtemos

1,0) = w(1,0) = — ” 5.4
w(=1,0) = w(l, )7;2cosh(ﬁc)+eﬁD (5.4)
1 e Pe
1,-1) =w(0,-1) = —
w(l,=1) = w(0,-1) T 2cosh(fc) + eP
1 efe

w(=1,1) =w(0,1) = ;ZCosh(ﬁc) + efD

onde ¢ = JZSH(H-H
5
Desde que as soma das probabilidades normalizada seja um, multiplicando ambos os

lados da Eq(4.26) por S; , S? e tomando-se a média, obtemos respectivamente,

dm 2sinh(fc)
at —mit) + <2cosh(ﬁc) + ef@D> ’ (5:5)

d 2cosh(fc)
Td_(t] =)+ <2008h(60) + 65D> (5:6)

onde m = (Si) (t) e ¢ = ((Sk)?) (t). Estas expressoes da evolugao temporal sao exatas,
mas de dificil manipulacao, devido as correlagoes entre os spins nao conhecidas. Uma
alternativa para contornar essa dificuldade sao os métodos aproximativos. Por isso, usa-
remos duas aproximagoes comuns em mecanica estatistica, aproximacao de campo médio

e campo efetivo na investigagao desse sistema.
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5.3 Solucao na aproximacao de campo médio

A teoria de campo médio [I35] [136], equivale reescrever a expressao Eq.(5.5]) aproxi-
mando as médias das fungoes hiperbdlicas pelas médias dos seus respectivos argumentos,

obtendo assim

dm _ 2sinh(K )5 (Sivs) + BH)
T m(t) 2c0sh(K S (Sivs) + BH) + €7D’ (5.7)
ou ainda pode ser reescrita na forma
QUM _ ey 25k [(UT)(mz + heos()) 58)

dé 2cosh [(1/T)(mz + hcos(§)] + exp(d/T)

onde ¢ =wt, T=(8J)"Y,d=D/J, h=Hy/J e Q= wr.

5.4 Solugao na aproximacao de campo efetivo

Seguindo os mesmos procedimentos das obtengoes das Eqs.(4.35)) e (4.36)), encontramos

o seguinte conjunto de equagoes diferenciais acopladas para os parametros m e ¢, que sao

dadas por
dm A .
T = —m(t) + (1 + sinh(K D,)m + (cosh(KD,) — 1)q)” f(x)].=0 (5.9)
e
d
P = —qt) + (1 + sinh(K DoJm + (cosh(K D.) — 1)q)* g()]uo (5.10)
onde f(z) = eagilgfo(ﬁffgm e g(x) = eggfjfjj,;tffgm Definindo 2 = wr e £ = wt

podemos reescrever as equagoes diferenciais nas formas reduzidas

QC;—T; = —m+ (1 + sinh(KD,)m + (cosh(KD,) — 1)q)* f(2)]z=0 (5.11)
QZ—Z = —q+ (1 4 sinh(KD,)m + (cosh(KD,) — 1)q)° g()|.=o- (5.12)

A fim de ilustrar o formalismo e estudar a transicao de fase deste modelo usando EFT
vamos desenvolver as Eqs.(5.11]) e (5.12) numa rede quadrada (z=4), resultando assim

nas seguintes expressoes

Q— = —m(t) + G1(m, q) = A1(m, q) (5.13)
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= ~4(0) + Galm,) = halim, ) (5.14)

sendo A
Gi(m,q) =Y Adlg)m’ (5.15)
Ga(m.q) = Y _ B.(q)m’, (5.16)

onde os coeficientes A,, B, sao obtidos analiticamente aplicando a idntidade e’ f(x) =

f(z + X), e sdo expressos por

A (q) = O(D,) f ()| om0 (5.17)

B,(q) = O(D;)g(x)]a0 (5.18)

onde o operador O(D,) é dado por

O(D,) = (1) [L + (cosh(K D,) — 1)g]* *sinh" (K D,) (5.19)

r

para T, D, Hy e w fixos (7 = 1), resolvendo numericamente o conjunto de equagoes
diferenciais acopladas Eqs. e , usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, obtemos a evolugao temporal da magnetizagao m(t) e o momento de quadrupolo
q(t). No limite de campo nulo (Hy = 0), as fungoes f(z) (impar) e g(x) (par) tém
uma paridade bem definida, de modo que na expansao da Eq. teremos apenas
poténcias impares, enquanto que na expansao da Eq. teremos apenas poténcias
pares, reduzindo os resultados discutido no capitulo 4, mas precisamente as Eqs. e
(4.38).

5.5 Resultados

Nesta secao apresentamos as solugoes e os diagramas de fases do modelo Blume-Capel
cinético com campo oscilante numa rede quadrada (z = 4), usando as aproximagoes de
campo médio e campo efetivo. Primeiramente, vamos estudar as solugoes das equacoes
diferenciais, Eq. e Eq.7 fixados 2 = 27 e 7 = 1 para um conjunto de parametros

{T',d,h} e condigoes iniciais.
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As solugoes destas equagoes sao fungdes periddicas de &, isto é, m(§ + 2m) = m(&).

Além disso, elas podem ser de dois tipos de acordo se elas tém ou nao tém a propriedade
m(&+m) = —m(&). (5.20)

A solucao que satisfazem Eq. ¢ chamada solucao simétrica, que corresponde a
solugao paramagnética (P). Nesta solucao, a magnetizagdo m(§) oscila em torno do valor
zero. O segundo tipo de solucao, que nao satisfaz Eq., ¢ chamada solucao anti-
simétrica, que corresponde a solucao ferromagnética (F), a magnetizagao oscila em torno
de um valor nao nulo. Além dessas solugoes esse sistema apresenta uma outra solugao, a
coexisténcia da solugdo paramagnética com a ferromagnética (P+F).

Vamos primeiramente discutir os resultados de campo médio, Eq., fixando numa
rede quadrada (z = 4). Os resultados qualitativos sdo independentes do valor de z.
A Figura mostra as trés diferentes solugoes para o modelo que sao paramagnética
(P), a ferromagnética (F) e a solugao mista (P+F) em que a solugao paramagnética e
ferromagnética coexistem. Na Figura (a), apenas a solucao simétrica é obtida, a mag-
netizacao oscila em torno de zero, entao temos a solugao paramagnética. Na ﬁgura (b),
apenas a solugao anti-simétrica é encontrada, a magnetizacao oscila em torno de um valor
nao nulo, portanto, temos a solucao ferromagnética. Nenhuma dessas solugoes dependem
das condicoes iniciais. Por outro lado, na Figura (c) ambas solugoes simétricas e
anti-simétricas sempre existem no sistema, portanto temos a solugao coexistente (P+F).
Neste caso, as solugoes dependem das condicoes iniciais.

Para verificar as fronteiras entre essas trés diferentes regioes, iremos calcular os pontos
da transicao de fase dinamica, e o conjunto de tais pontos formam os diagramas de fases do
sistema. Esses pontos serao obtidos pela investigacao do comportamento da magnetizacao
média em funcao da temperatura reduzida e do campo magnético externo reduzido, onde
sera controlada a estabilidade através do calculo do expoente de Lyapunov.

A magnetizacdo média M em um periodo é definida por
1 2

=5 i m(§)dE. (5.21)

O comportamento de M em funcao da temperatura reduzida para varios valores de h

e d sao obtidos através do método numérico diferenca finita (ver apéndice |B| ). No caso da

MFT, o comportamento da magnetizacao média M em funcao da temperatura reduzida

para d = 0.25 e varios valores de h sdo plotados na Figura[5.2] Nesta Figura, a linha mais
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Figura 5.1: Evolucao temporal da magnetiza¢ao (m) do modelo Blume-Capel cinético na
presenga de um campo oscilante obtido na aproximacao de campo médio (MFA)[130] .
Fixando 7 =1, w =2m, T = (8J)"}, h = Hy/J e d = D/J numa rede quadrada (z = 4):
(a) fase paramagnética (P), d = 0.25, h = 0.5 e T' = 0.7; (b) fase ferromagnética (F),
d =025 h=02eT = 0.5 (c) regiao de coexisténcia (P+F), d = 0.25, h = 0.75 e
T=0.1,
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Figura 5.2: A dependéncia térmica da magnetizacdo média (a linha sélida cheia) e dos
expoentes de Lyapunov A e A\, (a linha sélida fina) para do modelo Blume-Capel cinético
na presenca de um campo oscilante obtido via MFA [I36]. O indice s indica a solucao
simétrica, que corresponde a fase P e o indice a indica a solugao anti-simétrica, que
corresponde a fase F . T; e T, sao as temperaturas de transicao de fase de primeira e
segunda ordem, respectivamente. (a) A transigdo de fase de primeira ordem para h =
0.775 e d = 0.25 ocorre em T; = 0.125. (b) As duas sucessivas transigoes de fases, regiao
de coexisténcia F4+P, uma de primeira ordem e a outra de segunda ordem para h = 0.715
e d = 0.25 ocorrem em T; = 0.09 e T, = 0.27, respectivamente. (c) A transicao de fase de
segunda ordem para h = 0.715 e d = 0.25 ocorre em T = 0.27.(d) A transi¢ao de fase de
segunda ordem para h = 0.45 e d = 0.25 ocorre em T = (0.48.

cheia corresponde o comportamento de M e a mais fina o expoente de Lyapunov A, que foi
discutido nos dois tltimos capitulos anteriores. A Figura (a) representa a magnetizacao
média dependente da temperatura reduzida fixando h = 0.775. Neste caso, M decresce

monotonicamente para zero descontinuamente com o aumento da temperatura, assim
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uma transicao de fase de primeira ordem ocorre em 7T; = 0.125 que é marcada com
uma seta na Figura. As Figuras [5.2(b) e [5.2(c) ilustram a varia¢do térmica de M para
h = 0.715 e para duas diferentes condicoes iniciais. No caso da condicao inicial m = 0
temos a Figura [5.2(b) e m = 1 a Figura (c). Na Figura (b), o sistema sofre
duas sucessivas transicoes de fases, uma de primeira ordem, da fase paramagnética para
a fase ferromagnética e outra transicao de segunda ordem, da fase ferromagnética para a
fase paramagnética. As temperaturas das transi¢oes de fases encontradas sao T; = 0.09
e T, = 0.27, respectivamente. Isso significa que existe uma regiao coexistente P+F no
sistema para h = 0.715, este fato sera visto mais adiante no diagrama de fase. Na Figura
(c), M decresce para zero continuamente com o aumento da temperatura reduzida,
o sistema exibe uma transicao de fase de segunda ordem, a temperatura da transicao de
fase de segunda ordem T, é marcada com uma seta na figura, 7T, = 0.715. Finalmente, a
Figura (d) mostra o comportamento de M em fungao da temperatura reduzida para
h = 0.45, o sistema apresenta apenas transicao de fase de segunda ordem, da fase F para
a fase P em T, = 0.48. Esse resultado independe da condicao inicial, para qualquer valor
da condicgao, o sistema apresenta o mesmo comportamento.

Uma outra grandeza importante no nosso estudo é o expoente de Lyapunov A, com o

calculo desse expoente é possivel controlar as estabilidades das solugoes. Se escrevermos

as equagoes dinamicas, Eq(5.13)) e Eq(/5.14)), na forma

dm
QO— =F 5.22
d£ (m7 5)7 ( )
o expoente de Lyapunov A serd entao calculado por
1 [*OF
O\ = — —d 5.23
2r Jo Om ¢ (5:23)

a solucao sera estavel se A < 0.

O expoente de Lyapunov funciona como um indicador da transicao de fase, isso é de
grande importancia na busca dos pontos de transicao de fase dinamica, sendo possivel
construir os diagramas de fases dinamico para o modelo. O comportamento do expoente
de Lyapunov em funcao da temperatura reduzida é mostrada na figura [5.2] no qual as
linhas finas correspondem aos expoentes de Lyapunov. A; e A\, sao os expoentes de
Lyapunov associados as solugoes simétricas e anti-simétricas, respectivamente. Se A e A,
crescem para zero continuamente, a temperatura reduzida aproxima da transicao de fase

de segunda ordem T,. Por outro lado, se um \ crescer para zero descontinuamente e outro
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A crescer para zero continuamente a medida que a temperatura reduzida se aproxima
da temperatura de transicao de fase, a temperatura em que a descontinuidade ocorrer
primeiro para um dos A e outro A = 0, é a temperatura de transicao de fase de primeira
ordem T;. Por exemplo, na Figura (a) a descontinuidade ocorre para Ay, a temperatura
onde ocorre a descontinuidade ¢ T;, mas na Figura [5.2(b) a descontinuidade ocorre para
Aa- Além disso, pode ser visto através desta Figura que T; e T, podem ser calculados
através de M ou .

Os diagramas de fases no plano T'— H, do sistema foram obtidos, eles estao apresenta-
dos nas Figuras [5.3(a)- [p.3|e). Nestes diagramas de fases, as linhas sélidas e pontilhadas
representam as linhas de transicoes de fases de segunda e primeira ordem, respectivamente.
Os pontos tricriticos dinamicos serao denotados pelos pontos pretos. Para d negativos,
apenas um tipo de diagrama de fase é obtido, conforme ilustrado na Figura na (a).
Para d positivos, quatros diferentes diagramas de fases sao encontrados, ilustrados na Fi-
guraf5.3(b){5.3(e). A Figura[5.3|a), representa os diagramas de fases para valor d = —0.2.
Neste diagrama de fase, em alta temperatura reduzida T e campo externo reduzido h as
solucoes sao paramagnéticas, em baixos valores de T e h elas sao ferromagnéticas. As
fronteiras entre essas regioes P e F é uma linha de fase de segunda ordem para altas
temperatura reduzida e em baixa temperatura existe uma regiao de coexisténcia das fases
P e F, chamada fase mista. A regiao de coexistente é separada das fase P e F por uma
linha de fase de primeira ordem. O sistema exibe apenas um ponto tricritico dinamico,
onde as duas linhas de transicao de primeira ordem se unem, sinalizando a mudanca de
primeira ordem para a segunda.

No caso de anisotropia positiva, quatro diferentes diagramas de fases sao encontrados,
dependendo dos valores de d. O primeiro diagrama de fases é representado pela Figura
5.3(b), onde d = 0.3, ele ¢ similar ao da Figura[5.3|(a), diferenciando apenas por apresentar
uma regiao coexistente para valores mais baixos de T e h. A fronteira entre esta regiao
coexistente P4+F e F é uma linha de fase de primeira ordem. O segundo, representado
pela Figura (c)7 onde d = 0.525, mostra que o sistema exibe dois pontos tricriticos
dinamicos, um ocorre similarmente como nos diagramas anteriores e o outro ocorre para
baixo valores de h. A linha de transicao fase de segunda ordem entre as fases F e P nao
termina em h = 0, a linha de transicao fase de primeira ordem que separa as regioes F

e P+F se funde com a linha de fase de segunda ordem e um segundo ponto tricritico
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Figura 5.3: Diagramas de fases no plano 7' — Hy do modelo Blume-Capel de spin-1
cinético com campo oscilante usando aproximagao de campo médio (MFA)[136]. Regioes
paramagnéticas P, ferromagnéticas F, e coexisténcia de regioes F+P sao encontradas.
As linhas tracejadas e sélida representam transicoes de fases de primeira e segunda ordem,
respectivamente. Os circulos pretos correspondem os pontos tricriticos. (a) d = —0.2, (b)

d=03,(c)d=0525,(d) d=06¢ (¢) d=1.0.
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dinamico ocorre. A linha de transicao de fase de primeira ordem existe para valores baixo
de campo externo reduzido h, ela separa a regiao coexistente da regiao F, e também da
fase P. O terceiro diagrama de fases obtido escolhemos d = 0.6, conforme ilustrado na
Figura (d), esse diagrama de fases é bastante complexo, ele apresenta os dois pontos
tricriticos dinamicos e a baixa temperatura reduzida apresenta um intervalo de A onde
existe uma regiao paramagnética. O sistema apresenta trés regioes coexistentes, que a
baixa temperatura reduzida é adicionada entres as fases P e F. E, finalmente, o diagrama
de fases para d = 1, Figura (e), é similar ao terceiro tipo de diagrama para d positivos,
exceto que, a regiao coexistente para valores baixos de h e T desaparece. Toda esta dis-
cussao de MFA tem sido feita por Keskin e colaboradores [130], aqui apenas reproduzimos

a fim de comparacao com os nossos resultados de EFT.
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(c) Exibindo a regido de coexisténcia

(P+F), d=18h=0.75¢T =0.3.

Figura 5.4: Evolucao temporal da magnetizacao (m) do modelo Blume-Capel cinético na

presenca de um campo oscilante obtido na aproximacao de campo efetivo (EFT).

Na teoria de campo efetivo (EFT) efeitos de correlagbes foram levados em consi-
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deracao, sendo um formalismo um pouco mais aprimorado do que MFA discutido an-
teriormente. Escolhendo apropriamente valores para os parametros reduzidos T, h e d,
fixando omega = 27, mostramos na Figura a evolucao temporal da magnetizagao
nas trés possiveis regides. No caso da regido paramagnética (Figura (a)) e ferro-
magnética (Figura[5.4] (b)), o sistema oscila ao redor de m = 0 e m # 0, respectivamente,
caracterizando, assim, um estado desordenado (m = 0) e ordenado (m # 0) magneti-
camente. Nestes dois casos, a evolucao do sistema independe da condicao inicial. Por
outro lado, no caso da regiao mista F+P a evolucao temporal fortemente depende da
condicao inicial. Escolhendo duas condicoes iniciais distintas, na Figura (c) temos que
a magnetizacao oscila ao redor de m = 0 ou m # 0, caracterizando muito bem esta regiao
de coexisténcia. Do ponto de vista qualitativo, os trés comportamento para a evolucao
temporal da magnetizacao sao equivalentes aos obtidos via MFA, conforme ilustrado na
Figuraf5.1l Na EFT, o comportamento da magnetizagdo média e o expoente de Lyapunov
em fungao da temperatura reduzida é mostrado na Figura [5.5] Nesta figura, ilustra-se
a variacao térmica de M para d = 1.5, h = 0.1 e duas condigoes iniciais diferentes. As
linhas grossas e finas correspondem a magnetizacao média e o expoente de Lyapunov |,
respectivamente. A magnetizacao média em funcao da temperatura reduzida apresenta
dois tipos de comportamentos , esses comportamentos dependem dos valores de d e das
condicoes iniciais. Na Figura (a) a condicao inicial usada é M = 0, o sistema sofre
duas sucessivas transicoes de fase. A primeira, é transicao de primeira ordem, a mag-
netizacao média sofre uma descontinuidade com o aumento da temperatura reduzida, o
sistema muda da fase paramagnética para a fase ferromagnética em uma temperatura de
T, = 0.350. A segunda, é transicao de segunda ordem, a magnetizacao média decresce
continuamente a zero com o aumento da temperatura reduzida, o sistema muda da fase
ferromagnética para a fase paramagnética em T, = 1.550. Isso significa que existe uma
regiao de coexisténcia P4+F no sistema, esse fato pode ser visto no diagrama de fases,
veja a Figura[5.6{c){5.6(d). Este comportamento nao se apresenta para baixos valores de
d. Na Figura (b), a condicao inicial é M = 1, a magnetizacao média sofre apenas uma
transicao de fase, decrescendo continuamente a zero com aumento da temperatura redu-
zida caracterizando uma transicao de fase de segunda ordem, a temperatura de transicao
de fase é T, = 1.550 a mesma encontrada na Figura [5.5(b), esse comportamento acontece

para todos os valores de d. Os diagramas de fases do sistema sao apresentados nas Figu-
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Figura 5.5: A magnetizacao média e o expoente de Lyapunov dependentes da tempe-
ratura reduzida para o modelo Blume-Capel cinético com campo externo oscilante na
aproximacao de campo efetivo (EFT) numa rede quadrada (z=4) para d = 1.5 e h = 0.1.
A linha cheia e fina correspondem a magnetizacado média e o expoente de Lyapunov,

respectivamente. (a) condigao inicial na evolugao temporal m(0) = 0 (b) m(0) = 1.
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Figura 5.6: Diagramas de fases do modelo Blume-Capel cinético com campo oscilante no
plano T'— Hy, obtido via aproximagao de campo efetivo (EFT). A regiao paramagnética P
, ferromagnética F, e coexisténcia de regioes F+P sao encontradas. As linhas tracejadas
e sOlidas representam transicoes de fase de primeira e segunda ordem, respectivamente.

(a) d=—-0.2,(b)d=0.7,(c)d=15¢e(d) d=1.8

ras [5.6|(a)- [5.6/(¢). Nestes diagramas de fases as linhas pontilhadas e sélidas representam
as linhas de transicoes de fases de primeira e segunda ordem, respectivamente. Apenas
dois tipos de diagramas de fases foram obtidos, os que nao apresentam regioes coexisten-
tes (F+P) e os que apresentam. O primeiro tipo nao apresenta uma regiao coexistente
(F+P), tem-se uma regiao ordenada (F) que é delimitada por uma linha de transicao de
segunda ordem de uma regiao desordenada (P), essa regiao ferromagnética diminue para
valores grandes de d, compare as Figuras [5.6(a) e [5.6(b). Esse tipo de diagrama de fases
ocorre para d < 1. O segundo tipo de diagrama ¢é similar ao anterior, exceto que para
baixos valores de T e h existe a regido (P+F), regidao que cresce com o aumento de d,

até o sistema se tornar totalmente paramagnético. Esse tipo de diagrama de fases ocorre
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para d > 1, veja as Figuras[5.6(b){5.6(e).

5.6 Conclusao

Neste capitulo, analizamos nas aproximagoes de campo médio (MFA) e de campo efe-
tivo (EF'T) apenas os estados estaciondrios do modelo de Blume-Capel com campo externo
oscilante, uma vez que nao foi possivel obter uma expressao para a energia livre e com
isto analizar os estados do sistema no equilibrio termodinamico. Usamos a dinamica es-
tocastica de Glauber para descrever a evolucao temporal das grandezas termodinamicas,
particularmente, o comportamento da magnetizacao dependente do tempo e o comporta-
mento da magnetizagao média em funcao da temperatura reduzida, anisotropia reduzida
e campo magnético externo reduzido. As estabilidades das solucoes estacionarias foram
analizadas através do calculo do expoente de Lyapunov, que nos permite determinar os
pontos e as ordens das transicoes de fase.

Analizando a evolugao temporal da magnetizacao do sistema ferromagnéticos, usando
os dois métodos aproximativos, observamos que o sistema apresenta regioes paramagnéticas
(P), ferromagnéticas (F) e mistas (P+F). O comportamento do parametro de ordem
dinamico pode depender das condigoes iniciais do sistema. Ele pode sofrer mudanca em
seu estado de forma descontinua (transigao de primeira ordem) ou continua (transi¢ao de
segunda ordem).

O comportamento do sistema é fortemente influenciado pela interacao de campo cris-
talino, resultados vistos através dos diagramas de fases. Usando MFA, para d negativos,
o sistema se comporta como uma dinamica de um sistema ferromagnético misto com
spin-1/2 e spin-1 e também como a cinética do modelo de Ising-1/2 [136]. Nos diagra-
mas de fases, em altas temperaturas o sistema apresenta regides paramagnéticas, e em
baixos valores de T regides ferromagnéticas. A fronteira entre essas duas regioes é uma
linha de transicao de fase de segunda ordem para altas temperaturas, e uma regiao de
coexisténcia delimita por linhas de primeira ordem em baixas temperaturas. Um ponto
tricritico separada a regiao de coexisténcia da linha de transicao critica. Para outros
valores de d observamos quatros diferentes diagramas de fases foram encontrados que
apresentam regioes ordenadas, desordenadas, mistas e pontos multicriticos. Com apro-

ximacao de campo efetivo, apenas dois tipos de diagramas de fases foram obtidos: os
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que nao apresentam regioes de coexisténcia, onde uma regiao ordenada que é delimitada
por uma linha de transicao de fase de segunda ordem de uma regiao desordenada, para
d < 1, e os que apresentam, para baixos valores de T e h regiao de coexisténcia, que cresce
com o aumento de d até o sistema se tornar totalmente paramagnético em d = 2. Com
esta aproximacao, nao se observou a presenca de pontos multicriticos. E evidente que a

anisotropia contraria ao ordenamento magnético destroi esse ordenamento.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, analizamos nas aproximagoes de campo médio (MFA) e de campo efetivo
(EFT) os estados estacionérios e de equilibrio dos modelos de spins: modelo de Ising com
campo aleatério (RFIM), de Blume-Capel (BC) sem campo externo. Para o modelo de
Blume-Capel com campo externo oscilante com o tempo estudamos apenas os estados
estacionarios, por que nao é possivel analizar os estados do sistema no equilibrio termo-
dinamico. Usamos a dinamica estocastica de Glauber para descrever a evolucao temporal
das grandezas termodinamicas, particularmente o comportamento da magnetizacao de-
pendente do tempo e o comportamento da magnetizagao média em funcao da temperatura
reduzida, anisotropia reduzida e campo magnético externo reduzido. As estabilidades das
solugoes estacionarias foram analizadas através do calculo do expoente de Lyapunov, que
nos permite determinar os pontos das transi¢oes de fase. Os resultados sao apresentados
através dos diagramas de fases, e nos casos do RFIM e do BC sem campo magnético
externo foi possivel fazer uma comparacao dos resultados da dinamica com a solucao do
equilibrio.

Para os dois modelos que permitem a andlise dos estados de equilibrio termodinamico,
RFIM e Blume-Capel sem campo magnético externo, os diagramas de fases apresentam
caracteristicas qualitativas semelhantes. Mostramos que o sistema apresenta a existéncia
de duas regioes, uma magneticamente ordenada F e outra desordenada P, ambas limitadas
por uma linha de transi¢oes de fases que pode ser de primeira ordem e ou de segunda
ordem, tendo um ponto tricritico separando estas duas linhas. Eles mostram que para
temperatura elevadas, a solucao estacionaria da dinamica estocastica de Glauber sao

iguais a solucao de equilibrio termodinamico. No entanto, em baixas temperaturas, essas
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solugoes sao diferentes, sendo que usando a MFA obtem-se distintos valores em T =
0 para H.(D.) no RFIM (BC), enquanto a EFT encontra mesmos valores descrevendo
corretamente o estudo fundamental. No caso do modelo BC, o valor de D, = %‘] ¢é obtido
de forma exata, e no caso RFIM comparamos nossa estimativa de H. = 4J como o valor
encontrado recentemente usando simulagdo de Monte Carlo [111].

No caso do modelo de Blume-Capel com campo externo oscilante, observa-se que o
comportamento do sistema é fortemente influenciado pela interagao de campo cristalino
(anisotropia de fon tinico) D. Usando MFA, para d negativos, apenas um tipo de diagrama
de fases foi obtido, no qual em altas temperaturas as solugoes sao paramagnéticas, e em
baixos valores de T elas sao ferromagnéticas. A fronteira entre essas duas regides é uma
linha de transicao de fase de segunda ordem para alta temperatura reduzida, e uma
regiao coexistente para temperaturas baixas. A regiao coexisténcia é separada das fase
P e F por linhas de primeira ordem, exibindo apenas um ponto tricritico dinamico. Por
outro lado, para d positivos, quatros diagramas de fases diferentes foram encontrados.
O primeiro, para d = 0.3, é similar ao caso de d negativos, diferenciando-se apenas por
apresentar uma regiao de coexisténcia para valores muitos baixos de T' e h. A fronteira
entre esta regiao coexistente e a regiao ferromagnética é uma linha de primeira ordem.
O segundo, para d = 0.525, mostra que o sistema exibe dois pontos tricriticos dinamicos.
Um ocorre como nos diagramas anteriores e o outro ocorre para baixo valores de h. A
linha de segunda ordem entre as fases F e P nao termina em h = 0, enquanto a linha de
fase de primeira ordem que separa as regioes F e P+F se funde com a linha de segunda
ordem e um segundo ponto tricritico dinamico surge. A linha de primeira ordem existe
para valores baixos do campo externo reduzido h. Ela separa a regiao de coexisténcia
da regiao ferromagnética, e também da fase paramagnética. O terceiro, para d = 0.6,
é bastante interessante. FEle apresenta os dois pontos tricriticos dinamicos e, a baixa
temperatura reduzida apresenta um intervalo de h onde existe uma regiao paramagnética.
O sistema apresenta trés regioes de coexisténcia adicionadas entres as fases P e F a baixa
temperatura reduzida. Finalmente, o quarto para d = 1, é similar ao terceiro tipo de
diagrama para d positivos, exceto que a regiao de coexisténcia para valores baixos de h e
T desaparece.

Com EFT, apenas dois tipos de diagramas de fases foram obtidos, os que nao apre-

sentam regices de coexisténcia e os que apresentam. O primeiro tipo, ocorre para d < 1.
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Ele apresenta uma regiao ordenada que é delimitada por uma linha de transicao de fase
de segunda ordem de uma regiao desordenada. A regiao ferromagnética diminue com o
aumento d, e consequentemente, a regiao paramagnética aumenta. O segundo tipo de
diagrama de fases, ocorre para d > 1. Ele é similar ao anterior, exceto que para baixos
valores de T e h existe uma regiao de coexisténcia, que cresce com o aumento de d, até o
sistema se tornar totalmente paramagnético em d > 2.

Como resultados desta dissertacao publicamos, preliminarmente, dois trabalhos ci-
entificos (ver apéndice @ O primeiro deles esta relacionado ao capitulo 3 e o outro a
analise de campo médio feita no capitulo 4. Estao em fase de preparagao mais dois arti-
gos cientificos relacionados aos resultados de EFT do capitulo 4, em particular a proposta

do funcional da energia livre para o modelo BC, e o outro aos resultados do capitulo 5.
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Apeéendice A

Equacao dinamica para o modelo de

Ising com campo oscilante

A equagao que descreve a evolucao temporal dos processos markovianos é dada por,

TAT) S [P t)lor) ~ P&, 0)(0)]. (A1)

/

g

Multiplicando esta equacao por uma variavel de spin o temos,

Ok

d]zz(j) = 0. Y [P, (o) — P(3, tw())]. (A.2)

Considerando que a média de um observéavel é dada por (oy)(t) = ZakP(a, t),
podemos escrever que a dependéncia temporal de (o) seja,

W) (3 oro(on)) — {o) Sl (A3

Para o modelo de Ising com campo oscilante, onde as variaveis de spins podem assumir

os valores +1, as taxa de transigoes de Glauber sao:

w(=1,41) = w(+1,+1) = It (A)

w(_L_l) = w(+17_1> = %%

z

onde a = JZ oirs + Hocos(nt) e w(o;, 0}) ndo depende dos valores o;. Substituindo os
5

possiveis valores das varidveis de spins em Eq.(A.3)) temos,

d{oy,)
dt

= (w(1) —w(=1)) = (or) (w(1) + w(=1)). (A.5)
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Portanto, a equacao para evolucao temporal da magnetizacao é dada por

d<0’k>
dt

- émnh(ﬁa» - <ak>%

ou

Td<;k> - <tanh(5JZm’+5 + ﬂchos(nt))> — {o%)
5
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Apendice B
Métodos numericos

A importancia do estudo das equacgoes diferenciais ordindrias justifica-se pelo fato
de ocorrerem com muita frequéncia na modelagem matemaética de diferentes situacoes
praticas, principalmente nas areas de fisica, engenharia, biologia, economia, biomedicina,
etc [139].

Em mecanica estatistica é comum empregarmos métodos numéricos para solucionar
as equacoes diferenciais sao fundamentais, pois com frequéncia solugoes exatas nao sao
possiveis ou muito dificil de serem determinadas.

A seguir, apresentaremos a sintese de alguns métodos niimericos para a resolucao de
equacoes diferenciais ordinérias, consideramos que o leitor conhega sobre equacao diferen-

cial ordinaria.

B.1 Meétodo de diferenca finitas

O método de diferengas finitas (MDF) se baseia na aproximacao de derivadas por dife-
rencas finitas, que obtém-se da série de Taylor.

Considerando um problema de valor inicial (PVI),

y/ = f(x,y)

y(wo) = Yo

O algoritmo para resolver a equacao diferencial de primeira ordem para um valor inicial

1. Declare:
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a) Funcao f(z,vy).
b) Condigao inicial: y(xg), yo

c) Intervalo [a,b], onde : a = xy.

(b—a)
~-

d) Numero de subintervalos N e calcule: h =

2. Para n=0,...,(N-1), faga:
Calcule:
inicio
Tpi1 = Tp + h

Yn+1 = Un + hf(xrm yn)
fim

B.2 Método de Runge-Kutta

Dentre os métodos numéricos para calcular a solucao aproximada de problemas de
valor inicial mais utilizados, pela sua simplicidade e precisao, estao os chamados métodos
de Runge-Kutta, ou melhor, métodos de Carl David Tolmé Runge (1856-1927) e Wilhelm
Kutta (1867-1944). Esses métodos apresentam precisao equivalente aos métodos de Tay-
lor, porém, com a vantagem de evitar o calculo de derivadas de ordem elevada que além,
da complexidade analitica, exigem um significativo esforco computacional. Ao contrario
disto, os métodos de Runge-Kutta sao baseados na avaliacao da funcao f(x,y) em alguns

pontos. Considere o problema de valor inicial:

& = f(z,y)
y(ro)  =o

Para esse problema, o método geral de Runge-Kutta é definido por:

Yn+1 = Yn + h¢R(xn7 Yn, h)

onde
ORr(Tns Yn, h) = c1ky + coka + ... 4 crkr
ci+c+...+cg=1
com
ki = f(xn,yn)

110



ks = f(x, + has, y, + h(b21k’1)) as = by
ks = f(xn + has, yn + h(bs1k1 + bsok2)) as = b + b3y
ky = f(xy, + haa, y, + h(bsrky + baoks + basks)) ay = byy + by + by

kr = f(xn + hag,yn + h(briky + ... + br.r—1kr-1)) ar =bp +bra+ ... +br 1

Note que a aproximacao y,1 € calculada a partir de y,, e uma “media” de valores da
fungao f(x,y) em varios pontos. Os parametros ¢, a,, b, na definicdo de um método de
Runge-Kutta podem ser escolhidos de modo que o método tenha a mesma ordem de um
método de Taylor, o que define a ordem dos métodos de Runge-Kutta.

O algoritmo para o método de Runge-Kutta de quarta ordem (MRKO04) para resolver

uma equacao diferencial de primeira ordem para um valor inicial é
1. Declare:

a) Funcao f(z,vy).
b) Condigao inicial: y(xg), yo

c) Intervalo [a,b], onde : a = xy.

(b—a)
-

d) Numero de subintervalos N e calcule: h =

2. Para n=0,...,(N-1), faga:
Calcule:

inicio

Tpn + %’yn + %kl)
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B.3 Meétodos de Previsor Corretor

Outros métodos para resolver equagoes diferenciais ordinérias sao os chamados de métodos

previsor corretor sao baseado no teorema fundamental do calculo, que por ser escrito por

[ e =y - st

Como ¢ = f(x,y(x)), temos

Yiner) = (o) + [ " () da (B.1)

A equacao definida na equacao antrior pode ser aproximada por diferentes métodos
nimericos e, portanto, podemos ter diferentes métodos de resolver a equacao diferencial
y' = f(x,y). Por exemplo, se usarmos a regra dos retangulos (isto é, a funcao é considerada

constante no intervalo de integragao), com h = x, 1 — x,:

/ " (@) = hf (@ y(e)

e, como a notagao para aproximagao de y(x,) dada por y, = y(x,), segue de Eq.(B.1)):

Y(@nt1) = y(@n) + hf (20, Yn)

que consiste exatamente no método de Euler. Outros métodos de integracao podem ser
utilizados para resolver a integral contida em Eq., por exemplo o método de trapézio,
método de Simpson, método de Romberg, etc. Alguns métodos sao chamados implicitos,
pois tém a incognitca y,41, de forma implicita . Os métodos nos quais y,+1 ¢ calculado
explicitamente, sdo chamados métodos explicitos (método de Euler, por exemplo).No
método previsor corretor, se usa um método explicito para uma aproximagcao de um valor
inicial de y,,.1, chamado previsor, e depois um método corretor para corrigir a solucao. Um
exemplo de previsor corretor é o método de Adams-Moulton (MAM). O Adams Moulton
utiliza o fato de que iteragoes (com algum dos outros métodos para os primeiros passos)
anteriores ja foram realizadas, isto é, serd necessario guardar as informacgoes dos valores
pré calculados de gy, com isto é construido um polinomio que aproxima a derivada da
funcao e consegue-se extrapolar para o proximo intervalo.

O numero de iteragoes anteriores a ser utilizadas determinard o grau do polinomio,
sendo assim a ordem do método serd o grau do polinomio + 1. Foi implementado um

Adams-Moulton de 5% ordem, preditor e corretor:

h
Preditor : Ynt1 = ﬂ(55fn - 59fn,1 + 37fn72 - 9fm73)
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h
23 Ofne1 =190 = 5ot + fos)

Sendo que: fn, fn_1, fn2, fn_3 s@o os valores da funcao calculadas utilizando alguma

Corretor : y,i1 =

das técnicas de passo tinico, nos primeiros passos, e dai por diante os valores das 4 iteragoes
anteriores sao armazenadas.

Este método tem algumas vantagens em relacao aos anteriores pois usando o fato que
ja temos alguns passos calculados, para conseguir uma precisao equivalente ao Runge-
Kutta 4% ordem precisaremos apenas calcular duas vezes a funcao, ao invés de 4 vezes

como no Runge-Kutta.

Figura B.1: A dependéncia térmica da magnetizagdo média M (linha sélida grossa) e do
expoente de Lyapunov A (linha sélida fina) para o modelo de Blume-Capel com campo
oscilante na aproximacao de campo médio para d = 0.25, h = 0.4 e usando os métodos
MDF (linha sélida preta) e MRKO4 (linha sélida vermelha). O indice s indica a solucao
simétrica e o n indica a anti simétrica. A magnetizacao média decresce continuamente

com o aumento da temperatura reduzida e, em 7, ~ 0.496, sofre uma transicao de fase.

As Figuras e mostram a magnetizagdo média em func¢ao da temperatura
reduzida para o modelo de Blume-Capel com campo oscilante Eq.(5.8]) com aproximagao
de campo médio para d = 0.25, h = 0.4. Na Figura [B.I]temos a solugio para o método de

diferencas finitas (linha sélida preta) e para o método de Runge Kutta de quarta ordem

113



(linha sélida vermelha). Na Figura temos a solucao obtida pelo método previsor
corretor de Adams-Moulton com integragao de Romberg por M. Keskin e O. Canko [?].
Observa-se que os trés métodos apresentam precisoes equivalentes, acredita-se que isso
se deva por tratar-se da solucao de uma equacao diferencial de primeira ordem, nos trés
casos, o sistema sofre transicao de fase em T, =~ 0.495. A diferenca entre os métodos
se apresenta quando se observa o tempo computacional, o método de Adams-Moulton é

mais sofisticado que os outros métodos analizados.

1.0 (d)

0.8 4
0.6 -
e

= 04 -

0.2 -

0.0 -

L R N N N R P P N PR PN T AV RPN SO T T

-0.2 r ' '
0.0 0.2 0.4 0.6

Figura B.2: A dependéncia térmica da magnetizagdo média M (linha sélida grossa) e do
expoente de Lyapunov A (linha sélida fina) para o modelo de Blume-Capel com campo
oscilante na aproximacao de campo médio para d = 0.25, h = 0.4 e usando o método
MAM. O indice s indica a solucao simétrica e o n indica a anti simétrica. A magnetizagao
média decresce continuamente com o aumento da temperatura reduzida e, em T, = 0.4950,

sofre uma transicao de fase de primeira ordem.

B.4 Método de Newton-Raphson

Vamos aprender o método de Newton-Raphson. Ele cobre as desvantagens da bissecao,
isto é, é mais rapido e encontra raizes que tocam o eixo x, mas também apresenta duas

desvantagens:
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e nem sempre converge
e precisa do calculo da derivada da funcao, o que nem sempre é uma tarefa facil

Para desenvolver este método [I41], vamos utilizar a expansao de uma funcao em série
de Taylor em torno do ponto zy . Ela é escrita como:

(x — x0)?

flw) = Flwo) + (@ = m0) f (z0) +

f”(wo) + ...

Mantendo apenas os dois primeiros termos da série temos

f(@) = f(xo) + (x — m0) f'(w0)

Esta é a equagao de uma reta que passa pelo ponto f(zg) com inclinacao f’(xg), isto
é, ela é tangente a curva no ponto xg.

Supondo que a func¢ao f(x) seja bem aproximada por uma reta, o ponto que essa reta
cruza o eixo x, esta préximo ao ponto que a funcao cruza o eixo x. Este ponto x para o

qual a fungao cruza o zero sera:
0= f(zo) + (z — 20) f'(20)

—f(z0) = (x — 20) f'(0)

. f(zo)
f' (o)

Esse ponto x é entao usado no lugar de zy como um novo valor inicial melhorando assim

r=2x

a aproximacao. Essa idéia de se usar um valor para gerar um outro melhor é chamada de
iteragdo. A Figura ilustra a idéia do método.
Mudando ligeiramente a notagao, podemos calcular o (i + 1) ésimo valor usando o
iésimo valor através da expressao
()
f'(@i)

No Newton-Raphson damos um valor inicial e dependendo deste valor nem sempre o

Tiv1 = T

método converge, pois podemos ter o e o0 caso em que a reta tangente a funcao no ponto

inicial nao representa bem a funcao naquele ponto.
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Figura B.3: Newton-Raphson em acao. Comecando com g, as sucessivas iteragoes se
aproximam do zero da fungao. A posicao de x4 e do zero real da funcao sao indistinguiveis

nesta escala
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Apéndice C

Estabilidade local e expoente de

Lyapunov

Nesta apéndice, faremos uma sintese de dois conceitos bésicos relacionados com a esta-
bilidade de solugoes. Considere o espago de fase associado a uma determinada dinamica
autonoma, em cada ponto deste espaco estd em correspondéncia com um unica trajetoria
que é parametrizado no tempo t. Em qualquer ponto dessa curva queremos saber o que
acontece se nos movemos em uma direcao infinitesimalmente nao tangente. Depois de
um aumento de dt, a nova trajetoria poderia ter ampliada ou reduzida do valor inicial,
o que da uma medida de comportamento de estabilidade local[I40]. Por simplicidade

considerarmos o sistema

d

—y = , C.1
v =1) (C.1)
a condigao inicial yo = y(to) define a curva vy ou y(¢, po). No momento tq é produzido a
variacao dyp e a nova curva solucao vy expressa como y = y(t, pp) + dy onde a variagao Jy

é definida por
d of

—0y = (=)0 2
0= (G (C2)
integrando a Eq.(C.2) se obtém
dy(t) / Yof
= exp —dt'), C.3
oy (to) ( to OY ) (©3)
quando valores de t sao proximos a t; a variagao se aproxima para
dy(t) of
= exp((==)4,0t). C4
iy = (G (C.4)
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Quando (8—£)t0 > 0, dizemos que a solugao y(t, po) é localmente instéavel em pg. Caso
contrario, (% 1, < 0, é localmente estavel. Por tanto, para cada ponto da trajetéria temos
definido a estabilidade local.

Um segunda questao de interesse na teoria de sistemas dinamicos é determinar como
uma medida de quanto se separam a tempo infinito diferentes trajetorias geradas com
condigoes iniciais muito préoximas e definir um parametro que quantifique o movimento
caotico. Como se sabe, um desses parametros é expoente de Lyapunov.

Os expoentes de Lyapunov sao quantidades importantes no estudo de sistemas dinamicos
e amplamente utilizados no contexto de sincronizagao. FEles sao uma medida média da
divergéncia ou convergéncia exponencial de orbitas proximas, fornecendo uma medida
da sensivel dependéncia as condigoes iniciais. Seja a evolucao temporal de um sistema
dinamico a partir de duas condicoes iniciais muitos préximas, xg e xg + £9. Decorrido um

intervalo de tempo ¢ tem-se:

e(t) ~ e (C.5)

e o expoente de Lyapunov A fornece a taxa média de divergéncia das trajetérias. Se A for
positivo, teremos uma divergéncia exponencial de trajetérias inicialmente préximas, um
forte indicador para caos. Também podemos encontrar expoentes de Lyapunov negativos,
indicando a existéncia de um ponto estavel xy, ou ainda, expoentes iguais a zero, onde duas
trajetérias se afastam ou se aproximam de forma mais lenta que exponencial. Finalmente,
se o sistema for caracterizado por ruido aleatorio, entao o expoente maximo serd infinito.

Considerando que a magnetizagao seja proporcional a exponencial do tempo, ou seja,
m = AeM

e que a taxa da magnetizacao em relacao ao tempo pode ser definida como

dm

Entao em um intervalo de tempo temos,
TA(my —my) = W(m+ Am) — W(m).
Portanto, usando a definigao da derivada de uma fun¢ao de uma variavel obtém-se,
ow

7->\At - a_

om
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onde Aa; é 0 expoente de Lyapunov no intervalo de tempo. Tomando a média temporal

do expoente de Lyapunov tem-se

- 1 (A oW
TN = Altlinoo {Kt /0 %dt} .

Para exemplificar, aplicaremos estes conceitos em um sistema dinamico, e entao mostrar-
mos a importancia de utilizarmos estes conceitos em estudos de dinamica estocasticas.

A equacao diferencial que descreve a dinamica estocéastica de Glauber para o modelo de
Blume Capel com um campo externo oscilante (Hycos(wt)) como aproximagao de campo
médio é dada por

Qd_m R sinh [(1/T)(mz + hcos(§)]
d§ cosh [(1/T)(mz + hcos(§)] + 0.5exp (%)

(C.6)

onde £ =09t, T = (BJ)"', d=D/J, h = Hy/J e Q =9I7. Fixando 2 = 4 e Q = 27. As
solugdes desta equagao Eq(C.6|) para um conjunto de parametros {T, d , h} e condigoes
iniciais sao fungoes periddicas de &, isto é, m(§ 4+ 27) = m(&). Além disso, elas podem ser

de dois tipos de acordo se elas tém ou nao tém as propriedades
m(§ +m) = —m(). (C.7)

A solucao que satisfazem Eq. ¢é chamada solugao simétrica, que corresponde a solugao
paramagnética (P). nesta solugdo, a magnetizacao m(§) oscila em torno do valor zero.
O segundo tipo de solucao, que nao satisfaz Eq., é chamada solucao anti-simétrica,
que corresponde a solucao ferromagnética (F), a magnetizagdo oscila em torno de um
valor nao nulo. Além dessas solugoes esse sistema apresenta uma outra solugdo, a coe-
xisténcia da solu¢do paramagnética com a ferromagnética (P+F). Esses fatos sao visto
explicitamente com a solugao numérica das equagoes dinamicas Eq. Para verificar
as fronteiras entre essas diferentes regioes, deve-se calcular os pontos da transicao de fase
dinamica, o conjunto de pontos que formam os diagramas de fases do sistema. Esses pon-
tos serao obtidos pela investigagdo do comportamento da magnetizagao média em fungao
da temperatura reduzida e do campo magnético externo reduzido. A magnetizacao média

M em um periodo é definida como

1 27
M:§Anm% (C.8)

O comportamento de M em funcao da temperatura reduzida para varios valores de h e d

sao obtidos através de métodos numéricos. Esta investigacao serd controlada e verificada
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Figura C.1: A dependéncia térmica da magnetizagdo média (a linha sélida grossa) e dos
expoentes de Lyapunov A; e A, (a linha sélida fina) para d = 0.25 e h = 0.715, o indice
s indica a solucao simétrica que corresponde a fase P e o indice a indica a solucao anti-
simétrica que corresponde a fase F . T; e T, sao as temperaturas de transicao de fase de
primeira ordem e segunda ordem, respectivamente. Devido a condi¢ao inicial m(0) =0 o
sistema apresenta duas sucessivas transicoes de fases, uma de primeira ordem e a outra

de segunda ordem que ocorrem em 7; = 0.09 e T,. = 0.27, respectivamente.

pelo calculo do expoente de Lyapunov A, com o calculo desse expoente é possivel controlar
e verificar as investigacoes, ele verifica as estabilidades das solucoes. Se escrevermos as

equagoes dinamicas Eq(/C.8) na forma,

dm
Q— =F :
i (m, §), (C.9)
o expoente de Lyapunov A é dado por
1 [*OF
O\ = — a—df, (C.10)
2 Jo Om

a solucao sera estavel se A < 0. O expoente de lyapunov funciona como um indicador
da transicao de fase, isso é de grande importancia na busca dos pontos de transi¢ao de

fase dinamica. O comportamento da magnetizacao média e do expoente de Lyapunov em
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fungao da temperatura reduzida é mostrada na figura[C.1] no qual as linhas sélidas grossas
e finas correspondem a magnetizagao média e ao expoentes de Lyapunov, respectivamente .
As € A, sao os expoentes de Lyapunov associados as solugoes simétricas e anti-simétricas,
respectivamente. Se A\, e A, crescem para zero continuamente a temperatura reduzida
aproxima para a temperatura da transicao de fase, a temperatura onde A, =\, =0 ¢é a
temperatura da transicao de fase de segunda ordem 7T,.. Por outro lado, se um A crescer
para zero descontinuamente e outro A\ crescer para zero continuamente a medida que a
temperatura reduzida se aproxima da temperatura de transicao de fase, a temperatura
em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um dos A e outro A = 0, é a temperatura
de transi¢ao de fase de primeira ordem T;. Por exemplo, na Figura [C.1], onde foi usado
a condigao inicial m(0) = 0, o sistema apresenta duas sucessivas transi¢oes de fases
dindmicas, uma de primeira ordem (descontinuidade) e a outra de segunda ordem. Na
primeira, a descontinuidade ocorre para A,, a temperatura onde ocorre a descontinuidade
¢ T, = 0.09, mas o sistema pode apresentar descontinuidade para \,. A segunda transicao
ocorre quando Ag e A\, crescem para zero continuamente onde a temperatura reduzida
se aproxima para a temperatura da transicao de fase ( Ay = A, = 0), a temperatura
reduzida onde ocorre da transicao de fase continua é T, = 0.27. E importante notar que
o expoente de Lyapunov sempre é negativo, com excessao quando ocorrem as transicoes

de fases dinamicas, sendo assim, garantida as estabilidades das solugoes.
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The dynamical phase transitions of the kinetic Ising model in the presence of a random magnetic field with a
bimodal probability distribution is studied by using effective-field theory (EFT) with correlations. We have used a
Glauber-type stochastic dynamic to describe the time evolution of the system, where the system strongly depends

on the H = \,f(H,-},. root mean square deviation of the magnetic field. The EFT dynamic equation is given for the
simple cubic lattice (z = 6}, and the dynamic order parameter is calculated. The system presents ferromagnetic

and paramagnetic states for low and high temperatures, respectively. Our results predict first-order transitions at
low temperatures and large disorder strengths, which corresponds to the existence of a nonequilibrium tricritical
point (TCP) in a phase diagram in the T — H plane. We compare the results with the equilibrium phase diagram,
where only the first-order line is different. Our gualitative results are compatible with recent Monte Carlo

simulations.

DOT: 10.1103/PhysRevE.85.011121

L INTRODUCTION

A basic problem in the theory of continuous phase transition
in pure systems, which is characterized by a divergence of
various physical quantities (e.g.. susceptibility, specific heat,
correlation length) in such a way that some microscopic details
of the system become irrelevant, is the concept of universality
classes for the critical exponents [1]. On the other hand, in a
first-order phase transition that is very common in nature, the
correlation length remains finite and a universal behavior is
not expected, where a discontinuity in the order parameter
and/or the presence of latent heat are observed. A small
amount of quenched randomness can influence significantly
the phase transition replacing a first-order phase transition
by a second-order one, so that tricritical points (TCP’s) and
critical end points (CEP’s) are suppressed [2]. An example is
the presence of random magnetic fields acting on each spin in
a lattice otherwise free of defects, in particular described by
the Ising model. which is now transformed into the random
field Ising model (RFIM). Associated with this model are
the notions of lower critical dimension (), tricritical points,
higher-order critical points, and random field probability
distribution function. The only well-established conclusion
is the existence of a phase transition for dimension d = 3
{d; = 2), while many other issues are still unanswered; among
them is the order of the phase transition, the existence of TCP’s,
and the dependence of these on the form of the random field
probability distribution.

The RFIM was introduced by Imry and Ma [3], where the
equilibrium phase transitions properties have been studied in
detail by using different approaches [4—15] and the equilibrium
phase diagrams presented. but the nonequilibrium or dynamic
phase transition { DPT) of the model has not been as thoroughly
explored. The RFIM, studied for more than 30 years now,
is among the simplest statistical mechanical models with
quenched disorder, but it is still not well understood. It is
presumed to describe equilibrium phase transitions in physical
systems such as fluids adsorbed in porous media and diluted
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antiferromagnets. However, comparisons between theoretical
predictions and experiments have been inconclusive because
of the difficulty of equilibrating the experimental systems [16].

A standard experimental realization of the RFIM is the
diluted Ising antiferromagnet in the presence of a uniform
field [17]. In particular, the Ising antiferromagnet compound
Fe,Mg, .Clz behaves like a spin glass phase for x = 0.55,
and is considered a typical RFIM for higher magnetic
concentration. In the RFIM regime this compound presents a
very curious behavior: one finds a first-order transition turning
into a continuous one due to a change in the random fields [18].

From the theoretical point of view, and at the mean-field
level, it is well known that different probability distributions
for the random fields produced distinct phase diagrams:
using a bimodal distribution, it exhibits a continuous phase
transition at high temperature ending up at a TCP. followed
by a first-order phase transition at low temperature [4].
while for Gaussian probability distribution only a continuous
ferromagnetic-paramagnetic boundary was observed [5]. It has
been argued that whenever an analytic symmetric distribution
for the fields presents a minimum at zero field., one should
expect a TCP. In the case of short-range interaction models,
the presence of a TCP represents a point that has not
been fully elucidated. Originally. the first study of the high-
temperature series expansion (HTSE) [6] which treated the
three-dimensional RFIM with a Gaussian distribution found
the existence of a fluctuation-driven first-order phase transition
at sufficiently strong disorder. Another study of HTSE [7]
indicated continuous transitions for both Gaussian and bi-
modal distributions, at least for weak disorder. Recent Monte
Carlo simulations [15] for the energy and the magnetization
distributions suggest for the RFIM with a bimodal probability
distribution, a first-order transition. Moreover, phase transition
properties of RFIM with symmetric double [19] and triple [20]
Gaussian distributions have also recently been studied by
means of a replica method, and arich variety of phase diagrams
have been presented.

©@2012 American Physical Society
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In two dimensions, an infinitesimal amount of field ran-
domness destroys any first-order transition. For the three-
dimensional RFIM, it is known that there is an ordered
phase for sufficiently low temperature and weak randomness.
The standard picture [21-23] is that the phase transition is
continuous and that it is controlled by a zero-temperature
fixed point with three scaling exponents. There have also been
suggestions that the transition is of first order [24,25], and
in fact, it is difficult to determine whether the magnetization
vanishes continuously or discontinuously because the value of
the magnetic exponent 8 /v is very small.

The equilibrium aspects of cooperative physical systems are
now rather well known within the framework of equilibrium
statistical physics [16]. On the other hand, the nonequi-
librium properties of the systems are not yet well known,
either theoretically or experimentally, due to the complexity.
Some interesting problems in nonequilibrium systems are
the nonequilibrium or the DPT in which the mechanism
behind it has not yet been explored rigorously and the
basic phenomenology is still undeveloped. In particular, the
kinetic Ising models on the lattice are very often used to
describe the time evolution and the corresponding steady
states of a great variety of interacting particle systems, such
as, for example, catalysis, contact process, domain growth,
phase separation, and transport phenomena. Aside from a
few approximate analytical methods used to investigate these
systems, computational methods have been the main tool to
study nonequilibrium steady states.

At the Hamiltonian system level, it is conjectured that
for particles interacting through short-range potentials, the
final stationary state reached by a system corresponds to
the thermodynamic equilibrium [26]. Although no rigorous
proof exists, in practice it is found that nonintegrable systems
always relax to a unique stationary state. The equilibrium state
does not depend on the initial conditions. The situation is
very different for systems in which particles interact through
long-range potentials. This is the case for self-gravitating
systems [27] and spin systems treated at the mean-field
level [28-30]. These systems, in the thermodynamic limit,
where the relaxation time diverges and the thermodynamic
equilibrium is never reached [31], become trapped in a
stationary state characterized by a broken ergodicity [28].
Unlike the thermodynamic equilibrium, the stationary state
depends explicitly on the initial conditions. An important
feature of systems with long-range interactions is that the
thermodynamic properties can depend on the form of the
ensemble they derived [32], where, for example, the specific
heat in the canonical ensemble is always positive, but may
become negative in the microcanonical one [30,33].

Paula and Figueiredo [34] have studied the dynamic phase
transition, within mean-field theory (MFT), in the kinetic Ising
model in the presence of a random magnetic field, by using
Glauber-type stochastic dynamics [35] where the change from
one state to another occurs by single-spin flips each time. The
time variations of the average order parameters and the thermal
behavior of the dynamic order parameters were investigated
extensively, and as a result, the DPT points were calculated and
the dynamic phase diagrams were presented. If the magnetic
field is random, varying with a bimodal field distribution,
the system again exhibits a phase transition between the
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ferromagnetic and paramagnetic phases. In addition, the
transition can be continuous or discontinuous depending on
the values of the low temperature and of the high amplitude
of the random field (/). The point connecting the continuous
and discontinuous lines is known as the dynamic tricritical
point. The equilibrium [4,5] and nonequilibrium critical lines
are identical, while at low temperature the first-order lines are
different. At T = 0 (ground state) H./J =~ 2.9 and H./J =
5.6 were observed using the dynamic and static mean-field
approximations, respectively. There is some controversy about
the order of the low-temperature phase transition in the RFIM,
but recent Monte Carlo (MC) simulations [36] on cubic lattice
up to L = 60 have suggested the occurrence of dynamic
first-order transition, where at T = 0 the H./J =~ 4.0 value
was found. These different values for H, in comparison with
the Monte Carlo results can be attributed to the approximation
(MFT) type.

In recent years, a new effective field theory (EFT) has been
used to study equilibrium magnetic properties of classical
and quantum spin models, and has found useful qualitative
insights for the critical behavior. The EFT method uses as
a starting point the differential operator technique developed
by Honmura and Kaneyoshi [37]. EFT provides a hierarchy
of approximations to obtain thermodynamic properties of
magnetic models, which include spin-spin correlation resulting
from the usage of the Van der Waerden identity [38], and
provides results that are superior to those obtained within
traditional MFT. The EFT has been applied [10-13] to treat the
RFIM for a bimodal field distribution, and a TCP was observed
only for the system with z = 6 coordination number. Recently,
the EFT was generalized to study the kinetic Ising model
in the presence of a sinusoidal oscillating external magnetic
field [39,40], where the results are qualitatively equivalent to
those obtained by Tome and Oliveira using MFT [41].

This paper is organized as follows: The model and the
formalism (EFT) for the kinetic Ising model on the presence
of a bimodal random-field are presented and discussed in Sec.
II. In Sec. I1L, the results of the behavior of the dynamic order
parameter and phase diagram are discussed and compared
with the equilibrium results. Finally, the conclusions are
summarized in Sec. IV.

II. MODEL AND METHODOLOGY

In this work, we consider a ferromagnetic Ising model on
a simple cubic lattice with N lattice sites in the presence
of a random field; the spin configuration of the system is
represented by o = (o,02,...,0y), where o; is the spin
variable at site i, taking the value +1 or —1. The Hamiltonian
of the system is given by

H=-J1) aio;— Y Hioi, (1)

[

where {i, ) runs over nearest neighbors and H; is the random
field following a bimodal probability distribution

P(H;) = 30(H; — H) + 36(H; + H), (2
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where H = J{Hf}c is the root mean square deviation of the
magnetic field corresponding to the configurational average of
the probability distribution P(H;).

If this spin system is put in contact with a heat reservoir
at temperature T, the spin variables ¢ can be considered
stochastic functions of time. The probability P(o,r) of finding
the system in the state ¢ = (0,07, ....,0y) at time ¢ is given
by the solution of the following master equation:

dP(a.1) _

7 E[T—’{a’,r)w(cr',a) — Plo.Dw(o.a)], (3)

where w(o',o) is the transition probability, per unit time, from
the state o' = (0,0, ... .0,) tothe state o0 = (01,02, ... ,on),
when we flip only the spin at the site i. An explicit expression
for the transition probability w(e’,o) is obtained through the
requirement of the detailed balance, Eq. (3). valid at very long
times, and therefore, Glauber [35] proposed

, 1 exp[—BAH(o.0')]

wlo,g )= —

’Zg, cxp[—ﬁAH{c,a’)J’

(4)

where f§ = 1/kgT, kg is the Boltzmann factor, ) _, is the sum
over the two possible values of o; = 1, and AH(o,0') is the
change in the energy of the system when the o; spin changes,
which can be found by working Eq. (1).

Since the sum of probabilities is normalized to one, by
multiplying both sides of Eq. (3) by o; and taking the average,
we obtain

dm; (1 :
T ”:l.f ) = —.an;{t)+<lanh (KEG’;,J+,BH,-)>. (5)

&

where m;(t) = (o;) is the average value of the spin variable
o; at site i, z the coordination number, and § the nearest-
neighboring vector. Using the field probability distribution,
Eq. (2), the Eq. (5) can be rewritten as

dm(1) :
T ':.' =—m{r)+<<tanh(K2m|5+ﬁH,-))>.. (6)

4

where m(1) = (m;(1)),.

In the MFT, by taking tanh(K} oy + BH;) =
tanh[z Km(t) + p H;], which neglects all the correlations of
the spins, we can get the mean-field equation of the average
magnetization [34]:

dm(r)

ta‘r

= —mit) + %{Ianh[sz{;) + fH]
+ tanh[zKm(t) — BH]. (7

Hence, the mean-field dynamic equation for the magnetization
is obtained. We fixed z = 6 and r = 1. The solution and a
discussion of this equation are given in Ref. [34].

By defining the dynamic order parameter as the time-
averaged magnetization over a long time interval,

) 1 Ar
M(T.H) = AlJlr’nx {E]{; m(.f)a‘:} . (R)

Analyzing the results of MFT of Eq. (8), we have obtained
two types of behavior for the magnetization. First, at low
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magnetic field, the order parameter decreases as the tempera-
ture increases and is null at T = T.(H ) (critical temperature),
characterizing a second-order phase transition. Second, at high
magnetic field, the order parameter decreases as the temper-
ature increases and is finite at T = T,”(H ), characterizing a
first-order phase transition. A phase diagram in the T — H
plane is obtained, where for h = H/J < 2z1n(2)/3 = 2.8
(z=6) and 2.8 < h < 5.6 we have a second- and first-
order transition, respectively. The dynamic TCP is the same
obtained in the equilibrium phase transition with the value [4]
TCP = [h, = 2z1n(2)/3.kgT,/J = 2z/3]. On the other hand,
the complete equilibrium phase diagram in the T — H plane
is found by using Maxwell construction [4] and obtaining
a first-order line that is different than in the dynamic case,
where this line terminates at i, =~ 2.8, smaller than the value
he = 5.6 of the dynamic case. The two values for h. obtained
by MFT are in contradiction with recent MC simulations [36]
h,. = 4.0.

To include some spin-spin correlation, as was initiated
by Honmura and Kaneyoshi [37], it is convenient to intro-
duce the differential operator technique into the expression
tanh(KY jo,5 + BH,). ie.,

tanh (Ki:cr,- v5 + ;‘jH‘-)

a

= exp (KZO'; . D.\-) tanh(x + BH;)|,—o. (9)
P

where D, = % is the differential operator.
Using the Van der Waerden identity [38], i.e., exp(io) =
cosh A 4 o;sinh &, o; = +1, Eq. (6) can be rewritten by

dm(1) : .
T i = —mil)+ ((I:[[cosh{!{ D)+ oiss sinh(K D, ])))C

X F(x)|e=0, (10}
with
F(x)= %[tan]l(_r + fH) + tanh(x — fH)]. (11)

Equation (10) is exactly written in terms of a multiple
spin correlation function occurring on the right-hand side.
However, it is clear that if we try to treat exactly all boundary
spin-spin correlation functions, the problem becomes unman-
ageable. The simplest and most frequently used approximation
is to decouple them according to

con) = oijloj) o) (P # j# - F D, (12)

(aigj - -

which means that the nearest and next-nearest neighbors of
site i are assumed to be completely independent of each other.
It should be noted that the above decoupling scheme [Eq. (12)]
is a better approximation than the approximations used in
standard MFT. This is because within the present framework
(EFT), the kinematics relations are treated exactly [i.e., (cn-)2 =
1] through the van der Waerden identity; as a consequence it
neglects correlations only between different spin variables. On
the other hand, in the usual MFT all the self- and multispin

correlations are neglected.
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In EFT, Eq. (10) is given by

dmit)
dr

T

= —m(t)+ [cosh(K D,)
+ m(r)ysinh(K D)) F(x)|,—q. (13)

For the simple cubic lattice (z = 6), expanding Eq. (13),
after some manipulations the equation of motion for the
magnetizations reads as

dm(t) 5
T = AT, H)— 1]mit) + As(T,H)ym(t)
+ As(T.H)m(r), (14)
where the A,(T.H)= ﬁ cosh® P(K D, )sinh” (K D)

F(x)|,=o functions can be easily calculated employing the
mathematical relation exp(ee D, )g(x) = g(x + &).

III. RESULTS

The first-order differential equation, Eq. (14), can be solved
by using the fourth-order Runge-Kutta method for a given set
of parameters and initial values. To check the accuracy of
our numerical calculations we have also used the method of
the Adams-Moulton predictor corrector, and the results are
equivalents. By solving this effective-field equation (14), the
m(t) — ¢ curves were obtained for fixed values of H and T.
Then, by numerical integration, the dynamic order parameter
M (T, H) is calculated using definition (8).

A. Dynamic order parameter

The field variation of M(T,H) is shown in Fig. 1 for
fixed reduced temperature kg7 /J = 4.0 (high temperature)
and 1.4 (low temperature) in order to illustrate the second-
and first-order transitions, respectively. In this figure, it has
been observed that for high-temperature the dynamic order
parameter decreases to zero continuously as the reduced

1 ﬁ
0.8
0.6 —
= ]
0.4 (a) (b)
0.2
0_|||||||||||||||||||||||||||||||||||
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
H/)

FIG. 1. The behavior of the dynamical order parameter as a
function of the H/J reduced magnetic field of the kinetic Ising
model on the presence of a bimodal random magnetic field for (a)
kpT/J = 4.0 and (b) kgT/J = 1.4, characterizing the second- and
first-order phase transitions, respectively. The dashed line indicates
the discontinuity of the order parameter.
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field approaches the dynamic critical point: the field (T
fixed) where M = 0 is the second-order phase transition field
h = h, = 2.25. On the other hand, for low temperatures the
field at which the dynamic order parameter makes a jump, a
first-order phase transition goes to zero discontinuously at the
dynamic point & = h* = 3.39. For h greater than the upper
limit of this field (i.e., i = h, = 4.0), the system exhibits
no phase transition [the order parameter is null for all finite
temperature (T = 0)], which is in accordance with recent
MC simulations [36]. The temperature dependence of the
equilibrium (RFIM) order parameter [10] presents a similar
behavior with the nonequilibrium results obtained in this work,
only with the first-order line, 7" (H), smaller than that of the
nonequilibrium system (NRFIM).

B. Phase diagram

Analyzing the field dependence of the order parameter for
several values of T, the dynamic phase transition diagram in
the H — T plane is depicted in Fig. 2. In the phase diagram, the
solid and dashed lines indicate, respectively, the second-order
and the first-order dynamic phase transitions; the black point
is the TCP. The exact location of the TCP is imprecise, but
the numerical results suggest that this point is the same as
that obtained in the equilibrium (free energy) by Borges and
Silva[10]. In Fig. 2, we can see that the dynamic phase diagram
comprises a paramagnetic (P) phase (M = 0) at a high value of
the field amplitude h and a ferromagnetic (F) phase (M # 0)
at a low value of the field amplitude 4, for a fixed value of
temperature. The dynamic phase transitions between these
phases are of first order for low temperatures and high fields
and of second order for high temperatures and low fields, being
separated by the TCP. The transition temperature between the
ordered (F) and disordered (P) phases decreases as the value of
h increases, and is nullat h = h,. = 4.0. Our qualitative results
of the phase diagram are compatible with MC simulations [36].

FIG. 2. Phase diagram in the H — T plane for the kinetic Ising
model on the presence of a bimodal random magnetic field. The
dashed and solid lines correspond to the first- and second-order
transition lines, respectively. The black point denotes the tricitical
point. The inset shows the MFT results [34].
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By comparison, we find that the dynamic phase transition
lines of the EFT lie underneath those of the MFT [34], and
the region of the first-order transition of the EFT is smaller
than that of the MFT (see inset in Fig. 2, the MFT result).
This scenario is quite different from the two-dimensional
lattice [for example. z =4 in Eq. (13)] when EFT was
considered, where only second-order transition is observed
and the equilibrium [10] and nonequilibrium results are
identical.

The results of MC simulations [36], due to finite-size
effects, present imprecise values for the first-order transition
at low temperature and the extrapolated value shows an
incorrect value for the ground state. We speculated that the
h. = 4.0 value obtained in this work can be found by more
precise MC simulations (L = 128, for example). The MC
simulations in Ref. [36] have been performed only for values
of h < 3.9, while our results were numerically analyzed for all
values of h, including the h = h,. = 4.0 value, that correctly
treat the ground state. We have also analyzed the case of a
Gaussian field probability distribution, but the equilibrium and
nonequilibrium results are identical with only second-order
transitions.

IV. CONCLUSIONS

In summary, we have studied the nonequilibrium phase
diagram of the kinetic spin-1,/2 Ising model on a simple cubic
lattice (z = 6) in the presence of a random magnetic field
(NRFIM) by using effective-field theory with correlations. We
use a Glauber-type stochastic dynamic to describe the time
evolution of the system. We have analyzed the behavior of
the time dependence of the magnetization m(r) and calculated
the behavior of the average magnetization as a function of
the reduced temperature and the reduced magnetic field. The
order of the phase transitions was determined by analyzing
by the behavior of the dynamic order parameter, which
decreases to zero continuously in the second-order transition
and shows a discontinuous jump in the first-order transition.
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The dynamic phase diagrams of the system were obtained in
the T — H plane. It was found that the model presents both
second- and first-order phase transitions. In the RFIM case,
the stability limit was analyzed through free energy (Maxwell
construction).

We found that the behavior of the system strongly depends
on the values of the field and probability distribution. For
a Gaussian field distribution, we found that the NRFIM
and RFIM present the same phase diagram, which always
undergoes a second-order transition between the ferromagnetic
and paramagnetic phases. On the other hand, in the case of
a bimodal distribution, was observed a first-order transition
at low temperatures (high field) indicating the existence of
a nonequilibrium TCP having the same coordinates as the
equilibrium case. We compared the nonequilibrium results
with the equilibrium results [10] and noticed a smaller first-
order line. We also observed that there is an upper limit of this
field (i.e., i = h, = 4.0) where the system exhibits no phase
transition. An analysis of the MFT results [34] has shown that
the ground state was not correctly treated, obtaining a wrong
value for h.. Different results obtained by using EFT and
MFT indicate that the correlations of spin fluctuations play an
important role in nonequilibrium magnetic properties at low
temperatures.

Finally, it is important to mention that the effective-field
dynamic study suggests that the NRFIM has an interesting
dynamic behavior, quite different from the standard RFIM.
Our qualitative results of the nonequilibrium phase diagram
are in accordance with MC simulations [36].
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Abstract. We study the dynamic phase transitions (DPT), within a mean-field approach, in the kinetic
spin-1 Blume-Capel model by using the Glauber-type stochastic dynamics. The nature of the transition
is characterized by investigating the behavior of the thermal variation of the dynamic order parameter
and the Lyapunov exponent. The phase diagram is constructed in the temperatures (T') and single-ion
anisotropy amplitude (D) plane. Our results predict first-order transitions at low temperature and large
anisotropy strengths, which correspond in the phase diagram to the existence of a nonequilibrium tricritical
point (TCP). We compare our results with the equilibrium phase diagram.

1 Introduction

The spin-1 Blume-Capel (BC) model is one of the most
studied spin models in statistical mechanics due to its
wide theoretical interest and practical applications. In this
work, we consider the ferromagnetic spin-1 Ising model on
a simple cubic lattice with NV lattice sites in the presence
of a single-ion anisotropy (D); the spin configuration of
the system is represented by 8 = (51, 52,...5x), where
S; is the spin variable at site 4, taking the value —1,0 or
1. The Hamiltonian of the system is given by

H=—JY 88S;+DY (5)°,

(i) i

(1)

where (i, j) runs over nearest-neighbors and D the single-
ion anisotropy parameter.

The equilibrium version of this model is known to ex-
hibit a phase transition from the high-temperature dis-
ordered paramagnetic (P) phase to the low-temperature
ferromagnetic (F) phase [1,2] that is dependent of the T
and D values. With the increase of the D positive values,
we have a decrease of the F order, that at null temperature
there is a first-order transition point at 4. = D /.J = z/2
(z is the coordination number) such that for 4 > 4, the
system exhibits no magnetic order. At finite temperature,
the spin-1 BC model presents a phase diagram in the T-
D plane which exhibits a phase transition between the F
and P phases. Besides, the transition can be continuous
or discontinuous depending on the values of the low tem-
perature and of the high amplitude of the anisotropy (D).
The point connecting the continuous and discontinuous

* e-mail: jsousa@ufam.edu.br

lines is known as the tricritical point (TCP). The mean-
field approximation (MFA) [1,2] was the first technique
used to obtain an approximate solution to the BC model,
where was observed a TCP locate at 0, = 2z1n(2)/3 and
.E.’BT“'{.} = Z/{:i.

The equilibriun phase transitions properties of the
spin-1 BC model has been studied in detail by using differ-
ent approaches [3-9] and the equilibrium phase diagrams
presented, but the nonequilibrivm or dynamic phase tran-
sition (DPT) of the model has been slightly explored. The
equilibrinm aspects of cooperative physical systems are
now rather well known within the framework of equilib-
rinm statistical physics. On the other hand, the nonequi-
librium properties of the systems are not yet well known
either theoretically or experimentally due to the complex-
ity [10]. Some interesting problems in nonequilibrinm sys-
tems are the nonequilibrium or the DPT in which the
mechanism behind it has not yet been explored rigorously
and the basic phenomenology is still undeveloped. In par-
ticular, the kinetic Ising models on the lattice are very
often used to deseribe the time evolution and the corre-
sponding steady states of a great variety of interacting
particle systems, as, for example, catalysis, contact pro-
cess, domain growth, phase separation, and transport phe-
nomena. Not only is it an interesting system from a purely
theoretical point of view, but also the kinetie Ising model
can be used to describe experimental observations [11,12].
Aside from a few approximate analytical methods used
to investigate these systems, computational methods have
been the main tool to study nonequilibrinm steady states.

At the Hamiltonian system level, it is conjectured
that for particles interacting through short-range poten-
tials, the final stationary state reached by a system corre-
sponds to the thermodynamie equilibrium [13]. Although
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no rigorous proof exists, in practice it is found that non-
integrable systems always relax to an unique stationary
state. The equilibrium state does not depend of the ini-
tial conditions. The situation is very different for systems
in which particles interact through long-range potentials.
This is the case for self-graviting system [14] and spin sys-
tems treated at mean-field level [15-17). For these systems,
in the thermodynamic limit, the relaxation time diverge,
and the thermodynamic equilibrium is never reached [18],
become trapped in a stationary state characterized by a
broken ergodicity [15]. Unlike the thermodynamic equilib-
rinm, the stationary state depends explicitly on the initial
conditions. An important feature of systems with long-
range interactions is that the thermodynamic properties
can depend on the form of the ensemble they derived [19],
where, for example, the specific heat in the canonical en-
semble is always positive, but may become negative in the
microcanonical one [17,20].

The stationary states of the kinetic spin-1 BC model
in the presence of a time-dependent oscillating field
were studied by using mean-field approximation (MFA)
Glauber dynamic [21-26]. The system strongly depends
on the erystal field anisotropy D and were found two
types of solutions: (i) a symmetric one, which corresponds
paramagnetic phase, where the magnetization (m) oscil-
lates in time around zero, and (ii) an antisymmetric one,
where m oscillates in time around a finite value differ-
ent from zero. There are regions of the phase diagram
where both solutions coexist. The DPT from one regime
to the other can be a first- or a second-order depending
on the region in the phase diagram. The stability of the
solutions is investigated by analyzing the behavior of the
Liapunov exponent, where Tomé and Oliveira [27] have
applied to study the kinetie spin-1/2 Ising model in the
presence of a time-dependent oscillating field. The effects
of the random-erystal-field on the stationary of this kinetic
spin-1 BC model also have been studied within the MFA.
By using Monte Carlo simulations and exact finite-size
analysis, the spin-1 BC model was studied with compet-
ing dynamics (Glauber and Kawasaki) [28]. More recently
this model was treated on the Bethe lattice [29] and by
using effective-field theory (EFT) [30]. In all these studies
a comparison of the equilibrium and nonequilibrinm (sta-
tionary solution) phase diagram in the D-T plane was not
discnssed.

The objective of this work is to investigate the sta-
tionary solution of the phase diagram in the D-T plane of
the spin-1 BC model and compared with equilibrinm so-
lution [1,2]. The outline of this work is as follows. In Sec-
tion 2, we define the formalism and present the MFA. In
Section 3, the model is solved numerically, and the phase
diagram and magnetization eurves are discussed. Section 3
is devoted to brief conclusion.

2 Formalism
If the spin system is put in contact with a heat reservoir

at temperature T, the spin variables S can be considered
as stochastic functions of time. The probability P(S.1)

of finding the system in the state 8 = (51,53, ... Sn) at
time ¢ is given by the solution of the following master
equation [10]:

dP(S.1) e e e o
T—%[P(S-.Hw(S,S) P(S, )w(S,8)], (2)

where w(S',8) = w( §' — 8§) is the transition probability,
per unit time, from the state 8’ = (5], 55,...5%) to the
state 8§ = (51, 52,...Sv), when we flip only the spin at
the site i. An explicit expression for the transition proba-
bility w(8’, S) is obtained through the requirement of the
detailed balance equation (3), which is valid at very long
times, so Glauber [31] proposed

1exp [-AAH(S,8")]

w(S.8) = - G AnGE e

(3)
where @ = 1/kgT, kg is the Boltzmann constant, Z is
Sr

the sum over the three possible values of §; = 0. %1, 7
defines a time scale (characteristic mean time interval for
one spin flip) and AH(S,S’) is the change in the energy of
the system when the S; spin changes, which can be found
by working of equation (1) and given by

AH(S,8") = —J(S, = i)Y _Siss + D (82— 82). (4)

]

In addition, by substituting the possible values of S; and
S!, one obtains

exp{d D)

w(l —0) = w(—1—0) =1
[ w1 —0)=w-1-0)=1 2L

Tcoshie

exp(—x)

! w(l = -1)=w(0 — -1) = ém
l w(—1—1)=w(0—1)= % exp(x)

2 cosh{z)+exp(F0)

(5)

where @ = 4.J ZS.; +4, 2 18 the eoordination number, and ¢

o
the nearest-neighboring vector. Notice that, since w(S —
§') does not depend on the value S;, we can write w(S" —
S)=w(8).

Since the sum of probabilities is normalized to one, by
multiplying both sides of equation (2) by S; and taking
the average, we obtain

dm < 2sinh(x) >
T—=-m+ '
dt 2cosh(x) 4+ exp(5D)
where m(f) = (S;) is the average value of the S; spin

variable at site 7.

In the MFA, by taking sinh(KZa,- p8) = sinh(zKm)
§

and cosh(KZor.Hé} ~ cosh(zK'm), K = 3.J, which ne-

(6)

3
glects all spin correlations, we can get the mean-field equa-
tion of the average magnetization
N 2sinh(zKm)
2cosh(zKm) + exp(5D)’

dm
‘T% = F(m,t) = —m

()
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Fig. 1. The reduced anisotropy dependence of the average
magnetization M and the Lyapunov exponente A for reduced
temperature (a) kgT/J = 3.0 and (b) kgT/J = 0.4.

Hence, the MFA dynamie equation for the magnetization
is obtained. We fixed z = 6 and 7 = 1. The solution and
a discussion of this equation are given below.

The dynamic order parameter as the time-averaged
magnetization over a long time interval is defined by

t
1

[ )
M(T.D)= lim_ { = / m(t)dt } . 8)
Lo )

Now we can check and verify the stability of solutions, and
as well as the DPT points by caleulating the Lyapunov
exponent A, that is obtained by [27]

L

( A
A= lim { L/—Fdr,
At—oe | AL) Om
L

=]

(9)

[ —

3 Results

Equations (7)-(9) are numerically solved as a function of
the reduced temperature and several values of D). To solve
the equation of motion, equation (7), we use the numeri-
cal method of Adams-Moulton predictor corrector, where
the m(f) -t curves are obtained. Furthermore, the average
magnetization, M (T, D), which is the dynamical parame-
ter has been caleulated by using the Simpson integration
method. By analyzing the results provided of eqsuation (8)
and (9) we observe two types of behavior for the dy-
namic magnetization. First, at low anisotropy (d = D/.J <
4, =~ 2.78), the order parameter decreases as increases
of the temperature and is null at T = T.(D) (critical
temperature), characterizing a second-order phase tran-
sition. Second, at high anisotropy (§ > &), the order
parameter decreases to zero discontinuously as the re-
duced temperature increases, therefore a first-order phase
transition occurs. The variation of M(7,D) as a func-
tion of reduced anisotropy parameter § = D/J is shown
in Figure 1 for fixed reduced temperature kT /J = 3.0

Page 3 of 4

w
T N T N S A T |

0 1 2 3 4 5 6
DJ/)
Fig. 2. Phase diagram in the D-T plane for the kinetic spin-1
Blume-Capel model. The dashed, dotted and solid lines corre-
sponds the nonequilibrium first, equilibrium first- and second-
order transitions lines. respectively. The black point denotes
the tricritical point (TCP).

(high-temperature) and 0.4 (low-temperature) in order to
illustrate the second and first-order transitions, respec-
tively. In this figure, it has been observed that for high-
temperature (i.e., kpT/J > 2.0) the dynamic order pa-
rameter decrease to zero continnously as the reduced
anisotropy approaches to the dynamie eritical point, the
anisotropy (T fixed) where M = 0 is the second-order
phase transition field, § = 4, =~ 2.0. On the other hand,
at low temperatures (ie., kgT/J < 2.0) the anisotropy
value, at which the dynamic order parameter goes to zero
discontinunously, is at § = 4 ~ 4.6, so indicating a first-
order phase transition. For a 4 value greater than the up-
per limit of this field (ie., d > 4. = 6.0), the system
exhibits no phase transition (the order parameter is null
for all finite temperature (T" = 0)). The behavior of the
Lyapunov exponent A as a function of reduced anisotropy
parameter is also shown in Figure 1. In the eritical point
& = d, (at high-temperature) we have that A(d,.) = 0, char-
acterizing a second-order transition. On the other hand, at
low temperature (in Fig. 1, curve (b)) when A increases to
zero discontinuously as the reduced anisotropy approaches
the phase transition anisotropy parameter, the anisotropy
d: at which the discontinuity occurs is the first-order phase
transition anisotropy parameter.

By analyzing the anisotropy dependence of the or-
der parameter for several values of T, we depicted the
dynamic phase transition diagram in the D-T plane in
Figure 2, where for 4 < 4, ~ 2.77 and 6, < & < 4.,
on a simple cubic lattice (z = 6), we have a second
and first-order transition, respectively. In the phase di-
agram, the solid and dashed lines indicate the second and
first-order phase transition, respectively, and the black
point stands for the TCP. The exact location of the TCP
is unknown, but the numerical results suggest that this
point is the same obtained in the equilibrium (free en-
ergy) [1], e, TCP = (& = 2z1n(2)/3, ksT:/J = 2/3).
In Figure 2, we can see that the dynamic phase diagram
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comprises a paramagnetic-P phase (M = 0) at high value
of the anisotropy amplitude D and a ferromagnetic-F
phase (M # 0) at low value of the anisotropy amplitude
D for a fixed value of temperature. The complete equilib-
rinm phase diagram in the T-D plane is found by using
the Maxwell Construction [1], however the shape of its
first-order line is different to that of dynamic case. So for
the former one this line terminates at d, = 3.0, and for
the latter one it happens at 4, = 6.0.

4 Conclusions

In summary, we have studied within MFA the phase dia-
gram in the T-D plane of the kinetic spin-1 Blume-Capel
model on a simple cubie lattice by using the Glauber
dynamic and compared with the equilibrium solution.
The phase transition nature was determined by analyz-
ing the behavior of the dynamic order parameter, which
decreases to zero continuously in the second-order transi-
tion, but has discontinuous jump in the first-order transi-
tion. The Lyapunov exponent was caleulated in order to
verify the stability of a given solution. In the equilibrium
case, the stability limit is analyzed through the free en-
ergy (Marwell construction). We compare our results of
the DPT with the equilibrium phase diagram [1] and was
verified a smaller first-order line. We have observed that
there is an upper limit of these anisotropy (ie., § > 4.,
where §, = 3 and 6 for the equilibrium and nonequilib-
rinm results, respectively) where the system exhibits no
phase transition. A similar behavior in the equilibrinm
and nonequilibrium phase diagram have been observed in
the study of the random field Ising model in the mean-field
approximation [32], also with diference in the first-order
lines.

This work started during a visit at Universidade Federal de
Pernambuco. The author J.R.S. thanks Dr. Sergio Galvao
Coutinho for hospitality. This work was partially supported
by CNPq (Brazilian Research Agency).
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