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Transição de Fase Dinâmica em Modelos de Spins
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Dissertação apresentada ao Pro-

grama de Pós-Graduação em

F́ısica da Universidade Federal do

Amazonas, como parte dos re-

quisitos básicos para obtenção do

grau de Mestre em F́ısica.

Manaus-AM

2012



Bezerra, Emanuel Costabile

Transição de fase dinâmica em modelos de spins

Dissertação apresentada ao Pro-

grama de Pós-Graduação em

F́ısica da Universidade Federal do

Amazonas, como parte dos re-

quisitos básicos para obtenção do

grau de Mestre em F́ısica.

Aprovado em:
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Resumo

Neste trabalho investigaremos o diagrama de fase estático e dinâmico dos modelos de

spins: Ising com campo aleatório com uma distribuição de probabilidade bimodal, Blume-

Capel e Blume-Capel com campo externo oscilante, utilizando as aproximações de campo

médio (MFA) e de campo efetivo (EFT). As propriedades térmicas de equiĺıbrio são ob-

tidas teoricamente via o formalismo matemático da mecânica estat́ıstica de Boltzmann

e Gibbs. Os estados estacionários dos modelos cinéticos são descritos pela dinâmica

estocástica de Glauber. Usando MFA mostramos que as linhas de primeira ordem ob-

tidas no equiĺıbrio, através da construção de Maxwell para a energia livre, e fora do

equiĺıbrio são diferentes . A fim de analizar a estabilidade do sitema, o expoente de

Lyapunov é calculado numericamente. Nesta aproximação foram encontrados valores dis-

tintos de Hc(Dc) para o modelo de Ising com campo aleatório (Blume-Capel), isto é,

Hc(estático)[Dc(estático)]6= Hc(dinâmico)[Dc(dinâmico)]. Por outro lado, usando EFT as

linhas de primeira ordem, também diferem, mas agora temos Hc(estático)[Dc(estático)]=

Hc(dinâmico)[Dc(dinâmico)]. Comparamos nossos resultados da dinâmica com o valor

de Hc obtido via simulação de Monte Carlo fora do equiĺıbrio e mostramos que há um

acordo satisfatório do ponto de vista quantitativo. A energia do sistema representado

pelo modelo Blume-Capel com campo externo oscilante não permanece fixa ao longo

da evolução, oscilando para todo instante de tempo, portanto, não é posśıvel obter as

propriedades estáticas pelo formalismo da mecânica estat́ıstica do equiĺıbrio. Obtivemos

diagramas de fase onde encontramos regiões ordenadas (ferromagnéticas), desordenadas

(paramagnética) e regiões de coexistência.
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Abstrat

In this paper we investigate the phase diagram of the static and dynamic models of spins,

with random field Ising with a bimodal probability distribution, Blume-Capel and Blume-

Capel with oscillating external field, using the mean field approximation (MFA) and the

effective field (EFT). The thermal properties of balance are theoretically obtained via the

mathematical formalism of statistical mechanics of Boltzmann and Gibbs. The stationary

states of the kinetic models are described by the stochastic dynamics of Glauber. Using

MFA show that the lines in balance first order obtained by Maxwell’s construction for

the free energy, and out of balance are different. To analyze the stability of sitema the

Lyapunov exponent is calculated numerically. In this approach we found values distinct

Hc(Dc) for the Ising model with random field (Blume-Capel), ie Hc (static) [Dc (static)]

6= Hc (dynamic) [Dc (dynamic)]. On the other hand, using EFT for first order lines also

differ, but now we have Hc (static) [Dc (static)] = Hc (dynamic) [Dc (dynamic)]. We

compared our results with the dynamic value of Hc obtained via Monte Carlo simulation

out of balance and show that there is a satisfactory agreement in quantitative terms. The

energy of the system represented by the Blume-Capel model with oscillating external field

does not remain fixed over of evolution, swinging every second of time, so can not obtain

the static properties of the formalism of equilibrium statistical mechanics. Returned

diagrams phase regions where we find ordered (ferromagnetic), disordered (paramagnetic)

and regions of coexistence.
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3.3.1 Solução estacionária na aproximação de campo médio . . . . . . . . 57
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sotrópico (∆ = 0.1) obtido via simulação de Monte Carlo [62]. Foram

fixados ω = 2π/240 e T̃ = 1.0, onde para as propriedades de bulk (ćırculos)
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3.3 A dependência térmica da magnetização média (a linha sólida grossa) e dos
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primeira ordem no equiĺıbrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto
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4.1 Diagrama de fase no plano T-D do modelo Blume-Capel com spin S=1

numa rede quadrada (z=4) obtida via aproximação de campo médio (MFA)(a)

e teoria de campo efetivo (EFT)(b). As linhas cont́ınuas e tracejadas cor-

respondem as transições de segunda e primira ordem, respectivamente. O
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ix



5.1 Evolução temporal da magnetização (m) do modelo Blume-Capel cinético

na presença de um campo oscilante obtido na aproximação de campo médio

(MFA)[136] . Fixando τ = 1, ω = 2π, T ≡ (βJ)−1, h ≡ H0/J e d = D/J

numa rede quadrada (z = 4): (a) fase paramagnética (P), d = 0.25, h = 0.5
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações gerais

Desde o ińıcio do século XX que pesquisadores têm-se dedicado a entender as propri-

edades magnéticas em diversos compostos, onde modelos são propostos a fim de mode-

lar estas propriedades. O estado de equiĺıbrio de um sistema é caracterizado por uma

constância no decorrer do tempo em suas propriedades macroscópicas. As propriedades

termodinâmicas de equiĺıbrio são obtidas teoricamente via o formalismo matemático da

mecânica estat́ıstica de Boltzmann e Gibbs. Este formalismo matemático está bem es-

tabelecido na literatura. Por outro lado, uma teoria (mecânica estat́ıstica) microscópica

para estudar as grandezas termodinâmicas fora do equiĺıbrio não se encontra bem soli-

dificada, mas alguns aspectos gerais são descritos com base em aproximações do sistema

real (complexo).

A natureza é bastante complexa quanto a medida exata de uma certa grandeza de um

determinado sistema. O que conseguimos obter como resposta quando tentamos aferir

uma grandeza, nada mais é que o comportamento médio de tal grandeza ao longo do

tempo, uma média temporal. No laboratório, ao tentarmos medir a temperatura de um

sistema, por exemplo, coloca-se um termômetro em contato com o sistema e espera-se

o tempo evoluir, até que a temperatura não varie mais. Então, o termômetro apresenta

uma medida estacionária desta grandeza.

A mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio é uma ferramenta matemática que auxilia na des-

crição mascroscópica de sistemas f́ısicos da natureza nos seus diversos estados da matéria.

Do ponto de vista teórico, a dinâmica dos spins estuda a evolução temporal da magne-
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tização e mostra que o sistema evolui para uma magnetização que não varia mais com

o tempo, a solução estacionária. Uma questão que se indaga sobre esta situação é se

ela seria a solução do sistema em equiĺıbrio termodinâmico? Tentando responder essa

questão, abordaremos um assunto muito interessante que é a dinâmica de spins. O es-

tudo de sistemas no equiĺıbrio termodinâmico é bastante explorado ao longo da história,

o equiĺıbrio que é bem definido na mecânica estat́ıstica do equiĺıbrio, está relacionado ao

estado de mı́nimo de energia interna e na máxima entropia [1, 2, 3, 4], que equivale ao

mı́nimo global da energia livre.

Para estudar a dinâmica de qualquer sistema f́ısico seguimos basicamente cinco pas-

sos: No caso espećıfico de um sistema de spins, o primeiro passo é definir como são as

interações entre os constituintes microscópicos do sistema, o Hamiltoniano de spins. O

segundo passo é descrever a dinâmica do sistema, dada as interações e escrever as equações

de movimento. O terceiro passo é escolher uma representação termodinâmica, descrever

quais os parâmetros macroscópicos que serão fixos (Ex.: entropia, energia interna, tempe-

ratura, etc.). O quarto passo é o processo de integração numérica, integrando as equações

diferenciais e obtendo as soluções. O último passo é calcular as grandezas termodinâmicas,

como se trata de um sistema dinâmico, onde as grandezas evoluem com o tempo, precisa-

se calcular, por exemplo, uma grandeza que é o valor médio dos momentos de dipolos

orientados em uma dada direção. Com isso, obtem-se o comportamento da magnetização

média em função da temperatura. Seguindo esses passos podemos descrever os estados

estacionários de um sistema dinâmico. O que realmente esse procedimento descreve é

o que a termodinâmica faz, com uma única diferença, a limitação computacional, uma

vez que a termodinâmica “resolve” um sistema com 1024 part́ıculas. Teoricamente, nem

mesmo com os melhores recursos computacionais, não conseguimos uma solução exata, e

mesmo que o fizéssem caso o fizessem o tempo computacional seria inviável ( da ordem

da idade do universo) para a maioria dos modelos de spins (Hamiltonianos).

O estudo da dinâmica de spins pode ser dividido em dinâmica molecular e dinâmica

estocástica. No caso da dinâmica molecular, dadas as interações entre os spins, as

equações de movimento aparecem naturalmente, e o tratamento dos constituintes podem

ser quântico (equação de Heisenberg) ou clássico (2a lei de Newton para a rotação). Na

dinâmica estocástica, pressupõe-se que os spins se movimentam regidos por uma equação

dinâmica probabiĺıstica, uma equação mestra que depende de uma taxa de transição
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(probabilidade por unidade de tempo com que os spins se movimentam). Existem várias

dinâmicas estocásticas (dinâmica de Glauber, Metrópolis, etc.), que diferem entre si é

a escolha das taxas de transições. Nesta dissertação, abordaremos através da dinâmica

estocástica de Glauber sistemas que consistem de variáveis de spin Ising, que interagem

ferromagneticamente com seus vizinhos mais próximos. Nosso objtivo básico é comparar

os estados estacionários desses sistemas com os estados de equiĺıbrio termodinâmico.

Devido às interações dos constituintes microscópicos (efeito cooperativo) e aos tipos de

elementos qúımicos arranjados numa estrutura cristalina, os materiais magnéticos apre-

sentam diversos tipos de ordenamentos (ferromagnéticos, antiferromagnéticos, vidro de

spins, etc). No caso particular dos compostos ferromagnéticos, quando aumentamos a

temperatura, a magnetização (ordenamento médio dos momentos magnéticos) decresce e

vai a zero ao atingir a temperatura cŕıtica Tc (temperatura de Curie). Dizemos, então, que

o sistema sofreu uma transição de fase, onde para T < Tc e T > Tc temos uma ordem ferro-

magnética e um estado desordenado (paramagnético), respectivamente. Numa linguagem

mais moderna, ao atingir T = Tc temos uma quebra espontânea de simetria, na qual na

região desordenada (T > Tc), o sistema é invariante por rotação arbitrária no espaço e

por conseguinte tem uma simetria maior do que na região ordenada (T < Tc), que tem

os momentos magnéticos apontados em média numa direção (eixo de fácil magnetização).

Um problema básico na teoria de transições de fases cont́ınuas em sistemas puros, que

são caracterizadas por divergências de várias quantidades f́ısicas (ex.: calor espećıfico,

susceptibilidade), para as quais detalhes microscópicos do sistema são irrelevantes, é o

conceito de universalidade dos expoentes cŕıticos [5].

Por outro lado, numa transição de fase de primeira ordem, que é muito comum na

natureza, o comprimento de correlação ξ é finito na temperatura de transição 1, onde a

descontinuidade do parâmetro de ordem (magnetização para o caso de um ferromagneto)

e ou presença de calor latente são observados. Sendo o comprimento de correlação finito

próximo da região da transição de fase, a idéia de universalidade não é obedecida. Uma

pequena aleatoriedade pode influenciar significamente a transição de fase do sistema, mu-

dando, por exemplo, a transição de fase de primeira ordem por uma de segunda ordem,

surgindo, assim, um conjunto de pontos multicŕıticos nos diagramas de fases [6]. Um

1Numa transição de fase cont́ınua (segunda ordem), o valor de Tc corresponde a temperatura cŕıtica,

mas no caso de primeira ordem, que não apresenta comportamento universal, referimos apenas a tempe-

ratura de transição de fase.
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exemplo simples é a presença de campos aleatórios atuando em cada spin localizados

numa rede cristalina livre de defeito. Esse sistema pode ser descrito por um modelo de

Ising, o conhecido modelo de Ising com campo aleatório (RFIM random field Ising mo-

del). O RFIM foi introduzido por Imry [7], e suas propriedades na transição de fase de

equiĺıbrio têm sido bastante exploradas por diversas técnicas. Aspectos gerais associados

ao RFIM são a noção da dimensionalidade cŕıtica inferior (dl), pontos multicŕıticos, in-

fluência do tipo de distribuição de probabilidade dos campos aleatórios, etc. A única e

bem estabelecida questão é a existência de uma transição de fase para d ≥ 3 (dl = 2),

enquanto as outras questões continuam sem respostas conclusivas.

1.2 Modelagem Magnética

Para explicar o magnetismo do ponto de vista microscópico, Heisenberg [8] propôs que o

alinhamento dos spins decorria de seus vizinhos mais próximos. A interação eletrostática

entre elétrons das camadas externas de ı́ons adjacentes, tratada quanticamente via te-

oria de perturbação, produz uma separação dos ńıveis de energia eletrônicos, que pode

ser entendida como a quantidade de energia necessária para trocar os elétrons do átomo

em estados diferentes. Por exemplo, para um sistema de dois elétrons [9], o prinćıpio

de exclusão de Pauli exige que as auto-funções dos dois elétrons (férmions) sejam anti-

simétricas, e usando teoria de perturbação degenerada obtem-se as auto-energias dadas

por

E± = Eo ± J12 (1.1)

com

J12 =

∫
dr1dr2φ

∗
1(r1)φ

∗
2(r2)

e2

|r1 − r2|
φ1(r1)φ2(r2), (1.2)

onde Eo é a auto-energia na ausência da perturbação coulombiana, φi(ri) é a autofunção da

part́ıcula i = 1, 2 para um estado l não perturbado. A energia de troca (exchange) J12 =

E↑↓(S = 0) − E↑↑(S = 1) (sendo que E↑↑(S = 1) e E↑↓(S = 0) são as auto-energias dos

estados tripleto e singleto, respectivamente) foi proposta independentemente por Frenkel

[10] e Dorfman [11]. Quando J12 > 0, o estado de menor energia é o tripleto, portanto,

prevalece a orientação dos spins paralelos (estado ferromagnético) e se J12 < 0, o estado

de menor energia é o singleto, prevalecendo a orientação dos spins antiparalelos (estado

antiferromagnético). A energia de troca J12 decresce rapidamente com a distância entre
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os ı́ons (decaimento exponencial), em contraste com a interação coulombiana que decresce

mais lentamente (∆Ec ≈ 1/r). A razão é que J12, dado pela Eq.(1.2), contém o produto

de funções de onda de elétrons ligados em diferentes núcleos, portanto, J12 dependerá do

envolvimento (overlap) das funções de onda, e este overlap decresce, exponencialmente,

com a distância r. Desta maneira, a interação de troca corresponde a uma interação de

curto-alcance, diferindo da interação dipolar cuja natureza é de longo alcance (≈ 1/r3).

Usando as relações dos operadores de spin ~S2, onde ~S = ~S1 + ~S2 (com S = 0, 1), e com

base nas auto-funções correspondentes as auto-energias dadas pela Eq.(1.1), Heisenberg

[8] e Dirac [12] usaram o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins:

H12 = E0 −
J12

2

(
1 + 4~S1.~S2)

)
, (1.3)

pois, de fato temos que H12|φ±〉 = E±|φ±〉 , sendo |φ+〉 e |φ−〉 os auto-estados associados

aos estados singleto e tripleto, respectivamente. Generalizando para uma rede cristalina

de N spins localizados, o Hamiltoniano efetivo entre spin-spin predominante (exchange) é

descrito por

H = −
∑
〈i,j〉

Jij
~Si.~Sj, (1.4)

onde
∑

〈i,j〉 representa o somatório sobre todos os pares de spins i e j com interação Jij

de troca entre primeiros, segundos, etc ... vizinhos e ~Si = (Sx
i , Sy

i , Sz
i ) indica o operador

de spin no śıtio i. A Eq.(1.4) é conhecida na literatura como modelo de Dirac-Heisenberg,

sendo que para Jij > 0 e Jij < 0 esse Hamiltoniano é denominado de Heisenberg ferro-

magnético e Heisenberg antiferromagnético, respectivamente.

Os materiais magnéticos isolantes encontrados na natureza são, com raras exceções,

antiferromagnéticos [13]. O estado fundamental do Hamiltoniano de Heisenberg ferro-

magnético corresponde a todos os spins alinhados paralelamente. Por outro lado, o estado

fundamental deste mesmo Hamiltoniano quântico antiferromagnético não corresponde a

todos os spins orientados antiparalelamente (estado Néel), pois este não é auto-estado do

Hamiltoniano. Existe uma infinidade de estados de spin total nulo (Sz = 0), que devem

ser combinados para formar o estado fundamental do sistema antiferromagnético no mo-

delo de Heisenberg [14]. A dificuldade em estabelecer um estado fundamental é o maior

problema teórico que surge no estudo do antiferromagnetismo do modelo de Heisenberg.

A interação de troca (exchange) se caracteriza pelo fato de ser independente da ori-

entação dos spins, ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), apresenta simetria de

5



rotação dos spins. Esta transformação implica que o Hamiltoniano de Heisenberg deve

conter apenas pares de operadores Sµ
i , com µ = x, y e z, onde a forma aproximada dada

pela Eq.(1.4) representa o Hamiltoniano bilinear [15]. Vários outros termos de interações

(com origem na interação coulombiana) podem ser deduzidas via teoria de perturbação

de ordem superior, como, por exemplo, o termo biquadrático dado pelo seguinte Hamil-

toniano:

HBQ = −
∑
〈i,j〉

Jij

(
~Si.~Sj

)2

, (1.5)

ou interação entre quatro spins

H4 = −
∑
〈i,j,l,k〉

Jij

(
~Si.~Sj

)(
~Sl.~Sk

)
, (1.6)

etc.

O tipo de estrutura cristalmagnética é determinada pela natureza e magnitude das

interações entre os momentos magnéticos dos ı́ons que formam o cristal. A interação de

troca, de origem eletrostática, mais o prinćıpio de exclusão de Pauli são responsáveis pelo

ordenamento magnético na matéria. Sendo de natureza isotrópica,a interação de troca

não é capaz de definir alguma orientação dos momentos magnéticos com respeito aos eixos

cristalográficos, mas ela produz um ordenamento mútuo dos spins em vários śıtios da rede.

O fato de a distribuição de spins ordenados ser sempre orientada numa dada direção

(eixo de fácil magnetização), definida com respeito ao eixo cristalino, exige que algum

outro tipo de interação torne o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrópico. Fisicamente,

as interações magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) são responsáveis pela existência da

anisotropia magnetocristalina, que se manifesta com a dependência da energia do cristal

nas orientações dos momentos magnéticos dos ı́ons com relação ao eixo cristalino.

1.2.1 Anisotropias

Podemos dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos que ten-

dem a orientar os momentos magnéticos em uma dada direção privilegiada. Este campo

pode alterar algumas vezes as orientações mútuas dos momentos magnéticos dos átomos,

desta forma distorcendo a estrutura magnetocristalina. Um primeiro tipo de anisotropia

adicional à Eq.(1.4) é a interação dipolar, que é representada pelo seguinte Hamiltoniano:

Hdipolar = −4µ2
B

∑
(i,j)


~Si.~Sj − 3

(
r̂ij.~Si

)(
r̂ij.~Sj

)
r3
ij

 , (1.7)
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onde ~rij = ~ri−~rj é o vetor posição que separa os ı́ons i e j, r̂ij = ~rij/rij e µB é o magneton

de Bohr. Note que o somatório acima é feito sobre todos os pares i e j de spins sobre a

rede cristalina, e representa uma interação de longo alcance. Devido a simetria rotacional

do Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), ficou provado que numa rede bidimensional as

interações (exchange) bilineares entre primeiros vizinhos não são capazes de ordenar os

momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a magnetização espontânea é nula

[16]. A presença da interação de longo alcance, tipo dipolar variando com a distância

1/r3
ij, no Hamiltoniano de Heisenberg, Eq.(1.4), pode induzir ordenamento magnético em

T > 0 numa rede em 2d [17].

O magnetismo dos elementos de transição do grupo do ferro é sempre associado ao

momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos cristais, formados por estes elemen-

tos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescência orbital do estado eletrônico

responsável pelo magnetismo. Como o valor esperado do momento orbital de um estado

não degenerado é zero, verifica-se o que se convencionou chamar quenching do momento

orbital, isto é, numa primeira aproximação a susceptibilidade estática não recebe contri-

buição do momento orbital. Esta contribuição apenas aparece se levarmos em conta a

interação spin-órbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

HLS = −
∑

i

ξi

(
~Li.~Si

)2

, (1.8)

sendo que

ξi =
1

2m2ri

dV

dri

, (1.9)

com V (ri) é a energia potencial elétrica (núcleo-elétron), ~Li e ~Si são os operadores de

momento angular orbital e de spin, respectivamente no śıtio i. Usando-se a teoria de

perturbação de 2a ordem para a energia spin-órbita, a Eq.(1.8), pode ser reescrita na

forma

HLS = −
∑
i,α,β

Λαβ
i Sα

i Sβ
i , (1.10)

sendo

Λαβ
i = −2ξ2

i

∑
i

〈p|Lα
i |l〉〈l|L

β
i |p〉

Ep
0 − El

0

, (1.11)

o tensor de anisotropia spin-órbita, ξ2 = 〈ξ2(~ri)〉 e En
0 é a auto-energia do Hamiltoni-

ano não perturbado. O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever anisotropia

ortorrômbicas leva em conta apenas os termos diagonais, assim sendo, a Eq.(1.10) ficará
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reduzido a seguinte forma:

H0 = −Dz

∑
i

(Sz
i )

2 + E
∑

i

[(Sx
i )2 − (Sy

i )2], (1.12)

onde para E = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Observe que o Hamiltoniano

dado pela Eq.(1.12) representa a interação do śıtio i com ele mesmo (auto-interação), que

é uma interação denominada de anisotropia de ı́on-único. A Eq.(1.12) só é relevante para

sistemas com spin S > 1/2, pois no caso particular de spin S = 1/2 temos (Sν
i )2 = 1/4

(~ ≡ 1) para qualquer componente ν = x, y, z e, consequentemente, este Hamiltoniano se

reduz a uma constante não sendo relevante nos cálculos das propriedades magnéticas.

A interação spin-órbita também pode induzir anisotropia no exchange. Segundo van

Vleck [18], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acoplamento dos momentos

orbitais dos átomos adjacentes, que depende não só da orientação relativa dos dois mo-

mentos, como também da orientação destes com relação ao eixo que une os dois átomos.

Em termos dos spins, esse acoplamento pode ser simulado por uma interação dipolar,

cujo coeficiente é inteiramente disposto do coeficiente da interação magnética real dada

pela Eq.(1.4). Neste caso, a perturbação é dada por Wij = ξ(~ri)~Li∆~Sj + λ~Li.~Sj, então o

Hamiltoniano efetivo será escrito por

H = −
∑
<i,j>

∑
α,β

Jαβ
ij Sα

i Sβ
i , (1.13)

onde Jαβ
ij é a interação entre os śıtios i e j associados as direções α e β dos spins. O

Hamiltoniano generalizado dado pela Eq.(1.13) contém a parte simétrica Jij(α = β) = Jα
ji

e anti-simétrica com α 6= β e Jαβ
ij 6= Jαβ

ji . O termo anti-simétrico surge em redes com baixa

simetria [19], sendo responsável em alguns compostos antiferromagnéticos pela existência

de um pequeno valor de magnetização (pequeno ferromagnetismo), que é conhecido na

literatura como a interação Dzyaloshinski- Moriya (DM)[20]. Dependendo dos valores

das interações Jαβ
ij que aparecem no Hamiltoniano dado pela Eq.(1.13), podemos ter três

modelos de spins: Ising, XY e Heisenberg isotrópico.

8



1.3 Modelos Magnéticos

1.3.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising [21] e suas generalizações têm sido aplicado, além da descrição de

sistemas magnéticos, com algum sucesso a sistemas biológicos [22, 23, 24, 25], como por

exemplo, hemoglobina, enzimas alostéricas e DNA. O que existe em comum nestes sis-

temas (magnéticos e biológicos) é o fenômeno de cooperatividade entre os constituintes

microscópicos, dando origem a ordem local (curto-alcance) e global (longo-alcance). Este

fenômeno cooperativo deve-se exclusivamente às interações microscópicas dos constituin-

tes (spins, moléculas, etc.). Devido a sua simplicidade matemática, o modelo de Ising tem

sido aplicado numa variedade de sistemas: tráfego, amassamento, economia, propagação

de doenças, etc. Em particular, devido a universalidade dos resultados os cálculos efetua-

dos preliminarmente em sistemas magnéticos têm dado os alicerces para estudar sistemas

complexos diversos.

O modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz como tema de tese de doutorado,

onde o objetivo era descrever a curva da magnetização espontânea em função da tempera-

tura para os compostos ferromagnéticos. Vale ressaltar que este modelo foi proposto antes

da formulação geral do magnetismo por Heisenberg. Experimentalmente é observado que

abaixo de uma temperatura cŕıtica (Tc), chamada de temperatura de Curie, o sistema

está ordenado com uma magnetização não nula, e acima de Tc não existe ordenamento

magnético. Dizemos que em T = Tc temos uma transição de fase cont́ınua (segunda or-

dem). A primeira teoria fenomenológica para descrever as propriedades magnéticas dos

compostos ferromagnéticos foi apresentado no século passado por Weiss [26], em 1905,

conhecida na literatura como teoria do campo molecular (ou médio). Apesar desta teo-

ria fenomenológica descrever qualitativamente as propriedades destes materiais, ela falha

no que se refere a uma comparação quantitativa. Uma falha crucial nesta teoria foi em

assumir as interações entre os constituintes como sendo de origem dipolar. Se esta fosse

a interação predominante, não podeŕıamos aceitar os altos valores para Tc ' 103K. Ve-

jamos o argumento apresentado na época (após mecânica quântica) para tal rejeição: se

assumirmos como sendo ∆E ' µ2
B

a3 (µB é o magneton de Bohr e a ' 1 Å a distância

média entre os momentos magnéticos) a energia de interação, de origem dipolar, podemos

estimar a temperatura cŕıtica Tc comparando a energia térmica (desordem) com ∆E, isto
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é, ∆E ' kBTc, desta forma, usando as constantes (µB, kB, a), mostra-se que Tc ' 10−1K

bem inferior ao valor experimental Tc = 103K. Desta maneira podemos concluir que a

origem do ordenamento magnético não é dipolar. A fim de entender fisicamente o alto va-

lor de Tc, assumindo que ∆E ' e2

a
é de origem elétrica, podemos mostrar que Tc = 103K.

Por outro lado, como uma energia de origem elétrica pode dar uma orientação espacial

aos spins (momentos magnéticos)? A resposta foi apresentada por Heisenberg [8] com o

advento da mecânica quântica.

Introduzindo a interação spin-órbita no sistema, podemos adicionar um termo de spins

na Eq.(1.4), de modo que para certos materiais a componente axial (z) Sz
i S

z
j é predomi-

nante em relação a parte plana (xy) Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j e, portanto, podemos aproximar a

Eq.(1.13) pela expressão

HI = −
∑
<ij>

Jz
ijS

z
i S

z
j , (1.14)

que é conhecido como modelo de Ising. Ele representa a interpretação microscópica para

sistemas magnéticos, que como o FeCl2, apresenta forte anisotropia uniaxial.

O modelo de Ising, Eq.(1.14), tem solução exata numa cadeia unidimensional, mas

na ausência de campo externo não apresenta ordenamento magnético (longo-alcance).

Este resultado frustrante, m(T, 0) = 0, que tanto desapontou Ising na época, fez com

que ele abandonasse a carreira ciênt́ıfica e se dedicasse ao ensino de f́ısica numa escola

secundária nos Estados Unidos. Ising também especulou erroneamente que este modelo,

quando generalizado em duas dimensões, não deveria apresentar ordem de longo-alcance

em temperatura finita. De certa forma esse foi o maior desapontamento de Ising: não

poder explicar o ferromagnetismo. Foi exatamente a falha do modelo de Ising que motivou

Heisenberg, em 1928, a desenvolver a teoria microscópica do magnetismo. Peierls [27],

em 1936, apresentou um argumento fenomenológico mostrando que Tc 6= 0 numa rede

quadrada, rejeitando assim as especulações de Ising. O primeiro resultado quantitativo

exato no modelo de Ising na rede quadrada foi apresentado por Kramer e Wannier [28], em

1941, onde a temperatura cŕıtica Tc foi obtida através de relações de dualidade (método

Grafos). Porém, foi somente em 1944, que Onsager [29] apresentou a comunidade cient́ıfica

uma expressão exata para a energia livre na ausência de campo externo do modelo de

Ising na rede quadrada e, consequentemente, a divergência logaŕıtmica do calor espećıfico

em torno de T ' Tc, evidenciando assim pela primeira vez na literatura uma transição

de fase de forma exata em modelos de spins. Um fato interessante na época, em que
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o modelo de Ising na rede quadrada foi apresentada por Onsager, foi que a expressão

exata da magnetização m(T, 0) = {1 − sinh−4(2K)}1/8 (K ≡ βJ) só foi deduzida anos

após por por Yang [30], em 1952. Após estes resultados demasiadamente complexos

matematicamente, que envolviam uma álgebra de sistemas combinatórios para obtenção

da função de partição, diversos outros autores têm apresentado a solução deste modelo de

maneira mais “simples”. O trabalho de Mccoy e Wei [31] é uma excelente revisão desse

assunto. O modelo de Ising 2d na presença de campo externo não apresenta solução exata

até a presente data.

1.3.2 Modelo XY

O modelo corresponde ao caso em que Jxy
ij � Jz

ij , aproxima o Hamiltoniano dado pela

Eq.(1.13) por um modelo (XY ou planar) com interações apenas entre as componentes

dos spins x e y, ou seja:

HXY = −
∑
<ij>

(
Jx

ijS
x
i Sx

j + Jy
ijS

y
i Sy

j

)
, (1.15)

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda [32] e

tem solução exata em uma dimensão [33]. Em duas dimensões este modelo não apre-

senta ordem magnética (magnetização espontânea) em temperatura não nula. Kosterlitz

e Thouless [34] propuseram um tipo diferente de transição de fase, onde foi definido uma

ordem de longo alcance topológica, caracterizada por uma súbita mudança na resposta do

sistema a perturbações externas. Definiram uma temperatura de transição TKT , na qual

para T > TKT a função de correlação spin-spin decai exponencialmente com a distância

entre os pares, enquanto que para T < TKT a função de correlação tem um decaimento

segundo uma lei de potência. Acredita-se que esta transição de fase seja causada por um

mecanismo de desligamento de pares de vórtice-antivórtice. Um vórtice (anti-vórtice) é

uma excitação topológica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da

excitação giram por 2π(−2π) no mesmo sentido. Experimentalmente tem sido usado o

modelo XY 3d para descrever as propriedades magnéticas dos compostos CoBr2 e CoCl2

[35] bem como para explicar as configurações de vórtices na fase superfluido no filme

(monocamada) de 4He [36].
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1.3.3 Modelo de Heisenberg

Neste caso, os três termos de exchange Jα
ij (α = x, y, z) são da mesma ordem. O

Hamiltoniano anisotrópico Eq.(1.13) reduz-se ao modelo de Heisenberg isotrópico descrito

pelo seguinte Hamiltoniano:

HH = −
∑
<ij>

Jij
~Si.~Sj. (1.16)

O estado fundamental (T = 0) e algumas excitações elementares do Hamiltoniano Eq.(1.16)

numa rede unidimensional com spin S = 1/2 foi resolvido exatamente por Bethe [37] e

Hulthen [38]. A generalização para incluir anisotropia do tipo: Jx
ij = Jy

ij = ηJ e Jz
ij = J foi

feita anos mais tarde por Walker [39]. Outro resultado exato para o modelo de Heisenberg

numa rede d-dimensional (d = 1, 2) é o teorema de Mermin e Wagner [16], que afirma que

este sistema não apresenta ordem de longo-alcance a T > 0 no limite isotrópico. O estudo

do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado sobretudo

por causa da posśıvel conexão com os compostos supercondutores de altas temperaturas

formadas por planos de CuO2 [40, 41] como, por exemplo, os compostos Y Ba3Cu3O7−x

e La2−xBaxCuO4 . Eles são compostos fortemente anisotrópicos, havendo um forte aco-

plamento entre os ı́ons de cobre pertencentes ao plano de CuO2 e um fraco acoplamento

entre os planos. Em baixas temperaturas, as flutuações quânticas antiferromagnéticas são

relevantes comparadas com as térmicas.

1.4 Teoria de Landau para pontos tricŕıticos

A teoria de Landau para as transições de fases cont́ınuas, proposta em 1937, está funda-

mentada na introdução do conceito de parâmetro de ordem e no estabelecimento de uma

expansão da energia livre em termos dos invariantes dessa grandeza [5]. A energia livre é

uma função anaĺıtica nas proximidades da criticalidade.

O parâmetro de ordem associado a um determinado sistema pode ser definido de

diferentes maneira. O parâmetro de ordem pode ser um escalar, um vetor e um tensor.

Os dois últimos tipos para sistemas mais complexos. Em geral, o parâmetro de ordem é

nulo na fase mais simétrica (desordenada ou que ocorre em altas temperaturas) e diferente

de zero na fase menos simétrica (ou ordenada).

Um sistema com n variáveis termodinâmicas independentes é caracterizado por n + 1

campos {H0, H1, ..., Hn}, sendo um deles função dos demais. Por exemplo, temperatura
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(T ), pressão (P ), potencial qúımico (µ), campo magnético ( ~H) e elétrico ( ~E) são denomi-

nados genericamente de campos. O campo dependente, para o qual usaremos o śımbolo

Φ(H1, H2, ..., Hn), será chamado de potencial termodinâmico (ou energia livre). As gran-

dezas canonicamente conjugadas são denominadas de densidades {ρi} e podem ser obtidas

por simples derivadas

ρ = −
(

∂Φ

∂Hi

)
{Hj}

i 6= j (1.17)

É sempre posśıvel escolher o potencial termodinâmico Φ(H1, H2, ..., Hn) como uma

função côncava dos campos, implicando na estabilidade termodinâmica do sistema.

Quando duas fases de um sistema representados por I e II estão em equiĺıbrio, cada

campo deve ter o mesmo valor em ambas as fases, isto é, HI
i = HII

i (i = 0, 1, ..., n). Se

pensarmos no espaço dos n campos independentes, esta condição de equiĺıbrio definirá

uma hipersuperf́ıcie de dimensão n + 1 neste espaço. Desde que pelo menos uma das

densidades seja uma função descont́ınua dos campos nesta hipersuperf́ıcie, então teremos

uma superf́ıcie de coexistência ou de transição de primeira ordem. Caso contrário tere-

mos uma superf́ıcie cŕıtica, onde as diferenças de densidade entre duas fases tendem a

zero continuamente. No diagrama de fases podem existir pontos nos quais várias fases

coexistem, e são denominados de pontos multicŕıticos. De acordo com as regras de Gibbs

e Zernike, a observação de tais pontos numa mistura de substâncias pura é posśıvel ape-

nas acima de um certo número de componentes. Um ponto bicŕıtico (duas fases cŕıticas

em coexistência ou duas linhas cŕıticas que se interceptam), só pode ser observado numa

mistura com pelo menos 4 componentes. Um ponto tetracŕıtico (quatro fases ordinárias

que se tornam idênticas), só pode ser observado numa mistura de no mı́nimo cinco com-

ponentes, etc. Seguindo a notação de Gibbs, uma fase ordinária é representada pela letra

A; uma fase cŕıtica (duas fases ordinárias que se tornam idênticas), pela letra B; uma

fase tricŕıtica, em que três fases ordinárias se tornam idênticas, pela letra C, e assim por

diante. Um estado composto por duas fases ordinárias em coexistência é representado por

A2, o ponto triplo por A3, um ponto cŕıtico terminal por AB, um ponto bicŕıtico por B2,

etc. Em geral, um ponto multicŕıtico é representado por Am1Bm2Cm3Dm4... . De acordo

com as regras de Gibbs, o número mı́nimo de componentes necessário para observar este

ponto multicŕıtico é c = m1 + 3m2 + 5m3 + 7m5 + ...− 2.

Nesta dissertação, nos deteremos ao estudo de pontos tricŕıticos, que correspondem a

pontos onde três fases se tornam idênticas ou três linhas cŕıticas que se interceptam. Na
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Figura 1.1, mostramos esquematicamente o diagrama de fase tridimensional no espaço dos

parâmetros (T , H, Hs ), referente a um sistema antiferromagnético, onde Hs representa

o campo conjugado com o parâmetro de ordem ms do sistema. A linha pontilhada repre-

senta, no plano (T, H), a linha de transição de primeira ordem (coexistência das fases AF

e P). A linha cont́ınua representa a transição de fase de segunda ordem. Se considerarmos

Hs podemos obter duas superf́ıcies S1 e S2 de transições de fases de acordo com Hs < 0

e Hs > 0, respectivamente. O ponto (Tt , Ht , 0) foi denominado de ponto tricŕıtico por

Griffiths, que corresponde a interseção de três linhas cŕıticas.

Ao redor do ponto tricŕıtico t ≡ (T−Tt)
Tt

� 1 e H = Ht, as grandezas termodinâmicas

apresentam comportamentos em leis de potências com expoentes cŕıticos diferentes dos

relacionados ao longo da linha cŕıtica. Por exemplo, na aproximação de campo médio

β = 1/2 na linha cŕıtica e βt = 1/4 ao redor do PTC. Seja ms o parâmetro de ordem

que ao redor de PTC vai a zero na forma m ' (−t)βt . Portanto, Landau supôs que a

energia livre g(T, m) apresenta uma expansão anaĺıtica em série de potência. No caso de

um magneto uniaxial simples, onde o parâmetro de ordem m é um escalar, a expansâo

para a energia livre é expressa por

g(T, m) = a0 +
a2

2
m2 +

a4

4
m4 +

a6

6
m6 (1.18)

onde a0, a2, a4 e a6 são parâmetros variáveis. Minimizando-se a Eq(1.18) obtemos
∂g
∂m

= a2m + a4m
3 + a6m

5 = 0 (a)

∂2g
∂m2 = a2 + 3a4m

2 + 5a6m
4 > 0 (b)

(1.19)

Da Eq.(1.19 a) encontramos cinco ráızes, que são m = 0, m = ±m1 e m = ±m2. Sendo

m1 e m2 dadas por

m2
1 =

1

2a6

[
−a4 +

√
a2

4 − 4a2a6

]
, (1.20)

m2
2 =

1

2a6

[
−a4 −

√
a2

4 − 4a2a6

]
(1.21)

Substituindo as ráızes na segunda derivada da energia Eq(1.19b) encontramos m = 0 → ∂2g
∂m2 = a2 (a)

m = ±m1,2 → ∂2g
∂m2 = ±2

√
a2

4 − 4a2a6 m2
1,2 (b)

(1.22)

Se a2 < 0, temos da Eq(1.22a) que m = 0 será um ponto de máximo, pois ( ∂2g
∂m2 ) < 0.

Portanto, das Eqs.(1.20) e (1.21) temos que m = m2 será complexo e apenas o ponto
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m = m1 corresponderá aos pontos de mı́nimos. No caso em que a2 > 0, a4 > 0, das

Eqs.(1.20) e(1.21) temos que m1,2 são complexas e apenas m = 0 será mı́nimo. Dizemos

então que o eixo positivo a4 > 0 é uma linha cŕıtica (transição de segunda ordem). No

caso a4 < 0, as três soluções (m = 0, m = ±m1) serão pontos de mı́nimos, e portanto,

devem ter a mesma energia livre, ou seja, g(T, 0) = g(T,±m1). Desta maneira, obtemos

a seguinte expressão (construção de Maxwell)

a2

2
+

a4

4
m2

1 +
a6

6
m4

1 = 0 (1.23)

Substituindo a solução m1 nesta expressão obtem-se que o valor de a4 é dada por

a4 =

(
3a2

a6

)1/4

(1.24)

sendo a2 = α(Tc−T
Tc

). Da Eq(1.24) temos que na transição de 1a ordem o expoente βt = 1/4,

que difere na transição de segunda ordem β = 1/2.

T

H

Hs

S1

S2

ptc

Figura 1.1: Diagrama de fase referente a um sistema antiferromagnético no espaço de

parâmetro (T , H, Hs ). S1 e S2 representam as superf́ıcies de primeira ordem. PTC

representa o ponto tricŕıtico.

Portanto, podemos concluir que o conjunto de pontos cŕıticos que geram a linha de

transição de segunda ordem são dados pelas seguintes condições: a2 = 0, a4 > 0 e a6 > 0.

O ponto que separa na linha de transição de fases as regiões de primeira e de segunda

ordem é denominado de ponto tricŕıtico (PTC). As condições para determinação deste

ponto são dadas pelas seguintes relações: a2 = 0, a4 = 0 e a6 > 0. É interessante observar

que para a2 < 0 e a4 < 0 não existe transição de fase.
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1.5 Apresentação do trabalho

Recentemente, existe uma variedade de trabalhos que estudam, teoricamente, a dinâmica

de spins em modelos magnéticos usando a mecânica estat́ıstica estocástica. Neste caso

obtem-se as grandezas termodinâmicas, por exemplo, a magnetização para os ferromag-

netos como função da temperatura. Inicialmente, calcula-se a evolução temporal da mag-

netização através da solução de uma equação diferencial e tomando a média temporal

obtém-se M(T ). De uma maneira geral, neste formalismo fora do equiĺıbrio o que es-

tamos calculando são as grandezas no seu estado estacionário. No caso da mecânica

estat́ıstica de equiĺıbrio (Boltzmann-Gibbs), as grandezas macroscópicas são obtidas pela

minimização da energia livre. Estes dois formalismos da mecânica estat́ıstica (equiĺıbrio

e fora do equiĺıbrio) nos motivaram a questionar se para um dado modelo de spin, a

solução estacionária corresponde ao estado de equiĺıbrio? Neste trabalho estudaremos

três modelos de spins usando a mecânica estat́ıstica fora do equiĺıbrio, onde a dinâmica

estocástica de Glauber será usada como ponto de partida para obter a evolução temporal

das variáveis macroscópicas.

No caṕıtulo 2, uma revisão sobre transição de fase dinâmica é apresentada, onde diver-

sos resultados teóricos e experimentais são discutidos. Em particular, mostramos o estado

da arte em que se encontram os estudos teóricos nos modelos de spins. Encontraremos

a equação mestra que rege a variação temporal da distribuição de probabilidade, para o

modelo de Ising de spin-1/2 a fim de descrever a evolução temporal das médias estat́ıstica

(dependente do tempo), onde a dinâmica de Glauber será discutida. Outros tipos de

dinâmicas serão brevemente comentados. A fim de discutir a transição de fase dinâmica,

aplicaremos a dinâmica de Glauber para estudar o modelo de Ising de spin-1/2 na pre-

sença de um campo magnético oscilante. Examinaremos os resultados via aproximação

de campo médio e campo efetivo (técnica do operador diferencial), onde comparamos os

respectivos diagramas de fases.

No caṕıtulo 3, o modelo de Ising cinético com campo aleatório (o chamado RFIM-

random field Ising model) será estudado através da dinâmica de Glauber e a técnica do

operador diferencial. O objetivo será investigar se a solução estacionária corresponde

ao estado de equiĺıbrio, obtido através da minimização da energia livre. Discutiremos,

preliminarmente, os resultados do diagrama de fase (distribuição de probabilidade bimodal

para o campo aleatório) na aproximação de campo médio. Nossa principal (original)
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contribuição corresponde a solução de campo efetivo, recentemente publicada na Physical

Review E 85, 011121 (2012). Mostramos que as linhas de primeira ordem no diagrama

de fase no plano T-H diferem quando usamos a dinâmica e o equiĺıbrio (construção de

Maxwell).

No caṕıtulo 4, o modelo de Blume e Capel, com spin-1, cinético será investigado

através das aproximações de campo médio (MFA-mean field approximation) e campo

efetivo ( effective-field theory-EFT). O diagrama de fase no plano T−D (D é o parâmetro

de anisotropia de ı́on único) será obtido para os limites estático e dinâmico (solução

estacionária). Temos proposto um funcional para a energia livre, no caso EFT, pela

primeira vez na literatura a fim de obter a linha de primeira ordem na região de baixas

temperaturas. Comparamos os diagramas de fases, no plano T-D, dinâmico e de equiĺıbrio

e verificamos que as linhas de primeira ordem são diferentes. Quando usamos MFA

observamos que as linhas de primeira ordem terminam em pontos diferentes no limite

T = 0, enquanto que introduzindo correlações (EFT) os pontos coincidem. Os resultados

de MFA foram recentemente aceitos para publicação no European Journal of Physical B

(2012).

No caṕıtulo 5, o modelo de Blume-Capel de spin-1 cinético será estudado via EFT,

onde a transição de fase dinâmica será investigado. Dependendo dos valores do parâmetro

de anisotropia verificamos três tipos de diagramas de fases no plano T-H. Finalmente, no

caṕıtulo 6 apresentaremos nossas conclusões.
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Caṕıtulo 2

Transição de Fase dinâmica

2.1 Considerações gerais

Os aspectos gerais das propriedades macroscópicas no equiĺıbrio em sistemas intera-

gentes são bem estudados teoricamente usando como ponto de partida os prinćıpios da

mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio. Por outro lado, as propriedades fora do equiĺıbrio ter-

modinâmico não são bem estabelecidos teorica e experimentalmente [42]. Do ponto de

vista experimental (teórico), a termodinâmica (mecânica estat́ıstica) de equiĺıbrio trata

basicamente de processos reverśıveis ou processos infinitesimais quase estáticos, enquanto

a termodinâmica (mecânica estat́ıstica) fora do equiĺıbrio está envolvida com processos

finitos e irreverśıveis. O interesse reside no estado de sistemas abertos e acoplados a fon-

tes externas, as quais lhes subministram matéria e energia, manifestando-se nas variações

temporais e espaciais das grandezas termodinâmicas estudadas.

A termodinâmica é uma ciência experimental que foi inicialmente formulada através

de leis de caráter geral, que descreveriam as propriedades térmicas da matéria, o jogo

entre calor e trabalho mecânico. Porém, hoje em dia, a termodinâmica evoluiu até se

transformar-se numa ciência muito mais geral, descrevendo, por exemplo, a evolução da

vida na biosfera. A mecânica estat́ıstica (teoria) surgiu no final do século XIX, sobretudo

por Maxwell e Boltzmann, com o objetivo de entender os fenômenos termodinâmicos,

onde idéias gerais da teoria de probabilidade (que descreve sistemas constitúıdos por um

número grande de part́ıculas) e os prinćıpios das leis da mecânica (clássica ou quântica)

foram usadas como alicerces. A mecânica estat́ıstica não se apresenta como uma teoria

que possa ser considerada inabalada, uma vez que alguns aspectos pontuais ainda neces-
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sitam de uma formulação. De fato, a correta introdução da irreversibilidade na teoria,

como se reproduz a tendência para o equiĺıbrio, qual a definição estat́ıstica apropriada de

entropia, etc, e são objetos de intensa e, aparentemente, interminável controvérsia. No

equiĺıbrio termodinâmico, a mecânica estat́ıstica é uma teoria razoavelmente bem con-

solidada, porém o mesmo não podemos dizer da tentativa da formulação de uma teoria

fora do equiĺıbrio. O propósito desta teoria fora do equiĺıbrio é determinar a evolução

temporal dos observáveis macroscópicos 〈A〉(t), usando as leis da dinâmicas que gover-

nam o movimento das part́ıculas constituintes. Este tratamento direto de usar as leis da

mecânica1 na descrição das propriedades macroscópicas tem uma forte limitação, que é

a solução de um número muito grande (N ' 1024, número de Avogrado) de equações

diferenciais acopladas, o que restringe seu estudo a pequeno sistema (N . 106) com a

dinâmica molecular.

Por outro lado, na tentativa de descrever as propriedades gerais da matéria fora do

equiĺıbrio, uma nova teoria (mecânica estat́ıstica) deve ser formulada. Nesta dissertação

restrigiremos nossos estudos, do ponto de vista teórico, a modelos de spins localizados

(simetria discreta, tipo modelo de Ising), onde as propriedades fora do equiĺıbrio serão

tratadas via mecânica estat́ıstica estocástica [43]. Existem diversos sistemas na natu-

reza (qúımica, biologia, sociologia, f́ısica, etc), onde essas propriedades macroscópicas são

funções do tempo, e que tem como caracteŕıstica comum a aleatoriedade dos seus consti-

tuintes microscópicos. Embora estas propriedades pareçam evoluir ao acaso é importante

saber que há uma certa convergência em seus valores médios.

Considere, por exemplo, um composto ferromagneto na presença de um campo osci-

lante do tipo H(t) = H0sin(ωt), onde H0 é a “intensidade ”do campo magnético (ampli-

tude) e ω a frequência. As propriedades termodinâmicas do sistema, como a magnetização,

também serão oscilantes. Após algum peŕıodo de tempo transiente, uma área não nula no

ciclo, definida por A(T, H0, ω) ≡
∮

m(t)dH (Histerese), é dinâmica na sua origem e desa-

parece no limite quase estático. Sistemas magnéticos puros, sem qualquer defeito aleatório

ou anisotropias para modificar os seus domı́nios magnéticos, podem relaxar propriamente

no limite quase-estático e seguir o campo em fase devido a flutuações térmicas em qualquer

temperatura. Portanto, não ocorre curva de histerese (i.e, A = 0) em magnetos puro no

limite quase-estático [44, 45]. Um importante aspecto da curva de histerese m−H, neste

1Clássica - 2a lei de Newton ou quântica-equação de Heisenberg.
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exemplo da dinâmica do ferromagneto puro, é que ela é assimétrica quando estamos em

baixa temperatura. A existência de uma parâmetro de ordem dinâmico Q(T, H) definido

por

Q(T, H) =
ω

2π

∮
m(t)dt, (2.1)

é útil para estudar a transição de fase dinâmica Tc(H0, ω), que apresenta a mesma classe

de universalidade do limite estático (ω = 0). A razão da assimetria na curva da histerese

é o fato do sistema não ter tempo para relaxar, até mesmo o sinal do campo externo.

A contribuição para o campo coersivo (onde se anula a magnetização) e a área na

curva da histerese têm sido investigadas em filmes finos ferromagnéticos [46], e algumas

informações indiretas na contribuição dinâmica da área A foram apresentadas. Jiang e

colaboradores [47] estudaram a dependência da histerese com a frequência em filmes de

Co depositado em superf́ıcie de Cu(001). Este filme tem forte anisotropia uniaxial e é

apropriadamente a ser descrito por um modelo de Ising. A variação observada da área da

histerese tem a forma

A = A0 + Hα
0 ωβg

(
ω

Hδ
0

)
, (2.2)

onde os expoentes da relação de escala α, β e δ assumem valores não inteiros, indicando

singuralidade na lei de potência, A0 é a área para frequência nula e g(x) uma função

não monótona, tal que g(x) → 0 quando x → 0 ou ∞. Tem sido observado, contrários

aos expoentes cŕıticos no estudo de transição de fase de equiĺıbrio, que estes expoentes

de escala dependem fortemente da natureza do processo da dinâmica envolvido em dife-

rentes materiais e também dos intervalos (amplitudes, frequência, etc), de modo que eles

variam drasticamente não apresentando nenhuma universalidade. Por exemplo, Jiang e

colaboradores [47] encontraram α ' 0.67 ' β para filmes de Co em superf́ıcie de Cu(100),

e α ' 0.6 e β ' 0.3 para filmes de Fe em superf́ıcie de Au(001). Suen e Erskine [48]

obtiveram valores menores α ' 0.3 e β ' 0.06 (comportamento quase logaritmo ∼ α = 0)

para filmes de Fe na superf́ıcie W (100).

A relação de escala dada pela Eq.(2.2) tem se mostrado, do ponto de vista teórico,

consistente com cálculos de campo médio [49, 50] e Monte Carlo [51, 52] que usam como

protótipo o modelo de Ising cinético. Quando um campo magnético dependente do tempo,

na forma senoidal, é aplicado no modelo de Ising, o sistema não pode responder instanta-

neamente a esta perturbação. A solução de campo médio [49] é exata (dimensão infinita)

e pode ser usada para dar algumas caracteŕıstica gerais da transição de fase dinâmica
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analiticamente. O diagrama de fases no plano T − H0, onde a curva Tc(H0) delimita a

fase ferromagnética da fase desordenada paramagnética para T < Tc e T > Tc, respecti-

vamente, foi obtida [49]. Na região de baixa amplitude do campo temos uma transição

cont́ınua, enquanto no regime de altos valores de H0 o sistema experimenta uma transição

de fase (dinâmica) de primeira ordem, que é caracterizada por apresentar uma desconti-

nuidade no parâmetro de ordem dinâmico Q(T ) quando T = Tc(H0). Desta maneira, o

diagrama de fases apresenta um ponto tricŕıtico dinâmico que separa a linha cŕıtica da

linha de primeira ordem. Berkolaiko e Grinfelf[53] mostraram se um cálculo de campo

médio cinético encontra ou não um ponto tricŕıtico, atualmente dependente do ńıvel de

aproximação usada no tratamento da dinâmica deste modelo. A equação de campo médio

de Suzuki-Kubo leva a um ponto tricŕıtico, enquanto a correspondente forma derivada da

expansão da energia livre de Landau em ordem Φ4 não encontra [50].

Figura 2.1: Diagrama de fase esquemático no plano amplitude do campo oscilatório H0 e

temperatura T para baixa frequência ω < ωc. A linha pontilhada corresponde a transição

dinâmica de primeira ordem, a cont́ınua a transição de segunda ordem e o ćırculo ao

ponto tricŕıtico. As figuras inseridas correspondem às quebras de simetria das histereses

dinâmicas m−H devido a transição dinâmica.

Enquanto um campo magnético estático aplicado no modelo de Ising ferromagnético

destrói a transição de fase, um campo oscilatório 2 induz uma transição de fase dinâmica

2Vale a pena mencionar, que mesmo o sistema ferromagnético submetido a um campo magnético
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na qual a temperatura de transição decresce com o aumento da amplitude do campo H0.

Os cálculos de campo médio têm mostrado a presença de um ponto tricŕıtico no diagrama

de fase. Considerando as flutuações térmicas, que são desprezadas na aproximação de

campo médio, a simulação de Monte Carlo é usada para obter o verdadeiro diagrama

de fase dinâmico do modelo de Ising. Na Figura 2.1 temos o diagrama de fase no plano

H0 − T , de forma esquemática, obtida por Tomé e Oliveira [49] usando aproximação de

campo médio.

Na aproximação de campo médio, a transição dinâmica pode existir até mesmo no

limite estático (ω → 0). A razão é que para amplitude de campo menor do que o campo

coercivo Hc(T < Tc), a resposta da magnetização varia periodicamente mas assimetri-

camente até mesmo no limite ω → 0. A linha H0(T ) no plano H0 − T para ω = 0

corresponde a dependência da temperatura do campo estático coercivo Hc(T ). No limite

estático (ω = 0), da teoria de Landau temos que na região cŕıtica (T ≈ Tc), a magne-

tização apresenta um comportamento em lei potência do tipo m0 ≈ (Tc − T )1/2, onde m0

é a magnetização espontânea. Nesta teoria de campo médio, a energia livre é dada por

g(m0) ≈ a(T )m2
0 + b(T )m4

0 + ..., (2.3)

onde a(T ) ' a0(Tc − T ) e b(T ) ≈ b0. Sendo T ≈ Tc, então podemos considerar apenas o

primeiro termo da expansão de Landau, Eq.(2.3), e usando o comportamento assintótico

para a magnetização m0 encontramos g(m0) ≈ (Tc − T )2. O campo coercivo H0 pode

ser estimado do balanço energético de m0Hc com a barreira de energia, isto é, m0Hc ≈

g(m0) ' (Tc − T )2, ou Hc ≈ (Tc − T )3/2. A transição de fase dinâmica [54] converge

para o comportamento estático: H0 ≈ (Tc − T )3/2 ' Hc. Em 1990, Lo e Pelcovits

[55] foram os primeiros a estudar o modelo de Ising cinético usando simulação de Monte

Carlo. Detectaram a transição dinâmica, mas não obtiveram precisão para o diagrama

de fase no plano H0 − T . Anos depois, Acharyya e Chakrabarti [54] analisaram este

modelo dinâmico e conclúıram que o verdadeiro diagrama de fase é qualitativamente

equivalente aos resultados de campo médio, ou seja, temos a existência de um ponto

tricŕıtico, conforme mostrado na Figura 2.2, tanto para rede 2d como 3d.

Acharyya [56] testou a existência do ponto tricŕıtico estudando a distribuição de pro-

babilidade do parâmetro de ordem dinâmico P (Q) e, analisando o cumulante de Binder

senoidal (H = H0sin(ωt)), a resposta da magnetização não será necessariamente do tipo senoidal, será

oscilatória com mesma frequência ω do campo aplicado.
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Figura 2.2: Diagrama de fase no plano H0 − T do modelo de Ising cinético obtido via

simulação de Monte Carlo [54] para vários valores de frequência ω. Na curva (a) temos

a simulação numa rede quadrada (2d) com tamanho L = 100 e em (b) para rede cúbica

simples (3d) com tamanho L = 20. Diferentes śımbolos representam diferentes frequências

em (a) temos ω = 0.418 (�), ω = 0.208 (4), ω = 0.104 (♦) e na curva (b) temos ω = 0.418

(♦), ω = 0.202 (�), ω = 0.104 (0). A localização do ponto tricŕıtico (TCP) é indicado

nas figuras por ćırculos.

UL = 1− 〈Q4〉
3〈Q2〉

, localizou com mais precisão a temperatura de transição de fase dinâmica.

Uma análise de escala de tamanho finito da simulação de Monte Carlo no modelo de

Ising cinético numa rede quadrada sugere que a transição de fase dinâmica é da mesma

classe de universalidade do modelo de Ising no equiĺıbrio [57]. Os resultados de simulação

dependem fortemente do tamanho do sistema L, e Korniss, Rikvold e Novotny [58] mos-

traram que não existe ponto tricŕıtico no limite L →∞ no modelo de Ising cinético 3. Este

resultado da universalidade foi confirmado através de um estudo do modelo de Ginzburg-

3A transição de fase dinâmica pode ser compreendida intuitivamente através da competição entre duas

escalas de tempo: o peŕıodo de oscilação do campo aplicado 2π/ω e o tempo de resposta da magnetização

τ . Quando o campo oscila em suficientemente baixas frequências (2π/ω grande), a magnetização essen-

cialmente segue o comportamento do campo, oscilando entre seus dois estados com a mesma frequência

ω, mostrando que a amplitude da força externa é suficientemente forte. Para altas frequências (2π/ω

pequeno), o sistema não é capaz de relaxar depressa até mesmo para seguir a fase do campo externo e

ocupa, após uma quebra de simetria, um ou outro de seus estados estáveis de campo zero, estando assim

em um estado ordenado dinâmico (Q 6= 0).
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Landau [59]. Em altas frequências uma transição de fase dinâmica é observada em que o

peŕıodo da magnetização média Q passa de um estado desordenado dinamicamente com

Q = 0 para um estado ordenado dinamicamente com Q 6= 0 para T < Tc.

O modelo de Ising cinético tem provado ser um bom modelo para descrever os fer-

romagnetos uniaxiais nos quais o processo de inversão da magnetização é feita através

de nucleação e paredes de domı́nios. Entretanto, ele não pode descrever os processos de

relaxação magnética tal como as rotações dos spins coerentes. A fim de descrever cor-

retamente o processo de relaxação dos filmes ferromagnéticos, um modelo de spin com

grau de liberdade cont́ınuo, o modelo de Heisenberg clássico, tem se mostrado adequado

porque os spins podem rotacionar através de todas as orientações posśıveis. O estudo da

transição de fase do modelo de Heisenberg é mais complicado do que o correspondente

modelo de Ising. Com apenas interações isotrópicas entre os primeiros vizinhos no filme

de Heisenberg, a ordem ferromagnética é encontrada apenas em T = 0 na ausência ou

não do campo externo [60]. A inclusão de uma anisotropia uniaxial no Hamiltoniano

de Heisenberg pode modificar significativamente as propriedades magnéticas do sistema.

Uma anisotropia uniaxial favorece o alinhamento dos spins ao longo do eixo de fácil

magnetização, convencionalmente denotado pelo eixo z, onde para grandes valores desta

anisotropia um comportamento cŕıtico é do tipo Ising.

A fim de descrever a dinâmica do modelo de Heisenberg no filme fino, uma anisotropia

é introduzida resultando no seguinte Hamiltoniano efetivo:

H = −J
∑
<i,j>

[
(1−∆)(Sx

i Sx
j + Sy

i Sy
j ) + Sz

i S
z
j

]
−H(t)

∑
i

Sz
i , (2.4)

onde ~Si = (Sx
i , Sy

i , Sz
i ) é um vetor unitário no śıtio i de uma rede cristalina, < i, j > denota

a soma sobre os primeiros vizinhos, H(t) = H0sin(ωt) é o campo oscilatório aplicado na

direção do eixo z e J > 0 é a interação de troca ferromagnética. Seguindo Binder e Landau

[61], ∆ ∈ [0, 1] determina a intensidade da anisotropia de exchange presente apenas nas

componentes x e y dos spins. No limite isotrópico, ∆ = 0, o modelo reduz-se ao familiar

modelo de Heisenberg clássico do magnetismo, enquanto em ∆ = 1 temos o limite do

modelo de Ising.

Considerando uma rede cúbica simples de tamanho L × L × D em unidades do

espaçamento da rede, onde aplica-se condição periódica apenas nas direções x e y. Para

uma pequena anisotropia, a considerar ∆ = 0.1, o sistema está intermediário entre os
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comportamentos dos modelos de Ising (∆ = 1) e Heisenberg isotrópico (∆ = 0). Usando

a simulação de Monte Carlo com L = 32 e D = 12, a transição de fase dinâmica foi inves-

tigada [62]. Na ausência de campo magnético, aplicando, também, a condição periódica

ao longo do eixo z (tamanho D) (propriedades de bulk) uma transição de fase cont́ınua

ocorre em T̃c ≡
kBTc

J
= 1.53, enquanto para o filme de largura D = 12 temos T̃c = 1.51.

Quando aplicamos um campo magnético oscilatório, Eq.(2.4), a magnetização do filme é

dependente do tempo. A resposta dinâmica do filme é caracterizada por uma média do

peŕıodo (2π/ω) da magnetização, Q(T, H0, ω), e a área da histerese definida por

A = −
∮

mz(t)dH, (2.5)

onde mz(t) =
1

D

D∑
n=1

(
1

L2

∑
i∈n

Sz
i (t)

)
. Na simulação foi fixada a frequência ω = 2π/240 e

T̃ =
kBT

J
= 1 < T̃c = 1.53.

Na figura 2.3 mostramos os resultados da simulação [62] para os valores médios do

parâmetro de ordem (magnetização) 〈Q〉 e a área da histerese 〈A〉 como uma função da

amplitude do campo H0(J ≡ 1), onde foram fixados ω = 2π/240 e T̃ = 1.0. Foram compa-

rados os resultados para um sistema bulk com o campo oscilatório, e condições periódicas

nas três direções de uma rede cúbica simples de tamanho 32 × 32 × 32, com aqueles do

modelo dada pelo Hamiltoniano Eq.(2.4) com anisotropia ∆ = 0.1. Os comportamentos

qualitativos para 〈Q〉 e 〈A〉 como função de H0 mostrados na Figura 2.3 são os mesmos

para o sistema bulk ou na forma de filme de tamanho D = 12.

Para pequenos valores do campo H0, 〈Q〉 é uma constante e 〈A〉 = 0 indicando um sis-

tema ordenado ferromagneticamente. O campo magnético é muito pequeno para produzir

alguma reorientação significativa dos spins, e a magnetização é essencialmente indepen-

dente do tempo. Como consequência da definição 2.5 temos 〈A〉 = 0 e a magnetização

média não nula. Quando H0 cresce moderadamente, a energia Zeeman associada ao campo

oscilatório domina a competição com as interações (J) entre os spins. O alinhamento dos

spins tendem a seguir o comportamento oscilatório do campo e induz um comportamento

oscilatório (não necessariamente senoidal) para a magnetização (filme e bulk) com uma

frequência consistente com a do campo aplicado. Desta maneira, a magnetização média

começa a decrescer monotonicamente, enquanto 〈A〉 cresce, com o aumento de H0. Para

altos valores de H0, a oscilação do campo domina a competição e 〈Q〉 = 0 como um re-

sultado da variação simétrica da dependência temporal da magnetização. A transição de
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Figura 2.3: Comportamento da magnetização média 〈Q〉 e área da histerese 〈A〉 como

função da amplitude do campo senoidal no modelo de Heisenberg anisotrópico (∆ = 0.1)

obtido via simulação de Monte Carlo [62]. Foram fixados ω = 2π/240 e T̃ = 1.0, onde

para as propriedades de bulk (ćırculos) foi usado uma rede cúbica simples de tamanho

32×32×32, enquanto para as propriedades do filme (triângulos) usou-se tamanho D = 12

(direção do eixo z).

fase dinâmica é caracterizada com o parâmetro de ordem 〈Q〉 nulo, quando é atingido um

campo cŕıtico H0c. Os resultados da simulação indicam que para o filme temos H0c = 0.76

e no bulk H0c = 0.80. Para valores de H0 > H0c, existe um comportamento crescente

da área média da curva de histerese, que tem forma de lei de potência 〈A〉 ≈ Hα
0c, onde

α = 0.73 no caso do filme e α = 0.75 no caso do sistema bulk.

Uma melhor maneira de estudar a transição de fase dinâmica, observada na Figura

2.3, é analizar a dependência temporal da magnetização mz(t). A Figura 2.4 mostra

mz(t) do filme de Heisenberg anisotrópico (Eq.(2.4) com ∆ = 0.1) na presença de um

campo oscilatório numa temperatura (reduzida) T̃ = 1.0, frequência ω = 2π/240 com

amplitudes de campo H0 = 0.3, 0.7, 1.0, 2.0 e 3.0. A Figura 2.4 mostra que a memória

do estado inicial na simulação é curta, estabelecendo rapidamente seu estado após alguns

ciclos de oscilação. O caso particular de H0 = 0.3 e T̃ = 1.0 corresponde a uma estado

ordenado (ferromagnético) dinamicamente com 〈Q〉 6= 0. A Figura 2.4 mostra que após um

transiente inicial mz(t) tem uma oscilação com a mesma frequência do campo aplicado,
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Figura 2.4: Comportamento dinâmico da magnetização axial mz(t) como função do tempo

para um filme fino de Heisenberg clássico com anisotropia de troca ∆ = 0.1 (Eq.(2.4)),

obtido via simulação de Monte Carlo[62] numa rede cúbica simples de tamanho 32 ×

32 × D(D = 12), na presença de uma campo oscilatório com frequência ω = 2π/240,

temperatura reduzida T̃ =
kBT

J
= 1.0 e várias intensidades da amplitude do campo

indicadas as curvas.

mas atrasado do campo por aproximadamente π/2 (defasagem de fase da oscilação da

magnetização). Com o aumento de H0, por exemplo, o valor H0 = 0.7, a magnetização

oscila, ainda suavemente, e ocorre notadamente uma redução do valor médio 〈Q〉, até

anulando-se para H0 > H0c = 0.76.

Na simulação de Monte Carlo o algoritmo incorpora uma dinâmica estocástica que

descreve a regra de transição do sistema de um estado para outro. Existem diversos

tipos de dinâmica estocástica que podem envolver transições de uma única ou de muitas

part́ıculas, ou ainda podem ser locais ou não locais em caracteŕıstica. No caso do Monte

Carlo de equiĺıbrio um número razoável de dinâmicas pode levar à mesma distribuição de

Boltzmann dos estados. A condição de ergodicidade e balanço detalhado são suficientes

para garantir que a distribuição de equiĺıbrio dos estados, gerado pelo algoritmo, é a

correta distribuição de Boltzmann [63]. Por outro lado, no caso de simulação de Monte

Carlo fora do equiĺıbrio existe uma certa limitação na escolha da dinâmica estocástica.

As condições de ergodicidade e balanço detalhado não dizem nem aproximadamente a
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forma como o sistema vai para o equiĺıbrio (estado estacionário) e diferentes escolhas para

a dinâmica estocástica darão lugar a diferentes resultados. Então, a dinâmica deve ser

escolhida guiada pela f́ısica fundamental em lugar da simples eficiência computacional.

Para algoritmos de cluster a relação entre processos de Monte Carlo e processos dinâmicos

realistas não é clara. Em alguns casos, quando simulamos sistemas reais (estudo da

dinâmica molecular) é posśıvel usar os resultados para estimar a forma correta para a

dinâmica estocástica. Porém, em outros casos a forma detalhada não é a priori clara

e propriedades macroscópicas devem ser usadas para se fazer alguma inferencia sobre a

forma desta dinâmica estocástica. Isto mostra que é importante como ponto de partida

da mecânica estat́ıstica fora do equiĺıbrio caracterizar bem o tipo de dinâmica usada.

Usando um campo oscilatório H(t), na Eq.(2.4), na forma de um pulso quadrado4

Jang e colaboradores [64], através de simulação de Monte Carlo fora do equiĺıbrio, fixando

∆ = 0.1 e H0 = 0.3, calcularam o valor médio da magnetização 〈Q〉 como uma função

da temperatura reduzida T ∗(≡ T̃ ) aplicando as dinâmicas de Glauber e Metrópolis. A

Figura 2.5 mostra uma considerável mudança no parâmetro de ordem dinâmico para as

dinâmicas de Glauber e Metrópolis quando a temperatura é aumentada. Na região de

baixas temperaturas (T ∗ < T ∗
c (H0)) temos um estado ordenado dinamicamente com 〈Q〉 6=

0, enquanto em altas temperaturas (T ∗ > T ∗
c (H0)) um estado desordenado dinamicamente

com 〈Q〉 = 0 é observado. Os resultados para as duas dinâmicas são os mesmos em baixas

temperaturas (T ∗ < 0.7) e altas temperaturas (T ∗ > T ∗
c = 1.0). Na região intermediária

(0.7 < T ∗ < 1.0), a forma de 〈Q〉 como função de T ∗ para os dois tipos de dinâmica é

diferente. A transição de fase dinâmica para o algoritmo de Metrópolis parece ser cont́ınua

com decréscimo do parâmetro de ordem quando a temperatura cŕıtica Tc é atingida. Note

as fortes flutuações térmicas observadas através das barras de erros na curva em ćırculos

abertos na Figura 2.5, quando 〈Q〉 está próximo da região cŕıtica. No caso da dinâmica

de Glauber temos menores flutuações para 〈Q〉 com o aumento de T ∗ na fase ordenada,

mas segue um grande decréscimo em 〈Q〉 quando atingimos em T ∗ = 0.88. Por outro

4Um pulso quadrado para o campo magnético H(t) tem a seguinte forma

H(t) =

 −H0, 2(k − 1)π < ωt ≤ (2k − 1)π

H0, (2k − 1)π < ωt ≤ 2kπ,

onde k(= 1, 2, 3, ...) é um número inteiro representando o número de peŕıodos do campo externo oscilatório

pulsado.
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Figura 2.5: Comportamento da magnetização dinâmico média 〈Q〉 como função da tem-

peratura reduzida T ∗ = kBT/J do modelo de Heisenberg clássico anisotrópico ∆ = 0.1

(Eq.(2.4)), no filme fino de espessura D = 12(L = 32) calculado através de simulação

de Monte Carlo [64]. Um campo pulsado na forma quadrática (±H0) foi usado com am-

plitude H0 = 0.3 com as dinâmicas de Glauber (ćırculos sólidos) e Metrópolis (ćırculos

abertos).

lado, mesmo existindo esta diferença no comportamento de 〈Q〉 usando esses dois tipos

de dinâmica, as localizações de Tc não são muito diferentes. Portanto, um estudo mais

aprimorado é necessário para mostrar que o diagrama de fase no plano T −H0 é o mesmo

usando-se a dinâmica de Glauber ou de Metrópolis, sendo que no último apenas transições

de fase cont́ınuas devem ser observadas.

A existência ou não do ponto tricŕıtico no diagrama de fases do modelo de Ising cinético

não tem ainda uma resposta conclusiva. Voltando para nossa análise dos resultados de

campo médio [49], esquematizado na Figura 2.1 para baixas frequências e investigado por

Tomé e Oliveira [49], foi observado que para altas frequências e baixas temperaturas existe

um intervalo de valores do campo H0(≡ h/zJ , z é o número de coordenação) no qual as

fases paramagnética (P ) e ferromagnética (F ) coexistem (fase mista P +F ). A fase mista

P +F é separada das fases F e P por linhas de primeira ordem, e ela existe para ω > 0.60.

Estas fases (P , F e P +F ) são obtidas analisando o comportamento da magnetização como

função do tempo, fixados os valores de T, H0 e ω. No caso do estado desordenado (P ),
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qualquer condição inicial para a magnetização m(0) sempre evolui (oscilatório) para um

estado estacionário no qual o valor médio da magnetização calculado no peŕıodo (2π/ω)

é nulo . No entanto, para o estado ordenado (F ) temos uma evolução do sistema para

um valor médio 〈Q〉 6= 0 (duas soluções antisimétricas). Por outro lado, a fase mista

(P + F ) evolui para dois estados estacionários que são dependente da condição inicial: se

m(0) = 0 o sistema oscila em torno do valor m = 0, correspondendo, assim, a solução

P , se m(0) 6= 0 temos o caso em que o sistema oscila em torno de um valor m 6= 0,

correspondendo a solução F .

Figura 2.6: Variação temporal da magnetização M(ωt) para o modelo de Ising cinético

usando aproximação de campo médio [49], fixando ω = 1.0, H0/zJ = 0.5 e kBT/zJ = 0.8

na fase P (a), ω = 1.0, H0/zJ = 0.25 e kBT/zJ = 0.25 na fase F (b) e ω = 1.0, H0/zJ =

0.70 e kBT/zJ = 0.05 na fase mista F + P (c).

Mais adiante iremos detalhar o cálculo de campo médio, por enquanto discutiremos

apenas os resultados. Na figura 2.6 apresentamos o comportamento da magnetização

m(t) como função do tempo, fixando a frequência ω = 1.0(> 0.6) e para vários valores
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de H0 e T , investigando cada uma das soluções estacionárias: P (curva a), F (curva b) e

P + F (curva c). A presença desta fase mista não é observada através de simulação de

Monte Carlo. Podemos atribuir este posśıvel resultado espúrio ao fato da aproximação

de campo médio desprezar todos os tipos de correlações no sistema (‘interação de longo-

alcane’). Neste ńıvel de aproximação, no regime de baixas frequências ω < ωc = 0.60, o

tempo de relaxação τ (“flip do spin ”) é menor do que o peŕıodo de oscilação do campo

(2π/ω) e o sistema relaxa rapidamente ao estado estacionário, que independe da condição

inicial. Portanto, esta fase mista (P + F ) não existe. Porém, quando estamos no regime

de altas frequências (ω > ωc), τ > 2π/ω, fazendo com que o sistema relaxe lentamente

ao estado estacionário, que poderá depender da condição inicial (fixados valores de T e

H0). De fato cada śıtio da rede interage com todos os outros śıtios (interação de longo-

alcance), tornando o processo de relaxamento ainda mais lento, surgindo, assim, um

posśıvel estado misto P + F . Analizando vários outros valores de pares (H0, T ) podemos

obter um diagrama de fases. Fixando uma frequência ω = 2π(> ωc), na Figura 2.7

apresentamos o diagrama de fases no plano T − h.

Figura 2.7: Diagrama de fase no plano T − h (T ≡ kBT/zJ e h = H0/zJ) para ω =

2π do modelo de Ising cinético obtido via aproximação de campo médio [49]. As fases

ferromagnética, paramagnética e mista são denotadas no diagrama por F , P e F + P ,

respectivamente. O ćırculo cheio representa o ponto tricŕıtico. A curva inserida representa

o comportamento da magnetização na fase F como função da temperatura.
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Para investigar a veracidade da existência da fase mista no diagrama de fases do modelo

de Ising cinético, efeitos de correlações devem ser introduzidos na aproximação. No ńıvel

superior a aproximação de campo médio, Shi e colaboradores [65] desenvolveram a técnica

do operador diferencial na aproximação de campo efetivo [66], aplicada inicialmente para

descrever modelos de spins no equiĺıbrio, e concluiram que não existe a fase F + P e

nem um ponto tricŕıtico no diagrama de fases. Recentemente, Deviren e colaboradores

[67] mostraram que a análise do trabalho da Ref.[65] está incompleta, uma vez que o

comportamento da magnetização m(t) em função do tempo não foi apresentada. Deste

novo estudo, os autores [67] concluiram que a fase mista F + P persiste para qualquer

valor de frequência ω. Apesar de ter sido levado parcialmente em consideração correlações

entre spins, a fase mista F + P continua existindo e agora para todo valor de ω, o que

entra em contradição com nossas especulações acerca de existência desta fase quando foi

usado a aproximação de campo médio.

Recentemente, Deviren e Albayrak [68] estudaram o modelo de Ising cinético usando

relações de recorrência numa rede de Bethe [69]. Nesta nova aproximação, as correlações

são tratadas mais elaboradamente, e os resultados encontrados para as propriedades de

equiĺıbrio são melhores do que os de campo efetivo [66]. Destes novos estudos, os autores

[68] mostraram que a fase mista não existe, mas persiste ainda um ponto tricŕıtico no

diagrama de fase para ω > ωc, e que para baixas frequências ω < ωc temos apenas uma

linha de primeira ordem delimitando as fases P e F .

2.2 Equação mestra

A fim de encontrar a dependência temporal dos observáveis f́ısicos do ponto de vista

da mecânica estat́ıstica, precisamos escrever uma equação (mestra), para a evolução tem-

poral dos processos estocásticos markovianos5 . Seja P (σ, t) a probabilidade de encontrar

um sistema no estado microscópico σ, num determinado instante t. De forma intuitiva,

podemos escrever
d

dt
P (σ, t) = ∆Pdentro −∆Pfora, (2.6)

5Uma sequência de eventos aleatórios {yi(ti), onde yi(ti) é um dado evento no instante ti i = 1, 2, ...,

com t1 < t2 < ...} é denominado de markoviano quando a probabilidade de ocorrência de um determinado

elemento da sequência não depende da história anterior do sistema. Há ausência de memória.
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Figura 2.8: Diagrama esquematizado da evolução temporal da distribuição de probalibi-

dade das transições entre os estados σ e σ′.

onde a taxa de variação da probabilidade “para dentro”do estado σ é dada por

∆Pdentro =
∑
{σ′}

P (σ′, t)ω(σ′, σ) (2.7)

com ω(σ′, σ) interpretada como a probabilidade, por unidade de tempo, de que o sis-

tema mude do estado σ′ para o estado σ. Da mesma maneira, a taxa de variação de

probabilidade “para fora”do estado σ é escrita como

∆Pfora = P (σ, t)
∑
{σ′}

ω(σ, σ′), (2.8)

onde ω(σ, σ′) é a taxa de transição do estado σ para σ′. Veja o diagrama esquematizado

na Figura 2.8 que mostra a idéia de forma mais clara.

Portanto, substituindo as Eqs.(2.7) e (2.8) na equação mestra, Eq.(2.6), ficaremos com

dP (σ, t)

dt
=
∑
{σ′}

[P (σ′, t)ω(σ′, σ)− P (σ, t)ω(σ, σ′)] . (2.9)

Como já mencionamos anteriormente, toda a dificuldade reside na obtenção da taxa de

transição ω(σ, σ′) ou (ω(σ′, σ)). Em problemas de interesse f́ısico devemos calcular essas

probabilidades de transição a partir de primeiros prinćıpios (o que se torna, em geral,

praticamente imposśıvel!) ou adotar formas plauśıveis, consistentes com os aspectos f́ısicos

subjacentes.
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Nos estados estacionários, a probabilidades P (σ, t) não deve ser uma função expĺıcita

do tempo, ou seja,
dP (σ, t)

dt
= 0 (2.10)

que pode corresponder a situação de equiĺıbrio. Observando a Eq.(2.9), uma condição

suficiente para o equiĺıbrio é dada pelo prinćıpio do balanço detalhado, ou seja,

P (σ′, t)ω(σ′, σ) = P (σ, t)ω(σ, σ′), (2.11)

para quaisquer estados σ′ e σ. Essa equação de balanço detalhado, como o próprio nome

indica, tem um significado intuitivo muito claro: na situação estacionária, devemos ter o

mesmo número de transições de σ para σ′ ou na direção contrária, de σ′ para σ. Uma

das estratégias mais frequentes nessa área consiste em escolher as taxas ω(σ, σ′) a fim de

satisfazer a equação do balanço detalhado no equiĺıbrio, ou seja, tal que

P (σ′, t →∞)ω(σ′, σ) = P (σ, t →∞)ω(σ, σ′). (2.12)

2.3 Dinâmica estocástica

O modelo de Ising com dois estados será estudado aqui como um protótipo para a

descrição da dinâmica (discreta) dos spins e, consequentemente, obter as grandezas médias

como função do tempo. Uma configuração microscópica de todos os N śıtios de uma

rede é representado por σ ≡ (σ1, σ2, ..., σN) (σi = ±1) cujos spins interagem segundo o

Hamiltoniano

H = −J
∑
<i,j>

σiσj, (2.13)

onde < i, j > denota a soma sobre os primeiros vizinhos, J é a interação de troca ( J > 0

e J < 0 corresponde ao ferromagnetismo e ao antiferromagnetismo, respectivamente) e a

variável discreta de spins σi no śıtio i pode assumir valores +1(spin para cima) e −1(spin

para baixo).

Ao modelo de Ising é acoplado um reservatório térmico a temperatura T , de tal maneira

que no equiĺıbrio, o sistema é descrito pela distribuição de probabilidade de Boltzmann-

Gibbs associada ao estado σ dada por

P (σ) ≡ e−βH(σ)

Z
, (2.14)
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onde β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann e Z =
∑

σ

e−βH(σ) é a função de partição

do sistema.

Observe que o Hamiltoniano Eq.(2.13) não carrega intrinsicamente nenhuma informação

temporal, de maneira que o modelo de Ising é estático por natureza. Esse resultado não

deve surpreender já que os spins da rede estão em equiĺıbrio com um reservatório térmico

a temperatura T . Para descrever a evolução temporal para as variáveis de spin do modelo

de Ising (magnetização, funções de correlações, etc), devemos primeiro encontrar a taxa

de transição ω(σ, σ′) a fim de resolver a equação diferencial dada pela Eq.(2.9) e obter

P (σ, t). Consequentemente, podemos calcular a média temporal 〈A〉 =
∑

σ

AσP (σ, t) de

qualquer observável nas variáveis Ising.

2.3.1 Dinâmica de Glauber

Há certos processos markovianos que podem evoluir com uma mı́nima mudança em seu

estudo. Como exemplo, consideremos um caso em que o sistema esteja inicialmente no

estado σ = (σ1, σ2, ..., σi, ..., σN) e vá para o novo estado σ′ = (σ1, σ2, ..., σ
′
i, ..., σN), onde

apenas um śıtio da rede foi invertido. Com objetivo de compreender a evolução temporal

do modelo de Ising, Glauber [70] em 1960 propôs uma forma para a taxa de transição

ω(σ, σ′). Em particular, no caso em que a variável estocástica σi = ±1, a mudança no

valor desta variável é probabiĺıstica e se deve tanto à influência do banho térmico, com

o qual o sistema está em contato, quanto as interações entre os primeiros vizinhos do

śıtio i-ésimo. Assim sendo, a configuração inicial σ sob ação da taxa de inversão ω(σ, σ′)

resulta em outra configuração σ′ ≡ σi = (σ1, σ2, ...,−σi, ..., σN), de maneira que apenas

um único śıtio é atualizado de cada vez.

Esta condição não é ainda suficiente para o modelo de Glauber descrever variáveis

estocásticas de Ising, porque ele deve satisfazer no equiĺıbrio a condição do balanço deta-

lhado dada pela Eq.(2.12), ou seja,

ωi(σ)

ωi(σi)
=

P (σi)

P (σ)
. (2.15)

Usando-se a distribuição de Boltzmann-Gibbs Eq.(2.14), ficamos com a seguinte condição

para a taxa de transição
ωi(σ)

ωi(σi)
=

e−βH(σi)

e−βH(σ)
. (2.16)
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Usando o Hamiltoniano de Ising Eq.(2.13) na relação Eq.(2.15), ficamos6

ωi(σ)

ωi(σi)
=

e

−βJσi

∑
~δ

σi+~δ

e

βJσi

∑
~δ

σi+~δ

=

1− σitanh(K
∑

~δ

σi+~δ)

1 + σitanh(K
∑

~δ

σi+~δ)
(2.17)

onde K = βJ e
∑

~δ

σi+~δ é a soma sobre as variáveis estocásticas associadas aos primeiros

vizinhos. Não há unicidade na forma de ωi(σ), existindo diferentes exemplos que satis-

fazem o balanço detalhado [71], Eq.(2.15). Uma destas propostas é a de Glauber [70]

definida por

ωi(σ) =
1

2τ

1− σitanh(K
∑

~δ

σi+~δ)

 , (2.18)

onde τ é o tempo de transição entre os estados. Este tempo τ foi estimado como sendo da

ordem de 10−11s em estudos experimentais de relaxação dielétrica no composto NaNO2

ao qual o modelo de Glauber foi ajustado [72].

A dinâmica de Glauber, expressa pela taxa de transição definida pela Eq.(2.18), apre-

senta uma simetria: ela não se modifica se houver uma inverão de sinal de todos os spins

da rede, ou seja, ωi(σ) = ωi(−σ). Isso significa que o modelo possui simetria de inversão.

Essa caracteŕıstica do modelo de Glauber é de grande importância, pois modelos com a

mesma simetria apresentam o mesmo comportamento nas proximidades da temperatura

cŕıtica desde que ambos estejam definidos na mesma dimensão.

Com a inclusão de um campo magnético (H) no Hamiltoniano de Ising, Eq.(2.13),

Glauber, então, propôs a seguinte taxa de transição:

ωi(σ) =
1

2τ

1− σitanh(K
∑

~δ

σi+~δ + βH)

 . (2.19)

Utilizando a notação σ e σi, podemos reescrever a equação mestra Eq.(2.9) na forma

dP (σ, t)

dt
=

N∑
i

{
P (σi, t)ωi(σ

i)− P (σ, t)ωi(σ)
}

. (2.20)

6 Sendo σi = ±1, vale a seguinte identidade e±λσi = cosh(λ)±σisinh(λ), então a Eq.(2.16) é facilmente

demonstrada, ou seja,
e−λσi

eλσi
=

cosh(λ)− σisinh(λ)
cosh(λ) + σisinh(λ)

=
1− σitanh(λ)
1 + σitanh(λ)

.
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Conhecendo a evolução temporal da probalibidade, podemos escrever a evolução tem-

poral da média de uma variável A(σ) definida como

〈A(σ)〉 =
∑

σ

A(σ)P (σ, t). (2.21)

Derivando encontramos

d〈A(σ)〉
dt

=
∑

σ

{
dA

dt
P (σ, t) + A(σ)

d

dt
P (σ, t)

}
, (2.22)

sendo dA
dt

= 0 e usando a relação Eq.(2.20) obtemos

d〈A(σ)〉
dt

=
∑

i

∑
σ

{
A(σ)ωi(σ

i)P (σi, t)− A(σ)ωi(σ)P (σ, t)
}

, (2.23)

Resolvendo cada termo do segundo membro da Eq.(2.23) temos 7

∑
σ

A(σ)ωi(σ
i)P (σ, t) =

∑
σ

A(σi)ωi(σ)P (σ, t) = 〈A(σi)ωi(σ)〉 (2.24)

e ∑
σ

A(σ)ωi(σ)P (σ, t) = 〈A(σ)ωi(σ)〉. (2.25)

Substituindo Eq.(2.24) e Eq.(2.25) em Eq.(2.23) obtemos

d〈A(σ)〉
dt

=
N∑
i

〈
[
A(σi)− A(σ)

]
ωi(σ)〉. (2.26)

A Eq.(2.26) será fundamental para encontrar a evolução temporal das médias 〈σi〉 e

〈σiσj〉. No primeiro caso temos que A(σ) = σi e A(σi) = −σi = −A(σ), desta maneira

mostramos
d

dt
〈σi〉 = −2〈σiωi(σ)〉. (2.27)

No caso da função de correlação 〈σiσj〉 temos que A(σ) = σiσj e A(σi) = −σiσj, então

d

dt
〈σiσj〉 = −2〈σiσj [ωi(σ)− ωj(σ)]〉. (2.28)

7Sejam duas funções de variáveis estocástica de Ising g(σ) e f(σi), então temos:∑
σ

f(σi)g(σ) =
∑

σ

f(σ1, σ2, ...,−σi, ..., σN )g(σ1, σ2, ..., σi, ..., σN )

=
∑
σ′

f(σ′1, σ
′
2, ..., σ

′
i, ..., σ

′
N )g(σ′1, σ

′
2, ...,−σ′i, ..., σ

′
N )

=
∑

σ

f(σ)g(σi)
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2.3.2 Outras dinâmicas

Outras tipos de dinâmicas diferentes da proposta por Glauber, Eq.(2.18), podem ser

formuladas obedecendo o balanço detalhado Eq.(2.17). Kawasaki [73] estabeleceu uma

taxa de transição apenas entre apenas spins vizinhos de sinais opostos de forma a conservar

a magnetização total. Essa taxa de transição é dada por

ωij(σi, σj) =
1

2τ

(
1− σiσj

2

)[
1− tanhβ(σiE

(j)
i + σjE

(i)
j )
]
, (2.29)

onde E
(j)
i refere-se as interações de σi no Hamiltoniano de Ising exclúıda a interação

de σi com σj. Uma formulação mais elaborada para taxa de transição foi proposta por

Kadanoff e Swift [74] que considera a dinâmica de mais graus de liberdade, introduzindo

uma variável de quantidade de movimento. Tudo isto que atesta as potencialidades deste

tipo de formulação estocástica. Todas estas dinâmicas têm em comum o fato delas serem

reverśıveis no estado estacionário e invariantes por inversão de spins.

2.4 Modelo de Ising cinético

A fim de analizar a transição de fase dinâmica, usando como ponto de partida o mo-

delo de Ising e a dinâmica de Galuber, consideramos o modelo de Ising na presença de

um campo oscilatório (senoidal) definido pelo seguinte Hamiltoniano (modelo de Ising

cinético).

H = −J
∑
<i,j>

σiσj −H(t)
∑

i

σi, (2.30)

onde H(t) = H0sin(ωt), H0 é a amplitude do campo e ω a frequência de oscilação.

Se o sistema estiver em contato com um reservatório térmico a temperatura T , as

variáveis de spins σ podem ser consideradas funções estocásticas do tempo. Considerando

que o sistema evolui de acordo com a dinâmica estocástica de Glauber numa taxa de 1/τ

transições por unidade de tempo. A probabilidade P (σ, t) de encontrar o sistema em um

estado σ = (σ1, σ2, ..., σN), em um determinado tempo t é dada pela seguinte equação

mestra Eq.(2.9), ou seja,

dP (σ, t)

dt
=
∑
σ′

[P (σ′, t)ω(σ′, σ)− P (σ, t)ω(σ, σ′)] (2.31)

onde ω(σ′, σ) é a probabilidade, por unidade de tempo, do estado σ′ = (σ′1, σ
′
2, ..., σ

′
N)

mudar para o estado σ = (σ1, σ2, ..., σN). A expressão expĺıcita para a probabilidade de
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transição ω(σ′, σ) é obtida a fim de satisfazer a equação do balanço detalhado, válida para

tempos suficientemente grandes. Desta maneira, a proposta de Glauber para a taxa de

transição pode ainda ser expressa por

ω(σ, σ′) =
1

τ

exp[−β∆H(σ, σ′)]∑
σ′

exp[−β∆H(σ, σ′)]
(2.32)

onde β = 1/kBT , kB é constante de Boltzmann,
∑
σ′

é a soma sobre os dois valores

posśıveis da variável de spin σi = ±1, τ o tempo de transição entre os estados e ∆H(σ, σ′)

dá a mudança na energia do sistema quando os spins σi evoluem. Considerando-se a

interação de um único spin central com seus vizinhos, essa expressão pode ser encontrada

manipulando-se a Eq.(2.30), ou seja,

∆H(σ, σ′) = −J(σ′i − σi)
z∑
δ

σi+δ + Hi(σ
′
i − σi), (2.33)

onde z é o número de coordenação e δ é o vetor vizinhos mais próximos. Substituindo os

valores posśıveis σi na probabilidade de transição, obtem-se ω(−1, +1) = ω(+1, +1) = 1
τ

1
1+e−2βa

ω(−1,−1) = ω(+1,−1) = 1
τ

e−2βa

1+e−2βa

(2.34)

onde a = J
z∑
δ

σi+δ +H. Observando-se a Eq.(2.34), conclui-se que ω(σi, σ
′
i) não depende

dos valores σi, podendo ser reescrita como ω(σi, σ
′
i) = ω(σ′i).

Desde que a soma das probabilidades seja normalizada e igual a um, e da média

estat́ıstica para uma variável de spin σk, veja o apêndice A, obtem-se

d

dt
〈σk〉 (t) =

∑
{σk}

σk
d

dt
P (σ, t) = −1

τ
〈σk〉+

〈
1

τ
tanh

(
K

z∑
δ

σi+δ + βH

)〉
(2.35)

Podemos ainda reescrever esta equação como

τ
d

dt
m(t) = −m(t) +

〈
tanh

(
K

z∑
δ

σi+δ + βH

)〉
(2.36)

onde m(t) = 〈σk〉 (t). Esta expressão, Eq.(2.36), descreve a evolução temporal do parâmetro

de ordem dinâmico para o sistema ferromagnético, ela é exata, no entanto de dif́ıcil ma-

nipulação, devido a inclusão de funções de correlações. Uma alternativa de se contornar

essa dificuldade é o uso de métodos aproximativos.
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2.4.1 Aproximação de campo médio

Na aproximação de campo médio [49], aproxima-se a média de tanh(K
z∑
δ

σi+δ ± βH)

por tanh(Kzm(t) ± βH), desprezando-se assim todas as correlações dos spins. Desta

maneira, da Eq.(2.36), obtemos uma equação auto-consistente para o parâmetro de ordem

dinâmico escrita como

Ω
dm

dξ
= −m + tanh

[
1

T
(m + hsin(ξ))

]
, (2.37)

onde ξ = ωt, T , h e Ω são parâmetros definidos por T = (βJz)−1, h = H/Jz e Ω = ωτ .

Resolvendo esta equação, Eq.(2.37), numericamente (pelo método de diferença fini-

tas ou método de Runge Kutta de quarta ordem, veja apêndice B), obtemos a evolução

temporal para m(t). Os pontos de transições de fase dinâmica, são encontrados pela inves-

tigação do comportamento da magnetização média em função da temperatura reduzida

T , do campo magnético externo reduzido h e Ω. A estabilidade da solução será analisada

através do cálculo do expoente de Lyapunov (veja Apêndice C). O expoente de Lyapu-

nov funciona como um indicador da transição de fase dinâmica que está associado com

a simetria das soluções da equação de movimento. As soluções desta equação, Eq.(2.37),

são funções periódicas, elas podem satisfazer ou não a propriedade m(ξ + π) = −m(ξ).

A solução que satisfaz esta propriedade é chamada simétria e a que não satisfaz anti-

simétrica. Denotamos por λs e λa os expoentes de Lyapunov associados as soluções

simétricas e anti-simétricas, respectivamente. Se λs e λa crescem para zero continuamente

a temperatura reduzida tende para a temperatura da transição de fase, a temperatura

onde λs = λa = 0 é a temperatura da transição de fase de segunda ordem Tc. Por outro

lado, se um deles (λa ou λs) crescer para zero descontinuamente e outro crescer para

zero continuamente à medida que a temperatura reduzida se aproxima da temperatura

de transição de fase, a temperatura em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um

dos λ e outro λ = 0, é a temperatura de transição de fase de primeira ordem T ∗
c . Como

mencionado anteriomente, Tânia Tomé e Mário de Oliveira [49] encontraram diagramas

de fase dinâmica para Ω/2π = 0.1 e Ω/2π = 1, que apresentam caracteŕısticas seme-

nhantes. O sistema apresenta as regiões ferromagnética F , paramagnética P e a região

de coexistência entre essas fases P + F e o ponto tricŕıtico, veja a Figura 2.7. A baixa

temperatura reduzida, o sistema apresenta a região mista que faz fronteiras com a região

ferromagnética e paramagnética. Para grandes valores de T , existem apenas as regiões F
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e P . O ponto tricŕıtico, onde as duas linhas de fronteira mesclam, existe para todo valor

de Ω.

2.4.2 Aproximação de campo efetivo

Na aproximação de campo efetivo, efeitos de correlações são levados em consideração,

possibilitando análises mais precisas. Num ńıvel superior a aproximação de campo médio,

Shi e colaboradores [65] desenvolveram a técnica do operador diferencial na aproximação

de campo efetivo, aplicada inicialmente para descrever modelos de spins no equiĺıbrio.

Para solucionar esse problema, Eq.(2.36), usaremos uma técnica desenvolvida há quarenta

anos atrás por Honmura e Kaneyoshi [66], que tem sido muito aplicada em modelos

estat́ısticos no regime estático denominado de técnica do operador diferencial. A idéia é

simples e tem como ponto de partida o uso da seguinte identidade

exp(αDx)f(x) = f(x + α), (2.38)

onde Dx = ∂
∂x

é o operador diferencial em relação a variável x e f(x) uma função anaĺıtica.

Seja a função F (x) = tanh (x + βH), usando a identidade da técnica do operador dife-

rencial, mostra-se

eαDxF (x)|x=0 = tanh (α + βH) (2.39)

onde podemos assumir que α = K
∑

δ

σi+δ. Com este resultado, a Eq(2.36) poderá ser

reescrita na forma

τ
d

dt
m(t) = −m(t) +

z∏
δ

〈
eKDxσi+δ

〉
F (x)|x=0. (2.40)

Utilizando a identidade da cinemática dos spins (Van der Waerdan) eλσi+δ = cosh(λ) +

σi+δsinh(λ) (σi ± 1), a Eq.(2.40) ficará escrita na forma

τ
d

dt
m(t) = −m(t) +

z∏
δ

〈(cosh(KDx) + σi+δsinh(KDx)〉F (x)|x=0 (2.41)

Esta expressão, Eq.(2.41), é exata, e de dif́ıcil manipulação matemática, pois envolve

funções de correlação que não conhecemos a priori. Para contornar este obstáculo aplica-se

a aproximação de Zernike, isto é, 〈σiσj...σl〉 ' 〈σi〉〈σj〉...〈σl〉(i 6= j 6= ... 6= l), de modo que

a expressão para a evolução temporal da magnetização ficará escrita na seguinte forma

aproximada (EFT - effective field theory)

τ
d

dt
m(t) = −m(t) + [cosh(KDx) + msinh(KDx)]

z F (x)|x=0 (2.42)
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onde m = 〈σi+δ〉 e z é o número de coordenação. Vale a pena mencionar, que nesta

aproximação de campo efetivo, os resultados quantitativos são superiores aos obtidos por

MFA, uma vez que as auto-correlações (i.e.,〈σ2
i 〉 = 1) foram tratadas de forma exata

quando usamos a identidade de spin de Van Der Waerdan, já o campo médio trata esta

auto-correlação de forma aproximada (i.e.,〈σ2
i 〉 ≈ m2), que é refletida na troca da média

da tangente hiperbólica pela tangente hiperbólica da média.

Para uma rede cúbica simples (z = 6), expandindo a Eq.(2.42) e fazendo algumas

manipulações algébricas, usando a propriedade da Eq.(2.39), obtemos

Ω
dm(t)

dξ
= −m(t) + A1(T, h)m + A3(T, h)m3 + A5(T, h)m5 (2.43)

onde ξ = ωt, T = (βJ)−1 , h = H0/J , Ω = ωτ , F (x) = tanh(x + hsinξ) e Ap(T, h) =

6!
p!(6−p)!

cosh6−p(KDx)sinhp(KDx)F (x)|x=0 funções que podem ser facilmente calculadas

empregando a relação exp(αDx)g(x) = g(x + α).

Expandindo a Eq.(2.37) numa série de potências da magnetização m, obtemos uma

expressão semelhante ao resultado da Eq.(2.43), sendo que agora temos uma série infinita

na MFA. O procedimento numérico para resolver a Eq.(2.43) é semelhante ao usado para

resolver a equação diferencial de campo médio Eq.(2.37). Por meio onde através do cálculo

do expoente de Lyapunov podemos estudar a transição de fase dinâmica no plano T −H0.

Os resultados são semelhantes aos obtidos usando-se MFA, por isto omitimos apresentar

estes resultados.

Todas as ferramentas matemática e numérica usadas no modelo de Ising cinético, isto

é, método de Runge-Kutta, cálculo do expoente de Lyapunov, MFA, e EFT, serão também

usadas para estudar a dinâmica de três modelos nos próximos caṕıtulos.

2.5 Conclusões

Estudamos a transição de fase dinâmica do modelo de Ising de spin-1/2 na presença

de um campo oscilante, onde usamos a dinâmica de Glauber para descrever a evolução

temporal da magnetização. O expoente de Lyapunov foi numericamente obtido a fim de

analizar a estabilidade do sistema. Uma expressão exata foi derivada na forma de equação

diferencial para a magnetização, onde funções de correlações acopladas estão presentes.

Desejando obter a evolução temporal para m(t) desacoplamos estas funções de correlações

através de duas aproximações: no caso da aproximação de campo médio (MFA) todas as
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correlações foram desacopladas, inclusive as auto-correlações (i.e., 〈σ2
i 〉 ≈ m2), enquanto

na teoria de campo efetivo (EFT) as auto-correlações são tratadas exatamenta através do

uso da identidade de spin de Van der Waerdan, mas as correlações entre diferentes spins

foram também desacopladas 〈σiσj...σl〉 ≈ 〈σi〉〈σj〉...〈σl〉 (i 6= j 6= ... 6= l). Dependendo

dos valores da temperatura e da amplitude do campo magnético, dada a condição inicial,

o sistema pode evoluir para o valor médio da magnetização nulo (estado paramagnético),

valor diferente de zero (estado ferromagnético) ou para um estado misto P + F que é

caracterizado pela coexistência dos dois estados. Este estado misto aparece por causa da

aproximação usada, pois, recentemente, Devirem e Albayrak [68] utilizaram a aproximação

de Bethe-Peierls e mostraram que apenas os estados F e P estão presentes, inexistindo

assim esta fase mista. Um tratamento mais elaborado pode ser usado na técnica do

operador diferencial para desacoplar as funções de correlações, levando em consideração

algumas flutuações.
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Caṕıtulo 3

Dinâmica e estática do modelo de

Ising com campo aleatório

3.1 Introdução

O interesse por modelos cinéticos tem sido bastante intenso na f́ısica estat́ıstica e f́ısica

da matéria condensada. Isso porque a maioria dos fenômenos f́ısicos na natureza apre-

sentam comportamentos fora do equiĺıbrio. Neste Caṕıtulo, estudaremos a transição de

fase e o comportamento do parâmetro de ordem (dinâmico e estático) de um sistema

ferromagnético representado pelo modelo de Ising com campo aleatório. Usaremos uma

distribuição de probabilidade bimodal para o campo aleatório e o comportamento do

sistema será descrito pela dinâmica de Glauber

O modelo de Ising com campo aleatório (RFIM) tem sido bastante estudado nos

últimos 30 anos. Entretanto, uma série de resultados teóricos e numéricos não foram

esclarecidos até o momento. Entre estes estão a existência ou não de um ponto tricŕıtico

no diagrama de fases, a influência da distribuição de probabilidade no comportamento

da transição de fase, etc. O modelo representa um sistema ferromagnético com N spins.

Seus estados microscópicos do sistema serão representados por σ = (σ1, σ2, ..., σN), sendo

σi uma variável de spin no śıtio i, que pode assumir valores ±1. O modelo corresponde ao

termo de Ising com um campo externo aplicado em cada śıtio, que é descrito pelo seguinte

Hamiltoniano:

H = −J
∑
<i,j>

σiσj −
∑

i

Hiσi (3.1)

onde J > 0 é a constante de troca ferromagnética, < i, j > denota interação entre pri-
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meiros vizinhos e Hi é um campo aleatório cujos valores em diferentes śıtios são descor-

relacionados e são escolhidos de acordo com uma distribuição P(Hi), simétrica em torno

de Hi = 0 e tal que 〈Hi〉c = 0. Aqui 〈...〉c representa a média configuracional sobre a

desordem. No estudo deste modelo ao longo do tempo, foram empregados vários tipos de

distribuição de probabilidade (Por exemplo: gaussiana, bimodal,etc.)

Figura 3.1: Diagrama de fase no plano T −H do RFIM, obtido por Aharony [76] usando

aproximação de campo médio. O c representa o número de coordenação.

O RFIM foi inicialmente introduzido na literatura por Imry e Ma [75]. Desde então as

propriedades da transição de fase de equiĺıbrio foram estudadas usando diferentes métodos

[76]-[93], mas a transição de fase dinâmica, ou de não equiĺıbrio, deste modelo não foi muito

explorada. O efeito do campo aleatório induz frustração no sistema, pois existe competição

entre as interações de troca que tendem a alinhar os spins ferromagneticamente, e os

campos aleatórios, que tendem a direcionar os spins na mesma direção do campo local,

caso efeito na realidade é introduzir desordem no sistema.

Do ponto de vista teórico, e a ńıvel de campo médio, é bem conhecido que diferentes

distribuições de probabilidades para os campos aleatórios produzem distintos diagramas

de fases. Usando uma distribuição bimodal, que corresponde a soma de suas funções

deltas de Dirac (mesmos pesos 1/2) localizadas em campos simétricos (±H), o diagrama

de fase no plano T − H exibe transições de segunda ordem, na região de baixos valores

de campo (H < Ht, Ht é o valor do campo no ponto tricŕıtico -PTC), e de primeira

ordem na região de altos valores de campo (H > Ht). Separando estas duas linhas de

transições de fases existe um PTC [76] (ver Figura 3.1). Quando usamos uma distribuição
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gaussiana, centrada em H = 0, apenas transições cont́ınuas são obtidas no diagrama de

fase [77]. Tem-se argumentado que quando uma distribuição simétrica anaĺıtica para os

campos apresenta um mı́nimo em campo nulo, espera-se um PTC.

No caso do RFIM com interação de curto-alcance, a existência do PTC não está ainda

completamente elucidada. Originalmente, o primeiro estudo de expansão em séries de

altas temperaturas [78] que tratou o RFIM numa rede cúbica simples, com distribuição

gaussiana, encontrou a existência de uma transição de fase de primeira ordem na região

de baixas temperaturas. Outro estudo de expansão em séries [79] indicou transição de

fase cont́ınua na região de baixos valores do campo. Portanto, numa especulação usando

expansão em série espera-se um PTC no diagrama de fase, mas a limitação do método

limita-se apenas a estudar a transição de fase nas regiões de altas e baixas temperatu-

ras. Estudos mais elaborados de expansão em séries [80] têm indicado a existência de

PTC para cada tipo de distribuição de probabilidade dos campos. As coordenadas do

PTCs encontradas foram: (
Ht

zJ
≡ ht = 0.28 ± 0.01,

kBTt

zJ
≡ τt = 0.49 ± 0.03) para a

bimodal e (σt = 0.36 ± 0.01, τt = 0.36 ± 0.04) para a distribuição gaussiana de largura

σ numa rede cúbica simples (z=6). Na aproximação de campo médio [76], o PTC existe

apenas com o uso da distribuição bimodal, que é localizado no diagrama de fase em

(ht =
2

3
tanh−1(

1√
3
) ' 0.439, τt = 2

3
). Simulação Monte Carlo numa rede cúbica sim-

ples [81], usando distribuição gaussiana, não levou a uma conclusão definida a respeito

da natureza da transição de fase do RFIM. Porém, algumas realizações de aleatoriedade

dos campos, através do histograma da magnetização, geraram as vezes dois picos carac-

terizando uma transição de fase cont́ınua, enquanto outras valores geraram três picos,

implicando uma transição de primeira ordem. Em T = 0, Middleton e Fisher [82] usando

distribuição similar sugeriram uma transição de primeira ordem com pequeno expoente

cŕıtico β = 0.017(5). Fytas e colaboradores [83], usando o esquema entrópico de Wang-

Landau e Lee no RFIM com distribuição bimodal, numa rede cúbica simples. Fixando
H

J
= 2.0 e

H

J
= 2.25, eles aplicaram o método da barreira de energia de Lee-Kosterlitz

e conclúıram que seus resultados indicam uma transição de fase cont́ınua. Numa análise

mais detalhada da simulação, Hernández e colaboradores [84] encontraram um crossover

entre transições de primeira e segunda ordem em temperatura e campo finitos para a

distribuição, indicando, assim, a existência de um PTC.

Fishman e Aharony [85] mostraram que o modelo de Ising antiferromagnético com
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interação de troca aleatória e na presença de um campo uniforme H é equivalente ao

RFIM com o valor do campo aleatório linearmente proporcional a magnetização indu-

zida. Outro resultado também interessante, encontrado por Galam [86], via campo médio

(MFA), foi que o modelo de Ising antiferromagnético, em um campo uniforme com diluição

por śıtio ou ligação na interação de troca, tem o mesmo comportamento multicŕıtico do

RFIM com distribuição bimodal. Galam e Aharony[94] , numa série de investigações,

apresentaram uma análise detalhada, via MFA e grupo de renormalização (GR), de um

sistema constitúıdo de spins clássicos com n-componentes (escolheram n = 3), numa rede

d- dimensional, de um ferromagneto uniaxialmente anisotropia na presença de um campo

aleatório com distribuição simétrica bimodal sem e com um campo magnético uniforme. A

anisotrópia uniaxial e os campos foram escolhidas ao longo do eixo de fácil magnetização,

onde a interação de troca tem a forma J (2) = aJ com J (1) = J (3) = J e o parâmetro

de anisotropia a ∈ [0, 1]. Dependendo do valor da anisotropia, uma variedade de fases

(longitudinal, transversal e paramagnética), pontos multicŕıticos (bicŕıtico, cŕıtico termi-

nal, tricŕıtico) e interseções destes pontos estão presentes no diagrama de fases. Baseado

nesta investigação prelimminar, Galam [95] propôs um modelo (campo aleatório dilúıdo) a

fim de reproduzir alguns dos diagramas de fases experimentais dos compostos magnéticos

X(CN)xY1−x (X = k, Na, Rb, metal alcalino e Y = Br, Cl, I, halogênio esférico). A

transição ferroelástica do cristal puro XCN desaparece para um certo valor cŕıtico de con-

centração xc e seu valor numérico depende dos elementos X e Y usados. O modelo teórico

usado foi o RFIM com diluição e uma distribuição de probabilidade trimodal do campo

aleatório 1. Usando MFA, Galam conseguiu predizer transições de primeira e segunda

ordem com a interferência do PTC com respeito a concentração. Os campos aleatórios

foram necessários por que existi evidência experimental de que abaixo de xc a orientação

do cristal desaparece, e estes campos foram usados para fixar esta orientação. O valor

da concentração (p) da distribuição trimodal bem como a concentração cŕıtica xc foram

expressos em termos de quantidades microscópicas.

Recentemente, a distribuição bimodal assimétrica para os campos aleatórios tem sido

1No estudo da transição de fase do RFIM diversos tipos de distribuição de probabilidades têm sido

usadas. Uma generalização consiste na distribuição trimodal dada por

P (Hi) = p[δ(Hi −H) + δ(Hi + H)] + qδ(Hi),

onde p + q = 1.
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estudada em detalhe [96]. Ela possui a forma

P (Hi) = pδ(Hi −H) + (1− p)δ(Hi + H) (3.2)

onde p é a fração de śıtios na rede que tem um campo magnético H, enquanto o resto dos

śıtios da rede tem um campo −H. A distribuição bimodal simétrica usual corresponde

ao caso particular p = 1/2, que na aproximação de campo médio apresenta um PTC no

diagrama de fases.

No caso assimétrico, p 6= 1/2, Hadjiagapiou [96] mostrou que para pequenos e grandes

valores de p, p < p1c e p > p2c (onde p1c = 13−
√

13
26

e p2c = 13+
√

13
26

), respectivamente, apenas

transições de fases cont́ınuas são observadas. Em contraste, para p1c ≤ p ≤ p2c existe um

PTC e, consequentemente, transições de primeira e segunda ordem. Comportamento

reentrante também foi observado para certos valores de p e H, bem como um perfil de

magnetização complexa com respeito ao campo aleatório H. A distribuição trimodal do

campo aleatório também foi investigado por Hadjiagapiou [97], e uma outra generalização

é usar a distribuição bimodal assimétrica com campos diferentes, ou seja,

P (Hi) = pδ(Hi −H) + (1− q)δ(Hi + λH), (3.3)

onde λ ∈ [0, 1] é o razão entre os dois campos nas direções opostas. No caso λ < 0 os dois

campos estarão atuando na mesma direção e não haverá competição, consequentemente,

não ocorrerá transição de fase uma vez que teremos um ferromagneto na presença de um

campo magnético [98].

Outra escolha para a distribuição de probabilidade dos campos aleatórios é a dupla

gaussiana [99], dada por

P (Hi) =
1

2

1√
2πσ2

{
exp

[
−(Hi −H)2

2σ2

]
+ exp

[
−(Hi + H)2

2σ2

]}
, (3.4)

onde no limite σ → 0, a Eq.(3.4) reduz-se a distribuição bimodal simétrica. O diagrama

de fases no plano T −H apresenta diversos pontos multicŕıticos dependendo do valor das

larguras σ das gaussianas .

Por outro lado, outro aspecto intrigante no estudo do RFIM está relacionado com a

dimensionalidade cŕıtica inferior dl. Acima dela (d > dl) o modelo apresenta ordem de

longo-alcance em baixas temperaturas (T < Tc(H)). Um argumento heuŕıstico introdu-

zido por Imry e Ma [75], sugere que dl = 2. Para campos aleatórios suficientemente fortes

(i. e., |Hi| � J), o spin em cada śıtio apontará na direção do campo neste śıtio, de modo

48



que não será posśıvel nenhum alinhamento ferromagnético em qualquer dimensão d. En-

tretanto, para os campos aleatórios pequenos (i. e., |Hi| � J), espera-se a ocorrência de

uma fase ordenada de baixa temperatura acima da dimensão cŕıtica dl = 2. O argumento

usado por Imry e Ma foi o seguinte: Considere um domı́nio de spins de tamanho L tal

que a magnetização (spins para baixo) é oposta àquela da amostra (spins para cima), na

presença de campos pequenos e em T = 0. O custo de energia na troca da parede de

domı́nio é proporcional a área da parede, isto é, ∆E ∼ JLd−1, enquanto que o ganho

na energia do campo para que os spins vençam as tendências dos campos e apontem na

direção oposta é resultante das flutuações estat́ısticas, sendo proporcional a raiz quadrada

do número total de śıtios no domı́nio, isto é, ∆EH ∼ H(Ld)1/2. A troca de energia total

é então

∆ET ∼ JLd−1 −HLd/2. (3.5)

Para d > 2, ∆ET > 0 para L grande, e o estado fundamental ferromagnético é estável,

impedindo a formação de grandes domı́nios. Quando d < 2, ∆EH domina e o estado

fundamental ferromagnético é instável, permitindo que o sistema se divida em domı́nios,

de tal modo que ordens de longo alcance sejam destrúıdas. Desta forma, especulou-se que

dl = 2. Note, entretanto, que este argumento não se aplica para d = 2.

No caso da dimensionalidade cŕıtica superior dc, teremos a mesma classe de universa-

lidade do campo médio se d ≥ dc . Cálculos perturbativos [100] encontram dc = 6 para

o RFIM, de modo que numa expansão em ε = 6 − d sugere que os expoentes cŕıticos

do problema de campo aleatório em d-dimensões são idênticas àquelas do sistema puro

em d − 2 dimensões. Sendo a dimensionalidade cŕıtica inferior do modelo de Ising puro

dl = 1, então a dimensão cŕıtica do RFIM seria dl = 3, caso a expansão valha até ai. Exis-

tem, entretanto, cálculos fenomenológicos rigorosos [101]que demonstram a ocorrência de

transição de fase em d = 3. Por outro lado, Frontera e Vives [102] mostraram que o

RFIM em duas dimensões com distribuição de probabilidade gaussiana para os campos

aleatórios exibe ordem em T = 0. Recentemente, o RFIM em duas dimensões tem sido

estudado por diversas técnicas e os autores encontraraam a existência de uma transição

de fase para as redes honeycomb (z=3) e quadrada (z=4).

Borges e Silva [87] estudaram o RFIM usando EFT e mostraram que não existe PTC

no diagrama de fase deste modelo na redes 2d (z = 3, 4). Mielnicki [103] estudou o

RFIM numa rede quadrada, com distribuição de probabilidade gaussiana, e mostrou que
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o sistema apresenta PTC e comportamento reetrante. Albuquerque e colaboradores [88]

estudaram o RFIM numa rede honeycomb usando EFT no aglomerado com N=3 spins e

mostraram que não existe PTC e que a a temperatura cŕıtica Tc(H) decresce mononica-

mente com o aumento da intensidade do campo (variância da distribuição), apresentando

um comportamento reetrante ao redor do campo Hc

J
= 1.0. Usando uma aproximação

mais elaborada, Yuksel e colaboradores [103] verificaram a existência de PTC e compor-

tamento reentrante no RFIM na rede honeycomb. Este resultado controverso da existência

ou não de PTC no RFIM em redes 2d é um problema em aberto que deve ser elucidado

por outras metodologias.

A formulação atual do modelo baseado em campos locais atuando nos śıtios da rede

com intensidades aleatórias descritas por uma distribuição de probabilidade, foi intro-

duzido pela primeira vez por Larkin [104] para supercondutores e depois generalizado

por Imry e Ma [75] para sistemas magnéticos. Protótipos de realizações experimentais

do RFIM são compostos antiferromagnéticos dilúıdos, tais como, FexZn1−xF2 [105, 106],

Rb2CoxMg1−xF4 [107], CoxZn1−xF2 [108] e FexMg1−xCl2 [109], na presença de um campo

magnético uniforme. Em particular, o composto de FexMg1−xCl2 apresenta um comporta-

mento tipo vidro de spin para baixas concentrações x < 0.55 e é considerado um RFIM no

regime de altas concentrações magnéticas. No regime RFIM este composto apresenta um

comportamento curioso: apresenta uma transição de primeira ordem que se transforma

em uma transição cont́ınua quando mudamos a intensidade do campo [110]. Porém, a

comparação entre resultados teóricos e experimentais têm sido inconclusiva por causa da

dificuldade de equilibrar o sistema experimental, por isto a motivação de estudar este

modelo fora do equiĺıbrio.

O estudo de modelos fora do equiĺıbrio, como o caso do Hamiltoniano (RFIM) (3.1)

revela muitos fenômenos interessantes, com uma rica variedade de transições de fases e

fenômenos cŕıticos. O conhecido resultado discutido [42] revela que o comportamento

cŕıtico não é universal, mas geralmente depende aparentemente dos detalhes irrevelantes

na dinâmica, semelhante a difusão de impurezas, isto é, as propriedades da distribuição

das variáveis aleatórias e a taxa de transição escolhida. Desta maneira, modelos fora do

equiĺıbrio podem ser relevantes na descrição teórica dos materiais magnéticos.

Anos atrás Paula e Figueiredo [113] estudaram o RFIM fora do equiĺıbrio, onde para

descrever teoricamente as propriedades fora do equiĺıbrio utilizaram a dinâmica d Glauber.
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Aplicando a aproximação de campo médio, o diagrama de fase no plano T −H foi obtido

e comparado com a solução de campo médio [76]. Eles mostraram que a linha de primeira

ordem, obtida usando a dinâmica (solução estacionária) e o equiĺıbrio são diferentes. No

estado fundamental (T = 0) foram encontrados Hc

J
= 6.0 e Hc

J
= 3.0 usando a dinâmica e

a estática, respectivamente. Existe alguma controvérsia com relação a transição de fase

em baixas temperaturas, mas simulação de Monte Carlo recente [111] numa rede cúbica

simples de tamanho L = 60, sugeriu a ocorrência de uma transição de primeira ordem,

com um ponto tricŕıtico no diagrama de fase. Em T = 0 obteve-se o valor Hc

J
' 4.0.

Estes diferentes valores de Hc em comparação aos resultados de Monte Carlo podem

ser atribúıdos a aproximação de campo médio. Levando em consideração correlações,

Costabile e de Sousa [112] desenvolveram a técnica do operador diferencial na aproximação

de campo efetivo (EFT) e mostraram que as linhas de primeira ordem diferem usando a

dinâmica (Glauber) e estática, e que ambas terminam em T = 0 no ponto Hc

J
= 4.0. Na

próxima seção desenvolveremos os cálculos da MFA e EFT no modelo de RFIM dinâmico.

3.2 Modelo de Ising estático com campo aleatório

3.2.1 Solução na aproximação de campo médio

Uma forma “elegante” de solucionar o modelo na aproximação de campo médio, é

fornecida pelo prinćıpio variacional baseado na desigualdade de Peierls-Bogoliubov que

se apóia em argumentos de convexidade. Para qualquer sistema clássico ou quântico,

podemos escrever a seguinte desigualdade:

G(H) 6 G0(H0) + 〈H −H0〉 (3.6)

onde G(H) e G0(H0) são energias livres associadas a dois sistemas definidos pelos Ha-

miltonianos H e H0, respectivamente. A média térmica deve ser tomada em relação a

uma distribuição canônica associada ao Hamiltoniano H0. Neste caso, devido o modelo

apresentar uma aleatóriedade no campo, tem-se que a desigualdade de Peierls-Bogoliubov

é escrita como G(H) 6 〈G0(H0)〉c + 〈〈H −H0〉〉c. Escolhemos um Hamiltoniano de ten-

tativa não-interagente na forma

H0 = −η

N∑
i=1

σi +
N∑

i=1

σiHi (3.7)
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onde η é um parâmetro variacional a determinar.

A função de partição e a energia livre para o hamiltoniano H0, respectivamente, são

dados por

Z0 = tre−βH0 =
N∏

i=1

2cosh [β(η + Hi)] (3.8)

e

G(H0) = − 1

β
ln(Z0) = − 1

β

N∑
i=1

ln [2cosh [β(η + Hi)]] . (3.9)

Usando a definição de média configuracional e o fato que as variáveis aleatórias são inde-

pendentes entre si, encontramos

〈G(H0)〉c = −N

2β
{ln [2cosh [β(η + H)]] + ln [2cosh [β(η −H)]]} . (3.10)

O segundo termo da desigualdade, a média da diferença de energia, é dado por

〈〈H −H0〉〉c = −J
N∑

<i,j>

〈〈σiσj〉〉c + η
N∑
i

〈〈σi〉〉c (3.11)

Na teoria de campo médio, consideramos que 〈σiσj〉 ' 〈σi〉 〈σj〉 e 〈σ2
i 〉 ' 〈σi〉2. Portanto,

temos que

〈〈H −H0〉〉c = −J
zm2N

2
+ ηNm (3.12)

onde m ≡ 〈〈σi〉〉c. De posse desses resultados, a energia livre do sistema pode ser escrita

como

G(H) = −N

2β
{ln [2cosh [β (η + H)]] + ln [2cosh [β (η −H)]]} − JNzm2

2
+ ηmN (3.13)

No mı́nimo de energia, isto é, ∂G
∂m

= 0 e ∂G
∂η

= 0, obtemos, respectivamente,

η = Jzm (3.14)

e

m =
1

2

{
tanh

[
1

T
(zm + h)

]
+ tanh

[
1

T
(zm− h)

]}
. (3.15)

onde T−1 = βJ e h = H/J . Esta Eq.(3.15) representa o parâmetro de ordem, a magne-

tização, para o sistema ferromagnético. A energia livre por particula pode ser reescrita

na forma

G(m, T )/J = −T

2

{
ln

[
2cosh

[
1

T
(zm + h)

]]
+ ln

[
2cosh

[
1

T
(zm− h)

]]}
+

zm2

2
.

(3.16)
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Resolvendo numericamente as Eqs.(3.15) e (3.16) pelo método de Newton-Raphson,

encontra-se o diagrama de fase do sistema no equiĺıbrio termodinâmico, que é garantido

pela construção de Maxwell, igualando-se as energias livres nas fases desordenada P (m =

0) e ordenada F(m 6= 0) (ver Figura 3.5).

3.2.2 Solução na aproximação de campo Efetivo

Nesta seção vamos considerar o modelo de Ising com campo aleatório, representado

pelo Hamiltoniano (3.1) sujeito a distribuição bimodal dada por

P(Hi) =
1

2
δ(Hi −H) +

1

2
δ(Hi + H) (3.17)

onde H é a magnetude do campo aleatório.

O ponto de partida para o desenvolvimento da teoria de campo efetivo, consiste no

uso da seguinte identidade:

〈O{N}〉 = 〈
Tr{N}O({N})e−βHN

Tr{N}e−βHN
〉 (3.18)

onde Tr{N} corresponde ao traço parcial realizado numa base composta de N spins (aglo-

merado), que é descrito pelo Hamiltoniano HN neste aglomerado finito e O{N} é um

observável contendo variáveis de spin deste aglomerado.

Para um aglomerado com um spin central σi, o Hamiltoniano Eq.(3.1) pode ser escrito

da seguinte forma

Hi = −Jσi

z∑
δ

σi+δ − σiHi (3.19)

onde z é o número de coordenação. O valor médio da variável de spin σi é

mi =

〈∑
σi

σie
βHi∑

σi
eβHi

〉
=

〈
tanh

[
β

(
J

z∑
δ

σi+δ + Hi

)]〉
. (3.20)

onde mi = 〈σi〉. O modelo é caracterizado por ter um campo aleatório com uma distri-

buição de probabilidade bimodal. Considera-se que o parâmetro de ordem deste sistema

ferromagnético, a magnetização, seja uma média configuracional do valor esperado da

variável de spin mi. A média configuracional em um śıtio k é definido por

〈〈σk〉〉c =

∫ ∞

−∞
〈σk〉P(Hk)dHk. (3.21)

Usando a distribuição de probabilidade bimodal para o campo Hi, Eq.(3.17), e a média

da variável de spin em um śıtio i , Eq.(3.20). Tomando a média configuracional para mi,
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obtemos

m =

〈
1

2
{tanh [β (a + H)] + tanh [β (a−H)]}

〉
(3.22)

onde m = 〈〈σi〉〉c e a = J
∑z

δ σi+δ. A Eq.(3.22) representa o parâmetro de ordem para

o sistema ferromagnético. No lado direito desta expressão temos uma média estat́ıstica

das variáveis de spins vizinhas da variável de spin central presentes no argumento das

funções hiperbólicas. Esta expressão é exata, no entanto de dif́ıcil manipulação, devido

a inclusão de funções de correlações não conhecidas. Uma alternativa a essa dificuldade

são os métodos aproximados.

A aproximação de campo efetivo é a segunda alternativa utilizada visando superar a

dificuldade imposta pelas funções de correlações, na solução da Eq.(3.11), possibilitando

análises mais precisas.

Usaremos a técnica do operador diferencialdesenvolvida há quarenta anos atrás por

Honmura e Kaneyoshi [66], que tem sido muito aplicada em modelos estat́ısticos no regime

estático. A idéia é simples e tem como ponto de partida o uso da seguinte identidade:

exp(αDx)f(x) = f(x + α), (3.23)

onde Dx = ∂
∂x

é o operador diferencial em relação a variável x e f(x) uma função anaĺıtica.

Seja a função F (x) =
1

2
[tanh (x + βH) + tanh (x− βH)] e usando a identidade dada pela

Eq(3.23) mostramos

eαDxF (x)|x=0 =
1

2
[tanh (α + βH) + tanh (α− βH)] (3.24)

onde α = K
∑

δ

σi+δ. Com este resultado, a Eq(3.22) poderá ser reescrita na forma

m =

〈
e

K
∑

δ

σi+δDx

F (x)|x=0

〉
=

z∏
δ

〈
eλσi+δ

〉
F (x)|x=0, (3.25)

onde λ = KDx. Utilizando a identidade da cinemática dos spins-1/2 (Van de Waerdan),

i. e., eλσi+δ = cosh(λ) + σi+δsinh(λ), obtemos a expressão para a magnetização,

m =
z∏
δ

〈(cosh(λ) + σi+δsinh(λ)〉F (x)|x=0 (3.26)

Esta expressão, Eq.(3.26), é exata, mas de dif́ıcil manipulação matemática, pois en-

volve no lado direito funções de correlações que não conhecemos. Para contornar este

obstáculo aplica-se a aproximação de Zernike, isto é, 〈σiσj...σl〉 ' 〈σi〉〈σj〉...〈σl〉(i 6= j 6=
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... 6= l), de modo que a magnetização ficará aproximada na teoria de campo efetivo (EFT)

por

m = [cosh(λ) + msinh(λ)]z F (x)|x=0 (3.27)

onde m = 〈σi+δ〉c. Consequentemente, a equação para a magnetização via teoria de campo

efetivo é obtida. Para uma rede cúbica simples (z = 6), expandindo Eq.(3.27) e fazendo

algumas manipulações algébricas encontramos a equação de estado

m = A1(T, h)m + A3(T, h)m3 + A5(T, h)m5 (3.28)

sendo Ap(T, h) = 6!
p!(6−p)!

cosh6−p(KDx)sinhp(KDx)F (x)|x=0 funções que podem ser facil-

mente calculadas empregando a relação exp(αDx)g(x) = g(x + α).

Na teoria de campo efetivo, ainda não se tem uma definição para obter a expressão

para energia livre. Essa seria a razão de não termos uma análise mais interessante no

estudos dos modelos de spins. Nesta dissertação, usaremos um funcional para a energia

livre Ψ(m), de tal forma que no mı́nimo de energia
dΨ

dm
= 0, seja obtida a equação de

estado para o sistema ferromagnético. Portanto, com o aux́ılio de Eq.(3.28) obtem-se o

funcional para a energia livre, após integração [87]

Ψ(m, T, h) = λ1(T, h) + λ2(T, h)

[
(A1 − 1)

m2

2
+ A3

m4

4
+ A5

m6

6

]
(3.29)

onde λ1,2(T, h) são funções arbitrárias irrevelantes na análise da transição de fase.

A fim de encontrar o diagrama de fases no plano T−H, em especial a linha de primeira

ordem (descontinuidade na magnetização), usaremos a Eq.(3.29) para a contrução de

Maxwell.

3.3 Modelo de Ising cinético com campo aleatório

As discussões das seções anteriores sempre se referiram a situações de equiĺıbrio ma-

croscópico, descritas pelo formalismo do ensemble de Boltzmann-Gibbs. Nesta seção va-

mos retomar o problema, considerando a evolução temporal do sistema fora do equiĺıbrio.

As generalizações do modelo de Ising, a pŕıncipio, não tem nenhuma dinâmica, pois os

spins são escalares que não se sujeitam as regras quânticas de comutação. Conhecendo a

natureza estocástica desses sistemas, é interessante escrever de sáıda uma equação mes-

tra, justificada em termos probabiĺısticos, para a evolução temporal da probabilidade de
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encontrar o sistema num determinado estado microscópico num dado instante de tempo t.

No caso em que a evolução temporal não depende de toda a história anterior do sistema,

processos markovianos, a equação mestra admite uma forma mais simples, que depende

das probabilidades de transições entre estados microscópicos sucessivos, porém dif́ıcieis

de serem obtidas. No entanto, pode-se construir uma equação mestra postulando formas

plauśıveis para as probabilidades de transição, garantindo que o sistema transite para o

estado de equiĺıbrio no decorrer do tempo.

Neste dissertação, considera-se que o sistema evolui de acordo com a dinâmica es-

tocástica de Glauber numa taxa de 1/τ transições por unidade de tempo. Seja P (σ, t)

a probabilidade de o sistema estar em um estado microscópico σ, em um determinado

tempo t. Se o sistema está em contato com um reservatório de calor a uma temperatura

absoluta, a dependência temporal da função probabilidade que descreve a interação entre

os spins e o banho térmico é governada pela seguinte equação mestra,

dP (σ, t)

dt
=
∑
σ′

[P (σ′, t)ω(σ′, σ)− P (σ, t)ω(σ, σ′)] (3.30)

onde ω(σ′, σ) é a probabilidade de transição, por unidade de tempo, do estado σ′ =

(σ′1, σ
′
2, ..., σ

′
N) mudar para o estado σ = (σ1, σ2, ..., σN). A expressão expĺıcita para a

probabilidade de transição ω(σ′, σ) é obtida afim de satisfazer a equação do balanço

detalhado, válida para tempos suficientemente grandes. Desta maneira, Glauber propôs

ω(σ, σ′) =
1

τ

exp[−β∆H(σ, σ′)]∑
σ′

exp[−β∆H(σ, σ′)]
(3.31)

onde β = 1/kBT , kB é constante de Boltzmann,
∑
σ′

é a soma sobre os dois valores

posśıveis da variável de spin σi = ±1 e ∆H(σ, σ′) dá a mudança na energia do sistema

quando os spins σi evoluem, o qual pode ser encontrado manipulando-se a Eq.(3.1),

∆H(σ, σ′) = −J(σ′i − σi)
z∑
δ

σi+δ + Hi(σ
′
i − σi), (3.32)

onde z é o numero de coordenação. Substituindo os valores posśıveis σi na probabilidade

de transição, obtem-se ω(−1, +1) = ω(+1, +1) = 1
τ

1
1+e−2βa

ω(−1,−1) = ω(+1,−1) = 1
τ

e−2βa

1+e−2βa

(3.33)
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onde a = J
z∑
δ

σi+δ +Hi. Observando-se a Eq(3.33), conclui-se que ω(σi, σ
′
i) não depende

dos valores σi, podendo ser reescrita como ω(σi, σ
′
i) = ω(σ′i) e a equação mestra se torna

dP (σ1, σ2, ..., σN , t)

dt
=
∑
σ′

[P (σ′1, σ
′
2, ..., σ

′
N , t)ω(σi)− P (σ1, σ2, ..., σN , t)ω(σ′i)] (3.34)

Desde que a soma das probabilidades seja normalizada e igual a um, e da média

estat́ıstica para uma variável de spin σk, obtem-se

d

dt
〈σk〉 (t) =

∑
{σk}

σk
d

dt
P (σ, t) = −1

τ
〈σk〉+

1

τ
〈tanh(βa)〉 (3.35)

O modelo trabalhado apresenta uma campo aleatório com uma distribuição bimo-

dal, Eq.(3.17). Portanto, torna-se necessário fazer uma média configuracional do campo

aleatório. Tomando a média da Eq.(3.35) temos,

d

dt
m(t) = −1

τ
m(t) +

1

τ
〈〈tanh(βa)〉〉c (3.36)

onde m(t) = 〈〈σk〉〉c. Usando Eq.(3.21) podemos reescrever o segundo termo da Eq(3.36)

como

τ
d

dt
m(t) = −m(t) +

〈
1

2
{tanh [β(a + H)] + tanh [β(a−H)]}

〉
(3.37)

Esta expressão, Eq.(3.37), descreve a evolução temporal do parâmetro de ordem dinâmico

para o sistema ferromagnético. Ela é exata, no entanto de dif́ıcil manipulação, devido a

inclusão de funções de correlações. Uma alternativa de se desviar dessa dificuldade são o

métodos aproximados.

3.3.1 Solução estacionária na aproximação de campo médio

Na aproximação de campo médio, aproxima-se a média de tanh(K
z∑
δ

σi+δ ± βH)

como a média de tanh(Kzm(t) ± βH), esta aproximação despreza todas as correlações

dos spins. Assim, a Eq.(3.37) se torna uma equação auto-consistente para o parâmetro

de ordem dinâmico que pode ser reecrita como,

τ
dm(t)

dt
= −m(t) +

1

2

{
tanh

[
1

T
(mz + h)

]
+ tanh

[
1

T
(mz − h)

]}
, (3.38)

onde T = (βJ)−1 e h = H/J .
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3.3.2 Solução estacionária na aproximação de campo efetivo

Nesta seção, o tratamento é o mesmo utilizado na seção (3.2.2). Repare que o segundo

termo de Eq(3.37) é o mesmo na Eq(3.27). Portanto, usando-se a Eq.(3.37) tem-se que,

τ
dm(t)

dt
= −m(t) + [cosh(λ) + msinh(λ)]z F (x)|x=0 (3.39)

Para uma rede cúbica simples (z = 6), expandindo Eq.(3.39) e fazendo algumas ma-

nipulações temos

τ
dm(t)

dt
= −m(t) + A1(T, h)m + A3(T, h)m3 + A5(T, h)m5 (3.40)

onde T = (βJ)−1 , h = H/J e Ap(T, h) = 6!
p!(6−p)!

cosh6−p(KDx)sinhp(KDx)F (x)|x=0

funções que podem ser facilmente calculadas empregando a relação exp(αDx)g(x) = g(x+

α). Fixando τ = 1, as soluções e uma discussão desta equação será apresentados na seção

(3.4.2).

3.4 Resultados

3.4.1 Magnetização média e o expoente de Lyapunov

A expressão para a equação exata, Eq.(3.37), que descreve a evolução temporal do RFIM

na aproximação de campo médio é dada por Eq.(3.38). A solução numérica desta equação

para uma rede cúbica simples (z=6), em um conjunto de parâmetros (por exemplo, tem-

peratura e campo aleatório externo) depende da condição inicial m(0), e com o passar do

tempo evolui para uma magnetização estacionária M, conforme ilustrado na Figura (3.2).

Essa magnetização estacionária é definida como

M = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

m(t)dt

}
. (3.41)

O comportamento de M em função da temperatura reduzida para vários valores de h são

obtidos através do método numérico de diferença finita (ver apêndice A ).

A Figura 3.3 mostra o comportamento da magnetização média para RFIM na apro-

ximação de Campo médio em uma rede cúbica simples. Nesta figura, a linha mais cheia

corresponde à M e a mais fina ao expoente de Lyapunov λ, que será calculado mais

adiante. A Figura 3.3(a), representa a magnetização média dependente da temperatura
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Figura 3.2: Evolução temporal da magnetização do RFIM numa rede cúbica simples

obtida via MFA, para a temperatura reduzida kBT/J = 3, 0 e campo aleatório externo

reduzido H/J = 0, 5.

reduzida para h = 3.5. Neste caso M decresce para zero continuamente com o aumento

da temperatura reduzida, e o sistema exibe uma transição de fase de segunda ordem em

Tc = 4.44. A Figura 3.3(b) representa a magnetização média dependente da tempera-

tura reduzida para h = 2.5. Neste caso, M decresce para zero descontinuamente com

o aumento da temperatura. Assim uma transição de fase de primeira ordem ocorre em

Tt = 1.87.

Uma outra grandeza importante em nosso estudo é o expoente de Lyapunov λ. Com

o cálculo desse expoente é posśıvel controlar e verificar as estabilidades das soluções. Se

escrevermos a Eq.(3.37) como

τ
dm

dt
= F (m, t). (3.42)

Portanto, o expoente de Lyapunov λ é dado por

τλ = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

∂F

∂m
dt

}
(3.43)

e a solução será estável se λ < 0.

O expoente de Lyapunov funciona como um indicador da transição de fase. Ele é de

grande importância na busca pelos pontos de transição de fases dinâmica, sendo posśıvel

construir o diagrama de fases dinâmico para o modelo. O comportamento do expoente de
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Figura 3.3: A dependência térmica da magnetização média (a linha sólida grossa) e dos

expoentes de Lyapunov λF e λP (a linha sólida fina) para o RFIM na aproximação de

campo médio e numa rede cúbica simples. λF está associado à fase ferromagnética e λP

à fase paramagnética. Tt e Tc são as temperaturas de transição de fase de primeira e

segunda ordem, respectivamente. (a) A transição de fase de segunda ordem para h = 2.5

ocorre em Tt = 4.44. (b) A transição de fase de primeira ordem para h = 3.5 ocorre em

Tc = 1.87 .
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Lyapunov em função da temperatura reduzida para o RFIM na aproximação de campo

médio (MFA) numa rede cúbica simples é mostrado nas Figuras 3.3(a)-(b), que são re-

presentadas por linhas finas. λF e λP são expoentes de Lyapunov associados as fases

ferromagnética e paramagnética, respectivamente. Se λF e λP crescem para zero conti-

nuamente, a temperatura reduzida se aproxima da temperatura da transição de fase, a

temperatura onde λF = λP = 0 é a temperatura da transição de fase de segunda ordem

Tc. Por exemplo, na Figura 3.3(a) a temperatura de transição de segunda ordem ocorre

quando λF = λP = 0, em Tc = 4.44, que é marcada por uma seta cheia . Por outro lado,

se um λ crescer para zero continuamente e outro λ crescer para zero descontinuamente, a

medida que a temperatura reduzida se aproxima da temperatura de transição de fase, a

temperatura em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um dos λ e outro λ = 0, é a

temperatura de transição de fase de primeira ordem Tt. Por exemplo, na Figura 3.3(b) a

descontinuidade ocorre para λP , a temperatura onde ocorre a descontinuidade é Tt = 1.87.

3.4.2 Diagramas de fases

Nesta dissertação, existe uma preocupação com os aspectos dinâmicos do RFIM, haja

visto que a modelagem de sistemas dinâmicos ainda é um dos grandes desafios da comu-

nidade ciênt́ıfica. No entanto, os aspectos estáticos do modelo são bastante investigados

na mecânica estátistica do equiĺıbrio e são de grande importância na busca por um me-

lhor entendimento de tais sistemas. Uma outra preocupação no desenvolvimento deste

trabalho, é obter soluções para o modelo usando dois tipos de aproximações bastante

conhecidas (MFA e EFT). Para uma melhor compreensão, organizamos os resultados em

seções. Em cada seção abordou-se uma aproximação, e se descreveu o comportamento

estático e dinâmico do parâmetro de ordem do modelo. Resolvendo a Eq.(3.38) numerica-

mente com método de diferenças finitas, para uma rede cúbica simples z = 6, com τ = 1,

obtêm-se os comportamentos das magnetizações estacionárias M e os expoentes de Lya-

punov λ em função da intensidade do campo aleatório para dois valores de temperatura

reduzida, mostrado na Figura (3.4). Na curva (a), onde kBT/J = 5.0, o parâmetro de

ordem dinâmico apresenta uma descontinuidade com o aumento do campo aleatório, onde

o sistema muda da fase ferromagnética para a fase paramagnética, enquanto na curva (b),

em que kBT/J = 2.0, o parâmetro de ordem tem um comportamento cont́ınuo durante a

transição de fase.
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Com o aux́ılio do expoente de Lyapunov calcula-se o conjunto dos pontos da transição

de fase dinâmica, pois em sistemas dinâmicos não é posśıvel conhecer a energia livre do

sistema. Assim é posśıvel construir o diagrama de fase dinâmico para o modelo. Na

Figura 3.5 é mostrado o diagrama de fase no plano T −H do RFIM na aproximação de

campo médio [113]. Ele compara o comportamento da solução de equiĺıbrio do sistema

termodinâmico com a solução estacionária do sistema dinâmico descrito pela dinâmica de

Glauber. Nos dois casos, têm-se uma linha de transição que separa uma fase ordenada

(ferromagnética) de uma fase desordenada (paramagnética), que são de primeira e segunda

ordens, delimitadas por um ponto tricŕıtico. A diferença entre as linhas de equiĺıbrio e

estacionárias ocorrem na região de baixas temperaturas. No estado fundamental (T=0),

o valor do campo aleatório reduzido no sistema em equiĺıbrio é Hc/J = 3.0, enquanto que

no sistema dinâmico o valor é Hc/J = 6.0, gerando um certo conflito sobre o conceito

de estados estacionários. Por outro lado, na linha cŕıtica na região de baixos valores do

campo H, as duas soluções (equiĺıbrio e estacionária) coincidem. Estes valores diferentes

para Hc no estado fundamental podem ser atribúıdos a aproximação (MFA) que despreza

todos os tipos de correlações.
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Figura 3.4: Comportamento da magnetização estacionária M como função do campo

aleatório reduzido e o expoente de Lyapunov λ para o RFIM obtido via MFA [113] numa

rede cúbica simples (z=6), para as temperatudas reduzidas: (a) kBT/J = 5.0 e (b)

kBT/J = 2.0.
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Figura 3.5: Diagrama de fase no plano T − H para o RFIM na aproximação de campo

médio numa rede cúbica simples. As linhas tracejadas, pontilhadas e sólidas correspondem

a linhas de transição de primeira ordem fora do equiĺıbrio, primeira ordem no equiĺıbrio

e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto denota o ponto tricŕıtico (PTC).

Procedendo de forma parecida a da seção anterior resolvemos a Eq.(3.40) numerica-

mente com o método de diferenças finitas numa rede cúbica simples (z = 6) e com τ = 1.

Obtivemos os comportamentos da magnetização estacionária M e do expoente de Lya-

punov λ em função da intensidade do campo aleatório para dois valores de temperatura

reduzida, mostrado na Figura (3.6). Na curva (a), onde kBT/J = 4.0, o parâmetro de

ordem tem um comportamento cont́ınuo durante a transição de fase. Já na curva (b),

em que kBT/J = 1, 2, o parâmetro de ordem dinâmico apresenta uma descontinuidade

com o aumento do campo aleatório, onde o sistema muda da fase ferromagnética para a

fase paramagnética. Com o aux́ılio do expoente de Lyapunov calcula-se o conjunto dos

pontos da transição de fase dinâmica, pois em sistemas dinâmicos não é posśıvel conhecer

a energia livre do sistema. Desta maneira é posśıvel construir o diagrama de fase dinâmico

para o modelo. Na Figura 3.7 é mostrado o diagrama de fases no plano T −H do RFIM

numa rede cúbica simples (z=6) obtido na aproximação de campo efetivo. Comparamos o

comportamento dos estados de equiĺıbrio do sistema termodinâmico com os estados esta-

cionários do sistema dinâmico proposto por Glauber. Nos dois casos, têm-se uma linha de

transição que separa uma fase ordenada (ferromagnética) de uma fase desordenada (pa-

ramagnética), as linhas de transições são de primeira e segunda ordem, delimitadas por
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Figura 3.6: Comportamento da magnetização M como função do campo aleatório reduzido

e o expoente de Lyapunov λ para o RFIM obtido via EFT [112] numa rede cúbica simples

(z=6) para as temperatudas reduzidas (a) KBT/J = 4.0 e (b) KBT/J = 1.2. com

aproximação de campo efetivo

um ponto tricŕıtico. A diferença entre os estados de equiĺıbrio e estacionários acontecem

a baixa temperatura , terminado com o aumento da temperatura em um ponto tricŕıtico

(PTC). No estado fundamental (T=0), diferentemente do encontrado na MFA, os valores

de campo aleatório reduzido são iguais, tanto para o sistema em equiĺıbrio quanto para o

sistema dinâmico, cujo valor é H/J = 4.0.

3.5 Conclusões

Desde que foi introduzido na literatura o RFIM por Imry e Ma [75] as suas proprie-

dades de equiĺıbrio foram bastante discutidas, usando-se uma variedade de métodos. No

caso particular de uma rede cúbica simples (z=6) e campo com distribuição bimodal, o

diagrama de fases no plano T −H apresenta linhas de primeira e de segunda ordem, com

um ponto tricŕıtico (PTC) interceptando estas duas linhas. Em baixas temperaturas te-

mos uma linha de primeira ordem terminando em t = 0 no ponto H = Hc. Simulações de

Monte Carlo no equiĺıbrio [83] encontraram, através de uma análise de tamanho finito, o

valor Hc

J
= 2.219±0.065, enquanto simulações fora do equiĺıbrio [101] não obtiveram uma
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Figura 3.7: Diagrama de fase no plano T − H para o RFIM numa rede cúbica simples

(z=6) obtido via a teoria de campo efetivo (EFT) [112]. As linhas tracejadas, pontilhadas

e sólidas correspondem a linhas de transição de primeira ordem fora do equiĺıbrio, de

primeira ordem no equiĺıbrio e de segunda ordem, respectivamente. O ponto preto denota

o ponto tricŕıtico.

boa precisão no valor de Hc, mas uma estimativa Hc

J
= 4.0 com uma grande bara de erro.

Os resultados de campo médio (MFA) [103] têm encontrado linhas de primeira ordem

diferentes, que em T = 0 possuem Hc

J
(equiĺıbrio)= 3.0 e Hc

J
(dinâmico)= 6.0, diferindo

bastante dos respectivos valores da simulação de Monte Carlo. Efeitos de correlações,

desprezadas quando tratadas usando MFA, podem ser relevantes no cálculo do valor de

Hc(estado fundamental), e fazer diferir os resultados. A priori, os valores de Hc obtidos

no equiĺıbrio e fora do equiĺıbrio na simulação são diferentes, mas qualitativamente su-

bestimados em comparação aos valores da MFA. Levando em consideração alguns efeitos

de correlações, desenvolvemos a técnica do operador diferencial. Nela as funções de cor-

relações entre diferentes śıtios foram tratadas numa aproximação (Zernike) na qual elas

são igualadas aos produtos das médias de cada spin localizados nos seus respectivos śıtios.

Nesta nova metodologia, as auto-correlações (〈σ2n
i 〉 = 1) foram tratadas exatamente, ao

contrário da aproximação MFA (〈σ2n
i 〉 ' 〈σi〉2n). Nesta metodologia de campo efetivo

(EFT) [112] obtivemos, em T = 0, usando a dinâmica de Glauber, o valor Hc

J
= 4.0

que está de acordo com o valor encontrado recentemente por Monte Carlo [83]. No caso

estático obtivemos o mesmo valor do dinâmico, que de certa maneira difere do resultado
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encontrado através de simulação de Monte Carlo no equiĺıbrio.
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Caṕıtulo 4

Dinâmica e estática do modelo de

Blume-Capel

A natureza apresenta um grande número de fenômenos dinâmicos que ainda não fo-

ram modelados, por isso daremos continuidade ao estudo de um sistema fora do equiĺıbrio.

Consideraremos inicialmente a caracterização do sistema no equiĺıbrio e a compararemos

com a solução estacionária. Neste Caṕıtulo, investigaremos o comportamento do modelo

Blume-Capel cinético de spin-1 na ausência de campo externo, estudando o comporta-

mento do parâmetro de ordem (dinâmico e estático) e da transição de fase de um sistema

ferromagnético. No caso do modelo cinético, o comportamento do sistema será descrito

pela dinâmica de Glauber. onde usaremos a aproximação de campo médio e campo efetivo.

4.1 Introdução

O modelo de Blume-Capel é uma generalização do modelo de Ising para sistemas de spin-

1. Ele foi proposto originalmente, e de forma independente, por Blume [114] e Capel [115]

para estudar transições de fases magnéticas de primeira ordem. O modelo consiste de

variáveis de spins assumindo os valores discretos Si = 0,±1, que interagem com primei-

ros vizinhos pelo acoplamento ferromagnético J > 0, de origem eletrostática. Em cada

śıtio i está presente uma anisotropia (interaçao de campo cristalino) de ı́on único (D),

cuja origem microscópica é a interação spin-órbita. O modelo é descrito pelo seguinte

Hamiltoniano:

H = −J
N∑

<i,j>

SiSj + D
∑

i

S2
i (4.1)
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Este modelo não apresenta solução exata , no entanto, várias são os métodos alternativos

que revelam informacões sobre este modelo, tais como, aproximação de campo médio [114]-

[115], aproximação de campo efetivo [116], grupo de renormalização [117], simulações de

Monte Carlo [118], matriz de transferência [119], expansões em séries [120], entre outros.

Uma versão estendida deste Hamiltoniano, denominada modelo de Blume-Emery-

Griffiths [121], contém um termo adicional biquadrático do tipo −K
∑
<i,j>

S2
i S

2
j . Origi-

nalmente o modelo teve como motivação explicar algumas propriedades termodinâmicas

bem como a transição de fase que ocorre na mistura 3He−4 He, na qual o estado s = 0 re-

presenta um átomo de 3He, e os estados com s = ±1 representam os átomos de 4He. Uma

transição superfluido corresponde a uma quebra de simetria entre os estados S = ±1.O

diagrama de fases, apresenta uma linha de transição que separa uma fase ordenada (ferro-

magnética) de uma fase desordenada (paramagnética), em um ponto a linha de transição

de fase muda de ordem. A transição de fase de primeira ordem se encontra com a transição

de fase de segunda ordem em um ponto chamado tricŕıtico.

4.2 Modelo Blume-Capel estático

4.2.1 Solução na aproximação de campo médio

Usando o mesmo prinćıpio utilizado no caṕıtulo anterior, a desigualdade de Peierls-

Bogoliubov, Eq(3.6), escolhemos um Hamiltoniano tentativa não-interagente do tipo

H0 = η
N∑

i=1

Si + D
N∑

i=1

S2
i , (4.2)

onde η é um parâmetro variacional determinado analizando-se o mı́nimo de energia. A

função de partição e a energia livre para o HamiltonianoH0, Eq.(4.2), são respectivamente,

Z0 = tre−βH0 =
[
1 + 2e−βDcosh(βη)

]N
(4.3)

e

G(H0) = − 1

β
ln(Z0) = −N

β
ln
[
1 + 2e−βDcosh(βη)

]
. (4.4)

O segundo termo da desigualdade, a média da diferença de energia é dada por

〈H −H0〉 = −J

N∑
<i,j>

〈SiSj〉+ η

N∑
i

〈Si〉 (4.5)

68



Na teoria de campo médio, considera-se que 〈SiSj〉 ' 〈Si〉 〈Sj〉 e 〈S2
i 〉 ' 〈Si〉2, portanto,

temos

〈H −H0〉 = −JNzm2

2
+ ηmN, (4.6)

onde m = 〈Si〉. Com esses resultados, Eq.(4.4) e Eq.(4.6), o funcional da energia livre

será dado por

G(H) = −N

β
ln

[
eβD

2
+ cosh(ηβ)

]
− JNzm2

2
+ ηmN. (4.7)

No mı́nimo de energia
{

∂G
∂m

= 0 e ∂G
∂η

= 0
}

, obtemos respectivamente,

η = Jzm (4.8)

e

m =
sinh( zm

T
)

e
d
T

2
+ cosh( zm

T
)
. (4.9)

onde T = (βJ)−1, d = D/J .

A energia livre por spin é dada por

g(m) =
G(m, T )

NJ
= −T ln

[
e

d
T

2
+ cosh(

zm

T
)

]
+

zm2

2
. (4.10)

O estado de equiĺıbrio termodinâmico está relacionado a um mı́nimo de energia. Através

de uma construção de Maxwell é posśıvel garantir a estabilidade das soluções e o equiĺıbrio

entre as duas fases. Usando as equações Eq.(4.9) e Eq.(4.10) obtem-se pelo método

numérico de Newton Raphson, para diversos valores da anisotropia d, o ponto de transição

de fase, que no caso cont́ınuo terá m = 0 em T = Tc, e no caso da transição de primeira or-

dem terá m 6= 0, onde o valor de m corresponde ao valor da descontinuidade do parâmetro

de ordem em T = T ∗
c .

4.2.2 Solução na aproximação de Campo Efetivo

Na tentativa de levar em consideração efeitos de correlação numa aproximação superior

a de campo médio, onde todas as correlações foram desprezadas, anos atrás Siqueira e

Fittipaldi [116] aplicaram a técnica do operador diferencial ao modelo Blume-Capel de

spin-1. Porém eles não obtiveram a linha de primeira ordem no diagrama de fase, apenas

a linha de segunda ordem e o ponto tricŕıtico foram calculados. Desenvolveremos a seguir

este formalismo, no qual um funcional para energia livre será proposto a fim de investigar a
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linha de primeira ordem. Vale a pena mencionar, que uma primeira tentativa de descrever

a linha de primeira ordem neste modelo usando a técnica do operador diferencial foi feita

por Kaneyoshi e Fittipaldi [122]. Porém, os resultados apresentados não estão corretos

uma vez que a linha obtida corresponde a solução de instabilidade do sistema.

O ponto de partida para o desenvolvimento da teoria de campo efetivo, consiste no

uso da seguinte identidade [122]

〈O({N})〉 =

〈
Tr{N}O({N})e−βHN

Tr{N}e−βHN

〉
, (4.11)

onde Tr{N} {...} corresponde ao traço parcial feito numa base composta de N spins,

descrito pelo Hamiltoniano HN para um aglomerado finito de N spins e O{N} é um

observável contendo variáveis de spin deste aglomerado. Considermos o caso mais simples

de aglomerado com N=1 spin, desta maneira o Hamiltoniano será dado por

H1 = −JS1

∑
~δ

S~δ + DS2
1 , (4.12)

onde ~δ corresponde o vetor primeiro vizinho.

No caso do spin S = 1, os observáveis posśıveis são O = S1 e O = S2
1 , uma vez que

devido a relação de cinemática de spin 1 todas as outras ordens dos momentos Sn
i recaem

nestes dois observáveis (S3
1 = S1, S

4
1 = S2

1 , S
5
1 = S1, ...).

Substituindo a Eq.(4.12) na Eq.(4.11) obtemos a magnetização m = 〈S1〉 que é dada

por

m = 〈S1〉 =

〈 2sinh(K
∑

~δ

Si+~δ)

eβD + 2cosh(K
∑

~δ

Si+~δ)

〉
, (4.13)

onde K = βJ . Definindo uma função f(x) =
2sinh(x)

eβD + 2cosh(x)
, mostramos a seguinte

identidade

e

K
∑

~δ

Si+~δDx

f(x)|x=0 =

2sinh(K
∑

~δ

Si+~δ)

eβD + 2cosh(K
∑

~δ

Si+~δ)
(4.14)

Usando a relação Eq.(4.14), podemos reescrever a Eq.(4.13) na forma

m =

〈
e

K
∑

~δ

Si+~δDx〉
f(x)|x=0 (4.15)

1
∏S

r=−S(r−Si) = 0, para S = 1/2 temos (Si)2 = 1/4, S = 1 temos (Si)3 = Si e assim sucessivamente.
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ou na forma expandida

m =

〈
z∏
~δ

eKDxSi+~δ

〉
f(x)|x=0. (4.16)

Por se tratar de um sistema de spin-1, podemos expandir a exponencial eλSz
i+δ até a

segunda ordem, ou seja, eλSz
i+δ = A + BSz

i+δ + C(Sz
i+δ)

2, onde a exponencial é

eλSz
i+δ =


eλ 0 0

0 1 0

0 0 e−λ

 (4.17)

Da igualdade Eq(4.17), encontramos que os valores das constantes são, A = 1, B =

sinh(λ) e C = cosh(λ)− 1. Portanto, podemos reescrever Eq(4.16) como

m =
z∏
δ

〈
A + BSz

i+δ + C(Sz
i+δ)

2
〉
f(x)|x=0 (4.18)

Esta Equação é exata e de dif́ıcil manipulação matemática, pois envolve no lado direito

funções de correlações que não conhecemos. Desta maneira aplicando a aproximação de

Zernike, isto é, 〈SiSj...Sl〉 ' 〈Si〉〈Sj〉...〈Sl〉(i 6= j 6= ... 6= l), que corresponde a desprezar

as flutuações do sistema, tratando exatamente apenas as auto-correlações, a Eq(4.18)

ficará escrita na forma aproximada

m = (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z f(x)|x=0 (4.19)

onde q =
〈
(Sz

i+δ)
2
〉
.

De forma análoga obtemos q = 〈(Si)
2〉 dado por

q = (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z g(x)|x=0 (4.20)

sendo g(x) = 2cosh(x)
eβD+2cosh(x)

.

As Eqs(4.19) e (4.20) são válidas para qualquer rede cristalina. A solução destas

equações (pelo métodos númericos) levam a análise de transições de fase de primeira

e segunda ordem, que são caracterizados pelo comportamento cont́ınuo e descont́ınuo,

respectivamente do parâmetro de ordem (m). Porém, o comportamento descont́ınuo na

magnetização não é encontrado apenas resolvendo simultaneamente estas equações, uma

vez que na transição de primeira ordem observamos instabilidades que são removidas ape-

nas com conhecimento da energia livre. Com a construção de Maxwell a descontinuidade

é finalmente encontrada.
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Antes de desenvolver o formalismo para uma rede espećıfica com número de coor-

denação z fixo, alertamos para algumas propriedades relevantes. Sendo f(x) uma função

ı́mpar, então qualquer operador par Ôpar(Dx) aplicado nesta função no limite x = 0 será

nulo, ou seja, Ôpar(Dx)f(x)|x=0 = 0. Isto corresponde a ter na expansão da Eq(4.19)

termos ı́mpares da magnetização m, mas fisicamente é esperado que a troca de m por

−m mantenha invariante esta equação de estado. Por outro lado, no caso da função g(x)

sendo par temos Ôimpar(Dx)g(x)|x=0 = 0, assim sendo, na expansão da Eq.(4.20) tere-

mos apenas potências pares na magnetização, deixando também esta equação de estado

invariante pela inversão de spin.

A fim de ilustrar o formalismo vamos desenvolver as Eqs(4.19) e (4.20) para uma rede

quadrada (z = 4), resultando então nas seguintes equações de estado:

m = A1(q)m + A3(q)m
3 ≡ Λ1(m, q) (4.21)

q = B0(q) + B2(q)m
2 + B4(q)m

4 ≡ Λ2(m, q), (4.22)

sendo

A1(q) = 4[1 + (cosh(KDx)− 1)q]3sinh(KDx)f(x)|x=0 (4.23a)

A3(q) = 4[1 + (cosh(KDx)− 1)q]sinh3(KDx)f(x)|x=0 (4.23b)

B0(q) = [1 + (cosh(KDx)− 1)q]4g(x)|x=0 (4.23c)

B2(q) = 6[1 + (cosh(KDx)− 1)q]2sinh2(KDx)g(x)|x=0 (4.23d)

B4(q) = sinh4(KDx)g(x)|x=0, (4.23e)

onde os coeficientes acima são obtidos usando a identidade eλDxf(x) = f(x + λ). Para T

e D fixos, resolvendo simultaneamente as Eqs.(4.21) e (4.22) encontramos os valores da

magnetização m e o momento quadrupolar q.

Recentemente, Viana e de Sousa [123] propuseram um funcional para a energia livre,

a fim de estudar a transição de fase quântica no modelo de Heisenberg de spin-1/2 com

interaçao entre primeiros (J1) e segundos (J2) vizinhos (o chamado modelo J1 − J2).

A equação de estado foi integrada, uma vez que ela é obtida através da minimização

deste funcional, obtendo assim o funcional da energia livre. Vários outros trabalhos

[124] têm aplicado com sucesso esta metodologia para descrever a transição de fase de

primeira ordem. Nesta metodologia apenas uma equação de estado está normalmente

envolvida, entretento, no caso do modelo Blume-Capel, temos duas equações de estados,

72



Eqs.(4.21) e (4.22). Nosso objetivo é encontrar um funcional para a energia livre, tipo

expansão de Landau, em função do parâmetro de ordem do sistema. Para o modelo de

Blume-Capel ferromagnético, o parâmetro de ordem é a magnetização m, assim sendo,

podemos encontrar um funcional para a energia livre como uma expansão apenas da

magnetização. Notemos que as Eqs.(4.21) e (4.22) estão acopladas, para isto vamos

admitir, por hipótese (“aproximação”), que a equação de estado para o momento de

quadrupolo é uma constante e apenas integraremos a Eq.(4.21), obtendo, finalmente, a

seguinte expressão para o funcional da energia livre:

Ψ(m) = λ1(T, D) + λ2(T, D)

[
(A1 − 1)

m2

2
+ A3

m4

4

]
(4.24)

onde λ1,2(T, D) são funções arbitrárias irrevelantes na transição de fase. Note que a

minimização do funcional δΨ = 0 fornece a equação de estado Eq.(4.21). Outra observação

importante do funcional Ψ(m) é que numa transição de primeira ordem, a expansão de

Landau deve conter termos até ordem m6 a fim de obter o ponto tricŕıtico. Sendo os

coeficientes A1,2 funções do momento de quadrupolo, e que este é função da magnetização,

então expandindo autoconsistentemente verificamos que a expansão Eq.(4.24) representa

uma série infinita de termos envolvendo potências pares da magnetização, estando assim

de acordo com a expansão da teoria de Landau para descrever o ponto tricŕıtico.

Para obtermos a linha de estabilidade usamos a construção de Maxwell que consiste

na igualdade entre as energias livres nas fases ordenadas (m 6= 0) e desordenada (m = 0).

Portanto, usando a Eq.(4.24) obtemos

[A1(q)− 1]
m2

2
+ A3(q)

m4

4
= 0. (4.25)

Fixando um valor do parâmetro D e resolvendo simultaneamente as Eqs.(4.21), (4.22)

e (4.25) encontramos os valores de Tc, m e q. Para o caso m = 0 temos uma transição

cont́ınua e para m 6= 0 uma transição de primeira ordem, associada a descontinuidade do

parâmetro de ordem em T = Tc(D).

Para fazermos uma comparação entre os formalismos de campo efetivo (EFT) e campo

médio (MFA), na Figura 4.1 apresentamos o diagrama de fase no plano T-D na rede qua-

drada (z=4). A medida que a anisotropia D cresce, o estado Si = 0 fica cada vez mais

populado, diminuindo, assim, o valor da energia térmica (∼ kBTc) na qual a ordem fer-

romagnética é destrúıda. Ou seja, a medida que D cresce temos um decréscimo gradual

na temperatura de transição de fase Tc(D). Para baixos valores do parâmetro D (< Dt,
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onde Dt é o valor da anisotropia no ponto tricŕıtico-PTC), o sistema sofre uma transição

de fase cont́ınua, enquanto que para altos valores de Dt < D < Dc o sistema experimenta

uma transição de primeira ordem que é caracterizada por uma descontinuidade da mag-

netização (primeira derivada do potencial) em T = T ∗
c (Dc é o valor do parâmetro de

anisotropia em T = 0 no qual ocorre a transição de fase. Uma análise do estado funda-

mental mostra que Dc =
zJ

2
e, portanto, no caso particular de uma rede quadrada (z=4)

temos Dc = 2J). A linha cŕıtica e o valor de PTC, foram obtidos preliminarmente por

Siqueira e Fittipaldi [116]. Neste trabalho apresentamos, pela primeira, vez a linha de

primeira ordem usando a técnica do operador diferencial via EFT.
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Figura 4.1: Diagrama de fase no plano T-D do modelo Blume-Capel com spin S=1 numa

rede quadrada (z=4) obtida via aproximação de campo médio (MFA)(a) e teoria de campo

efetivo (EFT)(b). As linhas cont́ınuas e tracejadas correspondem as transições de segunda

e primira ordem, respectivamente. O ponto em negrito indica o ponto tricŕıtico (PTC).

Facilmente o formalismo EFT pode ser generalizado para outros tipos de redes cris-

talinas, aqui reapresentado pelo valor do número de coordenação z. Na Figura 4.2 temos

os resultados do diagrama de fases no plano T −D para uma rede cúbica simples (z=6),

que também comparamos com a MFA. Os resultados são qualitativamente equivalentes

ao da rede quadrada (Fig. 4.1), sendo que EFT não descreve corretamente o estado fun-

damental, obtendo erroneamente o valor Dc = 4J , enquanto o valor exato é Dc = 3J .
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Certamente este resultado espúrio obtido via EFT pode ser atribúıdo ao “approach” usado

na obtenção do funcional da energia livre, uma vez que usamos a hipótese de que o mo-

mento de quadrupolo q é uma constante, o que permite integrar a Eq.(4.21) sobre apenas

a variável m.
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Figura 4.2: Diagrama de fase no plano T-D do modelo Blume-Capel com spin S=1 numa

rede cúbica simples (z = 6) obtida via MFA (a) e EFT (b). As linhas cont́ınuas e

tracejadas correspondem as transições de segunda e primira ordem, respectivamente. O

ponto em negrito indica o ponto tricŕıtico (PTC).

4.3 Modelo Blume Capel Cinético

No caso do modelo cinético, considera-se que o sistema evolui de acordo com a dinâmica

estocástica de Glauber numa taxa de 1/τ transições por unidade de tempo. Em razão

do sistema estar em contato com um reservatório de calor a uma temperatura absoluta,

a dependência temporal da função probabilidade que descreve a interação entre spins e o

banho térmico é governada pela seguinte equação mestra:

d

dt
P (S, t) =

∑
S′

[P (S′, t)ω(S′,S)− P (S, t)ω(S,S′)] (4.26)
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onde ω(S′,S) é a probabilidade de transição, por unidade de tempo, do estado S′ =

(S ′
1, S

′
2, ..., S

′
N) mudar para o estado S = (S1, S2, ..., SN). A expressão expĺıcita para a

probabilidade de transição ω(S′,S) é obtida a fim de satisfazer a equação do balanço

detalhado, válida para tempos suficientemente grandes. Desta maneira, Glauber propôs

ω(S,S′) =
1

τ

exp [−β∆H(S,S′)]∑
S′

exp [−β∆H(S,S′)]
, (4.27)

onde β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann,
∑
S′

é a soma sobre os três valores

posśıveis da variável de spin Si = 0,±1 e ∆H(S,S′) é a mudança na energia do sistema

quando o spins Si muda de configuração.

Para o modelo Eq.(4.1) com um aglomerado com um spin central Si, a mudança na

energia do sistema é dada por

∆H(S,S′) = −J(S ′
i − Si)

z∑
δ

Si+δ + D(S ′2
i − S2

i ) (4.28)

onde z é o número de coordenações. Com esta equação, substituindo-se os posśıveis

valores das variáveis de spins na probabilidade de transição de Glauber, obtemos

ω(−1, 0) = ω(1, 0) =
1

τ

eβD

2cosh(βb) + eβD
(4.29a)

ω(1,−1) = ω(0,−1) =
1

τ

e−βb

2cosh(βb) + eβD
(4.29b)

ω(−1, 1) = ω(0, 1) =
1

τ

eβb

2cosh(βb) + eβD
(4.29c)

onde b = J
z∑
δ

Si+δ. Observando as probabilidades de transições posśıveis, Eq.(4.29),

conclui-se que ω(Si, S
′
i) não depende dos valores Si, podendo ser reescrita como ω(S ′

i) =

ω(Si, S
′
i) e a equação mestra se torna

d

dt
P (S, t) =

∑
S′

[P (S′, t)ω(S)− P (S, t)ω(S′)] (4.30)

Desde que a soma das probabilidades normalizada seja um, multiplicando ambos os

lados da Eq(4.30) por Si e S2
i , e tomando-se a média, obtemos respectivamente,

τ
dm

dt
= −m(t) +

〈
2sinh(βb)

2cosh(βb) + eβD

〉
, (4.31)

τ
dq

dt
= −q(t) +

〈
2cosh(βb)

2cosh(βb) + eβD

〉
(4.32)
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onde m = 〈Sk〉 (t) e q = 〈(Sk)
2〉 (t).

Estas expressões que descrevem a evolução temporal do parâmetro de ordem dinâmico

para um sistema de spin-1, são exatas, mas de dif́ıcil manipulação devido a inclusão de

funções de correlações entre os spins, não conhecidas. Uma alternativa a essa dificuldade

são o métodos aproximativos. Por isso, para a investigação desse sistema usaremos duas

aproximações comuns em mecânica estat́ıstica: a aproximação de campo médio e a de

campo efetivo.

4.3.1 Solução na aproximação de campo médio

A teoria de campo médio equivale a reescrever a expressão Eq.(4.31), como uma função

dependente da média das variáveis de spins, ou seja,

τ
dm(t)

dt
= −m(t) +

sinh(βJ
z∑
δ

〈Si+δ〉)

cosh(βJ

z∑
δ

〈Si+δ〉) +
eβD

2

. (4.33)

Portanto, esta equação pode ser reescrita como,

τ
dm(t)

dt
= −m(t) +

sinh( zm(t)
T

)

cosh( zm(t)
T

) + e
d
T

2

≡ F1(m) (4.34)

onde m(t) = 〈Si+δ〉, T = (βJ)−1 e d = D/J . Analogamente podemos aplicar MFA na

Eq.(4.32) para a evolução temporal do momento quadrupolo, mas esta não é relevante na

análise da transição de fase dinâmica.

4.3.2 Solução na aproximação de campo efetivo

Para reescrever as Eq.(4.31) e Eq.(4.32) usando a aproximação de campo efetivo, se

faz exatamente como na seção (4.2.2). A ideia é usar a técnica do operador diferencial

para retirar os operadores de spins dos argumentos das funções hiperbólicas, expandir a

função exponencial até segunda ordem e aplicar a aproximação de Zernike nas funções de

correlações. Procedendo dessa forma, as equações de movimento podem ser reescrita nas

formas

τ
dm

dt
= −m(t) + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z f(x)|x=0 (4.35)
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e

τ
dq

dt
= −q(t) + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z g(x)|x=0 (4.36)

onde f(x) = 2sinh(x)

ed/T +2cosh(x)
, g(x) = 2cosh(x)

ed/T +2cosh(x)
, T = (βJ)−1 e d = D/J . Note que agora as

equações estão acopladas e devem ser resolvidas numericamente. Usaremos o método de

Runge-Kutta de quarta ordem.

Desenvolvendo as Eqs.(4.35) e (4.36) para uma rede quadrada (z = 4) obtemos

τ
dm

dt
= −m(t) + ∆1(m, q) ≡ W1(m, q) (4.37)

e

τ
dq

dt
= −q(t) + ∆2(m, q) ≡ W2(m, q) (4.38)

onde as expressões para ∆1,2(m, q) são definidos nas Eqs.(4.21) e (4.22). Resolvendo

simultaneamente as Eqs.(4.37) e (4.38), fixados T e D, encontramos a evolução temporal

para m(t) e q(t).

4.4 Resultados

O parâmetro de ordem dinâmico M(T, D) e o momento de quadrupolo dinâmico

Q(T, D) correspondem, respectivamente, às médias temporais das grandezas m(t) e q(t),

ou seja,

M(T, D) = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

m(t)dt

}
(4.39)

e

Q(T, D) = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

q(t)dt

}
. (4.40)

Note que os resultados das integrais acima correspondem as soluções estacionárias do

sistema e que devemos usar o expoente de Lyapunov para analizar a estabilidade do

sistema. Como estamos interessados em estudar a transição de fase, investigaremos o

expoente de Lyapunov associado a equação diferencial Eq.(4.37), ou seja, λm é obtido

como

τλm = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

∂W1

∂m
dt

}
. (4.41)

A solução estável corresponde a valores negativos do expoente de Lyapunov (λm < 0).

Na transição de segunda ordem λm vai a zero na temperatura cŕıtica Tc(D), enquanto na

transição de primeira ordem observamos uma descontinuidade de λm quando atingimos a

temperatura de transição T ∗
c (D).
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Na aproximação de campo médio (MFA), o expoente de Lyapunov λm é obtido por

τλm = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

∂F1

∂m
dt

}
. (4.42)

A aproximação de campo médio (MFA) é uma das aproximações que utilizaremos para

analizar o modelo de Blume-Capel, e um dos primeiros recursos para reparar nossa ig-

norância quanto as funções de correlações entre os spins, ela despreza todas as correlações

entre os spins. Resolvendo numericamente a Eq.(4.34), para uma rede cúbica simples

(z = 6), com τ = 1, obtem-se a evolução temporal da magnetização para o modelo de

Blume-Capel com campo externo nulo. Os comportamentos da magnetização estacionária

M e do expoente de Lyapunov λ em função da anisotropia para dois valores de tempera-

tura reduzida são mostrados na Figura 4.3. Na curva (a), onde kBT/J = 2.2, o parâmetro

de ordem dinâmico apresenta um comportamento cont́ınuo com o aumento da anisotropia

e o sistema muda da fase ferromagnética para a fase paramagnética. Já na curva (b), em

que kBT/J = 1.2, o parâmetro de ordem tem uma descontinuidade durante a transição

de fase. O expoente de Lyapunov corresponde a linha mais fina no diagrama. Além

de verificar as estabilidades das soluções, ele é um parâmetro importante na construção

do diagrama de fases do modelo, pois em sistemas dinâmicos não é posśıvel conhecer a

energia livre do sistema.

Na Figura 4.4 é mostrado o diagrama de fases no plano T −D, para o modelo Blume-

Capel obtido com a aproximação de campo médio. Ele compara os estados do sistema

no equiĺıbrio termodinâmico com os fora do equiĺıbrio. Nos dois casos, têm-se uma linha

de transição que separa uma fase ordenada (ferromagnética) de uma fase desordenada

(paramagnética). Na linha de transição a baixa temperatura a transição de fase é de pri-

meira e em altas temperaturas é de segunda ordem, delimitadas por um ponto tricŕıtico

PTC. A diferença entre os estados de equiĺıbrio e estacionários acontecem a baixa tem-

peratura e termina próximo ao ponto tricŕıtico. No estado fundamental (T=0), o valor

da anisotropia no sistema em equiĺıbrio é D/J = 3, enquanto que no sistema dinâmico

o valor é D/J = 6 . Em altas temperaturas, os estados estacionários são idênticos ao

estados de equiĺıbrio termodinâmico. A temperatura máxima onde o sistema apresenta

ordenamento magnético é kBT/J = 4, o que acontece quando o sistema apresenta uma

anisotropia nula.

Para uma rede quadrada ( z=4), o diagrama de fases do modelo é qualitativamente

equivalente ao caso da rede cúbica simples, Figura 4.4. A diferença entre os estados
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Figura 4.3: Comportamento da magnetização média M e do expoente de Lyapunov λ

para o modelo Blume-Capel cinético numa rede cúbica simples (z = 6) como função da

anisotropia reduzida para as temperaturas reduzidas (a) kBT/J = 2.2 e (b) kBT/J = 1.2,

obtido via aproximação de campo médio.
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Figura 4.4: Diagrama de fase no plano T−D para o modelo Blume-Capel na aproximação

de campo médio numa rede cúbica simples (z=6). As linhas tracejadas, pontilhadas e

sólidas correspondem a linhas de transição de primeira ordem fora do equiĺıbrio, primeira

no equiĺıbrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricŕıtico (PTC).
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de equiĺıbrio e estacionários acontecem a baixa temperatura e termina próximo ao ponto

tricŕıtico. No estado fundamental (T=0), o valor cŕıtico da anisotropia no sistema dinâmico

é D/J = 4, enquanto que no sistema em equiĺıbrio o valor é D/J = 2. Em altas tempera-

turas, os estados estacionários são idênticos aos estados de equiĺıbrio termodinâmico. A

temperatura máxima onde o sistema apresenta ordenamento magnético é kBT/J = 2.66

em D = 0.
k
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Figura 4.5: Diagrama de fase no plano T−D para o modelo Blume-Capel na aproximação

de campo médio numa rede quadrada (z=4). As linhas tracejadas, pontilhadas e sólidas

correspondem a linhas de transição de primeira ordem fora do equiĺıbrio, primeira ordem

no equiĺıbrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricŕıtico (PTC).

A aproximação de campo efetivo (EFT) é a segunda aproximação utilizada neste traba-

lho. Ao contrário da aproximação de campo médio, ela não despreza todas as correlações

entre os spins. Resolvendo numericamente a Eq.(4.37), obtem-se a solução estacionária do

modelo na aproximação de campo efetivo. Para uma rede cúbica simples (z = 6), fixando

τ = 1, o comportamento da magnetização estacionária M e do expoente de Lyapunov

λ em função da anisotropia para dois valores de temperatura reduzida são mostrado na

Figura 4.6. Na curva (a), onde kBT/J = 2.0, o parâmetro de ordem dinâmico apresenta

um comportamento cont́ınuo com o aumento da anisotropia, e o sistema muda da fase

ferromagnética para a fase paramagnética. Já na curva (b), em que kBT/J = 1.2, o

parâmetro de ordem tem uma descontinuidade durante a transição de fase. O expoente
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Figura 4.6: Comportamento da magnetização média M e o expoente de Lyapunov λ

como função da anisotropia reduzida para o modelo Blume-Capel cinético obtido via

aproximação campo efetivo numa rede cúbica simples (z=6), para as temperaturas redu-

zidas (a) kBT/J = 2.0 e (b) kBT/J = 1.2.
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Figura 4.7: Diagrama de fase no plano T − D para o modelo Blume-Capel cinético na

aproximação de campo efetivo numa rede cúbica simples (z=6). As linhas tracejadas, pon-

tilhadas e sólidas correspondem às linhas de transição de primeira fora do equiĺıbrio, pri-

meira no equiĺıbrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto tricŕıtico

(PTC).
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de Lyapunov corresponde a linha mais fina no diagrama, e nos permite verificar as estabi-

lidades das soluções, indicando o momento da transição. O expoente de Lyapunov é um

parâmetro importante na construção do diagrama de fases do modelo, pois em sistemas

dinâmicos não é posśıvel conhecer a energia livre do sistema.

Na Figura 4.7 é mostrado o diagrama de fases no plano T −D do modelo Blume-Capel

na aproximação de campo efetivo. Comparamos os estados do sistema no equiĺıbrio termo-

dinâmico com os estados estacionários da dinâmica estocástica de Glauber do modelo. Nos

dois casos, têm-se uma linha de transição que separa uma fase ordenada (ferromagnética)

de uma fase desordenada (paramagnética). Na linha de transição a baixa temperatura

a transição de fase é de primeira ordem e em altas temperaturas de segunda ordem,

delimitadas por um ponto tricŕıtico PTC. A diferença entre os estados de equiĺıbrio e

estacionários acontecem a baixa temperatura. No entanto, no estado fundamental (T=0),

os estados de equiĺıbrio e estacionários são os mesmos, e a anisotropia reduzida cŕıtica é

D/J = 4. Em altas temperaturas, os estados estacionários são idênticos aos estados de

equiĺıbrio termodinâmico. A temperatura máxima onde o sistema apresenta ordenamento

magnético é kBT/J = 3.5, o que acontece quando o sistema apresenta uma anisotropia

nula.

Para uma rede quadrada ( z=4), o diagrama de fases do modelo, Figura 4.8, é quali-

tativamente semelhante ao resultado da rede cúbica simples (z = 6), a diferença é apenas

quantitativa. No estado fundamental (T = 0), os estados de equiĺıbrio e estacionários

são iguais em D/J = 2. A temperatura máxima onde o sistema apresenta ordenamento

magnético é kBT/J = 2.66 em D = 0.

4.5 Conclusões

As propriedades de equiĺıbrio são calculadas teoricamente usando-se a mecânica es-

tat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. Nesse caso o equiĺıbrio corresponde ao mı́nimo da energia

livre do sistema. Por outro lado, para o estudo de sistemas fora do equiĺıbrio não existe

uma teoria completa para descrever todas as propriedades termodinâmicas, do ponto de

vista teórico. Entretanto, a mecânica estat́ıstica estocástica tem como base algumas pro-

postas usadas na mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio em conjunto com o uso de definições

das transições entre estados microscópicos que, na sua grande maioria, não são obtidas
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Figura 4.8: Diagrama de fases no plano T − D para o modelo Blume-Capel cinético na

aproximação de campo efetivo numa rede quadrada (z=4). As linhas tracejadas, ponti-

lhadas e sólidas correspondem a linhas de transição de primeira ordem fora do equiĺıbrio,

primeira ordem no equiĺıbrio e segunda ordem, respectivamente. O ponto preto é o ponto

tricŕıtico (PTC).

dos primeiros prinćıpios. Neste estudo fora do equiĺıbrio analiza-se o estado estacionário

do sistema. É conjecturado que para um Hamiltoniano contendo interações entre as

part́ıculas de curto alcance, o estado final estacionário corresponde ao equiĺıbrio termo-

dinâmico [125]. Não existe prova rigorosa, mas na prática é observado que sistemas não

integráveis sempre relaxam para um único estado estacionário. O estado de equiĺıbrio

não depende das condições iniciais. A situação é muito diferente para potenciais de longo

alcance. Este é o caso para sistemas auto-gravitante [126] e sistemas de spins tratado a

ńıvel de campo médio [127, 128, 128, 129]. Nestes sistemas, no limite termodinâmico, o

tempo de relaxação diverge e o equiĺıbrio termodinâmico nunca é alcançado [130], então,

eles acabaram colapsados num estado estacionário caracterizado por uma quebra de si-

metria [127]. Ao contrário do equiĺıbrio termodinâmico, o estado estacionário depende

explicitamente das condições iniciais. Uma importante caracteŕıstica de sistemas com

interações de longo-alcance é que as propriedades termodinâmicas podem depender da

forma do ensemble em que estas são derivadas [131]. Por exemplo, o calor espećıfico no

ensemble canônico é sempre positivo, mas pode ser negativo no ensemble microcanônico
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[129, 132].

Recentemente, Pakter e Yan Levin [133] estudaram através da dinâmica molecular um

modelo de Hamiltoniano que consiste de um termo correspondendo a energia cinética das

part́ıculas adicionado a um termo de spins planares que interagem com um potencial de

longo alcance (tipo campo médio). Foi mostrado inicialmente que as distribuições de spin

e velocidade não obedecem a distribuição de Maxwell-Boltzmann, mostrando assim ser o

sistema não ergódico. Outro resultado interessante observado foi que a solução dinâmica

difere na região de altas energias da solução de equiĺıbrio, onde uma transição de primeira

ordem é verificada no comportamento da magnetização como uma função da energia.

Neste caṕıtulo estudamos a dinâmica (Glauber) do modelo Blume-Capel de spin

através das aproximações de campo médio (MFA) e de campo efetivo (EFT), que são

métodos aproximados que desprezam efeitos de correlações. Desta maneira, elas são con-

siderados aproximações nas quais todos os śıtios interagem entre si e, por isto, correspende

a interação de longo-alcance. Inicialmente, propusemos um funcional para a energia livre

na EFT e analizamos o diagrama de fases, no plano T − D, a linha de primeira ordem

não discutida na literatura. No caso da rede quadrada (z = 4), o comportamento de

Tc(D) obtida via EFT é qualitativamente semelhante ao resultado da MFA, onde temos

um decréscimo gradual de Tc(D) com o aumento da anisotropia D até anular-se no va-

lor Dc = 2J que corresponde a solução exata do modelo no estado fundamental (T = 0).

Para baixos valores do parâmetro D(< Dt), o sistema sofre uma transição de fase cont́ınua

entre os estados ferromagnético (F) e paramagnético (P). No caso de altos valores de ani-

sotropia (D > Dt), a transição de fase é de primeira ordem que é caracterizada por uma

descontinuidade na magnetização. No diagrama de fase existe um ponto tricŕıtico (PTC)

que separa as linhas de primeira e segunda ordem. Um resultado importante descrito

neste caṕıtulo foi a proposta do funcional da energia livre, que não foi ainda discutido na

literatura, apenas linha de segunda ordem e PTC foram obtidos. Por outro lado, no caso

da rede cúbica simples (z = 6) o diagrama de fases está qualitativamente correto. Porém,

o ponto de vista quantitativo, a linha de primeira ordem obtida por EFT não termina em

T = 0 (estado fundamental) no valor exato Dc = 3J , como encontrado via MFA. Especu-

lamos que esta discrepância deve-se, sobretudo, a expressão da energia (funcional) livre

proposta. Em particular, a hipótese de manter o momento do quadrupolo constante no

instante da integração da equação de estado associada à magnetização é relevante nesta
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análise. Portanto, este formalismo (EFT) não é adquado para descrever a linha de pri-

meira ordem na rede cúbica simples e outro funcional da energia livre mais elaborado deve

ser proposto para eliminar este resultado espúrio em T = 0. Salientamos que outras redes

[honeycomb (z=3), bcc(z = 8), fcc(z = 12)] foram investigadas e também não obtivemos

resultados satisfatórios.

Analizando os resultados da solução estacionária (dinâmica), observamos que a linha

cŕıtica coincide com a solução de equiĺıbrio (minimização da energia livre) usando MFA

e EFT. Por outro lado, no caso da linha de primeira ordem, os resultados (dinâmica

e equiĺıbrio) são distintos. De fato na aproximação de campo médio (MFA), em T =

0, o valor de Dc (equiĺıbrio) 6= Dc (dinâmico). Usando-se a teoria de campo efetivo

(EFT), tanto para rede cúbica simples (z=6) como para a rede quadrada (z = 4) temos

valores iguais para Dc, isto é, Dc (equiĺıbrio) = Dc (dinâmico), mostrando ao levar-se em

consideração os efeitos de correlação temos melhoras nos resultados em comparação com

MFA. A estabilidade da solução dinâmica foi analizada através do cálculo do expoente

de Lyapunov. Na transição de fase cont́ınua temos λ(T = Tc) = 0 (λ(T < Tc) < 0) e na

transição de primeira ordem observamos uma certa descontinuidade no valor de λ quando

atingimos a temperatura de transição T ∗
c (D).
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Caṕıtulo 5

Modelo de Blume-Capel com campo

oscilante

5.1 Introdução

O modelo de Ising de spin-1 com um campo cristalino ou anisotropia de ı́on único,

que é conhecido como Blume Capel (BC), tem sido tema de muitas investigações teóricas

desde a sua introdução [114, 115] há 40 anos atrás, por causa de ser fundamental no

estudo de fenômenos multicŕıticos associado com vários sistemas f́ısicos reais, tais como

fluidos multicomponentes, ligas ternárias, sistemas magnéticos, etc. A versão de equiĺıbrio

deste modelo e sua generalização, o modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) [121], tem sido

extensamente estudado [117, 118, 119, 120, 121, 122] e apresenta uma variedade rica

de comportamento cŕıtico e multicŕıtico. Enquanto as propriedades de equiĺıbrio são

bem conhecidas, usando uma variedade de métodos, as propriedades de não-equiĺıbrio

consistem na introdução de um campo externo oscilatório no Hamiltoniano do modelo

BC. Manzo e colaboradores [134], usando simulação de Monte Carlo (MC) dinâmico,

mostraram que o decaimento do estado metaestável particular pode ocorrer diretamente

ou por uma sucessão de passos separados, dependendo da disponibilidade e estabilidade

relativa de um segundo estado metaestável intermediário entre o estado inicial e a fase de

equiĺıbrio. Manzo e Oliveira [135] estudaram a metaestabilidade e nucleação deste modelo

BC cinético usando MC. Keskin e colaboradores [136] estudaram este modelo usando

aproximação campo médio e encontraram novas linhas de primeira ordem no diagrama

de fase no plano T −H0 ( H0 é a amplitude do campo oscilante), dependendo do valor da
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anisotropia D. O mais interessante resultado dos seus estudos é o aparecimento de mais

pontos tricŕıticos. Porém, a transição não pode ser verdadeiramente dinâmica uma vez

que ela persiste mesmo no limite de frequência nula (estática). Esta transição no limite

estático é um artefato da MFA, que negligência as flutuações térmicas não triviais. Deviren

e Keskin [137] desenvolveram a teoria de campo efetivo (EFT), onde mais correlações são

levadas em consideração sendo superior a MFA. Esta técnica (Operador Diferencial) foi

introduzida por Honmura e Kaneyoshi [66] para estudar as propriedades de equiĺıbrio do

modelo de Ising de spin-1/2, posteriormente foi generalizada para tratar a transição de

fase dinâmica do modelo de Ising-1/2 cinético [67, 68]. Na teoria desenvolvida por Deviren

e Keskin [137], o momento de quadrupolo q = 〈S2
i 〉 foi tratado de forma aproximada (i.

e., q = 〈S2
i 〉n ' 〈Si〉2n = m2n) gerando, assim, apenas uma equação diferencial, obtida

a partir da dinâmica de Glauber e técnica do operador diferencial, para a magnetização.

Integrando a magnetização m(t) num peŕıodo, obtém-se o parâmetro de ordem dinâmico

M(T, H0, D), e analiznado o comportamento do expoente de Lyapunov a transição de fase

dinâmica é então calculada. O diagrama de fases no plano T −H0 para diversos valores

do parâmetro de anisotropia D, fixando a frequência ω = 2π, foi obtido e diversos pontos

multicŕıticos (triplo, tricŕıtico, etc) têm sido encontrados diferindo dos resultados de MFA

[135, 136] que apenas temos PTC. Tanto MFA como este EFT desenvolvida por Deviren

e Keskin [137] apresentam a fase mista P+F no diagrama de fases, enquanto que na

aproximação de Bethe [138] na rede quadrada (z=4) esta fase não existe. Neste caṕıtulo

iremos desenvolver uma teoria de campo efetivo, na técnica do operador diferencial, na

qual geraremos duas equações diferenciais acopladas para a magnetização (m) e momento

de quadrupolo (q).

5.2 Dinâmica de Glauber

O modelo de Blume-Capel cinético é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H = −J
∑
<i,j>

SiSj + D
∑

i

S2
i −H

∑
i

Si, (5.1)

onde Si assumem valores discretos 0,±1 em cada śıtio i da rede, < i, j > denota a soma

entre os primeiros vizinhos, J > 0 é o acoplamento ferromagnético, de origem eletrostática,

D é a anisotropia de ı́on único, de origem microscópica da interação spin-órbita e H é
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uma campo magnético externo oscilante com dependência temporal, definido por

H(t) = H0cos(ωt) (5.2)

onde H0 e ω = 2πν são a amplitude e a frequência angular do campo oscilante, respecti-

vamente. O sitema está em contato com com um reservatório de calor a uma temperatura

absoluta T. O sistema evolui de acordo com processo estocástico de Glauber a uma taxa

de 1/τ transições por unidade de tempo.

Para um aglomerado com um spin central, a mudança na energia do sistema quando

os spins Si mudam é dado por

∆H(S,S′) = −(S ′
i − Si)

(
J

z∑
δ

Si+δ + H

)
+ D(S ′2

i − S2
i ) (5.3)

onde z é o numero de coordenação. Com esta equação, substituindo os valores posśıveis

de S,
i = ±1, 0 na probabilidade de transição de Glauber, Eq.(4.27), obtemos

ω(−1, 0) = ω(1, 0) =
1

τ

eβD

2cosh(βc) + eβD
(5.4)

ω(1,−1) = ω(0,−1) =
1

τ

e−βc

2cosh(βc) + eβD

ω(−1, 1) = ω(0, 1) =
1

τ

eβc

2cosh(βc) + eβD

onde c = J
z∑
δ

Si+δ + H

Desde que as soma das probabilidades normalizada seja um, multiplicando ambos os

lados da Eq(4.26) por Si , S2
i e tomando-se a média, obtemos respectivamente,

τ
dm

dt
= −m(t) +

〈
2sinh(βc)

2cosh(βc) + eβD

〉
, (5.5)

τ
dq

dt
= −q(t) +

〈
2cosh(βc)

2cosh(βc) + eβD

〉
(5.6)

onde m = 〈Sk〉 (t) e q = 〈(Sk)
2〉 (t). Estas expressões da evolução temporal são exatas,

mas de dif́ıcil manipulação, devido as correlações entre os spins não conhecidas. Uma

alternativa para contornar essa dificuldade são os métodos aproximativos. Por isso, usa-

remos duas aproximações comuns em mecânica estat́ıstica, aproximação de campo médio

e campo efetivo na investigação desse sistema.
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5.3 Solução na aproximação de campo médio

A teoria de campo médio [135, 136], equivale reescrever a expressão Eq.(5.5) aproxi-

mando as médias das funções hiperbólicas pelas médias dos seus respectivos argumentos,

obtendo assim

τ
dm

dt
= −m(t) +

2sinh(K
∑z

δ 〈Si+δ〉+ βH)

2cosh(K
∑z

δ 〈Si+δ〉+ βH) + eβD
, (5.7)

ou ainda pode ser reescrita na forma

Ω
dm

dξ
= −m(t) +

2sinh [(1/T )(mz + hcos(ξ))]

2cosh [(1/T )(mz + hcos(ξ)] + exp(d/T )
(5.8)

onde ξ = ωt, T = (βJ)−1, d = D/J , h = H0/J e Ω = ωτ .

5.4 Solução na aproximação de campo efetivo

Seguindo os mesmos procedimentos das obtenções das Eqs.(4.35) e (4.36), encontramos

o seguinte conjunto de equações diferenciais acopladas para os parâmetros m e q, que são

dadas por

τ
dm

dt
= −m(t) + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z f(x)|x=0 (5.9)

e

τ
dq

dt
= −q(t) + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z g(x)|x=0, (5.10)

onde f(x) = 2sinh(x+βH)
eβD+2cosh(x+βH)

e g(x) = 2cosh(x+βH)
eβD+2cosh(x+βH)

. Definindo Ω = ωτ e ξ = ωt

podemos reescrever as equações diferenciais nas formas reduzidas

Ω
dm

dξ
= −m + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z f(x)|x=0 (5.11)

e

Ω
dq

dξ
= −q + (1 + sinh(KDx)m + (cosh(KDx)− 1)q)z g(x)|x=0. (5.12)

A fim de ilustrar o formalismo e estudar a transição de fase deste modelo usando EFT

vamos desenvolver as Eqs.(5.11) e (5.12) numa rede quadrada (z=4), resultando assim

nas seguintes expressões

Ω
dm

dξ
= −m(t) + G1(m, q) ≡ Λ1(m, q) (5.13)
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e

Ω
dq

dξ
= −q(t) + G2(m, q) ≡ Λ2(m, q) (5.14)

sendo

G1(m, q) =
4∑

r=0

Ar(q)m
r (5.15)

e

G2(m, q) =
4∑

r=0

Br(q)m
r, (5.16)

onde os coeficientes Ar, Br são obtidos analiticamente aplicando a idntidade eλDxf(x) =

f(x + λ), e são expressos por

Ar(q) = Ô(Dx)f(x)|x=0 (5.17)

e

Br(q) = Ô(Dx)g(x)|x=0 (5.18)

onde o operador Ô(Dx) é dado por

Ô(Dx) =
(
4
r

)
[1 + (cosh(KDx)− 1)q]4−4sinhr(KDx) (5.19)

para T, D, H0 e ω fixos (τ ≡ 1), resolvendo numericamente o conjunto de equações

diferenciais acopladas Eqs.(5.13) e (5.14), usando o método de Runge-Kutta de quarta

ordem, obtemos a evolução temporal da magnetização m(t) e o momento de quadrupolo

q(t). No limite de campo nulo (H0 = 0), as funções f(x) (́ımpar) e g(x) (par) têm

uma paridade bem definida, de modo que na expansão da Eq.(5.15) teremos apenas

potências ı́mpares, enquanto que na expansão da Eq.(5.16) teremos apenas potências

pares, reduzindo os resultados discutido no caṕıtulo 4, mas precisamente as Eqs.(4.37) e

(4.38).

5.5 Resultados

Nesta seção apresentamos as soluções e os diagramas de fases do modelo Blume-Capel

cinético com campo oscilante numa rede quadrada (z = 4), usando as aproximações de

campo médio e campo efetivo. Primeiramente, vamos estudar as soluções das equações

diferenciais, Eq.(5.13) e Eq.(5.14), fixados Ω = 2π e τ = 1 para um conjunto de parâmetros

{T, d, h} e condições iniciais.
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As soluções destas equações são funções periódicas de ξ, isto é, m(ξ + 2π) = m(ξ).

Além disso, elas podem ser de dois tipos de acordo se elas têm ou não têm a propriedade

m(ξ + π) = −m(ξ). (5.20)

A solução que satisfazem Eq.(5.20) é chamada solução simétrica, que corresponde a

solução paramagnética (P). Nesta solução, a magnetização m(ξ) oscila em torno do valor

zero. O segundo tipo de solução, que não satisfaz Eq.(5.20), é chamada solução anti-

simétrica, que corresponde a solução ferromagnética (F), a magnetização oscila em torno

de um valor não nulo. Além dessas soluções esse sistema apresenta uma outra solução, a

coexistência da solução paramagnética com a ferromagnética (P+F).

Vamos primeiramente discutir os resultados de campo médio, Eq.(5.8), fixando numa

rede quadrada (z = 4). Os resultados qualitativos são independentes do valor de z.

A Figura 5.1 mostra as três diferentes soluções para o modelo que são paramagnética

(P), a ferromagnética (F) e a solução mista (P+F) em que a solução paramagnética e

ferromagnética coexistem. Na Figura 5.1 (a), apenas a solução simétrica é obtida, a mag-

netização oscila em torno de zero, então temos a solução paramagnética. Na figura 5.1 (b),

apenas a solução anti-simétrica é encontrada, a magnetização oscila em torno de um valor

não nulo, portanto, temos a solução ferromagnética. Nenhuma dessas soluções dependem

das condições iniciais. Por outro lado, na Figura 5.1 (c) ambas soluções simétricas e

anti-simétricas sempre existem no sistema, portanto temos a solução coexistente (P+F).

Neste caso, as soluções dependem das condições iniciais.

Para verificar as fronteiras entre essas três diferentes regiões, iremos calcular os pontos

da transição de fase dinâmica, e o conjunto de tais pontos formam os diagramas de fases do

sistema. Esses pontos serão obtidos pela investigação do comportamento da magnetização

média em função da temperatura reduzida e do campo magnético externo reduzido, onde

será controlada a estabilidade através do cálculo do expoente de Lyapunov.

A magnetização média M em um peŕıodo é definida por

M =
1

2π

∫ 2π

0

m(ξ)dξ. (5.21)

O comportamento de M em função da temperatura reduzida para vários valores de h

e d são obtidos através do método numérico diferença finita (ver apêndice B ). No caso da

MFT, o comportamento da magnetização média M em função da temperatura reduzida

para d = 0.25 e vários valores de h são plotados na Figura 5.2. Nesta Figura, a linha mais
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Figura 5.1: Evolução temporal da magnetização (m) do modelo Blume-Capel cinético na

presença de um campo oscilante obtido na aproximação de campo médio (MFA)[136] .

Fixando τ = 1, ω = 2π, T ≡ (βJ)−1, h ≡ H0/J e d = D/J numa rede quadrada (z = 4):

(a) fase paramagnética (P), d = 0.25, h = 0.5 e T = 0.7; (b) fase ferromagnética (F),

d = 0.25, h = 0.2 e T = 0.5; (c) região de coexistência (P+F), d = 0.25, h = 0.75 e

T = 0.1;
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Figura 5.2: A dependência térmica da magnetização média (a linha sólida cheia) e dos

expoentes de Lyapunov λs e λa (a linha sólida fina) para do modelo Blume-Capel cinético

na presença de um campo oscilante obtido via MFA [136]. O ı́ndice s indica a solução

simétrica, que corresponde a fase P e o ı́ndice a indica a solução anti-simétrica, que

corresponde a fase F . Tt e Tc são as temperaturas de transição de fase de primeira e

segunda ordem, respectivamente. (a) A transição de fase de primeira ordem para h =

0.775 e d = 0.25 ocorre em Tt = 0.125. (b) As duas sucessivas transições de fases, região

de coexistência F+P, uma de primeira ordem e a outra de segunda ordem para h = 0.715

e d = 0.25 ocorrem em Tt = 0.09 e Tc = 0.27, respectivamente. (c) A transição de fase de

segunda ordem para h = 0.715 e d = 0.25 ocorre em T = 0.27.(d) A transição de fase de

segunda ordem para h = 0.45 e d = 0.25 ocorre em T = 0.48.

cheia corresponde o comportamento de M e a mais fina o expoente de Lyapunov λ, que foi

discutido nos dois últimos caṕıtulos anteriores. A Figura 5.2(a) representa a magnetização

média dependente da temperatura reduzida fixando h = 0.775. Neste caso, M decresce

monotonicamente para zero descontinuamente com o aumento da temperatura, assim
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uma transição de fase de primeira ordem ocorre em Tt = 0.125 que é marcada com

uma seta na Figura. As Figuras 5.2(b) e 5.2(c) ilustram a variação térmica de M para

h = 0.715 e para duas diferentes condições iniciais. No caso da condição inicial m = 0

temos a Figura 5.2(b) e m = 1 a Figura 5.2 (c). Na Figura 5.2 (b), o sistema sofre

duas sucessivas transições de fases, uma de primeira ordem, da fase paramagnética para

a fase ferromagnética e outra transição de segunda ordem, da fase ferromagnética para a

fase paramagnética. As temperaturas das transições de fases encontradas são Tt = 0.09

e Tc = 0.27, respectivamente. Isso significa que existe uma região coexistente P+F no

sistema para h = 0.715, este fato será visto mais adiante no diagrama de fase. Na Figura

5.2 (c), M decresce para zero continuamente com o aumento da temperatura reduzida,

o sistema exibe uma transição de fase de segunda ordem, a temperatura da transição de

fase de segunda ordem Tc é marcada com uma seta na figura, Tc = 0.715. Finalmente, a

Figura 5.2 (d) mostra o comportamento de M em função da temperatura reduzida para

h = 0.45, o sistema apresenta apenas transição de fase de segunda ordem, da fase F para

a fase P em Tc = 0.48. Esse resultado independe da condição inicial, para qualquer valor

da condição, o sistema apresenta o mesmo comportamento.

Uma outra grandeza importante no nosso estudo é o expoente de Lyapunov λ, com o

cálculo desse expoente é posśıvel controlar as estabilidades das soluções. Se escrevermos

as equações dinâmicas, Eq(5.13) e Eq(5.14), na forma

Ω
dm

dξ
= F (m, ξ), (5.22)

o expoente de Lyapunov λ será então calculado por

Ωλ =
1

2π

∫ 2π

0

∂F

∂m
dξ (5.23)

a solução será estável se λ < 0.

O expoente de Lyapunov funciona como um indicador da transição de fase, isso é de

grande importância na busca dos pontos de transição de fase dinâmica, sendo posśıvel

construir os diagramas de fases dinâmico para o modelo. O comportamento do expoente

de Lyapunov em função da temperatura reduzida é mostrada na figura 5.2, no qual as

linhas finas correspondem aos expoentes de Lyapunov. λs e λa são os expoentes de

Lyapunov associados as soluções simétricas e anti-simétricas, respectivamente. Se λs e λa

crescem para zero continuamente, a temperatura reduzida aproxima da transição de fase

de segunda ordem Tc. Por outro lado, se um λ crescer para zero descontinuamente e outro
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λ crescer para zero continuamente a medida que a temperatura reduzida se aproxima

da temperatura de transição de fase, a temperatura em que a descontinuidade ocorrer

primeiro para um dos λ e outro λ = 0, é a temperatura de transição de fase de primeira

ordem Tt. Por exemplo, na Figura 5.2(a) a descontinuidade ocorre para λs, a temperatura

onde ocorre a descontinuidade é Tt, mas na Figura 5.2(b) a descontinuidade ocorre para

λa. Além disso, pode ser visto através desta Figura 5.2, que Tt e Tc podem ser calculados

através de M ou λ.

Os diagramas de fases no plano T −H0 do sistema foram obtidos, eles estão apresenta-

dos nas Figuras 5.3(a)- 5.3(e). Nestes diagramas de fases, as linhas sólidas e pontilhadas

representam as linhas de transições de fases de segunda e primeira ordem, respectivamente.

Os pontos tricŕıticos dinâmicos serão denotados pelos pontos pretos. Para d negativos,

apenas um tipo de diagrama de fase é obtido, conforme ilustrado na Figura na 5.3(a).

Para d positivos, quatros diferentes diagramas de fases são encontrados, ilustrados na Fi-

gura 5.3(b)-5.3(e). A Figura 5.3(a), representa os diagramas de fases para valor d = −0.2.

Neste diagrama de fase, em alta temperatura reduzida T e campo externo reduzido h as

soluções são paramagnéticas, em baixos valores de T e h elas são ferromagnéticas. As

fronteiras entre essas regiões P e F é uma linha de fase de segunda ordem para altas

temperatura reduzida e em baixa temperatura existe uma região de coexistência das fases

P e F, chamada fase mista. A região de coexistente é separada das fase P e F por uma

linha de fase de primeira ordem. O sistema exibe apenas um ponto tricŕıtico dinâmico,

onde as duas linhas de transição de primeira ordem se unem, sinalizando a mudança de

primeira ordem para a segunda.

No caso de anisotropia positiva, quatro diferentes diagramas de fases são encontrados,

dependendo dos valores de d. O primeiro diagrama de fases é representado pela Figura

5.3(b), onde d = 0.3, ele é similar ao da Figura 5.3(a), diferenciando apenas por apresentar

uma região coexistente para valores mais baixos de T e h. A fronteira entre esta região

coexistente P+F e F é uma linha de fase de primeira ordem. O segundo, representado

pela Figura 5.3(c), onde d = 0.525, mostra que o sistema exibe dois pontos tricŕıticos

dinâmicos, um ocorre similarmente como nos diagramas anteriores e o outro ocorre para

baixo valores de h. A linha de transição fase de segunda ordem entre as fases F e P não

termina em h = 0, a linha de transição fase de primeira ordem que separa as regiões F

e P+F se funde com a linha de fase de segunda ordem e um segundo ponto tricŕıtico
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Figura 5.3: Diagramas de fases no plano T − H0 do modelo Blume-Capel de spin-1

cinético com campo oscilante usando aproximação de campo médio (MFA)[136]. Regiões

paramagnéticas P, ferromagnéticas F, e coexistência de regiões F+P são encontradas.

As linhas tracejadas e sólida representam transições de fases de primeira e segunda ordem,

respectivamente. Os ćırculos pretos correspondem os pontos tricŕıticos. (a) d = −0.2, (b)

d = 0.3 , (c) d = 0.525 , (d) d = 0.6 e (e) d = 1.0.
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dinâmico ocorre. A linha de transição de fase de primeira ordem existe para valores baixo

de campo externo reduzido h, ela separa a região coexistente da região F, e também da

fase P. O terceiro diagrama de fases obtido escolhemos d = 0.6, conforme ilustrado na

Figura 5.3(d), esse diagrama de fases é bastante complexo, ele apresenta os dois pontos

tricŕıticos dinâmicos e a baixa temperatura reduzida apresenta um intervalo de h onde

existe uma região paramagnética. O sistema apresenta três regiões coexistentes, que a

baixa temperatura reduzida é adicionada entres as fases P e F. E, finalmente, o diagrama

de fases para d = 1, Figura 5.3(e), é similar ao terceiro tipo de diagrama para d positivos,

exceto que, a região coexistente para valores baixos de h e T desaparece. Toda esta dis-

cussão de MFA tem sido feita por Keskin e colaboradores [136], aqui apenas reproduzimos

a fim de comparação com os nossos resultados de EFT.
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(b) Exibindo a fase ferromagnética (F), d =

1.8, h = 2.2 e T = 0.3.
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(c) Exibindo a região de coexistência

(P+F), d = 1.8, h = 0.75 e T = 0.3.

Figura 5.4: Evolução temporal da magnetização (m) do modelo Blume-Capel cinético na

presença de um campo oscilante obtido na aproximação de campo efetivo (EFT).

Na teoria de campo efetivo (EFT) efeitos de correlações foram levados em consi-
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deração, sendo um formalismo um pouco mais aprimorado do que MFA discutido an-

teriormente. Escolhendo apropriamente valores para os parâmetros reduzidos T, h e d,

fixando omega = 2π, mostramos na Figura 5.4 a evolução temporal da magnetização

nas três posśıveis regiões. No caso da região paramagnética (Figura 5.4 (a)) e ferro-

magnética (Figura 5.4 (b)), o sistema oscila ao redor de m = 0 e m 6= 0, respectivamente,

caracterizando, assim, um estado desordenado (m = 0) e ordenado (m 6= 0) magneti-

camente. Nestes dois casos, a evolução do sistema independe da condição inicial. Por

outro lado, no caso da região mista F+P a evolução temporal fortemente depende da

condição inicial. Escolhendo duas condições iniciais distintas, na Figura 5.4 (c) temos que

a magnetização oscila ao redor de m = 0 ou m 6= 0, caracterizando muito bem esta região

de coexistência. Do ponto de vista qualitativo, os três comportamento para a evolução

temporal da magnetização são equivalentes aos obtidos via MFA, conforme ilustrado na

Figura 5.1. Na EFT, o comportamento da magnetização média e o expoente de Lyapunov

em função da temperatura reduzida é mostrado na Figura 5.5. Nesta figura, ilustra-se

a variação térmica de M para d = 1.5, h = 0.1 e duas condições iniciais diferentes. As

linhas grossas e finas correspondem a magnetização média e o expoente de Lyapunov ,

respectivamente. A magnetização média em função da temperatura reduzida apresenta

dois tipos de comportamentos , esses comportamentos dependem dos valores de d e das

condições iniciais. Na Figura 5.5(a) a condição inicial usada é M = 0, o sistema sofre

duas sucessivas transições de fase. A primeira, é transição de primeira ordem, a mag-

netização média sofre uma descontinuidade com o aumento da temperatura reduzida, o

sistema muda da fase paramagnética para a fase ferromagnética em uma temperatura de

Tt = 0.350. A segunda, é transição de segunda ordem, a magnetização média decresce

continuamente a zero com o aumento da temperatura reduzida, o sistema muda da fase

ferromagnética para a fase paramagnética em Tc = 1.550. Isso significa que existe uma

região de coexistência P+F no sistema, esse fato pode ser visto no diagrama de fases,

veja a Figura 5.6(c)-5.6(d). Este comportamento não se apresenta para baixos valores de

d. Na Figura 5.5(b), a condição inicial é M = 1, a magnetização média sofre apenas uma

transição de fase, decrescendo continuamente a zero com aumento da temperatura redu-

zida caracterizando uma transição de fase de segunda ordem, a temperatura de transição

de fase é Tc = 1.550 a mesma encontrada na Figura 5.5(b), esse comportamento acontece

para todos os valores de d. Os diagramas de fases do sistema são apresentados nas Figu-
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Figura 5.5: A magnetização média e o expoente de Lyapunov dependentes da tempe-

ratura reduzida para o modelo Blume-Capel cinético com campo externo oscilante na

aproximação de campo efetivo (EFT) numa rede quadrada (z=4) para d = 1.5 e h = 0.1.

A linha cheia e fina correspondem a magnetização média e o expoente de Lyapunov,

respectivamente. (a) condição inicial na evolução temporal m(0) = 0 (b) m(0) = 1.
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Figura 5.6: Diagramas de fases do modelo Blume-Capel cinético com campo oscilante no

plano T−H0, obtido via aproximação de campo efetivo (EFT). A região paramagnética P

, ferromagnética F, e coexistência de regiões F+P são encontradas. As linhas tracejadas

e sólidas representam transições de fase de primeira e segunda ordem, respectivamente.

(a) d = −0.2, (b) d = 0.7 , (c) d = 1.5 e (d) d = 1.8

ras 5.6(a)- 5.6(e). Nestes diagramas de fases as linhas pontilhadas e sólidas representam

as linhas de transições de fases de primeira e segunda ordem, respectivamente. Apenas

dois tipos de diagramas de fases foram obtidos, os que não apresentam regiões coexisten-

tes (F+P) e os que apresentam. O primeiro tipo não apresenta uma região coexistente

(F+P), tem-se uma região ordenada (F) que é delimitada por uma linha de transição de

segunda ordem de uma região desordenada (P), essa região ferromagnética diminue para

valores grandes de d, compare as Figuras 5.6(a) e 5.6(b). Esse tipo de diagrama de fases

ocorre para d ≤ 1. O segundo tipo de diagrama é similar ao anterior, exceto que para

baixos valores de T e h existe a região (P+F), região que cresce com o aumento de d,

até o sistema se tornar totalmente paramagnético. Esse tipo de diagrama de fases ocorre
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para d > 1, veja as Figuras 5.6(b)-5.6(e).

5.6 Conclusão

Neste caṕıtulo, analizamos nas aproximações de campo médio (MFA) e de campo efe-

tivo (EFT) apenas os estados estacionários do modelo de Blume-Capel com campo externo

oscilante, uma vez que não foi posśıvel obter uma expressão para a energia livre e com

isto analizar os estados do sistema no equiĺıbrio termodinâmico. Usamos a dinâmica es-

tocástica de Glauber para descrever a evolução temporal das grandezas termodinâmicas,

particularmente, o comportamento da magnetização dependente do tempo e o comporta-

mento da magnetização média em função da temperatura reduzida, anisotropia reduzida

e campo magnético externo reduzido. As estabilidades das soluções estacionárias foram

analizadas através do calculo do expoente de Lyapunov, que nos permite determinar os

pontos e as ordens das transições de fase.

Analizando a evolução temporal da magnetização do sistema ferromagnéticos, usando

os dois métodos aproximativos, observamos que o sistema apresenta regiões paramagnéticas

(P), ferromagnéticas (F) e mistas (P+F). O comportamento do parâmetro de ordem

dinâmico pode depender das condições iniciais do sistema. Ele pode sofrer mudança em

seu estado de forma descont́ınua (transição de primeira ordem) ou cont́ınua (transição de

segunda ordem).

O comportamento do sistema é fortemente influenciado pela interação de campo cris-

talino, resultados vistos através dos diagramas de fases. Usando MFA, para d negativos,

o sistema se comporta como uma dinâmica de um sistema ferromagnético misto com

spin-1/2 e spin-1 e também como a cinética do modelo de Ising-1/2 [136]. Nos diagra-

mas de fases, em altas temperaturas o sistema apresenta regiões paramagnéticas, e em

baixos valores de T regiões ferromagnéticas. A fronteira entre essas duas regiões é uma

linha de transição de fase de segunda ordem para altas temperaturas, e uma região de

coexistência delimita por linhas de primeira ordem em baixas temperaturas. Um ponto

tricŕıtico separada a região de coexistência da linha de transição cŕıtica. Para outros

valores de d observamos quatros diferentes diagramas de fases foram encontrados que

apresentam regiões ordenadas, desordenadas, mistas e pontos multicŕıticos. Com apro-

ximação de campo efetivo, apenas dois tipos de diagramas de fases foram obtidos: os
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que não apresentam regiões de coexistência, onde uma região ordenada que é delimitada

por uma linha de transição de fase de segunda ordem de uma região desordenada, para

d < 1, e os que apresentam, para baixos valores de T e h região de coexistência, que cresce

com o aumento de d até o sistema se tornar totalmente paramagnético em d = 2. Com

esta aproximação, não se observou a presença de pontos multicŕıticos. É evidente que a

anisotropia contrária ao ordenamento magnético destroi esse ordenamento.
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Caṕıtulo 6

Consideraçoes Finais

Neste trabalho, analizamos nas aproximações de campo médio (MFA) e de campo efetivo

(EFT) os estados estacionários e de equiĺıbrio dos modelos de spins: modelo de Ising com

campo aleatório (RFIM), de Blume-Capel (BC) sem campo externo. Para o modelo de

Blume-Capel com campo externo oscilante com o tempo estudamos apenas os estados

estacionários, por que não é posśıvel analizar os estados do sistema no equiĺıbrio termo-

dinâmico. Usamos a dinâmica estocástica de Glauber para descrever a evolução temporal

das grandezas termodinâmicas, particularmente o comportamento da magnetização de-

pendente do tempo e o comportamento da magnetização média em função da temperatura

reduzida, anisotropia reduzida e campo magnético externo reduzido. As estabilidades das

soluções estacionárias foram analizadas através do calculo do expoente de Lyapunov, que

nos permite determinar os pontos das transições de fase. Os resultados são apresentados

através dos diagramas de fases, e nos casos do RFIM e do BC sem campo magnético

externo foi posśıvel fazer uma comparação dos resultados da dinâmica com a solução do

equiĺıbrio.

Para os dois modelos que permitem a análise dos estados de equiĺıbrio termodinâmico,

RFIM e Blume-Capel sem campo magnético externo, os diagramas de fases apresentam

caracteŕısticas qualitativas semelhantes. Mostramos que o sistema apresenta a existência

de duas regiões, uma magneticamente ordenada F e outra desordenada P, ambas limitadas

por uma linha de transições de fases que pode ser de primeira ordem e ou de segunda

ordem, tendo um ponto tricŕıtico separando estas duas linhas. Eles mostram que para

temperatura elevadas, a solução estacionária da dinâmica estocástica de Glauber são

iguais à solução de equiĺıbrio termodinâmico. No entanto, em baixas temperaturas, essas
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soluções são diferentes, sendo que usando a MFA obtem-se distintos valores em T =

0 para Hc(Dc) no RFIM (BC), enquanto a EFT encontra mesmos valores descrevendo

corretamente o estudo fundamental. No caso do modelo BC, o valor de Dc = zJ
2

é obtido

de forma exata, e no caso RFIM comparamos nossa estimativa de Hc = 4J como o valor

encontrado recentemente usando simulação de Monte Carlo [111].

No caso do modelo de Blume-Capel com campo externo oscilante, observa-se que o

comportamento do sistema é fortemente influenciado pela interação de campo cristalino

(anisotropia de ı́on único) D. Usando MFA, para d negativos, apenas um tipo de diagrama

de fases foi obtido, no qual em altas temperaturas as soluções são paramagnéticas, e em

baixos valores de T elas são ferromagnéticas. A fronteira entre essas duas regiões é uma

linha de transição de fase de segunda ordem para alta temperatura reduzida, e uma

região coexistente para temperaturas baixas. A região coexistência é separada das fase

P e F por linhas de primeira ordem, exibindo apenas um ponto tricŕıtico dinâmico. Por

outro lado, para d positivos, quatros diagramas de fases diferentes foram encontrados.

O primeiro, para d = 0.3, é similar ao caso de d negativos, diferenciando-se apenas por

apresentar uma região de coexistência para valores muitos baixos de T e h. A fronteira

entre esta região coexistente e a região ferromagnética é uma linha de primeira ordem.

O segundo, para d = 0.525, mostra que o sistema exibe dois pontos tricŕıticos dinâmicos.

Um ocorre como nos diagramas anteriores e o outro ocorre para baixo valores de h. A

linha de segunda ordem entre as fases F e P não termina em h = 0, enquanto a linha de

fase de primeira ordem que separa as regiões F e P+F se funde com a linha de segunda

ordem e um segundo ponto tricŕıtico dinâmico surge. A linha de primeira ordem existe

para valores baixos do campo externo reduzido h. Ela separa a região de coexistência

da região ferromagnética, e também da fase paramagnética. O terceiro, para d = 0.6,

é bastante interessante. Ele apresenta os dois pontos tricŕıticos dinâmicos e, a baixa

temperatura reduzida apresenta um intervalo de h onde existe uma região paramagnética.

O sistema apresenta três regiões de coexistência adicionadas entres as fases P e F a baixa

temperatura reduzida. Finalmente, o quarto para d = 1, é similar ao terceiro tipo de

diagrama para d positivos, exceto que a região de coexistência para valores baixos de h e

T desaparece.

Com EFT, apenas dois tipos de diagramas de fases foram obtidos, os que não apre-

sentam regiões de coexistência e os que apresentam. O primeiro tipo, ocorre para d ≤ 1.
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Ele apresenta uma região ordenada que é delimitada por uma linha de transição de fase

de segunda ordem de uma região desordenada. A região ferromagnética diminue com o

aumento d, e consequentemente, a região paramagnética aumenta. O segundo tipo de

diagrama de fases, ocorre para d > 1. Ele é similar ao anterior, exceto que para baixos

valores de T e h existe uma região de coexistência, que cresce com o aumento de d, até o

sistema se tornar totalmente paramagnético em d > 2.

Como resultados desta dissertação publicamos, preliminarmente, dois trabalhos ci-

ent́ıficos (ver apêndice D). O primeiro deles está relacionado ao caṕıtulo 3 e o outro à

análise de campo médio feita no caṕıtulo 4. Estão em fase de preparação mais dois arti-

gos cient́ıficos relacionados aos resultados de EFT do caṕıtulo 4, em particular a proposta

do funcional da energia livre para o modelo BC, e o outro aos resultados do caṕıtulo 5.

106



Apêndice A

Equação dinâmica para o modelo de

Ising com campo oscilante

A equação que descreve a evolução temporal dos processos markovianos é dada por,

dP (~σ)

dt
=
∑
σ′

[P (~σ′, t)ω(σi)− P (~σ, t)ω(σ′i)] . (A.1)

Multiplicando esta equação por uma variável de spin σk temos,

σk
dP (~σ)

dt
= σk

∑
σ′

[P (~σ′, t)ω(σi)− P (~σ, t)ω(σ′i)] . (A.2)

Considerando que a média de um observável é dada por 〈σk〉(t) =
∑

σ

σkP (σ, t),

podemos escrever que a dependência temporal de 〈σk〉 seja,

d〈σk〉
dt

= 〈
∑

σ

σkω(σk)〉 − 〈σk〉
∑
σ′

ω(σ′k). (A.3)

Para o modelo de Ising com campo oscilante, onde as variáveis de spins podem assumir

os valores ±1, as taxa de transições de Glauber são: ω(−1, +1) = ω(+1, +1) = 1
τ

1
1+e−2βa

ω(−1,−1) = ω(+1,−1) = 1
τ

e−2βa

1+e−2βa

(A.4)

onde a = J

z∑
δ

σi+δ + H0cos(ηt) e ω(σi, σ
′
i) não depende dos valores σi. Substituindo os

posśıveis valores das variáveis de spins em Eq.(A.3) temos,

d〈σk〉
dt

= 〈ω(1)− ω(−1)〉 − 〈σk〉(ω(1) + ω(−1)). (A.5)
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Portanto, a equação para evolução temporal da magnetização é dada por

d〈σk〉
dt

= 〈1
τ
tanh(βa)〉 − 〈σk〉

1

τ
(A.6)

ou

τ
d〈σk〉

dt
=

〈
tanh(βJ

z∑
δ

σi+δ + βH0cos(ηt))

〉
− 〈σk〉 (A.7)
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Apêndice B

Métodos númericos

A importância do estudo das equações diferenciais ordinárias justifica-se pelo fato

de ocorrerem com muita frequência na modelagem matemática de diferentes situaçoes

práticas, principalmente nas áreas de f́ısica, engenharia, biologia, economia, biomedicina,

etc [139].

Em mecânica estat́ıstica é comum empregarmos métodos numéricos para solucionar

as equações diferenciais são fundamentais, pois com frequência soluções exatas não são

posśıveis ou muito dif́ıcil de serem determinadas.

A seguir, apresentaremos a śıntese de alguns métodos númericos para a resolução de

equações diferenciais ordinárias, consideramos que o leitor conheça sobre equação diferen-

cial ordinária.

B.1 Método de diferença finitas

O método de diferenças finitas (MDF) se baseia na aproximação de derivadas por dife-

renças finitas, que obtém-se da série de Taylor.

Considerando um problema de valor inicial (PVI), y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

O algoritmo para resolver a equação diferencial de primeira ordem para um valor inicial

é

1. Declare:
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a) Função f(x, y).

b) Condição inicial: y(x0), y0

c) Intervalo [a, b], onde : a = x0.

d) Número de subintervalos N e calcule: h = (b−a)
N

.

2. Para n=0,...,(N-1), faça:

Calcule:

ińıcio

xn+1 = xn + h

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

fim

B.2 Método de Runge-Kutta

Dentre os métodos numéricos para calcular a solução aproximada de problemas de

valor inicial mais utilizados, pela sua simplicidade e precisão, estão os chamados métodos

de Runge-Kutta, ou melhor, métodos de Carl David Tolmé Runge (1856-1927) e Wilhelm

Kutta (1867-1944). Esses métodos apresentam precisão equivalente aos métodos de Tay-

lor, porém, com a vantagem de evitar o cálculo de derivadas de ordem elevada que além,

da complexidade anaĺıtica, exigem um significativo esforço computacional. Ao contrário

disto, os métodos de Runge-Kutta são baseados na avaliação da função f(x, y) em alguns

pontos. Considere o problema de valor inicial:
dy
dx

= f(x, y)

y(x0) = y0

Para esse problema, o método geral de Runge-Kutta é definido por:

yn+1 = yn + hφR(xn, yn, h)

onde

φR(xn, yn, h) = c1k1 + c2k2 + ... + cRkR

c1 + c2 + ... + cR = 1

com

k1 = f(xn, yn)
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k2 = f(xn + ha2, yn + h(b21k1)) a2 = b21

k3 = f(xn + ha3, yn + h(b31k1 + b32k2)) a3 = b31 + b32

k4 = f(xn + ha4, yn + h(b41k1 + b42k2 + b43k3)) a4 = b41 + b42 + b43

.

...

kR = f(xn + haR, yn + h(bR1k1 + ... + bR,R−1kR−1)) aR = bR1 + bR2 + ... + bR,R−1

Note que a aproximação yn+1 é calculada a partir de yn e uma “media” de valores da

função f(x, y) em vários pontos. Os parâmetros cr, ar, br na definição de um método de

Runge-Kutta podem ser escolhidos de modo que o método tenha a mesma ordem de um

método de Taylor, o que define a ordem dos métodos de Runge-Kutta.

O algoritmo para o método de Runge-Kutta de quarta ordem (MRK04) para resolver

uma equação diferencial de primeira ordem para um valor inicial é

1. Declare:

a) Função f(x, y).

b) Condição inicial: y(x0), y0

c) Intervalo [a, b], onde : a = x0.

d) Número de subintervalos N e calcule: h = (b−a)
N

.

2. Para n=0,...,(N-1), faça:

Calcule:

ińıcio

xn+1 = xn + h

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + h
2
, yn + h

2
k1)

k3 = f(xn + 1
2
, yn + h

2
k2)

k4 = f(xn + h, yn + hk3)

yn+1 = yn + h
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

fim
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B.3 Métodos de Previsor Corretor

Outros métodos para resolver equações diferenciais ordinárias são os chamados de métodos

previsor corretor são baseado no teorema fundamental do cálculo, que por ser escrito por∫ xn+1

xn

y′(x)dx = y(xn+1)− y(xn)

Como y′ = f(x, y(x)), temos

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx (B.1)

A equação definida na equação antrior pode ser aproximada por diferentes métodos

númericos e, portanto, podemos ter diferentes métodos de resolver a equação diferencial

y′ = f(x, y). Por exemplo, se usarmos a regra dos retângulos (isto é, a função é considerada

constante no intervalo de integração), com h = xn+1 − xn:∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx = hf(xn, y(xn))

e, como a notação para aproximação de y(xn) dada por yn
∼= y(xn), segue de Eq.(B.1):

y(xn+1) = y(xn) + hf(xn, yn)

que consiste exatamente no método de Euler. Outros métodos de integração podem ser

utilizados para resolver a integral contida em Eq.(B.1), por exemplo o método de trapézio,

método de Simpson, método de Romberg, etc. Alguns métodos são chamados impĺıcitos,

pois têm a incógnitca yn+1, de forma impĺıcita . Os métodos nos quais yn+1 é calculado

explicitamente, são chamados métodos expĺıcitos (método de Euler, por exemplo).No

método previsor corretor, se usa um método expĺıcito para uma aproximação de um valor

inicial de yn+1, chamado previsor, e depois um método corretor para corrigir a solução. Um

exemplo de previsor corretor é o método de Adams-Moulton (MAM). O Adams Moulton

utiliza o fato de que iterações (com algum dos outros métodos para os primeiros passos)

anteriores já foram realizadas, isto é, será necessário guardar as informações dos valores

pré calculados de y, com isto é construido um polinômio que aproxima a derivada da

função e consegue-se extrapolar para o próximo intervalo.

O número de iterações anteriores a ser utilizadas determinará o grau do polinômio,

sendo assim a ordem do método será o grau do polinômio + 1. Foi implementado um

Adams-Moulton de 5a ordem, preditor e corretor:

Preditor : yn+1 =
h

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fm−3)
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Corretor : yn+1 =
h

24
(9fn+1 − 19fn − 5fn−1 + fn−2)

Sendo que: fn, fn−1, fn−2, fn−3 são os valores da função calculadas utilizando alguma

das técnicas de passo único, nos primeiros passos, e dáı por diante os valores das 4 iterações

anteriores são armazenadas.

Este método tem algumas vantagens em relação aos anteriores pois usando o fato que

já temos alguns passos calculados, para conseguir uma precisão equivalente ao Runge-

Kutta 4a ordem precisaremos apenas calcular duas vezes a função, ao invés de 4 vezes

como no Runge-Kutta.
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Figura B.1: A dependência térmica da magnetização média M (linha sólida grossa) e do

expoente de Lyapunov λ (linha sólida fina) para o modelo de Blume-Capel com campo

oscilante na aproximação de campo médio para d = 0.25, h = 0.4 e usando os métodos

MDF (linha sólida preta) e MRK04 (linha sólida vermelha). O ı́ndice s indica a solução

simétrica e o n indica a anti simétrica. A magnetização média decresce continuamente

com o aumento da temperatura reduzida e, em Tc ' 0.496, sofre uma transição de fase.

As Figuras B.1 e B.2 mostram a magnetização média em função da temperatura

reduzida para o modelo de Blume-Capel com campo oscilante Eq.(5.8) com aproximação

de campo médio para d = 0.25, h = 0.4. Na Figura B.1 temos a solução para o método de

diferenças finitas (linha sólida preta) e para o método de Runge Kutta de quarta ordem

113



(linha sólida vermelha). Na Figura B.2 temos a solução obtida pelo método previsor

corretor de Adams-Moulton com integração de Romberg por M. Keskin e O. Canko [?].

Observa-se que os três métodos apresentam precisões equivalentes, acredita-se que isso

se deva por tratar-se da solução de uma equação diferencial de primeira ordem, nos três

casos, o sistema sofre transição de fase em Tc ≈ 0.495. A diferença entre os métodos

se apresenta quando se observa o tempo computacional, o método de Adams-Moulton é

mais sofisticado que os outros métodos analizados.

Figura B.2: A dependência térmica da magnetização média M (linha sólida grossa) e do

expoente de Lyapunov λ (linha sólida fina) para o modelo de Blume-Capel com campo

oscilante na aproximação de campo médio para d = 0.25, h = 0.4 e usando o método

MAM. O ı́ndice s indica a solução simétrica e o n indica a anti simétrica. A magnetização

média decresce continuamente com o aumento da temperatura reduzida e, em Tc = 0.4950,

sofre uma transição de fase de primeira ordem.

B.4 Método de Newton-Raphson

Vamos aprender o método de Newton-Raphson. Ele cobre as desvantagens da bisseção,

isto é, é mais rápido e encontra ráızes que tocam o eixo x, mas também apresenta duas

desvantagens:
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• nem sempre converge

• precisa do cálculo da derivada da função, o que nem sempre é uma tarefa fácil

Para desenvolver este método [141], vamos utilizar a expansão de uma função em série

de Taylor em torno do ponto x0 . Ela é escrita como:

f(x) = f(x0) + (x− x0)f
′(x0) +

(x− x0)
2

2!
f ′′(x0) + ...

Mantendo apenas os dois primeiros termos da série temos

f(x) ≈ f(x0) + (x− x0)f
′(x0)

Esta é a equação de uma reta que passa pelo ponto f(x0) com inclinação f ′(x0), isto

é, ela é tangente a curva no ponto x0.

Supondo que a função f(x) seja bem aproximada por uma reta, o ponto que essa reta

cruza o eixo x, está próximo ao ponto que a função cruza o eixo x. Este ponto x para o

qual a função cruza o zero será:

0 = f(x0) + (x− x0)f
′(x0)

−f(x0) = (x− x0)f
′(x0)

x = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Esse ponto x é então usado no lugar de x0 como um novo valor inicial melhorando assim

a aproximação. Essa idéia de se usar um valor para gerar um outro melhor é chamada de

iteração. A Figura B.3 ilustra a idéia do método.

Mudando ligeiramente a notação, podemos calcular o (i + 1) ésimo valor usando o

iésimo valor através da expressão

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
.

No Newton-Raphson damos um valor inicial e dependendo deste valor nem sempre o

método converge, pois podemos ter o e o caso em que a reta tangente a função no ponto

inicial não representa bem a função naquele ponto.
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Figura B.3: Newton-Raphson em ação. Começando com x0, as sucessivas iterações se

aproximam do zero da função. A posição de x4 e do zero real da função são indistinguiveis

nesta escala
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Apêndice C

Estabilidade local e expoente de

Lyapunov

Nesta apêndice, faremos uma śıntese de dois conceitos básicos relacionados com a esta-

bilidade de soluções. Considere o espaço de fase associado a uma determinada dinâmica

autônoma, em cada ponto deste espaço está em correspondência com um única trajetória

que é parametrizado no tempo t. Em qualquer ponto dessa curva queremos saber o que

acontece se nos movemos em uma direção infinitesimalmente não tangente. Depois de

um aumento de δt, a nova trajetória poderia ter ampliada ou reduzida do valor inicial,

o que dá uma medida de comportamento de estabilidade local[140]. Por simplicidade

considerarmos o sistema
d

dt
y = f(y), (C.1)

a condição inicial y0 = y(t0) define a curva γ0 ou y(t, ρ0). No momento t0 é produzido a

variação δy0 e a nova curva solução γ expressa como y = y(t, ρ0) + δy onde a variação δy

é definida por
d

dt
δy = (

∂f

∂y
)γ0δy, (C.2)

integrando a Eq.(C.2) se obtém

δy(t)

δy(t0)
= exp(

∫ t

t0

∂f

∂y
dt′), (C.3)

quando valores de t são próximos a t0 a variação se aproxima para

δy(t)

δy(t0)
≡ exp((

∂f

∂y
)t0δt). (C.4)
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Quando (∂f
∂y

)t0 > 0, dizemos que a solução y(t, ρ0) é localmente instável em ρ0. Caso

contrário, (∂f
∂y

)t0 < 0, é localmente estável. Por tanto, para cada ponto da trajetória temos

definido a estabilidade local.

Um segunda questão de interesse na teoria de sistemas dinâmicos é determinar como

uma medida de quanto se separam a tempo infinito diferentes trajetórias geradas com

condições iniciais muito próximas e definir um parâmetro que quantifique o movimento

caótico. Como se sabe, um desses parâmetros é expoente de Lyapunov.

Os expoentes de Lyapunov são quantidades importantes no estudo de sistemas dinâmicos

e amplamente utilizados no contexto de sincronização. Eles são uma medida média da

divergência ou convergência exponencial de órbitas próximas, fornecendo uma medida

da senśıvel dependência às condições iniciais. Seja a evolução temporal de um sistema

dinâmico a partir de duas condições iniciais muitos próximas, x0 e x0 + ε0. Decorrido um

intervalo de tempo t tem-se:

ε(t) ∼ ε0e
λt (C.5)

e o expoente de Lyapunov λ fornece a taxa média de divergência das trajetórias. Se λ for

positivo, teremos uma divergência exponencial de trajetórias inicialmente próximas, um

forte indicador para caos. Também podemos encontrar expoentes de Lyapunov negativos,

indicando a existência de um ponto estável x0, ou ainda, expoentes iguais a zero, onde duas

trajetórias se afastam ou se aproximam de forma mais lenta que exponencial. Finalmente,

se o sistema for caracterizado por rúıdo aleatório, então o expoente máximo será infinito.

Considerando que a magnetização seja proporcional a exponencial do tempo, ou seja,

m = Aeλt

e que a taxa da magnetização em relação ao tempo pode ser definida como

τ
dm

dt
= W (m).

Então em um intervalo de tempo temos,

τλ(m2 −m1) = W (m + ∆m)−W (m).

Portanto, usando a definição da derivada de uma função de uma variável obtém-se,

τλ∆t =
∂W

∂m
,
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onde λ∆t é o expoente de Lyapunov no intervalo de tempo. Tomando a média temporal

do expoente de Lyapunov tem-se

τλ = lim
∆t→∞

{
1

∆t

∫ ∆t

0

∂W

∂m
dt

}
.

Para exemplificar, aplicaremos estes conceitos em um sistema dinâmico, e então mostrar-

mos a importância de utilizarmos estes conceitos em estudos de dinâmica estocásticas.

A equação diferencial que descreve a dinâmica estocástica de Glauber para o modelo de

Blume Capel com um campo externo oscilante (H0cos(ωt)) como aproximação de campo

médio é dada por

Ω
dm

dξ
= −m(t) +

sinh [(1/T )(mz + hcos(ξ)]

cosh [(1/T )(mz + hcos(ξ)] + 0.5exp
(

d
T

) (C.6)

onde ξ = ϑt, T = (βJ)−1, d = D/J , h = H0/J e Ω = ϑτ . Fixando z = 4 e Ω = 2π. As

soluções desta equação Eq(C.6) para um conjunto de parâmetros {T, d , h} e condições

iniciais são funções periódicas de ξ, isto é, m(ξ + 2π) = m(ξ). Além disso, elas podem ser

de dois tipos de acordo se elas têm ou não têm as propriedades

m(ξ + π) = −m(ξ). (C.7)

A solução que satisfazem Eq.(C.7) é chamada solução simétrica, que corresponde a solução

paramagnética (P). nesta solução, a magnetização m(ξ) oscila em torno do valor zero.

O segundo tipo de solução, que não satisfaz Eq.(C.7), é chamada solução anti-simétrica,

que corresponde a solução ferromagnética (F), a magnetização oscila em torno de um

valor não nulo. Além dessas soluções esse sistema apresenta uma outra solução, a coe-

xistência da solução paramagnética com a ferromagnética (P+F). Esses fatos são visto

explicitamente com a solução numérica das equações dinâmicas Eq(C.6). Para verificar

as fronteiras entre essas diferentes regiões, deve-se calcular os pontos da transição de fase

dinâmica, o conjunto de pontos que formam os diagramas de fases do sistema. Esses pon-

tos serão obtidos pela investigação do comportamento da magnetização média em função

da temperatura reduzida e do campo magnético externo reduzido. A magnetização média

M em um peŕıodo é definida como

M =
1

2π

∫ 2π

0

m(ξ)dξ. (C.8)

O comportamento de M em função da temperatura reduzida para vários valores de h e d

são obtidos através de métodos numéricos. Esta investigação será controlada e verificada
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Figura C.1: A dependência térmica da magnetização média (a linha sólida grossa) e dos

expoentes de Lyapunov λs e λa (a linha sólida fina) para d = 0.25 e h = 0.715, o ı́ndice

s indica a solução simétrica que corresponde a fase P e o ı́ndice a indica a solução anti-

simétrica que corresponde a fase F . Tt e Tc são as temperaturas de transição de fase de

primeira ordem e segunda ordem, respectivamente. Devido a condição inicial m(0) = 0 o

sistema apresenta duas sucessivas transições de fases, uma de primeira ordem e a outra

de segunda ordem que ocorrem em Tt = 0.09 e Tc = 0.27, respectivamente.

pelo cálculo do expoente de Lyapunov λ, com o cálculo desse expoente é posśıvel controlar

e verificar as investigações, ele verifica as estabilidades das soluções. Se escrevermos as

equações dinâmicas Eq(C.8) na forma,

Ω
dm

dξ
= F (m, ξ), (C.9)

o expoente de Lyapunov λ é dado por

Ωλ =
1

2π

∫ 2π

0

∂F

∂m
dξ, (C.10)

a solução será estável se λ < 0. O expoente de lyapunov funciona como um indicador

da transição de fase, isso é de grande importância na busca dos pontos de transição de

fase dinâmica. O comportamento da magnetização média e do expoente de Lyapunov em
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função da temperatura reduzida é mostrada na figura C.1, no qual as linhas sólidas grossas

e finas correspondem a magnetização média e ao expoentes de Lyapunov, respectivamente .

λs e λa são os expoentes de Lyapunov associados as soluções simétricas e anti-simétricas,

respectivamente. Se λs e λa crescem para zero continuamente a temperatura reduzida

aproxima para a temperatura da transição de fase, a temperatura onde λs = λa = 0 é a

temperatura da transição de fase de segunda ordem Tc. Por outro lado, se um λ crescer

para zero descontinuamente e outro λ crescer para zero continuamente a medida que a

temperatura reduzida se aproxima da temperatura de transição de fase, a temperatura

em que a descontinuidade ocorrer primeiro para um dos λ e outro λ = 0, é a temperatura

de transição de fase de primeira ordem Tt. Por exemplo, na Figura C.1, onde foi usado

a condição inicial m(0) = 0, o sistema apresenta duas sucessivas transições de fases

dinâmicas, uma de primeira ordem (descontinuidade) e a outra de segunda ordem. Na

primeira, a descontinuidade ocorre para λs, a temperatura onde ocorre a descontinuidade

é Tt = 0.09, mas o sistema pode apresentar descontinuidade para λa. A segunda transição

ocorre quando λs e λa crescem para zero continuamente onde a temperatura reduzida

se aproxima para a temperatura da transição de fase ( λs = λa = 0), a temperatura

reduzida onde ocorre da transição de fase cont́ınua é Tc = 0.27. É importante notar que

o expoente de Lyapunov sempre é negativo, com excessão quando ocorrem as transições

de fases dinâmicas, sendo assim, garantida as estabilidades das soluções.

121



122
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