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Abstract

The critical properties of quantum spin systems is one of the most fascinating sub-
jects in solid physics. Especially, extensive studies have been made in the spin-1/2
Heisenberg antiferromagnetic model (HAM) because the undoped cuprates contain
two-dimensional Cu-O planes antiferromagnetic (AF) interactions. Anderson’s ori-
ginal suggestion that novel quantum spin fluctuations in the CuO, planes, common
in all these doped cuprates,may be responsible for the superconductivity has recie-
ved significant attention. Most studies on the HAM have focused by analysing the
properties on ground state (T=0) on a square lattice, where conclusion has been that
the isotropic HAM is in an ordered state, with a nonzero staggered magnetization,
corresponding to a spontaneously broken symmetry. On the other hand, the phase
transition of the spin-1/2 anisotropic Heisenberg ferromagnetic Model (HFM), that
obtain direct information about the critical exponents and critical temperature, has
been globally analyzed by many methods. For a not frustrated classical system and
some quantum system (e.g., the XY model), there is a unitary operator in which
the F case is simply mapped into the AF case by redifining the spin direction on one
sublattice (J display by -J, where J is the exchange coupling), in lattices that are
decomposed into two sublattices, to which we limit ourselves presently, but for the
general quantum Heisenberg model no such symmetry exists. Recently, the effective
field theory (EFT) method have been applied successfully to study a large variety
of problems, in particular quantum models in arbitrary dimension and it is able to
study frustrated models. The starting point for the EFT calculation is the choice
of a finite cluster and obtain average of spin operators by using the Callen and

Suzuki generalized relation. The EFT provides a hyerarchy of approximations to
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obtain thermodynamic properties of magnetics models. On can continue this series
of approximations to consider larger and larger clusters and as a consequence, better
results are obtained. The exact solution would be obtained by considering an infinite
cluster. However, by using relatively small clusters that contain the topology of the
lattice, one can obtain a reasonable description of thermodynamic properties. Here
we use EFT in finite cluster to treat the Heisenberg antiferromagnet with dilution
bond and obtain the phase diagram in the T-p plane (p is probability of bond). We

develpod a new decouling in the correlation equations generated by formalism.
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Resumo

As propriedades criticas dos sistemas quanticos de spin é um dos temas mais fas-
cinantes da fisica dos solidos. Especialmente, extensivos estudos tém sido realizados
no modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin-1/2 (HAM), pois o cupratos
nao puros contém interagoes entre planos 2-dimensional Cu-O antiferromagnético
(AF). Anderson sugere que a interagao quantica de flutuagoes de spin nos planos
textit(CuO)y, comum em todos esses cupratos dopados, podem ser responsaveis pela
supercondutividade e tem recebido atencao significativa. A maioria dos estudos so-
bre o HAM se concentraram em analisar as propriedades no estado fundamental (T
= 0) em uma rede quadrada, cuja conclusdo foi que HAM isotrépico é um estado
ordenado, com uma magnetizacao diferente de zero escalonada, correspondendo a
uma simetria de quebra espontanea . Por outro lado, a transigao de fase do spin-1 /
2 Modelo de Heisenberg ferromagnético anisotrépico (HFM), que obtém informagoes
diretas sobre os expoentes criticos e temperatura critica, tem sido globalmente ana-
lisados por vérios métodos. Para sistemas sem frustragao classicos e alguns sistemas
quanticos (por exemplo, o modelo XY), existe um operador unitario em que o caso é
F simplesmente mapeada para o caso de AF, redefinem o sentido do spin de uma su-
brede (visualizac¢ao por J-J, onde J é o acoplamento de interac¢ao de troca), em redes
que sao decompostos em dois subredes, a que nés nos limitamos hoje, mas para o
caso geral de simetria do modelo quantico de Heisenberg nao existe. Recentemente,
o método da teoria de campo efetivo (EFT) tem sido aplicado com sucesso para
estudar uma grande variedade de problemas, em particular os modelos quanticos de
dimensao arbitraria e é capaz de estudar os modelos frustrados. O ponto de partida

para o calculo EFT é a escolha de um aglomerado finito e obter média dos operado-
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res de spin usando a relagao generalizada de Callen e Suzuki. A EFT fornece uma
hierarquia de aproximagoes para obter propriedades termodinamicas de modelos
magnéticos. Na continuacao dessa série de aproximagoes para considerar aglome-
rados cada vez maiores tem, como conseqiiéncia, melhores resultados sao obtidos.
A solucao exata seria obtida pela andalise de um algomerado infinito. No entanto,
usando clusters relativamente pequenos que contém a topologia da estrutura, pode-
se obter uma descricao razoavel de propriedades termodinamicas. Aqui usamos em
aglomerado finito EFT para tratar a antiferromagneto de Heisenberg com vinculo
de diluigao e obter o diagrama de fases no plano T-p (onde p é a probabilidade de
vinculo). Tratando-se aqui, um novo desenvolvimento nas equagoes de correlagao

gerada pelo formalismo.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve historico do magnetismo

O magnetismo é um dos mais fascinantes ramos da fisica e cujo o estudo é um
dos mais antigos da ciéncia. Desde a antiguidade que materiais magnéticos vem
atraido a atencao do homem. Um dos primeiros relatos do magnetismo sao de
800 a.C. Onde, um minério, encontrado na regiao da Grécia, a Magnésia, tinha
a propriedade de atrair ou repelir pedacos de ferro. Ha muito antes dos gregos,
os chineses ja conheciam o fendmeno e aplicaram tecnologicamente, inventando a
bussola.

A primeira publicacao sobre o estudo do magnetismo ocorreu em 1269 d.C. por
Pierre Pélgrin de Maricount, onde se comentava sobre as propriedades dos magne-
tos. Nos anos seguintes observou-se o surgimento de varios documentos[I] relatando
o estudo em bussolas como utilizagao tecnologica para orientacao geografica nas na-
vegacoes. Com base nisso, Willian Gilbert de Colchester publicou o livro De mag-
nete, resumindo todos os conhecimentos sobre o magnetismo daquela época, onde
estudou sobre as linhas de campo magnético que chamou de ”alma da Terra” ,como

parte do magnetismo terrestre na bissola.



Somente no século XIX, com a descoberta de Oersted e Ampere (1820), de que a
corrente elétrica gera uma forca magnética e também, com a descoberta de Faraday
e Henry (1840) do fenémeno de indugdo magnética, que os fenémenos magnéticos
ganharam status. Em 1873, Maxwell sintetizou as equacoes do eletromagnetismo
no livro Tratise on Eletricity and Magnetism unificando a eletricidade com o mag-
netismo. No final do século XIX, Pierre Curie obteve medidas da magnetizacao em
funcao da temperatura, determinando que a mesma diminui com a temperatura,
indo a zero num valor critico, a temperatura de Curie.

Porém, s6 a partir do inicio do século XX, que o magnetismo foi interpretado
de maneira qualitativa por Pierre Weiss, apresentando uma teoria fenomenolégica
capaz de explicar do ponto de vista qualitativo o comportamento da magnetizacao e
outras propriedades de materiais ferromagnéticos. A idéia de Weiss (teoria do campo
molecular) era de que um tnico momento magnético, associado a um dado fon do
material, interage com o restante do cristal através de um campo, que ele chamou
de campo molecular, que é proporcional a magnetizacao do material, apresentando
assim um ponto de partida para o estudo da origem do magnetismo e de sistemas
magnéticos interagentes.

Na figura 1.1, mostramos o comportamento da magnetizacao em funcao da
temperatura para diversos materiais (Fe, Ni, Co). Existe entdo, magnetizacao es-
pontanea abaixo de uma temperatura critica 7, caracteristica do material e, para
temperaturas maiores que 7' > T, a magnetizagao é zero tornando-se um material
paramagnético.

Apesar da teoria de Weiss explicar qualitativamente muito bem o comportamento
da magnetizacao de algumas substancias levando em conta aspectos microscépicos
da matéria, ela nao se baseia na mecanica quantica iniciada com os estudos de
Bohr, sendo assim propicia a incosisténcias fisicas. Essas inconsisténcias sao devido
a consideragao apenas da contribuicao da energia de interagao dos momentos de
dipolo magnéticos dos ions do material para a formacao da ordem magnética.

O estudo das propriedades ferromagnéticas a nivel microscépico sé foi bem ex-



Figura 1.1: Comportamento da magnetizacao espontanea em funcao da tempera-
tura para alguns materiais ferromagnéticos, onde as curvas teoricas sao obtidas pela

teoria de Weiss [2).



plorado no inicio do século passado (séc. XX), com a formulagdo da mecanica
quantica. O século XX foi marcado pelo surgimento da mecanica quantica possibili-
tanto o entendimento moderno do magnetismo. Este entendimento foi intimamente
ligado, também ao desenvolvimento da mecanica estatistica. Com a teoria quantica
foi possivel explicar a origem microscopica da magnetizagao nos ferromagnetos, que
estd associado aos momentos magnéticos intrinsecos dos elétrons (spin) localizados
nos fons que compdem a rede cristalina do material. O teorema de Van Leeuwen [3]
diz que classicamente a qualquer temperatura, a magnetizagao total de um conjunto
de elétrons em equilibrio térmico é identicamente nula, demonstrado utilizando-se
as equagoes de Maxwell e a estatistica de Boltzmann. Tomando outras palavras, o
magnetismo das substancias nao pode ser explicado pela fisica classica, € intrinsica-
mente de origem quantica.

Apesar do magnetismo ser um tema de pesquisa muito antigo, ainda representa
uma linha de pesquisa da Fisica da Matéria Condensada que mais aglutina pesquisa-
dores e movimenta bilhoes de délares de investimento, tanto na area da fisica bésica
como aplicada. Podemos perceber quao ativo é este ramo da ciéncia, quando listamos
o numero de dispositivos e equipamentos que nos cercam no cotidiano, que vai do
ima de uma geladeira, cartao magnético, eletroima, etc. Por outro lado, no caso da
fisica basica, o primeiro objetivo é entender as diversas propriedades magnéticas nos
materiais sintetizados nos laboratoérios, tendo como ponto de partida modelos formu-
lados a partir dos constituintes microscépicos. Os novos compostos supercondutoes
em altas temperaturas formados por planos de CuQOs, por exemplo, Lay_,(Ba,Sr),Cu
Oy4, tém em comum o magnetismo na sua fase isolante [4], que deve persistir com
ordem de curto-alcance na fase supercondutora, onde os pares de Cooper devem ser
mediados de alguma forma, ainda nao solucionada, através de interagao presente no
ordenamento magnético. Assim sendo, estudar teoricamente modelos magnéticos
representa uma grande motivacao, nao somente pelo aspecto geral dos resultados,
mas por causa destes estudos paralelos poderem elucidar fendmenos experimentais

nao compreendidos microscopicamente.



1.2 Origem do Magnetismo

Para explicar o magnetismo dos materiais, é preciso realizar um breve estudo
sobre o comportamento magnético dos materiais para chegarmos até a explicacao
microscopica do magnetismo de alguns materiais. Os principais comportamentos
magnéticos da matéria sao: diamagnetismo, paramagnetismo, ferromagnetismo, an-
tiferromagnetismo, Ferrimagnetismo, etc.

Para falar sobre o comportamento magnético dos materiais devemos introduzir
ujma fungao que define esse comportamento chamada de susceptibilidade magnética
que pode ser entendida como uma fungao ”resposta”’do material com interacao a um

fraco campo magnético externo. De forma simples a magnetizagao é dada por:
M = xH, (1.1)

onde x é a susceptibilidade magnética e H é o campo magnético aplicado.
A magnetizacao é definida como o momento magnético por unidade de volume,
onde o momento magnético é definido por:

-

i) = (1/2) [ 7 i, (1.2)

/

para uma distribui¢ao de correntes de densidade j(r’), confinada a um volume V",
no centro r.

Considerando que a magnetizacao M tem uma relacao linear com H, neste caso,
definem-se as componentes da susceptibilidade inicial como

ML),
af 8H5 H=0,

(1.3)
sendo uma definicao mais apropriada para um sistema com ordem magnética es-
pontanea, ou seja, quando a magnetizacao é nula mesmo em campo nulo. Assim
podemos classificar a ordem magnética de um determinado material através de sua
susceptibilidade.

Materiais Diamagnéticos, nao possuem magnetizacao a campo nulo, apresen-

tam uma magnetizacao contraria ao campo aplicado, ou seja, uma susceptibilidade



magnética negativa. Por outro lado, substancias que, embora nao apresentando mag-
netizagdo espontanea (a campo nulo), magnetizam-se no mesmo sentido do campo
aplicado, isto é, tem susceptibilidade positiva e, para esses materiais, dizemos que
téem “ordem”paramagnética.

De forma simplificada, a existéncia de cargas elétricas microscoépicas numa substancia
(embora globalmente neutra), aliada a Lei de Lenz, sao ingredientes necessarios
para justificar o diamagnetismo. A situacdo é mais complexa, pois a resposta dia-
magnética é observada mesmo para campos magnéticos estaticos. Por outro lado, o
diamagnetismo sé pode ser explicado se considerarmos a existéncia de momentos
magnéticos microscopicos permanentes, embora a substancia nao apresente
uma magnetizacao global. Sabe do magnetismo classico que, um dipolo magnético
minimiza a sua energia potencial na presenca de um campo magnético aplicado
quando se orienta paralelamente ao campo.

Substancias que apresentam magnetizacao espontanea sao denominadas ferro-
magnéticas, com exemplo mais conhecido, temos o ferro. Porém mesmo substancias
ferromagnéticas nao apresentam sempre uma magnetizacao nao nula, mas perma-
necem magnetizadas apds aplicagao e remocao de um campo magnético suficiente-
mente intenso. O comportamento de outro tipo de substancia s6 pode ser entendido
se considerarmos que elas apresentam magnetizagoes locais nao nulas, mas variando
de forma alternada no volume do sistema, de forma que a magnetizagao global é
nula. Tais substancias sao chamadas de Antiferromagnéticas. As magnetizagoes
locais decrescen com o aumento da temperatura até uma temperatura critica Ty
(temeratura de Neél) de transigao.

Outros tipos de ordem magnética sao também observados, como por exemplo o
ferrimagnetismo(similar ao antiferromagnetismo, mas com momentos opostos nao
equivalentes), o helimagnetismo (ordem ferromagnética por ”camadas”, com um
angulo nao nulo entre as magnetizagoes de camadas sucessivas), etc.

A origem do magnetismo é devido a existéncia de momentos de dipolos magnéticos

no material, onde o campo produzido por esses momentos magnéticos da rede cris-



talina que interage com cada momento nos sitios da rede orientado-os numa direcao
bem definida é dada por:

= (i M)

B Ho |30m - 5 (1.4)

o dn rd r3
Na equacao acima o campo B; é produzido pelo momento magnético fi; a uma
distancia 7 do momento. Colocando um dipolo (& a uma posicao 7 do dipolo f; a

energia de interacao entre os mometos momentos magnéticos sera dada por
Eaip = — i1 - B (1.5)

Considerando somente a interagao dipolar (sem considerar o sinal) para dois dipolos
de intensidade ~ up, separados por uma distancia do espacamento interatomico
a ~ 3A obtemos que a energia da interacdo é da ordem de 10-2* Joules. Embora
a existéncia de momentos magnéticos atomicos permanentes tenha sido entendida
como um efeito essencialmente quantico, podemos, como primeira hipdtese, que a
ordem magnética seja devido a esse tipo de interacao.

Baseando-se nessa energia de interagao podemos estimar a temperatura critica de
transicao através do seguinte raciocinio: consideramos que essa energia de interacao
(energia necessaria para manter o ordenamento estavel) seja da ordem da energia
térmica na transicao da ordem de ~ K,T,, assim, obtemos um valor estimado da
temperatura com T, = 1071 K que, para esse valor, nao relata a realidade, uma vez
que para materiais tipo Fe, Ni e Co apresentam temperatura critica muito mais
elevadas (T.(Fe) = 543K, T.(Ni) = 5731K e T.(Co) = 1395K), ou seja, somente a
interagao dipolar nao explica o ordenamento magnético observado nos sélidos

Com o desenvolvimento da teoria quantica e um entendimento melhor sobre a
estrutura de camadas eletronicas dos atomos, o estudo das propriedades dos fer-
romagnetos pode ser mais aprofundado e verificou-se que era necessario considerar
outras interacoes fortes o suficiente entre momentos magnéticos microscépicos que
favorecem um alinhamento paralelo dos mesmos. Como a interacao de campo mole-

cular proposta por Weiss nao apresentou resultados quantitativos satisfatérios, era
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necessario considerar um outro de tipo de interacao entre os momentos magnéticos,
que foram chamadas de interagoes de troca (exchange) [6], que existem entre os
elétrons do material. Essa interacao de troca é um efeito combinado da interagao
coulombiana dos elétrons e anti-simetria de troca da funcao de onda. Consideremos
um sistema de dois elétrons[20], o Hamiltoniano do sistema dos dois elétrons pode

ser escrito na forma

H=Hi+Hy+ V(1,2), (1.6)

onde H; e Hsy contém apenas as coordenadas do elétron 1 e 2, respectivamente, e
V(1,2) é o termo de interagao (incluindo a repulsdo Coulombiana entre eles) entre
os dois elétrons e contém as coordenadas de ambos.

Considerando a interacao entre os elétrons como uma perturbacao, podemos
calcular a energia dessa interagao usando métodos perturbativos nao degenerados.
Para isso devemos definir as autofungoes dos Hamiltonianos dos elétrons, que devem
ser anti-simétricas satisfazendo o principio de exclusao de Pauli. A fun¢ao de onda de
spin dos elétrons pode ter duas configuracoes, pois o spin total do sistema S = 5145,
de dois elétrons pode assumir valores S = 0 ou S = 1. Para o caso S = 0, que
chamamos de estado singleto cuja funcao de onda deve ser anti-simétrica
VA(L,2) = —= (111 = 1 11)). (1.7)

V2
O caso S =1 é conhecido como estado tripleto e a funcao de onda associada a

este estado deve ser simétrica :

XAL2) = 1D +111). M =0
|ll>7M:_1

(1.8)

Os estados tripleto e o singleto de spin correspondem a um singleto e um tripleto

para as funcgoes de onda orbital respectivamente, que incluem as funcoes de onda
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com dependéncia espacial dos elétrons. As funcoes completas também devem ser

anti-simétricas, entao podemos escrever estas fungoes completas na foma

\Ijtrip<172) = (I)A(172>XS(172) (1'9)

) \I’trip(la 2) = (1)5'(1’ 2)XA(17 2)7

onde ®g(1,2) e ®4(1,2) sao fungbes simétricas e anti-simétricas, respectivamente,
garantindo assim que a funcao de onda total seja anti-simétrica. Uma escolha simples
e mais adequada para estas func¢oes que corresponde a tratar V(1,2) em primeira

ordem de perturbacao pode ser [21]

Ds(1,2) = jﬁ 6a(1)66(2) + du(2)n(1)] (1.10)
DA(1,2) = —= [6a(1)64(2) — du(2)n(1)]

V2

onde ¢, e ¢ sao autofungoes de H; ou Hs, sendo a escolha arbitraria. Sendo assim,

podemos escrever as energias dos estados singleto e tripleto como

_ (Ps|H|Ps)

Eg = 7<¢)S|®S> (1.11)
~ (PalH[D4)

P = Taajen)

A interacao de troca J é a diferenga entre as energias do estado singleto e o
estado tripleto como foi proposta por Frenkel [22] e Dorfman [23] podendo esta ser
negativa ou positiva, definindo assim um tipo especifico de ordenamento dos spins
da rede cristalina. Quando J > 0 temos ordenamento ferromagnético, por outro
lado, quando J < 0 o ordenamento do sistema sera antiferromagnético. A interagao

de troca é definida por

Ju = [ @ [ drigi(De @V (1L 2)ea2)p(1), (L.12)
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onde V(1,2) = 47r:jm (interacdo Coulombiana).

Entao essa interacgao eletrostatica entre os elétrons das camadas externas de fons
adjacentes, tratada via teoria de perturbagao, produz uma separagao dos niveis de
energia eletronicos, que pode ser entendida como a quantidade de energia necessaria
para trocar os elétrons do d4tomo. A energia de troca tem a propriedade de decres-
cer rapidamente com a distancia entre os fons (exponencialmente) ao contréario da
energia coulombiana que decai mais devagar com AFE. = 1/r, sendo essa energia de
troca um resultado de um entrelacamento das fungoes de onda (Overlap) de elétrons,
sendo assim uma energia de curto alcance.

Essa interacao microscopica é o principal responsavel pelo forte magnetismo da
matéria. Através de estimativas temos que J ~ e?/a (e = 1,6.10719C é a carga

do elétron) e que comparada a energia térmica do KT, temos T, ~ 103K, em

concordancia com os resultados experimentais nos compostos ferromagnéticos.

1.3 Hamiltoniano de Interacao entre Spins

Como vimos anteriormente, o magnetismo dos materiais ferromagnéticos esta
ligado diretamente aos momentos magnéticos localizados dos ions na rede cristalina
do material, que por sua vez depende da configuracao dos elétrons nas camadas
atomicas.

Consideremos a interagao de dois elétrons, onde o spin total é dado por S =
5?1—1—5?2 e,5?1~§2: % (52—512—5722), onde temos usado i = 1.

Sejam ¢ e ¢ as autofuncoes dos elétrons (1) e (2) dos operadores 512 e Sy2
com autovalores %hQ. Para o caso de spins antiparalelos, a funcao de onda ®4 do

sistema dos dois elétrons sera anti-simétrica e corresponde a S = 0, portanto,

. 3
<<I>S\Sl . 52]@5>S:0 =7 (1.13)

No caso de spins orientados paralelamente, a funcao de onda do sistema é
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simétrica g e corresponde a S = 1, portanto.

L 1
(©alS1- SH|0a), = 7 (1.14)

Logo, o Hamiltoniano de spins satisfaz a relagao

H|®s.4) = Es.al®s.4) (1.15)

Definindo a energia de troca J como a diferenca entre as energias do estado

singleto S = 0 e do estado tripleto S =1, E4 e Eg, respectivamente, temos

N 1 o o
HP = Z(ES + BEA) — (Es — EA)Sl -5, (116)

Redefinindo o zero da energia, ou seja, o ultimo termo do Hamiltoniano como o

termo dominante, o Hamiltoniano fica escrito como

HPn = ]S, - S, (1.17)

Para o caso de um cristal com N ions nos sitios da rede, o Hamiltoniano acima pode

ser generalizado na forma

HPm = — 5 ;8- S (1.18)

<iyj>

onde a soma acima ¢é feita sobre todos os pares ¢ e j dos N ions da rede cristalina inte-
ragindo com energia de troca J;; por par de dipolos e S, = (S7,57,5%) é operador de
spin no sitio ¢ . O Hamiltoniano acima é mais conhecido como modelo de Heisenberg
[24], e é um modelo muito empregado para estudar propriedades termodinamicas de
materiais magnéticos.

Dependendo do sinal na interagao J;; no Hamiltoniano (1.18) podemos ter dois
tipos de ordenamento magnético, o ferromagnético (F) J;; > 0, onde o estado fun-
damental corresponde a todos os spins na rede cristalina estarem ordenados para-

lelamente. No antiferromagnético (AF) J;; < 0, o estado fundamental (cldssico,
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chamado Neel) corresponde a spins antiparalelos. No caso do modelo de Heisenberg
quantico, o estado Neel nao é auto-estado do Hamiltoniano, existe uma infinidade
de estados de spin (componente z) total nulo (i.e., S* = 0), que devem ser combi-
nados para formar o estado fundamental quantico do sistema AF. A dificuldade em
estabelecer o estado fundamental é o maior problema tedrico que surge no estudo
do modelo de Heisenberg AF. Os materiais magnéticos sao, com raras excegoes,
antiferromagnéticos.

A interacao de troca se caracteriza por ser independente da orientacao dos spins,
ou seja, o Hamiltoniano de Heisenberg apresenta simetria rotacional. Desta maneira
implica que o Hamiltoniano de Heisenberg deve conter apenas pares de operadores
St(u = x,y,z), onde o Hamiltoniano (1.18) representa o termo bilinear. Varios
outros termos de interagao (coulombiana) podem ser deduzidos via teoria de per-
turbagao de ordem superior, como, por exemplo, o termo biquadratico dado pelo

seguinte Hamiltoniano

He=—Y I (S5 (1.19)
ou interagao entre quatro spins
Hi=— > J3(S-5) (S 5), (1.20)
il k>
etc.

O tipo de estrutura cristalina é determinado pela natureza e magnitude das in-
teracoes entre os momentos magnéticos dos ions que formam o cristal. A interacao de
troca, de origem eletrostatica mais o principio de exclusao de Pauli, é a responsavel
pelo ordenamento magnético na matéria, sendo de natureza isotrépica incapaz de
definir alguma orientacao dos momentos magnéticos com respeito aos eixos cris-
talograficos, mas ela produz um ordenamento mutuo dos spins em varios sitios da
rede. O fato de que a distribuicao de spins ordenados é sempre orientada numa dada
dire¢do (eixo de facil magnetizacao), definida com respeito ao eixo cristalino, deve-

mos assim ter algum outro tipo de interagao que torne o Hamiltoniano de Heisenberg
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anisotrépico. Fisicamente, as interagbes magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc.) sado
responsaveis pela existéncia da anisotropia magnetocristalina, que se manifesta com
a dependéncia da energia do cristal nas orientagoes dos momentos magnéticos dos
fons com relacao ao eixo cristalino.

Desta maneira, dizemos que no cristal existem campos magnéticos efetivos inten-
sos sobre os fons que tendem a orientar os momentos magnéticos numa dada diregao
privilegiada. Este campo pode alterar algumas vezes as orientacoes mutuas dos
momentos magnéticos dos fons, desta forma distorcendo assim a estrutura magneto-
cristalina. Um primeiro tipo de anisotropia adicional na equagao (1.18) é a interagao
dipolar, de longo alcance e pequena intensidade, muito importante na descricao de

filmes finos e compostos formados por terras-raras dado por:

F= —app Y § S5 3 S0 5) (1.21)
(4,5) i

onde 75; = 7; — 7; é o vetor posi¢ao que separa os ions ¢ e j, 7;; = % é o vetor
unitério, e up é o magneton de Bohr. O somatorio acima é feito sobre todos os pares
1 e 7 de spins sobre s rede cristalina. Devido a simetria rotacional do Hamiltoniano
de Heisenberg, Eq(1.18), foi mostrado que numa rede bidimensional as interagoes
(exchange) bilineares entre os primeiros vizinhos nao sao capazes de ordenar os
momentos magnéticos em temperatura finita, ou seja, a magnetizagao espontanea é
nula[T2].

O magnetismo dos elementos de transicao do grupo Ferro é sempre associado
a0 momento magnético dos spins. Isso ocorre porque nos cristais, formados por
estes elementos, o campo cristalino geralmente remove a degenerescéncia orbital do
estado eletronico responsavel pelo magnetismo. Como o valor esperado do momento
orbital de um estado nao degenerado é zero (quenching), isto é, numa primeira
aproximacao a susceptibilidade estatica nao recebe contribuicao do momento orbital.
Esta contribuicao apenas aparece se levarmos em consideracao a interacao spin-

orbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:
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His =Y. &%) (Li- S)), (1.22)

sendo
1 dV

(P = —— 1.2
&(i) 2m2r; dr;’ (1.23)

onde V(7;) é a energia eletrostatica (nucleo-elétron), L; e S; sdo os operadores mo-
mento angular e spin, respectivamente no sitio . Usando teoria de perturbacao de

2% ordem no Hamiltoniano (1.22), obtemos

His = S AP 520 (1.24)
i ap
sendo 5
LD LY |p)
A?ﬁ — 2512 <p| i 1 1.25
D (1.25)

o tensor de anisotropia spin-6rbita, &2 = (£2(75)) e Ej ¢ a auto-energia do Hamil-
toniano nao perturbado. O Hamiltoniano usado habitualmente para descrever a
anisotropia ortorrombica leva em conta apenas os termos da diagonal na Eq.(1.23),

podendo ser escrita por

Ho=DY (S;)* +EY [(S5) = ()] (1.26)

onde para E' = 0 reduz-se ao caso da anisotropia uniaxial. Note que o Hamiltoniano
(1.26), anisotropia, representa a auto-interagao do fon 7, no qual é denominado na
literatura de anisotropia de ion-tnico.

A interagao spin-6rbita também pode induzir anisotropia no exchange. Segundo
van Vleck [I3], a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acoplamento dos
momentos orbitais dos fons adjacentes, que depende nao s6 da orientagao relativa
dos dois momentos, mas também da orientacao destes com relacao ao eixo que
une os dois ions na rede cristalina. Em termos dos spins, esse acoplamento pode
ser simulado por uma interacao dipolar, cujo coeficiente é inteiramente disposto

do coeficiente da interagao magnética real. Neste caso, a perturbacao é do tipo
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Wij = &(ri)L; - S; + AL; - S, desta maneira escrevemos o Hamiltoniano efetivo na

seguinte forma

H==> > Jses) (1.27)

a,8 <ij>
onde Jgﬁ ¢ a interacao de troca entre os sitios ¢ e j associados as diregoes a e (3 dos
spins. O Hamiltoniano generalizado contém a parte simétrica Jgﬁ = J{i0ap € a parte
antisimétrica Jﬁﬂ # ij‘ﬂ . O termo anti-simétrico surge em redes com baixa simetria
[14], sendo responsével em alguns compostos antiferromagnéticos (ex. LayCuQOy)
pela existéncia de um pequeno valor de magnetizacao (pequeno ferromagnetismo).
Dependendo dos valores das interacoes ij‘-ﬁ que aparecem no Hamiltoniano (1.27)

podemos ter alguns limites.

1.3.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising é um caso limite do modelo de Heisenberg onde as interagoes
predominantes sao na diregao z, ou seja, Jj > Ji7¥. Nesse limite, o Hamiltoniano
descrito pela equacao (1.27) pode ser escrito como

~ i
HIm = =" J5SESE (1.28)

i~

N
1]

O modelo dado pela Eq. (1.28) é o sistema mais simples da mecanica estatistica
e foi proposto inicialmente por Wilhelm Lenz em 1920 [I5] como parte da tese de
doutoramento para seu estudante Ernest Ising, na tentativa de simular o comporta-
mento de uma substancia ferromagnética. O modelo apresenta solucao exata para
o caso unidimensional [I5] e bidimensional sem campo externo[l6, [I7]. Somente
recentemente uma possivel solucao (conjectura) exata para o modelo de Ising em
trés dimensoes tem sido apresentada [18§].

No artigo curto publicado em 1925 [15], Ising calculou a funcao de partigao exata

para o modelo descrito pela equacao acima, para o caso especial de uma rede uni-
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dimensional. Sua analise mostrou que nao havia transi¢ao de fase para um estado
ferromagnético em qualquer temperatura. Este resultado pode ser entendido por um
argumento qualitativo: suponha que temos um estado ordenado em que todos os
spins estivessem alinhados para cima T. Entao se alguma flutuacao térmica aleatéria
no meio da estrutura fizesse com que os spins virassem para baixo |, a ordem pode-
ria ser destruida, porque nao haveria nada para impedir que os spins se invertessem
simultaneamente. Em outras palavras, o estado ordenado é instavel a qualquer tem-
peratura, porque a comunicacdo entre quaisquer partes da rede pode ser quebrada
por um unico defeito. Ising ainda fez cédlculos aproximativos na tentativa de mos-
trar que seu modelo nao poderia exibir uma transicao de fase em trés dimensoes. Os
resultados de Ising nao puderam explicar, teoricamente, o magnetismo observado
experimentalmente como mostrado na figura (1.1).

O primeiro resultado quantitativo exato da temperatura critica 7T, para o caso
de modelo de Ising bidimensional foi obtido por Kramers e Warnnier em 1941 [19)].
Alguns outros resultados porém incompletos foram obtidos por outros pesquisado-
res. Zernike [20], Ashkin e Lamb [2I] e Kubo [22] também contribuiram com um
artigo, onde mostraram como é possivel a existéncia de uma transicao de fase em
sistemas bidimensionais ou tridimensionais. Em 1952 Yang [23] apresentou o calculo
para a magnetizacao espontanea (sem campo externo) do modelo de Ising bidimen-
sional de um ferromagneto. Porém, este resultado foi apresentado anteriormente
em 28 de Fevereiro de 1942, pelo quimico noruegués-norte-americano Onsager na
Academia de Ciéncia de Nova lorque, que representa a solugdo do problema de
Ising com auséncia de campo magnético externo [I5]. Esta data representou um
marco significativo na historia da mecanica estatistica, em especial no estudo de
transicoes de fase e fendmenos criticos. Temos ainda que, na auséncia de campo
externo, as propriedades termodinanicas do modelo de Ising antiferromagnético sao
equivalentes ao caso ferromagnético, devido a invariancia da funcao de partigao, isto
¢, Z(=Jiy) = Z(Jy5).

O modelo de Ising descreve muito bem sistemas magnéticos com simetria axial

16



(forte anisotropia), como, por exemplo, os compostos DyAlO3, DyPO,, FeCly, FeBr,,
RbCoFy, e também 1til para simular as transicoes gas-liquido para fluidos de uma
componente e para ligas binarias.

Contrério ao caso do modelo de Heisenberg antiferromagnético, o estado Néel,
representado por spins dispostos em direcoes alternadas sobre a rede cristalina,
é um autoestado do Hamiltoniano de Ising antiferromagnético. A inclusao do
campo magnético no modelo quebra a invariancia da funcao de parti¢ao, ou seja,
Zap(—Jij) # Zp(J;;). Para uma verificacao da grande gama de aplicagoes do modelo

de Ising ver trabalho de Wolf [24].

1.3.2 Modelo XY

No caso limite em que J7¥ > J7, a Eq. (1.27) reduz-se a um modelo conhecido

YR
como modelo XY, onde somente as interacoes entre os spins na direcao X e Y sao

relevantes e descrito pelo Hamiltoniano:

Hxy == > (J5S7ST + J4S¢SY) (1.29)

<ij> v K
O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda
[25] apresentando solucdo exata no caso unidimensional. No caso bidimensional
o modelo XY nao apresenta ordem magnética de longo alcance em temperatura
nao nula. Um outro tipo de transicao de fase para o modelo XY foi proposto
por Kosterlitz Thouless [26], que esta associada a formagao de vértice e representa
na realidade uma transicao de fase topoldgica, nao apresentando ordem de longo-

alcance.

1.3.3 Modelo de Heisenberg
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Neste caso, o Hamiltoniano anisotrépico (1.27) reduz-se ao modelo de Heisen-
berg (1.18). O estado fundamental (7' = 0) e algumas excitagoes elementares do
Hamiltoniano (1.18) numa rede unidimensional com spin S = 1/2 foram resolvidos
extatamente por Bethe [27] e Hulthin [2§].

A generalizagao para incluir anisotropia do tipo: J% = Ji=mnJ e J = J foi
feita anos mais tarde por Wlaker[29], cuja a energia no estado fundamental numa

rede 1d é dada por:

Ey(n) = ‘2] {; _ tanh(a) [1 + ni 4] } (1.30)

— 14 e2na
onde sech(a) =n
Outro resultado exato para o modelo de Heisenberg numa rede d-dimensional
(d =1,2) é o teorema de Mermim e Wagner [30], que afirma que este sistema nao
apresentava ordem de longo alcance a T" > 0 no limite isotrépico, que podemos

resumidamente expressar pelas seguintes desigualdades

11/3

112 32w ) S(S + 1)H1/3, d=1

n25(S+1)w
\ TTM(T, )]
T 91/2

[ e S(S+1),d=2
log[

tanh—1

|M(T, H)| =

N2S(S+1)W |
YT | |

onde w = 5 5y Jij |75 — 7]* < o0, S é a magnitude do spin, H o campo externo e
8=

No limite de campo nulo (H = 0), apartir das desigualdades acima, temos que
a tnica solugao possivel é M (T, H) = 0 (T # 0), mostrando, assim, que o modelo
de Heisenberg em redes d = 1,2 nao apresenta ordenamento magnético espontaneo
em T > 0. Presenca de anisotropia no hamiltoniano, induz em d = 2 uma ordem

magnética para T < T.(n), sendo que paran — 1 temos o comportamento assint6tico

T.(n) = [In(1 —n)]".
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1.4 Transicao de Fase e Fenomenos Criticos

O estudo da transicao de fase e fenomenos criticos originalmente falando deu-
se com o fenomeno da opalescéncia critica no século XIX. No ponto critico dos
fluidos (V,, P.,T,), por exemplo, monéxido de carbono, observamos que, devido
as fortes flutuagoes, o comprimento de correlacao &£, que mede o tamanho médio
dos aglomerados correlacionados, diverge. Isto explica o forte espalhamento da luz
(opalescéncia critica) dos fluidos no ponto critico, ou na regiao critica. Foi somente
na década de 60, que os conceitos basicos de classe de universalidade e escala de
fungoes termodinamicas foram introduzidas, sobretudo, apds a solucao exata do
modelo de Ising por Onsager, com a hipdtese de escala por Widom (1965) [31] e
coroando estes estudos com a formulacao das idéias de grupo de renormalizacao
(GR) por Wilson [32] e Kadanoff [33].

A ordem de uma transicao de fase é classificada através da descontinuidade da
energia livre ¢(7T', H). Quando a magnetizacdo ou entropia, que sao as primeiras de-
rivadas do potencial, apresentam descontinuidade classificamos como uma transicao
de fase de primeira ordem. Por outro lado, quando as segundas derivadas apresen-
tam descontinuidade, no caso o calor especifico e a susceptibilidade, classificamos
como uma transigao de fase de segunda ordem (ou continua). Ainda que o sistema
sofra uma transicao de fase de primeira ordem, este pode vir a apresentar divergéncia
na susceptibilidade, por exemplo, quando o sistema atinge uma certa temperatura
critica. Em contrapartida, no caso de uma substancia ferromagnética, a magne-
tizagao vai a zero quando atingida a temperatura critica numa transi¢ao de segunda
ordem. A denominacao ponto critico esta intimamente relacionada com as transigoes
de fase de segunda ordem. A medida que a temperatura do sistema se aproxima
da temperatura critica, as flutuagoes térmicas comecam a surgir e se tornam muito
grandes nas proximidades do ponto critico. Por exemplo, a susceptibilidade esta
relacionada a flutuagao da magnetizacao e o calor especifico a flutuacao da energia

interna do sistema.

19



Numa transicao continua para um ferromagneto, o ponto critico corresponde a
H =0eT =T, segundo o teorema de Yang e Lee [34], para T' < T, o sistema
apresenta magnetizacao nao nula, que é atribuida a competicao entre a energia de
troca responsavel pelo alinhamento paralelo dos spins e a energia térmica que tem
a funcao de destruir a ordem magnética de longo alcance. No limite de baixas
temperaturas, a interacao de troca é predominante, o que faz com que os spins se
correlacionem a curtas distancias, no entanto quando a energia térmica se aproxima
do valor da energia de troca KgT' ~ J;;, hd uma correlacao entre todos os spins da
rede e o sistema sofre uma transicao de fase. Isto explica o comportamento singular

das fungoes termodinamicas nas vizinhancas do ponto critico.

1.4.1 Expoentes Criticos

Nas proximidades de um ponto critico, as grandezas termodinamicas possuem
comportamento singular. A susceptibilidade y possui comportamento divergente e a
magnetizagao espontanea se anula para 1" — T, a campo nulo. Os resultados obtidos
pela teoria de Weiss [2], descrevem a transicao de fase ferromagnética-paramagnética
e em particular preveém a ocorréncia dessas singularidades.

Para descrever adequadamente o comportamento nas proximidades do ponto

critico, admitimos que a magnetizacao espontanea se anula na forma

m~ (T, —T)" (1.31)
e a susceptibilidade a campo nulo possui comportamento do tipo

x=|T-T. |7 (1.32)
e ainda, ao longo da isoterma critica T' = 7., a magnetizacao e o campo estejam

ligados pela relacao

H ~m!/? (1.33)

onde 3, e § sao os expoentes criticos associados as respectivas grandezas. A partir

da teoria de Weiss, os expoentes criticos sao : § = 1/2,7 = 1 e § = 3. Dados
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Modelo I} vy ) a v n

Ising-2d | 1/8 | 7/4 | 15 | 0(log) | 1 | 1/4
Ising-3d 033|124 48 0.10 | 0.63 | 0.04
XY-3d 0.34 | 1.30 | 4.8 0.01 |0.66 | 0.04
Heisenberg-3d | 0.36 | 1.39 | 4.8 | -0.12 | 0.71 | 0.04
Campo médio | 1/2 | 1 3 | 0(disc) | 1/2 | 0

Fe 039 | 1.33 435 | -0.11 - -
Co 0.44 | 1.23 | 3.35 | -0.095 - -
N3 0.38 | 1.34 | 4.58 | -0.10 - -

FeogoAlgro | 041 | 1.33 | 4.28 | -0.16 | - -
FeogoAlgao | 042 | 1.35 | 4.26 | -0.20 | - -
Gdg:Coss | 041116 | 3.60 | 0.02 | - .
GdgoAusy | 044 1.29|3.96 | -0.17 | - -

Tabela 1.1: Valores de expoentes criticos para diversos modelos de spin e materiais

ferromagnéticos.

experimentais fornecem valores distintos para os mesmo expoentes criticos como
pode ser visto na tabela (1.2) [35].

Experimentalmente, também observou-se que a capacidade térmica molar a campo
nulo ¢y possui comportamento singular, conforme mostra a figura (1.2). Essa gran-

deza pode divergir de acordo com a expressao abaixo,
ey ~|T =T, | (1.34)

onde « pode ser positivo, negativo ou nulo. E possivel que cy nao divirja, em-
bora continue com comportamento singular. Nesse caso, para caracterizar de forma

apropriada a sua singularidade admitimos o seguinte comportamento
coc—cg =T =T, | (1.35)
com « negativo, em que c¢ € o valor finito de ¢y no ponto critico.
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Figura 1.2: a) Capacidade térmica molar isobdrica C, do niquel (Ni) como fungao
da temperatura obtida experimentalmente por Conelly, Loomis e Mapother (1971)
[2]. b) Grdfico log-log de % em fun¢ao de |T — T,|. A inclinag¢ao da reta ajustada

aos dados vale -0.90 que representa um valor do expoente o« = —0.10
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Os expoentes criticos «, 3,7, nao sao independentes entre si, mas guardam

certas relacoes tais como,por exemplo, a relacao de Rush-Brooke

a+28+v=2 (1.36)

a relagao de Griffiths
a+pB0+1)=2 (1.37)

e a relacao de Widom
=B - 1) (1.38)

Temos ainda mais dois expoentes criticos (1 e v) associados ao comportamento

assintotico da funcao de correlagao definida por

Ge(r) = (3(0) - 3(7) — (7(0)) - (3()) (1.39)
ou seja, no limite » — oo temos

e_r/£

G(r) ~ e (r — 00), (1.40)

sendo & ~ |t|7¥ (t = T;—:‘Fc) o comprimento de correlagao que mede o tamanho médio
dos aglomerados correlacionados. Estes dois expoentes criticos n e v estao relaciona-
dos através da relagao de Fisher v = v(2—n) e da relagao de Josephson (hiper-escala)
2 — a = dv, onde d é a dimensionalidade.

A determinacgao experimental dos expoentes criticos depende da escolha do in-

tervalo da variavel t = % (regiao critica). O intervalo considerado pequeno é uma
escolha delicada que fortemente é influenciada pelo tipo de material analisado, uma
vez que na regiao critica temos fortes flutuagoes térmicas. Por exemplo, para siste-
mas magnéticos de uma maneira geral escolhe-se para regiao critica |[t| ~ 1073, en-
quanto que para os compostos supercondutores temos |t| ~ 10719 transi¢io lambda
(He') |t| ~ 1077, e assim por diante. O expoente critico de uma dada grandeza f(t)
é obtida através da inclinacao da curva In|f(t)| versus In|t|, analisando o aspecto

da invariancia da medida pela escolha da regiao critica.
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Podemos ter para o calor especifico &« = 0 com singularidade logaritmica, como
no caso do modelo de Ising 2d, ou descontinuidade, como no caso da solucao de
teorias de campo efetivo. Para o modelo de Ising 2d temos os seguintes expoentes
criticos: 3 = 1/8, v = 7/4, § = 15, a = 0(log), v = 1, n = 1/4 que satisfa-
zem as relagoes de escala entre os expoentes criticos apresentados anteriormente.
Quando a > 0, o calor especifico tem uma singularidade em T" = T,, por exem-
plo, o metamagneto uniaxial (Ising 3d) FeFy que tem o ~ 0.14. Quando a < 0,
por exemplo, o metamagneto Heisenberg RbMnF3; que tem o ~ —0.10, e o ca-
lor especifico nao singular, mas apresenta uma descontinuidade. Recentemente,
Zhang apresentou uma conjectura como uma possivel solu¢ao exata do modelo
de TIsing 3d, obtendo assim os seguintes expoentes criticos: 3 = 3/8, v = 5/4,
a =0, v=2/3 60 =13/3, n = 1/8, que sdo comparadas com os resultados
precisos de simulagao de Monte Carlo [36]: f = 0.3265(3),7 = 1.2372(5), a =
0.110(1),v = 0.6301(4),0 = 4.789(2),n = 0.0364(5) . Os resultados exatos (con-
jectura) estdo mais proximos dos valores experimentais obtidos para alguns magne-
tos uniaxiais, por exemplo, CrBr3 : {8 = 0.364 4+ 0.005,0 = 4.32 £ 0.10,y = 1.21};
Gd: {#=0.370£0.010,6 =4.39+0.10,» = 1.25}; Ni: = 0.373 £ 0.016, 6 =
4.44 +0.18,v = 1.28, onde o ~ foi determinado pela relagao v = B(6 — 1).

Durante quase 50 anos os expoentes criticos:f = 5/16,7 = 5/4,a« = 1/8, v =
5/8,6 = 5,m = 0 derivados de expansao em série por Fisher [37] e Domb [3§] tém
sido aceito como a conjectura da solugao exata, mas com o aumento da performance
computacional, simulagoes de Monte Carlo, mostraram inconsisténcias de alguns
destes expoentes criticos, e credita os resultados recentes de Zhang [I§] como o

possivel candidato para solugao exata.

1.5 Organizacao da dissertacao

Varias sao as formas alternativas para melhoria da temperatura critica que po-
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dem ser implementadas com a utilizacao da técnica do operador diferencial, onde o
caminho escolhido tem sido o crescimento do tamanho do aglomerado e também ma-
neiras diferentes de desacoplar a equacao auto-consistente para a magnetizacao da
rede. Neste trabalho de dissertacao no capitulo 2 vamos apresentar, primeiramente,
uma introducao sobre algumas teorias de campo efetivo com base em aplicagoes no
modelo de Ising (Classico) e modelo de Heisenberg quantico em aglomerados fini-
tos. Para esses modelos introduz-se a técnica do operador diferencial juntamente
com alguns apsectos de sua aplicacao e também consequéncias, sendo este um dos
principais instrumentos para a solucao de modelos de muitos corpos na mecanica
estatistica.

No capitulo 3, discutiremos o efeito da desordem nos modelos de Ising e Hei-
senberg numa rede ctibica simples, onde abordaremos via teorias de campo efetivo.
Desenvolveremos uma nova teoria de campo efetivo, onde levaremos em consideracao
o efeito da correlacao entre dois spins. Uma comparacao do diagrama de fase no
plano T-p para os modelos de Heisenberg e Ising serao utilizados como comparagao
com os resultados experimentais de compostos ferromagnetos diluidos. Finalmente,

no capitulo 4, apresentaremos as conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Métodos aproximativos em

aglomerados finitos

2.1 Introducao

Pela grande dificuldade de se adquirir solucao exata para varios modelos de
spins[I], o primeiro passo na descrigdo das propriedades magnéticas dos mais varia-
dos modelos tedricos estatisticos é usualmente a aplicacdo de uma aproximacgao[2].

O comportamento critico das quantidades termodinamicas relevantes nos siste-
mas quanticos ¢ de grande interesse de estudo da mecanica estatistica. Na Fisica, a
procura de uma solugao exata para sistemas de muitos corpos interagentes é intensa,
porém é grande a dificuldade para se obter tal solucao para um sistema que tem em
seu constituinte um ntimero de particulas N da ordem 10?* (niimero de Avogrado).
Por isso é crescente na literatura o desenvolvimento de métodos aproximativos como
alternativa para obtermos informacoes quantitativas e qualitativas do modelo a ser
tratado.

Na mecanica estatistica, a dificuldade esta em obter a funcao de particao Z =



Tre PH sendo Tr o trago (funcional) representando sobre a soma em (25 + 1)V
configuragdes possiveis de spin (S), sendo o célculo analitico da funcao de partigao,
para 10?3 muito dificil de ser realizada, na sua grande maioria, impossivel. Sao
poucos os modelos que apresentam solucao analitica, dentre eles, temos o modelo de
Ising 1D e 2D. Por essa dificuldade matematica de se obter a funcao de particao, as
grandezas termodinamicas também nao sao determinadas. Assim, varios métodos
aproximativos tém sido propostos onde, as técnicas de simulacao computacional
(Monte Carlo, Diagonaliza¢do numérica...) e expansdo em série sao consideradas
"exatas”.

Estes métodos computacionais se delimitam ao tratamento de problemas sim-
ples, sendo de dificil manipulagao em modelos complexos, por isso dentre os novos
métodos que foram propostos na literatura, escolhemos tratar neste capitulo a Te-
oria de Campo Efetivo baseada na técnica do operador diferencial ou de projegao,
que foi introduzida na literatura por Honmura e Kaneyoshi em 1979[3]. A técnica
do operador diferencial tem sido aplicada numa série de sistemas magnéticos, na
qual inicialmente foram utilizados aglomerados de um spin. Até a década de 90
esta técnica era aplicada somente em modelos de Ising, mas com a generalizagao em
aglomerados maiores, a técnica também foi aplicada para o modelo de Heisenberg
de spin-1/2 ferromagnético[4] e antiferromagnético[5], os quais foram tratados com
sucesso em redes tridimensionais.

A teoria de campo efetivo (efective field theory - EFT) em aglomerados com
N = 2 spins foi aplicada para estudar o comportamento critico do antiferromagneto
(AF) de Heisenberg quantico e cldssico em trés dimensoes. A temperatura de Néel
(Ty) e a magnetizagdo de subrede foram calculadas numericamente e comparadas
com os resultados desses modelos com interacao ferromagnética (F). Resultados
obtidos para o modelo quantico indicam que Ty é maior que T (temperatura de
Curie, para o sistema F).

O modelo de Heisenberg de spin-1/2 tem despertado muito a atengao recente-

mente, pois foi sugerido por Anderson[6] que flutuagoes quanticas nos planos de
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CuQs, comum em todos os cuprados dopados, podem ser responsaveis pelas corren-
tes supercondutoras de altas temperaturas (ex: Las_,Ba,CuQOy).

As propriedades criticas do modelo de Heisenberg de spin-1/2 antiferromagnético
em trés dimensoes tém sido tratadas na literatura por uma variedade de métodos
da mecanica estatistica, tais como: expansao em série de altas temperaturas(series
expansion -SE)[20], simulacao de Monte Carlo (MC)[21]-[22], teoria de ondas de
spin (spin wave-SW)[23]-[24], método da funcao de Green[I2], métodos de grupo
de renormalizacao (renormalization group - RG)[13]- [15], entre outros. Em todos
esses estudos [20]-[15] foram observados que a temperatura de transigao de fase para
o modelo de Heisenberg de spin-1/2 ferromagnético tridimensional, T, e antiferro-

magnético, Ty, sao diferentes da forma T > T, ja para o modelo de Ising T = T..

2.2 Consideracoes iniciais

O ponto de partida da mecanica estatistica do equilibrio esta em calcular a funcao

de particao do sistema considerado, dada por:

Z =Tre "1, (2.1)

onde H representa o Hamiltoniano para o modelo tedrico considerado e T'r o funci-
onal traco no espaco de todos os spins.
O calculo do valor médio de uma quantidade fisica A no ensemble canonico é

definido por,

Tr [Ae’mq

() =——

(2.2)

Seja ‘H o Hamiltoniano de um sistema qualquer com N particulas interagentes,
entao é sempre possivel separar o sistema em dua partes: uma parte que representa

um aglomerado finito (cluster) denotada por 2 com n < N spins que descreve
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as interacoes dentro do aglomerado e com sua vizinhanca, e a outra denotada por
', representando os spins que nao pertencem ao aglomerado 2. Assim, sendo,

H(E = QUY) poderé ser decomposto da forma

‘H ="Hq + Hg, (2.3)

onde Hg, representa o Hamiltoniano do aglomerado €2 e Hg representa o Hamilto-

niano restante ).

Figura 2.1: Figura esquemdtica na representacao de um sistema com N particulas

Agora, seja O(€2) uma fungao de varidveis de spin dentro do aglomerado 2. Se
Hq e Ho comutam entdo [Ho, Ho| = 0 , ] e decorre que o trago na equagao (2.2)
¢ desenvolvido em dois passos: primeiro o trago sobre o aglomerado finito Trq e
em seguida sobre os spins da vizinhanga que nao pertencem ao aglomerado €2, que
é denotado por T7’, entdao o valor da grandeza O(f2) serd reescrita, utilizando a
Eq.(2.2), por

Tr'Trq {O(Q)G*B(HQ”{Q’)}

<O(Q)> N T?“/TT’Q {6_6(H9+HQ’)} (2'4)

lapesar de estarmos tratando um sistema quéntico, assim fazemos, em primeira aproximacao,
a comutacido entre os Hamiltonianos com resultado nulo, em primeira aproximacio e #H =

e BHae=BHar oy seja, uma aproximacao classica
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considerando que [Hq, Hqo/] = 0, a expressao acima ficard na forma

Tr'e B Trg s O(Q)e= e
0©Q)) = O[] 25)

T,’,,/eHQ/TTQ {e*ﬁHQ }

Multiplicand G0 (2.5) pelo f itario 247} ¢ depois combi
ultiplicando a equacgao (2.5) pelo fator unitério W, e depols combi-

nando adequadamente junto com as propriedades de separacao do traco e do hamil-

toniano (2.3), ficaremos

<O(Q)> _ lTT {TTQ [O(Q)e_ﬁﬁsz} 6_[37—{} (26)

7 Trq [e=BHa]
Comparando a equacdo(2.6) com a equacdo (2.2) temos que o valor médio de

O(2) é reduzido ao calculo parcial no cluster finito, ou seja,

Trq [O(Q)e‘mfﬂ}
(@) = (— ) @7)

A Eq.(2.7) é exata para sistemas classicos, porque neste limite as varidveis de
spins presentes no hamiltoniano comutam, de acordo com a consideracao que foi
utilizada para deducao da equacgao anterior, assim para modelos quanticos vale a

seguinte desiguladade aproximada

Trq {O(Q)e‘ﬁHﬂ}

(O(Q)) =~ ( Trg [e~Ma]

(2.8)

2.3 Teoria de Campo Efetivo

Para uma melhor contextualizagao, vamos abordar a EFT via a técnica do ope-
rador diferencial para aglomerados finitos. Primeiramente sera mostrada a teoria de
campo efetivo no modelo de Ising para aglomerados com 1 e 2 spins. Depois sera

abordado a EFT para o modelo de Heisenberg quantico isotropico.
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2.3.1 Teorias de campo efetivo no modelo de Ising

Para o modelo de Ising serd feita a implementacao da técnica do operador diferencial
para dois tipos de aglomerados com N =1 e N = 2 spins, e aplicar EFT no modelo
de Ising de spin-1/2.

O Hamiltoniano no sistema é dado por:

H=-— Z Jl‘jO'iO'j (29)
onde J;; é a interagao de troca entre os spins e vamos considerar J;; = J como sendo

a interacao entre os spins primeiros vizinhos e, o; = 41 a varidvel de spin 1/2 na

direcao axial.

® P ¥
| |
| |
| I

. > » ﬁ——Hfﬂ

|
| |
[
@ b cL
(a) (b)

Figura 2.2: aglomerado com N =1 (a) e N =2 (b)spins

Para o aglomerado com apenas um spin (/N = 1), o hamiltoniano pode ser rees-

crito em termos da soma dos spins primeiros vizinhos, 3> >%o onde z é o numero

i+47
de coordenacao da rede hipercibica e § é o vetor primeiro vizinho. Entao o Hamil-

toniano este aglomerado é dado por
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Hi=—Jo, Y 04,5 (2.10)
5

e no caso para o aglomerado com dois spins

z—1 z—1
Hy = —JalzaHg—J02202+5—J0102, (2.11)
5 5

onde o1 = 04 e 0y = op conforme a figura(2.2).
Tomando a média nas varidveis de spin em cada aglomerado, definida pela

Eq.(2.7) temos as expressoes para as magnetizagoes por spin my e may:

mi = (o1) = iT?" Je(KUI%:UHS) 2.12
L= (0) = (- Tr, |y ) (2.12)

1

1
Z

Efetuando o tracgo sobre todas as configuragoes de spin, obtemos:

1
5(01 +og)e ), (2.13)

me = T7(5,00)

= (tanh(a)) (2.14)

onde a identidade acima é conhecida como identidade de Callen-Suzuki[l6], e

senh(a +b) + e *Xsenh(a — b)
cosh(a +b) + e=*Kcosh(a — b)

my = { ) (2.15)

ondea_KZUH(;),b_KZaHg e K =p73J.

Diversos autores tais como Matsudalra[l 7], Frank e Mitran[18], Zhang e colaboradores[19],

Tanaka e Uryt [20] e Mattis[21] tém usado a identidade de Callen e Suzuki, Eq.(2.14),
para obter as propriedades criticas do modelo de Ising-1/2. A identidade de Callen-

Suzuki para spin S geral foi anos atras generalizada por Balcerzak[22].
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As Eqgs.(2.14) e (2.15) s@o exatas mas de dificil manipulagoes por envolverem
as variaveis de spin presentes nas fungoes hiperbdlicas, por isto, é necessario con-
seguir uma alternativa para prosseguir com o desenvolvimento. Anos atrds, Hon-
mura e Kaneyoshi[3] desenvolveram a técnica do operador diferencial (operador de

projegao), que é expresso pela identidade:

P f(x) = flz + a) (2.16)

para uma variavel e

ePataby g y) =g(x +a,y+0b), (2.17)

para dua variaveis, sendo D, (v = x,y) = a% o operador diferencial. Assim, apli-

cando as relagoes acima nas Eqs.(2.14) e (2.15), as médias sobre as varidveis de spin

serao reescritas nas formas:

my = (e7) f(2)| 2=, (2.18)
e
o z—1 z—1
onde a; = KZU(1+5~1), as = KZJ(1+5~2), by = KZU(%@), f(z) = tanh(z) e
61 d2 b2

_ senh(z+y)+e 2K senh(z— y)
g(l‘, y> cosh(z+y)+e—2K cosh(z—y)

Aplicando a propriedade de exponenciagao, ficare-

mos:

z

my = ([Lel75)P) £ () o (2.20)

m2:<ZH1 ( “’51) H ( ’+‘52) g(x,y)|m7y:0. (2.21)

Para o aglomerado com N = 2 spins, inicialmente observa-se que os produtérios
[T’s na Eq.(2.21), referem-se a todos os vizinhos dos spins o e 0y externos ao aglo-

merado. Contudo, quando existe coincidéncia (i.e., i +d; = i + d2), ou seja, quando
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os dois sitios do aglomerado admitem vizinhos comuns, a FEq.(2.21) serd reescrita

por:
z—2'—1 z—2'—1 z

My — < H e(KUH(s“l)Dz H 6(K0i+5“2>Dy HeK(Dz+Dy)ak>g(x’y)lx’y:m (2.22)
51 b k

onde os produtorios H e H referem-se somente sobre os vizinhos isolados e [],

&1 53
refere-se aos sitios que sao, simultaneamente, primeiros vizinhos dos dois sitios do

aglomerado. Para ilustrar, na figura 2.3 apresentamos redes topologicamente dife-
rentes mas que apresentam mesmo nimero de.cordenagao. Vejamos os casos das
redes Kagomé e quadrada que tém z = 4 mas vizinhos comuns 2z’ = 1 e 2/ = 0,
respectivamente. No caso das redes triangular e cibica simples temos que z = 6,
mas com 2’ = 2 e 2/ = 0, respectivamente. Desta maneira este formalismo em aglo-
merados com N = 2 spins incorpora no formalismo uma possibilidade de distingao

da topologia da rede, mantendo a simplicidade dos célculos.

i » ] L/ L/
i =\ 4
rede Kagome rede quadrada
VAN
] - -*-'_..-“ = ——
rede triangular rede cldbica simples

Figura 2.3: Aglomerado com N = 2 spins em topologias de redes diferentes

No caso em que 0; = 1, usando a identidade de Van der Waerden
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e = cosh(a) + o1senh(a) (2.23)

as Eqs (2.20) e (2.21) serdo reescritas por

mp = <H (ar + Ui+§ﬂ:p)>f('r)’x:07 (224)
. é
z—z2'—1 z—2z'—1 2!
my = ( H (aw + 0(i+51)5$> H (O‘y - 0(i+53)ﬁy> H(%+y + 05804y))9(2, Y)|ay=0
' ” ' (2.25)

onde o, = cosh(KD,), , = senh(KD,), iy = cosh(K (D, + Dy)) € Bpyy =
senh(K (D, + D,))

Para cada tipo de rede, as Eqs.(2.24) e (2.25) envolvem todas as correlagoes
de multiplos spins, sendo assim, de dificil manipulagdo matematica (exceto para a
cadeia linear) para tratar essas correlagoes, pois precisamos resolver um conjunto
infinito de equagoes acopladas, deparando-se assim com um problema de muitos
corpos, que depende de alguma aproximacao para o desacoplamento. Em teoria
de campo este acoplamento de funcoes de correlacao é conhecida como equagoes de
Dobrushim-Lanford-Ruelle[23]. A aproximacao de ordem zero (Zernike, Random

phase approzimation - RPA) é expressa por

(0;0j0%...) = (0:)(0j)(O%)-.. (2.26)
com i # j # k # ..., é a mais utilizada na literatura, onde despreza-se as correlagoes
de multi-spin em sitios diferentes, mas em compensacao com um tratamento rigoroso
devido a identidade de Van der Waerden que trata exatamente as auto-correlacoes
através das médias (02"t) = gy e (¢7") = 1, ao contrario da teoria de campo médio
que alémda aproximagao (2.26) aproxima (o) ~ (o7)?.

Assim, aplicando a aproximagao (2.26) nas Eqs.(2.24) e (2.25), ficaremos

mi = (ap +m1B:)° f()]o=o (2.27)

38



my = (a, + mgﬂgc)z_z/_l(ay + mgﬂy)z_zl_l(aﬁy + mgﬁﬁy)zlg(x, Y)|zy=o (2.28)

E importante notar que, a fungao f(z) é impar sendo o mesmo para a fungao
g(x,y), portanto, vale a propriedade f(—z) = —f(z) e g(—x,—y) = —g(z,y).
Entao, para qualquer combinagao de operadores diferenciais envolvidos nas Eqgs.(2.25)
e (2.24), ficam apenas as contribui¢oes impares.

Para efeito de ilustracao do método, iremos desenvolver para o caso de uma
rede quadrada (z = 4 nimero de cordenagao) para o aglomerado com um spin
e, representar por s, 03, 0y, 05 08 spins externos ao aglomerado. Sendo f(z) uma
funcao impar e usando a propriedade do operador projegao (representado aqui por

$), dada por @, f(x)]s—0 = 0, temos a Eq.(2.24) expandida na forma:

m = A (K)m + As(K)m? (2.29)

sendo

Ay = 40,5 (0)]ao = 3 [F4K) + 2 (2K) (2.30)
Ay = 4030, (@)]mo = [/ (4K) — 2 (2K)]. (2.31)

Podemos, ainda, reescrever a Eq.(2.29) na forma

| 1= A(K)
M=\ K] (2.32)

Nesta aproximacao em que a magnetizacao é obtida de modo autoconsistente pela
expressao m = (m,T), os expoentes criticos sao todos classicos. A temperatura
critica (m— > 0) é obtida resolvendo-se através de métodos numéricos para A;(7,) =
1, cujo valor encontrado foi kb—JTC ~ 3.087. De forma geral, outras redes podem ser

tratadas no esquema EFT usada aqui, assim temos para a Eq.(2.24) a forma
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Al = Z&;ilﬁx‘f(x)’xzo = 17 (233)

onde para cada estrutura, de rede, especificada nesta aproximacao com apenas o

valor da variavel z, obtemos o valor da temperatura critica, que nesta abordagem

KpTe

i=e =~ 3.087 para redes

nao é capaz de distinguir a topologia da rede, isto é, temos
quadrada e Kagomé, sendo assim, uma deficiéncia do método (EFT-1).

A medida que o numero de cordenacao z aumenta, o sistema fica mais corre-
lacionado e, portanto, necessitamos de mais energia térmica (KgT,) para destruir
a ordem magnética, consequentemente 7, cresce monotonicamente. No limite de
cordenagao infinita (z — o0) teremos um dado sitio da rede cristalina interagindo,

em média com mesma energia, com infinitos sitios da rede, o que equivale ao modelo

de Ising com interacao de longo-alcance (campo-médio), desta maneira espera-se

kac

22¢ — 1 quando z — oo. Na Tabela 2.1, observamos o aumento de T

o limite
gradualmente com o crescimento do valor do nimero de coordenagao (z).

Um problema de EFT em aglomerados com N = 1 spin é nao distinguir a
topologia da rede, apresentando resultados discrepantes para a temperatura critica
T., pois a equagao A;(7T.) = 1 depende apenas do nimero de cordenagao z. Por
exemplo, para a rede quadrada temos k"—JTe ~ 2.269 e para a rede kagomé kb—JTC ~ 2.143,
sendo que ambas tém numero de cordenacao z = 4. Para mais resultados para T,

no modelo de Ising 2d para diversas topologias sdo encontrados na Ref[I].

No limite my — 0, da Eq.(2.28) obtemos

AF(K,) =1 (2.34)

A i(K) = [z(z — 2 = 1)ai " 2B, + z'a;—Z’—la;;lﬁzy} 9(2,Y) |20
(2.35)
Resolvendo numericamente a Eq.(2.35), fixando os valores de z e 2/, obtemos as

temperaturas criticas reduzidas K, ! para diversas topologias de redes, e que estao

40



Redes z | 2/ | EFT-1 | EFT-2 | Exato/Monte Carlo
Kagomé 411 3.089 2.923 2.143
Quadrada 410 | 3.08 3.025 2.269
Triangular 62| 5073 4.950 3.641
Cubica simples | 6 | 1 | 5.073 5.039 4.511

Tabela 2.1: Valores da temperatura critica reduzida KgT,./J para vdrias redes 2d e

3d no modelo de Ising -1/2

esquematizadas na Figura (2.3). Na Tabela 2.1 apresentamos os resultados de K
obtidos por EFT-1 e EFT-2 (teorias de campo efetivo para um aglomerado com um
ou dois spins respectivamente), que foram comparadas com as solugdes exatas em
redes 2d e simulagdo de Monte Carlo para a rede ciibica simples (3d). Observamos
claramente a superioridade de EFT-2, do ponto de vista qualitativo, quando depa-
ramos com analise da topologia da rede. Porém, os resultados quantitativos nao
estao em boa concordancia com os valores rigorosos. Desejando, ainda, aprimorar
os resultados de K ! na abordagem de EFT, aglomerados maiores devem ser utili-
zados, mas a principal dificuldade inerente ao método esta associada aos critérios de
escolha dos aglomerados com mais de dois spins, de forma a garantir a convergéncia
do método. Como regra geral, procura-se escolher a geometria dos aglomerados de
modo a refletir a simetria da rede em analise, o que de alguma forma, introduz certo
grau de arbitrariedade na escolha. A escolha da geometria dos aglomerados maiores
nao garante, a priori, a convergéncia do método. A fim de explicagao, escolhemos
um aglomerado com N = 4 spins com uma geometria quadratica para analisar a
criticalidade do modelo de Ising-1/2 na rede quadratica. O célculo do parametro de
ordem a partir da Eq.(2.7) é feita utilizando O(Q2) = 1(01+02+03+04), e realizando
os mesmos procedimentos anteriores para aglomerados com N =1 e N = 2 spins.
Como resultado desta analise obtém-se K ! ~ 2.904, mostrando, em comparagao

com os valores obtidos usando EFT-1 e EFT-2 apresentados na Tabela 2.1, uma
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convergéncia lenta em diregao ao valor exato K, ' ~ 2.269, aumentando o tempo
computacional.

Essas aproximagoes (EFT-1 e EFT-2) tém sido aplicadas de maneira sistematica
em uma grande variedade de sistemas Ising, como, por exemplo, sistemas compe-
titivos [24]; incluindo vidro de spin [25], sistemas desordenados[26], efeitosde su-
perficie[27], sistemas amorfo[28], modelo Blume-Emery-Griffith (BEG)[29], modelo
de Potts[30], etc.

Do ponto de vista fenomenoldgico, cada meodologia tem suas caracteristicas
proprias. Isso faz com que os obstaculos de cada uma sejam intrisicamente relaci-
onados a ela, as quais atingidas se revelam de dificil transposi¢ao. Nesse contexto,
interpretamos como um méodo promissor, todo aquele que suporta um esquema
de aplicacao sistematica. Se além disso, o método pode ser aplicado a uma certa
variedade de problemas, entao estes métodos de aproximacao sucessivas devem ser
usados.

Nessa linha de abordagem algum progresso foi conseguido desde Kaneyoshi e
colaboradores[31] com a introducao de campo de reagao de Onsager até Taggart

e Fittipaldi[32] com a aproximacao do tripleto médio, obtendo, respectivamente,

z
z—2

K ' = 2885 [K! = ln(% para numero de coordenacao arbitrario z, mesmo
resultado da aproximagao de Bethe-Peierls] e K ! = 2.490 numa rede quadrada (z =
4), o que de certa forma temos uma ligeira melhoria dos resultados em comparagao
com a solugao exata K1 = 2.269. No préximo capitulo desenvolveremos uma nova
teoria de campo efetivo, onde efeitos de correlagoes serao levados em consideracao

no uso de aglomerados com N = 2, e aplicaremos em modelos desordenados.

2.3.2 Teoria de campo efetivo no modelo de Heisenberg

Contréario ao modelo de Ising, onde os casos ferromagnéticos (F) e antiferro-

magnéticos (AF) s@o equivalentes, agora no modelo de Heisenberg quantico de spin-
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1/2 os resultados do sinal da interacdao de J, ou seja, os casos F e AF néao sdo
equivalentes. Partimos do modelo ferromagnético descrito pelo seguinte Hamiltoni-

ano

(i.7)

onde K;; = (J;j, (i,7) denota a soma sobre os sitios primeiros vizinhos e ¢; é o
operador spin de Pauli no sitio i.
O Hamiltoniano (2.36) para o caso do aglomerado com dois spins fica da forma

utilizando a aproximacio axial?]

— BHi2 = K12074 - 02 + 10} 5 + 2405 (2.37)
z—1
onde a,, = Ki» Z O'(Zn L é o ntumero de cordenacao, o;, é o operador de spin na

5
subrede ¥ = A ou B no sitio .
Para esse modelo estamos interessados, também, em obter a magnetizacao. As-
sim, de acordo com a identidade de Callen e Suzuki[l6], a magnetizagao média da

subrede A, my = (0},) é dada por:

Tr [O-fAe(_ﬁHm)}

Tr12 [6_6(H12)]

) (2.38)

mag =
Substituindo (2.37) na Eq.(2.38), podemos reescrever a expressdo da magne-

tizacao sa subrede A por

B olnZ

8a13

(2.39)

ma

sendo a funcao de particao dada por

Z = Tryp [e7712] (2.40)

2considera-se a direcao privilegiada z para interacdes fora do aglomerado
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Para obtermos a func¢ao de particao Z, temos que diagonalizar o Hamiltoniano
(2.37). Com este propésito devemos obter o trago do operador e #712 e, primeira-
mente, escolher uma base para escrever o hamiltoniano (2.37). Assim escolhemos a
base formada pelos autovetores (|++) = [1), [+—) = [2), |—+) =[3) e |——) = |4)

).Definindo os elementos da matriz

Hij = (ij|Hazld'j") (2.41)
para o Hamiltoniano
— BHiz = Ki2[(0} - 0 + 0% - 05 + 04 - 05) + a1p014 + a24035 (2.42)
Obtemos a forma matricial
—Kis 4+ asq + a1 0 0 0
0 —Kiy+asa — a1 —2K 0
—Hi2 =
0 —2K59 Kiy —aga + a1 0
0 0 0 —Ki2 — a4 —aip |

Diagonalizando a matriz acima obtemos a funcao de partigao da forma:

7 = e M2cosh(aga + a1p) + e 2cosh(W (aga, a1p)) (2.43)

onde W(aga, a1p) = \/4K122 + (aga — a1p)?.
Utilizando a equagao (2.43) na (2.39), temos o valor da magnetizagao escrita da

forma

_ senh(aga + a1g) + I'(aga, ar1g)senh(W (aga, a1p))
cosh(aga + ai1p) + I'(aga, a1p)cosh(W (aga, ai1p))

€2K12 (GQA_alB)
W(aza,a1B) "

onde I'(aga,a15) =
Utilizando a técnica do operador diferencial da equagao (2.19) e a idsentidade

Van der Waerden, reescrevemos a Eq.(2.44) por
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z—1 z—1

My = ( H (e +070) H (v + szﬂy»g(xvy)‘x,y:O (2.45)
i£1,2 41,2
sendo
senh(z +y) + I'(x,y)senh(W(z,y))

— 2.46
9(z,y) cosh(x +y) + T'(x,y)cosh(W (z,y)) (2.46)

Usando a aproximagao (2.26) na Eq.(2.45), ficaremos
mg = (a$ - mBB:v)Z_l(Oéy - mAﬁy)Z_lg(x7 y)|a:,y:O (247)

A euquacao de estado (2.47) é geral para os casos F e AF. No caso F temos
que usar a condicao de contorno ms = mp = m, enquanto que para o caso AF
ma = —my = m e devemos trocar K5 por —Kj, nas expressoes. Para uma rede

ctibica simples (z = 6) teremos a seguinte equagao de estado:

m = Alm + A3m3 + A5m5 + A7TTL7 + A9m9 (248)
sendo A,, expresso na forma
5!

- nl(5—n)! [
No limite m — 0 na Eq.(2.48) obtemos a temperatura critica T, (F) e T (AF)

A alm gradtn) _ o(5-n) gng (4+n)] (2.49)

Yy Y Yy

resolvendo numericamente a seguinte expressao:

Ay = 5(043«@60‘2 - a;‘;ﬁyai)g(% Y)|ey=0 =1 (2.50)

Apesar dessa técnica de campo efetivo ser adequada para tratar diagramas
de fase, assim como outras técnicas de campo efetivo, apresenta expoente critico
classico. Resolvendo a Eq.(2,51) obtemos o valor da temperatura critica Ty =
4.95, enquanto que para a temperatura critica 7., encontra-se T, = 4.89, con-

cordando com a relacao T > T, obtido por outros métodos mais sofisticados

(201, [211, 23], [15], [17], [18]].
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Por exemplo, simulacao de Monte Carlo obteve T, ~ 3.360 e Ty ~ 3.593. Os
resultaos de EFT-2 para o caso F foi desenvolvida po Idogaki e Uryif4], enquanto, o
caso AF por Aratjo, Neto e de Sousa[5], no préximo capitulo desenvolveremos uma

nova metodologia.
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Capitulo 3

Modelo de spin diluido: Nova

teoria de campo efetivo

3.1 Novas Teorias de campo efetivo

Muitas sao as formas alternativas para melhoria da temperatura critica com a
implementagao da técnica do operador diferencial (ou de projegao), onde o caminho
escolhido tem sido o crescimento no tamanho do aglomerado e também maneiras
diferentes de descoplar as funcoes de correlacao. No caso de aglomerado com N =1
spin, do capitulo anterior temos que a magnetizacao do modelo de Ising-1/2 é dado

por

z

my = <H(Cl{x + 0, 58:))tanh(z)] .= (3.1)
5
Uma possivel generalizagdo da Eq.(2.7) para o valor médio da grandeza tipo

Q'O(Q), onde ' nao contém a variavel do aglomerado €2, é dada por

Trq {O(Q)e‘fmﬂ}

(QOWQ)) = (Q T—r

(3.2)

Por exemplo, para o modelo de Ising-1/2 (2.9), para o aglomerado N = 1 spin



teremos
(i oi) = {i} tanhK Y0, 5) (3.3)

onde {i} representa qualquer fungao das varidveis de spin em sitios diferentes do
sitio 7 e & é o vetor primeiro vizinho da rede cristalina.

Na utilizagdo da técnica do operador diferencial (3.3) ficara reescrita por

(i o) = (G} T [oe + 0,3, ] tamh (o)l (3.4

5
Vamos utilizar, sem perda de generalidade, um aglomerado com N = 1 spin na

rede quadrada (z = 4). Nesta configuracdo o sitio denotado por i corresponde ao
spin central oy e de forma analoga, a equivaléncia para os sitios e spins externos
primeiros vizinhos é da forma {oy,09,03,04} = {i}. Utilizando a Eq.(3.4), e a

técnica do operador diferencial, obtemos

AlK) ({it o) + A3(K)<{i} (010203 + 010204 + 030401 + 020304)) (3.5)

({i} o) = v

onde Ay = (tanh(4K) 4 2tanh(2K)) e Ay = 2(tanh(4K) — tanh(2K)).

A Eq.(3.5)[| ¢ exata e gera um conjunto infinito de correlagoes entre variaveis de
spin sendo, assim, de muito dificil de ser tratada exatamente.

Escolhendo {i} = 1 na Eq.(3.5), encontramos uma expressao para a equagao de

estado dada por

sendo 7 = (0;00,) com i # j # n = 1,2,3,4 onde usamos invariancia translacional.

Escolhendo {i} = o9 na Eq.(3.5), obtemos

!Na aproximagdo de campo médio fazemos o; ~ (0;), ou seja, desprezamos as flutuagdes de
spins. Mesmo utilizando a aproximacao na técnica do operador diferencial, os resultados sao

superiores ao de campo médio. Para o caso unidimensional, obtemos 7. = 0 e para campo médio

T. #0
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A(K
4

o
(op0o9) = ) (o90;) + Ag(K)<ZQ(0'1020'3 + 010904 + 030401 + 020304))  (3.7)

usando a propriedade de cinemética de spin-1/2; i.e., 02 = 1, e a propriedade de

invariancia translacional, ficaremos

ALK
4

Ay(K
4

(op0o9) = )(3(<0102> +1))+ )(3(<0002> + (01090304))) (3.8)

Para melhoria da temperatura critica 7., Kaneyoshi e colaboradores [I] propu-
seram uma nova aproximagao, utilizando um fato ja conhecido anteriormente[2] na
qual as flutuagoes em um sitio sao proporcionais as flutuagoes de um sitio vizinho.
Considerando assim, que a flutuacdo na variavel o; de spin no sitio j é o; — (7;),
observa-se que esta flutuagao sera proporcional a flutuagao na variavel o;(i # j),
isto é, o; — (0;) = A(o; — (0:)), onde A representa uma reagao de um spin devido a
presenca do vizinho conhecido como campo de reacao de Onsager.

Usando o fato que 0; = Ao, + (A —1)m (m = (0,)) nas Eqgs.(3.6) e (3.8) obtemos
duas expressoes autoconsistentes, para uma dada temperatura T, como funcoes de
m e A\. Na criticalidade temos que m — 0, assim, sendo resolvendo neste limite

essas equacoes encontramos 71, e A, dados por

KT, )
— 3.9
J In (;2) (3.9)
e
1
A\, = 1
Coz-1 (3.10)

onde \. equivale a flutuacao da funcao de correlacao de dois spins na temperatura
critica Te.. O resultado para T, dada pela Eq.(3.9) é equivalente ao valor obtido na
aproximacao de Bethe-Pierls.

Taggart e Fittipaldi[4] sugeriram uma nova alternativa de tratar as fungoes de

correlacao na qual denomina-se de ”aproximacao de tripleto médio”, onde, escolhe-
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se {i} = cothK ) 0,5 na Eq.(3.3), de modo que o segundo termo se transforma na

5
unidade, ou seja,

1= (o;cothK» 0, 5 (3.11)
5

Usando os mesmos procedimentos da técnica do operador diferencial para ob-
tengao da Eq.(3.6), podemos reescrever a Eq.(3.11) numa rede quadrada (z = 4) na

forma

1 =4(0109) A (K) + 4{01090304) AL (K), (3.12)

onde A)(K) = g[cotgh(4K) + 2cotgh(2K)] e A5(K) = §[cotgh(4K) — 2cotgh(2K))

-8

Considerando o valor médio da variavel o,, obtemos

m = (o) = 31A1(K) + QA5(K) (3.13)

sendo 04, T = (0g0104) € Q = (01020304). Na aproximagao do tripleto médio,
Taggart e Fittipaldi, asumiram que préximo da criticalidade (T' ~ T.) a fungao de
correlagao () tende a zero mais rapidamente do que 7, portanto, usando Egs.(3.6) e

(3.13) obtemos a temperatura critica resolvendo numericamente a expressao

A3(K,) = 3AU(K,) [1 — 3A,(K.)] (3.14)

que foi encontrado T. = K = 2.680.

A ponto de melhorar os resultados para T, tendo em vista que todos os resultados
anteriores foram obtidos para um aglomerado com um spin no modelo de Ising,
Siqueira[5] na sua tese de doutorado propds uma nova teoria de campo efetivo, onde
trabalhou com o aglomerado contendo dois spins.

Conforme foi discutido no capitulo 2. Nesta metodologia, a topologiada rede
foi incorporada através da especificacao do ntmero de coordenagao z e vizinhos
comuns z’. Assim sendo, obteve-se as seguintes temperaturas criticas: rede Kagomé

(z=4,7 =1) T, = 2.923 (exato T, = 2.143), Quadrada (z = 4,2 = 0) T, = 3.025
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(exato T, = 2.269), Triangular (z = 6,2’ = 2) T. = 4.950 (exato T, = 3.641) e
Cubica simples (z = 6,2’ = 0) T. = 5.039 (exato T, = 4.511).

Na préxima segao iremos desenvolver uma nova teoria de campo efetivo, usando
comoponto de partida a expressao da identidade de Callen-Suzuki em aglomerado
com N = 2 spins. Aplicaremos este novo formalismo em modelos de spins com
diluigao por ligacao, mas por enquanto faremos uma breve revisao de sistemas de-

sordenados

3.2 Nocoes basicas de desordem

Vérios sélidos, ou encontrados na natureza, ou sintetizados em laboratério, sem-
pre apresentam um certo grau de impureza ou imperfei¢bes quando comparados com
uma estrutura cristalina perfeita, ou seja, presenca de desordem na rede cristalina.

De maneira geral podemos estabelecer trés tipos de desordem:

a) Desordem substitucional

Neste tipo de desordem, dtomos do elemento A num cristal perfeito é substituido
por um outro do tipo B, na hipétese de nao haver nenhum distirbio na rede crista-
lina, formando uma liga do tipo A,B;_, (onde p é a concentragao de dtomo A). Este
fenomeno, o qual ocorre para muitos elementos diferentes em metais, semiconduto-
res e cristais ionicos é de grande importancia na metalurgia e em outros campos da
ciéencia dos materiais. A mais simples suposi¢ao que se pode fazer quanto a distri-
buicao dos atomos do tipo B é que ela seja aleatéria nos sitios da rede cristalina.
No entanto, tal suposicao da independéncia estatistica da ocupacao dos sitios é nao
realistica, por causa dos termos de interagao na energia coesiva, isto €, a energia livre
do sistema depende da distribuicao dos atomos do tipo B em relagao aos atomos
do tipo A e vice-versa. A impureza substitucional pode também ser um ponto de
defeito da rede, tal como uma vacancia. Embora fisicamente nao é possivel colocar

uma alta concentragao de vacancias ao acaso num solido cristalino, tem-se usado
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isto como um modelo rudimentar de uma fase fluida.

Desordem topolégica

Neste caso, o arranjo atomico nao é uma rede ordenada, no entanto algumas
propriedades do material, tais como a distribuicao da carga em cada sitio, satisfazem
a relegao F(7 + ﬁl) = F(7), onde T, refere-se & posicao do niicleo do dtomo i no
espaco real.

Desordem continua

Este ¢ o caso mais alto de desordem, nela a distribuicao dos potenciais atomicos
é totalmente aleatéria.

Dentre as desordem acima mencionadas, nos deteremos a estudar o caso da de-
sordem substitucional em sistemas magnéticos, denotado na literatura por um ma-
terial magnético diluido. Dependendo da concentracao de atomos nao-magnéticos,
a mistura pode atingir um limite em que a impureza pode predominar e a ordem
magnética do sistema diluido é destruida. Quanto a distribuicao de atomos na rede
cristalina podemos distinguir dois tipos: a) temperada (quenched), onde os atomos
magnéticos e nao magnéticos situam-se ao acaso nos sitios de uma rede cristalina,
isto é, a probabilidade que um dado sitio esteja ocupado por um spin é indepen-
dente de outras ocupagoes e permanece constante; b) recozida (annealed), no qual
a probabilidade de distribuicao dos atomos magnéticos é governando pela mecanica
estatistica e varia com a temperatura e o campo magnético (e outros parametros ma-
croscépicos-vinculos), geralmente os sitios sao ocupados de tal forma que a energia
livre seja minima.

A natureza da desordem pode também ser classificada em dois tipos: a desordem
por ligagoes (bond), onde ligagoes magnéticas conectando sitios vizinhos sao que-
bradas por introducao de algum tipo de ion diamagnético que neutraliza o overlap
da fungbes da onda entre os sitios (destrui¢do do exchange) (ver figura 3.1), por
exemplo, o composto Co(S,Se;_,)2, no qual os dtomos de cobalto (Co) interagem
entre si via os dtomos de enxofre (S) e selénio (Se) .

Outro tipo que temos é a desordem por sitios (site), onde dtomos magnéticos
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sao substituidos por ndo magnéticos (ver figura 3.2), como exemplo temos varios
compostos, tais como Mn,Zn;_,Fs, RboMn,Fe,_,Fy, Fe,Mg;_,Cly, RboCo,Mg;_,F4,
K2anFel_pF4, etc.

A grande motivacao de se estudar sistemas desordenados, reside no fato de ter
se tornado possivel controlar, de maneira adequada, as propriedades fisicas dos ma-
teriais através de vérias técnicas de dopagem de defeitos. No estudo das proprie-
dades magnéticas de sistemas diluidos, o maior interesse tem sido dado ao estudo
do comportamento da temperatura critica como uma funcao da concentragao de fon
magnético. Fisicamente, esperamos que a medida que diminuimos a concentracao, a
ordem magnética é gradativamente enfraquecida com a introducao de cada vez mais
ions nao-magnéticos sobre a rede cristalina.

Estudos tedricos da magnetizagao em sistemas ferromagnéticos diluidos comecaram
no inicio da década de 60 com os trabalhos pioneiros de Sato, Arrott e Kikuchi[6],
Elliott[7] e Smart[8]. Até entdo os resultados para estudar estes sistemas diluidos

eram obtidos via aproximagao de campo médio (MFA), onde foi obtido uma tempe-

Figura 3.1: Esquema ilustrativo de uma desordem por ligacao
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ratura critica proporcional a concentragao p, isto é,

kBTc
=z N
7 P

(3.15)

onde z é o numero de coordenacgao. O resultado obtido por MFA prediz, erroneamente,
um valor para a temperatura critica mesmo para pequenas concentragoes de atomos
magnéticos (p <<< 1), o que é contrario & intuigao e aos resultados experimentais.
Espera-se que para baixas concentracoes a desordem é estabelecida e resultados ex-
perimentais indica que existe uma concentragao critica (p.) na qual para p < p,.
temos T,(p) = 0.

Teoricamente, usamos para estudar diluicao por sitio em sistemas localizados
(desordem temperada ou quenched) um Hamiltoniano, por simplicidade o modelo

de Ising, que ¢ dado por

HS = —J Z Eiej SZSJ (316)

<i,J>

Figura 3.2: Esquema ilustrativo de uma desordem por remocao
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onde S; é a variavel de spin do sitio i, e €; é a variavel aleatdria relacionada com a

desordem no sitio i, que pode assumir valores 0 ou 1 implicando em

<€i>c =D (317)

onde (...), denota a média configuracional obtida através de uma certa distribuicao
de probabilidade P( €; ), p é a concentragao de fon magnético e J a interagao de
troca.

Do ponto de vista tedrico, resultados rigososos de expansao em séries[9] mos-
tram que a concentracao critica p. independe da simetria do Hamiltoniano, ou seja,
pe(Ising)= p.(Heisenberg), sendo, portanto, uma propriedade topoldgica da rede.
No material diluido, a ocorréncia de ordem magnética de longo alcance e transi¢oes
de fase dependem da existéncia de um aglomerado (cluster) de tamanho infinito, e
que a existéncia de tal cluster em funcao da concentracao magnética é um problema
puramente geométrico, e esperamos, assim, a dependéncia puramente topoldgica
para o valor de p.. Este aspecto geométrico na destruicao do cluster infinito como
uma fungao da concentracao p (sitio ou ligagao) é conhecido como percolagao, e
foi mostrado[10] que a concentracao de percolagao p. corresponde exatamente ao
mesmo valor da concentragao critica obtida em 1" = 0 do sistema diluido. Um resul-
tado importante demonstrado na teoria de percolac¢ao[ll] é que a concentragao de
ligacoes (p?) ndo pode exceder & de sitios (pg), isto é, p? < ps. Valores numéricos de
pe para percolagao em varias redes estao especificados na Tabela 1-2 (ver Ref.[15]).
Com excecao de um pequeno numero de resultados exatos para redes bidimensio-
nais, estes valores foram obtidos através de céalculos laboriosos de computacao, tais
como expansao em séries, simulagao de Monte Carlo, etc.

Uma desordem por sitio tipo quenched acontece quando a média configuracional
independe da média térmica que pode ser simulada (aproximagao) pela distribuigao
de probabilidade P(€;). Para o caso mostrado na Eq.(3.17) ¢ comum definir a

seguinte distribuicao bimodal:
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Ntmero de coordenagao Fragao de agrupamento pP ps
Redes z n p° pS
hexagonal 3 0.61 0.653 0.70
quadrada 4 0.79 0.50  0.59
triangular 6 0.91 0.347 0.50
sc 6 0.52 0.25 0.31
bcc 8 0.68 0.18 0.24
fcc 12 0.74 0.12  0.20

Tabela 3.1: Valores tedricos das concentragoes de percolagao por sitio e ligagao em

diversas topologias de redes

P(ei) = (1 = p)d(&:) +pi(e; —1) (3.18)

essa € a situagao mais usual para magnetos diluidos reais.

Apesar da concentragao critica independer do modelo, a curva critica T, (p) vai ser
sensivelmente afetada pelo tipo de simetria do Hamiltoniano usada para descrever
o sistema. Por exemplo, para concentragao p. < p < 1, devido a forte anisotropia
do spin numa tnica diregao, para uma rede 3d (por exemplo), o comportamento de
T.(p) do modelo de Ising é maior do que o caso do modelo XY, e este por sua vez
superior ao modelo de Heisenberg, isto é, T!(p) > TXY (p) > TH(p). Na regiao de
baixas temperaturas (ou ao redor da concentracao de percolagao p,.), Stauffer[I3] e
Lubensky[14] mostraram que 7,(p) para os modelos de Heisenberg e XY 3d decaem
a zero segundo uma lei de poténcia na variavel p — p., enquanto para o modelo de
Ising temos uma lei logaritmica. Analisando o aspecto geométrico de uma rede 3d,
temos que quando p — p. o comprimento de correlagao diverge segundo uma lei de
poténcia (7' = 0)

&= (p—p) (3.19)

onde v, é o expoente critico geométrico (independe do modelo de spins). Vamos
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agora localizar-nos na concentracao de percolacao e diminuir gradativamente a tem-
peratura a zero, segundo uma trajetoria na fase desordenada. Para os modelos XY

e Heisenberg, o comprimento de correlagao térmico serd expresso por (P = F,)
_ XY.H
Exvin =T (3.20)

onde XY & o expoente critico térmico. Por outro lado, em p = p. para o modelo
de Ising, o comprimento de correlagao tem um comportamento assintético do caso
de uma rede 1d , ou seja,

&r ~exp(— — 2J/kgT) (3.21)

No ponto critico p = p. e T' = 0 esperamos que ambos os comprimentos de cor-
relacoes coincidam (i.e., &, = &), justificando assim os comportamentos assintéticos

, Ou seja,

(3.22)

)7

pP—Pc

XY,H , .
onde ¢y xy = “~— < 1 é o expoente de crossover (para o modelo de Ising temos
P

¢r =2 =1).

P

Devido as formas assintdticas diferentes, Eq.(3.23), temos que para os modelos

d]yip) > O>’

dp ' p=pc

— 00). A partir da linha
p=pc

critica em torno de p = 1, podemos analisar como T,(p) varia com a introdugao de

XY e Heisenberg a declividade da curva T,.(p) em p = p,. é finita (i.e.,

enquanto para o modelo de Ising é infinita (i.e., delgp )

pequenas quantidades de impurezas nao magnéticas, definindo entao a grandeza

1 dT.(p)

o1 = T.(1) dp

: (3.23)

p=1

que depende do tipo de diluicao e topologia da rede. Por exemplo, para o modelo
de Ising numa rede quadrada[l5] temos S; = 1.349 e 1.20 para os casos de dilui¢ao
por ligacao e sitio, respectivamente.

O expoente critico v(p) associado a divergéncia do comprimento de correlagao

ao longo da linha critica T,(p) (i.e., £(T,p) ~ [T —T.(p)]~*®) para um dado modelo
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magnético ndo é em geral igual ao seu limite puro v(1). O efeito da diluicao pode
afetar a classe de universalidade do sistema. Resultado exato no modelo de Ising
numa rede quadrada (2d)[16} 17] tem indicado que v(p) = v(1), mostrando que a
aleatoriedade nas ligagoes nao afeta a classe de universalidade. Para rede tridimen-
sional nao disponibilizamos de resultados exatos, mas argumentos fenomenologicos
(conhecido como critério de Harris)[I8] tém indicado que, se o expoente critico do
calor especifico no limite puro de um modelo é negativo (a(1) < 0) temos, para
pequenas concentragoes de defeitos (p ~ 1), a igualdade entre os expoentes criticos
v(p) = v(1), que correspondem aos casos dos modelos XY e Heisenberg (ver Tabela
1-1). Para o modelo de Ising 3d, que segundo os resultados da tabela 3-1 a > 0, a
partir do critério de Harris teremos v(p) # v(1). Watson[19] tem mostrado, ainda,
que para este modelo de Ising 3d a(p) = a(1)+1, B(p) = B(1)+1 e vy(p) = v(1)+1.

Por outro lado, para o caso da desordem por sitio do tipo annealed acontece,
quando calcula-se a média da varidvel de desordem {€;} da mesma forma que as

das varidveis de spin {5;}, isto é, obtém-se através do fator de Gibbs.

pocexp | —B(Hs —p) &) (3.24)

onde § = ]%%T e o potencial quimico p é a média de cada variavel €;, ou seja, ¢é a
prépria concentragao p.

E também necessério distinguir entre desordem por sitio e por ligacdo (substi-
tuigao), sendo possivel, em principio, que ambas as situagdes serem aplicadas para
os casos quenched e annealed.

Para o caso da desordem magnética quenched por ligacao, a forma tipica do

Hamiltoniano é dado por

Hg =—J Z €ij SZS] (325)

<ij>
onde a varidvel de desordem €;; estd agora associada com as ligacoes (de troca) e

apresenta a seguinte distribuicao de probabilidade
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P(€i) = (1 —p)o(€ij) + pi(€ij —1) (3.26)

sendo p a concentracao da ligacao.
Para o caso de diluicao por ligacao do tipo annealed o Hamiltoniano continua
sendo dado pela Eq.(2.26), porém as médias tanto das variaveis de spin como as de

desordem sao dadas pelo fator de Gibbs.

pocexp |—B(Hp —p Z €ij) (3.27)

<i,j>

Podemos ver claramente que a desordem do tipo annealed em diferentes sitios nao
sao independentes. Sistemas que apresentam desordem do tipo annealed e quenched
sao bem diferentes partindo do ponto de andlise quanto de propriedades, uma delas
que vale a pena salientar é a seguinte: Desordem do tipo annealed nao é comumente
achada em sistemas magnéticos reais, desde que a energia magnética nao seja um fa-
tor preponderante que determine a desordem configuracional. Tipicamente sistemas
diluidos por sitio annealed nao tém mostrado o efeito da percolagédﬂ Isto deve-se
a desordem configuracional dada pela Eq.(3.25) ser energeticamente favoravel para
um valor nao nulo da variavel aleatoria €; de um dado agregado, existindo sempre
ilhas infinitas para p > 0 prevalecendo, assim, a ordem magnética. Para o caso
da desordem annealed por ligacao, temos a presenca do efeito de percolagao, onde
solugoes exatas foram obtidas para o modelo de Ising 2d, e corresponde teoricamente
a tratar o caso de uma rede aleatoriamente decorada, e obtém valores de p, diferen-
tes do caso da diluicao quenched por ligacao, por exemplo, para a rede triangular

annealed e quenched temos p. = 0.3522 e 0.3473, respectivamente.

2Existéncia de uma concentracdo critica abaixo da qual a ordem magnética é destruida, ou
seja, destruicao de um aglomerado infinito ou equivalentemente no magnetismo pela destruicao da

ordem de longo-alcance.
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3.3 Modelo de Heisenberg diluido

O modelo de Heisenberg via nova teoria de campo efetivo, considera um aglome-

rado de dois spins, ilustrado pela figura (3.3), centrais dado pelo hamiltoniano:

—BH =3 Kydi - 7 (3.28)
(4,5)
onde K;; = [J;; e (i,j) denota a soma sobre os sitios primeiros vizinhos e d; é o

operador spin de Pauli no sitio i.

Figura 3.3: Esquema ilustrativo do aglomerado considerado para o modelo de Hei-

senberg

Utilizando a aproximacao axial, temos:

— BHiz = K1201a * 09y + a1p07, + 2,0, (3.29)
z—1
_ z V4 / ~ —> /7 .
onde a,, = Z nga(n 5y, # € 0 nilimero de cordenacgao, ¢;, é o operador de spin na
5
subrede v = a ou b no sitio 7.
Cuja funcao de particao é obtida através de diagonalizacao do Hamiltoniano
(3.29) é

7 = e M2cosh(ag, + a1q) + e*2cosh(W (aga, a1p)) (3.30)
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onde W (agq, arp) = \/4K122 + (agq — a1p)?.

Consideraremos aqui um sistema magnético diluido para uma desordem tipo
quenched, ou seja, quando a média configuracional independe da média térmica,
como dito anteriormente, que pode ser simulada pela distribuicao de probabilidade

P(J;;) mais usual para sistemas magnéticos diluidos reais, da forma

P(Jij) = (1 =p)d(Jij) +pd(Jij — J) (3.31)
Para obtermos entdao uma propriedade termodinamica A do sistema devemos

entao, para uma desordem do tipo quenched, devemos fazer além da média térmica,

a média configuracional

(A)e = [ AP()dT; (3.32)
De tal forma que, a propriedade termodinamica é obtida através de
Tr [AG*H“}
(AN = (— ). (33

Fixemos agora, na magnetizacao para um sitio da rede a obtida através da

expressao

))e (3.34)

que pode ser reescrita da forma

S <<senh(a2a + ayp) + I'(agq, ap) senh(W(ag,, arp))
“ cosh(ag, + arp) + eX12cosh(W (agq, a1p))

2K12 ((12a_a1b)
W (aza,a1p)

)e (3.35)

onde I'(agy, agp) = €
Utilizando a técnica do operador diferencial da Eq.(2.19) obtemos a magnetizacao

da subrede A que satisfaz as relagoes ((0,)). = m, = m e para a subrede B ({0})). =

ma = (T (@ + o700 IT (@ 4 o5 loibms 030
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com
senh(xz +y) + I'(x,y)senh(W(z,y))
cosh(z + y) + ef1zcosh(W (z, y))

Ao contrario da aproximagao RPA expressa pela Eq.(2.26), onde temos a descor-

g(z,y) = (3.37)

relagao na média de uma variavel quantica para o modelo de Heisenberg, levaremos

em conta a correlagao em segunda aproximagao do tipoﬁ
(o70%0%...) = (o70%){0%).. (3.38)

com i # j,i#k, j# k..., 0f e o] pertencem ao aglomerado a e b, respectivamente.
De tal forma que, (070%) = F' é a fungao de correlagdo.

E facil observar que podemos obter a funcao de correlacao como

Tr {UfajAe_Hm}

c-

F=((o{0}))c = 7 )e- (3.39)
[ para a forma
1 0*Z
F={({=——7)), 3.40
A 8a1b8a2a ( )
obtendo assim,
e2K12 senh(W (az2a,a1p))(a2q—a13))
o << senh(aga + (llb) W(C’Qa:alll))) :
cosh(asg, + ay) + €2512cosh(W (agq, arp))  cosh(as, + agp) + €2K12cosh(W (ag,, ap))
(3.41)
A equagao (3.41) pode ser reescrita da forma
z—1 z—1
F=((II (ew+0iB)a I (ay +058,)u))e{ {2, 9))) elwy=0 (3.42)
i#1,2 J#1,2
com
e2K12 senh(W (z,y)) (x—y))
W, y) = senh(x +y) n e ey
’ cosh(z + y) + e2K12cosh(W (z,y))  cosh(x +y) + e2Kr2cosh(W (z,y))
(3.43)

3como estamos tratando um problema com diluiciio tipo quenched, tomamos aqui apenas a

média temperada sobre a varidvel do sistema

4 por simetria translacional, da Figura (3.3), temos (0303) = (05,0&) = (0Z0f) = (020Z) = F
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Observemos que a func¢ao g é impar ( h é par), satisfazendo portanto a pro-
priedade, g(—z, —y) = —g(z,y) (h(—z,—y) = h(x,y)). Entdo para qualquer com-

binacdo de operadores diferenciais envolvidos nas Eq.(3.37) e (3.43)F|ficam da forma

m = Ai(Kia, F, p)m + As(Kya, F, p)m® + As(Ks, F, p)m® (3.44)

F = By(Kis, F,p) + Bo(Ki2, F, p)m* + By(Ki2, F, p)m* + Be(K12, F,p)m® (3.45)

onde usamos as relagoes de contorno para o modelo de Heisenberg antiferromagnético
My =m e my = —m.
Obtemos a temperatura critica quando m — 0 resolvendo as Eqs.(3.44) e (3.45)

simultaneamente para

A (K9, Fip) =1 (3.46)

F — Bo(Klg, F,p) = 0 (347)

Obtendo assim, o diagrama de fase para T-p.

3.4 Resultados

A linha critica caracterizando a estabilidade da fase (ferromagnética ou anti-
ferromagnética), o diagrama de fase, é encontrada quando m = 0, por métodos
numéricos, resolvendo entao as Eqgs.(3.46) e (3.47). Aqui, encontramos os diagra-

mas de fase no plano T-p para os casos ferromagnético e antiferromagnético para o

5 Para um funcional ®(D,,D,) par ou {mpar, vale (I)paT(Dm)aDy)fimpar(xyy)|:v,y:O =0e

(I)impar(Dx)v Dy)fpar(CC, y)|:c,y=0 =0
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modelo T. TN

Heisenberg Cléssico EFT-2[20] 5,031 | 5.031

Heisenberg Classico Monte Carlo[21] | 4,329 | 4,329

Heisenberg quantico EFT-2[22] 4,891 | 4,947

Heisenberg quantico Monte Carlo[23], 24] | 3,340 | 3,784

Tabela 3.2: Valores da temperatura critica reduzida K,T./J para os Modelos de

Heisenberg via técnicas

modelo de Heisenberg diluido e para comparacao, os diagramas de fase para o mo-
delo de Ising. Para o modelo de Ising, resolveu-se também o sistema com auséncia
e presenga de fungao de correlagao, obtendo o diagrama (3.4)

Observamos que para o modelo de Ising, independente da existéncia de correlagao
ou nao, nao apresentou um melhor resultado para a temperatura critica para um
sistema puro, permanecendo no valor de K, ! = 5,03. Onde a concentracao de per-
colagao (concentracao para a qual o sistema deixa de ter ordem magnética) esté para
pe. = 0,2912 para o caso correlacionado e, p. = 0,2901 para o caso descorrelacionado.

Agora, considerando a nova teoria de campo efetivo para uma rede cibica simples
com dois spins no aglomerado, obtemos para o modelo de Heisenberg quantico para
o caso F e AF os diagramas (3.6) e (3.7), respectivamente

apresentando uma concentracao de percolacao para o caso F em p. = 0,301 com
correlagoes e, p, = 0,2973 sem correlagoes. Para o sistema puro (p = 1), a tempera-
tura critica reduzida tem seu valor em 7. = 4,891 para o caso descorrelacionado e,
T, = 4,876 para o caso correlacionado. E, para o caso AF, apresentou uma concen-
tragao de percolacao em p. = 0,345 para o caso correlacionado e, p. = 0,339 para
o caso sem correlacoes. Para um sistema puro verificou-se a temperatura critica
reduzida em Ty = 4,947 para o caso correlacionado e, Ty = 4,946 para o caso
sem correlacoes, verificando o fato de Ty > T,.. Na Tabela 3.3, vemos os resultados

obtidos para o modelo EFT-2, NEFT (nova teoriade campo efetivo) e aproximagao
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pc=0.2912

Figura 3.4: Diagrama no plano T-p para o modelo de Ising com correlagoes (maior)

e sem correlagoes (ao fundo)
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pc=0.301

Figura 3.5: Diagrama no plano T-p para o modelo de Heisenberg F' com correlagoes

(maior) e sem correlagées (ao fundo)
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Figura 3.6: Diagrama no plano T-p para o modelo de Heisenberg AF com correlagoes

(maior) e sem correlagoes (ao fundo)
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Modelos T. TN A Pe
EFT-2 4,801 | 4,946 | 1,22(1,162) | 0,2973(0, 339)
Heisenberg-1/2 NEFT 4,876 | 4,927 | 1,2205(1,221) | 0,301(0,345)
Aprozimacao em série[25] | 3,36 | 3,59 1,3 0,25
EFT-2 5,033 | 5,039 1,182 0,2901
Ising-1/2 NEFT 5,033 | 5,034 1,182 0,2912
Aproximagao em série[26] | 4,51 | 4,51 1,12 0,25

Tabela 3.3: Valores da temperatura critica reduzida KyT../J para o modelo de Heisen-

berg e modelo de Ising via técnicas aprorimativas onde, os termos entre parénteses

() representam o caso AF e, sem parénteses para o caso F'

em série para temperaturas criticas reduzidas, concetracao de percolagao (p.) e para

a declividade relativa.

Para efeito comparativo do método, é mostrado na Figura (3.7) a linha de coe-

xisténcia para o modelo de Ising-1/2 em relagao a pontos obtidos experimentalmente

para o composto Co,Zn,_,Cs3Cl; com S = 5/2[26] e, para o modelo de Heisenberg-

1/2 AF, é mostrado na Figura (3.8) o comportamento do diagrama de fase T-p em

relagao a pontos obtidos experimentalmente para o composto K Mn,M g,_,F3 com

spin S = 7/2[26].
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Figura 3.7: Diagrama no plano T-p para o modelo de Ising-1/2 correlacionado, em

comparacao com dados experimentais
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Figura 3.8: Diagrama no plano T-p para o modelo de Heisenberg-1/2 correlacionado,

em comparacao com dados experimentais
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Capitulo 4

Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho, foi apresentado um estudo do modelo de Heisenberg isotrépico
quantico de spin 1/2 antiferromagnético diluido numa rede cibica. Utilizando a
nova teoria de campo efetivo em aglomerados finitos de spin, em particular N =
2, com a técnica do operador diferencial, calculamos a funcao de particao para
o aglomerado em cada estado (antiferromagnético e ferromagnético), onde foram
utilizadas algumas aproximagoes, dentre elas a aproximacao (3.38) para desacoplar
a exponencial da soma de operadores. Conjuntos de equagoes nao lineares foram
obtidas e através de métodos numéricos estas equagoes foram resolvidas para o caso
m — 0, e possibilitaram a construcao de um diagram de fase no plano T' — p para a
caracterizacao das transigoes de fase (em p = 1 para T, e Ty) do modelo abordado.

Ainda vemos uma convergéncia lenta, onde analizamos o fator da nova teoria
de campo efetivo com a teoria de campo efetivo descorrelacionado, como vemos na
Tabela (3.2)

As equagoes de estado, principalmente a obtengao dos coeficientes A, (K, p, F') e
Bo(K,p, F) para cada fase em estudo, foram muito trabalhosas. Utilizando recur-
sos computacionais do software MAPLE 11, obtemos os coeficientes A;(K,p, F) e
By(K, p, F) e substituindo nas respectivas expressoes de esquacoes de estado, utiliza-
mos o método de Newton-Raphson para o célculo de raizes de equagoes nao lineares.

Devido ao programa gerado para obter a solu¢ao numérica ser razoavelmente com-



plexo e bastante grande, isto dificultou na compilacao e na execucao do programa.
Por isto, uma andlise numérica detalhada foi realizada.

Como perspectivas futuras deste trabalho de dissertacao propomos:

a) Estudar as propriedades termodinamicas do modelo abordado nesta dissertagao,
magnetizacao, calor especifico e susceptibilidade magnética a campo nulo.

b)Investigar o digrama no plano T-p para outros tipos de rede (Kagomé, Hexa-
gonal,...)

¢)Introduzir o parametro de anisotropia na interacao entre os spins do aglome-
rado e analisar o diagrama de fase T-p para sistemas frustrados e ainda analisar a
influéncia desta anisotropia sobre a fase liquido de spin.

d)Fazer uma andlise do tamanho finito na rede, aumentando assim o tamanho

do aglomerado.
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Apeéendice A

Construcao dos primeiros

coeficientes

Vamos mostrar agora, por fator de ilustragao para o desenvolvimento da Eq.(3.46)
limitando-nos ao calculo do primeiro coeficiente da magnetizacao A, (K, F,p). Te-
mos o aglomerado ilustrado pela Figura (3.3). Entao, como queremos os termos
de primeira ordem para a magnetizagao teremos varios tipos de correlacoes

do tipo

(0:0j0%...) = (0,0;){0k) (A.1)

onde para o aglomerado considerado teremos, para esse tipo de aproximagao, 0s
pares (i,7) = (2,3) = (10,9) = (5,6) = (7, 8) para F' = (0,0,).

Pela propriedade do funcional operador diferencial, para a magnetizagao, teremos
apenas os termos em que podemos ter o nimero impar de spins dentro da média
”térmica-configuracional”da Eq.(3.36) contendo os coeficientes o, = cosh(KD,) e
B, = senh(D,) com v = z,y, para termos de ordem um da magnetizagao

Assim, tomando o sistema com trés spins, podemos obter

(oi0j01) = F'm (A.2)



Para o sistema com cinco spins, podemos obter
(0i001040,) = F*m (A.3)
Para o sistema com sete spins, podemos obter
(0:0;010,0,040¢) => F3m (A4)
e para o sistema com nove spins, podemos obter
(0:0j01040,04010,0,) = Fim (A.5)

Assim, quase identicamente que para A; (K, p, F'), obtemos o coeficiente By(K, p, F),
cuja diferenca é, ao invés de incluirmos sistemas com niimeros de spins impares, de-
vido a propriedade do operador diferecncial, incluimos sistemas com nimeros pares

de spin. Da forma
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Figura A.1: FEsquema ilustrativo de trés possiveis possibilidades para 3 spins, onde

a cor azul representa a possivel possibilidade de combinacao
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AV(K,p, F) = {5(alB,0f — 03,00) + 16(a 3208, — alBL0s0.) F | (2, 9)leymo +
{ ( 53 3 2 ﬁ?’ 3 2)F2+8(a$ﬁ4 2 3 ayﬁ4 2 3)F3} ( 7y)|:v,y:0 +

(BrayBy — ByowBs) F'g(@,y) |y (A.6)

BO(K7p7 F) = {(042062) + 4(O‘iﬁ$a4ﬁy)F + 6( 52 > 2) }h<xay) z,y=0 +

{(@23s ) F? + (auBlay B)) ' A, y)loy=0  (AT)
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Figura A.2: Esquema ilustrativo de trés possiveis possibilidades para 5 spins, onde

a cor azul representa a possivel possibilidade de combinacao
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Figura A.3: Esquema ilustrativo de trés possiveis possibilidades para 7 spins, onde

a cor azul representa a possivel possibilidade de combinacao
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Figura A.4: Esquema ilustrativo de configurac¢ao para 9 spins, onde a cor azul re-

presenta possiveis possibilidades de combinacao
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