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RESUMO

RIGIDEZ DE SUPERFICIES CONVEXAS EM ESPACOS
HOMOGENEOS 3-DIMENSIONAIS

Este trabalho apresenta como principal resultado um teorema de rigidez de superficies
convexas em espacos homogéneos tridimensionais, que foi provado por Hosenberg e Tribuzy
em 2011. Mais precisamente, provaremos que dada uma familia suave de imersoes isométri-
cas estritamente convexa f(t) : M — N, com f(0) = f, K.(fi(x)) = K.(f(z)) para z € M
e todo t, e H(f;(x)) = H(f(x)) em trés pontos distintos = de M. Entao existem isometrias
h(t) : N — N tal que h(t)f(t) = f.

Palavras-chave: Rigidez. Superficies Convexas. Variedades Homogéneas Tridimensionais.
Imersoes Isométricas.



ABSTRACT

RIGIDITY OF CONVEX SURFACES IN THE
HOMOGENEOUS SPACES 3-DIMENSIONAL

This paper presents main result of a theorem in rigidity of convex three dimensional
homogeneous spaces, which was proved by Hosenberg and Tribuzy in 2011. More precisely,
we prove that given smooth family of isometric immersions strictly convex f(t) : M — N,
with f(0) = f, K.(fi(x)) = K.(f(z)) for x € M and for all ¢, and H(f:(z)) = H(f(x))
in three distinct points x of M. Then there are isometries h(t) : N — N such that
B F(t) = f.

Keywords: Rigidity. Convex Surfaces. Homogeneous Manifolds Three dimensional. Isome-
tric Immersion.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos um belo resultado sobre Rigidez de Superficies Conve-
xas em Espacos Homogéneos tridimensionais que foi provado por Hosenberg e Tribuzy em
[12]. Uma de suas fundamentagoes foi dada por Conh-Vossen no artigo [4], que trata sobre
rigidez de superficies compactas em R3. Ele provou que superficies compactas estritamente
convexas em R? sdo rigidas. Contudo, Olovisnishni-Koff provou em [13] que existem super-
ficies completas estritamente convexas em R? que nao sao rigidas. Uma imersao isométrica
f: M — N é rigida se dada outra imersao isométrica g : M — N, existe uma isometria
h: N — N tal que ho f = g, ou seja, f = g a menos de isometria.

Sendo assim, vamos considerar rigidez local de superficies convexas em 3-variedades
E(k, 7) homogéneas simplesmente conexas, com x — 472 # 0. E(k,7) é uma submersao Ri-
emanniana sobre os espagos formas bidimensionais M?(k), de curvatura seccional constante
K, isto &, M?(k) = S*(k) se k > 0, R? se k = 0, H?(k) se k < 0.

A convexidade em E = E(k, 7) pode ser definida em termos da segunda forma funda-
mental. Para tanto serd necessario que a curvatura extrinseca K. (o produto das curvaturas
principais) seja positiva. No entanto, quando 7 # 0, é preciso que as curvaturas principais
sejam pelo menos |7| para obtermos teoremas globais. Assumindo K, > 0, tem-se o teorema
de Hadamard-Stoker em H? x R, a saber: se f : M? — H? x R é uma imersao (completa),
com K, > 0, entdo f é uma inclusio e M? = S? ou R?. Também é possivel descrever tal
inclusdo, de acordo com Espinar, Galvez e Hosenberg em [7]. Esse teorema também é ver-
dade em E(k, 7) desde que as curvaturas principais sejam maiores do que |7|, para maiores
detalhes ver pré-print [8].

Em [11], os autores estudaram a rigidez das superficies em E(x,7) tendo as mesmas
curvaturas principais (O problema de Bonnet).

O principal resultado que provaremos neste trabalho ¢ o seguinte.

Teorema 2.1. Seja f(t) : M — N uma familia suave de imersoes isométricas com f(0) = f.
Suponha que f é estritamente convexa, K.(fi(z)) = K.(f(x)) para © € M e todo t, e
H(fi(x)) = H(f(z)) em trés pontos distintos z de M. Entao existem isometrias h(t) :
N — N tal que h(t)f(t) = f.

Este trabalho encontra-se dividido em dois capitulos. O primeiro capitulo foi elaborado
com o objetivo de dar condicoes necessarias para demonstrarmos o resultado principal,
das quais foram focadas: curvaturas em variedades riemannianas, as imersoes isométricas

de codimensao 1 e as suas equacoes de compatibilidade, alguns grupos de isometrias em



Sumario 2

variedades homogéneas 3-dimensionais e por ultimo um breve comentario sobre imersoes
isométricas de superficies em variedades homogéneas 3-dimensionais. Em seguida, dedicamos

o segundo capitulo & demonstracao do Teorema 2.1.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados necessarios para introdu-
zirmos as nocoes basicas sobre Rigidez de Superficies Convexas em Espagos Homogéneos de

dimensao 3 com grupos de isometrias 4-dimensionais.

1.1 Consideracoes sobre os Fundamentos de (Geometria

Riemanniana

Nesta secao apresentaremos as definicoes e resultados da Geometria Riemanniana, em
especial imersoes isométricas de hipersuperficies. A maioria das defini¢coes e exemplos abaixo
foram extraidas de [2], [5], [6], [12], [9], [15], [16], [17], [1]e]19].

Para o que segue, indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'™

em M e por ©(M) o anel das fungdes reais de classe C*° definidas em M.

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferencidvel M €é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto in-
terno (,), (isto €, um forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M,

que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R — M ¢ um sistema de co-

0 (q) = dz(0,...,1,...,0),

ordenadas locais em torno de p, com x(xq,...,2,) =q € z(U) e 5
4
0 0
entio (—(q), =—(q)) = gij(x1,...,x,) € uma funcdao diferencidvel em U.
81‘2- (995]-

Definicao 1.2. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se

uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.3. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) — V(X,Y) = VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:

1) VfX+gyZ = vaZ + ngZ,
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ii) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
i) Vy(fY) = fVAY 4 X()Y.
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Definicao 1.4. Dizemos que uma conexdao Riemanniana M € compativel com a métrica se,

e S0 se
X(Y,Z) = (VxY,2) + (Y, VxZ), X.Y,ZeX(M).

Definicao 1.5. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando
VxY —VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Teorema 1.1 (Levi-civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica conexao

afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V é simétrica.
b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Observacao 1.1. A conezdo descrita acima é denominada conexao de Levi-Civita(ou

Riemanniana) de M.

Definicao 1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. M é dita superficie Riemanniana

quando a dimensao de M ¢ 2.

Daqui em diante denotamos por M™ e N™ variedades Riemannianas de dimensao m e n

respectivamente, caso contrario, sera explicitado.

Definigao 1.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplica¢io R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y) =VxVyZ —-VyVxZ7 — V[X7y]Z, Z € X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposigao 1.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes propri-

edades:

i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX1+4+9X2,Y1) = fR(X1,Y1)+gR(X2, Y1)
R(X1, fY1+gYs) = fR(X1, Y1)+ gR(X1,Y?)

f,g € D(M), X1,X5,Y1,Y, € X(M).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Consideracgoes sobre os Fundamentos de Geometria Riemanniana 5

ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,

18t0 €,

RX,Y)(Z+W)
R(X,Y)(f2)

R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
fR(X,Y)Z,

fedM), Z,W e X(M).

Agora, iremos utilizar a seguinte notacao: dado um espago vetorial V', indicaremos por

|z A y|? a expressao

\/|[E|2|y|2 - <1’,y>2,
que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores

z,yeV

Proposicao 1.2. Seja 0 C T,M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes.
Entao

(2,9, 2,y)
HOD =T

nao depende da escolha dos velores x,y € 0.

Demonstra¢ao. A demonstragao das Proposicoes 1.1 e 1.2 podem ser entcontradas em [2].
[ |

Definicao 1.8. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M o nimero
real K (z,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado de curvatura seccional
de o em p.

Este conceito generaliza o conceito de curvatura Gaussiana das superficies.

Proposicao 1.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R' : T,M x T,M x T,M — T,M por

(RI(X,Y,W),Z) = (X, WWY, Z) — (Y, W)X, Z)

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K, se e so
se R = KyR', onde R € a curvatura de M.

Demonstragao. Admita que K(p, o) = K, para todo o C T,M, e faca
(R(X,Y,W), Z) = (X,Y, W, Z)".

Observe que R’ satisfaz as propriedades (a), (b),(c) e (d) da Proposicao 2.5, 2], pg. 102.

Como

<R/(X,Y,X),Y> = (X,Y,X,Y),
= <X’X><KY>_<KX><X>Y>
= <X’X><KY>_<X7Y>2'

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Consideracgoes sobre os Fundamentos de Geometria Riemanniana 6

Por outro lado, VX, Y € T,M, temos

R(X,Y,X,Y)
I X ANY|?
R(X,Y, X,)Y)
[ XPPY? = (X, Y)?
= K,
— R(X,Y,X,Y) = Ko(IX]IY]’—(X,Y)?)
— R(X,Y,X,Y) = KR (X,Y,X,Y)

K(p,o) =

Pelo Lema 3.3, [2], pg.105, isto implica que, para todo X, Y, W, Z,
R(X,Y,W,Z) = KoR'(X,Y,W,Z) = R = K,R'.
A reciproca é imediata basta tomar W =X e Z =Y. |

Para melhor entendimento do que foi feito acima, vamos fazer alguns comentarios sobre
as curvaturas seccional e gausssiana de algumas variedades Riemannianas. Isso serd feito

através dos seguintes exemplos.

Exemplo 1.1. Considere M = R", entio R(X,Y)Z =0 para todo X,Y,Z € X(R").
Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,...,2z,) as componentes do campo Z nas coorde-

nadas naturais do R™, obtemos que
VxZ = (Xz,...,Xz,),
onde
VyVxZ =(YXz,...,YXz,),
o que implica que
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —Vixy1Z =0,

como haviamos afirmado. Podemos, portanto, pensar em R como maneira de medir o quanto

M deixa de ser euclidiana.

Exemplo 1.2 (Superficies do R?®). Considere uma superficies no R® que pode ser obtida
através de imersao isométrica de uma Variedade Riemanniana 2-dimensional em R3. Atra-
vés da equacdo de Gauss,serd visto nas Observacoes 1.9 e 1.10 que as superficies do R?
possuem curvatura seccional iqual a curvatura Gaussiana a qual € definida como o produto
das curvaturas principais, isso acontece pelo fato da curvatura do espaco ambiente, R3, que

€ identicamente nula.

Exemplo 1.3 (Esfera S™). a esfera S™ com a métrica natural induzida do R™, tem curva-
tura seccional constante 1. Isso € facilmente provado pela equagao de Gauss que é apresentada

nas Observacgoes 1.9 e 1.10. Para ficar claro, veja a Definicao 1.13 de métrica induzida.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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Exemplo 1.4 (Espaco Hiperbolico). Consideremos o semi-espaco do R"™ dado por
H" = {(z1,...,2,) € R"; z, >0}
e vamos introduzir a métrica
Gij(z1,.. ) = — (1)

Sabemos que H™ ¢ simplesmente conexo. Dadas duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade
diferencidvel M sao conformes se existe uma funcao diferencidvel f: M — R, positiva, tal

que para todo p € M e todo u,v € T,M se tenha

(u, U)p = f(p){(x, U>>p-

Com 1sso, podemos considerar em H" a métrica

5

gij = ﬁ;

onde F' € uma funcao positiva diferencidvel em H"; tal métrica € conforme a métrica usual

de R™. Escreveremos g = F?6;; para indicar a matriz inversa de g;j, e faremos logF = f.

Nestas condicoes, indicando a—f = f;, temos
Zj
g 23 dik
= —p—= F;, = —2—1..
oz; / bt Rk

Fazendo as subtituicoes adequadas, os simbolos de Christofel sdo : Ffj =0, se os trés indices

forem distintos, caso contrdrio, temos
i — ] I‘j _f. Fj _ e = i
g = i Ly = Jis i — —Jiely = —Ji

Sendo o tensor curvatura dado por Ryj; = 5 Réjiglj7 entao a curvatura seccional serd
1

_ Rijij
9ii9j;5

Kij = Ry F* = — <_Zf12+fi2+fj2+fii+fjj) F2.
I

2

No caso particular em que F? = 22, o que implica f = logx,. Nesle caso, sei # j e j # n,

teremos

sei=mn, j #n, teremos

1
Knj - <_f7% + fﬁ + fnn)F2 = __xi = _1;'

y
e por iltimo, se i # j, j = n, teremos ainda K;, = —1. Ao fazer a determinacdao de Rfjk,
Rfjk, Rfjk e utilizando o Coroldrio 3.5 do Capitulo IV, [2], pg. 107, concluimos que a

curvatura seccional de H" é constante e igual a —1.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Consideracgoes sobre os Fundamentos de Geometria Riemanniana 8

A partir de agora, descreveremos como ¢ definido o produto de variedades Riemannia-
nas. Para isso, tome M e N duas variedades Riemannianas quaisquer, e sejam {(U,, )} €
{(Vs,yp)} estruturas diferenciaveis de M e N respectivamente. Considere o produto carte-
ziano M x N e as aplicagoes za5(p, ¢) = (a(p),y5(q)), p € Uy, q € V3.

Mostraremos que {(U, X V3, 245)} € uma estrutura diferencidvel em M x N, na qual as
projecoes m : M X N — M e my : M x N — N sao diferenciaveis. Com esta estrutura
diferenciavel M x N é chamada a variedade produto de M por N.

De fato, basta mostrarmos que:

i) (J(Ua x Vi) = M x N;
a3

ii) Para V(a, 5),(7,0), com za5(Us X V3) () 2ys(Uy X V5) = W # (), os conjuntos zgﬁl(W) e

z;al(W) sao abertos de R™*" e as aplicacoes sdo diferenciaveis.
Verifiquemos tais afirmagoes. Vejamos:

i) E 6bvio que U(Ua x Vi) C M x N. Dai, tomemos (p,q) € M x N = 3(a, ) tal que

a,B
p€x,(Us)eqe yﬁ(vﬁ) — (p,q) € (xa(U)>?/,3(V))> UeUyeV eV = (p,q) €

2ag(U.V) € 2ap(Ua x V) = M x N C | J(Ua x V).
o.f
Portanto, U(Ua x Vz) =M x N.
.f

ii) Vamos supor que z,5(Uq X V3) () 276(Uy x V5) = W # 0.
Dali,

b V) = 24 (asUa x Vi) [ 204 (26(Uy % V5))
= (Ua x V3) () (25 © 240)(Uy x V5)).
Também,
Y € 25 0 235(Uy X Vs) =y € (a3 0.0, (U5)) X (5" 0 y5(V5)). (1)
Logo,
20 (W) = (Ua x Vo) N (25" 0 24(U,)) X (y5" 0 y5)(Vs) C R™"

Com isso, podemos afirmar que zojﬁl(W) ¢ aberto de R™*",

De maneira analoga, pode-se mostrar que
25 (W) = (27" o za(Ua)) X (y5 ' 0 yp) (V5)) N (Uy x V5) C R™H,

ou seja, z;dl(W) é aberto.

De (1), tem-se que

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Consideracgoes sobre os Fundamentos de Geometria Riemanniana 9

zoh 0 25(p, @) = (27" 0 2, (p),y5 " 0 ys(q))

e pelo fato de z;' oz, e yﬁ_l o ys serem diferenciaveis, entao z;é o zy5 ¢ diferenciavel.
Consequentemente, M x N é uma variedade diferenciavel, onde {(U, x V3, z45)} é uma
estrutura diferenciavel.

A aplicagdo m : M x N — M, dada por m;(m,n) = m é diferenciavel. Para mostrar-
mos isso, basta verificar que 2! o m 0 z,5 é diferenciavel. Isso ¢ consequéncia do fato

de que

1

To' om0 Zas(pq) = 5

o m(a(p),ys(q)) = 23" 0 (za(p)) = (25" 0 2a)(p) = p.
Da mesma forma pode-se mostrar que m : M X N — N, tal que my(m,n) = n é

diferencigvel.

Portanto, M x N é variedade diferenciavel.

Agora, tomando M, N variedades Riemannianas e consideremos o produto cartesiano
M x N com a estrutura diferenciavel produto. Sejam 71 : M XN — Memy: M XN — N
as projecoes naturais. Tal variedade produto possui métrica Riemanniana. Para isso, vamos

introduzir uma métrica Riemanniana da seguinte maneira:
9(p,q) - M x N —)R,

dada por

Ipa) (U, V) = (U, 0) 4. = (91)p(dmi(u), dm1(v)) + (g2)4(dma(u), dma(v))
= (dm(u),dm(v))y + (dme(u), dma(v)),,

para todo (p,q) € M x N, u,v € Tip (M x N).
Portanto, se M e N sao variedades Riemannianas, entao M x N ¢é uma variedade Rie-

manniana.

Exemplo 1.5. Como alguns exemplos de variedades Riemanianas produto, podemos citar:
H* xR eS*"xR

Definicao 1.9. Uma aplicacao diferencidvel f: M — N é uma imersao se df, : T,M —
Ty N € injetiva para todo p € M. Se, além disto, f é um homomorfismo sobre f(M) C N,
onde f(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que f é um mergulho.

Exemplo 1.6. E claro que uma superficie reqular S C R® possui uma estrutura diferencidvel
dada por suas prametrizacoes x,, : U, — S. Com tal estrutura, as aplicacoes x, sao dife-
rencidveis e, em verdade, sao merqulhos de U, em S; isto € uma consequéncia imediata das
condicoes da definicdo de variedades diferenciais. Vamos mostrar que a inclusao i : S C R?
¢ um merqulho, isto é, S é uma subvariedade de R®. Com efeito, i € diferencidvel, pois para

todo p € S existe uma parametrizacio x : U C R? — S de S em p, tais que iox = x €
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diferencidvel. Além disto, pela condi¢do de que (dx), € biunivoca para todo q € U aberto, i é
uma imersao e, pela condicao de que a parametrizacao é um homeomorfismo diferencidvel,

1 € um homeomorfismo sobre sua tmagem, o que prova o afirmado.

Definicao 1.10. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho, diz-se que M €é uma

subvariedade de N.

Definicao 1.11. Se f: M™ — N" é uma imersao, entao m < n, e a diferencan —m é

chamada a codimensao da imersao.

Observagao 1.2. Uma variedade Riemanniana M é (geodésicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagcio exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto é, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.
Observacao 1.3. Pelo Teorema de Hopf e Rinov, sao equivalentes:

1. Os limitados e fechados de M sdo compactos.

2. M € geodesicamente completa.
Vale lembrar que M ¢é considerada sem bordo.

Definicao 1.12. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N
(isto é, f é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria

se:
1. (u,v), = {dfp(u), dfy(v)) (p), para todo p € M, u,v € T,M

Definicao 1.13. Seja f : M™ — N"** uma imersao. Se N tem uma estrutura Riemanni-
ana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por (u, v), = (df,(u), df,(v)) s, w,v € T,M.

A métrica de M € chamada entdo a métrica induzida por f, e f € uma tmersao isométrica.

Neste trabalho as imersoes tomarao valores em Variedades Homogéneas.

Antes disso, é crucial definirmos variedades homogénas. Para isso, temos

Definicao 1.14. Uma variedade Riemanniana é homogénea se dados p,q € M esiste uma

isometria de M que leva p em q.

Exemplo 1.7. Como exemplos de variedades homogénas podemos citar: R™, S*, H", S” x R,
H™ x R.

Para apresentarmos os préoximos exemplos precisamos da defini¢ao de grupos de Lie.

Definicao 1.15. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferencidvel tal que
a aplicagio G x G — G dada por (x,y) — xy~', x,y € G, é diferencidvel. Decorre dai
que as translagées a esquerda L, e a direita R, dadas por: L, : G — G, L.(y) = zy;
R, : G — G, R.(y) = yz sao difeomorfismos.
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Definicao 1.16. Dizemos que uma métrica Riemanniana em G € invariante & esquerda
se (z,y)y = (d(Ly)yu,d(Ly)yv) 1, (y) para todo x,r € G, u,v € T,G, isto é, se L, € uma

wsometria. Analogamente, definimos métrica Riemanniana invariante o direita.

Os grupos de Lie munidos de metricas invariantes sao variedades Homogéneas.
Seguem-se alguns exemplos muito utilizados de grupos de Lie. Esses grupos sao grupos

de matrizes identificados com os espagos euclidianos e vamos tomar as métricas induzidas.

Definicao 1.17. Se V é um espago vetorial m-dimensional sobre um corpo K =R ou C,
entdo o grupo linear especial SL(V') (ou SL(m, K)) € o subgrupo de GL(V') (ou GL(n, K))

consistindo de todas as transformagées (ou matrizes) unimodulares.
Definicao 1.18. Vamos definir os sequintes conjuntos basicos:

1. Gl(n; K) = {A € M,,/det(A) # 0} o grupo linear das matrizes inversiveis. Pode ser
representado também por Gl,(K).

2. O(n,K) = {A € M, /det(A) # £1} o grupo linear das matrizes ortogonais. Pode ser

representado também por O,, ou O(n).

3. SO(n,K) = {A € M,,/det(A) = 1} o grupo linear ortogonal especial. Pode ser repre-
sentado também por SO,, ou SO(n).

4. O grupo unitdrio U(n) ¢ dado por: U(n) = {A € GL(n,C)/A- At = I}, onde At ¢ a

transposta da conjugada ou adjA e ainda, se A € (2 X 2), entao

Definic¢ao 1.19. O grupo projetivo unimodular PSL(m, K) é o grupo SL(m, K)/Z;(m, K).

Definicao 1.20. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € simplesmente conexo,

quando toda curva fechada em X € homotdpica a um ponto.

Definicdo 1.21. Sejam X e X superficies. Diremos que X € recobrimento universal de X

se ocorrerem as sequintes condig¢oes:

1. X ¢ simplesmente conexo;

2. eriste uma aplicacdo continua p: X — X tal que é um homeomorfismo local.
Se apenas a condi¢ao (2) acima for verificada dizemos que X ¢ um recobrimento de X .

Denotaremos o grupo de isomometrias de uma variedade M por [som(M).
Agora falaremos um pouco sobre a geometria de alguns Espacos Homogéneos. Utilizare-
mos como referéncia um belo artigo de autoria de P. Sott, veja [17]. Seguem-se os seguintes

comentarios
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e A Geometria de E?: Seja E? o espaco euclidiano 3-dimensional. Qualquer isometria
a de E? pode ser expressa como a(x) = Az + b, onde A é uma matriz ortogonal 3 x 3
real e b & um vetor em E3. Como no caso 2-dimensional, a aplicacao o — A define
um homomorfismo sobrejetor Isom(E3) — O(3) com o nicleo igual ao grupo de

translacoes de E?. Portanto, dimIsom(E?) = 6.

e A Geometria de H?: Para definir H?, tomamos o semi-3-espaco superior R} =
1

{(z,y,2) € R*: z > 0} e a expressdo ds? = — (da® 4 dy® +dz?). O grupo de isometrias
2

preservando as orientacoes de H? pode ser identificado com o grupo das transformacoes

de Moebius de C|J oo. Lembre-se que uma transformacao de Moebius de C|J oo é uma

b
4z +d’ onde a,b,c,d € C e ad — bc # 0. O grupo dessas

aplicagao da forma z —— n
cz
transformacoes ¢ naturalmente isomorfo a PSL(2,C). Identificamos o ponto (z,y, 2)

e Ri com o quaternio x + yi + zj. A matriz complexa

;.

age em Ri, estendendo a uma agdo natural em C|]Joo, pela regra w — (aw +
b)(cw + d)~!, onde w é um quatérnio da forma x + yi + 27,z > 0. Observamos que
dimIsom(H?) = 6.

e A Geometria de S?: Pensaremos em S? como sendo a esfera unitaria de R*, como o
grupo dos quatérnios unitarios com |z1]? + |2|? = 1, usando qualquer ponto de vista
parece conveniente. O par (21, z2) é identificado com os quatérnios z; + z37.

Com a métrica induzida da métrica euclidiana padrao em R*, o grupo de isometrias é

o grupo O(4) e também tem dimensio 6.

e A Geometria de S? x R: Inicialmente o grupo de isometria de S? x R pode ser
identificado com Isom(S?) x Isom(R). Portanto, Isom(S?) x Isom(R) tem dimensio
4.

e A Geometria de H? x R: O grupo de isometria de H? x R é naturalmente isomorfo
a Isom(H?) x Isom(R), tem dimensao 4

—_——

A Geometria de SLsR: O grupo de Lie 3-dimensional de todas as matrizes reais com

P

determinante 1 é denotado SL;R, e SLyR indica a cobertura universal. Para abreviar,

vamos escrever SLy ou SLs.

O grupo de isometria de gfg ¢ 4-dimensional como em H? x R.

e A Geometria de Nil: Nil é o grupo de Lie 3-dimensional que consiste de todas as
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matrizes 3 X 3 reais triangulares superiores da forma

o O =
S 8
—_

sob multiplicacdo. E também chamado grupo de Heisenberg. Este grupo é nilpotente.
O grupo de isometrias de Nil tem uma certa estrutura semelhante a Isom(SLs).

Em particular, Isom(Nil) tem exatamente 2 componentes.

No artigo intitulado Rotationally invariant constant mean curvature surfaces in

homogeneous 3-manifolds em [19], podemos fazer a seguinte observagao

Observagao 1.4 (As esferas de Berger). Uma esfera de Berger é uma 3-esfera usual S* =
{(z,w) € C*: |2? + |w|* = 1} dotada com a métrica
472

o, v) =2 [eey)+ (o) o))

K
onde (,) representa a métrica usual na esfera, Vi, .y = (iz,iw), para cada (z,w) € S* e k, T
sdo numeros reais com >0 e T # 0. Notamos que S3(4,1) € a esfera redonda.

O grupo de isometrias de S*(k,7) € U(2).
1a xe®

Note que U(2) pode ser , . ca,b,r,y €R .
—ze ™ b

Para darmos uma descricao das Variedades Homogéneas de dimensao 3, precisamos de-
finir os espacos fibrados.
Sejam E e M variedades diferenciaveis, e seja m : E — M uma aplicacao diferenciavel.

Recordamos que 7 : E — M é um fibrado vetorial, quando pra cada ponto x € M,

(i) 7 1(p) é um espacgo vetorial real de dimensao k.

(ii) Existe uma vizinhanga aberta U de p em M, e um difeomorfismo ¢ : 7=1(U) — U x R¥

cuja restricao para 7 (y) é um isomorfismo em {y} x R¥ para cada y € U.

Definicao 1.22. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M, chamamos o
espago E, = 7 1(p) a fibra de 7 sobre p.

Definigao 1.23. Fizando D € dn~'(p). V denota o espago tangente & fibra 7=1(p) em p.

Assuma que M e N tém mélrica Riemanniana, e um conjunto H = V.

Definicao 1.24. Chamamos H eV 0s subespacos horizontais e verticais, respectivamente,

e usamos H eV em subescrito para denotar campo horizontal e vertical.

Definicao 1.25. Definimos Variedades Homogéneas Simplesmente Conexas Tridi-
mensionais E(k,T), espago fibrado sobre uma superficie de curvatura K constante com
Kk — 412 #£ 0, onde k € a curvatura do espago base e T € tal que Vx& = 7(X x &). E(k,7T) €

uma submersao Riemanniana sobre as formas espaciais bidimensionais.
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Como exemplos de E(k,7) temos: Quando 7 = 0, E(xk,7) = S*(k) x R, se k > 0 e
E(k,7) = H*(k) x R, se k < 0.ParaT # 0er >0, E(k,7) ¢ a esfera de Berger. Para
T # 0 ek = 0, isto serd Nil(3), ou seja, o espago de Hisenberg. Quando 7 # 0 e k < 0,
E(k,7) = PSL(2,R).

Definicao 1.26. Seja f : M™ — N % uma imersao isométrica. Quando a codimensdo de

f for igual a 1, ou seja, k = 1, entdao f € uma Hipersuperficie.

Hipersuperficies em espacos Euclideanos R” constituem uma generalizacao natural das
superficies em R? e, consequentemente, varias de suas propriedades estendem-se as hipersu-
perficies.

Como exemplo de hipersuperficies, podemos citar todas as superficies imersas em R3.

Definicao 1.27. Uma imersao isométrica f : M — N € rigida se dado qualquer outra

imersao isométrica g : M — N, existe uma isometria h : N — N tal que ho f = g.

Exemplo 1.8. A esfera imersa em R3 é uma superficie rigida. De fato, considere o sequinte
teorema, que cuja demonstracao encontra-se em S.S. chern, [18], que diz: Seja S C R® uma
superficie reqular, compacta e conexa com curvatura Gaussiana constante K. Entao S é uma
esfera.

E imediato deduzir a rigidez da esfera através da afirmacdo acima. Para isso, basta
tomarmos uma aplicacao h : X — S, onde h ¢ uma isometria de uma esfera > sobre
uma superficie reqular S. Entdo, pela continuidade de h, h(X) = S é compacta e coneza.
Além disso, podemos afirmar que S tem curvatura costante iqual a da esfera ¥, pois pelo
Teorema Egrequim de Gauss, a curvatura Gaussiana € invariante por isometria, isto €,
Ks(h(p)) = Kx(p) para todo p € ¥, onde K e Ky, sdo as curvaturas Gaussianas de S e ¥

respectivamente.

O exemplo acima fala sobre a rigidez da esfera imersa em R3. Na realidade tal rigidez
segue-se de um resultado mais geral devido a Con-Vossen em [4]:" Dois ovaldides isométricos
diferem por um movimento rigido de R3 ". As superficies ovais ou ovaldides sao as superficies
compactas conexas em R? com curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos.

Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [3].

Definicao 1.28. Uma imersao isométrica f : M — N € localmente rigida quando, se
f(t): M — N ¢é uma familia suave de imersoes isométricas com f(0) = f, entdo existem
isometrias h(t) : N — N tais que h(t)f(t) = f.

Definicao 1.29. A aplicagio m é chamada uma submersao Riemanniana se dm |g € uma

1sometria.

Definicao 1.30. Uma secao local sobre o conjunto aberto U C M é uma aplicacao diferen-
cidvel £ : U — FE tal que mo & = idy; se U = M, dizemos que £ : M — E é uma secao

global, ou simplesmente, uma secao de .

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Consideracgoes sobre os Fundamentos de Geometria Riemanniana 15

Observacao 1.5. Pode-se mostrar que para cada e € E existe uma se¢ao & tal que {(m(e)) =

e; em particular isto mostra que o conjunto I'(m) das se¢ées de m € nao vazio.

Definicao 1.31. Uma métrica Riemanniana g em uma fibra vetorial m : E — M € uma

aplicacao
g:T(m) xI'(m) — C>(M)

bilinear sobre o anel C>*°(M) de fun¢oes diferencidveis em M, que é simétrica e positivo

definida.

Definicao 1.32. Um fibrado vetorial m : E — M juntamente com uma métrica Rieman-

niana fivada € chamada um fibrado vetorial Riemanniano.

Observacao 1.6. De outra forma, se M e N tém métricas Riemannianas, a submersao f
diz-se Riemanniana se, para todo p € M, df, : T,M — Ty, N preserva comprimentos de

vetores orizontais em p.

Exemplo 1.9. Seja a aplicacao diferencidvel m : M — N cuja diferencial denotamos
por dm. Segue-se do Teorema da Fungao Implicita que 7 '(p) é uma subvariedade suave

k-dimensional de M, para todo p € N.
Definicao 1.33. Uma submersio Riemanniana 7 : M™% — N™ tal que:
1. Cada fibra é uma geodésica completa.
2. As fibras do fibrado sao curvas integrais de w de um campo vetorial unitdrio em M.
Serd chamada de submersao de Killing.
Definig¢ao 1.34. Seja w: E — M um fibrado vetorial, e seja X(M) o conjunto dos campos

vetoriais diferencidveis em M. Uma conexdo linear é uma aplicacao R-linear

V:X(M)xT'(r) — TI'(n)
(va) — va

satisfazendo, para cada f € C*°(M), X € X(M) e & € I'(n), as propriedades
i) fog = fvng

i) Vx(f§) = X(N)E+ fVxE.

Observacio 1.7. Seja f : M™ — N™E=" yuma imersio isométrica. Em tormo de cada
p € M, existe uma vizinhanca U C M tal que a restricio de f em U € uma inclusio de
f(U). Portanto, podemos identificar U com sua imagem por f, isto é, f € localmente a
aplicagao inclusao. Além isso, podemos considerar o espago tangente de M em p como um
subespaco do espaco tangente a N em p de dimensdao n. Assim, se considerarmos o espaco
k-dimensional T,M* = {v € T,N : {u,v) =0, Yu € T,M}, podemos escrever
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T,N = T,M & T,M*

onde T,M* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,N. O espaco T,M* é chamado o
espago normal a M em p. Desta composi¢io obtemos o fibrado TM*+ = {(p,&);p € T,M,¢ €
T,M*} = UPGMTPML, chamado de fibrado normal a M. Deste modo, o fibrado vetorial

TNy ={X € TN :7(z) € f(M)}, onde 7 : TN — T'N € a projecio,
¢ a soma de Whitney do fibrado tangente TM com TM*, que é,
TNty =TM @y TM*.
Com relacao a esta decomposicao temos as projecoes
OF : TN|pomuy — TM (projecao tangencial)
O* : TNy — TM* (projecao normal)

Definicao 1.35. As variedades completas com curvatura seccional constante sao chamadas

formas espaciais.

Exemplo 1.10. Como exemplos de variedades completas com curvaturas seccionais constan-
tes podemos citar: Esfera Euclideana (S"), Espago Euclidiano (R™) ou o Espac¢o Hiperbdlico
(H"). Pelo Teorema de Cartan, em [3], estas sao as tunicas variedades completas simples-

mente conexas, com curvatura Gaussiana constante.

E importante lembrar que um campo de vetores normal ¢ é uma correspondéncia que
a cada p € M associa um vetor em T,M*. Dizemos que £ € TM* é diferenciavel em N.
Indicaremos por X(M)*+ os campos de vetores diferenciais normais a M.

Observamos que os campos T,M e T,M™* sao segoes dos fibrados tangente e normal
respectivamente.

Seja N uma variedade Riemanniana com a conexao de Levi-Civita V, e seja f : M — N
uma imersao isométrica. Consideremos os campos vetoriais X,Y € T'M. Tomemos os campos
locais X e Y de X e Y, respectivamente, numa vizinhanca de U em N.

Assim, se V é a conexdo de Levi-Civita de IV, faz sentido calcularmos V ¢Y ou até mesmo
VxY.

Pode-se mostrar que VxY nao depende da extensdo Y de Y que tomamos, e portanto,
por simplicidade de notacdo, denotaremos VyY por VY, lembrando que isso significa

tomar uma extensao de Y para calcular a derivada covariante. Temos entao:

VY = (VYT 4 (VxY)h

No entanto, é possivel verificar que (V)
denotamos por V), isto &, (VxY)T = VxY.

Assim, obtemos a

T ¢ a propria conexao de Levi-Civita de M (que
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Definicao 1.36. Formula de Gauss

VxY =VxY +a(X,Y) (1)
ou
a(X,Y)=VxY — VyY,
que define uma aplicacdo o : TM x TM — TM* chamada a seqgunda forma funda-
mental de f.

Segue-se imediatamente das propriedades das conexdes de Levi-Civita V e V que a é
simétrico e bilinear. Em paticular, para todo ponto p € M e campos vetoriais X,Y € T'M,
a aplicagdo o, : T,M x T,M — T,M™*, dada por a,(X,Y) = a(X,Y)(p), depende somente
dos valores de X e Y em p.

Observagao 1.8. Considere 0s campos de vetores X € X(M) e £ € X(M)*, podemos
escrever
Vxé = (Vx&)" + (Vxé)™,
e em relacao a componente normal, definimos
V&= (Vx&)*

Veja que para quaisquer X,Y € X(M), f,g € D(M) e & € X(M)*, temos que V* :
X(M) x X(M)*" — X(M)* € por defini¢io: Vix,yv& = VixigrE — (Vixegr)".

Com isso, podemos concluir que V*+ é D (M)-linear em X e R-linear em &, pois V e VT
sao conexoes afins.

Além disso, Vf € D(M) temos Vx f(€) = [V%E + X(f)E.

Assim, V*+ € uma conezdo afim em TM* chamada conexdo normal.

Sen e X(M)*, entio X(&,n) = (Vx&,n) + (£, Vxn), ou seja, V1 é compativel com a
métrica.

Logo, denotamos A¢X a componente tangencial de —Vx¢&, ou ainda,
AX = —(Vx&)T
Uma vez que temos
0=X(§Y) = (Vx&Y) + ({, VxY),

a formula de Gauss nos dd

<A£X’ Y) =

= <_VY€a X>
T X) = (AgY, X).
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Do que foi mostrado acima, podemos afirmar que Ae, : T,M — T,M ¢ um operador
linear auto-adjunto.

Em particular, podemos afirmar que

(AeX,Y) = (a(X,Y), ).

Logo, A: TMxTM* — TM dada por A(X,€) = AcX € bilinear sobre C*°(M). Assim,
A¢ : TM — TM é linear sobre C°(M) e também é simétrica, ou seja,

(AeX,Y) = (X, AcY) para todo X, Y € TM.

A aplicacao A¢ (Operador de Weingarten) é também a segunda forma fundamental na
direcao €.
Note que da igualdade Vx& = (Vx&)T + (Vx&)* e de Ag := —(Vx&)T afirmamos que

@Xg — —AgX + V§(§
Dizemos que V= é a conexdo normal de f, e como foi mostrado acima, obtemos a férmula
de Weingarten
vxf = _AéX + V)L(f (2>

Agora usando as formulas de Gauss e Weingarten podemos obter as equacoes bésicas
para uma, imersao isométrica, isto é, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricc.

Lembrando que a curvatura R de N é definida por
R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vxy|Z, VZ € X(N).
Segue que, R e R serdo consideradas as curvaturas de M e N, respectivamente, e sejam

X,Y,Z € X(N), teremos que

VX?YZ = vx(vYZ—l-Oé(Y, Z)) :?XVyZnL?on(Y, Z)
= VxVyZ+VxVyZ —VxVyZ — Asyy X + Vxa(Y, 2)
= vayz—l-a(X, VyZ) —Aa(yyz)X+V§a(Y, Z)

De forma anéloga,
?Y?XZ =VyvVxZ+ a(Y, sz) — Aa(X,Y)Y + V{;O&(X, Z)
Utilizando a féormula de Gauss, teremos também que

Vixy1Z = Vixy1Z +a(Z,[X,Y]).
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Com isso, teremos

R(X,)Y) = VxVwZ+a(X,VyvZ) — AuyyX + Vxa(Y,Z) - VyVxZ —
— a(Y,Vx2) + Aax.2)Y + Vya(X,Z) = Vixy)Z — o([X,Y], Z).

Tomando a parte tangencial de R(X,Y)Z, tem-se

(R(X, Y)Z)T = VxVyZ— Aa(Y,Z)X - VyVxZ + Aa()gz)y - V[Xy]Z
= VxVyZ - VyVxZ = VixyZ + Aaxy)Y — Aav,2)X
- R(X, Y)Z + Aa(X,Z)Y - Aa(Y,Z)X-

Dai, tomando W € X(M) temos
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(Y, V), (X, Z)) — {a(X, W), (Y, Z)).

Feitas essas consideracoes, obtemos as

Equacao de Gauss:

(RIX,YV)Z, W) =(RX,Y)Z, W)+ {a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)),

onde R e R sdao os tensores curvatura de M em N, respectivamante. Em particular, se
K(X)Y) = (R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) denotam as curvaturas seccionais
em M e N do plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M, a equacao de Gauss se

torna
K(X,)Y)=K(X,Y)+ {a(X,X),aY,Y)) — [Ja(X, V)|

Agora, considerando a componente normal de R(X,Y)Z, temos a

Equacao de Codazzi:
(R(X.Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) - (Vya)(X, Z),
onde por definigao,
(Vxa) (Y, Z) = Vxa(Y, Z) — a(VxY, Z) — (Y, Vx Z).
Denotamos R* o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que é,
RHX,Y)E = ViVl = Vi Vx€ = Vigyi€

para todo X, Y € TM e & € TM™.
Segue-se das formulas de Gauss e Weingarten que a componente normal de R(X,Y)¢
satisfaz a

Equacao de Ricci:
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(R(X,Y)E)r = RHX,Y)E+ a(AeX,Y) — a(X, AgY).

Ao fazermos o produto interno por n € TM™*, na expressio acima, a equacao de Ricci
? ?

também pode ser escrita como
<R(X7 Y)S, 77) - <RJ_(X7 Y)§7 77> - <[A§7 An]Xa Y>7

onde X,Y € TM,&,n € TM*, e [Ae, A, = AcA, — A, Ae.

De forma similar, a equagao de Codazzi pode ser escrita como
(R(X,Y)E)" = (VyA)(X,€) — (VxA)(Y. ),
onde por definicao
(VyA)(X,€) = VyAc X — A Vy X — AgreX.

Um de nossos objetivos neste capitulo é descrever as equacoes de compatibilidade em
hipersuperficies. Para isso, consideremos uma imersao f : M™ — N"="* onde N denota
uma variedade com curvatura seccional constante.

Lembrando que da Proposicdo 1.3, tem-se R = ¢ - R'. Dessa forma, as equacoes de
Gauss, Codazzi e Ricci ficam da seguinte maneira

Equacao de Gauss:
(RIX,Y)Z, W) =c(R(X,Y)Z, W)+ {(a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)).
Equacao de Codazzi:
(Vxa) (Y, Z) = (Vya)(X, Z),
de forma equivalente,
VxA(Y,§) = (VyA)(X, ).
Equacao de Ricci:
RY(X,Y)E = a(X,AY) — a(A:X,Y),
de outra maneira,
(RH(X,Y)Em) = ([Ag, A)]X,Y).

Da ultima equagdo, decorre que R+ = 0 se, e somente se, [Ag, A, =0, V¢, n, isto &, se, e
somente se, Vp € M existe uma base de T,M que diagonaliza de forma simultanea todos os
operadores Ag.

Ao tomarmos f : M™ — N"="*k yma imersdo isométrica tal que a codimensio k
de f é igual a 1, entdo f é uma hipersuperficie. E imediato que dado p € M, teremos

dim(T,M*) = 1, e neste caso, [A¢, A,] = 0, pois A, = ¢+ A¢, e assim

[Ag,An} = VAGA,] - vAnAg == VA£C : Ag - VC.AgAé = C-VA£A£ —C- VASAg =0.
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Da formula de Weingarten, temos Vx& = V& — A X = V& + (Vx&)T, e além disso,
X(£,&) = 2(Vx&, &) = Vx&=0esendo RHX,Y)E = (X, AY) — a(AeX,Y) =
RHX,Y)¢ =0 = (RY(X,Y){ n) =0, dai a equagdo de Ricci ¢ naturalmente satisfeita,
pois teremos uma equacao do tipo 0 = 0. Isto nos diz que no caso das hipersuperficies, temos
somente duas equacoes fundamentais.
Agora, vamos definir a curvatura média e curvatura de Gauss-Kronecker.

Dada uma imersio isométrica f : M — N, p € M e & € T,M* sabemos que o operador

A¢ & auto-adjunto, e assim, existe uma base ortonormal de autovetores eq(p), ..., e,(p) de
T,M associados aos autovalores reais A;(p), ..., A (p).
Consequentemente, podemos chamar A;(p), ..., \,(p) de curvaturas principais de f em

p, de forma analoga, dizemos que os e;(p)’s sdo as diregdes principais.

Definicao 1.37. Dada uma imersao isométrica f : M — N, definimos o vetor curvatura
média H(x) de f em x € M como

n

HX) = ) a(X;, X;),

onde o € a sequnda forma fundamental de f, e Xy,...,X,, € T,M ¢é um referencial ortonor-

mal.

1 n
Observando que H(x) = - Z(tmgoAgj)fj para qualquer conjunto de vetores &, ...,&, €
j=1
T,M>, conclui-se que H(z) nao depende do referencial tangente.
Definicao 1.38. Seja A; a sequnda forma fundamental relativa & imersao isométrica f :
M"™ —s N"t! e p € M. Entdo, para todo 1 < r < n € N, definimos a r-ésima curvatura
média H, de f em p por

=2 P (p) - (p):

A curvatura de Gauss-Kronecker serd dada através da

Definicao 1.39. Seja a imersao isométrica f : M™ —s N™* com a sequnda forma funda-

mental A¢, podemos definir a curvatura média de f em x € M por

Z)\ trAg) = %Hl(a:).

Quando r = n, chamaremos Hn(:v) = Ay (P)Ai,(P) .- Ni, (p) = det(Ag) de curvatura de
Gauss-Kronecker de [ em x.
Tal curvatura, no caso r =n = 2, em nosso trabalho, serd chamada de curvatura extrin-

seca, e € denotada por K.,.

Observagao 1.9. Seja f: M™ — N uma hipersuperficie. Sejam p € M e & € T,M*,
€] = 1. Seja {eq, ..., e} uma base ortonormal de T,M para a qual Ae = A € diagonal, isto
é, Ale;) = Neg, i =1,...,mn, onde \,..., N\, sdo os autovalores de A.

Entao,
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afe;, e;) = (Ag(ei), er) = (Niei, €) = Ailes, €) = N

ales, ej) = (Ag(ei), ej) = (Niei, e5) = Niles e5) =0, se i # j

Portanto a equacao de Gauss admite uma expressao mais simples, e podemos descrevé-la

como seque

K(X,Y) = K(X,Y)+ (a(X,X),a(Y,Y)) - [a(X,Y)|?
= K(ei,e5) — K(eie;) = (ale ), (e],ej)>—|]a(ei,ej)H2
= K(ei ) — Klewey) = (Aeles),ei) - (Aeleg), e5) — ((Agle) e5))?
:>K(€i,€j)—K(€i7€j) = Ai{es, e Aj(ej, e) — O‘i<€iaej>)2
(ei,€5) — K(ei, ) A

Observacao 1.10. No caso em que M € uma superficie Riemanniana, ou seja, M = M?* C
N =R3, o produto M \y das curvaturas principais é conhecido como a curvatura Gaussiana
da superficie. Isso acontece pelo fato de que K é a curvatura de R?, onde K = 0. Neste caso,
a observacdao acima mostra que a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura seccional

em uma superficie.

Definicao 1.40. Dizemos que a imersao isométrica f € minimal em p € M quando H(z) =
0, e que f € uma imersao minimal quando for minimal em todo ponto de M. Um caso
especial ocorre quando a sequnda forma fundamental € identicamente nula em p € M. Entao
f € dito ser totalmente geodésica em p € M. Dizemos que f é uma imersdo totalmente

geodésica quando € totalmente geodésica em todo ponto de M.

Definicao 1.41. Dada uma imersdo f : M™ —s R dizemos que f ¢é localmente conveza
em um ponto p € M"™ quando existe uma vizinhanca U de p em M, tal que f(U) encontra-se
em um dos lados do hiperplano de M em p em R" L. Dizemos que a imersao € estritamente

localmente convera em p quando f(p) € o dnico ponto em f(U)Ndf(T,M).

Exemplo 1.11. O cilindro sobre um circulo e a esfera sao, respectivamente, exemplos de

hipersuperficies convexa e estritamente convexa em qualquer ponto.

1.2 Imersoes Isométricas em Variedades Homogéneas 3-

dimensionais

Esta se¢ao foi extraida de [1], que trata de imersdes isométricas em variedades homo-
géneas tridimensionais. Segundo o autor, um problema classico em geometria é determinar

se uma variedade Riemanniana M pode ser isometricamente imersa em outra variedade
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Riemanniana N. Iremos nos restringir ao caso das imersoes de codimensao 1, i.e., M tem
dimensao n e N tem dimensao n + 1.

Faremos uma breve analise sobre imersoes isométricas, as equagoes de compatiblidade
de imersoes isométricas em variedades homogéneas 3-dimensionais, e inclusive as com grupo
de isometria de dimensao 4. Serd apresentado um grande resultado que determina a imersao
isométrica de uma variedade Riemanniana em uma variedade homogénea tridimensional com
grupo de isometrias 4-dimensional.

Observamos que as equagoes de Gauss e Codazzi podem ser descritas como segue.

(RIX,YV)Z,W) — (R(X,Y)Z, W) = (A X, Z)(AY, W) — (AcY, Z){A: X, W)

VxAY —VyA: X — A[X, Y] = R(X,Y)n,
onde:
e R é o tensor curvatura Riemanniana de .
e 1R é o tensor curvatura Riemanniana de M.
e A¢ é o operador de Weingarten de M, onde & ¢ o vetor normal dado pela orientagao.
e V ¢é a conexao Riemanniana de M.

Além disso, no caso que N é um espaco forma, i.e., a esfera S*™!, o espaco Eucidiano R*!
ou o espaco hiperbolico H"*!, as equacoes de Gauss e Codazzi sdo também uma condicio
suficiente para M ser localmente isometricamente imerso em N com A¢ como operador de
Weingarten. Neste caso as equacoes de Gauss e Codazzi envolvem somente a métrica e o
operador de Weingarten de M.

Lembramos que E(k,7) é uma variedade homogénea tridimensional com um grupo de
isometria de dimensao 4, de curvatura fibrado 7 e de curvatura base k.

Por simplicidade, denotaremos E(k, 7) por E.

1. Sobre o referencial candénico: Sendo E uma variedade homogénea simplesmente
conexa 3-dimensional com grupo de isomentria de dimensao 4. Tal variedade é uma
fibracao Riemanniana sobre uma 2-variedade simplesmente conexa de curvatura cons-
tante x. As fibras sao geodésicas. Iremos denotar £ um campo vetorial unitario em E
tangente 4s fibras, ele serd chamado de campo vetorial vertical.

Denotaremos por V e R a conexdo Riemanniana e o tensor curvatura de E respecti-
vamente.
Assumimos que E ndo ¢ uma variedade produto M?(x) x R.

A variedade E tem um referencial ortonormal direto (£, Es, E3) com

By =¢.
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Chamaremos (E, By, E3) o referencial canonico de E. Para todo campo vetorial X
VxFEs=7X x E3

E importante comentar que 7 mede o quanto a variedade deixa de ser produto, assim,

quando 7 = 0 sempre teremos que [E é uma variedade produto.

Proposicao 1.4. Para todos campos vetoriais X,Y, Z, W em E temos
(RIX,Y)Z, W) = (k = 3t Ro(X,Y)Z, W) + (k — 472 (R,(&; X, Y ) Z, W)
com
Ry(X,Y)Z =(X,2)Y — (Y, Z)X,
R(V; X Y)VZ = (Y, VI Z V)X + (Y, Z) (X, V)V — (X, Z(Y, V)V — (X, V(Z,V)Y.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [1]. |

1.2.1 Equacoes de Compatibilidade e Imersoes Isométricas para

Superficies em variedades homogéneas 3-dimensionais

Faremos uma abordagem breve sobre as equacoes de compatibilidade em variedades
homogéneas 3-dimensionais, dais quais nao se faz sentido falarmos sobre a equagao de Ricci,
motivo ja explicado anteriormente.

Seja R o tensor curvatura Riemanniana de E. Sejam M uma superficie orientada em [E,
V a conexao Riemanniana de M, J a rotacao do angulo g em T'M, n o normal unitario de

M e A¢ o operador de weingarten de M.
Proposicao 1.5. Para X,Y, Z,W € X(M) temos
(RIX,Y)Z, W) = (k — 373 Ro(X,Y)Z, W) + (k — 47> (R(T; X, Y) Z, W),
R(X,)Y)n=(k—4m)0((Y, T)X — (X, T)Y)
onde
0 =(n,¢),
T € a projecao de & em T'M, 1i.e.,
T=¢—0n,
e Ry e Ry sao como na Proposi¢ao 1.4.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [1]. [ |
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Observacao 1.11. Sendo 0 = (n,&) e T = & — On, isto é, 0 é a componente normal do

campo vertical £, chamada a funcao dngulo, e T € a componente tangente do campo vertical.

Agora trataremos das equacoes de compatibilidade para superficies em variedades ho-

mogéneas 3-dimensional com grupos de isometrias de dimensao 4 E(x, 7).

Proposicao 1.6. Seja ¥ C E(k, T7) uma superficie imersa com campo vetorial normal uni-
tdario n e operador de Weingarten Ae. Sejam T e 0 o componente tangente do campo vertical
e a funcao dngulo respectivamente, e X,Y € X(X). Seja k a curvatura base e T a curvatura

fibrado. Entao as sequintes equagdes sao satisfeitas para E(k, T)

Gauss K = K.+7°+ (k—41%)0?
Codazzi Ta(X)Y) = (k—472)0((Y,T)X — (X, T)Y)
VxT = 0(AX —71JX)
dO(X) = (1JX — AX,T)
IT? +6* = 1

onde K denota a curvatura de Gauss de (,), K. a curvatura extrinseca, e T, € dado por
TAf(X, Y) = VXA€Y - VYAgX - Aé[X, Y}, X,Y S %(M)

Demonstracao. Primeiro, decompomos o campo vetorial vertical £ em suas partes tangentes

e vertical, i. e.,
E=T+0n

onde T' € X(X). Desde que £ seja um campo vetorial unitario, temos

§,&) = (T +0n, T+ 0n)

T,T)+ (T,0n) + (On, T) + (On, On)
T,T) +0(T,n) +0(n,T) + 6*(n,n)
T,T) + 6°

{
{
=
{

Da relacao entre conexao de Levi-Civita do espaco ambiente e a superficie

VxY =VxY — (A:X,Y)n <= VxY = VxY + (A X, Y)n,VX,Y € X(2),
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e da equagio, Vx& =7(X A€) e AcX = —Vxn, temos

TXANE = Vx&=Vy(T +0n)
= VxT +di(X)n+0Vxn
= VxT + (A:X, T)n+ dO(X)n+ 60V xn
= VxT+ (AcX, T+ dO(X)n — 0A:X
= (VxT —0A:X) + ((Ac X, T) + dO(X)n)

TXNE = 7XN(T+6n)
= 7T XANT+710X An
= 7T(XAT+60X An)
= 7((JX,T)n—0JX)

Assim, tomando as partes tangencial e normal na expressao
TXNE=TXNE = (VxT —0A:X) + (A X, T) +dO(X))n =7((JX,T)n — 0JX),
temos que
(VxT —0AX) + (A X, T) +dO(X) = —10JX e (AX,T)+di(X)=7(JX,T)
ou seja,
VxT =0(AcX —0JX) e dO(X)=(1JX — A X,T)

Dados X, Y, Z € X(X), as equagdes de Gauss e Codazzi de uma superficie em uma variedade

3-dimensional sao dadas respectivamente por

(RIX,Y)Z, W) —(R(X,Y)Z,W) = (X, W),a(Y,2)) - (a(X, Z),a(Y,WV))
((AeY, Z)n, (A X, Wn) — ((AeX, Z)n, (AcY, W)n)
= (AY,Z) - (A X, W) — (AcX, Z) - (AeY, W)
(A

Z) -
— R(X,Y)Z-R(X,)Y)Z = (A, Z>A5X — (AeX, Z)AY

(Na afirmacdo acima foi usada a identificagao: (X, Z) = (A X, Z)n)
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e também, tem-se

(R(X.Y)Z,£)

— (R(X,Y)¢, Z)
— (R(X,Y)¢, 2)
= R(X,Y)¢

Vya(X, Z,€) — Vxa(Y, Z,€)

Y(a(X, 2.)) — a(Vy X, Z,€) — a(X, Vy Z,€) -

X(a(Y, Z,6) — a(VxY. Z.6) — oY, VxZ,)
Y(AcX,Z) — (AVy X, Z) — (A X, Vv Z) —

(X(AY, 2) — (A Y, Z) — (AY, V5 2))

(Vy(AeX), Z) + (AX, Vy Z) — (AVy X, Z) — (AX, Vy Z) —
(VxAeY, Z) — (AY,VxZ) + (AVyY, Z) + (AY, Vx Z)
(VyAeX, Z) — (AVy X, Z) — (VxAcY, Z) + (AV <Y, Z)
(AVxY — AVyX) + (Vy AcX — VxAY), Z)
(A[X,Y] + Vy AcX — Vi AcY, Z)

(AX, Y] + VyAX — VALY, Z)

(VxAsY — VyAcX — AX,Y], Z)

VxAY — VyAX — AX,Y] = Ty, (X,Y).

Obs.: Foram consideradas as igualdades:

a(X,Y,§) = (a(X,Y),§) = (A X,Y)
Vxa(X,Y.§) = X(aY,Z,€)) —a(VxY, Z.&) — (Y, Vx Z,§).

Entdo, tomando Z = ¢ e X, Y € X(X) na Proposigao 1.2, obtem-se

R(X,Y)n

k=372 Ro(X,Y)n+ (k —47%) - Ri(§; X, Y )n
—37%) - ((X,n)Y = (V) X)(rk — 47%) - (Y, ) (n, €)X +
Y, (X, € — (X, (Y, ¢ — (X, (n, YY)
K —472) - 0(Y, )X — 0(X,£)Y)
)0V, T)X — (X, T)Y)

Kk — 472

isto é, a equacao de Codazzi esta satisfeita.

Para a equagao de Gauss, tomando X,Y € X(X) uma base ortonormal do campo vetorial
e Z =X, W =Y na Proposicao 1.2, obtemos
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(RX,V)X,Y) = (k=372 (Ro(X,Y)X,Y) 4 (k — 47%) - (R (& X, V)X, Y)
= (k=3m){{X, X)Y — (Y, X)X,Y) +
+ (k=AY (X, X + (Y, X)(X, 6)€ — (X, X)(Y, £)€ — (X, E)(X, )Y, Y)
= (k=377 + (k —47)((YV, (X, ) X — (Y, )¢ — (X, (X, €)Y, Y)
= (k=377 + (s —47°) (V. (X, (X, Y) — (V. (Y €) —
— (X, (X, (YY)
= (k=377 — (v —477)((Y,€)* + (X, €)?)
= (k=377 — (v —47%)|T|?
= (k=37 — (k—47%)(1 — 6%

= 72+ (kK — 4720

Assim, levando em conta que

(RIX,Y)X,Y) =K

Ke = detAé = <A£X,X><A£Y, Y> — <A£Y, X><A£Y,X>,

entao, obtemos a equacao de Gauss

R(X,Y)Z — R(X,Y)Z = (A:X,Z)AY — (AY,Z)AcX
— (RX,Y)X,Y) —(RIX,Y)X,Y) = ((A:X, X)AY — (AY, X)A:X,Y)
= (RX,Y)X)Y) = (RX,Y)X)Y) = (AX, X)(AY,Y) — (AcY, X){AX,Y)
(k4T = K,
— K = K,+7°+ (k—47%)0%

— K —|r

O teorema abaixo corresponde ao Teorema 4.3 em [1], de grande importancia, estabelece
as condicoes de existéncia e unicidade de imersoes isométricas de M em E. A unicidade da

imersao sera de grande utilidade para demonstracao do resultado principal deste trabalho.

Teorema 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana orientada simplesmente conexa de di-
mensao 2, ds* é a métrica e V € a conexdo Riemanniana. Seja A¢ o campo de operadores
SIMELTicos Agy cTyM — T, M, T um campo vetorial em M e 0 uma funcao suave em M
tal que ||T|)* + 6% = 1.

Seja E uma variedade homogénea 3-dimensional com um grupo de isometria 4-dimensional

e £ é o campo vetorial vertical. Seja Kk a curvatura base de T € o fibrado curvatura. Entao
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existe uma imersao isométrica f : M — E tal que o operador de Weingarten com respeito

ao normal n associado & f é

df o Ag o df ™
e tal que

§=df(T)+n

se, e somente se, (ds*, A¢, T, 0) satisfaz as equagoes de compatibilidade para E. Neste caso, a
mersao € unica a menos de uma isometria global de E preservando as orientacoes de ambas

as fibras e a base da fibracao.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [1]. |
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Capitulo 2
Resultado Principal

Neste capitulo apresentaremos um belo resultado sobre Rigidez de Superficies Convexas
em Espacos Homogéneos 3-dimensionais. Tal resultado deve-se a Hosenberg, H. e Tribuzy,
R., em [12], publicado em 2011. Onde foram consideradas as variedades homogéneas E(x, 7),
conforme descricao apresentada no Capitulo 1,com x — 472 # 0 e seus grupos de isometria
de dimensao 4.

Vamos considerar rigidez local de superficies convexas em variedades E(x, 7) homogéneas
simplesmente conexas de dimensao 3, k — 472 # 0. E(k,7) apresentadas no Capitulo 1,
sao submersdes Riemannianas sobre os espagos formas bidimensionais M?(k), de curvatura
kM2 (k) = S*(k) se k > 0, R? se k = 0, H?(k) se k < 0. O campo tangente unitario a fibra
& ¢ um campo de Killing.

A convexidade em E = E(k,7) pode ser definida em termos da segunda forma funda-
mental. O minimo necessario é que a curvatura extrinseca K (o produto das curvaturas
principais) devera ser positiva.

Provaremos a rigidez local de superficies completas em E(k,7) com a mesma curvatura
extrinseca positiva, que satisfaca uma condicao em trés pontos.

O resultado principal desse capitulo ¢ dado pelo seguinte

Teorema 2.1. Seja f(t) : M — N uma familia suave de imersoes isométricas com f(0) =
f. Suponha que f é estritamente convexa, K.(fy(x)) = K.(f(x)) para x € M e todo t, e
H(fi(z)) = H(f(x)) em trés pontos distintos x de M. Entao existem isometrias h(t) : N —
N tal que h(t)f(t) = f.

Nosso objetivo é provar este Teorema. A prova seré feita em vérias etapas. Iniciaremos
com a escolha de um referencial ortonormal.
Seja f : M — E(k,7) uma imersao isométrica estritamente convexa. Definiremos um

referencial movel fora dos pontos horizontais (£ LTM) dados por e = &, onde P denota

[P(&)]
a projecao no plano tangente, J é a rotagao positiva e e, = Jeq, com isso g5 L&, Desta forma,

podemos escrever

¢ = cos(f)ey + sin(0)N
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onde 6 é a funcao de medicao do angulo entre os vetores & e T'M.
Além disso, a funcao 6 e sua derivada estao definidas, pelo menos localmente.

Para calcular a segunda forma fundamental, note que
(e1,&) = (€1, cos(0)ey + sin(Q)N) = cos(0){e1,e1) + sin(0){e1, N) = cos(0) (1)

e, sabendo que, para f : M — N, T,N = T,M & (T,M)* e Vx& = 7(X x £), diferenciando
(1) na diregdo de X € X(M), obtemos

X(e1,&) = (Vxer+a(e, X)N,&) + (e1, 7(X x §))
= (Vxer, &) + (aler, X)N, &) + 7(e1, X x &) = —sin(0)dhX.

Como (Vxep,§) =0, pois Vxe; € multiplo de g5 e e5 1€, podemos afirmar que
aler, X)(N,&) + 7(e1, X x &) = —sin(0)doX
tomando g, = Je; tem-se
aler, X)(N,&) + 7(J ey, X x &) = —sin(0)dOX
note que Jleg = —N X g, € assim
aler, X)(N,&) — (N X g9, X x &) = —sin(0)doX.

Lembrando que (N, &) = sin(f) e (3,&) = 0 teremos o seguinte

afer, X)(N, &) — ({2, X)(N, ) — (N, X){e3,8)) = —sin(0)dd X
= afey, X)sin(0) — 7(X, e9)sin(0) = —sin(f)do X.

Consequentemente temos para esses pontos onde sin(f) # 0
(2)  ale,X) =—doX +7(X,e9).

Agora, para os pontos onde sin(f) = 0, sabemos que eles estdo em um subconjunto
fechado de M com interior vazio. Por continuidade, esta equacao é valida para todos os
pontos quando o referencial movel especial é definido, entao isso vale para todos os pontos
nao horizontais.

Do que foi dito acima e de (2) obtemos

Oé(€1,€1) = —d@el +T<€1,€2> = —d0€1
Oz(€1,€2) = —d9€2 + T<€2,€2> = —d9€2 + 7.

Como f é convexa e por hipdtese temos que a curvatura extrinseca é positiva, e sendo
K. = aler,e1)a(er, e2) — aler,e2)?, entdo a(eq,e;) # 0 e assim df # 0 em cada ponto nao
horizontal.

Antes de continuarmos a demonstracao do Teorema 2.1, devemos conhecer um resultado

muito importante que serd de grande utilidade neste trabalho. Sendo assim, temos o
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Lema 2.1. Todo ponto horizontal de uma imersao convexa € isolado. Os pontos horizontais

sao o0s zeros do campo & X N, e eles sao de indice um.

Demonstragao. Seja p € M um ponto de modo que (§ x N), = 0 e seja {vy,v2} uma base
ortonormal orientada positivamente que diagonaliza o operador de Weingarten, teremos

entao que
Ag(’Ul) = /\1’01 [§] Ag(vz) = )\2"02

Observacao 2.1. Podemos ainda lembrar que
o (I) (unv)ANw= (u,w)v— (v, w)u
o (II) &xwv =1

o (III) sendo& xvy =0y =EX (EXv)=EX0 = —(EXv) XE=E X vy =

—((§ v — (v, 6)8) =E X vy = E X vy =~y

Dada V a conexiio de E(k, 7), usando (I), (II) e (I1I) obtemos:

Vi (§xN)p = (Vi xXN)p + (§xVy N,y
= T(01x&)px Ny + ExX (= Ag(v1)),p
= T({v1, N)E = (&, N)v1)p + (Ex(=A1v1)),p
= —Tu; — M (EXv1),

= —TVU1 — )\1112.

Vi (EXN), = (Vy,EXN),+ (ExV,,N),
= T(02x€)px Np + EX(—Ag(v2))p
= 7({v2, N)§ = (§, N)va)p + (X (= A2v2))p
= —TUs — A (EX0a),

= —TUy + Ag01.

Seja {V1, Vo} uma extensao paralela de {v1,v5} ao longo da geodésica que comega em p.
Vamos considerar a aplicagao suave F' definida em uma vizinhancga de p em M tomando

valores em R™ dados por

F(q) = ((Vi,€ X N)g, (V2,§ X N)g)
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Considerando que

F/(Q)Ul - (vm <‘/17§ X N>pvvv1<‘/27§ X N>p
(Vo Vi, € x N)p + (Vi, Vi, (§ X N))ps (Vi Vo, § X N)p + (Va, Vo (§ X N)),

)
)
((Vi, =7V = MVa), (Vo, =7V1 = M V2))
)

(=7(Vi, Vi) = AV, V), =7 (Vo, Vi) — Mi(Va, Vo)) = (=7, —\1)
F(p)v, = (vw(th X N)p’?v2<v2>€ X N)p) =
(Ve Vi, € X N)p + (Vi, Vi, (€ X N))p, (Vi, Vo, € X Ny + (Va, Voo (€ X N))p) =
(Vi =mVa 4+ XW1), (Vo, =TVa + XoV1)) =

(—T<V1,V2> +)‘2<‘/17‘/1>7_T<‘/27‘/2> +>‘2<V27V1>) = (AQv—T)

podemos afirmar que dF(p) # 0, pois Ai, Ay # 0, isso se justifica pela hipotese do teorema,
onde f é estritamente convexa, ou seja, K, > 0, e ainda, dF(p) é isomorfismo.

Portanto, ' é um difeomorfismo quando restrito a uma vizinhanca de p pelo Teorema
da Funcao Inversa. Assim, p é o tinico zero da funcao F' e consequentemente o tinico zero de
& X N.

Para ver que o indice de p zero é 1, toma-se um pequeno circulo no espaco tangente a
M em p, e calcula~se o nimero de voltas (espiral ou helicoidal) de F’(p) aplicada ao vetor
tangente ao circulo, quando o circulo é percorrido.

Este indice varia continuamente com 7, como foi descrito nas expressoes de F'(p)v; e
F'(p)vs.

Assim, podemos calcular o indice para 7 igual a zero. Entao a imagem do vetor tangente
(—y,z) no ponto (z,y) ¢ (Ax, \1y). Esta gira uma vez, no sentido positivo, em torno do

circulo. [ ]

Observagao 2.2. Em cada ponto horizontal temos cos(f) = 0 e assim, ou cos(f) > 0 ou
cos(0) < 0. Consequentemente podemos escolher um intervalo especifico para a fun¢ao 0 ou

[_%7 g] ou [ga %r]

Vamos prosseguir com o calculo da segunda forma fundamental.
Sabemos que (g2,&) = 0, por constru¢ao como observado acima.

Diferenciando a equacgao (g9,&) = 0, na direcdo de X € X(M), obtemos

0= X<€2,€> = <VX€2,€> + <€2,fo>.

Como T,N = T,M & (T,M)* e Vx& = 7(X x &) e Vxea = Vxea + afeg, X)N, entdo
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devemos ter

0= (Vxea+ ales, X)N, &) + (g9, 7(X X &)) =
(Vxez, §) + {alez, X)N,§) + 7(e2, X X §) =
(Vxea, cos(0)ey + sin()N) + aleq, X)(N, &) + 7(Je1, X X &) =
(Vxea,er)cos(0) + (Vxea, N)sin(f) + a(eq, X)(N, &) + 7(N x €1, X X &).
Sendo (N, ) = sin(f) teremos
0= (Vxeo, e1)cos(l) + a(eq, X)sin(f) + 7(e1, X)sin(0).

Portanto, deve-se obter

cos (6

sin(0)

—(Vxeq, e1)

Definindo w;;(X) = (Vxe;,€;), entdo teremos
a(eq, X) = —warcotg(l) — 71, X).
Lembrando que wis(X) = —wqy(X), fica o seguinte
a(X, e9) = cotg(O)wi2(X) — 7(e1, X)

€ segue-se que

ale,e9) = cotg(f)wia(er) — 7(e1, 1)
= cotg(Q)wia(er) — T

a(e,e2) = cotg(f)wia(e) — (€1, €2)
= cotg(f)wiz(e2)

Observacao 2.3 (Equagoes Diferenciais Ordinérias). Agora, iremos determinar as equagoes
diferenciais ordindrias satisfeitas pela funcao dngulo entre a direcao do vetor €1 e uma

dire¢ao intriseca de M. Seja v € X(M) um vetor unitdrio tal que ddv = 0 e escolhido de tal
gradf(v)

Jv=F—7-—-.
forma que Jv gradd(v)]
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Seja ¢ o dngulo entre os vetores €1 e v. Consequentemente,

v = cos(p)er + sin(p)es
= Jv = —sin(p)ey + cos(p)es.

Como a(v,e1) = —dOv + 7(v,e2) e dfv = 0, entdo temos que

a(v,er) = —dOv+7(cos(p)er + sin(p)es, €2)
= 7({cos(p)e1,e2) + (sin(¢p)ea, £2))
= 7(cos(p)(e1,e2) + sin(p)(eq,e2))
= T7sin(¢p).

Como a(ey,e1) = —dbey e a(e1,e2) = —dbey + T logo,

cos(p)a(er, e1) + sin(p)a(er,e2) = cos(¢)(—dbey) + sin(¢p)(—dbey + T)
= —cos(@)dhe; — sin(¢)dbeqy + Tsin(p)
= 7sin(¢). (3)

De um modo semelhante, usando que d0(gradf) = |gradf|*, devemos ter

a(Ju,ey) = —di(Jv) + 1(Jv, &)

— —db( é:;’;l;) + 1 (—sin(p)er + cos(¢)es, £2)

= —|gradf| + Tcos(®).

e portanto de

Jv = —sin(p)e; + cos(d)ez
= a(Jv,e1) = —sin(@)aler, 1) + cos(@)a(ea, 1)
— —sin(p)a(er, e1) + cos(p)a(er,e2) = —|gradf| + Tcos(p).  (4)
Das equagoes (3) e (4), temos
cos(p)a(er,e1)  + sin(p)a(er, e2) = Tsin(¢)
—sin(p)a(er,e1) + cos(p)aler,ea) = —|gradf| + Tcos(0).
Supondo sin(¢) # 0, tem-se que
sin(¢)a(er,e0) = Tsin(¢) — cos(p)a(er,er)
— afoey = TPt
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e entao obleremos

—sin(¢)a(er, 1) + COS(¢)(TSin(¢) — cos(p)a(er, €1)

) = —l|gradf|+ Tcos(¢)

sin(6)
— —sin(¢)aler, 1) + Tcos(d) — ‘Zi g))a(el,gl) — —|gradé] + rcos(¢)
— —Sin(¢)a(61,€1)—%a(ghgl) = —|gradf|
:X_<sm2<¢>@<sbe;)i;gs?(d))a(el,a)) e
— aler,e1) = |gradf|sin(e).

Pelo da ltima equagao acima, lembrando que K., > 0, a(e,e1) # 0, entdo podemos
afirmar que |grad(6)| # 0.

Também temos que

cos(p)a(er,e1) + sin(p)a(er,e2) = Tsin(o)
= cos(¢)|gradf|sin(¢p) + sin(p)a(er,e2) = Tsin(p)

= a(e1,e2) = —|gradf|cos(¢) + T.

Para se obter a primeira equacao diferencial satisfeita por ¢, iremos calcular a(eg,v)
usando duas abordagens diferentes.

Por um lado, temos:
v = cos(@)er + sin(P)ea = a(eq,v) = cos(p)a(er, e2) + sin(P)a(ea, €2).

Denotando K, como a curvatura extrinseca de M, temos que

= afer,e1)a(eq, e2) — aler, e2)a(e, &)

Ke — det [Oé(€1,€1) 06(51,82)]

aleg,e1) afez, e2)

= afey,e1)a(ey, e9) — aler, g9)%

Dar,
K.+ a(er,e2)? aler,e)aler, e2) — afer, €2)* + aler, €2)?
aler, &) N a(er, )
_alen,er)aler, )
N a(er,e1)
= «feg,e9).
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Note que, do fato de que sin(¢p) # 0 e que a(e1,e1) # 0. Portanto,

aleq,v) = cos(P)aler,es) + sin(@)a(eq, e2)
Ke -+ @(51, 52)2

aler, e)

= a(eq,v) = cos(P)a(er,e) + sin(¢p)

K.+ (=|gradf|cos(¢) + 7)?
|gradf|sin(¢)

K. + (=|gradf|cos(¢) + 7)*
|gradf|sin(¢)

= a(eq,v) = cos(p)(—|gradb|cos(¢) + ) + sin(p)

= a(eg,v) = cos(¢)(—|gradb|cos(¢) + T) + sin(¢p)

Consequentemente,

K. + (—|gradf|cos(¢) + 7)* 5)
|gradd)|

Antes de continuarmos, vamos mostrar que dada conerdo w jd mencionada, a equagao

a(eg,v) = cos(¢p)(—|gradb|cos(p) + 1) +

abaizo € satisfeita

w12(X) = wi2(X) —dp(X), onde wa(X) = (Vxv, Jv).
De fato isso ocorre, pois
v = cos(p)ey + sin(p)es = Jv = —sin(p)e1 + cos(¢)es.
Por um lado,
wi2(X) = (Vxer,e) = —(Vxeg, 1) = —war(X)

por outro lado,

wi2(X) = (Vx(cos(p)er + sin(p)ea), —sin(p)er + cos(p)eq)
= (—sin(¢)dp(X)er + cos(¢)Vxer + cos(¢p)dp(X)ex + sin(p)V xea, —sin(p)e
+cos(p)ea)
= (sin(@)dp(X)e, sin(P)er) — {cos(9)Vxen, sin(¢)er) — (cos(9)dp(X)es, sin(d)er)
—(sin(@)V xea, sin(d)e1) — (sin(@p)dp(X)ey, cos(p)es)
+(cos(¢p)V xe1, cos(P)ea) + (cos(d)dd(X)eq, cos(d)ea) + (sin(p)V xea, cos(d)ea)
= sin?(¢)dp(X)(e1, 1) — cos(p)sin(9)(Vxer, e1) — cos(¢)sin(¢)dp(X)(e2, 1)
—5in?(¢)(Vxea, e1) — sin(¢)cos(¢)dd(X)(ey, e2) + cos*(¢)(Vxer, €2)
+c0s*(¢)dp(X ) (g2, €2) + sin(¢)cos(¢){V xea, £2)
= dO(X)(sin*(¢) + cos*(¢)) + sin*(¢)(V ey, e2) + cos*(¢)(Vxer, ea)
—cos(¢p)sin(p)(Vxer + aler, X)N, e1) + sin(¢)cos(¢)(Vxea + a(er, X)N, e3)
= do(X) + (Vxer,e2)(sin*(9) + cos?(9)) — cos(¢)sin(¢)((Vxer, 1)
+(a(er, X)N, e1)) + sin(@)cos(d) ({(Vxea, €2) + (e, X)N, £2))
= do(X) + (Vxer, ea) — cos(¢)sin(¢)(Vxer, e1) + sin(@)cos(¢)(V xea, €2).
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Lembrando que w;;(X) = (Vxei, €5), entdo wy(X) = (Vxei, €i). Dai, sendo
(ei,6) =1 = 0= X{(eg;,&;) = 2(Vxey,&;) = (Vxei,&;) =0,
ou seja, podemos afirmar que
wi2(X) = dp(X) + wi2(X) — cos(¢)sin(¢)wi1(X) + sin(@)cos(¢)waz(X) = dp(X) 4 wi2(X).
Considerando que wi2(X) = (Vxer, e2) € ainda que
a(X,e9) = cotg(Q)wia(X) — 7(e1, X) tem — se que a(v,e9) = cotg(0)wia(v) — 7(e1,v),
com 1sso tem-se,

a(v,e9) = cotg(0)(wia(v) — dov) — (g1, cos(p)er + sin(p)es)
s a(ves) = cotg(®)@ralv) — dbv) — rcos(d)  (6)

Igualando as equagdes (5) e (6), obtemos a equacao diferencial satisfeita por ¢ ao longo
das trajetorias de v. A saber:
K. + (=|gradf|cos(¢) + 7)?

cos(p)(—|gradb|cos(¢p) + T) + gradd] = cotg(0)(w12(v) — dpv) — Tcos(9)

0 que nos dd

K. + (—|gradf|cos(p) + 7)*
|gradd)|

cotg(p)wia(v) — cotg(Q)dov = Tcos(¢p) — cos(p)(—|gradf|cos(¢) + 7) +

o que implica em

K. + (—|gradf|cos(¢) + 7)?

~cotg(8)ddw = —cotg()ra(v) + reos(8) — cos(6) (~lgradd|cos(d) + 7) + g

obtendo a igualdade

cotg(f)dpv = cotg(0)wr2(v) — Tcos(p) + cos(¢)(—|gradf|cos(¢) + T)

1 2

|grad®| (K. + (—|gradf|cos(¢) + 7)7]

= dpv = wi12(v) — Tcos(P)tg(h) + cos(p)tg(0)(—|gradb|cos(¢) + T)
|gr<1zd0‘ ~tg(0) - [K. + (—|gradf|cos(¢) + T)?]

= dpv = D1a(v) +tg(0) - {—Tcos(p) + cos(¢p)[—|gradf|cos(p) + 7]

1
~ Tgradg) [Ke + (=lgrad8leos(@) +7)°1}.

Do mesmo modo temos

a(Jvu,e9) = a(—sin(p)e; + cos(p)eq, e9) = —sin(p)a(er, e2) + cos(p)a(ea, £2)
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e portanto,

K. + ale, e9)?
aler, e)
K. + (—|gradf|cos(¢) + 7)?
|gradf|sin(¢)
K. + (—|gradf|cos(p) + 7)*
|gradd)|

a(Jv,es) = —sin(¢)(—|gradf|cos(¢) + 7) + cos(p) -

= —sin(¢)(—|gradf|cos(p) + T) + cos(p) -

= —sin(p)(—|gradb|cos(¢p) + 7) + cotg() - (7)

A seguinte equacao também tem que:

como

a(X,e9) = cotg(0)wia(X) — 7(e1, X), e como wia(X) = w2(X) —do(X), we(X)=
(Vxv, Jv).

Teremos
a(Ju,ey) = cotg()wia(Jv) — 7(eq, Jv)

= cotg(0)(012(Jv) — dp(Jv)) — (€1, —sin(¢)e1 + cos(¢p)ea)

)
= cotg(0)(D12(Jv) — dp(Jv)) + Tsin(¢).  (8)

Agora, podemos iqualar as equagoes (7) e (8) para obtermos uma equagio diferencial sa-
tisfeita por ¢ ao longo da trajetoria de Jv.
Assim, teremos

_sin(6)(~|grad(8)|cos(@) + ) + cotg(g) - et lgraddleosO) TIN5 ()

|grado)]
—d¢(Jv)) + Tsin(9)
o que 1mplica
—cotg(0)de(Jv) = —cotg(0)rz(Jv) — Tsin(¢) — sin(¢)(—|grad(0)|cos(d) + 7)
teotg(e) - Bet (—\ngfjcllceTs(qs) )

consequentemente,

do(Jv) = wia(Jv) + tg(0){sin(o)(—|gradb|cos(¢) + T) + Tsin(p)

K. + (—|grad(0)|cos(¢) + 7)*
~eotg(9): grad(0) ;

Portanto, se duas imersoes isométricas convexras tém a mesma curvatura extrinseca, a
mesma funcdo 0 e a mesma funcdo ¢ num ponto, pelo Teorema da Unicidade de EDQ’s,

entao elas tém a mesma funcao ¢ em uma vizinhanca desse ponto.
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Para completar a prova do Teorema 2.1 faremos as seguintes

Observagao 2.4. Da equagio de Gauss K = K, + 7% + (k — 47%)sin*(0), o conjunto de

possibilidades de 0 € discreto e, portanto, 0 € constante ao longo da deformacao.

Observacao 2.5. Como o conjunto dos pontos critios da funcao 0 consiste de dois pontos,
existe um ponto p € M quando df # 0 e a curvatura média é preservada ao longo da
deformagao. Em uma vizinhanga desse ponto o referencial mdvel especial {e1(t),e2(t)} €

definido por cada valor de t da deformacdo, bem como as fungoes ¢;.

Observacao 2.6. Nesta observacao serao descritas algumas relagoes que hd entre a curva-
tura H a funcao ¢ e a sequnda forma fundamental.

Dai, sendo

1
H(p) = - > alej.e)
j=1
quando n = 1,2, teremos
1
H(p) = 5[0[(61’ 61) + 04(62762” — 2H = 05(51751) + O{(52, 62) = @(52, 52) =

2H—a(81,61) (*)

Por outro lado, sabemos que

K.+ 04(51,52)2

— K, = 7 : _ L£5)?
06(81,61) 05(51 81)05(52 €2> 06(81 52) (**)

a(eg, e2) =
De (%) e (xx) vem que
a(er,e1){2H — a(er,e1)} — aley, 6)* = K.
Desde que

a(e(t), e1(t)) = |grad(6)]sin(¢:)

ale(t),e2(t)) = —lgrad(9)|cos(dr) + 7,

obtemos
|grad(9)|sin(¢:){2H — |grad(0)|sin(¢:)} — (—|grad(9)|cos(¢;) +7)° — K. =0

0 que nos dd

lgrad(9)|sin(é){2H — |grad(0)|sin(é,)} — (lgrad(0)|*cos*(¢r) —
—27|grad(0)|cos(¢y) + ) — K. = 0
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€ assim

2H |grad(9)|sin(¢,) — |grad(0)|*sin*(¢,) — |grad(8)|*cos(¢y) +
+27|grad(0)|cos(¢;) — > — K, = 0

o que implica em

2H |grad(0)|sin(¢,) + 27|grad(0)|cos(¢;) — |grad(0)|*(sin®(¢;) + cos®(¢y)) — 1> — K, = 0
2H |grad(0)|sin(¢;) + 27|grad(8)|cos(¢y) — |grad(0)|* — 7° — K, = 0.

Tomando A = 2H|grad()|; B = +27|grad(0)| e C = —(|grad(0)]*+72+K.) obteremos
Asin(¢y) + Beos(¢y) + C =0

que gera uma equacao polinomial quadrdtica. Assim, temos

Asin(¢y) + Beos(¢r) = 0

Asin(¢y) = —Bcos(¢y) —C
sin(¢y) = _Bcosfft)_c (I)

Por outro lado

sin?(¢y) + cos*(¢y) = 1
sin®(¢;) = 1— cos(¢y)
sin(¢r) = E£/1—cos®(¢r) (1)

De (I) e (II) podemos afirmar que

_Bcosfft) -¢ /1= cos(dy)
B2cos?(¢y) + Z;Ccos(cﬁt) + C? — 1 cos?(d)
B?cos®(¢y) + 2BCcos(¢;) + C* = A? — A’cos*(¢y)
B?cos®(¢y) + Acos*(¢;) + 2BCcos(¢;) + C* — A = 0
cos®(¢;)(A? + B?) + 2BCcos(¢;) + C* — A* = 0 (I1])

Portanto a equagao polinomial quadrdtica (I11), possui no mdzimo duas raizes, a menos
que todos os coeficientes sejam zero, neste caso, A= B =C = 0.

Portanto ¢ ¢ constante ao longo da deformagao no ponto p.

Consequentemente ¢ € constante ao longo da deformacao numa vizinhanga de p. Desde
que ¢ seja preservado, temos que a sequnda forma fundamental € preservada e em particular

H ¢ preservada.
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Sejam py e pe pontos de M onde df =0 e seja U = M — {p1,p2}.

Como M ¢é um conjunto conerxo, entao U também é um conjunto conexo.

Seja X ={p € U : Hy(p) = Ho(p) e ¢:(p) = ¢o(p)}, onde Hy € a curvatura de f e ¢y € a
funcdo ¢ correspondente a f.

Como foi observado acima, X é um conjunto aberto de U. Por outro lado, o conjunto X
é fechado ja que é intersecao de conjuntos fechados de U. A partir da hipdtese do Teorema
2.1 e a observacao acima, p € X e, assim, X = U. Consequentemente, todas as imersoes f;
da deformacao, tem a mesma funcao 6, e a mesma segunda forma fundamental e a mesma
dire¢do horizontal em X. Assim, elas sdo iguais a f até a alguma isometria de E(x, 7). Esta

conclusao pode ser estendida claramente a M. [ |
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