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RESUMO

METODO DE PONTO PROXIMAL PARA PROBLEMAS DE
EQUILIBRIO EM ESPACOS DE HILBERT

Nesta dissertacao, apresentamos um método de ponto proximal para resolugao de problemas
de equilibrio em espagos de Hilbert proposto por Alfredo Iusem e Wilfredo Sosa em [1]. Ana-
lisamos a convergéncia deste método para solugoes de problemas de equilibrio. Verificamos
que a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal cléssico e a sequéncia gerada pelo
método de ponto proximal para problemas de equilibrio coincidem. Esses resultados foram
obtidos usando variagdes de monotonicidade sobre a fun¢ao que define o problema de equi-
librio. Uma analise final é feita sobre o enfraquecimento das hipoteses assumidas pela funcao.

Palavras-chave: problema de equilibrio, método de ponto proximal, reformucao de proble-
mas de equilibrio.



ABSTRACT

PROXIMAL POINT METHOD FOR EQUILIBRIUM
PROBLEMS IN HILBERT SPACES

In this dissertation, we present a proximal point method for solving problems balance in
Hilbert spaces proposed by Alfredo Tusem and Wilfredo Sosa in [1]. We analyzed the con-
vergence of this mehtod for troubleshooting balance. We verified the sequence generated by
the method of classical proximal point and generated sequence the proximal point method
to balance problems are the same. These results were obtained using variations of monoto-
nicity of the function that defines the balance problem. In the final analysis is made on the
weakening of the hypothesis assumed by function.

Keywords: equilibrium problem, proximal point method, reformulation of equilibrium pro-
blems.
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PDV(F, K)

S(F, K)

f

PE(f, K)
PE(f, K)
S(f, K)
SU(f,K)
(MPP)
(MPPOMM)
(MPPPE)

Espaco de Hilbert.

Conjunto dos nimeros reais nao-negativos.

Produto interno de H.

Norma euclidiana de R™.

Subdiferencial da func¢ao f no ponto x.

Cone das dire¢oes normais no ponto x.

Conjunto das partes de H.

Distancia de Bregman com respeito a funcao g.

Problema de Desigualdade Variacional definido por um operador F
sobre um subconjunto K de H.

Conjunto de solugoes do problema PDV(F, K).

Regularizagao da bifuncao f: K x K — R .

Problema de equilibrio definido sobre a funcao f em K .
Problema de equilibrio definido sobre a funcao fem K .
Conjunto de solugdes do problema PE(f, K).

Conjunto de solugdes do dual do problema PE(f, K).

Método de Ponto Proximal.

Método de Ponto Proximal para Operador Monétono Maximal.

Método de Ponto Proximal para Problema de Equilibrio.



Introducao

O problema de equilibrio classico tem sido muito estudado nos ultimos anos por conter
como exemplos particulares, alguns problemas de grande interesse na otimizacao. Nesta
dissertacdo apresentamos o problema de equilibrio proposto por Bluem e Oettli em [10] e
comentamos de forma superficial alguns de seus exemplos como, o problema de minimizagao
convexa, o problema de complementariedade e o problema de desigualdade variacional.

Nosso objetivo é analisar um método de ponto proximal para resolver problemas de equi-
librio proposto por Alfredo Tusem e Wilfredo Sosa. Durante a analise deste método, vamos
trabalhar com uma regularizacao para a bifuncao f : K x K — R. Com essa regularizacao
vamos obter um novo problema de equilibrio ao qual denotamos por PE (f, K) e explorar
alguns resultados que garantam solucao para PE (f, K). No decorrer desta dissertagao, serao
necessarias algumas variagoes da monotonicidade da f, tratamos também de forma superfi-
cial o problema de viabilidade convexa que é usado quando definimos o dual de um problema
de equilibrio. A definicao do problema dual de um problema de equilibrio ¢ muito explorada
durante o trabalho pois, sobre algumas hipoteses, o conjunto solucao de PE(f, K) é igual
ao conjunto solugao do problema de equilibrio.

No capitulo 1, comegamos com a apresentagao dos elementos necessarios a construgao
desta dissertagao. Apresentamos alguns conceitos de espagos vetoriais arbitréarios, fazemos
um estudo sobre alguns resultados referentes a espagos de Hilbert, discutimos conceitos e
alguns resultados sobre conjuntos convexos e func¢oes convexas, definimos operador monotono
maximal e por fim definimos o subdiferencial de uma funcao convexa.

No capitulo 2, definimos o problema de equilibrio e apresentamos como exemplos o pro-
blema de minimizacao convexa, problema de desigualdade variacional e o problema de com-
plementariedade. Verificamos resultados de existéncia de solucao e definimos uma regulari-
zagao para o problema de equilibrio

No capitulo 3, iniciamos apresentando o método de ponto proximal, método de ponto
proximal para um operador monétono maximal. Verificamos um resultado que garante con-
vergéncia fraca deste método para um zero do operador monétono maximal tratado. Também
é definido um método de ponto proximal para problemas de equilibrio e garantido a conver-
géncia fraca deste método. Concluimos o capitulo 3 apresentando uma reformulacao para
o problema de equilibrio em termos de um operador obtido a partir do subdiferencial da

funcao e discutimos os beneficios em definir o problema de equilibrio como um operador.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos essenciais para o desenvolvimento desta dissertagao.
No decorrer das se¢oes destacamos resultados relacionados a existéncia de solugoes, conjuntos
convexos, fun¢des convexas e uma breve teoria de anélise funcional em particular, os espagos
de Hilbert, definimos alguns conceitos sobre fun¢ao ponto-conjunto e tratamos o método de

ponto proximal para operador monétono maximal.

1.1 Elementos de Topologia

Inicialmente, destacamos alguns conceitos topoldgicos fundamentais ao desenvolvimento
deste trabalho, algumas demonstracoes porém, nao sao feitas detalhadamente pois fogem do

nosso objetivo central.

Seja X um conjunto nao vazio, denotamos por (X ) o conjunto das partes de X.

Defini¢ao 1.1 ([11],p.63). Uma topologia sobre X é uma familia, o0 C P(X), de subcon-
Juntos de X, tal que:

1. O e X pertencem a o;

2. Se Ay, ..., A, pertencem a o entao UA" €o;
i=1

3. Dada uma familia (Ax)aer, com Ay € o para cada X\ € L tem-se
m A)\ € o.

O conjunto X munido de uma topologia o passa a ser um espaco topoldgico e é denotado
pelo par (X, o) onde cada elemento de ¢ é dito um aberto da topologia. Outra defini¢ao que
¢ de suma importancia para garantir solucao para o problema de equilibrio ¢ a definicao de

espago topoldgico de Hausdorff.



1.1. Elementos de Topologia 2

Definigao 1.2 ([11],p.65). Um espago topoldgico (X, o) chama-se um espago de Hausdorff
quando, dados dois pontos arbitrdrios distintos x,y em X, existem abertos A,B C X da
topologia o tais que x € A, y€ B e ANB = (.

Figura 1.1: Espa¢o de Hausdorff X.

Exemplo 1.1. Cada espago topoldgico discreto € um espago de Hausdorff. Lembrando que
espacos topologicos discretos sao aqueles em que todos 0s seus pontos sao isolados, o que faz

com que esses espacos sejam de Hausdorff.

Exemplo 1.2. Qualquer espagco métrico € um espaco de Hausdorff. A verificacao de que todo
espaco métrico € Hausdorff € feita por absurdo. Tome X um espago métrico com métrica d.
Para z,y € X distintos, tomando r = d(x,y) > 0 e considerando os abertos A, = By(z,7/3)

onde

By(z,r/3) ={z € X;d(z,z) <r/3}

e Ay, = Bqy(y,r/3). Vamos supor por absurdo que exista z € A, N A,, entao d(z,x) <r/3 e
d(z,y) <r/3. Pela desigualdade triangular

r=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <2r/3

Absurdo, logo A, N A, = 0.

Exemplo 1.3. SejaF um corpo de escalares. Os espagos vetoriais (X, 4+, ) com as operagoes
usuais de soma e multiplicacao por escalar sobre F sao exemplos de espaco de Hausdorff

considerando a topologia mais fina onde todo elemento é um aberto da topologia.

Defini¢ao 1.3 ([15],p.2). Seja F um corpo de escalares. Uma norma num espago vetorial

(X, 4+,-) € uma aplicagao || - || : X — R que satisfaz as sequintes propriedades:
(2) ||€]] = 0 para todo £ € X, e ||E|| =0 <= £ =0.
(17) ||a&|l = |all|€]], para todo & € X e qualquer o € F.

(@i) 1§ +nll < Il + llnll, para todos & n € X

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Elementos de analise funcional 3

Defini¢ao 1.4 (|15],p.2). Um espago normado é um par (X,|| - ||) onde X é um espago

vetorial e || - || uma norma em X.

Definicao 1.5. Dado n € N o conjunto de todas as n-uplas de niumeros reais com as

operagoes usuais € um espago vetorial denotado por R" = {(z1,....,xn);x; € R i =1,...,n}.

Exemplo 1.4. Sao exemplos de espagcos normados o conjunto R™ munido da norma eucli-

diana

loll = /2 + 23 + .. + 22

e o conjunto das fungoes reais g continuas definidas em [0, 1] munido da norma do supremo.

9]l = sup |g()]
z€[0,1]

Definigao 1.6 ([15],p.3). Um espaco normado que é completo com a métrica induzida pela

norma € chamado de espaco de Banach.

Exemplo 1.5. Os espacos R e R, ambos munidos de suas operacoes soma e produto por
escalar usuais, o espago B(X,R) das fungoes reais limitadas f : X — R definidas num
congunto qualquer X munido de duas operagoes: a soma e o produto por escalar A\ € R

USUALS.

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
(Af)(x) = Af(x)

sao exemplos de espacos de Banach.

1.2 Elementos de analise funcional

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos de analise funcional, dentre eles o conceito de
espaco de Hilbert. No decorrer do trabalho assumimos que todo espaco de Hilbert é denotado
por H salvo mencao contraria, os espacos de Hilbert formam a classe mais importante de

espagos de Banach. A seguir definimos o conceito de produto interno.

Defini¢ao 1.7 ([15]|,p.122). Seja X um espago vetorial sobre um corpo de escalares F. Um
produto interno no espago vetorial X € um funcional (§,m) — (£,n), de X x X — F, de

maneira que para quaisquer £,1n,( € X e a € F tem-se:

(1) (@€ +n,¢) = a (& C) +(n,);

(i) (€, m) = (n,6);

(1i1) (£,€) >0 e (£,&) =0 se, e somente se, £ = 0.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Elementos de analise funcional 4

Onde & denota o complexo conjugado do escalar c.

Definigao 1.8 ([15],p.125). Um espago de Hilbert munido de um produto interno é um

espaco de Banach cuja norma € induzida pelo produto interno.

Exemplo 1.6. Sao exemplos de espacos de Hilbert: O R™ munido da norma Euclidiana e o

espago das fungoes continuas reais definidas no intervalo [0,1] com a norma do supremo.

Proposigao 1.1 ([15],p.124). Se (X, (-,-)) € um espago vetorial com produto interno. Entdo
para todos £,m € X valem:

(1) A desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(& m) [ < [I€IHIm]

a igualdade ocorre se, e somente se, {&,n} € linearmente dependente;
(it) A desigualdade triangular: ||& + || < |€]| + [In]]-

Demonstragao. (i) Se (£,n) = 0 é imediato. Se (§,n) # 0, entdo n # 0 e para t € F tem-se

0 < (€ —tn, & —tn) = ||E|I" — (& m) — (& m) + [t |In])”

(n,€)
e vem aue 0 < [l — [¢€m) /llml* e, portanto, lE[Plinl* =
(&, n) |2’ com a igualdade ocorrendo se, e somente se, existir t € F com £ —tn = 0, ou

seja, & = tn).

Escolhendo t =

(77) Usando o item (i) obtemos:

IEI1P + (€ m) + (0.€) + Inl®
IEIP + 2 (€, m) |+ Inll* < 1117+ 201N Imll + lInll?
(el + Nl

1€ + nll*

IA

e a desigualdade triangular esta demonstrada.
[ |

Definigao 1.9 ([6],p.10). A sequéncia {z*} C H converge fracamente para x € H (z* — x)
quando k — oo se:
= lim (2" — H.
0 Jim <x x,y> Yy €

Definigao 1.10 (|6],p.10). A sequéncia {z*} C H converge fortemente para x € H (2% — )
quando k — oo se:

0= lim ||z* — :1:||2 = lim (2" —z,2" —2).
k—o0 k—o0

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Elementos de analise funcional 5

Observacao 1.1. Convergéncia forte implica em convergéncia fraca. De fato, dado € > 0,
sejak > ng comng €N ey € K tal que ||2* —z|| < ﬁ Entao, por Cauchy-Schwartz temos
que

[(a* =z y) | < lz* —zflllyl <e ¥V k=no

Assim, convergéncia forte implica em convergéncia fraca.

A reciproca desse resultado nao é verdade como vemos no exemplo a seguir.

Vamos tomar o conjunto ly = {{xn}, in < oo} com (x,y) = Zaznyn Tome {e*} C
n=1 n=1

Iy com ef = b, onde &y, ¢ o Delta de Kronecker. Entao ek — 0 pois

[e.e]

Usando que Zyﬁ = 0. Note que ||e*|| = 1 para todo k e (e*,e7) =0, ||e* — €7|| = V/2 para
k=1

todo j # k. Dessa forma, convergéncia fraca nao implica em convergéncia forte.

Com base na definicao de convergéncia fraca, diremos que um conjunto é fracamente
fechado se todas as suas sequéncias fracamente convergentes, convergem fracamente para

um ponto desse conjunto.

Teorema 1.1. (Bourbaki-Alaoglu). Se {x*} C H ¢é uma sequéncia limitada, entio {x*}

possui uma subsequéncia que converge fracamente.
Demonstragao. Ver: [3] [ |

A seguir enunciamos os Teoremas de Hanh-Banach, primeira e segunda versao geomé-
trica, esses teoremas sao de grande importancia para a anélise funcional e tratam de condi-
¢oes suficientes para separar conjuntos convexos, eles serao utilizados em demonstragoes de
outros resultados necessarios para o desenvolvimento dessa dissertagao. Suas demonstragoes

nao serao realizadas pois fogem do nosso objetivo central porém, sao referenciadas.

Teorema 1.2. (Hahn-Banach, primeira versao geométrica) Sejam E um espago vetorial
normado A, B C E subconjuntos ndo vazios, convexos tais que AN B = (). Assuma que um

deles € aberto. Entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido amplo.
Demonstragao. Ver: |3] [ |

O préximo teorema é conhecido como segunda versao geométrica do Teorema de Hahn-

Banach e ¢ muito 1til na demonstragao de alguns resultados.

Teorema 1.3. Seja E um espago vetorial normado e sejam A, B C E dois conjuntos con-
vexos, nao vazios e disjuntos. Suponha que A seja fechado e que B seja compacto. Entao

existe um hiperplano que separa estritamente A e B.

Demonstragao. Ver:|3] [ |

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Elementos de analise funcional 6

Figura 1.2: Teorema de Hahn - Banach.

Proposicao 1.2 ([3]). Um espago vetorial normado X sob a topologia fraca é um espago de
Hausdorff.

Demonstragao. Se x,y € X com x # y temos pelo Teorema de Hahn - Banach que existe
f € X* tal que f(z —y) = ||z — y||. Em particular, f(z) # f(y) e se « € R ¢ tal que
f(x) < a < f(y), entao os abertos f~((—o0,a)) e f~!((a,0)) separam z e y. [ ]

Definicao 1.11 ([3|). Diremos que um espago de Banach E € reflexivo se E** = E.

Teorema 1.4. Todo espaco de Hilbert é Reflexivo.

Demonstragao. Ver: [15] [ |
A seguir apresentamos o conceito de fungao ponto a conjunto.

Definigao 1.12 ([1]). Uma fung¢ao ponto a conjunto é uma fun¢ao T' que tem como dominio
um conjunto nao vazio X, como contradominio o conjunto de partes de um conjunto nao

vazio Y, que representamos por P(Y), que associa a cada x € X o subconjunto T'(x) em

2(Y).

As fun¢oes ponto - conjunto também sao chamadas de multifungoes, fungdes de multiplos

valores, fungoes valor-conjunto, fung¢oes multivocas e correspondéncias.

Defini¢ao 1.13 ([1]). Definimos o dominio, a imagem e o grdfico de uma fun¢ao ponto a
congunto T : X — P(Y') por:

a) Dom(T) ={z € X;T(x) # 0};

b) Im(T) = | J T(x);

zeX

c) Gr(T) ={(z,y) e X xY;y e T(x)}.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.3. Conjuntos e fungoes convexas 7

Definicao 1.14 ([1]). Seja T : H — ZP(H). Definimos a inversa de T como

TV 2H) — H
r — T (z)
Definicao 1.15 ([1]). Seja T': H — Z(H).
(i) Diremos que T € sobrejetora se, para todo y € H existir x € H tal que y € T(x).
(it) Diremos que T € injetora se, para todo x,y € H com x #y tem-se T'(x) N T(y) = 0.

Exemplo 1.7. Sejam X =R, A= (0,3] e G: A — P(H) dada por

Glx) = l,a+1] sel<a<3
(0,2] se<a<l

R

Figura 1.3: Grdfico da fung¢do G.

1.3 Conjuntos e funcoes convexas

Nessa secao estudamos conjuntos e fungoes com uma propriedade de grande interesse a
convexidade. A hipétese de convexidade é muito forte e ocasiona grandes propriedades tanto

sobre o conjunto quanto sobre a funcao que a possuem.
Definig¢ao 1.16 (|12], p.101). Um conjunto K C H € dito convezo se, para quaisquer (x,y) €
KxK eaec(0,1), tem-se que ax + (1 — a)y € K.

Exemplo 1.8 ([12], p.101). Toda bola B C R™ é conveza. De fato, seja B = B(a;r) a bola
de centro a e raior > 0. Sex,y € B entdo |v—a| < r e |y—a| < r. Para qualquert € (0,1),

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.3. Conjuntos e fungoes convexas 8

[~

Figura 1.5: Conjunto ndo con-
Figura 1.4: Conjunto convexo vexo

temos:

(1=t tty—a = |(1-)(-a)+t(y - a)
< (-tz—al+ily—al <r.

Um exemplo de conjunto nao convexo é X = R™ — {0}. Tem-se ¢; € X, —e; € X mas
0 € [—e1, €]

Teorema 1.5. Seja H um espaco de Hilbert e K C H convexo e fechado. Para v € K, se
para algum y, € K tem-se |y, — x| < |y — x| para todo y € K, entao

(T — Yo, ¥y — Y) <0

para todo y € K.

Demonstragao. Tome y arbitrario em K de modo que y, + a(y — y,) € K, para todo

a € (0,1). Entao podemos escrever

OSny—l‘HQ < ||ym+04(y_yz)_x”2
2
= (e —2) +aly — va) |l

= |y — 2)* + 20 (yo — 2,y — yu) + 2|ly — va)?

Entao,

1
0 S a <yx — I,y — yz> + 5062Hy - ywHQ
Dividindo a desigualdade acima por o > 0 e tomando o limite quando o — 0 obtemos,
(T = Yo,y —¥2) <0
|

Teorema 1.6. Erxiste um tnico ponto y, € K tal que ||y, — z|| < ||y — x|, para todo y € K.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.3. Conjuntos e fungoes convexas 9

Demonstrag¢ao. Suponha que existam y, € K e 3, € K tais que
1Yo — 2l < lly — =l e [|§e — ]| < [ly — =]
para todo y € K. Em particular vale que

Somando as duas desigualdades acima obtemos

LOgO, Yz = Yz- |

Denotamos por Py (z) o tnico ponto dado pelo teorema anterior que é chamado projegao

de x sobre o convexo K.

Defini¢ao 1.17 ([17],p.73). Sejam K C H um conjunto convezo e & € K. O cone normal

no ponto T em relagao ao conjunto K € dado por
Nk(z) ={ve H;{v,y—) <0,Vy € K}.

Teorema 1.7 ([3|,p.60). Seja K um subconjunto convexo de H. Entao K € fracamente

fechado se, e somente se, é fortemente fechado.

Demonstrag¢ao. Suponha K fracamente fechado, logo K¢ é fracamente aberto. Como os
abertos da topologia fraca sao abertos da topologia forte, K¢ é fortemente aberto, logo
K ¢é fortemente fechado. Por outro lado, se K é fortemente fechado o seu complementar é
fracamente aberto. Para isso, seja o &€ K pelo Teorema de Hahn - Banach versao geométrica
existe um hiperplano fechado que separa x, estritamente de K. Assim, seja f = « esse

hiperplano.
flxo) < a < f(x)

para todo * € K. Seja U = f1((—o00,a)) = ¢]?1((—oo,a)) onde ¢f : K — R ¢é dada
por ¢s(z) = f(z) e a topologia fraca em X é a menos fina que torna todas as aplicagoes
{¢} continuas. Como na topologia fraca ¢, é continua e (—oo, ) é aberto em R temos que
¢~ ((—o0,)) é um aberto na topologia fraca e o € U C K°. Logo, xy ¢ um ponto interior
a K° o que implica em K¢ ser fracamente aberto.

Portanto, K é fracamente fechado.
[ |

Teorema 1.8 (|3],p.71). Seja H um espag¢o de Hilbert. Seja K C H limitado, fechado e

convexo em H. Entao K € compacto na topologia fraca.
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Demonstracao. K é fechado na topologia fraca pelo teorema anterior. Por outro lado existe
uma constante m tal que K C mBpg observe que mBg é compacto na topologia fraca. Um
subconjunto fechado de um compacto é compacto, segue que K é compacto na topologia

fraca. [ |

Definigao 1.18 ([1], p.38). Seja K um subconjunto de um espago vetorial H, a envoltoria
convezra de K ,denotada por convK, é a intersecao de todos os subconjuntos convexos que

contém K.

Teorema 1.9. A envoltoria convexa do subconjunto K de um espaco vetorial H consiste de

n
todos os vetores da forma cixy + ...+ apx, onde x; € K a; > 0 com Zoz,- =1 para todo
i=1

1=1,...,n
Demonstragao. Seja A o conjunto de todos os vetores da forma dada na afirmacao do teo-
rema. Logo A é convexo e isto segue da propria definicao de conjunto convexo. Além disso,
A C K pois para todo z; € A, x; € K. Segue entao que convA C K.
Por outro lado, qualquer conjunto convexo que contém A contém K. Em particular,
convA O K. Portanto, convA = K.
[ ]

Definigao 1.19 ([17], p.74). Seja H um espago de Hilbert e K C H convexo. Diremos que
a fungao f: K — RU{oo} € conveza se, para todo x,y € K et € [0, 1] tivermos

[tz + (1 =t)y) <if(x)+ (1 —1)f(y). (1.1)

O Dominio efetivo da f é o conjunto D(f) = {zx € H; f(x) < oo}.

A &
tfix)+ (1= 0)fiy)
fy)
fix)
3
0 X tx+{I=-t)y ¥ [ >
Figura 1.6: Fungdo conveza. Figura 1.7: Funcdo nao conveza.

Exemplo 1.9. Qualquer semi-espago em R", i.e., um conjunto {x € R"|{(a,z) < ¢}, onde

a €R"eceR € convexo em R".
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1.3. Conjuntos e fungoes convexas 11

Exemplo 1.10. A funcdo g : [—1,1] — R dada por g(z) = |x| é convexza. Com efeito, para
todo (z,y) € [-1,1] x [-1,1] e a € [0, 1], tem-se

glaz + (1 —ay)) = laz + (1 — a)y| < [allz| +[1 = afly| = ag(z) + (1 = a)g(y).

A definigao a seguir sera ttil para os resultados apresentados no capitulo 3.

Defini¢ao 1.20 ([17], p.28). Seja K C H convexo a fungdo dk : K — R definida por:

5rc(2) 0 sex e K
€Tr) =
" +oo sex ¢ K

¢ chamada funcao indicadora de K.

Um resultado interessante a respeito da funcao indicadora é o fato de seu subdiferencial

ser o cone normal definido anteriormente nesta se¢ao . De fato, seja v € 00k () entao
(i) Se x ¢ K entao dx(x) = +oo dai dx(y) > +oo Yy € K absurdo. Logo, dd (z) = 0.

(17) Se x € K entao dx(x) = 0 assim,
ox(y) = (v,y—x) Vy€H.

Do caso (it) ainda podemos obter duas situagoes:
1) Sey ¢ K entao (v,y —x) < 4o0.
2) Se y € K entao dx(y) = 0 logo, (v,y —x) < 0.

Assim, podemos definir o subdiferencial da funcao indicadora como sendo

ve Hy(v,y—x) <0 VyeK sexzekK
8(5K(x):{® sex ¢ K

Teorema 1.10 (Desigualdade de Jensen). Sejam K C H convezo, f : K — R uma fun¢ao

conveza. Para qualquer cole¢ao {x1,... ,x,} de pontos em K e qualquer cole¢io de nimeros
n

{ag,...,an} coma; >0Vi=1,...,n eZaizl, tem-se
i=1

n

f(Z ;) <) aif(x)

i=1

Demonstracao. A prova sera feita por inducao sobre n. Para n = 2 o resultado é trivial

e segue da definicao de funcao convexa. Suponha que seja verdade para n = k, entao

k k k
f(z ;) < Z a; f(x;) onde Z a; € (0,1). Verificamos agora, paran = k+1, se ag1 = 1
i=1 i=1 i=1
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N " —1
entao a; = 0,...,a; = 0 e segue o resultado. Caso contrario, tome t = ——— = E 8iT;

Q;
onde §; = ——— .
1 — g
k
Temos que s; € (0,1) e Zsi = 1. Logo y € K, assim
i=1
k+1

f(Z ;i) < f((1— )t + appizrrn) < (1 — apqn) f(E) + argr f(Th41)

Assim,
f(t) = flsixi+ -+ spxg) < sif(an) +-o0 + s f ()
(0%} (073
< '
- 11— Oék+1f(x1) A 1 - 04k+1f(xk)
Logo,

k+1
FOQaim) < (1= ag)sif(an) + -+ (1= apr)sif (@r) + appn f(@r41)
=1

k+1

< g f(wy) 4+ anf(or) + ar f(opg) = Zocif(:vi).

A seguir apresentamos uma definicdo que enfraquece a definicdo de continuidade mas,
ainda sim, garante bons resultados quanto a existéncia de minimizador para uma fungao

convexa.

Definigao 1.21 ([3], p.13). Uma funcdo f : H — RU{oo} € dita semicontinua inferiormente

k

no ponto T € H, quando para qualquer sequéncia {z*} C H tal que klim x' =17, tem-se
—00

liminf f(z*) > f(Z).

k—o00

Nas mesmas condigoes, f € dita semicontinua superiormente em T € H quando

lim sup f(a*) < f(@).
k—o0
A fungao f € semicontinua inferiormente(superiormente) no conjunto H, quando ela é se-

micontinua inferiormente(superiormente) em todos os pontos de H.

Convém observar que se f é uma fungao continua em H, entao f é semicontinua superi-
ormente e inferiormente em H. Apenas a condi¢ao de ser semicontinua inferior ou superior

nao garante que f seja continua, de fato, isto ocorre no seguinte exemplo.
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1.4. Subdiferencial de uma fungao convexa 13

Exemplo 1.11. Considere a funcao g: R — R definida por:

g(x):{l sex >0

-1 sex <0

Vemos que g é semicontinua superiormente em x = 0, porém g nao € continua neste ponto.
Agora enfraquecemos ainda mais a nocao de continuidade através da seguinte definicao:

Definicao 1.22 ([17]). Uma funcao f : H — R U {oo} € dita fracamente semicontinua
inferiormente no ponto T € H, quando para qualquer sequéncia {Ik} C H tal que 2% — z,

tem-se
liminf f(z*) > f(7).

k—o0
Uma fungio f: H — RU{oco} € dita fracamente semicontinua superiormente no ponto

T € H, quando para qualquer sequéncia {x*} C H tal que x* — x, tem-se

limsup f(z*) < (7).
k—o00
Teorema 1.11. Assuma que f: H — R U {oo} € conveza e semicontinua inferiormente.

Entao f € fracamente semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Para cada A € R o conjunto A = {x € H; f(x) < A} é convexo e fechado na
topologia forte. Pelo Teorema 1.7 A é fechado na topologia fraca e portanto, f é fracamente

semicontinua inferiormente. [ |

Teorema 1.12. Seja H um espaco de Hilbert e K C H nao vazio, fechado e convexo. Seja
f: K = RU{oco} uma fungao convera e semicontinua inferiormente tal que f # +oo e

| lﬁm f(z) = +o0 para x € K. Entao [ atinge o minimo em K, isto €, existe algum xq € K
|| —00

tal que f(xo) = m}}n I

Demonstragio. Fixe a € K tal que f(a) < 400 e considere K = {x € K; f(z) < f(a)}, K &
fechado, convexo e limitado, pelo Teorema 1.8 K ¢ compacto na topologia fraca. Por outro
lado f é fracamente semicontinua inferiormente. Entao f atinge minimo em K, isto é, existe
zo € K tal que:

fleo) < flz) Vae K

. Se x nao pertence a K temos
f(x) > f(a)

Entao, f(zo) < f(z) para todo x € K. [ |

1.4 Subdiferencial de uma funcao convexa

A seguir apresentamos um conceito muito importante que estende a nocao de diferen-

ciabilidade, o subdiferencial de uma funcao. Em nosso trabalho estamos interessados no
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1.4. Subdiferencial de uma fungao convexa 14

subdiferencial de func¢oes convexas, também é possivel defini-lo para funcoes quaisquer po-

rém as propriedades fortes sao obtidas partindo da hipdtese de a fungao ser convexa.

Defini¢ao 1.23 ([17]). Seja H um espago de Hilbert, diremos que uma fun¢ao f : H — R

é subdiferencidvel em u se existir u* € H* tal que
f(v) > f(u)+ (u*,v—u)Vu e H

u* € dito subgradiente de f em u e o conjunto dos subgradientes de f em u € chamado

subdiferencial de f em u, sendo denotado por Of(u).

Figura 1.8: Subgradientes de uma funcao f.

Exemplo 1.12. Seja f: R — R tal que f(x) = |x|, vamos verificar quem é o subdiferencial
de f emx =0. A fungio [ é naturalmente convexa, para v # 0 e f é diferencidvel em x
com derivadas 1 para x > 0 e —1 para x < 0. Para x = 0 a funcao f nao € diferencidvel,

entretanto deve haver subgradientes uma vez que 0 pertence ao dominio da f. De fato,

{1}  sex >0
dz| =< {1} sex<0
[—1,1] sex=0

Teorema 1.13. Sejam f e g funcgoes convexas, semicontinuas inferiormente e proprias em
H tais que int(D(f) N D(g)) # 0. Entao

of+g)=0f +0g

Demonstragao. A inclusdo df +0g C O(f+g) é imediata, entao basta provar que 9(f+g) C
Of+0g. Sejaxy € D(Of)ND(9g) e w € A(f+g)(xy) um ponto arbitrario porém fixo. Vamos
mostrar que w = w; + wq, onde wy € Jf(xg) e wy € Ag(xp). Sem perda de generalidade

podemos assumir que zo = 0, w = 0, f(0) = g(0) = 0. Podemos conseguir isso substituindo
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fz) =1l o1 ()

-2

-1

Figura 1.9: Grdfico e subgradientes da fun¢dao modular.

fegporz — flx+xg)— f(xg) —(z1,2) e x — gz +x0) — g(x0) — (22, ), respectivamente.

Para provarmos que 0 € 9f(0) + 0g(0) consideremos os conjuntos
Ey={(z,A) € HxR; f(z) <A}

By = {(x,)) € H x Rig(x) < —\}

Como 0 € 9(f + ¢)(0) segue que

0= (f +9)(0) = mf{f(x) + g(a);x € H}

e assim ) Nint(Ey) = (). Pelo Teorema de Hahn - Banach existe um hiperplano fechado em

H x R que separa F; e Ey. Em outras palavras, existe (w,a) € H x R tal que
(r,w) +aXA <0 V(x,\) € E;

(z,w)+aX >0 V(z,\) € Ey

O hiperplano é nao vertical, isto é, a # 0 pois, segue das ultimas desigualdades que o
hiperplano {z € H;(x,w) = 0} separa D(f) e D(g). Para sermos mais especificos suponha

que o = 1. Entao temos
(x,w)y < =A< —f(x) Vxe D(f)
(x,w) > =X <g(x) Vze D(g)

Assim, —w € 9f(0), w € 9g(0) como queriamos. [ |

Em termos de caracterizagao de pontos de minimo absoluto de uma funcao, a subdife-

renciabilidade ¢ até melhor que a diferenciabilidade.

Teorema 1.14 (Condi¢ao necesséria e suficiente para minimizar fungées convexas.). Um

ponto x* € dom f € o minimizador de f se, e somente se, 0 € Of (z*)
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1.5. Operador mon6étono maximal 16

Demonstragao. Suponha que 0 € df(z*), temos pela definigdo de subgradiente que:

f(x) = f(@*) + 0,2 —27) = f(z7)

para todo x € dom f. Por outro lado, se f(z) > f(x*) para todo x € dom f, temos pela
definigao de subgradiente que 0 € 9f(z*) [ |

Teorema 1.15. Sejam f : H — R uma funcdo convexa e K C H um conjunto convexo.

Entao T € H é um minimizador de f em K se, e somente se,

Jv € 0f (%) tal que (v,y—z) >0 VyeK

ou, equivalentemente,
0 € df(z) + Nk(z)

Demonstragao. Ver [17]. [ |

Subgradientes de fungoes convexas tém um papel importante na teoria e métodos numé-
ricos para programagao convexa, sao substitutos bastante razoéaveis para os gradientes. As

principais propriedades dos subgradientes estao resumidas na seguinte proposicao:

Proposicao 1.3. Seja f uma funcao convexa e x € dom f. Entao:

(1) Of(x) € ndo vazio, convezo, fechado e limitado.

(13) Se f € diferencidvel em x, entao o subdiferencial é simplesmente o gradiente de f em

x.

Demonstragao. Ver: [17]. |

1.5 Operador monétono maximal

Nesta secao definimos o que é um operador monotono maximal, damos exemplos e verifi-
camos as principais propriedades a ele relacionadas. Vamos iniciar nosso trabalho definindo

0 que é um operador mondtono.

Definicao 1.24. Seja T : H — H um operador, diremos que T € um operador mondtono se
(x—y,T(x) = T(y)) = 0Va,y € H.

Exemplo 1.13. Tomando T : R™ — R™ como sendo uma transformacao linear semidefinida

positiva, isto €, (x,T(r)) >0 Vo € R", temos

(#—y,T(x)-T(y) =(z -y, T(x-y) 20Vr,y € H.
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1.5. Operador mon6étono maximal 17

Definigao 1.25 (|6],p.6). Seja H um espago de Hilbert munido do produto interno {(-,-). O
operador T : H — P(H) € dito operador mondtono se:

(z—2w—uw)>0 we T(z),w €T()

Dizemos que T é um operador mondtono maximal se adicionarmos a sequinte hipotese: o

grifico
G(T)={(z,w) € Hx Hyw € T(2)}

nao estd propriamente contido no grdfico de nenhum operador mondtono T" : H — H

Definicao 1.26 ([6],p.6). Diremos que z é um zero de um operador T : H — P(H) se
0eT(2)

Exemplo 1.14. Considere a bifungio f : R x R — R definida por f(z,y) = y* — 2,
observe que o subdiferencial da fungao f(x,-) para x € R é um operador mondtono. De fato,
definindo a func¢ao g, = f(x,) : R — R temos que z € R é o subgradiente da fun¢ao g.(z)
implica em

Pela defini¢io da f obtemos, y*> — x? > z(y — x) Yy € R. Dai, temos trés casos a avaliar:
(i) Se y = x, entao a desigualdade é satisfeita para qualquer valor y € R;
(i) Sey <z, entdoy —x <0 o que implica em y+ = < z dai, 2x < z.

(iii) Sey > x, entdo y —x > 0 o que implica em y+ x > z dai, 2x > z.

Dos itens (ii) e (iii) concluimos que

0g9.(z) ={z € R;z =2z, z € R}

Agora vamos verificar a monotonicidade do operador subdiferencial. Tomando v € 0g,(x) e

u € 0g,(y) obtemos que
(20— 2,2 —y)=2(r—y,2—y) =2 —y)* >0

Observe que nesse exemplo o subdiferencial da fun¢ao f coincidiu com a derivada da

funcao, através desse exemplo conseguimos a motivagao para o proximo teorema.

Teorema 1.16 ([17]). Uma funcao conveza f: K — R é diferencidvel no ponto x € K se,

e somente se, o conjunto Of(x) contém um tnico elemento. Neste caso,

Of (x) ={vf(x)}
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1.6. Método de ponto proximal para operador monétono maximal 18

A seguir apresentamos um teorema em que verificamos que o subdiferencial de uma
funcao convexa, semicontinua inferior ¢ um operador monétono, destacamos esse operador

pois serd de suma importancia no decorrer de nosso trabalho.
Teorema 1.17. Seja f : H — R conveza, entao Of é um operador mondtono.

Demonstrag¢ao. Sejam z,y € K tais que u € df(x) e v € df(y). Temos pela defini¢ao de

subdiferencial que:
fy) = f(@) + (u,y — z) (1.2)

para todo y € H, de forma anéloga

fl@) = fy) + v,z —y) (1.3)
para todo x € H, somando (1.2) de (1.3) obtemos:

0<{(u—v,z—y) (1.4)

1.6 Meétodo de ponto proximal para operador monétono

maximal

Sendo um algoritmo conceitual para minimizagao de fungoes convexas, nao necessaria-
mente diferenciaveis, o método de ponto proximal foi estudado inicialmente para determinar
zeros de um operador monétono maximal arbitrario. Atualmente esse método tem sido in-
tensamente estudado e ja possui algumas variagoes onde a hipotese de convexidade da fungao

tem sido enfraquecida.

Método de Ponto Proximal (MPP) Para g : H — R tome uma sequéncia de pard-
metros de reqularizaciao 0 < 4% <7 com 7 > 0.
Passo 1. Escolha 2° € H.

Passo 2. Dado z* o iterando ¥ ¢ obtido sequindo a iqualdade abaizo:

2" = argmin g {g(x) +~+*D(x,2")} (1.5)
onde D(z,z") ¢ a distancia de z a 2*. Conforme variamos a forma de calcular essa distancia
obtemos variacoes do MPP.

Se usamos Dy, (x, z*), onde h é a funcio de Bregman estamos no método de ponto proximal
com distancia de Bregman. Como estamos trabalhando em espagos de Hilbert, cuja norma

.. . : : 2
¢ induzida pelo produto interno, podemos assumir D(z,2*) = ||z — 2%||". Ao tomarmos
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D(z,2%) = ||z — 2%||* e K = R" estamos no método de ponto proximal para otimiza¢ao em
R".

Método de Ponto Proximal para Operador Moné6tono Maximal (MPPOMM)
Tomando o operador T : H — Z(H) mondtono maximal, T € H tal que 0 € T(Z) tome

uma sequéncia de pardmetros de reqularizacio 0 < v* <& com 7 > 0.
Passo 1. Escolha 2° € H.

Passo 2. Dado x* o iterando xFt1

€ obtido da sequinte forma:
k41 Lok
e (I + $T> (") (1.6)
Para que a iteracao que define o método de ponto proximal para um operador mondtono

maximal faga sentido, vamos definir alguns conceitos.

Definicao 1.27 ([6],p.8). Diremos que T : H — H € firmemente ndo-expansivo se

IT(x) = TW)II* < llz = yl* = (@ — y) = (T(x) = TW))II

para todo x,y € H.

Da forma como definimos a iteracio do método de ponto proximal temos que, dado z*

o iterando " ¢ obtido da seguinte forma 2! = argmin ., {g(z) + v*D(z,2")} o que

implica em
0e ag(xk-i—l) + {2,yk(xk _ $k+1)} — Z’yk(afk+1 _ xk) c ag(xk-i-l)
segue que
1
" e (I + $89)’1(3:k)

Teorema 1.18 (Teorema de Minty). Se T': H — Z(H) € um operador mondtono maximal

e >0 entio I + pT € injetivo, sobrejetivo e (I + uT)~! € firmemente nao-expansivo.
Demonstragao. Ver: [13] [ |

O teorema de Minty garante que, se T' é um operador mon6tono maximal entao a sentenca

y € T'(z) tem solugao para todo z.

Lema 1.1 (|6], p.11). Sey® — ¢, 2¥ — z, T é um operador mondtono mazimal e y* € T(z¥)
entio y € T(Z).

Demonstracdo. E suficiente provar que:
(y—9,2—2) >0Vz,Vy € T(2) (1.7)

Sabemos que
(y—yF,z—2") >0Vz,Vy € T(2) (1.8)
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k

Pelo Teorema de Banach-Steinhau a sequéncia {2*} ¢ limitada. Seja u* = y —y* 0% = 2 — 2%,

u=1y— v =z—2 entdo {v*} é limitada, u* — u, quando k — oo e v¥ — v. Temos que

klg& (uF, %) = (u,v) :

| (W 0") = (o) | = [ (0 —u, ") + (w0 —0) | (1.9)
<l =l + | (a0 =) . (1.10)

O lado direito da desigualdade (1.10) converge para 0, o lado esquerdo de (1.8) converge
para o lado esquerdo de (1.7). Entéo (1.7) segue de (1.8). |

Teorema 1.19 (|6], p.12). Seja T : H — P(H) um operador mondtono mazimal e T € H

tal que 0 € T(Z) entdo a sequéncia

e H (1.11)
I -
" e (I + $T) L) (1.12)

com 0 < 7% <7, converge fracamente para um inico ponto x* € H tal que 0 € T'(x*).

Demonstracao. A prova do teorema serd dividida em 4 passos.
PASSO 1. A sequéncia {z*} esta bem definida.
Segue pelo Teorema de Minty que a sequéncia {2*} esta bem definida.
PASSO 2.||zF1 — z||” < ||la% — z||*— ||#*+! — 2¥||® para todo k e todo Z tal que 0 € T(z).
Seja € H tal que 0 € T'(z). Temos

”Ik . jH2 _ <xk B j7$k gkt Rl @
_ ”xk; . xk—i—l”Q 4+ 9 <Ik . $k+17$k+1 . j> + kaﬂ . fHQ?
o que implica em

1
ka . J}k+1||2 _ ka . jHQ . % <27k(l‘k . xk+1)7$k+1 . j> . ||xk+1 . jHQ

Por hipétese 0 € T(7) e 27 (xF — zF+1) € T(2*1). Sendo T mondtono temos que
<2,_yk’(xk’ o l‘k+1),xk+1 o i‘> Z 0

donde obtemos

0 < |la* — 2 < ||2* — 2| — |25 — 2

PASSO 3. lim (2" — %) = 0.
k—o0

Do passo 2

0 < [l2"* —2*|* < fla* — 7]* — [|l2"*" — 2| (1.13)
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Como {||z* — Z||} é decrescente e nio negativa, é convergente . Logo, o lado direito de (1.13)

acima converge para (. Segue o resultado.

PASSO 4.Todo ponto de acumulagao fraco da sequéncia {z*} é um zero de T
Temos pelo Teorema de Bourbaki- Alaoglu, que existe um ponto de acumulagao fraco de
{z*} e por:
vk (2% — 2T € T(2F ) (1.14)

onde /% ¢ uma subsequéncia de {z*} tal que 2/ — & quando k — oo. Pelo passo 3, temos
2kl —~ 3 quando k — oo. Tomando o limite em (1.14) e aplicando o Lema 1.1 em (1.17),
observando que ;i (27* — 29*t1) — 0 quando k — oo, pelo passo 3 temos que 0 € T(Z), o
que completa a prova do passo 4.

Verificamos agora a unicidade desse ponto de acumulagao fraco de {z*}. Suponha que
existam 7 e 7 dois pontos de acumulagao fraca de {z*}. Pelo passo 4, 0 € T() e 0 € T(Z),

pelo passo 2, {||z* — 2|/} e {||* — Z||} converge, para a e 3 respectivamente. Entao
|z — Z||° = [la* — &|” + |2 — 7> + 2 (a* — 2,& — 7).
Tomando o limite na igualdade acima quando k — oo temos

2(zF — 3,5 —F) » o’ - B2 — ||z — &|”.

e entao

|2 — Z|| = o® — B% (1.15)
De forma similar
2% — 2" = [|2* — Z||" + |7 — &]* + 2 (a* — &, 7 — &)
entao
2(aF — 5,7 —3) —» p?—a? — || — 3|

o que implica em
& — |2 = 82 — a2 (1.16)

De (1.15) e (1.16) segue que ||Z — &||* = 0, isto ¢, existe um tnico ponto de acumulacio

fraco. [ |

Pelo teorema anterior garantimos que para o operador monétono maximal 7' : H —

P(H), o algoritmo de ponto proximal gera uma sequéncia {z*} C H, iniciando em algum
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2% € H e definindo z**! como o tinico zero do operador T* definido por:
TH(x) = T(x) + (z — 2%), (1.17)

onde {7} é uma sequéncia de ntumeros reais positivos e limitada, chamada regularizacao de

coeficientes.
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Capitulo 2
Problema de Equilibrio

Neste capitulo apresentamos o problema de equilibrio classico, alguns exemplos, propriedades
referente a monotonicidade de fungao, uma regularizagao para f e algumas condigoes que

garantem existéncia de solucao para PE(f, K).

2.1 O problema de equilibrio classico

Inicialmente abordado em 1994 em [2| por Eugen Blum e Von Werner Oettli, o problema
de equilibrio surgiu pela necessidade de minimizar problemas que aparecem em equilibrio
economico. O formato adotado em [2] para o problema de equilibrio é de suma importancia
pois possui como casos particulares o problema de minimizagao convexa, problema de ponto
fixo, problema de complementariedade, problema de desigualdade variacional e o problema
de equilibrio de Nash em jogos nao coorporativos. Lembramos que salvo mensao contraria

H denota um espaco de Hilbert.
Problema de Equilibrio (PE) : O problema de equilibrio denotado por PE(f, K)
consiste em:
Encontrar z € K tal que f(Z,y) > 0Vy € K.
Onde K C H é convexo, fechado e f : K x K — R satisfaz as seguintes propriedades:
P o f(x,z)=0Vr € K.
P, : f(-,y) : K — R é semicontinua superiormente Yy € K.
Ps : f(z,): K — R é convexa e semicontinua inferiormente Vo € K.

Denotamos por S(f, K) o conjunto solugao de PE(f, K). Com o objetivo de garantir

existéncia de solugao para PE(f, K) foi introduzida a seguinte propriedade:

P5 : Para qualquer sequéncia {2"} C K satisfazendo lim ||2"| = +oco existe u € K e
n—o0
n € N tal que f(z",u) <0 Vn > ng.

23
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A importancia de se estudar problemas de equilibrio estd justamente na quantidade de
problemas importantes na literatura que podem ser reformulados em termos desse problema.
Abaixo temos alguns exemplos de problemas de grande interesse para a otimizagao, que

podem ser reescritos no formato de um problema de equilibrio.
Exemplo 2.1. O Problema de Minimizagcao Convexa (PMC): O PMC consiste em:
Encontrar & € K tal que h(z) < h(x) Vx € K.

Onde h : K — RU {400} é uma fung¢ao propria, convera e semicontinua inferiormente.
Colocamos PMC na formulagao de equilibrio tomando f(z,y) = h(y) — h(z).

A wverificagao de que f satisfaz Py, P, e P3 decorre das hipdteses satisfeitas pela h. De
fato,

Py : Por defini¢ao f(z,z) = h(z) —h(z) =0 Vz € K.

Py : Devemos mostrar que f(-,y) : K — R € semicontinua superiormente para todo y € K.
Para tanto, sejam yo qualquer e fivo em K, {2} C K tal que 2* — x quando k — oo.
Como h € semicontinua inferiormente, seque que —h € semicontinua superiormente,

ou seja,

limsup f(e*,y0) = h(yo) - limsup h(z")

k—o0 k—o0

< h(yo) - h(l') = f(xvyo)'
Logo, f satisfaz P.

Ps : Devemos provar que f(x,-) € semicontinua inferiormente para todo x € K e conveza.

Verificamos primeiro a convexidade da f, sejam xy € K qualquer e fizo, y,y € K e

€ (0,1)
flzoty +(L=0)y) = h(ty+ (1 —1)y) — h(zo)

< th(y) + (1= 0h(y) — th(zo) — (1 = 1)h(x0)
= th(y) = hlwo)) + (1 = ) (h(y) — h(wo)) = tf (20, y) + (1 = ) f(20,7)

Para verificar a semicontinuidade inferior da f usaremos a hipotese da h ser semicon-

tinua inferiormente. Sejam xo € K fizo e {y*} C K tal que y* — y quando k — .

ligriinff(ato, Yt = li}gginf h(y*) — h(x0)
h(y) — h(zo) = f(x0,y).

v

Observamos ainda que, o ponto T resolve PMC' se, e somente se, h(Z) < h(y) para todo
y € K. Como f(Z,y) = h(y) — h(Z) isso equivale a f(Z,y) > 0 Yy € K. Isto é, T resolve
PE(f, K).
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Exemplo 2.2. O Problema de Desigualdade Variacional (PDV): O PDV consiste

em:
Encontrar T € K tal que (F(T),y —T) >0 Vy € K.

Onde F : K — K um operador continuo e ) # K C H um conjunto fechado e convezxo. Seja
f:KxK — R tda que f(z,y) = (F(z),y —z) Y(x,y) € K x K. Afirmamos que se F' é

mondtono e continuo, entao a f satisfaz Py, Py, P3 como seque:
Py : Por defini¢ao f(x,z) = (F(x),x —x) =0 Vx € K.

P, : Observe que F' € continuo o que implica f continua, logo semicontinua superiormente

para todo y € K.

P3 : Note que para cada 2° € K fivo, temos que f(z°y) = (F(z%),y — %) € afim na
varidvel y. Portanto, f é convexa e semicontinua inferiormente para cada x° € K

assim, satisfaz Pj.

O ponto T resolve o problema PE(f, K) se, e somente se, f(z,y) = (F(z),y —z) > 0 para
todo y € K. O que € equivalente a , T resolver o problema PE(f, K).

Exemplo 2.3. O Problema de Complementariedade (PC): O PC ¢é definido como:
Encontrar T € K tal que T'(T) € Ky e (T'(T),T) = 0 para todo x € K.

Onde K € um cone convezo, fechado e K, = {x € H*;{x,y) > 0 Yy € K} é o seu cone
polar, H* € o dual de H eT': K — H* um operador continuo. Seja f : K x K — R tal que
flz,y) = (T(x),y —x) Y(x,y) € K x K. Da forma como foi definida a f satisfaz Py, Py, Ps

como seque:
Py : Por defini¢io f(z,x) = (T(x),z —x)=0 Vr € K.

P, : Sejam yo € K fizo e {z*} C K tal que ¥ — x quando k — oo

limsup f(z",y0) = <lim sup T'(z"), yo — lim sup xk>

k—o0 k—o0 k—o0

< (T(x),y0 — ) = f(x,90)-
Py : Sejam 1y € K fizo e {y*} C K tal que y* — y quando k — oo

liminf f(zo,y*) = <T(£Eo), lim inf y* — 370>
k—o0 k—o0
< (T(x0),y — wo) = f(w0,Yy)-
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Para a convexidade, sejam y,y € K et € (0,1)

flxo,ty+ (1 =1)y) = (T(xo) tx+ (1 —t)x —ty — (1 -1)g)
= t(T(x0),x —y) + (1 =) (T(x0), x — y) = tf(x0,y) + (1 = ) f (20, 9)-

O ponto T resolve o problema PC se, e somente se, T(Z) € K, e (T(%),7) = 0. O que

equivale a,
f@y)={T@),y—7) =(T@),y) —(T@),7) =TT, 920V €K

pois, T(T) € K. O que por sua vez equivale a dizer que T resolve o problema PE(f, K).

Também é possivel formular no contexto de equilibrio os problemas de ponto fixo e o de
equilibrio de Nash em jogos néo corporativos. Para maiores detalhes ver [2].

Abaixo temos dois problemas muito importantes para o estudo de problemas de equilibrio.

Problema de Viabilidade Convexa (PVC): Consiste em:

Encontrar 7 € ﬂ L¢(y) onde Ls(y) = {z € K; f(y,x) < 0}.
yeK

Note que para cada y € K, Ly(y) é nao vazio, convexo e fechado pois f(y,y) =0 Vy € K,
a funcao f é semicontinua inferiormente e convexa na segunda variavel, e K é fechado e
CONvexo.

O PVC é um problema auxiliar para PE(f, K), basta observar que o conjunto solugao
de PVC é um subconjunto do conjunto soluc¢ao de PE(f, K). De fato, seja T uma solugao do
PVC ey € K, defina wy =ty + (1 — t)x para t € (0,1). Entao

0= flwe,wy) = tf(we,y) + (1 — 1) f(wy, Z).

Mas, f(w:,Z) < 0 pois T € ﬂ Ls(y) e w, € K. Entao 0 < tf(wy,y) para todo t € (0,1) o
yeK
que implica em 0 < f(wy,y), tomando o limite quanto ¢ — oo temos f(z,y) > 0. Assim, T

pertence ao conjunto solu¢ao de PE(f, K).
Para o desenvolvimento desse trabalho vamos assumir o dual do problema de equilibrio

como sendo o conjunto definido abaixo.

Problema dual de PE(f, K): Consiste em:
Encontrar y € K tal que f(x,y) < 0 para todo =z € K,

denotamos seu conjunto solugdo por S¢(f, K).
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2.2 Existéncia de solugao para PE(f, K)

Nesta segao definimos uma regularizacao para f e obtemos resultados que garantem
existéncia de solugao para PE(f, K) utilizando de algumas propriedades referentes a mo-
notonicidade da f. Abaixo listamos as propriedades referentes a monotonicidade que serao

utilizadas no decorrer do trabalho.

P, (Monotonicidade): f(z,y) + f(y,z) <0Vz,y € K.
Py (Pseudomonotonicidade): Se f(z,y) > 0 com z,y € K, entao f(y,z) <0 .
P? (Submonotonicidade): Existe 8 > 0 tal que f(x,y) + f(y,z) < 0|z — y||* Vo,y € K.

Pj (Propriamente quasemonotonicidade): Para todo subconjunto finito {z1,...,z,} C K
e todo subconjunto finito {A1, ..., \,} C Ry tais que Y ;. ; \; = 1 tem-se:

1<i<n

min f(iCz, Z.Q?j)\j) <0
j=1

P} : Para todo subconjunto finito {1, ..., z,} C K e todo subconjunto finito {\;, ..., \,} C
R tais que > " | A; = 1 tem-se:

i=1 j=1

Antes de demonstrarmos algumas implicagoes entre as propriedades acima, vamos con-

siderar os seguintes exemplos de fun¢oes definidas sobre K = [0, 1].

Exemplo 2.4. Defina f; : K x K — R como:

fl (‘Tv y) =0
Trivialmente f, satisfaz Py, Py, Py, Pf e P, mas, fi ndo satisfaz Pf.

Exemplo 2.5. Defina fo : K x K — R como:

) wH+l-a2)(y—2), se y<u,
fg(ﬂf,y> { y(y—x), se xSy

Note que para x < y e fo(x,y) > 0 pois, y —x > 0 e y € [0,1]. Para y < x temos
y—z<0efolz,y)=(y+1l-a)y—2)=y" —2zy+2°+y—a=(y—2)’+(y—2) <0
pois x,y € [0, 1], segue que fo(x,y) < 0 para y < .
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Exemplo 2.6. Defina f3: K x K — R como:

%(y_x)a se y < z,

f3(z,y) = {

(y—=z), se z<uy.

Esses exemplos sao essenciais para entendermos as implica¢oes entre as propriedades
de monotonicidade e obter contra-exemplos, compactamos a analise do exemplo 2.5 e do

exemplo 2.6 nas seguintes proposicoes.
Proposicao 2.1. A fung¢ao fo satisfaz Pl,PQ,Pg,Pj,P: mas nao Py .

Demonstracao. A funcao fo satisfaz P; trivialmente pela propria definicao da fy. Para P
e P3 usamos o fato da fy ser continua implicar em semicontinuidade superior e inferior, e
observamos que ela é convexa.
A funcao f, satisfaz Pf. De fato, tome tq,...,t,, € (0,1) e 0 < x; < ... <z, < 1 e seja
m

T = Z t;x;. Segue que 0 < 7 < x,, entao:
i=1

fo(xm, ) = (@ +1—2,)(T —x,) <0,

Pois, 1 — x,, > 0 o que implica em min fy(x;,Z) < 0.
1<i<m
Para PZ tome k tal que xp, < & < xpy1, vy < T paral < i < k, er < x; para
k+1 <17 <m. Segue da definicao da f5 que :

B T(x — xy), se 1<i<k,
fo(wi, ) = _ _ .
(T+1—z)(T—x;), se k+1<i<m.

Entao:
m k m
Ztifz‘(xi,f) = th‘fz‘(%,f) + Z tifi(wi, )
i=1 i=1 i=h+1
k m
= 2Y t(T—x)+ Y t(@+1-3)(T — )
= i=k+1

m

t(Z— )+ (T+1— ) Z ti(7 — ;)

T

IN

= T

i=1
k

i=1
k

=1

t(T— ) — (T +1— ) ‘Z ti(z; — )

k m
th(x — ;) = Z ti(x; — T)
=1 i=k+1
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Assim, equivale a

k m
E tz.f' = E tlilfl
=1 i=k+1

Ztifi(xiaj> < [Zti(f—xz)][f—f—(l—xm)

= =) (T —2))(1 = 20) <0

=1

O que ¢ verdade porque Z —x; > 0, ¢, >0 (1 <i<k)el—mz, > 0. Segue de que P, é
verdade.
Resta verificar que f> ndo satisfaz P;. De fato, f»(1,0) =0e f(0,1) =1 £ 0.

Proposicao 2.2. A func¢ao f3 satisfaz 131,132,133,13;‘,]34jj mas nao P, .

Demonstragao. A fungao fs é continua em K x K e f3(x,) é convexa, porque é o maximo
de duas fungoes afim. Entao f3 satisfaz P, e P3. Ela satisfaz P}, porque fs3(x,y) > 0 se, e

. . ~ "
somente, se x < y nesse caso f3(y,x) < 0. Verificamos agora que f3 satisfaz Pf mas nao P, .

(v,
1
5-

Tome x; = %,xQ = %,tl =ty = . Entao r = t1x1 + taxs = % e

1 1 1

tifs(21,2) + tofs(22,2) = 35 — 57 = 5, > 0.

A seguir apresentamos uma proposicao onde sao verificadas implicagoes entre as propri-
edades de monotonicidade e relacionam o conjunto solu¢ao do problema de equilibrio com o

conjunto solucao de seu dual.
Proposigao 2.3. Assuma P, — Ps,
(i) Py implica em qualquer uma dentre PP, Py, P} e P} .

.. "o . . . ~ .. n
(1) Ambos Py e P, implicam em P4ﬁ mas, nenhuma implicagao adicional entre essas trés

propriedades permanace.
(i) S(f, K) € S(f,K).
(iv) Assuma qualquer wma dentre Py, Pf, P} ou P!, é verdade que S(f,K) = S%(f,K) .

Demonstragao. (i) Py implica em Pj:
Seja f satisfazendo P, — P3 e Py entao, f(x,y)+ f(y,z) < 0 a qual supondo f(z,y) >0
implica em
fly,z) < —fla,y) <0.
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P, implica em P;:
Temos por P, que f(x,y)+ f(y,z) <0 para todo z,y € K dai para@ > 0e ||z —y|* >0
temos:
flay)+ fly.2) <0 <0z —yl?

Py implica em P :
Para todo conjunto finito {zy,xs,...z,} C K e todo {t,ts,...,t,} € Ry, f convexa em

relacao a segunda variavel implica em:

n

f($o,z)\jffj) <Y Ao, 7). (2.1)

j=1

Onde Z Aj = 1. Facamos T = Z Ajz;. Entao:

j=i j=i

Z Nif (25, @) = Mf(@1,Z) + Ao f(22,2) + ... + A f (20, T). (2.2)
i=1

Substituindo & = Z A;x; e usando a propriedade (2.1) em (2.2) obtemos:
j=i

D oNif (@ > M) =M ) NS (@ w) A Y N f (e, )+ A YA (a0, ). (2.3)
i=1 j=i j=i j=i j=i

Calculz%ndo isoladamente cada

i Z A f(x;, x;) obtemos:

j=t
)\1 Z /\jf([L’l, l’j) = /\1[)\1f(l’1, 131> + /\Qf(l’l, ZL‘Q) + /\3f(l‘1, ZE3) + ...+ /\nf(l’l, {L‘n)]

j=i

)\2 Z /\jf(ZEQ, J]j) = /\2[)\1f(3172, .131> + /\Qf(l’Q, IL‘Q) + /\3f(ZL'2, ZL’3) + ...+ /\nf(l’g, IL‘n)]

j=i

A3 Z ANif(xs, 25) = As[Afws, 21) + Ao f (23, x2) + Asf(xs, x3) + ... + Ao f (23, 20)]

j=i
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/\n Z )‘jf(ITij) = An[/\1f<$m CCl) + /\2f<xm 1’2) + /\3f<xna 1’3) + ...+ )‘nf(xnaxn)]

j=i
Usando P; nas igualdades acima e fazendo a distributividade:
A Z Nif(x1, @) = Mo f (@1, 22) + MAsf(@r, 23) + ... + M f (21, 20)

j=i

A2 Z Nif(x2, @) = X1 f(@a, 1) + XaAgf(@a, 23) + ... + Ao f (22, 20)

j=i

Az Z Aif (@3, 25) = AsAif (@3, 1) + Ashaf (3, 02) + oo + A3\ f (23, 70)

j=i

)\n Z )\jf(l'n, iL‘j) = )\n)\1f<£[)n, 1’1) + )\n)\2f<xn7 1'2) + ...+ )\n)\nflf(fﬂn, (’ﬂn,l)
j=i
Somando as n igualdades acima temos:

Z Aif (4, Z Nizg) = M[A(f(zr, 22) + f(22,21)) + ... + Au(f (21, 20) + f(20, 21))]

+ No[As(f(w2,23) + f(x3,22)) + o + A f (T2, 70) + f (22, 7))

+ )\nfl[/\n(f(xnfla xn) + f($n7$n*1))]

= Y i (f (s, i) + @i, @)
i=1

Como Py é valida f(z;, xiv1) + f(xiv1, ;) < 0 o que implica em Z Nif (i, Z Ajxg) < 0.
i=1 j=i
P, implica em Pf :

Suponha que o minimo seja atingido em [ € {1,...,n}, entdo

f(l’l, Z )\jxj) S f(l‘l, Z /\jxj) S Z )\jf(l’i,l'j) VZ 7£ Z

Como Py implica em P; tem-se Z Nif (i, Z Ajzj) < 0.0 que implica em Z i f(xi,x)) <
i=1 j=i j=i
0. (i7) P; e P, implica em P! | mas nenhuma propriedade adicional ¢ verificada entre essas
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trés propriedades, basta observar as funcoes f1, fo e f3 definidas nos exemplos anteriores.

Py implica em Pj: Assumindo P} como verdade, temos que f(x;,z;) > 0 implica em
f(.l’i, iL‘j) S 0.

Suponha que o minimo de f(z;, Z Ajx;) seja atingido em um [ € {1,...,n}. Entao:
j=1

f(IbZ)\jl‘j) < f(xi,z)\jxj) < Z)\jf(xi,xj) <0 Vi#i

P, implica em Pf:

Supondo vélida P, temos Z i f (s, Z x;A;) < 0. Suponha que o minimo de f(z;, Z ;)
i=1 j=1 j=1
seja atingido em um [ € {1, ...,n}. Entao:

Fla, Y Mwg) < fla Yy Nag) <Y Nf(wsz;) <00 Vi

(ii) Seja z € S%(f, K), como K é um conjunto convexo para todo t € (0,1) temos que
wy=ty+(1—t)z€ K comy € K.
Entdo, usando P; e o fato de z € S4(f, K) temos f(w;,Z) < 0 = f(w;,w;). Usando

novamente P; e o fato de f ser convexa em relacao a segunda varidavel temos que

flwg, ) <0 = f(w,wy) <tf(we,y) + (1 —1t)f(w, T)

entao,

0 < tf(we,y) = tf (we, ) = t(f(we, y) = fwe, 7))

Assim,
0 < flws,y) — flwe, T)

para todo ¢t € (0,1). Tomando o limite quando ¢ — 0 obtemos 0 < f(z,y).
(iv) Por (i), (ii) e (iii) s6 precisamos verificar que P} implica em S(f, K) C S4(f, K):
Seja 7 € S(f,K) e wy := ty + (1 — t)Z. Por P! segue que min{ f(z,w,), f(y,w,)} < 0
obtendo assim f(y,w;) < 0. Tomando o limite quando ¢ — oo em f(y,w;) < 0 obtemos
f(y,7) <0. Portanto, 7 € S(f, K). [ ]

No decorrer deste trabalho vamos trabalhar constantemente com essas implicagoes ob-
tidas na Proposi¢ao anterior, para tanto organizamos essas implicacoes em um esquema
representado abaixo.

Apos esse esquema apresentamos um exemplo onde as implicagoes apresentadas na pro-

posicao acima sao verificadas.
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Py
)
P,&= P = P
U
\Pf 7

Figura 2.1: Esquema de implicagoes entre as P’s.

Exemplo 2.7. Seja [%, 1] CR e defina f: K x K — R como:

f(z,y) = 2(z —y) (2.4)

Note que f(1,y) =1—y >0 para todo y € [3,1], entao T =1 resolve PE(f, K). Vamos

verificar que f nao satisfaz Py mas satisfaz Py e P;. De fato,

fla,y)+ fly,x) = (@ —y)* >0 Ve#y

Assim, f nao satisfaz Py porém, satisfaz Py com 6 = 1.

fla,y) + fy,2) = (@ —y)* < |lz —yl

Para P note que f(x,y) > 0 com x,y € K implica, como x > % que x —y > 0 e nesse caso,

usando agora que y > % temos f(y,x) = y(y — x) < 0. Entdo [ satisfaz Py.

Lema 2.1. Seja Y um subconjunto nao vazio de um espago de Hausdorff X. Para cada

y €Y, considere o subconjunto fechado C(y) de X . Se as sequintes condi¢oes sao verdadeiras:

C1 : A envoltdria convera para um subconjunto finito {x1,...,x,} de Y, denotado por
conv{zy,...,x,}, estd contida em UC(%);
i=1
Cy : C(x) € compacto, pelo menos para algum x € Y.
Entao, ﬂ C(y) # 0.
yey

Demonstragao. Ver Lema 1 em [4]. [ |

Para os préximos resultados usamos fortemente o fato de H ser Hilbert implicar em
H ser reflexivo e necessitamos das definicoes de alguns conjuntos. Para cada n € N seja
K, = {z € H;||z|]| < n} e K := {x € H;||z|| < n} . Como K, ¢ ndo vazio para n
suficientemente grande, supomos sem perda de generalidade que K, é nao vazio Vn € N.
Defina, Vy € K o conjunto Ls(n,y) = {zx € K,; f(y,z) < 0}.
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Lema 2.2. Supondo que P, — P3 sejam satisfeitas. Se para algum n € N e para algum

T € ﬂ L¢(n,y) existe y € KY tal que f(z,y) < 0 entao f(z,y) > 0 Vy € K, isto €,
yeKn,

zeS(f,K).

Demonstracao. Se T pertence a ﬂ Ls(n,y), entdo f(w,z) < 0 Vw € K, o que implica
yEKn

em 7 € SUf, K,). Pelo item (4ii) da Proposicao 2.3 temos = € S(f, K,) entdao f(z,w) > 0

Vw € K,. Assim, resta mostrar que f(z,w) > 0 Yw € K\K,. Tome w € K\K,. Como

y € KV, existe t € (0,1) tal que 2z := tw + (1 — t)y € K,. Segue que f(z,z) > 0. Como

n?

f(z,y) < 0 por hipdtese concluimos que

0< f(z,2) = f@tw+ (1 -1)y) < tf(z,w)+(1-1)f(z,7)
< tf(z,w)
< f(zw)
Portanto, 0 < f(Z,w) para todo w € K. [ ]

PE(f, K) tem sido amplamente estudado nos tltimos anos, com énfase nos resultados de
existéncia. A proposicao Ps apresentada na se¢ao anterior serd utilizada no préximo teorema

para garantir existéncia de solugao para PE(f, K) .
Teorema 2.1. Assuma que f satisfaz Pl,Pg,Pg,Pj e Ps. Entao PE(f, K) tem solugao.

Demonstracao. Seja n € N arbitrario. Para auxiliar na prova do Teorema usamos o Lema
2.1. Para tanto é necessério verificar suas hipoteses. Observe que o espaco de Hilbert H com a
topologia fraca é certamente um espaco vetorial topologico de Hausdorff. Tomando Y = K,

C(y) = L¢(n,y) verificamos a seguir as hipoteses do Lema 2.1. Iniciamos verificando C4.

k
Tome z1,..,2, € K, e Aj,...,\x € [0,1] tal que Z)‘i = 1, devemos verificar que
j=1

k

T = 24\ + ... F )\ € ULf(n,xZ-), isto 6, = € K, e f(x;,Z) < 0 para algum i. O
i=1

primeiro desses fatos resulta da convexidade de K,,, e o segundo de Pf que garante que

lrgnjlgkf(xmj) <0.

Cy : Como C(y) = L¢(n,y) = {z € K,; f(y,z) <0}, C(y) é fechado na topologia forte,
convexo porque é um conjunto de subnivel de uma funcao convexa e limitado porque esta
contido em K, que é limitado, segue que C(y) é compacto na topologia fraca Yy € K,.
Entao Cs é valida.

Pelas hipoteses do Lema 2.1 concluimos que ﬂ L¢(n,y) # 0 ¥n € N. Nesse caso

yeKn
podemos escolher 2" € ﬂ L¢(n,y). Vamos distinguir dois casos:
yeKn

(i) Existe n € N tal que ||2"|| < n. Nesse caso 2" € K? e pelo Lema 2.2 resolve PE.
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(73) ||=™|| = n para todo n € N. Nesse caso assumindo P5 obtemos a existéncia de u € K e
no tal que f(z",u) <0 Vn > ng. Tome 12 > ng tal que ||ul| < 7. Entao f(z",u) <0e
u € K?. Novamente pelo Lema 2.2 ™ resolve PE(f, K).

2.3 Regularizacao para o problema de equilibrio.

Nesta secao apresentamos uma regularizagao para a fun¢ao na qual o problema de equili-
brio é gerado e verificamos um resultado que garante existéncia de solugao para o problema

de equilibrio obtido atraves desta regularizacao.

Definindo uma regularizacao para o problema de equilibrio: Fixe vy € R, e ¥ € H. Para
f satisfazendo P, — P3 vamos associar a bifun¢ao fv: K x K — R a qual sera a regularizacao
da f definida por:

Existem alguns trabalhos que exploram a resolugao de problemas de equilibrio, onde ao inves
de resolver os subproblemas gerados pelo método para f usam a regularizacdo. Em [14] a

regularizacao definida para f é obtida da seguinte forma:

flz,y) = f(Z,y) +v(r -7,y —x)

E claro que ]? £ f, e diferente de ]7, f nao satisfaz P, e para v = 0 f # f.Em [5] a

regularizacao da f é da forma:

f(x,y) = f(x,y) +vD(y, v)

onde D é a distancia de Bregman, o problema regularizado consiste em minimizar f(Z,y)
sobre y € K. Novamente a regularizacao é bastante diferente da assumida por noés.
A seguir mostramos que f satisfaz P, — P3, o que faz com que se torne interessante o

método estudado pois ainda estamos com um problema de equilibrio.

P f(r,x) = f(r,2) +y{(x —T,x —x)=0.

P, : ]?(, y) : K — R & semicontinua superiormente Vy € K. Sejam y fixo e {2F} C K tal

que z¥ — 2 quando k — co. Entao,

lim sup f(xk, y) = limsup f(z",y) +~ <1im sup z® — T,y — limsup z*)
k—o0 k—o00

< @y +y(v-zy-a)=flay)
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P : f(x,-) : K — R é convexa e semicontinua inferiormente Vo € K. Sejam z fixo e

{y¥} C K tal que y* — y quando k — oo.Entao,
lim inf f(a:, y") = liminf f(z,y") + v < 2 — 7, liminf y* — 2 >
k—oo k—o0 k—o0
> [flz,y) +7<fv—f,y—w>= f(z,y)

Para a convexidade sejam xz, fixo, z,y € K et € (0,1). Entao:

flzo, tx + (1 —)y) + v {xo — T, tx+ (1 —t)y — tzg — (1 — t)xo)
< tf(wo,x) + (1 —t) f(zo,y) +v(xo— 2, tx+ (1 =)y —txg — (1 —t)xo)
tf(x()a r)+ (11— t)f(xo,y).

Flwo, ta + (1 — t)y)

A seguinte proposicao é de suma importancia para o nosso trabalho pois ela garante a

existéncia de solugao para o problema de equilibrio obtido a partir da regularizagao da f

Proposicao 2.4. Tome f satisfazendo Py, Py, Py e P}. Assuma que v > 6.FEntao PE(f, K)

tem uma unica solucao.

Demonstracao. Provamos primeiro a existéncia de soluc¢ao. Vamos utilizar para a prova o
Teorema 2.1, ja verificamos que f dentro das hipoteses satisfaz P, P, e P3 agora vamos

verificar que fsatisfaz P, o que implica em Pf .

fl@,y) + fy,2) — 7]z — y|?
Ollz —y|I> — ||z — y|?
0 —|z—ylI> <0

fla,y) + fly,x)

IN

"=

Resta verificar que f satisfaz Ps. Tome {z"} tal que lim | 00, e seja u = Pg(T),

onde Pk : H — K denota a projecao ortogonal sobre K.

Note que
fla®v) = f@"u) +~ & —z,u—a")
= f@"u)+y " —T4+u—uu—2a")
= f@"u)+~v(@" —u,u—a")+y(u—z,u—2")
< f@"u) = qllu -2

IN

—f(u,a") = (v = O)llu — 2" ||* (2.5)

Agora, vamos assumir a seguinte notacao, para cada x € K, defina ¢, : K — R tal que

9.(y) = f(x,y)

Tome & € ri(K) entdo Z pertence ao interior relativo do dominio efetivo da g,. Como g, é
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convexa por P3 temos que o subdiferencial em Z, dg,(Z), é nao vazio. Tome v € 0g,(z). Pela

definicao de subdiferencial:

(02" =) < gu(z") — gu(d) = f(u,2") = f(u, 1)
=0,z —2") < flu,z") = f(u,1)
flu,z®) < (0,8 —2")=f(u, 2)
< lolllz = 2" = f(u,2)
< ol = ull + [lollllu — 2| = f(u, 2) (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5) temos

Sl u) < 2™ —wul[[llof] = (v = O)l=" — ul[] + [[of |2 — ull = f(u, Z) (2.7)
Comoy—0>0e lim ||z"| = oo temos lim ||z —u|| = 0o 0 que implica em lim f(z", u) =
n—oo n—oo n—00

—00, entdao f(x™ u) < 0 para n suficientemente grande. Verificamos todas as hipoteses do
Teorema 2.1 segue que PE(f, K) tem solugao. Agora vamos provar a unicidade da solugao.
Assuma que #, 2 € S(f, K). Entao,

0< f(7,2) :f(i:,x)+7<f—£,x/—i>,(2.8)

/ /

0< f(«,2) = f(z', &) +7<x — 77— ),(2.9)

Somando (2.8) e (2.9) obtemos:

0< f(@.a)+ fla', @) —llz 2| < (@ -]z —2"| <0, (2.10)
Segue de (2.10) que (0 —7)||Z — 2’| = 0 como 7 # 6 segue que & = z. [ |

Proposicao 2.5. Tome f satisfazendo Py, Py, Py. Se & € S(f,K) e x* € S4(f, K) . Entio

17 = 2" + |z — 2" < ||z — 2"|)"

Demonstragio. Seja & € S(f, K) e 2* € S%(f, K) temos:

0 < f(z,2") = f(z,2") +vy (T —2,2" —T)
0 < f(z,2")+~v(@—z,2" -7
—f(Z,2") < AT —Z,2"—17) (2.11)
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Como z* € SU(f, K) temos que f(y,z*) <0 Vy € K em particular
f(@,z") <0 (2.12)
Combinando (2.11) e (2.12) temos:
=1 lzl*

Somando e subtraindo = e

5 5~ 1o lado direito da desigualdade acima obtemos:

Vilor = . -
0 < Slle” —2|° = lla" — Zl° - |7 — 2| (2.13)
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Capitulo 3

Método de ponto proximal para

problemas de equilibrio

Neste capitulo apresentamos o método de ponto proximal, a ser denotado por MPPPE, para
resolver PE(f, K) e a reformulagdo para o problema de equilibrio propostos por Alfredo

Iusem e Wifredo Sosa em [1].

3.1 Meétodo de ponto proximal para PE(f, K)

Tal como o método de ponto proximal tradicional, o método de ponto proximal para
solucionar problemas de equilibrio resolve um problema atréaves de subproblemas.No con-
texto de equilibrio, estamos resolvendo problemas de equilibrio atraves de subproblemas de
equilibrio. Para tanto recordamos nossa regularizacao da f.

Fixe um parametro de regularizacao v € R, e considere um z € H. Para qualquer f
satisfazendo P; — P3, vamos associar uma bifuncao f: K x K — R a qual chamamos func¢ao

regularizadora da f, ]?é definida por:

flz,y) = flz,y) +v{z -2,y — ).

O novo problema de equilibrio obtido atrives da f possui uma tnica solugao como de-
monstrado no capitulo 2. A seguir apresentamos o método de ponto proximal para problemas

de equilibrio:

Método de Ponto Proximal para PE(f, K). Assuma que f satisfaz Py e tome uma
sequéncia de parametros de requlariza¢ao {yx} C (0,%], para algum 7 > 6.
Passo 1. Escolha 2° € K.
Passo 2. Dado x* o iterando 2% ¢ a tinica solugio do problema PE(fy., K), em que temos
fr: K x K — R definida por

fu(z,y) = f(@,y) + e (z — 2"y — ). (3.1)
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A seguir apresentamos um resultado de convergéncia de MPPPE, mas antes, precisamos

da defini¢do de quando uma sequéncia {2*} C K resolve assintoticamente PE(f, K).

Definigao 3.1 (|9],p.8). Dizemos que {z*} C K ¢ uma sequéncia que resolve assintotica-
mente PE(f, K) se lim kinf f(zF y) > 0 para todo y € K.
—00

Teorema 3.1 ([9],p.8). Considere PE(f, K) onde f satisfaz Py, Py e P3. Para todo 2° € K,
(i) Se f satisfaz Py, entdo a sequéncia {z*} gerada por MPPPE estd bem definida.
(ii) Se S4(f, K) # 0, entdo a sequéncia {z*} € limitada e klgglo |2 — 2| = 0.

(ii1) Assumindo os itens anteriores a sequéncia {x*} resolve assintoticamente PE(f, K).

(1v) Se adicionarmos f(-,y) € fracamente semicontinua superiormente Yy € K entao todo

ponto de acumulagao fraco de {x*} resolve PE(f, K).

(v) Se adicionarmos S(f, K) = S f,K), entio a sequéncia {z*} converge fracamente

para uma solug¢io & de PE(f, K).

Demonstragao. (i) Como fi, definida por (3.1), é a regulariza¢ao da f, obtemos usando o

fato de f satisfazer P,* e usando recursivamente a Proposicao 2.4 com v =, > 0 , & = ¥

k+1

e 7 = 2" que a sequéncia {2*} esta bem definida.

(ii) Tome x* € S4(f, K) e 2**! € S(fx, K), pela Proposicao 2.5 concluimos que
[+ — 2> + [la* — 22 < [la® — 2|, (32)

Segue que {||z* — 2*||} ¢ ndo negativa e ndo crescente, entdo convergente para o > 0. Por
(3.2)
0 < fla® — 2" < fla® — 2™ = [l — 272, (3.3)

Uma vez que a expressao mais a direita em (3.3) converge para 0 — o = 0 quando k — oo

temos que
lim (2% — 2"t1) =0 (3.4)

k—o0

Devido a (3.2) temos que

[+ — 2|2 4 |2 — 22 < ek — 2P < o — 2t 4 et = 2R < < 2 — |

Entao [|z% — 2*|| < ||2° — 2*]|, obtemos {2*} C B(z*, |2 — 2*|)), isto é , {2*} ¢ limitada.
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(ii7) Fixe um y € K. A sequéncia {z*} esta bem definida por (i). Como z**! resolve
PE(fr, K) temos:

0 < fla™hy) 4o (@™ =ty — 2" (3.5)

< S y) + ol = 2ty - 25, (3.6)

pela desigualdade de Cauchy - Schwartz. Vamos tomar o limite quanto k& — oo em (3.6).

L xk|| = 0, por

Note que {7*} & limitada por 7, ||y — 2**!|| é limitada por (i) e klim ||
—00
(11), entao:

0 < lim inf f(z® y) Vy € K. (3.7)
—00

Entao a sequéncia {x*} resolve assintoticamente PE(f, K).

(iv) Em vista de (ii), {2} possui pontos de acumulagio, todos os quais pertencem a
K, que, sendo convexo e fechado é fracamente fechado. Seja {z*} uma subsequéncia de
{x*} fracamente convergente para 7. Sob a hip6tese de f(-,y) ser fracamente semicontinua
superior temos:

f(&,y) > lim sup f(2™,y) > 0Vy € K.

k—o00
Entao, 7 € S(f, K).

(v) E suficiente verificar que existe somente um ponto de acumulagio fraco de {z*}.
Sejam 7 e 7 dois pontos de acumulagao de {x*}, entdo existem subsequéncias {z7¥} e {z*}
em que & e T sdo seus pontos de acumulagao respectivos. Assumindo (iv) temos que ambos
@ e 7 pertencem a S(f, K) = S4(f, K) e segue que {||Z —z*||} e {||Z — 2*||} convergem para

o > 0 e v > 0 respectivamente. Entao:

2<xik—xjk,§c—i’ = <xik—xjk,i—:i>+<xik—xjk,£—3§>
= (@™ 2 -z)+ (=" 2 — )+ (&, 2" — 27*) + (3,2 — 27F)

= <xik,zf: — i> + <xjk,:’é — i> + <£,xik — xﬂ“> + <§:,:Ujk — x““> .

Assim,

2 <a;2k — 2k 3 —F) = <x““,£ — g% gt — 97:> + <a:jk,i: — g 4 g 50>
+ <£,xik—@+5E—xjk>+<£,xjk—i+f—xik>
_ <xz’k,i, _ xzk> + <xik7xik _ j> + <xjk,j _ xjk> + <xjk,xjk — j>
+ <§7,xik—£>+<ﬁ,i—$jk>+<i,xjk—f>—|—<f,3~v—mik>
= <xik,3§ — a:““> + <—a:ik,i" — x’k> + <xjk,a~: — .CEjk> + <—3:jk,a§ — ajjk>
+ <—i‘,i’ — l‘lk> + <i’,i’ — xjk> + <—97:,:E — xjk> + <3E,50 — x”“> .
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Logo,

2 R [ e e N e e CE A
Tomando o limite quanto k£ — oo na igualdade acima obtemos:
2|7 — 2| = (v = v) + (0 = 0) =0,

e temos & = Z, o que estabelece a unicidade do ponto de acumulacao fraco de {z*}. |

Podemos fazer as seguintes observacoes quanto ao teorema anterior. Em primeiro lugar,
a hipotese de S(f, K) # 0 ¢é dificil de se verificar. Por outro lado, pedir que S(f, K) seja
nao vazio também possa a priori ser dificil garantir, € um pressuposto natural, ja que nao

esperamos que o algoritmo venha a convergir quando o problema nao possua solugao.

Corolario 3.1 (|9],p.9). Assuma que f satisfaz Py, Ps, P3 , P,* e qualquer uma dentre Py, Pf
e P;. Se PE(f, K) tem solugio e f(-,y) € fracamente semicontinua superior Yy € K entdo

a sequéncia {x*} gerada pelo MPPPE converge para uma solugao de PE(f, K).

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 2.3, qualquer uma entre Py, Pf e PZ implica em S4(f, K) =
S(f, K). Como S(f, K) # 0, por hipotese, temos pelos itens (i) e (v) no Teorema 3.1 segue

o resultado. [ ]

Além disso, a semicontinuidade superior fraca da f(+, y), conforme solicitado no Teorema
3.1 (iv), é bastante restritiva, mas que se verifica no caso de H possuir dimensao finita. De
fato, assumindo as hipdteses do Corolario 3.1 com H um espago vetorial de dimensao finita,
a fraca semicontinuidade superior de f(-,y) é apenas a continuidade superior, que tem por
P;. Logo, segue que o resultado do Teorema 3.1

Na secao seguinte, vamos conseguir remover a suposicao de f ser fracamente semicontinua
superior, substituindo-a por uma suposigao bastante fraca , mas apenas para o caso (em vez

de submonotonicidade) em que f é mondtona.

3.2 Uma reformulacao para o problema de equilibrio

Na segao anterior verificamos que MPPPE converge para uma solugao de PE(f, K).
Nessa se¢ao vamos reformular o problema de equilibrio em termos de um operador monétono
maximal e provar que a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal coincide com a
sequéncia gerada pelo MPPPE.

Retornamos com nossa notacao definida na demonstracao da Proposicao 2.4 onde ado-

tamos g, : K — R definida, para cada x € K, por ¢,(y) = f(z,y).
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Durante essa se¢ao assumimos que dg, # () para todo x,y € K. Esse é o caso por exemplo
em que f pode ser extendida, preservando P; para algum subconjunto aberto V de H x H,

contendo K x K. Vamos associar f com o operador TV : H — Z(H) definido por:

T/ (y) = 9g.(y) + Nk (y), (3.8)

onde Nk é o operador normal de K, isto é , o subdiferencial da funcao indicadora Iy que
desaparece em pontos de K e toma o valor +oo para pontos fora de K. O fato de dg,(x)
ser definido somente para x € K ¢ irrelevante pois, para x que nao pertence a K temos
Ng(z) = ) e portanto, o mesmo vale para T".

A seguir vemos como relacionar PE(f, K) com T7.
Proposigao 3.1 ([9],p.10). (i) S(f,K) € o conjunto de zeros do operador T .

0

(13) Iniciando em um z°, a sequéncia gerada por MPPPE, usando fy, definida como em

(3.1) e a sequéncia gerada pelo método de ponto provimal para encontrar zeros de T,

1

coincide (sendo esta tltima a sequéncia {x*}, onde 2**' € o tinico zero do operador

T/, definido por T! (x) = T/ (x) + y(x — 2*)).

Demonstragao. (i) z* € S(f, K) se, e somente, se g,«(x*) = f(z*,2*) = 0 < f(z*,y) =
9.~(y), para todo y € K, isto é, z* resolve o problema de minimizacdo da g.-(y)
sujeito a y € K. Sabemos que pela condi¢ao necessaria e suficiente de primeira ordem
para minimizacao de fungoes convexas, * € minimizador de g, em K se existir v* €
g+ (z*) tal que (v*,y — x*) > 0 para todo y € K. Tendo em vista a defini¢do de N,

este é precisamente equivalente a dizer que 0 € g,«(z*) + N (x*), isto &, 0 € T/ (z*).

(ii) Seja {z*} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal para encontrar zeros de
Tf. Assuma indutivamente que z* é igual a k-ésima interacdo do MPPPE aplicado
a PE(f,K). Vamos provar que x"*!

MPPPE. Temos que:

¢ a proxima iterada da sequéncia gerada pelo

0 € T (") + v (a"™ — 2) = Oggrsr (") 4+ v (2™ — %) + N (2. (3.9)
Para cada x € K defina ¢ : K — R como

9:(¥) = g:(y) + e (z — 2%y — )
E imediato que 0¢*(y) = g, (y) + vr(z — 2¥). Defina U/ (y) = d¢*(y). Segue que z*+!

¢ um zero de U7 + N, o que implica, usando a convexidade da g’; e ade K, que zFt!
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minimiza g%, sobre K, para todo y € K,

0 = gl;kﬂ(xk“) < 9§k+1(y)
= gunr(y) (2" —2Fy— 2
= .f(xk+1ay) + Yk <3jk:_|_-1 _'xkay‘_'xk+1> ::j%(xk+1ay)‘

k+1>

Como 0 < fi(z**1 y) para todo y € K, 2! resolve PE(f,, K) e como essa é a k + 1-
ésima iterada da sequéncia gerada pelo MPPPE | completamos o passo de inducao.
|

Pelo resultado anteriormente obtido, vimos que cada problema de equilibrio pode ser
reformulado em termos de um operador. Além disso, vimos que o método de ponto proximal
para o problema de equilibrio coincide com o método de ponto proximal cléssico, aplicado a
sua reformulacao como um problema de desigualdade variacional. A principio, esse fato nao
parece relevante ja que os métodos de ponto proximal para operador mondétono maximal,
tém sido extensivamente analisados. Afirmamos, porém, que tal impressao é enganosa.

Em primeiro lugar, os resultados de convergéncia para o método de ponto proximal
classico exigem monotonicidade do operador e, que nesse caso é de T/. Como Ny é sempre
monoétono maximal, temos nesse caso, que a monotonicidadade de T ocorrera se o operador
U/(x) = 0g.(x) for mondtono. Nesse caso é essencial notar que U’ nao é o subdiferencial
de uma func¢ao convexa, isto é, g, muda de funcao com o argumento do operador. Assim, a

monotonicidade de U nao é concedida "a priori"mas, temos o seguinte resultado fundamental.

Proposigao 3.2 ([9],p.11-12). (i) Se f € §-submondtona (satisfaz Py*) entdo U/ + 01 é

monaotono.
(ii) Se f ¢ mondtona (satisfaz Py) entdo U’ ¢ mondtono.

Demonstragio. (i) Tome x,y € K, v € (U/ + 0I)(x), w € (U/ + 0I)(y), de modo que
v— 0z € Ul(x) e w— 0y € U/(y). Entdo, usando a definigao de g, P, e P} temos:

v—0Or €U/ (x) = 0g.(x) = gu(y) > gu() + (v — O,y — )

w—0yeU(y)=0g,(y) = gy(x) >g,(y)+ (w—0y,z—y)

Somando as duas desigualdades acima membro a membro obtemos:

—<v—0Oz,x—y)+(w—0y,x—y) < g.(y) — gul) + gy(x) — g,(y)
= flz,y) = f(z,2) + fy,z) — f(y,9)
= f(z,y)+ fly.x) <Ollz —y|?

Segue que
—(—w+0(z—y),z—y) <Oz —y|?
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(0 —w+0(x—y),x—y) >0z —y|?
(v—w,z —y) Oz —yl|* > —0llx — y|*

Entao

<U —w,r — y> > 0
Portanto, esta estabelecida a monotonicidade de U¥ + 61.

(ii) Segue de (i), basta fazer § = 0 e teremos que U’/ é mondtono.
|

Ressaltamos que nossa analise de convergéncia para o MPPPE nao exige monotonicidade
da funcao, como por exemplo, a funcao tomada no Exemplo 2.7, e assim, a reformulacao
nao esta dentro do formato adotado pelos métodos de ponto proximal classicos. O método
de ponto proximal ja vem sendo explorado para operadores nao monétonos em [10] mas
ainda nao abrangem os resultados aqui obtidos. Os resultados mais proximos parecem ser
aqueles que lidam com operadores hypomonotonos. Um operador 7" é dito hypomonotono
quando T~ 4+ pI é mono6tono ( I é o operador identidade ). Verificamos anteriormente
que f ser #-submonétona implica no operador U/ 4 I ser monétono, mas é diferente para

-hypomonotonicidade significar que (U/)~! + 1.

Proposicao 3.3 (|9],p.14). Seja T' : H — ZP(H) um operador mondtono. Se T + A\ ¢

sobrejetor para algum X > 0 entao T'" é mondtono mazximal .

Demonstrag¢io. Tome o operador monétono T tal que T C T e o par (v, z) de forma que
v € T(z). Vamos provar que v € T(z). Defina b = v + Az, como T + A é sobrejetor existe
um x € H tal que

beT(z)+ Az CT(z)+ Az (3.10)

Como v € T(z) temos que
b=v+ Az €T(2)+ Az (3.11)

De (3.10) e (3.11) segue que
beT(x)+Xx = b—IveT(z)

beT(z)+Xz = b-XlzeT(2)

Pela monotonicidade de T temos
(b—Xx—b+Az,x—2)>0

Assim,
Az —z2[P=-Mr—z2-2)>0 = Az—2z|*><0
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Concluimos que = = z, e dai, substituindo # = z na primeira inclusdo de (3.10) temos
v+ Az € T(2) + Az o que implica em v € T(2). Segue que T' C T, isto 6, T =T, T ¢é

maximal. [ ]

Agora usamos as Proposi¢oes 3.2 e 3.3 para garantir resultados de monotonicidade ma-

ximal para o operador T/,

Proposicao 3.4 ([9],p.14-15). Se f satisfaz P, — Py, entio o operador T ¢é mondtono

maximal.

Demonstracido. Vamos utilizar a Proposicao 3.3 para provar que 7 é monétono e T + NI é
sobrejetor para algum A > 0 assim, garantir que 7 é maximal monétono. Note que U/ (y) =
8g§(y) é¢ monotono pela Proposicao 3.2 com # = 0. Como Nk certamente é monotono pois é o
subdiferencial da funcao indicadora I que é convexa, segue que o operador T/ = U/ 4+ N ¢é
monotono. Agora abordamos a questao da sobrejetividade. Tome A > 0 e b € H. Queremos
mostrar que existe x € K tal que b € (T + A\)z. Considere nossa regularizacao ]7 com

T = A"1b, v = \. Pela Proposigao 2.4, PE(f, K) tem uma solucao, digamos x. Defina

Note que, como z resolve PE(f, K),

gx(x) = f(a:,:c) =0< f(xuy) = gm(y)

para todo y € K. Assim, x minimiza g, em K, o que equivale a dizer que = é um minimizador
de g, + I irrestrito, onde Ik é a funcao indicadora de K. Por suposigao, temos que g, (z),
o que implica em Jg,(z), sdo ndo vazios para todo z € K. Por (27) e assumindo o fato de

0l = Nk, temos
0€0(G, + Ix)(7) = 0gp(x) + Mz — A7'0) + Ng(2) = g2 (2) + Ax — b+ Ng ()
Reescrevendo a igualdade anterior obtemos que
b € dg.(x) + A + Ni(zx) = (U + Ni)(x) + Az = (T + \)(z)

o que completa a verificacao da sobrejetividade de T/ 4+ AI. Usando a Proposicao 3.3 para

concluir que 74 é maximal monétono. [ |

No caso em que K = H, e f(x,y) = h(y) — h(z), onde h : H — RU{+00} é uma fungao
convexa, temos dg, = Oh e Nk (x) = 0 para todo x € H, endo temos T/ = U/ = dh. Como
f satisfaz P, — P4, pela proposicao anterior provamos que o subdiferencial de uma func¢ao

convexa é maximal.
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Lembramos a seguir uma conhecida propriedade referente a um operador monétono ma-

ximal.

Definicao 3.2 (|9],p.15). Dado T : H — P(H), o grifico de T ¢é dito semifechado, se a
sequinte propriedade for vdlida: Se {x*} C H converge fracamente para v € H, {y*} C H
converge fortemente para y € H e y* € T'(a*) para todo k, entio y € T(z).

Proposigao 3.5 ([16],p.105). Se T': H — P(H) é mondtono mazximal, entdo seu grdfico é

semifechado.

Agora podemos remover a hipotese de semicontinuidade superior fraca assuminda no

Teorema 3.1.

Teorema 3.2 (|9],p.15). Se f satisfaz P, — Py, PE(f, K) tem solugcio e f(x,-) pode ser
extendida, para todo x € K, em um aberto W D K, preservando a convexidade, entao a
sequéncia {x*} gerada pelo MPPPE converge fracamente para uma solugio de PE(f, K)
para todo xy € K.

Demonstrag¢ao. Observe que estamos dentro das hipoteses do Teorema 3.1 itens (i) — (4i1) .
Lembrando que P, implica em P} e Pf pela Proposigao 2.3 item (i) e, também temos que
Si(f, K) = S(f, K) pela Proposi¢io 2.3 item (iv). Defina ¢*(y) = fi(z,y) com f, definida
como em (3.14) . Assim, 2¥*! & solugdo do problema min g%, (y) sujeito a y € K e portanto

deve satisfazer as condi¢oes de otimalidade de 1* ordem, ou seja
0 € Ogtsns (1) + Nic(151) = O (#1) + (a1 — 2%) + Nie(a+)
que pode ser reescrito como
VR =y (2F — 2T € Ogprn (28T + N (o) = T (2MF) (3.13)

Note que 7/ é monétona maximal pela Proposicao 3.4, de modo que seu gréfico é semifechado
pela Proposigao 3.5. Além disso, {z*} ¢ limitada pelo Teorema 3.1 item (ii). Observe também
que v* é fortemente convergente a 0 pelo Teorema 3.1 item (ii) e v, limitada. Seja Z um ponto
de acumulacio fraco para {z*}. Tomando limites ao longo da subsequéncia correspondente
estamos exatamente na situacdo da Definicao 3.2, de modo que 0 € T/ (z). Pela Proposicao
3.1, Z resolve PE(f, K). A unicidade deste ponto de acumulagao é consequéncia da sequéncia
{z*} para um ponto em S(f, K) e segue com o argumento usado na prova do Teorema 3.1
item (v). |

As diferengas entre os Teoremas 3.1 e 3.2, além do fato da prova do tltimo exigir a refor-
mulacao do problema de equilibrio como um operador monétono maximal, esté nas hipoteses
exigidas em f onde conseguimos removendo a hipotese de semicontinuidade superior fraca

de f(-,y) e ainda sim conseguimos estabelecer uma solugao fraca de PE(f, K). Por outro
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lado, a extensdo de f(x,-) para um W D K parece bastante inofensiva uma vez que f e K

sao independentes um do outro.
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Consideracoes Finais

Apresentamos nesta dissertacao um método de ponto proximal para problemas de equili-
brio em espacos de Hilbert, verificamos que a sequéncia gerada por esse método e a sequéncia
gerada pelo método de ponto proximal classico coincidem. Analisamos e verificamos que a
sequéncia gerada por MPPPE converge fracamente para uma solu¢ao de PE(f, K). Dife-
rente do método de ponto proximal classico conseguimos garantir convergéncia fraca sem
admitir a hipotese de monotonicidade maximal do operador.

Embora na demonstracao da convergéncia desse método nao tenhamos admitido o ope-
rador como sendo mono6tono maximal verificamos posteriormente que o operador satisfaz a
hipotese de monotonicidade a partir do fato da f ser 8 — submontona.

Destacamos um caso particular onde o problema de minimizacao convexa ao ser colocado
no formato da reformulagao para PE(f, K), se restringe ao subdiferencial de uma fungao
convexa e fazendo uso dos resultados obtidos para operador monétono maximal obtemos
que o subdiferencial de uma funcao convexa é maximal mond6tono.

Concluimos o trabalho apresentando dois teoremas. O primeiro teorema exige que f(-,y)
seja semicontinua superiormente fraca para seja possivel estabelecer convergéncia fraca para
uma solu¢ao de PE(f, K). O segundo teorema exige que f(z,-) possa ser estendida para
todo x € K, em um aberto, W D K, preservando a convexidade da fungao. Observamos que
embora tenha-se chegado no mesmo resultado com o dois teoremas principais, as hipoteses
do primeiro teorema sao voltadas para as variagoes de monotonicidade apresentadas no
capitulo 2. Com o Teorema 3.2 conseguimos garantir convergéncia fraca do método porém,
trabalhamos somente com a reformulagao para operador monétono maximal proposta por

Tusem e Sosa.
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