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RESUMO

CONVERGENCIA DO METODO DE DESCIDA
PARA MINIMIZACAO DE FUNCOES
QUASECONVEXAS

Neste trabalho, trazemos uma demonstracao detalhada dos resultados
obtidos por Kiwiel e Murty [4]. Mostraremos um forte resultado de con-
vergéncia do método de descida para fungoes continuamente diferenciaveis
e quaseconvexas, faremos discussoes e comparagoes com outras linhas de
pesquisas e com resultados ja existentes. Poderemos observar também que
este trabalho é bastante relevante pois gereraliza o de Burachik et al. [2] e é

usado como base fundamental para outros artigos.



ABSTRACT

CONVERGENCE OF THE STEEPEST DESCENT
METHOD FOR QUASICONVEX FUNCTIONS
MINIMIZATION

In this work we present a detailed proof of the results obtained by Kiwiel
e Murty [|4]. We prove a strong result about the convergence of the steepest
descent method for quasiconvex and continuously differentiable functions,
proceed discussions and comparisons with other research lines and existing
results. We can note that this work has great relevance because it generalizes
an earlier work of Burachik et al. [2] and is used as the fundamental basis in

other articles.
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Introducao

Em 1995, Burachik et al. [2]|, provaram a convergéncia completa do
método de descida com busca linear exata e inexata para funcoes psedo-
convexas e convexas, usando para isto dois algoritmos onde um deles exige
que a fun¢ao além de todas as hipoteses ja citadas, possua o gradiente satis-
fazendo a condicao de lipschitz e que se conheca essa constante. Verificamos

entao a exigéncia de hipoteses muito fortes para que o resultado seja vélido.

Este trabalho é baseado no artigo de Kiwiel e Murty [4], onde é de-
monstrado a convergéncia do método de descida gradiente com busca linear
pela regra de Armijo para funcoes quaseconvexas, sendo f : R — R e, se
pede como hipétese que a funcao seja continuamente diferenciavel. Algumas
hipoteses sao consideradas e citadas neste trabalho e que inclusive genera-
lizam a condi¢ao do paragrafo acima. O teorema principal é demonstrado de

maneira simples depois que se demonstra os seguintes lemas :
Lema 1 : Se f(z*) > f(Z), para algum 7 fixo e para todo k, entdo
> Gt < [Fa) = f(@)/8.
k=0

Com a sequéncia {z*} gerada pelo método do gradiente, ¢, o tamanho de

passo e g* = Vf(z").



k

Além disso, provaremos que =" — T para algum 7.

Lema 2 : Se 7 ¢ um ponto de acumulagao de {z*} , entdo temos que

TeX={zx:Vf(x)=0},istoé, Vf(z)=0.
Demonstrado esses dois lemas temos entao o teorema principal:

Teorema principal :(Convergéncia Global). Considerando o conjunto

de pontos de minimo da f como sendo o conjunto X, temos :

" -TeX={2:Vf(x) =0}, ou X = 0, |2¥| — o0, e f(z*) — inf f.

Além disso, separamos um capitulo para fazermos discurssoes em cima
do resultado demonstrado, considerando algumas outras linhas de pesquisa.
Também comparamos este trabalho com os resultados citados no primeiro
paragrafo, mostrando que o artigo publicado por Burachik et al. [2|, pode ser
provado usando as hipoteses deste trabalho, tornando-o na realidade um caso
particular deste e portanto mais simples de ser demonstrado, verificamos que
o artigo escrito por Kiwiel e Murty é na realidade um resultado mais forte

que o artigo escrito por Burachik et al. |2].



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e os resultados da teoria de
fungoes quaseconvexas, regra de Armijo, e algumas definicdes importantes
para desenvolvimento deste trabalho, e fixaremos a notacao a ser utilizada
nos capitulos posteriores. Algumas demonstragoes serao inseridas e outras

apenas referenciadas.

1.1 Definicoes

Definigao 1.1.1. (Fungoes Quaseconvexas) (|6]) ¢ : I' C R" — R ¢ dita
uma fungao quaseconvexa sobre T € I" (com respeito a I'), se para cada x tal
que 0(z) < (), a fungao 6 assume um valor nao maior que 6(T) sobre cada

ponto da interseccao do segmento fechado [Z, x|, ou equivalentemente:



implica em 0[(1 — \)T + Az| < 0(T).

Note que esta definicao de uma funcao quaseconvexa é um pouco mais

geral que a definigao habitual, pois :

i. Definimos quaseconvexidade primeiro sobre um ponto e entao depois sobre

um conjunto;

ii. Nao necessita-se que I' seja convexo. Esta generalizacao permite muitas
vezes se trabalhar com uma classe de problemas um pouco mais ampla,

pois nao exigi-se a convexidade do conjunto em questao.

Segue da definicao acima que se o conjunto I' for convexo, a fungao 6 é

quaseconvexa sobre I', se, e somente se :
a2t 22 el
0(x?) < 0(xt)
0<A<1
implicando em O[(1 — \)z' + \z?] < f(2').
Podemos utilizar ainda a seguinte defini¢do abaixo de acordo com [10]:

Definicao 1.1.2. (Fungoes Quaseconvexas) ([9]) Dizemos que uma fun¢ao

f:T C R" — R é quaseconvexa em um conjunto convexo I se, e somente se,
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O(ax + (1 — a)y) < maz{f(x),0(y)},Va,y € T',Va € [0,1].

Podemos observar que esta definicao é um caso particular da definicao
anterior onde dizemos ser o caso mais geral, pois se tivermos que 0(x) < 0(y)

teremos que o maximo sera 6(y) e entao temos a situagao do caso mais geral.

Definigao 1.1.3. (Fungdes Pseudo-Convexas) Consideremos a fungao
0:D CR"— R, com D aberto e contendo I'. 8 é dita pseudo-convexa sobre
T € I' (com respeito a I'), se é diferenciavel sobre T e dado x € I' tal que
VO(z)(x —Z) > 0, implicar 6(z) > (7).

0 é dita pseudo-convexa sobre I, se é pseudo-convexa sobre cada z € I'.

Definigao 1.1.4. (Sequéncia Fejér convergente) Dizemos que uma se-
quéncia {y*} C R™ é Fejér convergente a um conjunto U # (), U C R",
se

k41

Iy = ull < lly* = ull,

para todo k > 0 e todo u € U.

Definigao 1.1.5. (Sequéncia quase Fejér convergente) Uma sequéncia
{z*} C R™ & quase Fejér convergente a um conjunto I' C R” se para todo

u € T, existe uma sequéncia {&} C R, tal que
o
& >0, ) & <oo, [|2" —ul? < [l2* —ul + &, V.
k=0

Definigao 1.1.6. (Diferencial de uma fungao) Seja f : U — R definida
no aberto U C R"”, diferencidvel no ponto a € U. A diferencial de f no ponto
a é o funcional linear df (a) : R™ — R, cujo valor no vetor v = (aq, ..., ) é
dado por .

df (a).v = g—i(a) => of (a).cv.

i=1 Oz
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Quando f : U — R é diferencidvel em todo ponto de U, obtemos uma

aplicagao df : U — £(R™ R), que associa a cada ponto x € U o funcional

(g—i(x),..., gi(x)).

A aplicagao df é continua se, e somente se, cada uma das suas funcoes

df (z), cuja matriz é

coordenadas 0f/0z; : U — R é continua, isto é, se, e somente se, f é de

classe C*.

Definigao 1.1.7. (Gradiente de uma funcao diferenciavel) Dada a
funcao diferenciavel f : U — R, definida no aberto U C R", temos que o

gradiente de f em a € U é o vetor Vf(a) (ou grad f(a)), definido como,

Vi) = (g—i(a),..., ;i (a)).

Definigao 1.1.8. (Diregao de Descida) Dizemos que d € R" é uma diregao

de descida de f : R™ — R no ponto T € R", se existe ¢ > 0 tal que

F(T +td) < f(z),¥t € (0,].

1.2 Teoremas

Teorema 1.2.1. (Teorema do Valor Médio -T.V.M.)([6], Teorema 2,
pp. 204). Seja a funcao f : U C R® — R, diferenciavel sobre o conjunto

aberto e convexo U e sejam z!', 2% € U. Entao,

f@?) = f(z') = df[(2" +~(2® — 21))](2® - '),
para algum ntmero real v, 0 <~y < 1.
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Teorema 1.2.2. Seja a fungao 6 : I' C R™ — R, definida no conjunto aberto

I'. Considere T € T'.
Se 6 é diferenciavel em T, entao 0 é continua em T, VO(T) existe, e
0T+ x)=0(T) + (VIT),z) + T, z)||z||.

Onde a é uma fungao de z tal que lim, o a(Z,z) = 0.

Para T + x € I'.( [6], Teorema 3, pp.201).

Teorema 1.2.3. Seja I' um conjunto aberto do R”, e considere a funcao
0 : T — R. Dados z',2% € I, # diferenciavel e quaseconvexa sobre x!, se

0(x?) < 6(x') entdao VO(z')(2* — 2') < 0.
Demonstracao: Se z' = 22, é 6bvia a demonstracao.

Tome z' # 2%, Como T' ¢ aberto, existe uma bola aberta Bs(z'), de
centro em x; e raio d, que estd contida em I'. Entao para algum g tal que

O<ﬂ<leﬁ<ﬁ,néstemos:
T=a'"+7* —2') = (1 —n)a' +m2? € Bs(a') C T,

pois,

17— 2t = mla* — 2| < Jla* =2t = .

2 = 1]

Entao como 6 é quaseconvexa sobre x!, temos por definicao que
0(x%) < 0(2') = 0(z) < 0(zh),

e como T,r' € Bs(x!), e pela convexidade de Bs(x') C T, para 0 < A < 1

obtemos,

0[(1 — N)z! + A7) < 0(a).
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Usando a hipotese de que 6 é diferencidvel sobre z' € T, teremos que pelo

Teorema 1.2.2 temos,
Ozt AT —21)) = (") +H(VO(z), NT—2"))+a(zt, NT—2"))\|Z—2t| < 0(2h),
onde /l\ir% alr', A7 —z')) = 0.
Dividindo a inequacao por A, temos:
(VO(z"), T — ) + a(z', \T — 2|7 — 2| < 0.
Para 0 < A < 1. Passando o limite com A — 0 e lembrando que temos
T — 2! =m(2? — z') , obtemos:
(VO(z'),7 — 2') <0 = mw(Vl(z"),2* — z') <.
Dividindo ambos os lados da segunda desigualdade por [z, temos:
(VO(zh), z? — 2') <0. O

Teorema 1.2.4. Seja o conjunto aberto D C R", contendo o conjunto I', e

afuncdo 0 : D — R. Dadoz €T':

i. Se I" um conjunto convexo, ¢ diferenciavel sobre T e 0(T) = mingerf(z),
entao

Vo(z)(x—7Z) >0,Vael.
ii. Se 0 pseudo-convexa sobre T, e Vo € I', VO(T)(x — T) > 0, entdo

0(T) = mingerf(x).

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas o item [ii], pois ele sera usado
posteriormente, para a demonstragao do item [i| veja [6], teorema 3, pp.142.
Temos que 6 é pseudo-convexa sobre T € I', entao por definicao, para
qualquer z € I' e tendo VO(T)(x — =) > 0, temos que #(x) > 6(T), logo

0(T) = mingerd(x). O



Teorema 1.2.5. Toda sequéncia mono6tona limitada de nimeros reais é

convergente.(|5|, Teorema 4, pg. 25. )

Corolario 1.2.1. Uma sequéncia mono6tona de niimeros reais é convergente

se, e somente se, possui uma subsequéncia limitada.

Teorema 1.2.6. Se {xk} é quase Ferjér convergente para um conjunto nao
vazio I' C R™, entao {z*} é limitada. Se além disso, um ponto de acumulagio

k

7 de {2*} pertence a I', entdo lim z* = 7.

k—o0

Demonstracao: Tome = € I', aplicando a definicao da quase Fejér con-

vergéncia de {z*} iterativamente, obtemos:
la* = Z|* < [l = F]| + &y < < 2 = TP+ &

k—1 00
<o =F)* + )< 2" —FP+ D&
=0 k=0

Deste modo, temos que {z*} é limitada (est4 contida dentro de uma bola

o0
de centro 7, e raio ||z° — 7|2 + Zﬁk)
k=0

Seja T um ponto de acumulacio de {2}, e tome § > 0. Tome {z'*} uma

l

subsequéncia de {z*} tal que limy_,, 2% = 7.

Assim, tomando T € T, existe {&;} satisfazendo a Definicao 1.1.5 (quase

Fejér convergéncia).

, k tal que Ij; > ko, e ||z — 7|2 < 2.

N O

Tome kg tal que Z & <
k=ko

Entao, para qualquer k£ > [; temos :

=0.

|

- o
k _ =12 l= =12
o =7l < o7 ol + 6 < 5+ P65+
i=ko

L O

Como ¢ é arbitrario, segue-se que klim x
— 00

9



Teorema 1.2.7. (|3]) Seja f : R™ — R uma fun¢io continuamente diferen-

ciavel e seja

o = argmin{ f(z* — aV f(z")) + 2\ ||V f(2")|?, a > 0}

" = b — V().

Se f ¢ uma funcao pseudo-convexa e atinge seu minimo sobre R”, entao a

k+

sequéncia gerada por ay e z°T! converge para um minimo da f.

Teorema 1.2.8. ([5], Teorema 16, pp. 137): Seja a,, > 0 para todo n € N.
A série > a, converge se, e somente se, as reduzidas S, = a; + ... + a,
formam uma sequéncia limitada, isto é, se, e somente se, existe K > 0 tal

que a; + ... + a, < K para todo n € N.

1.3 Regra de Armijo

Nesta secao, falaremos sobre a regra de Armijo para o calculo do tamanho

de passo (para maiores detalhes veja 1] e [9]).

Uma estratégia natural para o calculo do tamanho de passo para um
método descida é obtermos um comprimento de passo que resulte em um
decréscimo suficiente da funcao em relagao a iterada seguinte. A idéia é
que isto pode ser bem mais econdémico do ponto de vista computacional, do
que métodos onde se procure obter o méaximo decréscimo da fungao, e ainda

assim, possamos garantir sua convergéncia.

Suponhamos que f seja uma funcao diferenciavel no ponto z*. Fixamos os

parametros @ > 0, e 0,0 € (0, 1), e seja d* uma direcao de descida. Tomamos

10
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1. Verificamos se a desigualdade
fa* +ad) < f(2*) + oa(V f(2¥), d") (1.1)
se satisfaz ou nao.

2. Se (1.1) nao ¢é satisfeita, tomamos « := fa e retornamos ao Passo 1.

k

Caso contrario, aceitamos o = «, como o valor do comprimento de

Passo.

k

Em outras palavras, o é o maior nimero entre todos os nimeros da forma

a = af’, i=0,1,2..., que satisfaz a desigualdade (1.1).

O valor a(V f(z*),d*) no lado direito de (1.1), representa o valor de
reducao de f, previsto pela sua aproximacao linear para o passo de compri-
mento « na direcio d*. Portanto, a desigualdade (1.1) significa que o de-
créscimo real de f deve ser pelo menos a fragao (determinada por o € (0, 1))

do previsto.

A implementagao computacional da regra de Armijo é facil : reduzimos
o valor inicial &, multiplicando ele cada vez pelo parametro 6 € (0,1), até
que a desigualdade (1.1) seja satisfeita. A demonstragao de que a regra de

Armijo esta bem definida pode ser encontrada na referéncia [9], Lema 3.1.2,

pp- 66.
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1.4 Métodos Computacionais

Nesta segao descreveremos alguns métodos computacionais (para maiores

detalhes veja [9], e |7]) que utilizaremos posteriormente.

1.4.1 Método do Gradiente: Suponhamos que a funcao f seja diferen-
ciavel no R", e seja o esquema iterativo geral de métodos de descida

k1 — gk 4 qpdF, falamos do método do gradiente quando a direcao

x
de descida d* se escolhe como o anti-gradiente da funcdo f no ponto
2k, isto ¢, d¥ = =V f(a*). Se Vf(2*) = 0 para algum k, 2% é um
ponto estacionario do problema minf(z),z € R™, e o método para (no
entanto, para fins de anélise de convergéncia pode ser conveniente con-

k+1 — 2k para todo j > k, o que é valido, ja

siderar que 2/ = ... = x
que 7FH = 2F — ; V f(2%) = 2%). Em particular, o esquema de descida

se reduz a :
o* =k — 0, VF(2), k=0,1,2,..,
para uma escolha conveniente do passo .

1.4.2 Método da Bissecao I: Este método é descrito nas literaturas mais
antigas e é usado para resolver problemas de se minimizar uma fungao
f real definida em um aberto X D [a,b] , continuamente diferenciavel.
Para encontrarmos o minimo, iniciaremos com intervalo [a,b] satis-
fazendo f'(a) < 0 e f'(b) > 0. Este método sera exposto de acordo
com [7|. Avaliaremos f'(a + 0/2).
Se f'[(a+0b/2)] =0, o ponto (a+b)/2 satisfaz a condigao necesséria de
primeira ordem para minimo local.

Se f(a+b/2) > 0, tome [a,a+b/2] como o novo intervalo e avaliaremos

12



novamente a f’ no ponto médio deste intervalo.

Se f'[(a +0b/2)] < 0, tomamos como o novo intervalo [a + b/2,b] e
avaliaremos novamente a f’.

Desde que o intervalo seja dividido pela metade a cada nova avali-
agao, o comprimento deste intervalo converge para zero linearmente.
Quando seu comprimento se torna menos que uma tolerancia especi-
ficada €, qualquer ponto no intervalo final poderia ser levado a uma
aproximacao do minimo. Uma desvantagem desse método é que ele
confia totalmente nos valores da derivada e nao usa valores da funcao

f na minimizacao.

1.4.3 Método da Bissegao II: Apresentaremos agora um método da bis-
secao que encontramos nas literaturas mais atuais para resolver o pro-

blema :

minf(x)

s.ax € [a,b]

onde a,b € Ria < b, f : [a,b] — R. Este método é sequencial e re-
lativamente eficiente. Ele permite aproximar uma solucao global do
problema (e, como consequéncia, também o valor 6timo ), mas se apli-
cam a uma classe de estrutura mais especifica.

Dizemos que uma fungao f : [a,b] — R, é unimodal (em [a,b]), quando
ela tem um tnico minimizador global T em [a,b|, e é estritamente de-

crescente em [a, T| e estritamente crescente em [T, b], isto é,
fly) > f(2), Vy,z € [a,7],y <2

fly) < f(2), Vy,z€ [T,b,y < =2

13



Precisaremos ainda de um lema que enunciaremos para o desenvolvi-

mento do método da bissecao:

Lema: Sejam f : [a,b] — R uma fungao unimodal e Z o minimizador
global de f em [a,b]. Segue-se que para quaisquer pontos y,z € [a,b]

tais que y < z, vale o seguinte :

(a) Se f(y) < f(2), entao T € [a, 2.

(b) Se f(y) > f(z), entao T € [y, b].

Como consequéncia, comparando os valores de uma fungao unimodal
f em dois pontos de [a, b], podemos "localizar"a solucao global do pro-
blema, minf(x), sujeito a = € [a,b], num intervalo menor. Repetindo
este procedimento, podemos diminuir cada vez mais o intervalo que
contém a solucao. Os métodos baseados nesta estratégia podem ser
diferentes na maneira de escolher pontos para a comparacao. Ressalta-
mos que estamos aproximando ao mesmo tempo o valor 6timo do pro-

blema e a solucao correspondente.

O algoritmo deste método pode ser encontrado na ref. [9]

14



Capitulo 2

Convergéncia Global do Método
de Descida Gradiente para

Funcoes Quaseconvexas

Neste capitulo vamos provar a convergéncia global do método de descida.
Para isto, consideraremos uma funcao f : R" — R quaseconvexa e continua-
mente diferenciavel, algumas hipoteses adicionais e dois resultados auxiliares.

Ressaltamos que este é o resultado principal deste trabalho.

2.1 Hipoéteses Preliminares

O método de descida de Cauchy ou também conhecido como do gradiente,

gera uma sequéncia z* via,
" =gb — 0" " =V (R, k=0,1,2,.. (2.1)
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onde,
ty = argmaz{t : f(a* —tg") < f(z¥) — at||g"||?}, t=27%i=0,1,2,... (2.2)
é obtido pela regra de Armijo, com « € (0, 1).

A seguir vamos considerar uma funcao ¢ : R, — R, satisfazendo as
seguintes hipoteses:
(A1) 3a€(0,1),7, >0, Vt e (0,74] : o) < at,
(A2) 35> 0,75 € (0,00],Vt € (0,75) R : p(t) > Bt
(A3) ¥k, f(2"1) < f(2%) — o(tr)llg"]1%, e 0 <t < 75 em (2.1),
(A4) 3v>1,7,>0,Vk:t,>1,0u

Bix € [t yte] : fla* —11g") > f(2%) = o(E) 6"

Note que a condigdo (2.2) é um caso particular dessas hipoteses. Para

vermos isto basta fazermos :
pt)=aot, b=a, v=2, 7, =T3="1, = 1.

Além das hipoteses descritas anteriormente, vamos supor ainda a seguinte

condicao:
fa*) > f(@), (2.3)

para todo k e para algum 7 fixo.

E muito importante observarmos que a condigao (2.3) é vélida se o con-
junto de pontos de minimo da f que denotaremos por X é nao vazio, ou T é

um ponto de acumulacido de {z*}. De fato,
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i) consideraremos que X # (). Dessa forma temos que existe 7 € X tal

que f(z*) > f(2),V k.

ii) suponhamos que 7 é ponto de acumulagio de {z*}, entdo existe uma
subsequéncia {z%} C {z*} tal que, lim 2" = Z. Pela continuidade da f
J]—00

temos que lim f(z) = f(¥), portanto esta subsequéncia é limitada.
j—o0
De (A3) temos que para todo k

Fa™h) < f@h) = o(tu)llg"|I* < f(a"),

logo {f(2*)} é monodtona ndo crescente, e como possui uma subsequéncia
limitada pelo Corolario 1.2.1, a sequéncia converge, e serd para 0 mesmo

limite da subsequéncia . Pelo Teorema 1.2.5

]}Lnolof(xk) = f(@) = inf{f(2"),k =1,2,..}.

Logo f(z*) > f(Z), Vk. O

O conjunto de pontos que satisfazem a desigualdade (2.3), sera denotado
por

I = {7 € R™ f(2*) > f(7), Vk}.

2.2 Lemas Auxiliares

Lema 2.2.1. Se I" # (), entao para todo ¥ € I, temos

> Bl P < [F°) - F@)/B. (2.4)
k=0

k

Além disso, " — T para algum = € I'.
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Demonstracao: De (A2) e (A3) temos :
Bti, < o(te) e o(t)llg"|* < f(2*) — f(2*),
unindo estas duas desigualdades, obtemos
Btillg"I* < o(to)llg™* < f(a*) = f(a*),

como 3 > 0,
tellg"lI* < [f(@*) — f(a")]/8, k.

Fazendo k variar de 0 até n,

IN
=
—~~
8
=
|
—
—~~
8

—
P
~
@

tollg”|
tlg'll < [f@@') = f(=)/B

AN
=
&

s
S~—
|
=
8

s
=
<
=

tallg™

e adicionando as inequagoes

;tzHng < [f(xo) _ﬁf(xn+1)] < [f(xo)ﬁ_ f(i)]’

onde o extremo direito da desigualdade vem da hipotese que vale (2.3), em
que f(x*) > f(Z) para todo k, e como as reduzidas formam uma sequéncia
limitada pelo Teorema 1.2.8 a série converge, e portanto existe o limite.

Assim passando o limite na dltima desigualdade quando k — oo, temos :
- 2°) — f(T
k=0 A

)

logo vale a primeira parte do Lema 2.2.1.

Pela quaseconvexidade da f, levando em conta que vale (2.3) e por f ser

continuamente diferenciavel no R”, temos pelo Teorema 1.2.3 que
(Vf("), 7 -2 <0, k=0,1,2,..,
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lembrando que V f(z*) = ¢g* obtemos

(¢"F—2*) <0, k=0,1,2,..

k

Sendo ¢! = 2% — t.¢% = ¥ — 2F* = ¢,¢%, deduzimos que :

e e &
= ||F — 2|+ 2(F — of, 2k — 2F L) o |lak — 2
= |z - :L"k||2 + 2t (T — xk,gk> + ||tkgk||2
< 7 -8+ llgt)
Observamos que {x} é quase Fejér convergente sobre I', pela Defini¢ao 1.1.5

basta tomarmos &, = t2]|g*||> > 0 e por (2.4)

> &= tilg"I* <,
k=0 k=0
logo

17— 2P < 17— 2*)* + &,V k.
Pelo Teorema 1.2.6 temos que {z*} ¢ limitada (estd contida dentro de uma

[o¢]
bola de centro 7, e raio ||z° — 7]|* + ka) Segue que {z*} possui um
k=0
ponto de acumulacao que chamaremos de . Como o conjunto dos pontos de
acumulacdo de {z*} é representado por I', entdo T € I'. Pela segunda parte

do Teorema 1.2.6, obtemos lim_,. 2" = 7. O

Lema 2.2.2. Se T é um ponto de acumulagao de {2*} , entdo temos que

TeX={z:Vf(xr)=0}.

Demonstracido: Seja T um ponto de acumulacdo de z¥, pela tltima

¥ — 7 quando (k — o00). Suponhamos por

parte do Lema 2.2.1 temos que x
absurdo que g = Vf(Z) # 0. Como f é continuamente diferenciavel, quando
k— oo,

§"=Vf(a") = V@) =g#0 e fa") = f(@).
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De (A2) e (A3) deduzimos que t; — 0 quando k — oo pois :

0 < Btellg*1” < ()" 1” < f(a*) = F(*) =
0 < Btillg"ll® < f(a*) — fa™).

Como (8 > 0 temos ainda que :

fa*) — f*)
5 .

0 <#llg"l* <
Passando o limite quando k — oo :
0.< lim t;/lg"* <.
Como ¢* — g # 0, obtemos
0 < lim 2 <0.
Logo tx — 0 quando k& — oo.

Assim para todo k suficientemente grande, de (A4) e (A1) temos :

fla —tigh) = f(2*) = =o(t)lg" 1P = —atillg"]?, (2:5)

com 0 < t), < tx < vtx — 0, quando k — .

Pelo Teorema 1.2.1 (Teorema do Valor Médio), o lado esquerdo da de-
sigualdade (2.5) para 0 < 6 < 1 sera :

f(@* = thg") = f(a¥) = (V@ - 0tig®), —teg®) = —te(g", V (¥ — OL1g")).

Entao —t (g%, Vf(a* — 0t,9%)) > —aty]|g¥]|?.

Dividindo ambos os lados da tltima desigualdade por tr > 0 e passando

o limite com k — oo teremos
—(Vf(@). V@) =~lg|* = —allg]*,
contradigao, visto que a« < 1eg# 0, logo Vf(Z) = 0. O
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2.3 Teorema Principal

k

Teorema 2.3.1. Convergéncia Global. Temos que ¥ — T € X, ou

X =0, 2" — 0o, ¢ f(2*) — inf f.

Demonstracao: Suponha que X # (J, entdo existe pelo menos um mi-
nimo global z*, tal que f(z*) > f(z*), para todo k. Assim a condigao (2.3)

¢ satisfeita. Aplicando o Lema 2.2.1, 2% — 7, e pelo Lema 2.2.2, T € X.

Se ||z*|| - oo, teremos que {z*} é limitada tendo assim um ponto de
acumulacao, entao novamente a condigao (2.3) sera satisfeita e pelos Lemas

22.1e222 {zF} -7 € X.
Se klim f(2*) > inf f = () entdo

f(Z) < f(2%),VEk, entao vale (2.3), e os resultados anteriores. O

21



Capitulo 3

Discussoes

Neste capitulo trataremos de discussoes em cima de outras linhas de pesquisa,
modificaremos algumas hipoteses deste trabalho e faremos uma comparagao

com resultados obtidos anteriormente a este trabalho .

(1) Analisemos primeiro para o caso em que f é convexa, e seja a € (1/2,1).
Entao a prova do Lema 2.2.1 com essas novas hipoteses torna-se simples,

desde que (2.3) seja valida e ja que,

F@) = f@") +(Vf(a"), T - a*) =

(g" 2" =7) > f(a") = f(@) = f@a*) = @) > atil|g"|*.
Se multiplicarmos ambos os lados da desigualdade por —2¢; :
=2t (g", 2" — T) < —25allg"|*.
Sabemos que,
1 — 22 — |7 — 2F|2 = 2(F — o, 2* — 2FH) 4 ||t t — k|2
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= —2(2" = T,teg") + il g"[I* < —2at3 )1 g"|* + £Ellg"]1*

= tillg*I”. (=20 + 1) = —(2a — Dillg"[* < 0.
Pois a € (1/2,1). Entao,

17— o™ = 7 - 2" P < 0=

17— 2" < [l7 = M7 Yk >0,

assim, {z*} é Fejér convergente, e aplicando esta defini¢io sucessivas

vezes teremos :

|lz* — Z||* < ||2° — Z||?, para algum 7, ou seja a sequéncia {z*} estd
contida em alguma bola de centro 7 e raio ||2°—2||, logo {«*} & limitada.

% — . Assim, devido a sequéncia {z*}

Seja {z*i} C {z*}, tal que lim x
j—o0

ser Fejér convergente teremos que a sequéncia {||2* —Z||} é decrescente

e nao negativa, e tem uma subsequéncia {|z* —z||} — 0. Concluimos

A O

entdo que a sequéncia {||z*¥ — Z||} — 0, ou seja, klim x
— 00

(2) E facil verificar o Teorema 2.3.1 para alguma linha de pesquisa se vale

o Lema 2.2.2, e também se « € (0,1) e para todo k, tivermos
F@™) < f(a) — atellg®|I?,

e tr € (0, tyaes), para algum ¢,,,, > 0 fixado. Esse tamanho de passo é
encontrado em muitos procedimentos. Note que as buscas lineares exa-
tas nao sao admissiveis, mas uma pode ser usada, que é a do método
da bissecao, que consiste em procurar o ponto de minimo em um in-
tervalo, que serd dividido ao meio a cada nova iteracao. Quando seu
comprimento se tornar menor que uma tolerancia especificada, cada

ponto do intervalo podera ser levado a uma aproximacao do minimo.
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Tomaremos entdo o tamanho de passo que realiza o minimo de f(z**1),

ou seja, o tamanho de passo calculado da seguinte maneira, :
tre = argmin{ f(z"—tg") : f(a"—tg") < f(@®)—at|g"||>,0 < t < tpmaa }-

onde denotaremos neste caso citado como argmain, o conjunto de pontos
que minimizam a fungdo f no ponto (¥ — tg*) e ainda satisfazem a

desigualdade de Armijo.

(3) Se relaxarmos a regra de Armijo como no paragrafo anterior e em par-

ticular usarmos
ty &t = argmin{ f(2* — tg*) + at?||g"||* : t > 0}, (3.1)

onde t; tomado dessa forma é o mesmo do Teorema 1.2.7 e, se vale que

f é pseudo-convexa, entao X = X.

Sendo X o conjunto de minimizadores da f e X = {x : Vf(z) = 0}.
Provaremos a afirmacao acima.

i) X C X. Como f é pseudo-convexa sobre R" entdo em particular
é pseudo-convexa sobre X, e para todo € X, pela Definicao 1.1.3 e
pelo Teorema 1.2.4 :

(@) = mingex f(z) =7 € X, logo X C X.

ii) X C X pela condicdo necessaria de primeira ordem para problemas

irrestritos.

Assim, se X # 0 ety =1,V k, entdo 2¥ - 7€ X = X.

De fato, pois recorremos ao resultado da referéncia [3|, que neste tra-
balho equivale ao Teorema 1.2.7 onde é garantido que se a funcao é
pseudo-convexa e atinge seu minimo sobre o R" entao a sequéncia {:Ek}

gerada por (2.1) e por (3.1) converge para o minimo da f (como vimos,

T). O
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(4) Podemos examinar as hipoteses (Al)-(A4) para os algoritmos de |2,
onde o teorema principal dessa referéncia prova a convergéncia do
método usando funcgoes convexas continuamente diferenciaveis, tal de-
monstracao utiliza dois algoritmos. Para o primeiro algoritmo é as-
sumido que o gradiente da funcao satisfaz a condicao de lipschitz e é
usado o método do gradiente, descrito no item 1.4.1, com busca linear
inexata. Desde que se conheca a constante de lipschitz L, o tamanho
de passo é calculado da seguinte forma : considera-se dois ntimeros

positivos d; e 9o tal que

L
561+(52<1:>O<61<(1—52).

e~ o

O tamanho de passo t;, ¢ tomado no intervalo [d;, 2(1 — d5)].
Para verificarmos que o algoritmo se encaixa nas hipoteses (A1)-(A4)
basta tomarmos ¢(t) = 3t%, onde na notacao do trabalho de Burachik

et al., temos que
Lés
b= 2(1 — dy)’

2
T5 = z(l — d5) (satisfaz A2 e A3),

7, = 01 (satisfaz A4)

To = % e a € (0,1)(satisfaz A1).

Podemos observar que [ satisfaz a hipotese (A2), onde § > 0 pois
temos 0 < (1 — 82)% = 0 < [L.62/2(1 — 62)] = 3.

Para o segundo algoritmo da referéncia [2|, é considerado uma fungao
convexa e continuamente diferenciavel, portanto, para nos basta fazer-
mos esta fungao igual a ¢ deste trabalho. Logo assumiremos as hipote-
ses (A1)-(A4).

O Teorema 2.3.1 é um resultado mais forte que o teorema principal da

referéncia [2], pois enfraquecemos as hipoteses do mesmo, visto que nao
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exigimos que a fun¢ao seja convexa e nem muito menos que ela possua
seu gradiente satisfazendo a condicao de Lipschitz e sua demonstragao

como ja vimos é simples.

(5) Notemos que a quaseconvexidade da f é necessaria para o Lema 2.2.1,

e consequentemente o Teorema 2.3.1. Por exemplo, seja n = 2, e tome
fla,y) =e" =y, (z,9)° = (0,0)".
Observemos que esta fun¢ao nao é quaseconvexa. De fato, pois temos
que pela Definicao 1.1.1, a funcio f sera quaseconvexa sobre o R2, se,
e somente se, dados 7,y € R? e f(z) < f(y) e A € [0, 1] implicar em
fI1 =Ny + Az] < f(y). Tomemos entao x = (ki, k2) e y = (k1, —ka),
com ko # 0.

f(x) = flki, kp) = €M — k2 < f(y) = e — k2, por outro lado temos,
fIL =Ny + Az| = flk1, k2(2X — 1)] = ek — k32X —1).

Se tormamos A no interior do intervalo [0,1], por exemplo A = 1/2,
obtemos

FIA =Ny + 2] =" > f(y) = " — k3.
Concluimos assim que f nao é quaseconvexa.

Analisemos na figura 3.1 o grafico desta fungao para pontos P, = (1, 1)
e P, = (1,—1), sabemos que f(1,1) = e—1 < f(1,-1) = e — 1.
Analisando a funcdo f no segmento (1 — \)P, + APy, com A € [0, 1]
(conforme a defini¢ao de quaseconvexidade), observamos que no grafico
da f, teremos que f[(1 — )Py + APy| > f(P,) para todo A € (0,1), o
que confirma que realmente a fungao em questao nao é quaseconvexa.
Os pontos do segmento que satisfazem a definicao de quaseconvexidade
da f sao apenas quando particularizamos A = 0 e A = 1, que equivalem

aos extremos que estao contidos na superficie.
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Figura 3.1:

(K

Em uma breve andlise verificamos que a funcao acima, nem ao menos

possui pontos estacionarios, pois temos que
Vf(x)= (", —2x,).

Observamos entdo que 7 x; tal que e** = 0.

Analisaremos agora a segunda parte do teorema, pois concluimos que
X = . O algoritmo gerard entdao uma sequéncia z* = (2% 0) onde

podemos observar que primeira coordenada z¥ — —oo quando k — oo
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e temos que f(z%) = f(a¥,0) = et quando k — 0o temos,

lim f(zf,0) = lim el —0=0.

Logo f(z%) — 0.

Observemos que o inf f = —oo. De fato, basta tomarmos a seguinte
sequéncia, ¥ = (x1,29) = (0,k), entdo f(z%) = €® — (k)2 = 1 — k2,
ou seja, f é ilimitada inferiormente, o que implicard que a segunda

parte do teorema também nao é satisfeita, pois f(:L'k) — 0, enquanto

inf f = —o0.
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Conclusao

Mostramos de maneira simples e com hipoteses bastante razoaveis, a
convergéncia do método de descida do gradiente com busca linear inexata
pela regra de Armijo para funcoes quaseconvexas. Constatamos que é de
suma importancia a quaseconvexidade da funcao, pois a retirada da mesma
impossibilita a demonstracao do teorema principal, apresentamos um contra-
exemplo de uma fungao que nao era quaseconvexa, e verificamos que a mesma

nao permitiu que o teorema principal fosse satisfeito.

Notamos também que se alterarmos a hipotese da quaseconvexidade da
funcao e sugerirmos que a mesma seja convexa restringindo o valor de «
das hipoteses preliminares dentro do intervalo de (1/2,1), tornamos a prova
do Lema 2.2.1 bem simples. Notamos em um dos comentarios do capitulo
3, que podemos "relaxar"o tamanho de passo t,, de maneira semelhante ao
do Teorema 1.2.7 da parte de generalidades, um tamanho de passo em que

utiliza-se uma func¢ao de regularizacao quadratica.

Comparamos este trabalho com o da referéncia [2] e mostramos que suas

hipoteses se encaixam como um caso particular deste trabalho.

Gostarfamos de concluir descrevendo a relevancia deste trabalho, que
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serviu de base fundamental para outros artigos como "Convergence of de
Gradient Projection Method for Generalized Convex Minimization", referén-
cia [11], feito por Wang e Xiu publicado em 2000, onde é utilizado fortemente
o teorema principal demonstrado aqui, para mostrar entre outros resultados
a convergéncia método do gradiente projetado para fun¢oes pseudoconvexas
e quaseconvexas . O artigo escrito por Quiroz et al. [8], "Steepest Descent
Method with a Generalized Armijo Search for Quasiconvex Functions on Rie-
manian Manifolds", publicado em 2008, mostra este trabalho com todas a

hipoteses, teoremas e lemas sobre a variedade riemaniana.
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