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RESUMO
CONVERGÊNCIA DO MÉTODO DE DESCIDAPARA MINIMIZAÇ�O DE FUNÇÕESQUASECONVEXAS
Neste trabalho, trazemos uma demonstração detalhada dos resultadosobtidos por Kiwiel e Murty [4℄. Mostraremos um forte resultado de 
on-vergên
ia do método de des
ida para funções 
ontinuamente diferen
iáveise quase
onvexas, faremos dis
ussões e 
omparações 
om outras linhas depesquisas e 
om resultados já existentes. Poderemos observar também queeste trabalho é bastante relevante pois gereraliza o de Bura
hik et al. [2℄ e éusado 
omo base fundamental para outros artigos.



ABSTRACT
CONVERGENCE OF THE STEEPEST DESCENTMETHOD FOR QUASICONVEX FUNCTIONSMINIMIZATION
In this work we present a detailed proof of the results obtained by Kiwiele Murty [4℄. We prove a strong result about the 
onvergen
e of the steepestdes
ent method for quasi
onvex and 
ontinuously di�erentiable fun
tions,pro
eed dis
ussions and 
omparisons with other resear
h lines and existingresults. We 
an note that this work has great relevan
e be
ause it generalizesan earlier work of Bura
hik et al. [2℄ and is used as the fundamental basis inother arti
les.
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Introdução
Em 1995, Bura
hik et al. [2℄, provaram a 
onvergên
ia 
ompleta dométodo de des
ida 
om bus
a linear exata e inexata para funções psedo-
onvexas e 
onvexas, usando para isto dois algoritmos onde um deles exigeque a função além de todas as hipóteses já 
itadas, possua o gradiente satis-fazendo a 
ondição de lips
hitz e que se 
onheça essa 
onstante. Veri�
amosentão a exigên
ia de hipóteses muito fortes para que o resultado seja válido.Este trabalho é baseado no artigo de Kiwiel e Murty [4℄, onde é de-monstrado a 
onvergên
ia do método de des
ida gradiente 
om bus
a linearpela regra de Armijo para funções quase
onvexas, sendo f : Rn → R e, sepede 
omo hipótese que a função seja 
ontinuamente diferen
iável. Algumashipóteses são 
onsideradas e 
itadas neste trabalho e que in
lusive genera-lizam a 
ondição do parágrafo a
ima. O teorema prin
ipal é demonstrado demaneira simples depois que se demonstra os seguintes lemas :Lema 1 : Se f(xk) ≥ f(x̃), para algum x̃ �xo e para todo k, então

∞∑

k=0

t2k‖g
k‖2 ≤ [f(x0) − f(x̃)]/β.Com a sequên
ia {xk} gerada pelo método do gradiente, tk o tamanho depasso e gk = ∇f(xk). 1



Além disso, provaremos que xk → x para algum x.Lema 2 : Se x é um ponto de a
umulação de {xk} , então temos que
x ∈ X = {x : ∇f(x) = 0} , isto é, ∇f(x) = 0.Demonstrado esses dois lemas temos então o teorema prin
ipal:Teorema prin
ipal :(Convergên
ia Global). Considerando o 
onjuntode pontos de mínimo da f 
omo sendo o 
onjunto X̌, temos :
xk → x ∈ X = {x : ∇f(x) = 0}, ou X̌ = ∅, ‖xk‖ → ∞, e f(xk) → inf f.Além disso, separamos um 
apítulo para fazermos dis
urssões em 
imado resultado demonstrado, 
onsiderando algumas outras linhas de pesquisa.Também 
omparamos este trabalho 
om os resultados 
itados no primeiroparágrafo, mostrando que o artigo publi
ado por Bura
hik et al. [2℄, pode serprovado usando as hipóteses deste trabalho, tornando-o na realidade um 
asoparti
ular deste e portanto mais simples de ser demonstrado, veri�
amos queo artigo es
rito por Kiwiel e Murty é na realidade um resultado mais forteque o artigo es
rito por Bura
hik et al. [2℄.
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Capítulo 1
Generalidades
Neste 
apítulo apresentaremos as de�nições e os resultados da teoria defunções quase
onvexas, regra de Armijo, e algumas de�nições importantespara desenvolvimento deste trabalho, e �xaremos a notação a ser utilizadanos 
apítulos posteriores. Algumas demonstrações serão inseridas e outrasapenas referen
iadas.
1.1 De�niçõesDe�nição 1.1.1. (Funções Quase
onvexas) ([6℄) θ : Γ ⊂ Rn → R é ditauma função quase
onvexa sobre x ∈ Γ (
om respeito a Γ), se para 
ada x talque θ(x) ≤ θ(x), a função θ assume um valor não maior que θ(x) sobre 
adaponto da interse
ção do segmento fe
hado [x, x], ou equivalentemente:
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



x ∈ Γ

θ(x) ≤ θ(x)

0 ≤ λ ≤ 1

(1 − λ)x + λx ∈ Γimpli
a em θ[(1 − λ)x + λx] ≤ θ(x).Note que esta de�nição de uma função quase
onvexa é um pou
o maisgeral que a de�nição habitual, pois :i. De�nimos quase
onvexidade primeiro sobre um ponto e então depois sobreum 
onjunto;ii. Não ne
essita-se que Γ seja 
onvexo. Esta generalização permite muitasvezes se trabalhar 
om uma 
lasse de problemas um pou
o mais ampla,pois não exigi-se a 
onvexidade do 
onjunto em questão.Segue da de�nição a
ima que se o 
onjunto Γ for 
onvexo, a função θ équase
onvexa sobre Γ, se, e somente se :




x1, x2 ∈ Γ

θ(x2) ≤ θ(x1)

0 ≤ λ ≤ 1impli
ando em θ[(1 − λ)x1 + λx2] ≤ θ(x1).Podemos utilizar ainda a seguinte de�nição abaixo de a
ordo 
om [10℄:De�nição 1.1.2. (Funções Quase
onvexas) ([9℄) Dizemos que uma função
θ : Γ ⊂ Rn → R é quase
onvexa em um 
onjunto 
onvexo Γ se, e somente se,4



θ(αx + (1 − α)y) ≤ max{θ(x), θ(y)}, ∀x, y ∈ Γ, ∀α ∈ [0, 1].Podemos observar que esta de�nição é um 
aso parti
ular da de�niçãoanterior onde dizemos ser o 
aso mais geral, pois se tivermos que θ(x) ≤ θ(y)teremos que o máximo será θ(y) e então temos a situação do 
aso mais geral.De�nição 1.1.3. (Funções Pseudo-Convexas) Consideremos a função
θ : D ⊂ Rn → R, 
om D aberto e 
ontendo Γ. θ é dita pseudo-
onvexa sobre
x ∈ Γ (
om respeito a Γ), se é diferen
iável sobre x e dado x ∈ Γ tal que
∇θ(x)(x − x) ≥ 0 , impli
ar θ(x) ≥ θ(x).

θ é dita pseudo-
onvexa sobre Γ, se é pseudo-
onvexa sobre 
ada x ∈ Γ.De�nição 1.1.4. (Sequên
ia Fejér 
onvergente) Dizemos que uma se-quên
ia {yk} ⊂ Rn é Fejér 
onvergente a um 
onjunto U 6= ∅, U ⊂ Rn,se
‖yk+1 − u‖ ≤ ‖yk − u‖,para todo k ≥ 0 e todo u ∈ U.De�nição 1.1.5. (Sequên
ia quase Fejér 
onvergente) Uma sequên
ia

{xk} ⊂ Rn é quase Fejér 
onvergente a um 
onjunto Γ ⊆ Rn se para todo
u ∈ Γ, existe uma sequên
ia {ξk} ⊆ R, tal que

ξk ≥ 0,

∞∑

k=0

ξk < ∞, ‖xk+1 − u‖2 ≤ ‖xk − u‖2 + ξk, ∀ k.De�nição 1.1.6. (Diferen
ial de uma função) Seja f : U → R de�nidano aberto U ⊂ Rn, diferen
iável no ponto a ∈ U. A diferen
ial de f no ponto
a é o fun
ional linear df(a) : Rn → R, 
ujo valor no vetor v = (α1, ..., αn) édado por

df(a).v =
∂f

∂v
(a) =

n∑

i=1

∂f

∂xi

(a).αi.5



Quando f : U → R é diferen
iável em todo ponto de U , obtemos umaapli
ação df : U → L(Rn; R), que asso
ia a 
ada ponto x ∈ U o fun
ional
df(x), 
uja matriz é ( ∂f

∂x1

(x), ...,
∂f

∂xn

(x)
)
.A apli
ação df é 
ontínua se, e somente se, 
ada uma das suas funções
oordenadas ∂f/∂xi : U → R é 
ontínua, isto é, se, e somente se, f é de
lasse C1.De�nição 1.1.7. (Gradiente de uma função diferen
iável) Dada afunção diferen
iável f : U → R, de�nida no aberto U ⊂ Rn, temos que ogradiente de f em a ∈ U é o vetor ∇f(a) (ou grad f(a)), de�nido 
omo,

∇f(a) =
( ∂f

∂x1

(a), ...,
∂f

∂xn

(a)
)
.De�nição 1.1.8. (Direção de Des
ida)Dizemos que d ∈ Rn é uma direçãode des
ida de f : Rn → R no ponto x ∈ Rn, se existe ε > 0 tal que

f(x + td) < f(x), ∀t ∈ (0, ε].

1.2 TeoremasTeorema 1.2.1. (Teorema do Valor Médio -T.V.M.)([6℄, Teorema 2,pp. 204). Seja a função f : U ⊂ Rn → R, diferen
iável sobre o 
onjuntoaberto e 
onvexo U e sejam x1, x2 ∈ U . Então,
f(x2) − f(x1) = df [(x1 + γ(x2 − x1))](x2 − x1),para algum número real γ, 0 < γ < 1.6



Teorema 1.2.2. Seja a função θ : Γ ⊂ Rn → R, de�nida no 
onjunto aberto
Γ. Considere x ∈ Γ.Se θ é diferen
iável em x, então θ é 
ontínua em x, ∇θ(x) existe, e

θ(x + x) = θ(x) + 〈∇θ(x), x〉 + α(x, x)‖x‖.Onde α é uma função de x tal que limx→0 α(x, x) = 0.Para x + x ∈ Γ.( [6℄, Teorema 3, pp.201).Teorema 1.2.3. Seja Γ um 
onjunto aberto do Rn, e 
onsidere a função
θ : Γ → R. Dados x1, x2 ∈ Γ, θ diferen
iável e quase
onvexa sobre x1, se
θ(x2) ≤ θ(x1) então ∇θ(x1)(x2 − x1) ≤ 0.Demonstração: Se x1 = x2, é óbvia a demonstração.Tome x1 6= x2. Como Γ é aberto, existe uma bola aberta Bδ(x

1), de
entro em x1 e raio δ, que está 
ontida em Γ. Então para algum µ tal que
0 < µ < 1 e µ < δ

‖x2−x1‖
, nós temos :

x̃ = x1 + µ(x2 − x1) = (1 − µ)x1 + µx2 ∈ Bδ(x
1) ⊂ Γ,pois,

‖x̃ − x1‖ = µ‖x2 − x1‖ <
δ

‖x2 − x1‖
.‖x2 − x1‖ = δ.Então 
omo θ é quase
onvexa sobre x1, temos por de�nição que

θ(x2) ≤ θ(x1) ⇒ θ(x̃) ≤ θ(x1),e 
omo x̃, x1 ∈ Bδ(x
1), e pela 
onvexidade de Bδ(x

1) ⊂ Γ, para 0 < λ ≤ 1obtemos,
θ[(1 − λ)x1 + λx̃] ≤ θ(x1).7



Usando a hipótese de que θ é diferen
iável sobre x1 ∈ Γ, teremos que peloTeorema 1.2.2 temos,
θ(x1+λ(x̃−x1)) = θ(x1)+〈∇θ(x1), λ(x̃−x1)〉+α(x1, λ(x̃−x1)).λ‖x̃−x1‖ ≤ θ(x1),onde lim

λ→0
α(x1, λ(x̃ − x1)) = 0.Dividindo a inequação por λ, temos:

〈∇θ(x1), x̃ − x1〉 + α(x1, λ(x̃ − x1))‖x̃ − x1‖ ≤ 0.Para 0 < λ ≤ 1. Passando o limite 
om λ → 0 e lembrando que temos
x̃ − x1 = µ(x2 − x1) , obtemos:

〈∇θ(x1), x̃ − x1〉 ≤ 0 ⇒ µ〈∇θ(x1), x2 − x1〉 ≤ 0.Dividindo ambos os lados da segunda desigualdade por µ, temos:
〈∇θ(x1), x2 − x1〉 ≤ 0. �Teorema 1.2.4. Seja o 
onjunto aberto D ⊂ Rn, 
ontendo o 
onjunto Γ, ea função θ : D → R. Dado x ∈ Γ :i. Se Γ um 
onjunto 
onvexo, θ diferen
iável sobre x e θ(x) = minx∈Γθ(x),então

∇θ(x)(x − x) ≥ 0, ∀ x ∈ Γ.ii. Se θ pseudo-
onvexa sobre x, e ∀x ∈ Γ,∇θ(x)(x − x) ≥ 0, então
θ(x) = minx∈Γθ(x).Demonstração: Vamos demonstrar apenas o item [ii℄, pois ele será usadoposteriormente, para a demonstração do item [i℄ veja [6℄, teorema 3, pp.142.Temos que θ é pseudo-
onvexa sobre x ∈ Γ, então por de�nição, paraqualquer x ∈ Γ e tendo ∇θ(x)(x − x) ≥ 0, temos que θ(x) ≥ θ(x), logo

θ(x) = minx∈Γθ(x). �8



Teorema 1.2.5. Toda sequên
ia monótona limitada de números reais é
onvergente.([5℄, Teorema 4, pg. 25. )Corolário 1.2.1. Uma sequên
ia monótona de números reais é 
onvergentese, e somente se, possui uma subsequên
ia limitada.Teorema 1.2.6. Se {xk} é quase Ferjér 
onvergente para um 
onjunto nãovazio Γ ⊆ Rn, então {xk} é limitada. Se além disso, um ponto de a
umulação
x de {xk} perten
e a Γ, então lim

k→∞
xk = x.Demonstração: Tome x̃ ∈ Γ, apli
ando a de�nição da quase Fejér 
on-vergên
ia de {xk} iterativamente, obtemos:

‖xk − x̃‖2 ≤ ‖xk−1 − x̃‖ + ξk−1 ≤ ... ≤ ‖x0 − x̃‖2 + ξ0

≤ ‖x0 − x̃‖2 +

k−1∑

l=0

ξl ≤ ‖x0 − x̃‖2 +

∞∑

k=0

ξkDeste modo, temos que {xk} é limitada (está 
ontida dentro de uma bolade 
entro x̃, e raio ‖x0 − x̃‖2 +
∞∑

k=0

ξk).Seja x um ponto de a
umulação de {xk}, e tome δ > 0. Tome {xlk} umasubsequên
ia de {xk} tal que limk→∞ xlk = x.Assim, tomando x ∈ Γ, existe {ξk} satisfazendo a De�nição 1.1.5 (quaseFejér 
onvergên
ia).Tome k0 tal que ∞∑

k=k0

ξk ≤
δ

2
, k tal que lk ≥ k0, e ‖xl

k − x‖2 ≤ δ
2
.Então, para qualquer k ≥ lk temos :

‖xk − x‖2 ≤ ‖xl
k − x‖2 + ξl

k
≤

δ

2
+

∞∑

i=k0

ξi ≤
δ

2
+

δ

2
= δ.Como δ é arbitrário, segue-se que lim

k→∞
xk = x. �9



Teorema 1.2.7. ([3℄) Seja f : Rn → R uma função 
ontinuamente diferen-
iável e seja
αk = argmin{f(xk − α∇f(xk)) + α2λk‖∇f(xk)‖2, α ≥ 0}e

xk+1 = xk − αk∇f(xk).Se f é uma função pseudo-
onvexa e atinge seu mínimo sobre Rn, então asequên
ia gerada por αk e xk+1 
onverge para um mínimo da f.Teorema 1.2.8. ([5℄, Teorema 16, pp. 137): Seja an ≥ 0 para todo n ∈ N.A série ∑
an 
onverge se, e somente se, as reduzidas Sn = a1 + ... + anformam uma sequên
ia limitada, isto é, se, e somente se, existe K > 0 talque a1 + ... + an < K para todo n ∈ N.

1.3 Regra de ArmijoNesta seção, falaremos sobre a regra de Armijo para o 
ál
ulo do tamanhode passo (para maiores detalhes veja [1℄ e [9℄).Uma estratégia natural para o 
ál
ulo do tamanho de passo para ummétodo des
ida é obtermos um 
omprimento de passo que resulte em umde
rés
imo su�
iente da função em relação a iterada seguinte. A idéia éque isto pode ser bem mais e
on�mi
o do ponto de vista 
omputa
ional, doque métodos onde se pro
ure obter o máximo de
rés
imo da função, e aindaassim, possamos garantir sua 
onvergên
ia.Suponhamos que f seja uma função diferen
iável no ponto xk. Fixamos osparâmetros α̂ > 0, e σ, θ ∈ (0, 1), e seja dk uma direção de des
ida. Tomamos10



α := α̂.1. Veri�
amos se a desigualdade
f(xk + αdk) ≤ f(xk) + σα〈∇f(xk), dk〉 (1.1)se satisfaz ou não.2. Se (1.1) não é satisfeita, tomamos α := θα e retornamos ao Passo 1.Caso 
ontrário, a
eitamos αk = α, 
omo o valor do 
omprimento dePasso.Em outras palavras, αk é o maior número entre todos os números da forma

α = α̂θi, i=0,1,2..., que satisfaz a desigualdade (1.1).O valor α〈∇f(xk), dk〉 no lado direito de (1.1), representa o valor deredução de f , previsto pela sua aproximação linear para o passo de 
ompri-mento α na direção dk. Portanto, a desigualdade (1.1) signi�
a que o de-
rés
imo real de f deve ser pelo menos a fração (determinada por σ ∈ (0, 1))do previsto.A implementação 
omputa
ional da regra de Armijo é fá
il : reduzimoso valor ini
ial α̂, multipli
ando ele 
ada vez pelo parâmetro θ ∈ (0, 1), atéque a desigualdade (1.1) seja satisfeita. A demonstração de que a regra deArmijo está bem de�nida pode ser en
ontrada na referên
ia [9℄, Lema 3.1.2,pp. 66.
11



1.4 Métodos Computa
ionaisNesta seção des
reveremos alguns métodos 
omputa
ionais (para maioresdetalhes veja [9℄, e [7℄) que utilizaremos posteriormente.1.4.1 Método do Gradiente: Suponhamos que a função f seja diferen-
iável no Rn, e seja o esquema iterativo geral de métodos de des
ida
xk+1 = xk + αkd

k, falamos do método do gradiente quando a direçãode des
ida dk se es
olhe 
omo o anti-gradiente da função f no ponto
xk, isto é, dk = −∇f(xk). Se ∇f(xk) = 0 para algum k, xk é umponto esta
ionário do problema minf(x), x ∈ Rn, e o método pára (noentanto, para �ns de análise de 
onvergên
ia pode ser 
onveniente 
on-siderar que xj = ... = xk+1 = xk, para todo j ≥ k, o que é válido, jáque xk+1 = xk−αk∇f(xk) = xk). Em parti
ular, o esquema de des
idase reduz a :

xk+1 = xk − αk∇f(xk), k = 0, 1, 2, ...,para uma es
olha 
onveniente do passo αk.1.4.2 Método da Bisseção I: Este método é des
rito nas literaturas maisantigas e é usado para resolver problemas de se minimizar uma função
f real de�nida em um aberto X ⊃ [a, b] , 
ontinuamente diferen
iável.Para en
ontrarmos o mínimo, ini
iaremos 
om intervalo [a, b] satis-fazendo f ′(a) < 0 e f ′(b) > 0. Este método será exposto de a
ordo
om [7℄. Avaliaremos f ′(a + b/2).Se f ′[(a+ b/2)] = 0, o ponto (a+ b)/2 satisfaz a 
ondição ne
essária deprimeira ordem para mínimo lo
al.Se f ′(a+b/2) > 0, tome [a, a+b/2] 
omo o novo intervalo e avaliaremos12



novamente a f ′ no ponto médio deste intervalo.Se f ′[(a + b/2)] < 0, tomamos 
omo o novo intervalo [a + b/2, b] eavaliaremos novamente a f ′.Desde que o intervalo seja dividido pela metade a 
ada nova avali-ação, o 
omprimento deste intervalo 
onverge para zero linearmente.Quando seu 
omprimento se torna menos que uma tolerân
ia espe
i-�
ada ǫ, qualquer ponto no intervalo �nal poderia ser levado a umaaproximação do mínimo. Uma desvantagem desse método é que ele
on�a totalmente nos valores da derivada e não usa valores da função
f na minimização.1.4.3 Método da Bisseção II: Apresentaremos agora um método da bis-seção que en
ontramos nas literaturas mais atuais para resolver o pro-blema :




minf(x)

s.a x ∈ [a, b]onde a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → R. Este método é sequen
ial e re-lativamente e�
iente. Ele permite aproximar uma solução global doproblema (e, 
omo 
onsequên
ia, também o valor ótimo ), mas se apli-
am a uma 
lasse de estrutura mais espe
í�
a.Dizemos que uma função f : [a, b] → R, é unimodal (em [a,b℄), quandoela tem um úni
o minimizador global x em [a,b℄, e é estritamente de-
res
ente em [a, x] e estritamente 
res
ente em [x, b], isto é,
f(y) > f(z), ∀ y, z ∈ [a, x], y < z,

f(y) < f(z), ∀ y, z ∈ [x, b], y < z.13



Pre
isaremos ainda de um lema que enun
iaremos para o desenvolvi-mento do método da bisseção:Lema: Sejam f : [a, b] → R uma função unimodal e x o minimizadorglobal de f em [a, b]. Segue-se que para quaisquer pontos y, z ∈ [a, b]tais que y < z, vale o seguinte :(a) Se f(y) ≤ f(z), então x ∈ [a, z].(b) Se f(y) ≥ f(z), então x ∈ [y, b].Como 
onsequên
ia, 
omparando os valores de uma função unimodal
f em dois pontos de [a, b], podemos "lo
alizar"a solução global do pro-blema, minf(x), sujeito a x ∈ [a, b], num intervalo menor. Repetindoeste pro
edimento, podemos diminuir 
ada vez mais o intervalo que
ontém a solução. Os métodos baseados nesta estratégia podem serdiferentes na maneira de es
olher pontos para a 
omparação. Ressalta-mos que estamos aproximando ao mesmo tempo o valor ótimo do pro-blema e a solução 
orrespondente.O algoritmo deste método pode ser en
ontrado na ref. [9℄

14



Capítulo 2
Convergên
ia Global do Métodode Des
ida Gradiente paraFunções Quase
onvexas
Neste 
apítulo vamos provar a 
onvergên
ia global do método de des
ida.Para isto, 
onsideraremos uma função f : Rn → R quase
onvexa e 
ontinua-mente diferen
iável, algumas hipóteses adi
ionais e dois resultados auxiliares.Ressaltamos que este é o resultado prin
ipal deste trabalho.
2.1 Hipóteses PreliminaresO método de des
ida de Cau
hy ou também 
onhe
ido 
omo do gradiente,gera uma sequên
ia xk via,

xk+1 = xk − tkg
k, gk = ∇f(xk), k = 0, 1, 2, ... (2.1)15



onde,
tk = argmax{t : f(xk − tgk) ≤ f(xk) − αt‖gk‖2}, t = 2−i, i = 0, 1, 2, ... (2.2)é obtido pela regra de Armijo, 
om α ∈ (0, 1).A seguir vamos 
onsiderar uma função φ : R+ → R+, satisfazendo asseguintes hipóteses:(A1) ∃ α ∈ (0, 1), τα > 0, ∀ t ∈ (0, τα] : φ(t) ≤ αt,(A2) ∃ β > 0, τβ ∈ (0,∞], ∀ t ∈ (0, τβ)

⋂
R : φ(t) ≥ βt2,(A3) ∀ k, f(xk+1) ≤ f(xk) − φ(tk)‖g

k‖2, e 0 < tk ≤ τβ em (2.1),(A4) ∃ γ > 1, τγ > 0, ∀ k : tk ≥ τγ , ou
[∃ t̃k ∈ [tk, γtk] : f(xk − t̃kg

k) ≥ f(xk) − φ(t̃k)‖g
k‖2].Note que a 
ondição (2.2) é um 
aso parti
ular dessas hipóteses. Paravermos isto basta fazermos :

φ(t) = αt, β = α, γ = 2, τγ = τβ = τα = 1.Além das hipóteses des
ritas anteriormente, vamos supor ainda a seguinte
ondição:
f(xk) ≥ f(x̃), (2.3)para todo k e para algum x̃ �xo.É muito importante observarmos que a 
ondição (2.3) é válida se o 
on-junto de pontos de mínimo da f que denotaremos por X̌ é não vazio, ou x̃ éum ponto de a
umulação de {xk}. De fato,16



i) 
onsideraremos que X̌ 6= ∅. Dessa forma temos que existe x̃ ∈ X̌ talque f(xk) ≥ f(x̃), ∀ k.ii) suponhamos que x̃ é ponto de a
umulação de {xk}, então existe umasubsequên
ia {xkj} ⊂ {xk} tal que, lim
j→∞

xkj = x̃. Pela 
ontinuidade da ftemos que lim
j→∞

f(xkj ) = f(x̃), portanto esta subsequên
ia é limitada.De (A3) temos que para todo k

f(xk+1) ≤ f(xk) − φ(tk)‖g
k‖2 ≤ f(xk),logo {f(xk)} é monótona não 
res
ente, e 
omo possui uma subsequên
ialimitada pelo Corolário 1.2.1, a sequên
ia 
onverge, e será para o mesmolimite da subsequên
ia . Pelo Teorema 1.2.5

lim
k→∞

f(xk) = f(x̃) = inf{f(xk), k = 1, 2, ...}.Logo f(xk) ≥ f(x̃), ∀k. �O 
onjunto de pontos que satisfazem a desigualdade (2.3), será denotadopor
Γ = {x̃ ∈ Rn; f(xk) ≥ f(x̃), ∀k}.

2.2 Lemas AuxiliaresLema 2.2.1. Se Γ 6= ∅, então para todo x̃ ∈ Γ, temos
∞∑

k=0

t2k‖g
k‖2 ≤ [f(x0) − f(x̃)]/β. (2.4)Além disso, xk → x para algum x ∈ Γ.17



Demonstração: De (A2) e (A3) temos :
βt2k ≤ φ(tk) e φ(tk)‖g

k‖2 ≤ f(xk) − f(xk+1),unindo estas duas desigualdades, obtemos
βt2k‖g

k‖2 ≤ φ(tk)‖g
k‖2 ≤ f(xk) − f(xk+1),
omo β > 0,

t2k‖g
k‖2 ≤ [f(xk) − f(xk+1)]/β, ∀k.Fazendo k variar de 0 até n,

t20‖g
0‖ ≤ [f(x0) − f(x1)]/β

t21‖g
1‖ ≤ [f(x1) − f(x2)]/β...

t2n‖g
n‖ ≤ [f(xn) − f(xn+1)]/β,e adi
ionando as inequações

n∑

k=0

t2k‖g
k‖2 ≤

[f(xo) − f(xn+1)]

β
≤

[f(x0) − f(x̃)]

β
,onde o extremo direito da desigualdade vem da hipótese que vale (2.3), emque f(xk) ≥ f(x̃) para todo k, e 
omo as reduzidas formam uma sequên
ialimitada pelo Teorema 1.2.8 a série 
onverge, e portanto existe o limite.Assim passando o limite na última desigualdade quando k → ∞, temos :

∞∑

k=0

t2k‖g
k‖2 ≤

[f(x0) − f(x̃)]

β
,logo vale a primeira parte do Lema 2.2.1.Pela quase
onvexidade da f , levando em 
onta que vale (2.3) e por f ser
ontinuamente diferen
iável no Rn, temos pelo Teorema 1.2.3 que

〈∇f(xk), x̃ − xk〉 ≤ 0, k = 0, 1, 2, ...,18



lembrando que ∇f(xk) = gk obtemos
〈gk, x̃ − xk〉 ≤ 0, k = 0, 1, 2, ...Sendo xk+1 = xk − tkg
k ⇒ xk − xk+1 = tkg

k, deduzimos que :
0 ≤ ‖x̃ − xk+1‖2 = ‖x̃ − xk + xk − xk+1‖2

= ‖x̃ − xk‖2 + 2〈x̃ − xk, xk − xk+1〉 + ‖xk − xk+1‖2

= ‖x̃ − xk‖2 + 2tk〈x̃ − xk, gk〉 + ‖tkg
k‖2

≤ ‖x̃ − xk‖2 + t2k‖g
k‖2.Observamos que {xk} é quase Fejér 
onvergente sobre Γ, pela De�nição 1.1.5basta tomarmos ξk = t2k‖g

k‖2 ≥ 0 e por (2.4)
∞∑

k=0

ξk =
∞∑

k=0

t2k‖g
k‖2 < ∞,logo

‖x̃ − xk+1‖2 ≤ ‖x̃ − xk‖2 + ξk, ∀ k.Pelo Teorema 1.2.6 temos que {xk} é limitada (está 
ontida dentro de umabola de 
entro x̃, e raio ‖x0 − x̃‖2 +
∞∑

k=0

ξk). Segue que {xk} possui umponto de a
umulação que 
hamaremos de x. Como o 
onjunto dos pontos dea
umulação de {xk} é representado por Γ, então x ∈ Γ. Pela segunda partedo Teorema 1.2.6, obtemos limk→∞ xk = x. �Lema 2.2.2. Se x é um ponto de a
umulação de {xk} , então temos que
x ∈ X = {x : ∇f(x) = 0}.Demonstração: Seja x um ponto de a
umulação de xk, pela últimaparte do Lema 2.2.1 temos que xk → x quando (k → ∞). Suponhamos porabsurdo que g = ∇f(x) 6= 0. Como f é 
ontinuamente diferen
iável, quando
k → ∞ ,

gk = ∇f(xk) → ∇f(x) = g 6= 0 e f(xk) → f(x).19



De (A2) e (A3) deduzimos que tk → 0 quando k → ∞ pois :
0 ≤ βt

2

k‖g
k‖2 ≤ φ(tk)‖g

k‖2 ≤ f(xk) − f(k+1) ⇒

0 ≤ βt2k‖g
k‖2 ≤ f(xk) − f(xk+1).Como β > 0 temos ainda que :

0 ≤ t2k‖g
k‖2 ≤

f(xk) − f(xk+1)

β
.Passando o limite quando k → ∞ :

0 ≤ lim
k→∞

t
2

k‖g
k‖2 ≤ 0.Como gk → g 6= 0, obtemos

0 ≤ lim
k→∞

t2k ≤ 0.Logo tk → 0 quando k → ∞.Assim para todo k su�
ientemente grande, de (A4) e (A1) temos :
f(xk − t̃kg

k) − f(xk) ≥ −φ(t̃k)‖g
k‖2 ≥ −αt̃k‖g

k‖2, (2.5)
om 0 ≤ tk ≤ t̃k ≤ γtk → 0, quando k → ∞.Pelo Teorema 1.2.1 (Teorema do Valor Médio), o lado esquerdo da de-sigualdade (2.5) para 0 < θ < 1 será :
f(xk − t̃kg

k) − f(xk) = 〈∇f(xk − θt̃kg
k),−t̃kg

k〉 = −t̃k〈g
k,∇f(xk − θt̃kg

k)〉.Então −t̃k〈g
k,∇f(xk − θt̃kg

k)〉 ≥ −αt̃k‖g
k‖2.Dividindo ambos os lados da última desigualdade por t̃k > 0 e passandoo limite 
om k → ∞ teremos

−〈∇f(x),∇f(x)〉 = −‖g‖2 ≥ −α‖g‖2,
ontradição, visto que α < 1 e g 6= 0 , logo ∇f(x) = 0. �20



2.3 Teorema Prin
ipalTeorema 2.3.1. Convergên
ia Global. Temos que xk → x ∈ X, ou
X̌ = ∅, ‖xk‖ → ∞, e f(xk) → inf f.Demonstração: Suponha que X̌ 6= ∅, então existe pelo menos um mí-nimo global x∗, tal que f(xk) ≥ f(x∗), para todo k. Assim a 
ondição (2.3)é satisfeita. Apli
ando o Lema 2.2.1, xk → x, e pelo Lema 2.2.2, x ∈ X.Se ‖xk‖ 9 ∞, teremos que {xk} é limitada tendo assim um ponto dea
umulação, então novamente a 
ondição (2.3) será satisfeita e pelos Lemas2.2.1 e 2.2.2 {xk} → x ∈ X.Se lim

k→∞
f(xk) > inf f = f(x̃) então

f(x̃) < f(xk), ∀k, então vale (2.3), e os resultados anteriores. �
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Capítulo 3
Dis
ussões
Neste 
apítulo trataremos de dis
ussões em 
ima de outras linhas de pesquisa,modi�
aremos algumas hipóteses deste trabalho e faremos uma 
omparação
om resultados obtidos anteriormente a este trabalho .(1) Analisemos primeiro para o 
aso em que f é 
onvexa, e seja α ∈ (1/2, 1).Então a prova do Lema 2.2.1 
om essas novas hipóteses torna-se simples,desde que (2.3) seja válida e já que,

f(x̃) ≥ f(xk) + 〈∇f(xk), x̃ − xk〉 ⇒

〈gk, xk − x̃〉 ≥ f(xk) − f(x̃) ≥ f(xk) − f(xk+1) ≥ αtk‖g
k‖2.Se multipli
armos ambos os lados da desigualdade por −2tk :

−2tk〈g
k, xk − x̃〉 ≤ −2t2kα‖g

k‖2.Sabemos que,
‖x̃ − xk+1‖2 − ‖x̃ − xk‖2 = 2〈x̃ − xk, xk − xk+1〉 + ‖xk+1 − xk‖222



= −2〈xk − x̃, tkg
k〉 + t2k‖g

k‖2 ≤ −2αt2k‖g
k‖2 + t2k‖g

k‖2

= t2k‖g
k‖2.(−2α + 1) = −(2α − 1)t2k‖g

k‖2 ≤ 0.Pois α ∈ (1/2, 1). Então,
‖x̃ − xk+1‖2 − ‖x̃ − xk‖2 ≤ 0 ⇒

‖x̃ − xk+1‖2 ≤ ‖x̃ − xk‖2, ∀ k ≥ 0,assim, {xk} é Fejér 
onvergente, e apli
ando esta de�nição su
essivasvezes teremos :
‖xk − x̃‖2 ≤ ‖x0 − x̃‖2, para algum x̃, ou seja a sequên
ia {xk} está
ontida em alguma bola de 
entro x̃ e raio ‖x0−x̃‖, logo {xk} é limitada.Seja {xkj} ⊂ {xk}, tal que lim

j→∞
xkj = x. Assim, devido a sequên
ia {xk}ser Fejér 
onvergente teremos que a sequên
ia {‖xk −x‖} é de
res
entee não negativa, e tem uma subsequên
ia {‖xkj − x‖} → 0. Con
luimosentão que a sequên
ia {‖xk − x‖} → 0, ou seja, lim

k→∞
xk = x. �(2) É fá
il veri�
ar o Teorema 2.3.1 para alguma linha de pesquisa se valeo Lema 2.2.2, e também se α ∈ (0, 1) e para todo k, tivermos

f(xk+1) ≤ f(xk) − αtk‖g
k‖2,e tk ∈ (0, tmax], para algum tmax > 0 �xado. Esse tamanho de passo éen
ontrado em muitos pro
edimentos. Note que as bus
as lineares exa-tas não são admissíveis, mas uma pode ser usada, que é a do métododa bisseção, que 
onsiste em pro
urar o ponto de mínimo em um in-tervalo, que será dividido ao meio a 
ada nova iteração. Quando seu
omprimento se tornar menor que uma tolerân
ia espe
i�
ada, 
adaponto do intervalo poderá ser levado a uma aproximação do mínimo.23



Tomaremos então o tamanho de passo que realiza o mínimo de f(xk+1),ou seja, o tamanho de passo 
al
ulado da seguinte maneira :
tk ≈ argmin{f(xk−tgk) : f(xk−tgk) ≤ f(xk)−αt‖gk‖2, 0 < t < tmax}.onde denotaremos neste 
aso 
itado 
omo argmin, o 
onjunto de pontosque minimizam a função f no ponto (xk − tgk) e ainda satisfazem adesigualdade de Armijo.(3) Se relaxarmos a regra de Armijo 
omo no parágrafo anterior e em par-ti
ular usarmos

tk ≈ ťk = argmin{f(xk − tgk) + αt2‖gk‖2 : t > 0}, (3.1)onde tk tomado dessa forma é o mesmo do Teorema 1.2.7 e, se vale que
f é pseudo-
onvexa, então X = X̌.Sendo X̌ o 
onjunto de minimizadores da f e X = {x : ∇f(x) = 0}.Provaremos a a�rmação a
ima.i) X ⊂ X̌. Como f é pseudo-
onvexa sobre Rn então em parti
ularé pseudo-
onvexa sobre X, e para todo x̃ ∈ X, pela De�nição 1.1.3 epelo Teorema 1.2.4 :
f(x̃) = minx∈Xf(x) ⇒ x̃ ∈ X̌, logo X ⊂ X̌.ii) X̌ ⊂ X pela 
ondição ne
essária de primeira ordem para problemasirrestritos.Assim, se X̌ 6= ∅ e tk = ťk, ∀ k, então xk → x ∈ X = X̌.De fato, pois re
orremos ao resultado da referên
ia [3℄, que neste tra-balho equivale ao Teorema 1.2.7 onde é garantido que se a função épseudo-
onvexa e atinge seu mínimo sobre o Rn então a sequên
ia {xk}gerada por (2.1) e por (3.1) 
onverge para o mínimo da f (
omo vimos,
x). �24



(4) Podemos examinar as hipóteses (A1)-(A4) para os algoritmos de [2℄,onde o teorema prin
ipal dessa referên
ia prova a 
onvergên
ia dométodo usando funções 
onvexas 
ontinuamente diferen
iáveis, tal de-monstração utiliza dois algoritmos. Para o primeiro algoritmo é as-sumido que o gradiente da função satisfaz a 
ondição de lips
hitz e éusado o método do gradiente, des
rito no item 1.4.1, 
om bus
a linearinexata. Desde que se 
onheça a 
onstante de lips
hitz L, o tamanhode passo é 
al
ulado da seguinte forma : 
onsidera-se dois númerospositivos δ1 e δ2 tal que
L

2
δ1 + δ2 < 1 ⇒ 0 < δ1 < (1 − δ2).

2

LO tamanho de passo tk é tomado no intervalo [δ1,
2

L
(1 − δ2)].Para veri�
armos que o algoritmo se en
aixa nas hipóteses (A1)-(A4)basta tomarmos φ(t) = βt2, onde na notação do trabalho de Bura
hiket al., temos que

β =
Lδ2

2(1 − δ2)
, τγ = δ1(satisfaz A4)

τβ =
2

L
(1 − δ2) (satisfaz A2 e A3),

τα =
α

β
e α ∈ (0, 1)(satisfaz A1).Podemos observar que β satisfaz a hipótese (A2), onde β > 0 poistemos 0 < (1 − δ2)

2

L
⇒ 0 < [L.δ2/2(1 − δ2)] = β.Para o segundo algoritmo da referên
ia [2℄, é 
onsiderado uma função
onvexa e 
ontinuamente diferen
iável, portanto, para nós basta fazer-mos esta função igual a φ deste trabalho. Logo assumiremos as hipóte-ses (A1)-(A4).O Teorema 2.3.1 é um resultado mais forte que o teorema prin
ipal dareferên
ia [2℄, pois enfraque
emos as hipóteses do mesmo, visto que não25



exigimos que a função seja 
onvexa e nem muito menos que ela possuaseu gradiente satisfazendo a 
ondição de Lips
hitz e sua demonstração
omo já vimos é simples.(5) Notemos que a quase
onvexidade da f é ne
essária para o Lema 2.2.1,e 
onsequentemente o Teorema 2.3.1. Por exemplo, seja n = 2, e tome
f(x, y) = ex − y2, (x, y)0 = (0, 0)T .Observemos que esta função não é quase
onvexa. De fato, pois temosque pela De�nição 1.1.1, a função f será quase
onvexa sobre o R2, se,e somente se, dados x, y ∈ R2 e f(x) ≤ f(y) e λ ∈ [0, 1] impli
ar em
f [(1 − λ)y + λx] ≤ f(y). Tomemos então x = (k1, k2) e y = (k1,−k2),
om k2 6= 0.
f(x) = f(k1, k2) = ek1 − k2

2 ≤ f(y) = ek1 − k2
2, por outro lado temos,

f [(1 − λ)y + λx] = f [k1, k2(2λ − 1)] = ek1 − k2

2(2λ − 1).Se tormamos λ no interior do intervalo [0,1℄, por exemplo λ = 1/2,obtemos
f [(1 − λ)y + λx] = ek1 > f(y) = ek1 − k2

2.Con
luímos assim que f não é quase
onvexa.Analisemos na �gura 3.1 o grá�
o desta função para pontos P1 = (1, 1)e P2 = (1,−1), sabemos que f(1, 1) = e − 1 ≤ f(1,−1) = e − 1.Analisando a função f no segmento (1 − λ)P2 + λP1, 
om λ ∈ [0, 1](
onforme a de�nição de quase
onvexidade), observamos que no grá�
oda f , teremos que f [(1 − λ)P2 + λP1] > f(P2) para todo λ ∈ (0, 1), oque 
on�rma que realmente a função em questão não é quase
onvexa.Os pontos do segmento que satisfazem a de�nição de quase
onvexidadeda f são apenas quando parti
ularizamos λ = 0 e λ = 1, que equivalemaos extremos que estão 
ontidos na superfí
ie.26



Figura 3.1:
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Em uma breve análise veri�
amos que a função a
ima, nem ao menospossui pontos esta
ionários, pois temos que
∇f(x) = (ex1,−2x2).Observamos então que ∄ x1 tal que ex1 = 0.Analisaremos agora a segunda parte do teorema, pois 
on
luimos que

X̌ = ∅. O algoritmo gerará então uma sequên
ia xk = (xk
1, 0) ondepodemos observar que primeira 
oordenada xk

1 → −∞ quando k → ∞27



e temos que f(xk) = f(xk
1, 0) = exk

1 quando k → ∞ temos,
lim
k→∞

f(xk
1, 0) = lim

k→∞
exk

1 − 0 = 0.Logo f(xk) → 0.Observemos que o inf f = −∞. De fato, basta tomarmos a seguintesequên
ia, xk
′

= (x1, x2) = (0, k), então f(xk
′

) = e0 − (k)2 = 1 − k2,ou seja, f é ilimitada inferiormente, o que impli
ará que a segundaparte do teorema também não é satisfeita, pois f(x
k

) → 0, enquanto
inf f = −∞.

28



Con
lusão
Mostramos de maneira simples e 
om hipóteses bastante razoáveis, a
onvergên
ia do método de des
ida do gradiente 
om bus
a linear inexatapela regra de Armijo para funções quase
onvexas. Constatamos que é desuma importân
ia a quase
onvexidade da função, pois a retirada da mesmaimpossibilita a demonstração do teorema prin
ipal, apresentamos um 
ontra-exemplo de uma função que não era quase
onvexa, e veri�
amos que a mesmanão permitiu que o teorema prin
ipal fosse satisfeito.Notamos também que se alterarmos a hipótese da quase
onvexidade dafunção e sugerirmos que a mesma seja 
onvexa restringindo o valor de αdas hipóteses preliminares dentro do intervalo de (1/2, 1), tornamos a provado Lema 2.2.1 bem simples. Notamos em um dos 
omentários do 
apítulo3, que podemos "relaxar"o tamanho de passo tk, de maneira semelhante aodo Teorema 1.2.7 da parte de generalidades, um tamanho de passo em queutiliza-se uma função de regularização quadráti
a.Comparamos este trabalho 
om o da referên
ia [2℄ e mostramos que suashipóteses se en
aixam 
omo um 
aso parti
ular deste trabalho.Gostaríamos de 
on
luir des
revendo a relevân
ia deste trabalho, que29



serviu de base fundamental para outros artigos 
omo "Convergen
e of deGradient Proje
tion Method for Generalized Convex Minimization", referên-
ia [11℄, feito por Wang e Xiu publi
ado em 2000, onde é utilizado fortementeo teorema prin
ipal demonstrado aqui, para mostrar entre outros resultadosa 
onvergên
ia método do gradiente projetado para funções pseudo
onvexase quase
onvexas . O artigo es
rito por Quiroz et al. [8℄, "Steepest Des
entMethod with a Generalized Armijo Sear
h for Quasi
onvex Fun
tions on Rie-manian Manifolds", publi
ado em 2008, mostra este trabalho 
om todas ahipóteses, teoremas e lemas sobre a variedade riemaniana.
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