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Resumo

Muitos problemas de f́ısica, engenharia, ecomomia e outras ciências
são modelados de maneira muito conveniente por sistemas não-
lineares. Nestes casos, podemos usar o método de Newton, que
é um método iterativo, no sentido de garantir a convergência a uma
solução, supondo que o ponto inicial usado como aproximação da
mesma é suficientemente bom. O objetivo deste trabalho é dar uma
demonstração, baseada nos resultados obtidos por João Xavier e
Orizon Ferreira, que o Método de Newton sob as hipóteses do Te-
orema de Smale converge Q-quadraticamente e como conseqüência
esses autores deduziram um erro estimado, o que configura um re-
sultado novo, uma vez que, apenas a convergência R-quadrática foi
obtida.
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Abstract

Many problems in Physics, Engineering, Economics and other sci-
ences are modeled by suitable nonlinear systems. In these models,
we can use Newton’s iterative method for approximating solutions,
starting from an initial approximation which is assumed to be suf-
ficiently good. The goal of this work is to give a proof that, un-
der the assumptions of Smale’s theorem, the method converges Q-
quadratically. The proof presented is based on some results proved
by João Xavier e Orizon Ferreira, which improve previous results
giving only the R-quadratic convergence of the method.
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Introdução

O Método de Newton e suas modificações desempenham um pa-
pel importante em encontrar soluções de equações e sistemas de
equações não-lineares. Steve Smale propõe diferenciabilidade forte
e analiticidade da aplicação no espaço de Banach. Os resultados
do trabalho de Smale são importantes para a construção de algorit-
mos globais baseados no Método de Newton e para a estimativa da
eficiência desses algoritmos.

Neste trabalho daremos uma demonstração, baseada no trabalho
de João Xavier e Orizon Ferreira [1], que o Método de Newton, sob
as hipóteses do Teorema de Smale, converge Q-quadraticamente.

A estrutura do trabalho encontra-se organizada da seguinte forma:
O Caṕıtulo 1 contém várias definições e resultados fundamentais

sobre Método de Newton, entre os quais, temos as definições de
convergência Q-quadrática e o enunciado do Teorema de Smale cujas
hipóteses utilizamos no presente trabalho.

O Caṕıtulo 2 trata dos resultados que nos auxiliarão na demos-
tração do Teorema da Convergência Q-quadrática, contém também
a definição de Zero Aproximado e o Teorema da Dominação.

Finalmente, no Caṕıtulo 3, mostraremos a convergência Q-quadrática
e alguns resultados utilizados na demonstração.
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Caṕıtulo 1

O Método de Newton

1.1 O Método de Newton

Nos cursos de cálculo numérico, estuda-se o Método de Newton
(também conhecido como Newton-Raphson) no contexto de achar
zeros de funções. Nesse método tem-se uma função f : I −→ R, de
classe C1 no intervalo I, com f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ I, toma-se
um valor inicial x0 e põe-se

x1 = x0 − f(x0)/f
′(x0)

x2 = x1 − f(x1)/f
′(x1)

...
xn+1 = xn − f(xn)/f

′(xn) , etc.

Se a seqüência (xn) convergir, seu limite a será uma raiz da equação
f(x) = 0, pois fazendo n→∞ na igualdade

xn+1 = xn − f(xn)/f
′(xn)

resulta a = a− f(a)/f ′(a), donde f(a) = 0.

Figura 1.1: Como a inclinação da tangente é f ′(x0) = f(x0)/(x0 − x1), segue que x1 = x0 −
f(x0)/f ′(x0).
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A idéia que motiva o método de Newton é que, se a tangente
aproxima a curva então sua intersecção com o eixo x aproxima o
ponto de intersecção da curva com esse eixo, isto é, o ponto (x, f(x))
em que f(x) = 0.

A generalização do método de Newton para sistemas de equações
não-lineares foi proposta pela primeira vez não por Newton, mas
por Simpson, eminente matemático do século XVIII. O prinćıpio
em que se baseia o método é paradigmático na resolução aproxi-
mada de problemas matemáticos: o objetivo final é um problema
“dif́ıcil”(neste caso, F (x) = 0), cuja solução vai sendo aproximada
por uma seqüência de pontos {xn}. Dada cada aproximação xn,
constrói-se, com a informação dispońıvel nesse ponto, um problema
“fácil”, que sabemos resolver. A aproximação xn+1 é a solução do
problema fácil. O problema fácil muda de uma interação para a
seguinte e, via de regra, sua solução está cada vez mais próxima da
solução do problema dif́ıcil original. De acordo com as considerações
acima nosso problema será resolver

F (x) = 0, F : Rn −→ Rn, F ∈ C1(Rn), onde

F (x) =

 f1(x)
...

fn(x)

 e J(x) = F ′(x) =

 f ′1(x)
...

f ′n(x)

 ,

sendo J a matriz jacobiana.
O n−ésimo problema fácil vem de considerar a aproximação de

Taylor de primeira ordem de F (x), numa vizinhança do ponto atual
xn:

F (x) ≈ Ln(x) = F (xn) + J(xn)(x− xn). (1.1)

Seguindo o prinćıpio descrito acima, o ponto seguinte xn+1 é uma
solução de

Ln(x) = 0. (1.2)

Se J(xn) é não singular então a equação 1.2 tem solução única, e
a iteração de Newton consiste em resolver um sistema linear:{

J(xn)sn = −F (xn)
xn+1 = xn + sn .

(1.3)

A implementação do sistema 1.3 pressupõe o cálculo de J(xn), isto
é, a avaliação das derivadas primeiras das funções fi, i = 1, ..., n.
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Até poucos anos atrás, o cálculo de derivadas era considerado não
só dif́ıcil mas também muito suscet́ıvel a erros humanos. Atual-
mente a possibilidade de falha humana pode ser evitada, através
das diferenciações simbólica e automática. É importante ressaltar
que, em geral, quando se calcula efetivamente as derivadas, muitos
cálculos usados na avaliação da função podem ser reaproveitados.
A diferenciação automática é um conjunto de técnicas que produz
um programa que avalia F (x) e J(x), com os reaproveitamentos
necessários, partindo de um programa que avalia apenas F (x).

O método de Newton possui uma propriedade única entre os algo-
ritmos para resolver sistemas de equações não-lineares: a invariância
por mudança de coordenadas, tanto no espaço domı́nio quanto no
contra-domı́nio. No contra-domı́nio, isto significa que as iterações
de Newton aplicadas a F (x) = 0 são as mesmas que as aplicadas
ao sistema AF (x) = 0, para qualquer matriz A não-singular. A in-
variância no domı́nio consiste em que, se {xn} é a seqüência newtoni-
ana para F (x) = 0, então os iterados para o sistema F (Ax+ b) = 0,
com A não-singular e com a aproximação inicial Ax0 + b, são os
pontos da forma Axn + b.

1.2 Convergência Local

Diremos que um método possui convergência local em relação a um
determinado tipo de solução do problema considerado se, dada uma
solução x∗ desse tipo, existe um ε > 0 tal que toda seqüência {xn}
gerada pelo algoritmo onde ‖x0 − x∗‖ ≤ ε, converge para x∗. Os
resultados de convergência local estão quase sempre associados a
resultados de ordem de convergência. Diremos que uma seqüência
{xn} converge Q-linearmente para x∗ relativamente à norma ‖.‖ se
existem n0 ∈ N e r ∈ (0, 1) tais que, para todo n ≥ n0,

‖xn+1 − x∗‖ ≤ r‖xn − x∗‖. (1.4)

A convergência de {xn} para x∗ será chamada Q-superlinear se
existe uma seqüência rn > 0 tendendo a zero, tal que

‖xn+1 − x∗‖ ≤ rn‖xn − x∗‖ (1.5)

para todo n = 0, 1, 2, .... Pela equivalência das normas em Rn

podemos ver que a convergência Q-superlinear de uma seqüência
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é independente da norma. Ao mesmo tempo, se xn → x∗ Q-
superlinearmente, então dados qualquer r ∈ (0, 1) e qualquer norma
em Rn, a desigualdade 1.4 acabará se verificando para n0 suficiente-
mente grande, ou seja, teremos convergência Q-linear. Se xn → x∗
e existem n0 ∈ N, c > 0 e p > 0 tais que, para todo n ≥ n0

‖xn+1 − x∗‖ ≤ c‖xn − x∗‖p, (1.6)

diremos que {xn} converge para x∗ com Q-ordem p. Para p = 2, di-
remos que a convergência é Q-quadrática. Quanto maior for p mais
rapidamente xn tenderá a x∗. Com efeito, se para uma iteração n
o erro ‖xn − x∗‖ é da ordem de 0.1, então na iteração seguinte será
da ordem de c. 0.1p, e depois de m iterações será c. 0.1mp. Portanto
o número de d́ıgitos corretos das componentes da solução crescerá
rapidamente se p ≥ 2. Por isso, costuma-se dizer que, na con-
vergência Q-quadrática, o número de decimais corretos é duplicado
em cada iteração. Assim, o tipo de convergência mais desejável é
a de Q-ordem p com o maior valor de p posśıvel. Nas seqüências
produzidas por métodos numéricos geradas em um computador, a
convergência Q-quadrática é observadada no rápido crescimento dos
d́ıgitos repetidos de uma iteração para outra, ou, equivalentemente,
o número de decimais repetidos do erro. Além disso diz-se que
{xn} converge a x∗ com R-ordem de convergência p se existir uma
sequência {an} ⊂ R que converge exibindo um comportamento Q
de ordem p tal que o erro

‖xn − x∗‖ = ‖en‖ ≤ |an|.

O prefixo Q (por quociente) nas definições acima se utiliza para
diferenciar esse tipo de convergência das do tipo R (por ráızes).

Exemplos :

a) Seja xn = 1 + 2−n tal que,

lim
n→∞

1 + 2−n = 1 = x∗.

Calculando:

‖xn+1 − 1‖ = ‖2−(n+1)‖ = ‖2−12−n‖ = 1
2‖2

−n + 1− 1‖ = 1
2‖xn − 1‖,

obtemos que xn converge a 1 Q-linearmente com c = 1
2 .

b) Seja xn = 1 + 2−2n

tal que,

lim
n→∞

1 + 2−2n

= 1 = x∗.
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Calculando:

‖xn+1 − 1‖ = ‖2−2(n+1)‖ = ‖2−(2n2)‖ =

= ‖(2−2n

)2‖ = ‖2−2n

+ 1− 1‖2 = ‖xn − 1‖2.

Logo, a convergência é Q-quadrática com c = 1.

1.3 Convergência do Método de Newton

Definição 1.3.1 A função g : X ⊂ Rn −→ Rn é lipschitziana com
constante γ em um conjunto X, ou seja, g ∈ Lipγ(X), se para todos
x, y ∈ X,

|g(x)− g(y)| ≤ γ|x− y|.

Lema 1.3.1 (Lema de Banach) Dada uma norma arbitrária ‖.‖
em Rn, que denota também a norma matricial subordinada, se ‖A‖ <
1, então (I − A)−1 existe e

‖(I − A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖
.

Além disso, se A é não-singular e ‖A−1(B − A)‖ < 1 então, B é
não-singular e

‖B−1‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1(B − A)‖

.

DEMONSTRAÇÃO: Seja A : Rn −→ Rn uma transformação linear

cont́ınua com ‖A‖ < 1. Consideremos a série
∞∑
n=0

An em L(Rn,Rn).

Para todo n ≥ 0 temos ‖An‖ ≤ ‖A‖n. Assim
∞∑
n=0

‖An‖ converge

pois é majorada pela série geométrica
∞∑
n=0

An, com ‖A‖ ≤ 1. Logo

existe uma transformação linear S : Rn −→ Rn tal que

S = I + A+ A2 + ...+ An + ...

e mostraremos que S = (I − A)−1. Com efeito,

S.(I−A) = lim
n→∞

(I+A+A2+...+An)(I−A) = lim
n→∞

(
I − An+1) = I,
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pois ‖An+1‖ ≤ ‖A‖n+1 → 0. De modo análogo se verifica que
(I − A).S = I. Logo

‖(I − A)−1‖ = lim
n→∞

‖I + A+ A2 + ...+ An‖ =

= lim
n→∞

(
‖I‖+ ‖A‖+ ‖A2‖+ ...+ ‖An‖

)
≤

∞∑
n=0

‖A‖n =
1

1− ‖A‖
.

Para mostrar a segunda desigualdade basta aplicar o resultado an-
terior, o que finaliza a demonstração do lema.

�

No teorema seguinte B(x∗, r) denotará uma bola aberta de centro
x∗ e raio r, isto é, B(x∗, r) = {x ∈ Rn; ‖x− x∗‖ < r}.
Teorema 1.3.1 (Convergência Q-quadrática) Seja F : Rn −→
Rn diferenciável em um aberto convexo D ⊂ Rn. Suponha que exis-
tam x∗ ∈ Rn, r, β > 0 tais que B(x∗, r) ⊂ D, F (x∗) = 0, e J(x∗)

−1

com ‖J(x∗)‖−1 ≤ β, e além disso J ∈ Lipγ (B(x∗, r)). Então existe
ε > 0 tal que, para todo x0 ∈ B(x∗, ε), a seqüência x1, x2, ... gerada
por

xn+1 = xn − J(xn)
−1F (xn), n = 0, 1, ...

está bem definida, converge para x∗ e satisfaz

‖xn+1 − x∗‖ ≤ βγ‖xn − x∗‖2, n = 0, 1, ... .

DEMONSTRAÇÃO: Escolhemos um ε tal que J(x) é não singular
para qualquer x ∈ B(x∗, ε), e então mostraremos que o erro local
produzido por cada iteração do método de Newton é no máximo de
ordem O(‖xn − x∗‖)2, e a convergência é Q-quadrática.

Seja ε = min{r, 1
2βγ}. Mostraremos por indução sobre n que a

cada passo ‖xn+1 − x∗‖ ≤ βγ‖xn − x∗‖2 é satisfeito. Verificando,
inicialmente, que J(x0) é não-singular temos, pelo fato de ‖x0 −
x∗‖ ≤ ε, J ∈ Lipγ (B(x∗, ε)) e por ε = min{r, 1

2βγ} que

‖J(x∗)
−1[J(x0)− J(x∗)]‖ ≤ ‖J(x∗)

−1‖ ‖J(x0)− J(x∗)‖ ≤

≤ βγ‖x0 − x∗‖ ≤ βγε ≤ 1

2
.

Pelo Lema de Banach, temos: J(x0) é não-singular e

‖J(x0)
−1‖ ≤ ‖J(x∗)

−1‖
1− ‖J(x∗)−1[J(x0)− J(x∗)]‖

≤
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≤ ‖J(x∗)
−1‖

1− 1
2

= 2‖J(x∗)
−1‖ ≤ 2β.

Logo x1 está bem definida e

x1−x∗ = x0−x∗−J(x0)
−1F (x0) = x0−x∗−J(x0)

−1[F (x0)−F (x∗)] =

= J(x0)
−1[F (x∗)− F (x0)− J(x0)(x∗ − x0)].

Normalizando os dois lados da igualdade,

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖J(x0)
−1‖ ‖F (x∗)− F (x0)− J(x0)(x∗ − x0)‖

‖x1 − x∗‖ ≤ 2β.
γ

2
‖x0 − x∗‖2 = βγ‖x0 − x∗‖2.

Portanto, a verificação para n e n + 1 é feita de modo análogo
aos passos anteriores(n = 0).

�

No teorema seguinte, E e F denotarão Espaços de Banach. Chama-
se espaço de Banach a todo espaço vetorial normado e completo
relativamente a essa norma.
F : X −→ F denotará uma aplicação anaĺıtica. Dizemos que uma

aplicação é anaĺıtica quando podemos representá-la por uma série
de potência que possua raio de convergência positivo.

1.4 Teorema de Smale

Sejam E e F espaços de Banach, X ⊆ E e f : X −→ F uma
aplicação cont́ınua, anaĺıtica em int(X). Tome x0 ∈ int(X) com
Df(x0) não-singular e defina

γ := sup
k>1

∥∥∥Df(x0)
−1Dkf(x0)

k!

∥∥∥ 1
k−1

.

Suponha que B(x0,
1
γ ) ⊆ X e que exista β ≥ 0 tal que

‖Df(x0)
−1f(x0)‖ ≤ β

e α := β.γ ≤ 3− 2
√

2. Então a seqüência {xn} gerada pelo Método
de Newton, para resolver f(x) = 0 com ponto inicial x0

xn = xn−1 −Df(xn−1)
−1f(xn−1), n ≥ 1

11



está bem definida, {xn} ⊂ B(x0,
τ(α)
γ ) e converge para um ponto ξ,

o qual é o único zero de f em B[x0,
τ(α)
γ ], onde

τ(α)

γ
=

(
α+ 1−

√
(α+ 1)2 − 8α

4γ

)
.

Além disso, {xn} converge R-linearmente.
DEMONSTRAÇÃO: Consultar[5].
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Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

Neste caṕıtulo estão enunciados alguns Teoremas cujos resultados
serão usados na demonstração do Teorema da Convergência Q-
quadrática (J.Xavier e O.Ferreira). Estes resultados são puramente
técnicos e as demonstrações podem ser encontradas nas referências
indicadas ao longo do trabalho.

Sejam E e F espaços de Banach e f : Dr(x0) −→ F uma aplicação
anaĺıtica onde x0 ∈ E e Dr(x0) = {x ∈ E; ‖x−x0‖ ≤ r}. A derivada
de f em x ∈ Dr(x0) será denotada por Df(x) e Dfk(x) a derivada
de ordem k.

O método de Newton para resolver

f(x) = 0 (2.1)

gera a seqüência {xn} por um processo iterativo

xn = xn−1 −Df(xn−1)
−1f(xn−1) . (2.2)

Para todo ponto x ∈ Dr(x0) definiremos

β(f, x) = ‖Df(x)−1f(x)‖

γ(f, x) = sup
k>1

‖Df(x)−1Dkf(x)

k!
‖

1
k−1 . (2.3)

α(f, x) = β(f, x)γ(f, x).

Se Df(x)−1 não existir então β(f, x) = ∞ e γ(f, x) = ∞.
Também usaremos as seguintes expressões que desempenharão

um importante papel nos próximos resultados.

τ(α) =
(1 + α)−

√
(1 + α)2 − 8α

4
para 0 ≤ α ≤ 3− 2

√
2 (2.4)
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α0 =
1

4
(13− 3

√
17) (2.5)

Definição 2.0.1 Um ponto x0 é chamado um zero aproximado de
f se a seqüência {xn} gerada por 2.2 está bem definida e satisfaz:

‖xn − xn−1‖ ≤
(

1

2

)2n−1−1

‖x1 − x0‖ ∀n ≥ 1 (2.6)

Teorema 2.0.1 Seja f : Dr(x0) −→ F uma aplicação anaĺıtica,

β = β(f, x0), γ = γ(f, x0) e r ≥ τ(α)
γ . Se α ≤ α0, então os iterados

de Newton x1, x2, ... estão bem definidos, convergem para ξ ∈ Dr(x0)
com f(ξ) = 0 e, para todo n ≥ 1,

‖xn − xn−1‖ ≤
(

1

2

)2n−1−1

‖x1 − x0‖. (2.7)

Além disso, ‖ξ − x0‖ ≤ τ(α)
γ , e ‖ξ − x1‖ ≤ τ(α)−α

γ .

DEMONSTRAÇÃO: Consultar [4]. O teorema 2.0.1 implica em que
a seqüência {xn} satisfaz

‖xn − ξ‖ ≤
(

1

2

)2n

‖x1 − x0‖k (2.8)

onde k =
∞∑
i=1

(
1

2

)2i−1−1

. A demonstração pode ser encontrada em

[5], pág. 36. A inequação 2.8 significa que a seqüência {xn} tem
convergência R-quadrática.

Agora, para cada β, γ > 0, definimos h : (0, 1
γ ) −→ R

hβ,γ(t) = β − t+
γt2

1− γt
. (2.9)

Seja α = βγ satisfazendo (α+1)2−8α > 0 ou equivalentemente 0 <
α < 3 − 2

√
2. Então hβ,γ tem duas ráızes reais distintas positivas,

cuja menor raiz é

τ(α)

γ
=

(1 + α)−
√

(1 + α)2 − 8α

4γ
. (2.10)

Observe que h′′β,γ(t) = 2γ
(1−γt)3 > 0 para 0 < t < 1

γ , o que implica

em que hβ,γ é convexa em 0 ≤ t < 1
γ . Assim o método de New-

ton, para resolver hβ,γ(t) = 0 iniciando em t0 = 0 gera a seqüência
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Figura 2.1: Gráfico da função hβ,γ(t)

monótona {tn}, que converge para τ(α)
γ . Esta observação, será de-

monstrada através do teorema:

Teorema 2.0.2 Sejam I um intervalo aberto da reta, e f : I −→ R,
convexa e diferenciável em I. Seja x0 ∈ I e suponha que x1 =
x0 − f(x0)

f ′(x0) pertença a I, e que exista x∗ tal que f(x∗) = 0. Então

se xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk) é a sequência gerada pelo método de Newton,

vale:

i) f(xk) ≥ 0,∀k ≥ 1;

ii) xk é monótona, k ≥ 1;

iii)xk converge para x tal que f(x) = 0.

Lema 2.0.1 Seja I um intervalo aberto e f : I −→ R, convexa e
diferenciável em I. Suponha que existam x0 < x1 em I tais que
f ′(x0) < 0 < f ′(x1). Então se x∗ é um minimizador de f e y é a
ordenada do ponto de encontro das retas tangentes ao gráfico de f
em (x0, f(x0)) e (x1, f(x1)) então f(x∗) ≥ y.

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos as retas r0 e r1 tangentes ao
gráfico de f em (x0, f(x0)) e (x1, f(x1)), respectivamente e os pontos
de intersecção destas retas com o eixo horizontal (a, 0) e (b, 0). Su-
ponhamos sem perda de generalidade que x∗ = 0 tal que f(x∗) = 0.
Assim,

b = x1 − f(x1)

f ′(x1)

a = x0 − f(x0)

f ′(x0)

15



Logo,
0 = f(x∗) ≥ f(x1) + f ′(x1)(0− x1)

0 ≥ f(x1)− f ′(x1)x1

f ′(x1)x1 ≥ f(x1)

x1 ≥ f(x1)

f ′(x1)

b = x1 − f(x1)

f ′(x1)
≥ 0

Analogamente,

0 = f(x∗) ≥ f(x0) + f ′(x0)(0− x0)

0 ≥ f(x0)− f ′(x0)x0

f ′(x0)x0 ≥ f(x0)

x0 ≤ f(x0)

f ′(x0)
,

pois f ′(x0) < 0

a = x0 − f(x0)

f ′(x0)
≤ 0.

Então r0 : y = f ′(x0)(x− a) e r1 : y = f ′(x1)(x− b).

f ′(x0)(x− a) = f ′(x1)(x− b)

(f ′(x1)− f ′(x0))x = f ′(x1)b− f ′(x0)a

x =
f ′(x1)b− f ′(x0)a

f ′(x1)− f ′(x0)
=
f ′(x1)b− f ′(x0)b+ f ′(x0)b− f ′(x0)a

f ′(x1)− f ′(x0)

x =
(f ′(x1)− f ′(x0))b

f ′(x1)− f ′(x0)
+

f ′(x0)(b− a)

f ′(x1)− f ′(x0)

x = b+
f ′(x0)(b− a)

f ′(x1)− f ′(x0)

Substituindo x m r1 temos,

y = f ′(x1)[b+
f ′(x0)(b− a)

f ′(x1)− f ′(x0)
− b]

y =
f ′(x1)f ′(x0)(b− a)

f ′(x1)− f ′(x0)
.
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Pelas hipóteses do lema temos:f ′(x1) > 0, f ′(x0) < 0, (b− a) > 0 e
(f ′(x1) − f ′(x0)) > 0 pela monotonicidade da derivada. Portanto,
y ≤ 0 = f(x∗).

�

Lema 2.0.2 Seja f : I −→ R convexa diferenciável. Se x0 ∈ I é
tal que:

i) f(x0) > 0 e f ′(x0) < 0;

ii) x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0) ∈ I;

iii) f ′(x1) > 0.
Então f(x) > 0,∀x ∈ I.

DEMONSTRAÇÃO: Como f ′(x0) < 0 e f ′(x1) > 0 existe x∗ ∈
(x0, x1) tal que f ′(x∗) = 0, portanto, x∗ é minimizador de f.

r0 : f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

r1 : f(x1) + f ′(x1)(x− x1).

Pelo lema anterior, se y é a ordenada do ponto de intersecção então
f(x∗) ≥ y.

f(x1) + f ′(x1)(x− x1) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

f(x1) + f ′(x1)x− f ′(x1)x1 = f(x0) + f ′(x0)x− f ′(x0)x0

(f ′(x1)− f ′(x0))x = f(x0)− f(x1) + x1f ′(x1)− x0f ′(x0)

(f ′(x1)−f ′(x0))x = f(x0)−f(x1)+x1f ′(x1)−x0f ′(x1)+x0f ′(x1)−x0f ′(x0)

(f ′(x1)−f ′(x0))x = f(x0)−f(x1)+(x1−x0)f ′(x1)+x0[f ′(x1)−f ′(x0)]

Como x1 − x0 = f(x0)
f ′(x0) temos,

x =
f(x0)− f(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)
− f(x0)

f ′(x0)

f ′(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)
+ x0f

′(x1)− f ′(x0)

f ′(x1)− f ′(x0)

x =
f(x0)− f(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)
− f(x0)f ′(x1)

f ′(x0)f ′(x1)− f ′(x0)
+ x0

Substituindo em r0 temos,

y = f(x0) + f ′(x0)[
f(x0)− f(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)
− f(x0)f ′(x1)

f ′(x0)(f ′(x1)− f ′(x0))
]
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y =
f(x0)(f ′(x1)− f ′(x0)) + f ′(x0)(f(x0)− f(x1))− f ′(x0)f ′(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)

y =
f(x0)f ′(x1)− f(x0)f ′(x0) + f ′(x0)f(x0)− f ′(x0)f(x1)− f ′(x0)f ′(x1)

f ′(x1)f ′(x0)

y =
f(x0)f ′(x1)− f ′(x0)f(x1)− f ′(x0)f ′(x1)

f ′(x1)− f ′(x0)
.

Pelas hipótese do lema temos:
f(x0) > 0, f ′(x1) > 0 =⇒ f(x0)f ′(x1) > 0.
f ′(x0) < 0, f(x1) ≥ 0 =⇒ −f ′(x0)f(x1) ≥ 0.
f ′(x0) < 0, f ′(x1) > 0 =⇒ −f ′(x0)f ′(x1) > 0 e além disso,

(f ′(x1)− f ′(x0)) > 0 pela monotonicidade da derivada.
Portanto, y > 0 e f(x∗) ≥ y > 0.

�

Agora demonstraremos o teorema, que será feito por indução.
DEMONSTRAÇÃO: Seja x1 = x0− f(x0)

f ′(x0) . Pela convexidade da f

temos, f(x1) ≥ f(x0)+f ′(x0)(x1−x0) = f(x0)+f ′(x0)(− f(x0)
f ′(x0)) = 0,

portanto, f(x1) ≥ 0.

Seja xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk) , f(xk+1) ≥ f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk)

= f(xk) + f ′(xk)(− f(xk)
f ′(xk)) = 0 ∴ f(xk+1) ≥ 0.

Mostraremos que a partir de k = 1, xk é monótona:
Suponha, sem perda de generalidade, f ′(x1) < 0.
Suponha, por absurdo, que f ′(xk) < 0 e f ′(xk+1) > 0. Pelo

lema acima, f(x) > 0 para todo x ∈ I contrariando a hipótese que
existe x∗ tal que f(x∗) = 0. Assim a derivada não muda de sinal
nas iteradas do método de Newton, consequentemente, xk+1− xk =
f(xk)
f ′(xk) ≥ 0.Como f ′(xk) < 0 temos xk+1 − xk ≥ 0 e a sequência é
monótona.

�

2.1 O Teorema da Dominação

Teorema 2.1.1 (Da Dominação) Sejam f : Dr(x0) −→ F uma
aplicação anaĺıtica, β = β(f, x0), γ = γ(f, x0), α = βγ e suponha
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r ≥ τ(α)
γ e α ≤ α0. Desse modo os valores de α e β definem hβ,γ e

a seqüência {tn}. Então

‖xn − xn−1‖ ≤ tn − tn−1, n = 1, 2, ... (2.11)

onde {xn} é a seqüência newtoniana de f iniciando em x0.

DEMONSTRAÇÃO: Consultar [4].
Na verdade o teorema da dominação vem confirmar a última sen-

tença do teorema 2.0.1:

‖x0 − ξ‖ ≤
∞∑
n=0

‖xn+1 − xn‖ ≤
∞∑
n=0

(tn+1 − tn) =
τ(α)

γ

‖x1 − ξ‖ ≤
∞∑
n=1

‖xn+1 − xn‖ ≤
∞∑
n=1

(tn+1 − tn) =
τ(α)

γ
− β =

=
τ(α)− βγ

γ
=
τ(α)− α

γ
.

Logo, da equação 2.11 segue que ‖xn − x0‖ ≤ tn, n = 1, 2, ... e isso
implica em que {xn} ⊂ D τ(α)

γ
(x0).

Seja

ψ(u) = 2u2 − 4u+ 1, 0 ≤ u ≤ 1−
√

2

2
, 0 ≤ ψ ≤ 1. (2.12)

Lema 2.1.1 Seja f : Dr(x0) −→ F uma aplicação anaĺıtica e seja
γ = γ(f, x0). Se x ∈ Dr(x0) com ψ(u) > 0 onde u = ‖x − x0‖γ
então

1. Df(x) é invert́ıvel;

2. ‖Df(x)−1Df(x0)‖ ≤ (1−u)2
ψ(u) .

DEMONSTRAÇÃO: Consultar [4].
Observe que

h′β,γ(t) =
−1 + 4γt− 2γ2t2

(1− γt)2 .

Então,

h′β,γ(
u
γ ) = −1+4u−2u2

(1−u)2 = − ψ(u)
(1−u)2 .
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Logo,
(1− u)2

ψ(u)
= − 1

h′β,γ(
u
γ )
. (2.13)

Como h′β,γ é monótona crescente, então da equação 2.13 segue que,

f ′(u) =
1
γh

′′(u
γ )

[h′(u
γ )]2 > 0 logo f(u) = − 1

h′(u
γ ) é monótona crescente, conse-

quentemente, para todo α ≤ α0, e

x ∈ D τ(α)
γ

(x0) = {x ∈ E; ‖x− x0‖ ≤
τ(α)

γ
}

tem-se,
(1− ‖x− x0‖γ)2

ψ(‖x− x0‖γ)
≤ (1− τ(α))2

ψ(τ(α))
. (2.14)
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Caṕıtulo 3

Convergência Q-quadrática

Neste caṕıtulo demonstraremos que, sob as hipóteses do teorema de
Smale, a seqüência {xn} gerada pelo método de Newton converge
Q-quadraticamente e, além disso,como consequência mostraremos a
taxa de convergência obtida por João Xavier e O.Ferreira.

Lema 3.0.2 Sejam f : Dr(x0) −→ F cont́ınua, diferenciável no
interior D0

r(x0) de Dr(x0) e Df(x0) não-singular. Suponha que,
para todo x,x′ ∈ Dr(x0)

‖Df(x0)
−1(Df(x)−Df(x′))‖ ≤ L‖x′ − x‖

se x ∈ D0
r(x0), v ∈ E, t ∈ R e x+ tv ∈ Dr(x0). Então

f(x+tv) = f(x)+tDf(x)v+R(t) com ‖Df(x0)
−1R(t)‖ ≤ L

2
t2‖v‖2.

Figura 3.1: A área hachurada está contida em D0
r(x0).
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DEMONSTRAÇÃO: Seja R(s) = f(x+sv)−f(x)− tDf(x)v. Pelo
teorema fundamental do cálculo,

f(x+sv)−f(x)−tDf(x)v =

[∫ t

0
Df(x+ sv)vds

]
−
∫ t

0
Df(x)vds =

=

∫ t

0
(Df(x+ sv)−Df(x)) vds.

Assim,

‖Df(x0)
−1R(s)‖ = ‖Df(x0)

−1(f(x+ sv)− f(x)− tDf(x))‖ =

=
∥∥∥∫ t

0
Df(x0)

−1 (Df(x+ sv)−Df(x)) vds
∥∥∥ ≤

≤
∫ t

0
‖Df(x0)

−1(Df(x+ sv)−Df(x))‖ ‖v‖ds ≤

≤
∫ t

0
L‖x− (x+ sv)‖ ‖v‖ds ≤ L‖v‖2

∫ t

0
sds ≤ L

2
t2‖v‖2.

�

Lema 3.0.3 Sejam f : Dr(x0) −→ F uma aplicação anaĺıtica, β =

β(f, x0), γ = γ(f, x0), α = βγ e r > τ(α)
γ . Se α ≤ α0 então, para

todos x, x′ ∈ D τ(α)
γ

(x0),

‖Df(x0)
−1(Df(x′)−Df(x)‖ ≤ 2γ

(1− τ(α))3‖x
′ − x‖. (3.1)

Figura 3.2: O disco interno tem raio τ(α)
γ .
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DEMONSTRAÇÃO:

Tome w ∈ D τ(α)
γ

(x0) onde ‖w − x0‖ < τ(α)
γ < r.

Df(x0)
−1D2f(w) =

∞∑
k=0

1

k!
Df(x0)

−1Dk+2f(x0)(w − x0)
k. (3.2)

Como α ≤ α0 temos que γ‖w−x0‖ < τ(α) < 1. Assim, da equação
3.2 segue que

‖Df(x0)
−1D2f(w)‖ ≤

∞∑
k=0

∥∥∥ 1

k!
Df(x0)

−1Dk+2f(x0)(w − x0)
k
∥∥∥ ≤

≤
∞∑
k=0

(k + 2)!

k!

[∥∥∥Df(x0)
−1Dk+2f(x0)

(k + 2)!

∥∥∥ 1
k+1

]k+1

‖w − x0‖k ≤

≤
∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)k!

k!
γk+1‖w − x0‖k =

= γ

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1) (γ‖w − x0‖)k =

=
2γ

(1− γ‖w − x0‖)3 ≤
2γ

(1− τ(α))3 .

Como

‖Df(x0)
−1(Df(x)−Df(x′))‖ ≤ sup

ω∈Dr(x0)
‖Df(x0)

−1 D2f(ω)‖‖x′ − x‖

(onde a última desigualdade decorre da desigualdade do valor médio),
o que prova o lema.

�

3.1 Teorema da Convergência Q-quadrática (J.Xavier e
O.Ferreira)

Teorema 3.1.1 Sejam f : Dr(x0) −→ F uma aplicação anaĺıtica,

β = β(f, x0), γ = γ(f, x0), α = βγ e r > τ(α)
γ . Então, se α ≤ α0, os

iterados de Newton x1, x2, ... estão bem definidos, convergem para
ξ ∈ Dr(x0) com f(ξ) = 0 e existe uma constante M = M(x0) tal
que ‖xn+1 − ξ‖ ≤M‖xn − ξ‖2 para todo n ≥ 1.
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DEMONSTRAÇÃO: Como α ≤ α0 temos pelo teorema 2.0.1 que

‖xn − xn−1‖ ≤
(1

2

)2n−1−1 ‖x1 − x0‖ é satisfeita. Logo x0 é um zero
aproximado de f , e a seqüência {xn} converge para um ξ, onde
f(ξ) = 0. Além disso, pelo teorema da dominação, segue que ‖xn−
x0‖ ≤ tn, implicando em que {xn} ⊂ D τ(α)

γ
(x0). Portanto, pelo lema

2.1.1 (pág. 19), item 2 , e pela relação 2.14 temos

‖Df(xn)
−1Df(x0)‖ ≤

(1− τ(α))2

ψ(τ(α))
(3.3)

e pelos lemas 3.0.2 e 3.0.3 temos

‖Df(x0)
−1Rn‖ ≤

2γ

2(1− τ(α))3‖xn − ξ‖2 (3.4)

onde f(ξ) = f(xn) +Df(xn)(ξ − xn) +Rn. Assim, das relações 3.3
e 3.4 e de f(ξ) = 0 temos

f(xn) +Df(xn)(ξ − xn) +Rn = 0,

Rn = −f(xn)−Df(xn)(ξ − xn)

xn+1 − ξ = xn − ξ −Df(xn)
−1(f(xn)− f(ξ))

xn+1 − ξ = Df(xn)
−1 (Df(xn)(xn − ξ)− f(xn) + f(ξ))

xn+1 − ξ = Df(xn)
−1Rn

Portanto

‖xn+1 − ξ‖ = ‖Df(xn)
−1Rn‖ = ‖Df(xn)

−1Df(x0)Df(x0)
−1Rn‖ ≤

≤ ‖Df(xn)
−1Df(x0)‖ ‖Df(x0)

−1Rn‖ ≤

≤ [1− τ(α)]2

ψ(τ(α))
.

2γ

2(1− τ(α))3‖xn − ξ‖2 ≤

≤ γ

ψ(τ(α))(1− τ(α))
.‖xn − ξ‖2 ≤M‖xn − ξ‖2

onde M = γ
ψ(τ(α))(1−τ(α)) .

�

Exemplo : Seja f : R −→ R tal que f(x) = ex.
Neste caso, temos β = 1, γ = 1

2 e α = 1
2 . Com esses resulta-

dos, podemos observar que as condições dada pelo teorema 3.1.1
não estão satisfeitas, ou seja, α > α0 logo a sequência gerada pelo
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Método de Newton não converge. Isso significa que na vizinhança
de um ponto x0, mesmo tendo os parâmetros α, β e γ definidos não
podemos garantir a existência de uma raiz para f.

Teorema 3.1.2 (Ostrowski) Seja {xn} uma seqüência no espaço
de Banach E, convergente para ξ, tal que

‖xn+1 − ξ‖ ≤M‖xn − ξ‖2 (3.5)

para todo n e uma constante positiva M. Se µ < 1
4, M‖xn+1−xn‖ <

µ e M‖ξ − xn‖ ≤ 2
1+
√

1−4µ, então

2

1 +
√

1 + 4µ
≤ ‖ξ − xn‖
‖xn+1 − xn‖

≤ 2

1 +
√

1− 4µ
.

DEMONSTRAÇÃO: Seja ‖xn+1− ξ‖ ≤M‖xn− ξ‖2. Para facilitar
os cálculos façamos dn = ‖ξ − xn‖ e Dn = ‖xn+1 − xn‖. Assim
dn+1 ≤M(dn)

2. Agora consideremos a identidade

(ξ − xn)− (xn+1 − xn) = ξ − xn+1

o que pela desigualdade triangular nos dá:

|‖dn‖ − ‖Dn‖| ≤ ‖dn −Dn‖.

Logo |dn −Dn| ≤Md2
n. Temos também que,∣∣∣dn −Dn

Md2
n

∣∣∣ ≤ 1 =⇒ −1 ≤ dn −Dn

Md2
n

≤ 1

Logo dn −Dn = θ∗Md2
n; θ

∗ ∈ [−1, 1]. Observe que se θ∗ = 0 então
dn = Dn. Por outro lado temos

θ∗Md2
n − dn +Dn = 0

4 = (−1)2 − 4.θ∗M.Dn

4 = 1− 4Mθ∗Dn.

dn =
1±

√
1− 4Mθ∗Dn

2Mθ∗
.

Escolha

dn =
1−

√
1− 4Mθ∗Dn

2Mθ∗
× 1 +

√
1− 4Mθ∗Dn

1 +
√

1− 4Mθ∗Dn
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dn =
12 − (

√
1− 4Mθ∗Dn)

2

2Mθ∗(1 +
√

1− 4Mθ∗Dn)

dn =
4Mθ∗Dn

2Mθ∗(1 +
√

1− 4Mθ∗Dn)
=

2Dn

1 +
√

1− 4Mθ∗Dn

.

Sabemos que MDn < µ < 1
4 . Assim 4θ∗µ < 4µ, ou seja, −4θ∗µ >

−4µ.

Logo

−4θ∗MDn > −4θ∗µ > −4µ

1− 4θ∗MDn > 1− 4θ∗µ > 1− 4µ√
1− 4θ∗MDn >

√
1− 4µ

1 +
√

1− 4θ∗MDn > 1 +
√

1− 4µ

1

1 +
√

1− 4θ∗MDn

<
1

1 +
√

1− 4µ
.

Por outro lado
MDn < µ

4θ∗MDn < 4θ∗µ < 4µ.

Assim,

1− 4θ∗MDn < 1 + 4θ∗MDn < 1 + 4θ∗µ < 1 + 4µ

1 +
√

1− 4θ∗MDn < 1 +
√

1 + 4µ

1

1 +
√

1− 4θ∗MDn

>
1

1 +
√

1 + 4µ
.

Portanto

2

1 +
√

1 + 4µ
≤ dn
Dn

=
2

1 +
√

1− 4θ∗MDn

≤ 2

1 +
√

1− 4µ
.

e assim temos

2

1 +
√

1− 4µ
≤ ‖ξ − xn‖
‖xn+1 − xn‖

≤ 2

1 +
√

1− 4µ
.

�

Lema 3.1.1 Se µ < 1
4 então

7µ

2
≤ 2

1 +
√

1− 4µ
.
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DEMONSTRAÇÃ0: Observe que

0 ≤ µ ≤ 1

4

0 ≤ 7µ ≤ 7

4
e

−1 ≤ −4µ ≤ 0.

1− 1 ≤ 1− 4µ ≤ 0 + 1

0 ≤ 1− 4µ ≤ 1

0 ≤
√

1− 4µ ≤ 1

0 ≤ 1 ≤ 1 +
√

1− 4µ ≤ 2.

Assim

0 ≤ 7µ ≤ 7µ(1 +
√

1− 4µ) ≤ 7

4
2 = 3, 5 < 4.

Portanto
7µ

2
≤ 2

1 +
√

1− 4µ

�

Teorema 3.1.3 Sejam f : Dr(x0) −→ F uma aplicação anaĺıtica,

β = β(f, x0), γ = γ(f, x0), α = βγ e r ≥ τ(α)
γ . Então se α ≤ α0, as

iteradas x1, x2, ... estão bem definidas, a seqüência por elas formada
converge para ξ ∈ Dr(x0) com f(ξ) = 0 e existe uma constante
µ ≤ 0, 115146 tal que

2

1 +
√

1 + 4µ
≤ ‖ξ − xn‖
‖xn+1 − xn‖

≤ 2

1 +
√

1− 4µ
(3.6)

para todo n ≥ 2.

DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema 3.1.1 segue que {xn} satisfaz
‖xn+1 − ξ‖ ≤M‖xn − ξ‖2. Defina

µ =
α0

8ψ(τ(α0))(1− τ(α0))
≤ 0, 115146 <

1

4
,

onde τ foi definida na relação 2.4 e ψ em 2.12. Agora pela inequação
2.7 do teorema 2.0.1 temos que

M‖xn+1 − xn‖ ≤
2Mβ

22n ≤ α

8ψ(τ(α))(1− τ(α))
≤ µ.
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Para n > 2, pela relação

‖xn − ξ‖ ≤
(

1

2

)2n

‖x1 − x0‖k =⇒ ‖ξ − xn‖ ≤
kβ

22n−1 ,

onde k ≤ 7
4 , e pelo lema 3.1.1 temos:

M‖ξ − xn‖ ≤
7α

16ψ(τ(α))(1− τ(α))
≤ 7µ

2
≤ 2

1 +
√

1− 4µ
.

Portanto, pelo teorema de Ostrowski vale 3.6.

�
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