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Resumo

Muitos problemas de fisica, engenharia, ecomomia e outras ciéncias
sao modelados de maneira muito conveniente por sistemas nao-
lineares. Nestes casos, podemos usar o método de Newton, que
¢ um método iterativo, no sentido de garantir a convergéncia a uma
solucao, supondo que o ponto inicial usado como aproximacao da
mesma ¢ suficientemente bom. O objetivo deste trabalho é dar uma
demonstracao, baseada nos resultados obtidos por Joao Xavier e
Orizon Ferreira, que o Método de Newton sob as hipdteses do Te-
orema de Smale converge Q-quadraticamente e como conseqiiéncia
esses autores deduziram um erro estimado, o que configura um re-
sultado novo, uma vez que, apenas a convergéncia R-quadratica foi
obtida.



Abstract

Many problems in Physics, Engineering, Economics and other sci-
ences are modeled by suitable nonlinear systems. In these models,
we can use Newton’s iterative method for approximating solutions,
starting from an initial approximation which is assumed to be suf-
ficiently good. The goal of this work is to give a proof that, un-
der the assumptions of Smale’s theorem, the method converges Q-
quadratically. The proof presented is based on some results proved
by Joao Xavier e Orizon Ferreira, which improve previous results
giving only the R-quadratic convergence of the method.



Introducao

O Método de Newton e suas modificagoes desempenham um pa-
pel importante em encontrar solucoes de equacoes e sistemas de
equagcoes nao-lineares. Steve Smale propoe diferenciabilidade forte
e analiticidade da aplicacao no espaco de Banach. Os resultados
do trabalho de Smale sao importantes para a construcao de algorit-
mos globais baseados no Método de Newton e para a estimativa da
eficiencia desses algoritmos.

Neste trabalho daremos uma demonstracao, baseada no trabalho
de Joao Xavier e Orizon Ferreira [1], que o Método de Newton, sob
as hipdteses do Teorema de Smale, converge Q-quadraticamente.

A estrutura do trabalho encontra-se organizada da seguinte forma:

O Capitulo 1 contém varias defini¢oes e resultados fundamentais
sobre Método de Newton, entre os quais, temos as definicoes de
convergencia Q-quadratica e o enunciado do Teorema de Smale cujas
hipoteses utilizamos no presente trabalho.

O Capitulo 2 trata dos resultados que nos auxiliarao na demos-
tracao do Teorema da Convergeéncia Q-quadratica, contém também
a definicao de Zero Aproximado e o Teorema da Dominacao.

Finalmente, no Capitulo 3, mostraremos a convergéncia Q-quadratica
e alguns resultados utilizados na demonstracao.



Capitulo 1

O Método de Newton

1.1 O Método de Newton

Nos cursos de calculo numérico, estuda-se o Método de Newton
(também conhecido como Newton-Raphson) no contexto de achar
zeros de funcoes. Nesse método tem-se uma funcao f: I — R, de
classe C! no intervalo I, com f'(x) # 0 para todo x € I, toma-se
um valor inicial xy e poe-se

xy = xo — f(x0)/f(0)
Ty =71 — f(fﬂl)/f'(xl)

Fust = 2n — [la) /[ (w2) , ele.

Se a seqliéncia (z,,) convergir, seu limite a serd uma raiz da equagao
f(x) =0, pois fazendo n — oo na igualdade

Tp1l = Tp — f(xn)/f/(xn)
resulta a = a — f(a)/f'(a), donde f(a) = 0.

Figura 1.1: Como a inclinagdo da tangente é f'(z) = f(x0)/(xo — x1), segue que 1 = x¢ —

f(@o)/ ' (wo)-



A idéia que motiva o método de Newton é que, se a tangente
aproxima a curva entao sua interseccao com o €iXo x aproxima o
ponto de intersec¢ao da curva com esse eixo, isto é, o ponto (z, f(z))
em que f(x)=0.

A generalizacao do método de Newton para sistemas de equacoes
nao-lineares foi proposta pela primeira vez nao por Newton, mas
por Simpson, eminente matematico do século XVIII. O principio
em que se baseia o método é paradigmatico na resolucao aproxi-
mada de problemas matematicos: o objetivo final é um problema
“dificil” (neste caso, F'(x) = 0), cuja solugao vai sendo aproximada
por uma seqiiéncia de pontos {x,}. Dada cada aproximagao z,,
constroi-se, com a informacao disponivel nesse ponto, um problema
“facil”, que sabemos resolver. A aproximacao x,1 ¢ a solucao do
problema facil. O problema facil muda de uma interacao para a
seguinte e, via de regra, sua solucao esta cada vez mais proxima da
solucao do problema dificil original. De acordo com as consideracgoes
acima nosso problema sera resolver

F(x) =0, F:R" — R" F e CYR"), onde

fi(w) fi(z)
F(z) = : e J(z)=F(z)= : ,
fu() fu(@)
sendo J a matriz jacobiana.
O n—ésimo problema facil vem de considerar a aproximagao de
Taylor de primeira ordem de F'(x), numa vizinhanga do ponto atual
Tt

F(z) = Ly(x) = F(x,) + J(z,)(x — x,). (1.1)

Seguindo o principio descrito acima, o ponto seguinte x,.1 é uma
solucao de
L,(x) =0. (1.2)

Se J(x,) é ndo singular entao a equagao 1.2 tem solugao tunica, e
a iteracao de Newton consiste em resolver um sistema linear:

{ J(xp)sp, = —F(xy) (13)

Tpy1 = Ty + Sy

A implementagao do sistema 1.3 pressupoe o calculo de J(x,,), isto
é, a avaliacao das derivadas primeiras das funcoes f;, ¢« = 1,...,n.
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Até poucos anos atras, o calculo de derivadas era considerado nao
so dificil mas também muito suscetivel a erros humanos. Atual-
mente a possibilidade de falha humana pode ser evitada, através
das diferenciagoes simbodlica e automatica. E importante ressaltar
que, em geral, quando se calcula efetivamente as derivadas, muitos
calculos usados na avaliacao da funcao podem ser reaproveitados.
A diferenciacao automatica é um conjunto de técnicas que produz
um programa que avalia F(x) e J(x), com os reaproveitamentos
necessarios, partindo de um programa que avalia apenas F'(x).

O método de Newton possui uma propriedade tnica entre os algo-
ritmos para resolver sistemas de equacoes nao-lineares: a invariancia
por mudanca de coordenadas, tanto no espago dominio quanto no
contra-dominio. No contra-dominio, isto significa que as iteragoes
de Newton aplicadas a F'(x) = 0 sdo as mesmas que as aplicadas
ao sistema AF(x) = 0, para qualquer matriz A nao-singular. A in-
variancia no dominio consiste em que, se {x, } é a seqiiéncia newtoni-
ana para F'(x) = 0, entao os iterados para o sistema F'(Axz+b) = 0,
com A nao-singular e com a aproximacao inicial Azy + b, sao os
pontos da forma Ax,, + b.

1.2 Convergéncia Local

Diremos que um método possui convergencia local em relacao a um
determinado tipo de solucao do problema considerado se, dada uma
solucdo z, desse tipo, existe um € > 0 tal que toda seqiiéncia {x,}
gerada pelo algoritmo onde ||zg — z.|| < &, converge para x,. Os
resultados de convergencia local estao quase sempre associados a
resultados de ordem de convergéncia. Diremos que uma seqiiéncia
{z,} converge Q-linearmente para z, relativamente a norma ||.|| se
existem nyg € N e r € (0,1) tais que, para todo n > ny,

21 = 2| < rllan — 2.]]. (1.4)

A convergéncia de {z,} para z, serd chamada @Q-superlinear se
existe uma sequiéncia r, > 0 tendendo a zero, tal que

21 = x| < rallzn — 2 (1.5)

para todo n = 0, 1, 2,.... Pela equivaléncia das normas em R"
podemos ver que a convergéncia Q-superlinear de uma seqiiéncia



¢ independente da norma. Ao mesmo tempo, se x, — x. Q-
superlinearmente, entdo dados qualquer r € (0, 1) e qualquer norma
em R", a desigualdade 1.4 acabard se verificando para n suficiente-
mente grande, ou seja, teremos convergéncia Q-linear. Se x, — x,
e existem ny € N, ¢ > 0 e p > 0 tais que, para todo n > ny

21 = 2] < eflzn — 2|7, (1.6)

diremos que {x,} converge para x, com Q-ordem p. Para p =2, di-
remos que a convergéncia € (Q-quadratica. Quanto maior for p mais
rapidamente z,, tenderd a x,. Com efeito, se para uma iteracao n
o erro ||z, — x,|| é da ordem de 0.1, entdo na iteragao seguinte sera
da ordem de c. 0.17, e depois de m iteragoes sera c. 0.1"". Portanto
o numero de digitos corretos das componentes da solucao crescera
rapidamente se p > 2. Por isso, costuma-se dizer que, na con-
vergencia Q-quadratica, o nimero de decimais corretos é duplicado
em cada iteracao. Assim, o tipo de convergéncia mais desejavel é
a de Q-ordem p com o maior valor de p possivel. Nas seqiiéncias
produzidas por métodos numéricos geradas em um computador, a
convergencia Q-quadratica é observadada no rapido crescimento dos
digitos repetidos de uma iteracao para outra, ou, equivalentemente,
o numero de decimais repetidos do erro. Além disso diz-se que
{x,} converge a z, com R-ordem de convergéncia p se existir uma
sequéncia {a,} C R que converge exibindo um comportamento Q
de ordem p tal que o erro

[z = z.ll = llen]] < fan].

O prefixo Q (por quociente) nas definicoes acima se utiliza para

diferenciar esse tipo de convergéncia das do tipo R (por raizes).
Exemplos :

a) Seja x, = 1+ 27" tal que,

lim1+2"=1=ux,.

n—oo
Calculando:
[@nsr — 1| = 270D = (271277 = 4|27 + 1 — 1| = |z — 1],
obtemos que x,, converge a 1 Q-linearmente com ¢ = .

b) Seja x, = 1+ 272" tal que,

DO

lim1+2 % =1=axa,.

n—oo



Calculando:
_9(n+1) _(9n
|z — 1) = 272777 = (|27 =
=1 =127 +1 =1 = [z, — 1"

Logo, a convergencia é Q-quadratica com ¢ = 1.

1.3 Convergéncia do Método de Newton

Definicao 1.3.1 A funcao g : X C R" — R" € lipschitziana com
constante v em um conjunto X, ou seja, g € Lip,(X), se para todos
z,y € X,

l9(2) = g(y)| < vlz —yl.
Lema 1.3.1 (Lema de Banach) Dada uma norma arbitrdria ||.||
em R", que denota também a norma matricial subordinada, se || Al <
1, entdo (I — A)~! existe e
1

I-A < ——.
I =4 < T

Além disso, se A € nao-singular e ||A"Y(B — A)|| < 1 entdo, B é
nao-singular e

A
[A1(B = A

DEMONSTRACAO: Seja A : R" — R™ uma transformacao linear

1B <
1 —

continua com ||A|| < 1. Consideremos a série Z A" em L(R",R™).
n=0

o0
Para todo n > 0 temos [|A"]] < ||A]|". Assim Z |A"|| converge

n=0

o0
pois é majorada pela série geométrica ZA”, com ||A|| < 1. Logo

n=0
existe uma transformagao linear S : R” — R" tal que

S=T+A+A+. . +A"+ ..
e mostraremos que S = (I — A)~1. Com efeito,

S.(I—A) = lim (I+A+A*+. . +A")(I-A) = lim (I — A" =1,

n—oo n—oo



pois [J[A"| < ||A™™ — 0. De modo andlogo se verifica que
(I —A).S =1. Logo

I = A) 7| = lim |1+ A+ A2+ .+ A")| =

= lim (7] + [A] + [[47] + .+ A7) ZJMW‘ T

Para mostrar a segunda desigualdade basta aphcar o resultado an-
terior, o que finaliza a demonstracao do lema.

]

No teorema seguinte B(x,,r) denotara uma bola aberta de centro
z, e raio r, isto é, B(z,,r) = {z € R"; ||z — z.|| < r}.

Teorema 1.3.1 (Convergéncia Q-quadratica) Seja F' : R" —
R"™ diferencidavel em um aberto convexo D C R". Suponha que exis-
tam x, € R, r, 3 > 0 tais que B(x,,r) C D, F(x.) =0, e J(x,)!
com || J(x,)|| 7! < B3, e além disso J € Lip, (B(x.,7)). Entdo existe
e > 0 tal que, para todo xy € B(x.,€), a seqiéncia x1,xs, ... gerada
por
Tpil = Tp — J(mn)_lF(:Un), n=20,1,..

estd bem definida, converge para x, e satisfaz

|Zni1 — 24| < By||20 — 24]|%, n=0,1, ...

DEMONSTRACAO: Escolhemos um ¢ tal que J(z) é nio singular
para qualquer z € B(x,,¢), e entdo mostraremos que o erro local
produzido por cada iteracao do método de Newton é no maximo de
ordem O(||z, — x.||)?, e a convergéncia é Q-quadratica.

Seja € = min{r, ﬁ} Mostraremos por inducao sobre n que a
cada passo ||Tni1 — x| < B||x, — x.]|? é satisfeito. Verificando,
inicialmente, que J(z() é nao-singular temos, pelo fato de ||zy —

x| <e, J € Lip, (B(xs,¢)) e por € = min{r, ﬁ} que
1 ()" I (o) = T )]l < (1T (@) 7 1 (o) = (@)l <

1
< ey — 2.l < Be < -
Pelo Lema de Banach, temos: J(z() é ndo-singular e

L 7))
[ (o) || < 1 — || J(x) I (xg) — J(x0)]|| —

10



J(z,)! -
< @) o) < 26
2

Logo x7 estd bem definida e
T1—2y = Bg— T —J (20) F(20) = 20— —J (20) [ F(20)—F(2.)] =
= J (o) ' [F(x.) = F(z0) = J (o) (s — 29)].
Normalizando os dois lados da igualdade,
oy = @l < ([ (o) M| [1F () — Fao) = J (o) (e — z0) |

~
|21 = 2ol < 28-S llwo — 2. = Byllwo — ..

Portanto, a verificacao para n e n + 1 ¢é feita de modo analogo
aos passos anteriores(n = 0).

]

No teorema seguinte, [E e F denotarao Espacos de Banach. Chama-
se espaco de Banach a todo espaco vetorial normado e completo
relativamente a essa norma.

F': X — [ denotara uma aplicacao analitica. Dizemos que uma
aplicacao ¢ analitica quando podemos representa-la por uma série
de poténcia que possua raio de convergencia positivo.

1.4 Teorema de Smale

Sejam E e F espacos de Banach, X C Ee f : X — [F uma
aplicacdo continua, analitica em int(X). Tome zy € int(X) com
D f(zy) nao-singular e defina

‘Df (z0) ' D" f (o)
k!

1
k=1

Y 1= sup
k>1

Suponha que B(xy, %) C X e que exista 8 > 0 tal que
IDf (o)~ fao)|| < B

e a:= .y <3—2V2. Entdo a seqiiéncia {z,} gerada pelo Método
de Newton, para resolver f(x) = 0 com ponto inicial x

Ty = Tp—1 — Df(wn—l)_lf(xn—l)a n>1

11



estd bem definida, {x,} C B(xo, @) e converge para um ponto &,

o qual é o nico zero de f em Blzy, @], onde

() <a+ 1—/(a+ 1) —8a> |

Y 4y
Além disso, {z,} converge R-linearmente.
DEMONSTRACAO: Consultar|[5].

12



Capitulo 2

Resultados Auxiliares

Neste capitulo estao enunciados alguns Teoremas cujos resultados
serao usados na demonstracao do Teorema da Convergéncia Q-
quadratica (J.Xavier e O.Ferreira). Estes resultados sao puramente
técnicos e as demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias
indicadas ao longo do trabalho.

Sejam E e [F espagos de Banach e f : D,(xy) — F uma aplicagao
analitica onde xg € E e D,(z9) = {x € E; ||t — || < r}. A derivada
de f em x € D,(x¢) serd denotada por Df(z) e Df¥(x) a derivada
de ordem k.

O método de Newton para resolver

f(2) =0 (2.1)
gera a seqiiéncia {x,} por um processo iterativo
Ty =2y 1— Df(x, 1) (2, 1) (2.2)

Para todo ponto x € D,(x() definiremos
B(f,x) = IDf(z)" ()
Df(x)'D* f(x) 1,

1
=

(2.3)

,T) =su
Y(f,2) =sup | o

alf,z) = B(f,2)v(f,2).
Se Df(x)~! ndo existir entdao B(f,x) = oo e v(f,x) = oo.
Também usaremos as seguintes expressoes que desempenharao
um importante papel nos préximos resultados.

T(Q):(1+a)—\/il+Q)2_8& para OS@SS—Z@ (24)

13



ap = %(13 — 3V17) (2.5)

Definicao 2.0.1 Um ponto xy é chamado um zero aproximado de
f se a seqiiéncia {x,} gerada por 2.2 estd bem definida e satisfaz:

1

gn-1_1
|xn — zpa]| < (5) |x1 — x| YV > 1 (2.6)

Teorema 2.0.1 Seja f : D,(xg) — F uma aplicagdo analitica,
B=06(f,x0), vy=~(f,z0) er > @ Se a < «, entao os iterados
de Newton x1,xs, ... estao bem definidos, convergem para & € D,(xg)

com f(&) =0 e, para todon > 1,

[\ 2
fon -0l < (5) llon ol 2.7

Além disso, ||€ — x| < @, el|§ — x| < %

DEMONSTRACAO: Consultar [4]. O teorema 2.0.1 implica em que
a seqiiéncia {x,} satisfaz

1\*
o =€l < (5) o = aull 25)

00 2i—1_1
1
onde k = g (§> . A demonstracao pode ser encontrada em

i=1
[5], padg. 36. A inequagao 2.8 significa que a seqiiéncia {x,} tem
convergencia R-quadratica.

Agora, para cada 3,y > 0, definimos h : (0, %) — R

vt
1—yt|

(2.9)

hg () =0 —1t+

Seja o = B3y satisfazendo (a+1)?>—8a > 0 ou equivalentemente 0 <
a < 3 —2v/2. Entdo hg, tem duas raizes reais distintas positivas,
cuja menor raiz €

o) _(1+a)—/T+aP =80

= (2.10)

gl 4y
Observe que hj_(t) = (1_2%)3 > (0 para 0 <t < %, o que implica
em que hg, ¢ convexa em 0 < ¢ < 1 Assim o método de New-

ton, para resolver hg-(t) = 0 iniciando em ¢y = 0 gera a seqiiéncia

14



0.05

-0.05

Figura 2.1: Gréfico da funcéo hg (t)
monotona {t,}, que converge para @ Esta observacao, serd de-
monstrada através do teorema:

Teorema 2.0.2 Sejam I um intervalo aberto da reta, e f : I — R,
convera e diferencidvel em I. Seja 2° € I e suponha que ' =
20 — JJ:,((J;O)) pertenca a I, e que ezista x* tal que f(x*) = 0. Entdo

Rl — b — J{,((:;:)) € a sequéncia gerada pelo método de Newton,

se x
vale:

i) f(z¥) > 0,Vk > 1;
ii) ¥ ¢ mondtona, k > 1;

i11)x* converge para T tal que f(T) = 0.

Lema 2.0.1 Seja I um intervalo aberto e f : I — R, convexa e
diferencidvel em I. Suponha que existam x° < z' em I tais que
f'(2%) < 0 < f'(x'). Entdao se x* é um minimizador de f ey € a
ordenada do ponto de encontro das retas tangentes ao grdfico de f
em (2°, f(2")) e (2, f(2')) entdo f(z*) > 7.

DEMONSTRACAO: Consideremos as retas 7y e 7 tangentes ao
grafico de f em (2, f(2°)) e (2!, f(z!)), respectivamente e os pontos
de intersecgao destas retas com o eixo horizontal (a,0) e (b,0). Su-
ponhamos sem perda de generalidade que z* = 0 tal que f(z*) = 0.

Assim, 1
N fz?)
=
f(°)
=T P

15



Logo,
0= f(a") = fla') + f'(2")(0 - 2)
0> f(z') — f'(a')a’
@t > f(a!)

1 f(xl)

TPy

_ f(xl)
P e 2

Analogamente,
0= f(z") = f(z") + f'(2")(0 — 2”)
0> f(a?) = f'(a")a’
f(@%)2" > f(a?)

pois f'(z") < 0

Entao rg:y = f'(2°)(z —a) ery : y = f'(2!)(z - D).
f'@’) (@ —a) = f(z")(x - b)
(f' (@) = f'@”)z = f(a")b — f'(2")a

f'(x

Na

_ f'ab = f@a  fi(ahb — f(@)b+ f ()b~
fr(at) = () fiat) = f/(a?)

_ ) = )b S (b —a)
frat) = f1@@®) o fi(at) = f1(a)

f'(2")(b— a)

f'at) = fr(a)

Substituindo x m r; temos,

x =0+

] F)b-a)
7= St

PN b—a)
Fl) = @)
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Pelas hipéteses do lema temos: f'(x1) > 0, f/(z°) < 0, (b—a) >0 e
(f'(z}) — f'(2°)) > 0 pela monotonicidade da derivada. Portanto,

y<0=f(z").

O
Lema 2.0.2 Seja f : I — R convera diferencidvel. Se 2° € I €
tal que:
i) f(2%) >0 e f'(2") < 0;

i) f'(zt) >0
Entao f(x) > 0,Vx € I.

DEMONSTRACAO: Como f'(2°) < 0 e f/(z') > 0 existe z* €
(2%, 21) tal que f'(z*) = 0, portanto, z* é minimizador de f.

ro : f(2°) + f/(2%)(x — 2)

r )+ P e =),

Pelo lema anterior, se i é a ordenada do ponto de interseccao entao

fa®) =27

f@h) + fla) (@ —2t) = (") + f'(a") (@ - 2?)

fl@h) + f(ah)a = fah)a! = f(@") + f(2°)a - ( ")’

(f'(z') = f'(a"))x = f(2") = f(= )+$1f (x) —a"f'(")
(f'(a")=f'(@"))e = fa")=f(a")+a' f(ah) =2 f' (2 )+1‘Of (z') =2’ f'(2”)
(f'(x)=f' @)z = f(2) = f(ah)+(a' =) ' (a) 2 [ f' (@) = f' ()]
Como 7! — ¥ = ;’((Cj:%)) temos,

I G0 Bl 0 N A .0 N € PG ) = (")
fat) - f’(ﬂfo) @0 frat) = fa0) T () = f(a0)
_f@) —f@H fE)

- @) = @) @0 f () = f(a0)
Substituindo em r(y temos,
f(a®) = f(ah) f@)f'(@h)

T — (g0 (0 _
=IO ) =) T P o)
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fE)(f' (@) = f@) + f1@)(f () — f(=h) = f@O)f (=)

v /@ty — f'(z0)
SO = FEOPE) £ @O = ) = )
@) f(@)
oSO E = S = ) f )
Flah) = f/()

Pelas hipétese do lema temos:

f(@®) >0, f(2!) > 0= f(a")f'(z") > 0.

f'(@%) <0, f(z') > 0= —f'(2") f(z!) > 0.

f(2%) < 0, f'(z') > 0 = —f(2°)f (') > 0 e além disso,
(f'(z') — f'(2)) > 0 pela monotonicidade da derivada.

Portanto, 7 > 0 e f(x*) > 7 > 0.

L]

Agora demonstraremos o teorema, que sera feito por inducao.

DEMONSTRACAO: Seja ' = 20— J{tf(f:;)). Pela convexidade da f

temos, f(x1) > f(2°)+f(2") (2! —2°) = f(2°)+ f'(2°) (— L) = 0,
portanto, f(z') > 0.

Sej& ghtl = b — J{I(é];)), f(karl) > f(xk) T f/(xk)($k+1 _ xk)

= F(a) + fa) () = 0 - fah) >

Mostraremos que a partlr de k =1, 2¥ é monétona:

Suponha, sem perda de generalidade, f’'(x!) < 0.

Suponha, por absurdo, que f'(zF) < 0 e f/(z*1!) > 0. Pelo
lema acima, f(z) > 0 para todo x € I contrariando a hipdtese que
existe z* tal que f(z*) = 0. Assim a derivada ndao muda de sinal

kel _ gk

nas iteradas do método de Newton, consequentemente, x

k
% > 0.Como f'(2*) < 0 temos 2! — 2F > 0 e a sequéncia é
monotona.

]

2.1 O Teorema da Dominagao

Teorema 2.1.1 (Da Dominacao) Sejam f : D,(xy) — F uma
aplicagdo analitica, 5 = B(f,x0), v =v(f,x0), a= Py e suponha

18



r> ™% ¢ < aq. Desse modo os valores de o e 3 definem hg e
a seqiiéncia {t,}. Entdo

|en — xpa|| <t —tho1, n=1,2, ... (2.11)
onde {x,} € a seqiiéncia newtoniana de f iniciando em xy.

DEMONSTRACAO: Consultar [4].
Na verdade o teorema da dominacao vem confirmar a tdltima sen-
tenca do teorema 2.0.1:

> > T\
0 — €1 <3 Nt — all < 3 (s — ) = 2
n=0 n=0

ERUENENEEED SRS _T)
n=1 n=1
()~ 87 _rla)—a

Y Y
Logo, da equagao 2.11 segue que ||z, — zo|| < t,, n=1,2,... e isso
implica em que {x,} C D~ (z0).
Seja !

2
w(u)=2u2—4u+1,0§u§1—§,ogzp§1. (2.12)

Lema 2.1.1 Seja f : D,(x9) — F uma aplicag¢io analitica e seja
v = v(f,x0). Se x € Dy(xg) com (u) > 0 onde u = ||z — x|y
entao

1. Df(x) € invertivel;
2. [|Df(x) ' Df(zo) | < L7

DEMONSTRACAO: Consultar [4].
Observe que

—1 + 47t — 27°t2

/
t) =
6,7( ) (1 _ 7,5)2
Entao,
w\ _ —1+4u—2u2 w(u)
W5, (3) = = = —tmap
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Logo,
(1—w)? 1 (2.13)
¥ (u) hig L (2) '
Como h’&7 é monotona crescente, entao da equacao 2.13 segue que,
lh//(u)

"(u) = 2% > 0 logo f(u) = —% é mondtona crescente, conse-
(W (%)] W (%)
quentemente, para todo a < «y, e
o
T € Dro(0) = {2 € E; ||l — ]| < T(fy )}
tem-se,
T 2 . 2
(L=l =l _ (L= 7(a)) 211

Dl = wollv) Y(r(e)
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Capitulo 3

Convergéncia Q-quadratica

Neste capitulo demonstraremos que, sob as hipdteses do teorema de
Smale, a seqiiéncia {x,} gerada pelo método de Newton converge
Q-quadraticamente e, além disso,como consequéncia mostraremos a
taxa de convergéncia obtida por Joao Xavier e O.Ferreira.

Lema 3.0.2 Sejam f : D,(xy) — F continua, diferencidvel no
interior D%(z¢) de D,.(x¢) e Df(xy) nao-singular. Suponha que,
para todo x,x" € D, (x)

IDf (o) (Df(x) = Df(2"))]| < Lla" — |
sex € D)xg), vEE, t R ex+tve D.(xg). Entdo

Fla-+t0) = () D (x)o+R(E) com || Df (o) R(1)]| < 57 ol

Figura 3.1: A 4rea hachurada estd contida em D9 (z).
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DEMONSTRACAO: Seja R(s) = f(x+sv) — f(x) —tDf(z)v. Pelo

teorema fundamental do calculo,

Flatsv)— F(z)—tD f(x)v = { /0 "Dft sv)vds] _ /O "D f(x)ods =

= /0 (Df(x+ sv) — Df(x))vds.
Assim,

IDf(x0) *R(s)|| = | Df(x0) *(f(z + sv) — f(z) — tDf(x))|| =
— H/O Df(zo) N (Df(x + sv) — Df(gj))vdsH <

f;/\untmr%Dfu+ww»—Dfu»Hnmuss
0

t t
L
< [ Lo = @+ o)l olds < LIlP | sds < 2ol
0 0
O

Lema 3.0.3 Sejam f : D,(xy) — F uma aplica¢ao analitica, 5 =
B(f20), ¥ = 1 fozo), @ = By e 7 > 12 Se a < ag entio, para
todos x,x" € D+ (x0),

-1 ! 27 /
[Df (o) (Df(2") = Df(2)]] < m!lx -zl (3.1

D ¢ (xo)

Figura 3.2: O disco interno tem raio @
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DEMONSTRACAO:
Tome w € Dm(aro) onde ||lw — x| < @ <r.

Df (o) ' D*f( Zk|Df )LD f(20) (w — z0)F. (3.2)

Como a < ag temos que fy||w —x9]| < 7(a) < 1. Assim, da equagao
3.2 segue que

1D £ (o) D2 () < S || Do) DR () — )| <
k=0 )

1 k+1
] w — 2o <

- i (k ;2)! [HDf(xO()k 1+D;”f (o) ||7

k=0

e
k=0
=Y (k+2)(k+1) (y]lw — mo )" =
k=0
_ 27 <2
1 =lw—==ol)* = (1 = 7(a))*
Como
IDf (o) (D f(z)=Df(a"))] < Sup )HDf(C'Jo)_1 D f(w)lfl2" — |

(onde a ultima desigualdade decorre da desigualdade do valor médio),
0 que prova o lema.

]

3.1 Teorema da Convergéncia Q-quadratica (J.Xavier e
O.Ferreira)

Teorema 3.1.1 Sejam f : D,.(xg) — F uma aplicagdo analitica,

B =0(f x0),vy=7(f,20), a=0yer> (7) Entao, se a < ay, 0s
iterados de Newton x1,xo, ... estao bem definidos, convergem para

€ € D.(xg) com f(§) = 0 e existe uma constante M = M (x) tal
que ||z, — &l < M|z, — &||* para todo n > 1.
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DEMONSTRACAO: Como a < g temos pelo teorema 2.0.1 que

n—1__
|xn — zp_1|| < (%)2 ! |x1 — xo|| é satisfeita. Logo xy é um zero
aproximado de f, e a seqiiéncia {x,} converge para um &, onde
f(&) = 0. Além disso, pelo teorema da dominagao, segue que ||z, —

zo|| < t,, implicando em que {x,} C D-w (z(). Portanto, pelo lema
Y

2.1.1 (pag. 19), item 2 , e pela relacao 2.14 temos

1 (1—7(a))?

e pelos lemas 3.0.2 e 3.0.3 temos

—1 2 2

onde f(&) = f(x,) + Df(x,) (€ — x,) + R,,. Assim, das relagdes 3.3
e 3.4 ede f(§) =0 temos
f(l'n) + Df(l’n)(f - xn) + R, = 0,

Ry = —f(zn) = Df () (€ — xn)
Tt =& = 0 — & = Df ()7 (f(an) = f(§))
Tps1 — &= Df(wa) " (D f () (@n — &) = flza) + £(£))
Tpi1 — &= Df(z,) 'R,
Portanto
|ne1 = €l = 1D (@) " Rull = D f ()" Df (o) D f (o) ™ Rl <
<D f ()" Df(wo)ll | Df (o)™ Rull <
[1—7())? 2y
P(r(a)) 2(1 = 7(a))

< STy e 6P < Ml el

sllen —€J1° <

(r(a))(1—-7())
O
Exemplo : Seja f: R — R tal que f(z) = e”.
Neste caso, temos § = 1,7 = % e a = % Com esses resulta-

dos, podemos observar que as condicoes dada pelo teorema 3.1.1
nao estao satisfeitas, ou seja, a > ag logo a sequeéncia gerada pelo
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Método de Newton nao converge. Isso significa que na vizinhanca
de um ponto xj, mesmo tendo os parametros «, 3 e v definidos nao
podemos garantir a existéncia de uma raiz para f.

Teorema 3.1.2 (Ostrowski) Seja {z,} uma seqiiéncia no espago
de Banach [E, convergente para &, tal que

|z0s1 = €]l < M|z, —£]* (3:5)
para todo n e uma constante positiva M. Se i < ;11, M|z 41—, <
e M|E—x,| < 1+\/+TW entao

2wl 2
L VI+ 4 ™ flonp =l — 1+ VI =40

DEMONSTRACAO: Seja ||zne1 — &|| < M|z, — €||?. Para facilitar
os calculos facamos d, = || — z,|| e D, = ||xpt1 — x,]|. Assim
dny1 < M(d,)? Agora consideremos a identidade

(€ —2n) = (Tpr1 — ) = € — Tppa
o que pela desigualdade triangular nos da:
lldnll = I Dulll < lldn — Dyl

Logo |d, — D,| < Md?. Temos também que,
M M =

Logo d, — D,, = 0*Md2; 6* € [-1,1]. Observe que se §* = 0 entao
d, = D,,. Por outro lado temos

<l=-1<

0*Md2 —d, + D, =0
A= (-1)*-46"M.D,
A =1—4M6*D,.

_ 1++/1-4M06D,
- 2 MO

dy,
Escolha

_ 1-+/1-4M6*D, L1t V1 —=4M6*D,
N 2M O 1++/1—4M6*D,

dy,
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B 12— (/1 —4M0*D,,)?
- 2MO*(1 + /1 — 4M6*D,,)
g AMO* D, _ 2D,

" 2Me*(1+ /1 —4M6"D,) 1+ /1—4M6*D,’
Sabemos que M D,, < pu < %1. Assim 460*p < 4p, ou seja, —46*p >
—4pu.

n

Logo
—40*M D,, > —40" 1 > —4pu
1 —40"MD, >1—40"n>1—4u
V1 —40*MD, > /1 —4u
1++/1—46*MD, > 1+ +/1—4u
1 1
1++1—-46*MD, = 14++/1—4p

Por outro lado

MD, < u
40 M D,, < 40" < 4pu.
Assim,
1 —46*MD, <1+40*MD, < 1+ 40 1 < 1+ 4u
14+ /1 —46*MD, < 1+ +/1+ 4u
1 N 1
1++1—40*MD, ~ 1+/1+4u
Portanto

2 d,, 2 2
< = < )
l+V1+4p — Dy 141-40°MD, ~ 1+/1—4p

e assim temos

2 Hg_an 2
< < }
s il PR (e BT g 77

7 2
Lema 3.1.1 Se p < }1 entio - <

2 T 1+1I—4n
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DEMONSTRACAO: Observe que

0<u<

IS Bl o

0<7u<
(&
-1 <-4 <0.
1-1<1-4p<0+1
0<1—-4u<1
0</1—-4u<1
0<1<1T++/1—-4p<2.

7
0§7u§7,u(1+\/1—4,u)§12:3,5<4.

Assim

Portanto
T < 2
2 T 1+ v1—-4p

L]

Teorema 3.1.3 Sejam f : D.(xg) — F uma aplicagdo analitica,

B =0(fx0),vy=7f2), a=0yer> # Entao se o < «, as
iteradas x1, Ta, ... estao bem definidas, a seqiiéncia por elas formada

converge para & € D,(xg) com f(§) = 0 e existe uma constante
@ < 0,115146 tal que
2 — X, 2
< 1€ = 2] < (3.6)

L+ VT4+4p = |lopp — 2o = 141 —4pu

para todo n > 2.

DEMONSTRACAO: Pelo teorema 3.1.1 segue que {z,} satisfaz
[Zn 1 — €|l < M2, — €||*. Defina

" 80 (r(a0) (1 = (a0))
onde 7 foi definida na relacao 2.4 e 1 em 2.12. Agora pela inequacao
2.7 do teorema 2.0.1 temos que

2MpB < o <
22 7 8Y(r(a))(1 = 7(a)) =

1
< 0,115146 < -,

M||znt1 — @]l <
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Para n > 2, pela relacao

I %
low €1 < (3) lloa = aulk = g~ nll < 3525

onde k < %, e pelo lema 3.1.1 temos:
To 7 2

wl S e reya =) S 2 STy s

Mi§ -

Portanto, pelo teorema de Ostrowski vale 3.6.
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