UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - UFAM
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS - ICE
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

SUPERFICIES MINIMAS COMPLETAS E ESTAVEIS EM R3

Ivana Soares Bandeira

MANAUS - 2012






UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - UFAM
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS - ICE
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

[vana Soares Bandeira

SUPERFICIES MINIMAS COMPLETAS E ESTAVEIS EM R?

Manaus, 14 de Maio de 2012.

Dissertacao  apresentada  ao  Programa
de Pos-Graduacao em  Matematica da
Universidade Federal do Amazonas, como

para obtencao do titulo
na area de

requisito parcial
de Mestre em Matematica,
concentracao em Geometria Diferencial.






AGRADECIMENTOS

Agradeco, primeiramente, a Deus-Parens por ter me vivificado e concedido forgas para
persistir.

A todos que de alguma forma colaboraram para o éxito desse trabalho.

A toda minha familia, em especial, aos meus pais, Pedro Bandeira de Farias e I1éda Soares
da Silva, pelo amor e apoio incondicional que me tém dado.

Aos professores do departamento de Matematica da UFAM que contribuiram na formacao
na graduacao e pos-graduagcao.

Aos amigos pela companhia, troca de conhecimentos e por toda ajuda.

A CAPES, pelo apoio financeiro.






RESUMO

SUPERFICIES MINIMAS COMPLETAS E ESTAVEIS EM R?

Neste trabalho estamos interessados em responder a seguinte questao: Uma superficie tridi-
mensional minima, completa e estavel ¢ um plano? Para isso precisamos compreender trés
fatos importantes: os planos sao as tinicas superficies minimas que podem ser obtidas gra-
ficos (Teorema de Bernstein), em seguida, superficies minimas que sao graficos de fungoes
diferenciaveis sao estaveis (Teorema de J. L. Barbosa e M. Do Carmo), e por fim, temos
que as unicas superficies tridimensionais, minimas, completas, estaveis e orientaveis sao os
planos (Teorema de M. do Carmo e C. K. Peng).






ABSTRACT

STABLE COMPLETE MINIMAL SURFACE IN R?

In this work we are interested in replying the following question: a tridimensional stable
minimal surface is a plane? For this, we need to understand three important facts: in
R3 minimal graphics are planes (Bernstein’s Theorem), next, minimal surfaces which are
graphics of differentiable functions are stables (Theorem of J. L. Barbosa and M. Do Carmo),
and finally, we have that the only tridimensional stable complete minimal surfaces are planes
(Theorem of M. do Carmo and C. K. Peng).
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Introducao

A teoria das superficies minimas foi originalmente motivada pela nocao de superficies
que minimizam &area com o bordo fixo. O atrativo das superficies minimas parece estar na
combinacao da solidez do objeto de estudo, a sua origem e a relacao com o mundo fisico,
e o modo que eles estao na intersecao de tantas topicos diferentes da Matemética. Dois
resultados impulsionaram o desenvolvimento das superficies minimas no século XX.

O primeiro é o trabalho no Problema de Plateau, o qual nos permite dar um significado
mais intuitivo a estabilidade das superficies minimas. Imaginemos uma curva fechada C
feita de um arame fino, e mergulhemos C em uma solucao de agua com sabao. Retirando
cuidadosamente o contorno C da solucao, aparece um pelicula fina de liquido, que tem em
geral a forma de uma superficie regular tendo C como fronteira e que esté em equilibrio sob
a acdo da tensdo superficial do liquido. E possivel provar que esta superficie de equilibrio
tem curvatura média H = 0. Isto decorre de uma férmula devida a Laplace, que diz que a
pressao em cada ponto exercida pela superficie sobre o meio ambiente ¢ dirigida na diregao
normal a superficie e proporcional a H, como toda a superficie estd em equilibrio, H se
anula em todos os pontos. As peliculas de sabao que sao superficies regulares sao superficies
minimas. Além disso, tais peliculas sao estaveis no sentido da mecéanica, isto é, uma pertur-
bacao pequena da origem a forcas que fazem a pelicula a voltar & posigao inicial.

O outro resultado interessante foi a inovada aproximacao entre superficies minimas e as
equacoes diferenciais parciais por Serge Bernstein o qual conduziu ao conhecido Teorema de
Bernstein, afirmando que a tinica solucao para a equagao das superficies minimas sob o plano
todo é a solucao trivial: uma funcao linear. Levando em conta a multiplicidade de solugoes
que possui a equacao de Lagrange, é realmente notével que o mero fato da solugao estar
definida para todo (z,y) exclua todas as solugdes menos a trivial. O Teorema de Bernstein
se relaciona com uma questao de estabilidade que iremos descrever.

A historia subsequente desses dois problemas mostra como resultados, teoricamente, simples
podem promover crescimento em diversas dire¢oes. Ja na década de 70, Joao Lucas Barbosa
e Manfredo do Carmo, se interessaram pelo antigo resultado de Schwarz: seja S uma super-
ficie minima e D C S um dominio limitado. Suponha que K # 0 em D, que a aplicagao
normal de Gauss g é biunivoca em D, e que a imagem esférica g(D) de D esta contida em
um hemisfério S?. Entao D é estavel. A questao é se era necessario que a imagem esférica
estivesse contida em algum hemisfério ou se alguma outra propriedade do hemisfério, por
exemplo, a area, é que era relevante. Em 1976, publicaram [1]o seguinte resultado: Seja
D C S uma regiao limitada de uma superficie minima S, e N(D) C S?(1) a imagem esférica
de D. Se area N(D) < 2w, entdo D ¢ estavel. Em 1978, Manfredo do Carmo apresentou
seus trabalhos que havia obtido sobre estabilidade de superficies minimas e propos o seguinte
problema: o plano é a tnica superficie minima completa do R? tal que todo o seu dominio
¢ estavel. No ano seguinte publicou [5].

Neste trabalho damos um entendimento razoavel sobre a estabilidade de superficies min-



2 Sumario

imas em R?® e uma nocao de compo podemos medir a sua nao estabilidade. Estudamos
também equagoes, como equacao das superficies na forma nao-paramétrica, equagao de
Monge-Ampeére, formulas da primeira e segunda variacao da &rea, e teoremas essenciais
para o entendimento dos trés teoremas: Teorema de Bernstein, Teorema de J. L. Barbosa e
M. Do Carmo e Teorema de M. do Carmo e C. K. Peng. Além disso, estebelecemos algumas
nogoes essenciais sobre a teoria das variedades que serao necesséarias no decorrer do texto,
tais como o conceito de imersao minima, laplaciano, operador de Weingarten.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceitos Fundamentais

Em 1851, matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann fez uma apresentagao
sobre a teoria geral de funcoes com variavel complexa, baseada nas hoje chamadas Equacgoes
de Cauchy-Riemann. Nela inventou o instrumento da superficie de Riemann.

Além de ser um importante campo de estudo por si 86, as superficies de Riemann tém sido
uma importante fonte de inspiracao, intuicao e exemplos em varios ramos da Matematicas.
Em particular, as superficies de Riemann conectam a Anélise e a Geometria no campo de
variavel complexa, de modo que permite relacionar a geometria com certas propriedades das
funcoes analiticas. No decorrer do texto veremos sobre a relagao entre superficies minimas
e fungoes analiticas de uma variavel complexa, para isso precisamos dos seguintes resultados.

Seja 2 C C = R? um conjunto aberto com coordenadas reais (u,v) e coordenada com-
plexa z = u +w; i = /—1, u,v € R. Denotamos por Z = u — iv; o conjugado de z.

Seja f : 2 — C uma funcao diferenciavel. Se f(z) = fi(2) +if2(2); fr : @ — R, definimos:
0 0 0 0 0 0
I f1+.f2 [ f1+.f2

ou ou 0w w  ow  ov

Também observamos que:

af 1 ((9f1 .(9f2) of 1 (3f1 L .3f2)
) - 5 t

9z 2\ou v

ou ov

_ 1 5 _ 1 -
uma vez que podemos escrever u = 5(z +2) e v = 5:(2 — 2).

1.2 Funcao Holomorfa

Lembremos que f é holomorfa se, e somente se, obedece as Equacgoes de Cauchy-Riemann:

o 0L | Oh_ _0h
ou ov ov ou
Quando temos uma func¢ao holomorfa em todo C, ela é dita inteira. E, dizemos que f é
harmonica se B oy
Af=—-4+—==0.
/ ou?  Ov?

3



4 Capitulo 1. Preliminares

Usa-se o termo Laplaciano de U. Em particular,

e f é harmonica se, e s6 se, % é holomorfa;

e As partes real e imaginaria de uma funcao holomorfa sao harmonicas.

Diante do exposto acima surge a seguinte questao: vale a reciproca? Ou seja, dada uma
funcao real, f; : 2 — R, duas vezes continuamente diferenciavel, também dizemos de classe
C?, existe uma funcao holomorfa f € C? tal que a parte real de f ¢ igual a f;? Assim, dada
f1 devemos achar fy : 0 — R harmonica tal que f = f; + ify seja holomorfa. Quando tal
funcao fs existir, diremos que uma conjugada harmonica de f;.

1.3 Alguns Teoremas

Teorema 1.1. Se f: 2 — R € harmonica, entdo € analitica.

Temos muitas maneiras de estudar o comportamento de fungoes analiticas, um dos re-
sultados que nos convém ¢é o seguinte:

Teorema 1.2 (Principio do Maximo). Seja f :  — R uma fun¢do analitica; Q2 € conexo.
Se f tem um mdximo em §2, entdo € constante.

Em outras palavras, se existir zg €  tal que | f(z)| < |f(20)| para todo z numa vizinhanga
de zp entao f é constante em ().

Teorema 1.3 (Picard). Seja f : C — C uma fungao holomorfa. Se C\ f(C) contém mais
que um ponto, entao f € constante.
Teorema 1.4. Liouville

Uma funcao f : C — C inteira e limitada € constante. Consequentemente, uma func¢ao
f:R? — R harmonica e limitada é constante.

1.4 Conceitos de Geometria Riemanniana

Para superficies de curvatura média constante, no nosso caso identicamente nula, precis-
aremos introduzir o funcional volume, e veremos que estas superficies sao pontos criticos da
area para variacoes que preservam o volume. Antes disso, precisamos estebelecer algumas
nogoes essenciais sobre a teoria das variedades que serao necessarias no decorrer do texto.

1.4.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Um conjunto M ¢é chamado wuma wvariedade diferencidvel
n-dimensional se existe uma familia de aplicagoes diferenciaveis e biunivocas X, : U, C
R™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:

L M= JXu(Ua);
2. Para todo par «o,0 com X,(U,) N Xg(Us) = V # 0, os conjuntos

X H(V)e X/gl(V) sao abertos em R" e as aplicagdes Xgl 0X, e X' oXjy af definidas
sao diferenciaveis.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.4. Conceitos de Geometria Riemanniana 5

3. A familia {(U,, X,)} é maxima relativamente as condigoes 1 e 2.

Indicaremos que M tem dimensao n por M"™. O par (U,,X,) ou a aplicagao X, ¢
chamado uma parametrizagdo ou sistema de coordenadas de N em p, com p € X, (U,), e
X (Uy,) € chamada uma vizinhanga coordenada em p.

Definicao 1.2. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicagao entre as variedades diferenciaveis M e
N, ¢ é dita diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizacao x; : W C R™ — M em
©(p) existe uma parametrizagdo x2 : U C R" — M em p tal que ¢(x1(U)) C x2(W) e a
aplicacao

Xstopoxi:UCR™ — R"

é diferenciavel em y;'(p). A aplicacio ¢ é diferencidvel num aberto de M se é diferenciavel
em todos os pontos deste aberto.

Definigao 1.3. Uma curva diferencidvel em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao
diferenciavel « : (—¢,e) — M. Suponha que a(0) =p € M e seja D o conjunto das fungoes
de N diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva o em t = 0 é a funcdo o/(0) : D — R
dada por

d(foa
o(0)f =452 . feD.
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = (0 de alguma curva
a:(—€€) — M com «(0) = p.

Definicao 1.4. O conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferenciaveis pertencentes a uma variedade diferencidvel M™ passando por p, represen-
tado por T,M, é chamado espaco tangente a N em p . Mostra-se que o conjunto T,M ¢
um espaco vetorial de dimensao m e que a escolha de uma parametrizagao x : U — N em

p determina uma base associada {(%)0, o (%)0} em T,N, e que a estrutura linear nesse
n

espaco, assim definida, nao depende da parametrizagao x.

Definig¢ao 1.5. Seja M™ uma variedade diferenciavel. O conjunto TM = {(p,v);p € N,v €
T,M}, munido com a estrutura diferenciavel {(U, x R™,7,)} sendo v, : Uy X R* — T'M
definida por:

n
0
’Ya(l'?, cees Ty ULy -ovy un) = (Xa(x?7 e x%)’ Z uiﬁ)a
i=1 L

(ug, ..., u,) € R™ é chamado fibrado tangente de M.

Proposicao 1.1. Seja ¢ : M™ — N" uma aplicacao diferenciavel entre as variedades
diferenciaveis M e N. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva diferenciavel
a: (—e€) — M tal que «(0) = p, o/(0) = v. A aplicacao d¢, : T,M — T, N dada por
dpy(v) = (poa)'(0) é uma aplicaco linear que nao depende da escolha de « (esta aplicacao
é chamada diferencial de ¢ em p).

Definicao 1.6. Uma aplicacao diferenciavel ¢ : M — N, entre as
variedades diferenciaveis M e N, é um difeomorfismo se ela ¢ bijetiva e sua inversa !
é diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V'
de ¢(p) tais que ¢ : U — V é um difeomorfismo.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



6 Capitulo 1. Preliminares

Definigao 1.7. Um caminho em uma variedade M é uma aplicacao continua f : [0,1] — N.
Se f(0) = f(1) = p, f é chamado caminho fechado em p € N. Em particular o caminho
constante ¢, : [0,1] — M definido por ¢,(s) = p para todo s € [0, 1], ¢ um caminho fechado.

Definicao 1.8. Uma variedade M ¢é chamada conera quando, dados dois pontos quaisquer
p,q € M, existe sempre um caminho ligando p e ¢, isto é, existe uma aplicacao continua

f:00,1] — M, tal que f(0) =pe f(1) =q.

Defini¢ao 1.9. Sejam f : [0,1] — M e g : [0,1] — M dois caminhos com o mesmo ponto
inicial p € M e o mesmo ponto final ¢ € M. Diz-se que f é homotopico a g se existe uma
fungao continua h : [0,1] x [0,1] — M tal que

Se um caminho f : [0,1] — M é homotdpico ao caminho constante, entao ele é dito
contratil a um ponto.

Definicao 1.10. Uma variedade M é chamada simplesmente conera se M é conexa e se
todo caminho fechado em N é contratil a um ponto. Em outras palavras M ¢é simplesmente
conexa se toda curva fechada em M puder ser continuamente deformada em um ponto.

1.4.2 Campos de Vetores

Definicao 1.11. Seja M™ uma variedade diferencidvel e TM o seu fibrado tangente. A
aplicagdo X : M — T'M, que associa a cada ponto p € M um vetor X (p) € T,M & chamada
um campo de vetores em M. O campo é diferenciavel se a aplicagao X é diferencidvel. Note
que é possivel escrever
- 0
X(p) = ailp)=—,
(p) ; OF

onde cada a; : U — R é uma fungao em U. Basta considerar uma parametrizacao y : U C
d d

8_x1’ ceey axn
serd, diferenciavel se e s6 se as fungoes a; forem diferenciaveis para qualquer parametrizacao
X.

R™ — N e pegar a base { de T, N associada a esta parametrizacao. Entao X

Com essa idéia é possivel pensar em um campo de vetores como uma aplicacao X : D —
F, do anel D(M) das fungoes diferenciaveis em N no anel F(M) das fungoes em N, definida

por
D) = Y alp) 3 p),

)

onde f indica, por abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacao x. Neste caso é
imediato verificar que X ¢é diferenciavel se e s6 se X : D — D, isto é, X f € D para todo
feD.

Lema 1.1. Sejam X e Y campos diferenciaveis de vetores em uma

variedade diferenciavel N. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que, para todo
feDM), Zf =(XY -YX)f.

Defini¢ao 1.12. O campo vetorial Z dado pelo lema anterior é chamado colchete [X,Y] =
XY —YX de X eY; Z é evidentemente diferenciavel.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.4. Conceitos de Geometria Riemanniana 7

Proposicao 1.2. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em N, a,b sao nimeros reais e f, g
sao fungoes diferenciaveis, entao:

(1) [X,Y] = —[Y, X](anticomutatividade),

(i1) [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + Y, Z] (linearidade),

(i) [[X, Y], Z) + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
() [f X, gY] = fglX, Y]+ [X(9)Y — g¥V (f)X.

O colchete [X,Y]| pode também ser interpretado como uma derivagao de Y ao longo das
"trajetorias"de X.

1.4.3 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.13. Para cada ponto p de uma variedade diferenciavel M associe um produto
interno (, ), definido no espago tangente 7, M, de modo que ao tomarmos uma parametriza¢ao
x:U CR" — M de M em p, a funcdo g;;(x1, ..., x,) = (a%i(q), 8%j(q))q é diferenciavel em
U, onde g = x(x1,...,x,) € x(U) e a%i(Q) = dx,(0,...,1,...,0). A funcao g;; é chamada uma
métrica riemanniana em M.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica riemanniana é dizer que a
fungao (X,Y) é diferenciavel em V', para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis
em uma vizinhanga V de M. Uma
variedade diferenciavel M munida de uma métrica riemanniana é denominada variedade

riemanniana.

Exemplo 1.1. Seja M = R"™ com a_ identificado com e; = (0, ..., 1,...,0). A métrica é dada
por (e;,e;) = d0;;. R™ é chamado espaco euclidiano de dimensao n e sua métrica é chamada
métrica euclidiana.

Definicao 1.14. Um difeomorfismo f : M — N, entre as variedades riemannianas M e N,
¢ chamado uma isometria se:

(u,v)p, = (dfp(u), df,(v)) sy, para todop € M, u,v € T,M.

Definigao 1.15. Uma aplicagao diferenciavel ¢ : I — M, de um intervalo aberto I C R em
uma variedade diferenciavel M, chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao  1.16. Sejam (,) e ((,)) duas métricas em uma variedade
diferenciavel M, diz-se que essas métricas sao conformes se existe uma funcao positiva difer-
enciavel f : M — R, tal que para todo p € M e todo u,v € T, M se tenha

<U7U>p = f(p){{u, U>>p~

Definicao 1.17. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c¢: I — M é uma aplicagao
que a cada t € I associa um vetor tangente V'(t) € Ty M. Diz-se que V' é diferenciavel se
para toda funcdo diferenciavel f em M, a funcao t — V(t)f é uma fungao diferenciavel em

1.

Proposicao 1.3. Uma variedade diferenciavel M (de Hausdorff e com base enumeravel)
possui uma métrica riemanniana.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



8 Capitulo 1. Preliminares

1.4.4 Conexoes Afins e Riemanniana

Indicaremos por H(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*° definidos em
M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.18. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao afim V em M é uma
aplicagao

Y H(M) x H(M) — H(M)
que se indica por (X,Y) AR VxY, e que para X,Y,Z € H(M) e f,g € D(M), satisfaz as

seguintes propriedades:

i) VixsgvZ = fVxZ +gVyZ,

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

i) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY.

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo de uma curva

diferenciavel ¢ : I — M um outro campo vetorial 2 d ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V' ao longo de ¢, tal que:

t

i) (V + W)= DV + 2% onde W é um campo de vetores ao longo de c,

i
i1) %( fv) = V + fBV o> onde f é uma funcao diferencidvel em I,

i1i) Se V& induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é,

V(t) =Y(c(t),entdo ZF = Vae/arY.

Esta ultima parte faz sentido, pois VxY(p) s6 depende do valor de X (p) e do valor
de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. De fato seja (z1,...,x,) um sistema de
coordenadas em torno de p, entao podemos escrever

i=1 j=1

onde X; = 2. Assim

VxY = Y xVy, <Z ijj) =Y wXiy)X; + 2y Vx X
i=1 7=1 1] ¥
- Z (Z ziy Ty + X(y )) Xk

onde Vyx, X; = ka X, el f"j sao fungoes diferenciaveis em U. Portanto VxY(p) so
depende de z;(p), yk( ) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo X.

Definigao 1.19. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conezdao afim V. Um campo
vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando % = (, para todo
tel

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.4. Conceitos de Geometria Riemanniana 9

Proposicao 1.5. Sejam ¢ : [ — M wuma curva diferencidvel em uma
variedade diferenciavel com uma conexao afim V e V{ um vetor tangente a M em c¢(ty), to € I
(ie. Vo € To4o)M). Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal
que V(to) = Vo; V(t) é chamado o transporte paralelo de V' (¢y) ao longo de c.

Definicao 1.20. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V e uma
métrica riemanniana (,). A conexao ¢ dita compativel com a métrica (, ), quando para toda
curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos V' e W ao longo de c,
tivermos (V, W) = constante.

Proposigao 1.6. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V em M é compativel
com a métrica se e sO se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva
diferenciavel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
—(V.IWN={( — W — tel

Definicao 1.21. Seja M uma variedade riemanniana. Diz-se que uma conexao afim V em
M é:

a) simétrica, se VxY — Vy X = [X,Y], para todo X,Y € X (M).

b) compativel com a métrica riemanniana, se X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ), para todo
XY, Z € X(M).

Em um sistema de coordenadas (U, x), a simetria de V implica que [X;, X;] =0, Vi,j =
1,...,n, onde X; = B%i‘

Teorema  1.5. (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M,
existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V & simétrica.
it) V é compativel com a métrica riemanniana.

Tal conexao é chamada conexao de Levi-Civita ou conexao riemanniana de M.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que V satisfazendo i) e i1) acima existe. Entao
X<Y, Z> = <VX}/, Z> + <Y, VXZ>,

Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,Vy X),
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VY,

Somando as duas primeiras, adicionando (Vy X, Z) — (Vy X, Z), subtraindo a terceira e
usando a simetria de V, teremos

XY, Zy+Y(Z, X)—-Z(X,Y) =

= (X, Z,Y)+ (Y. Z],X) + (X, Y], Z) + 2(Z, Vy X).
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10 Capitulo 1. Preliminares

Portanto

(Z,VyX) = HX(Y,Z)+Y(ZX)— Z(X,Y) — (X, Z],Y)
_<[sz]=X>_<[X7Y]7Z>}

A equagdo 1.5 mostra que V esta univocamente determinada pela métrica (,). Logo, caso
exista, ela sera tunica.

Para mostrar a existéncia, defina V pela equagao 1.5, claramente V esta bem definida e
satisfaz as propriedades desejadas. [ |

Agora, para uso posterior, obteremos um resultado escrevendo parte do que foi feito
acima em um sistema de coordenadas.
As fungoes Ffj definidas em U por Vx, X; = E F X sao os coeficientes da conexao

V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao. Pela equagao (1.1) e pela simetria da
conexao, temos que

Xk,zrl X)) = S {XG(X5, Xp) + Xi( X, Xj) — Xp(X5, X))

Logo
1" a + 9 Lo i ..
E ij 9k = gzkz axig]k axkgu 5

onde g;; = (X;, X;) e lembrando que X; = -2

.'L'
Como a matriz (gr,) admite uma inversa que denotaremos por (g&™)

1 0 0 0
Ty =2 =g+ gk — 5—0ij ¢ 9™ 1.2
1] 2 - {81'] glk + 8$Zgjk a$k g’t]} g 9 ( )

, teremos que

que é a equacao dos simbolos de Christoffel da conexao riemanniana em termos dos g;;.
Observe que no caso do R", teremos I'j; ko —0.

1.4.5 Geodésicas

Para o que se segue, M serd uma variedade riemanniana munida de sua conexao
riemanniana.

Definicao 1.22. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em t, € [ se

%(‘2—;’) = 0 no ponto ty. Diz-se que 7 é uma geodésica se 7 for geodésica para todo t € [.
O comprimento do vetor tangente de uma geodésica vy : I — M é
constante, pois
d /dvy dvy _2Dd7 dy\
dt \dt’dt/ “\dt\dt) dt/
Assim podemos supor que ] 1| = ¢ # O(isto é, estamos excluindo as geodésicas que se

reduzem a pontos). O comprlmento de arco sde ydetg € [ at €I ¢ dado por

dry

dt = c(t — ty).

Portanto o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando o
parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, diremos que 7 estad normalizada.
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1.4. Conceitos de Geometria Riemanniana 11

Proposicao 1.7. Dado p € M, existem um aberto V. C M, p € V, nimeros 6 > 0eec >0e
uma aplicacao C'™®

vi(=8,0)xU—- M, U={(q,v); ¢V, veT,M, |v|<e},

tais que a curva t — v(t,q,v), t € (=6,0), é a tnica geodésica de M que no instante t = 0
passa por ¢ com velocidade v, para cada ¢ € V e cada v € T, M com |v| < ¢.

Exemplo 1.2. Todas as geodésicas do R™ sao retas parametrizadas proporcionalmente ao
comprimento de arco, pois o espaco tangente a R"™ em p ¢ identificado com R"™ e neste caso
a derivada covariante coincide com a derivada usual.

Proposicao 1.8. Se uma curva diferenciavel por partes vy : [a,b] — M, com parametro
proporcional ao comprimento de arco, tem comprimento menor ou igual ao comprimento
de arco de qualquer outra curva diferenciavel por partes ligando v(a) a (b) entdo v é uma
geodésica. Em particular v é regular.

Defini¢ao 1.23. Uma variedade riemanniana M é (geodesicamente) completa se as geodési-
cas y(t) que partem de p estdao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Observacao 1.1. E possivel provar que toda variedade riemanniana conexa e compacta é
completa (teorema de Hopf e Rinow em 3).

1.4.6 Curvatura

Definicao 1.24. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura R de M é uma corre-
spondéncia que associa a cada par X,Y € H(M) uma aplicagao
R(X,Y): X(M) — H(M), dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixvi4, Z¢€ X (M),
onde V é a conexao riemanniana de M.

Exemplo 1.3. Seja M = R", entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y, Z € X(R"). Com efeito,
seja Z = (21,...,2n), entdo VxZ = (Xz1,...,Xz,) e VyZ = (Yz1,...,Yz,). Logo

VyVyZ = (YX2,...YXz,), ViVyZ = (XY 2, ..., XY z,)

Vixy)Z = (X, Y]z, ..., [X,Y]zn).
Portanto

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vixy)Z = 0.

Proposicao 1.9. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo X,Y,Z € H(M) ¢é valida a
relacao
R(X,Y)Z + R(Y, Z2)X + R(Z, X)Y = 0.
Proposigao 1.10. Para todo XY, Z, T € H(M) sao validas as relagoes
a) (R(X,Y)Z,T)+ (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y,T) = 0.
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12 Capitulo 1. Preliminares

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z, T)X,Y).

Novamente, para uso posterior, obteremos outro resultado escrevendo parte do que foi
feito acima em um sistema de coordenadas (U, x) em torno do ponto p de M. Podemos
escrever

R(X;, X)) X = > Ri X,
!
onde R, ijx 520 as componentes da curvatura R em (U, x). Assim teremos
<R(X17 X Xk7 Z Riijlv Z Rijk;gls = zyks

Agora vamos obter a expressio de R! i1 em termos dos coeficientes Ffj da conexao rie-
manniana.

R(X“X])Xk = VvaXiXk_invXij
= Vx,O_ ThX) - Vx, () T)X)

l l
Z 0 Z Z 0
! l !

- Z r VX X
donde, obtemos

S S a S
R k_Zr Zrkrﬁ o) 5 ~ 5w Lk (1.3)

1.4.7 Curvatura Seccional

Definicao 1.25. Sejam M uma variedade riemanniana, p € M, 8 C T,M um subespago
bi-dimensional do espago tangente T,M e {x,y} uma base qualquer de 5. A curvatura
seccional de 8 em p, K(f) = K(z,y), é por defini¢ao

(R(z,y)z,y)
|z Ayl?

Y

K(z,y) =

onde |z Ay| = v/]z[2|y|? — (x,y)?, representa a drea do paralelogramo bi-dimensional deter-
minado pelos vetores x,y € 3. Esta definicao nao depende da escolha dos vetores z,y € 5.
De fato, observemos inicialmente que podemos passar da base {x,y} de [ para qualquer
outra base {z’,y'} por iteragao das seguintes transformagoes elementares:

a) {z,y} — {y,z},
b) {z,y} — {A\z,y},
¢) {z,y} — {z + Ay, y}.

Agora veremos que K (z,y) é invariante por tais transformagoes, o que demonstra o afir-
mado. Para o que se segue denotaremos (K(x,y)z, y)  por

(z,y,2,9).
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1.4. Conceitos de Geometria Riemanniana 13

Demonstragao. a)K(y,z) = (fng‘? = (T;j\’z[g) = K(x,y)
AT,y,\T, A2 (z,y,2,
b)K()\ZL‘7y) = ‘)\g/\ypy) = )\g‘xyAy‘g) = K(a:,y)
THAY, Y, T+ Ay,
oK(z+Ay,y) = ( |(zg_§y)/\y|y2y)
— @yey)+ @y )+ O,z +(Ayy,Ay.y)
lzAy+AyAyl? [ ]
(@y,2,)
|lzAy|?
K(z,y).

A importancia da curvatura seccional é que o conhecimento de K([3), para todo 3, de-
termina completamente a curvatura R de M.

A partir de agora, escreveremos por simplicidade, (R(z,y)z,t) = (x,y, 2, t).

Lema 1.2. Seja W um espago vetorial n-dimensional (n > 2), munido de um produto
interno (,). Sejam R W x W xW — W eT: W x W x W — W aplicagdes tri-lineares
tais que as condigoes (a), (b), (c) e (d) da proposigao 1.10 sejam satisfeitas para R e T. Se
{z,y} é uma base de 3, escrevamos

Se para todo § C W, K(f)= K'(f3), entao R=T.

(T(x,y)z,y)
[z A yl?

Demonstragao. Basta provar que (R(z,y)z,t) = (T(z,y)z,t) para quaisquer z,y,z,t € W.
Escrevendo (z,y,2,t) = (R(x,y)z,t) e (x,y,2,t) = (T(x,y)z,t), tem-se, por hipotese,
(v,y,2,y) = (2,y,7,y)" Yo,y € W, logo

('x_'_Z?y?x—i_Z?y) - (',’C—i_’z?y?x—i_'z?y)l
o que implica

(7,9, 2,9) +2(x, 9, 2,9) + (2,9, 2,9) = (2,9, 2,9) + 2(2,9,2,9) + (2,9, 2, )

e, portanto

(x7 y7 Z7y) = <x7 y? Z? y)/ vx? y72 e W
Assim

(Ty+tzy+t)=(z,y+tzy+t),
o que implica

(IE, Yy, z, t) - (ZE, Yy, z, t)/ = (y7 2, T, t) - (y7 Z, T, t)lv

e a expressao (z,y, z,t) — (x,y, z,t)" é invariante por permutagoes ciclicas dos trés primeiros
elementos. Portanto

[(z,y, 2, t) — (x,y,2,t)] = (v,y,2,t) — (x,y,2,t) + (z,y, 2, 1)
—(z,y,2,t) + (z,y,2,t) — (z,y,2,t)
= (z,y,2,t) — (z,y,2,t) + (y, 2, 2, 1)
—(y,z,z,t) + (z,2,y,t) — (2, 2,y,t)
= (z,y,2,t)+ (y, 2,2, t) + (2,2,9,1)
—[(z,y,2,t) + (y, z,2,t) + (2, 2,9,t)]
= 0 (por (a) da proposigao 1.10),
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14 Capitulo 1. Preliminares

logo
(iC,y,Z,t) = (xuyv’Z?t)/
para todo z,y, z,t € W. [ |

Proposicao 1.11. Sejam M uma variedade riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear 1" : T,M x T,M x T,M — T,M por

<T<X7Y>Z7 W> = <X’ Z><K W> - <}/7 Z><X7 W>7

para todo X,Y,Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a c se e
somente se R = ¢T', onde R é a curvatura de M.

Demonstragao. : Suponha que K(p,3) =c¢ V 3 C T,M, entao

(R(X,Y)X,Y)

=KD = XEyE- Xy

(RX,YV)XY) = c(|XPIY] - (X,Y)?)

(
= (X, XN){Y) = ¥, X)X, Y))
= T(X,Y)X,Y)
e como T satisfaz as propriedades (a), (b), (c) e (d) da proposi¢ao 1.10 podemos utilizar o

lema 1.2 para concluir que
(RIX,Y)Z W) =cT(X,Y)Z,W)
para todo X,Y, Z, W € T,,M. A reciproca ¢é imediata. |

Corolario 1.1. Seja M uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante c e
seja R a curvatura de M, entao podemos escrever

R(X,Y)Z = c({(X,2)Y — (Y, Z)X)

Demonstracao. Pela proposicao anterior

(RX,Y)Z, W) = «T(X,Y)Z,W)
= C(<X’ Z><Y7 W>) - <K Z><X’ W)),
logo
° (RIX,)Y)Z — (X, 2)Y + (Y, Z)X , W) =0,
portanto

R(X,Y)Z = (X, 2)Y — (Y, Z)X.
u

Corolario 1.2. Sejam M™ uma variedade riemanniana n-dimensional, p um ponto de M e
{e1, ..., e, } uma base ortonormal de T, M. Escreva R, = (R(e;, e;)ex, e1), ,j,k,l=1,...,n
Entao K(p, 3) = c para todo § C T, M, se e somente se

Rijkl = C<5ik5jl - 5iz5jk),

onde 6;; =0,s8ei# j ou d; =1, se i = j. Em outras palavras, K(p,3) = ¢ para todo
B C T,M se e somente se R;;;; = —R;;j; = c para todo i # j, e R;jr; = 0 nos outros casos.
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Definicao 1.26. Sejam M" e M "™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacio diferenciavel
f : M — M é uma 1mersao se a diferencial
df, : T,M — Tf(p)ﬂ é injetiva para todo p € M. O ntmero m é chamado a codimen-
sao de f. Se, além disto, f é um homeomorfismo sobre f(M) C M, onde f(M) tem a
topologia induzida por M, diz-se que f é um mergulho. Se M C M e a inclusdo i : M — M
¢ um mergulho, diz-se que M & uma subvariedade de M.

.~ . ~ -5 ntm . . .
Definicao 1.27. Uma imersao f : M"™ — M entre duas variedades riemannianas com as
métricas (, )ar e (, )37, respectivamente, é chamada imersao isométrica (ou riemanniana)
se:

(X, V) = {dfp(X), dfyp, (Y )2z
para todo p € M, e todo par X,Y € T,M.

A métrica riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica riemanniana em
M: se X,Y € TyM, define-se (X, Y)rr = (df,(X), df,(Y))sr- Nesta situagdo, f passa a ser
uma imersao isométrica de M em M e a métrica de M é entao chamada a métrica induzida
por f. Em outras palavras, f é isométrica se a métrica induzida coincide com a métrica

original.

Um caso interessante é quando h : M MP e diferenciavel e q € M é um valor
regular de h (isto é, dh,, : T,M — ThipM ¢ sobrejetiva para todo p € h™*(q)); ¢ sabido que
h~'(q) C M é entdo uma subvariedade de M de dimensdo n; logo podemos dar-lhe a métrica
induzida pela imersao.

n
Por exemplo, seja h : R™ — R dada por h(xyq,...,x,) = fo — 1. Note que h é diferen-

i=1
cidvel e que 0 é um valor regular de h; e h1(0) ={z e R": 2} + ...+ 22 =1} =5"""1¢
a esfera unitaria do R™. A métrica induzida por R® em S™"~! é chamada a métrica canonica

de S™ L.

Sabemos que toda imersao, localmente, é um mergulho. Portanto, para todas as questoes
locais, identificaremos a variedade com sua imagem.

De acordo com a proposi¢ao anterior, podemos identificar U com f(U) e cada vetor
velT,M, qeU, comdf,(v) € Tf(q)M. Usaremos essas identificagoes para estender, por
exemplo, um campo local (isto €, definido em U) de vetores de M a uwm campo local (isto €,
definido em U ) de vetores em M e também podemos considerar o espago tangente de M em
p como um subespaco do espaco tangente de M em p e escrever

T,M =T,M & T,M*

onde, T,M* ¢é o complemento ortogonal de T,M em TpM. Desta decomposi¢cao obtemos um
fibrado vetorial TM* = Upen/T,M=*, chamado fibrado normal a M.

Deste modo, o fibrado vetorial
TM|toy ={X € TM : 7(X) € f(M), ondew : TM — M € a projecio}

¢ a soma direta do fibrado tangente TM com TM™, isto é
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16 Capitulo 1. Preliminares

TM|poy=TM &TM*.
Logo podemos considerar as sequintes projegoes:
i) Tangencial ()T :TM | jory— TM; e
ii) Normal ()*:TM | jory — TM*.

Seja V eV as conexoes riemannianas de M e M, respectivamente. Se X,Y sio campos
locais de vetores em M, e X, Y sdo extensoes locais a M, temos que

V¥ = (V7)) + (VP)t
onde, pela unicidade da conexdo riemanniana, (VY )" = VxY.

Para o que se seque, indicaremos por X (U)* os campos diferencidveis em U de vetores
normais a f(U) = U.

Definicao 1.28. Seja f : M™ — M "*™ uma imersdo isométrica. A aplicacdo a : X (U) x
X(U) — X(U)* definida por

a(X, Y) = vy? - VX}/,
onde para todo X,Y,Z em X (U) e g em D(U), tem as seguintes propriedades:

i) a(X,)Y) =aY,X);
i) a(X +2,Y)=a(X,Y)+a(Z,Y);
iin) a(gX,Y) = ga(X,Y).

Isto ¢, a & simétrica e bilinear sobre D(U).

Demonstragao. Para o que se segue considere X,Y,Z.G, extensoes locais a M. E observe
queem M, g=ge[X,Y]=[X,Y].

) (X,Y) = VgV —VyxYV

I
5

B
+
N
=
Il
A<l|
>
+
N
|
|
S‘
e
+
N
>~<

= a(X Y) —I—a(Z V).

i) a(gX,Y) = Vyx¥V —VyxV

|
Q|
<4
|
~
|
T
<
=
L<
[ |

Essa aplicacao serda chamada a sequnda forma fundamental de f, onde a equacao

ViV =VxY +a(X,Y)
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é denominada Formula de Gauss. o
Note que a(X,Y’) é um campo local em M normal a M, pois

a(X,Y) = V5V = ViV = (V7)) + (TxV)* = Vi = (V7))

Agora veremos que a aplicagdo « estd bem definida, isto é que (X, Y") ndo depende das
extensoes X, Y. Com efeito, se W é uma outra extensao de X (entao X — W =0em M) e
V' é uma outra extensao de Y (entdo Y —V =0 ao longo de uma trajetoria de X), teremos

(ﬁy? — ny) — (va - VXY) = Vy7W7 = 0, (&

(VY —VxY) - (VxV - VxY)=Vx(Y -V) =0.

Portanto « estd bem definida.

Exprimindo a em um sistema de coordenadas, concluimos que, como « é
bilinear, o valor de a(X,Y")(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Consideremos agora campos de vetores X de TM e & de TM*, e denotemos por A:X a
componente tangencial de —V x¢&, isto é

A X = —(Vx&T.
Observe que para todo Y € T'M temos

X(EY) = (Vx&Y)+ (£, VxY)
0 = (Vx&" +(VxOHY) + (5, VxY +a(X,)Y))
0 = (—AgX, YY)+ (& a(X,Y)).

Assim,
(A X)Y) = (a(X,Y), §).

Portanto fica bem definida a aplicacito A : TM x TM+ — TM dada por
A(X,€) = A¢X, que é bilinear sobre D(M), pois a aplicacdo « e a métrica sao bilin-
eares sobre D(M). Como « é simétrica a aplicacdo A¢ : TM — TM também ¢é simétrica
(isto &, (A X,Y) = (X, AY) para todo X,Y € TM) e linear sobre D(M). A aplicagao
A¢ é chamada Operador de Weingarten ou, por um abuso de linguagem, segunda forma
fundamental na direcao de &.

Sejap e M e& € T,M*+,[¢| =1. Jd que A¢ : T,M — T,M ¢é simétrica, pelo teorema
espectral existe uma base ortonormal de vetores proprios {ei, ...,e,} de T,M com valores
Proprios Ai, ..., A\n, ou seja Ag(e;) = Ne;, @ =1,...,n. Se M e M sio ambas orientdveis,
podemos escolher orientacoes para M e M, entio o vetor € fica univocamente determinado
se exigirmos que {ei,...,e,} seja uma base na orientacao de M e {ey,...,e,, } seja uma
base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; direcdes principais e 0s N = k;
curvaturas principais de f. As fungoes simétricas de A1, ..., A, sao invariantes da imersao.
Por ezemplo: det(A¢) = Ai...\, € denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e
(A + ... + An) € denominada a curvatura média de f.

No caso em que o espaco ambiente M = R*1, A¢ tem uma interpretagao geométrica
interessante. Sejam N wuma extensao local de &, unitaria e normal a M; S™ a esfera
unitdria centrada na origem de R™™'; e defina a aplicacao normal de Gauss, g : M™ — S"
transladando a origem do campo N para a origem de R™™ e fazendo g(q) = ponto final
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18 Capitulo 1. Preliminares

do transladado de N(q). Como TyM e Ty S™ sao paralelos, podemos identificd-los, entdo
dg, : TyM — T,M ¢€ dada por

LNor(t)| =TxN = (TxN)T = —AX

dg,(X
QQ( ) dt =0

onde v : (—€,&) — M € uma curva diferencidvel com v(0) = ¢, v'(0) = X, e onde usamos
o fato que (N, N) =1 para garantir que VxN = (VxN)T. Seque-se que —A¢ ¢ a deriada
da aplicagao norma Gauss.

A componente normal de V x&, que denotamos por V€, define uma conexdo compativel
sobre o fibrado normal TM~*. Dizemos que V*+ € a conexio normal de f e assim obtemos a
Formula de Weingarten

Vxé=—A:X + Vy&.

Uma imersio f : M — M € geodésica em um ponto p € M se para todo & € T,M*
a segunda forma fundamental A¢ € identicamente nula em p. A imersao f € totalmente
geodésica se ela € geodésica em todo p € M.

Proposi¢ao 1.12. Uma imersdo f : M — M ¢é geodésica em p € M se e somente se toda
geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstragao. Sejam v(0) = p e 7/(0) = x. Sejam & uma extensdo local, normal a M, de
um vetor normal e em p e X uma extensao local, tangente a M de 7/(t). Assim tem-se em p

(Aez, ) =

{
{
=
{
{

logo f é geodésica em p se e somente se, para todo X € T,M, a geodésica v de M que é
tangente a X em p satisfaz a condigdo: Vx X (p) ndo tem componente normal. Portanto f é
geodésica em p se e so se toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p. W

O vetor curvatura média de uma imersao isométrica f:M"™ — M ™P no ponto p de

M ¢é o vetor normal a M em p, definido por H, = Z (X, X;), onde {Xy,..., X,,} é um

referencial ortonormal tangente a M empe o é a segunda forma fundamental de f. Dizemos
que uma subvariedade é minima se H, = 0 para todo ponto p da subvariedade.

1.4.8 As Equagoes Fundamentais de uma Imersao Isométrica

Proposicdo 1.13. Scja f : M™ — M ™ uma imersdo isométrica, sio validas as seguintes
equacoes:
i) Equagao de Gauss

K(X,)Y)=K(X,Y)+{a(X,X),a(Y,Y)) — {(a(X,Y),a(X,Y)),

onde K(X,Y) e K(X,Y) denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado
pelos vetores ortonormais X,Y € T,M.
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it) Equagao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y, Z),
para todo X.,Y, Z € T'M.

ii1) Equagao de Ricci

<R(X7 Y)€777> = <RL(Xa Y)§777> + <[-’4§7“477]X’ Y>7

VX,)Y € TM e &n € TM*, onde [Ag, A)) = Ac A, — A, Ae; e R, R e Rt sdo os tensores

curvatura de M, M e T M=, respectivamente.
Demonstracao. Sejam X,Y,Z € T M, entao

VxVyZ = Vx(a(Y,Z) +VyZ)
= Vxa(Y,2)+VxVyZ

Pelas formulas de Gauss e Weingarten, temos

VxVyZ = Aoy X + VxaY,Z) + VxVyZ + a(X,Vy 2).
Analogamente,

VyVxZ = -Auxz)Y + Vya(X,Z) + VyVxZ +a(Y,VxZ).
Novamente pela formula de Gauss, temos

v[X,Y]Z =VixyZ +a(X,Y],2).

Substituindo esses resultados em

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+Vxy)Z. Fica

R(X,)Y)Z =R(X,Y)Z —a(X,VyZ)+a(Y,VxZ)+ a([X,Y],Z) + Aav,2) X
— Aux,2)Y — Vxa(Y, 2) + Via(X, Z), (1.1)
onde R e R sdo os tensores curvatura de M e M, respectivamente.

Tomando a componente tangencial, de R em 1.1, temos

RBXY)ZW) = (RXY)ZW) + (A X, W) — (Aaiy Vs W),

obtendo assim, a Equacao de Gauss,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (a(X, W), Y, Z)) + (a(X, Z), (Y, W)).

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) e K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) denotam as
curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M, a
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20 Capitulo 1. Preliminares

equacao de Gauss torna-se
K<X7 Y) = F(Xa Y) + <Oé(X, X)? Oé(Y, Y)> - <Oé(Xa Y)a Oé(X, Y)>
Agora tomando a componente normal de R em 1.1, obtemos

(R(X,Y)2)r = (R(X,Y)Z)*+ — a(X, VvZ)+a(Y,VxZ)+a(X,Y], Z)
—V)L(oz( Y,Z) + Vya(X, Z)
= —Oé(X Vy ) + O./(Y, sz) + Oé(VXY - VYX, Z)
xaY,Z)+ Vya(X, Z)
= —a(X,Vyv2)+alY,VxZ)+a(VxY,Z) — a(Vy X, Z)
—Vxa(Y,Z)+ Vya(X, 2)
—(Vka(V, Z) — a(VxY, Z) — (Y, VxZ)) + Via(X, 2)
—a(VyX,Z) —a(X,VyZ),

o que implica na Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) - (Vxa)(Y, Z),
onde por defini¢ao
(Vxa)(Y, Z) = Vxa(Y,Z) = a(VxY, Z) = a(Y,Vx Z).

Observe que V+a é multilinear sobre D(M) . V* pode ser vista como uma conexdo no
fibrado vetorial Lo(TM x TM, TM™).
Denotaremos por R*o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que ¢é

RYX,Y)E = VyVxé — VLvyf‘*‘v[xyg

para todo X, Y € TM e & € TM*.
Novamente, utilizando as formulas de Gauss e Weingarten temos

R(X,)Y)E = Vyvxf VxVyé+ Vixyié -
= Vy(—AcX) + VyVzé = Vx(—AY) = Vx Vi — AX,Y]

+Vixyié
= (Y .Ag ) + VY<—A§X) Avlfy + VLVJ‘S + a(X AgY)
FVx(AY) + Agee X — ViVl — A X, Y] + Vix 16,
logo
E(X, V)¢ = RL(X, Y)E + a(X, .AgY) + VX(.A§Y) + AV%&X

— (Y, AcX) — Vy (A X) —Av)L(gY—Ag[X, Y] (1.2)

Tomando a componente normal de R(X,Y )¢ em 1.2 temos, a Equagdo de Ricci
(R(X,Y)E)" = R (X, )+ a(X, AY) — aY, AcX).

Agora tomando em 1.2 o produto interno por n € TM=, temos
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(RXY)Em) = (RH(X,Y)E,n) + (X, AcY),m) — (a(Y, AeX), n)

= (REXY)Em) + (A X, AY) — (ApY, AcX)
(RH(X,Y)E ) + (AeAy X, Y) — (Y, Ay AcX)

= (RH(X,Y)En) + ([Ae, A X,Y),

e a equacao de Ricci pode ser escrita na forma

)

Y bl

(RX,Y)Em) = (RHX,Y)E ) + (A, A X, Y),
onde [.Ag, ./4,7] = ./454477 - .AnAg. |
Observacao 1.2. No caso em que o espaco ambiente M, tem curvatura seccional constante,

para X,Y,Z € ™ e &1 € TM*, as  equagoes  de
Codazzi e Ricci se resumem, respectivamente, a:

i) (V4a)(Y, 2) = (Via) (X, Z);
i6) (R-(X, V)€, 1) = —([Ae, A )X, V).

Segue-se de (i) que R+ = 0 se, e somente se [A¢, A,] = 0 para todo &, 7, isto ¢, se e s6 se
para todo p € M existe uma base ortogonal de T,,M que diagonaliza simultaneamente todos
os A¢, € € T,M™*.

Observacgao 1.3. No caso de hipersuperficies f : M" — MnH, a equacao de Gauss se
expressa de forma mais simples. Sejam p € M e £ € T,M*, |£] = 1, e {ey,...,e,} a base
ortonormal de T,M" que diagonaliza o operador de Weingarten A; = A, isto é, A(e;) =
Ni€i, i =1,...,n, onde A, ..., \, sdo os valores proprios de A. Entao se i # j

K(€Z’,€j) — K(6i7€j> = )\z>\]

De fato
(Ale) ej) = (alese)),§)
(Nieise) = (alei,e5),€)
0 = (ale;e)),§), logo ale,e;) =0

<a(ei7 ei)? a(ej7 ej)) = <<C“(ei7 ei)7 £>€7 <a<€j7 ej)? §>£>
== <C¥ €, €4 7£><a(ej7€j>7£><£7£>
= N
Definigao 1.29. Uma superficie de Riemann M ¢é uma superficie diferencidvel coneza e
como um atlas holomorfo, equivalemente, uma variedade complexa conexa de dimensao um.

Definicao 1.30. Uma aplicagao continua entre superficies de Riemann f : M — N se diz
holomorfa quando ao escrevé-la em coordenadas locais obtemos uma fung¢ao homolomorfa
entre abertos do plano complezo.

Definicao 1.31. Uma aplica¢io de uma superficie de Riemann em C = C U {0}, f :
M — C, se diz meromorfa quando € holomorfa e nao constantemente oo. Neste caso, as
pré-imagens por [ de oo se denomina os polos de f.

Os exemplos mais simples de superficie de Riemann sao o plano complexo C, o disco
unitario aberto D e a esfera de Riemann C. E surpreendente o fato de que toda superficie
de Riemann simplesmente conexa seja conformemente equivalente a alguma destas trés (isto
é, existe um biholomorfismo entre elas q identifica as estruturas correspondentes a cada uma).
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Teorema 1.6. (Teorema da Uniformizagao de Koebe) Toda superficie de Riemann simples-
mente conexa € conformemente equivalente a C, D, ou C.

1.5 Operadores Diferenciais

Apresentaremos uma generalizagao dos conceitos dos operadores gradiente, divergente e
laplaciano para uma variedade riemanniana que serao utilizados posteriormente. Para mais
detalhes, vejal2.
Definicao 1.32. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, p € M e QQ C M
uma vizinhanga de p. Uma familia {e;} | de campos de vetores em H(S) € chamada um
referencial geodésico em p se:

(1) Para cada ponto q € U, tem-se que ey, ..., e, € H(2) sdo ortonormais;

(¢3) Para todos i,j =1,...,n, tem-se V.,e;(m) = 0.

Observagao 1.4. Dada uma variedade riemanniana M e um ponto p € M qualquer. Eziste
uma vizinhanga 2 C M de p na qual podemos definir um referencial geodésico.

Definicao 1.33. Sejam M wuma variedade Riemanniana e X € H(M). Definimos a di-
vergéncia de X como sendo uma func¢ao div X : M — R dada por

div X (p) = traco da aplicagao linear [Y (p) — VyX(m)], me M
Definigao 1.34. Seja M uma variedade Riemanniana e f € D(M), onde D(M) € o anel

das funcgoes reais de classe C* definidas em M. Definimos o gradiente de f como sendo o
campo de vetores vf em M definido por

vf = (grad f(p),v) =df,(v), pe M, veTl,M.

Em um sistema de coordenadas local (xy,...,2,) em um vizinhanca U C M de m, o
divergente é escrito da seguinte maneira

, 1 &0
divX = \/ﬁ; oz, (\/EX1> )

a 0
onde |g| =detg;;, 0<i,j<neX = E Xl-a—.
T
i=1

Observacao 1.5. Considere um referencial geodésico {ey,...,e,} em uma vizinhanga 2 C
n

M dep e M. ComoV f(p) € T,M podemos expressd-lo como grad f(p) = Z (grad f(p),e;)e;.
i=1
Desta forma, seque que

grad f(p) =) (e(f)) e

i=1
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n
Além disso, seja X = Z fje;, por definicao, temos que
j=1

divX(m) = trago da aplicagio [Y (p) — Vy X (p)]

n

= Z <V€iX(p)7 ei)

i=1

= > < (Z fjveiej> (m) + Y _[ei(f;)es)(m), €i>

i=1 j=1
n

= > _elf)D) (ej )

Jj=1
n

= > el

=1

Observe que, quando M = R"™, com coordenadas x,...,x, € = e;, temos que

O,

: = 0f;
X = :
div ; ox,

Definigao 1.35. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o Laplaciano A de M
como sendo um operador A\ : D(M) — D(M) definido por

Af =divgrad f, feDM).

Observagao 1.6. Em um sistema de coordenadas local (x1,...,2,) em uma vizinhan¢a
QC M deme M, temos que o laplaciano é dado por

1 < 0 of
“ANf=—F= > — (gm/|g|—) ,
Vgl z; O \™ O

onde |g| = det(g;;), 0 < 4,5 <n. Agora, considerando um referencial geodésico {ey, ..., x,}
em uma vizinhanca U C M de m € M, temos que

Af(m) = (Ve Vi e)

- <v (Z<ej<f>>ej> <m>,ei>

= ((ej(f)Veej +eilej(f))ej)(m), e:)
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Portanto, se M = R", com coordenadas (x1, . ..

,Tp) €

= e; obtemos que

dz,
n 9 n 82f

ar=Ye () = gk
i=1 ! i=1 i

Além disso, se f,g € D(R"), temos

) = S eledfe) = Z( 2)
/

i=1 i=1

B = dg 0
B izlez (fax) T (98@)

_Zafag g+8f39+ﬁ
oz, O, Oz, 01, | 0a?

_ of dg
N Z Z Z ox; 0x;

Em outros termos,

A(fg) = f(=Dg)+g(=Of)+ QZ (grad f,e;) (grad g, e;)

= [(=8g) +9(=Af) +2 <gmd £:) lgrad g, e;) €i>

i=1
= f(=Ag) +9(=Af) +2(grad f,grad g).
Em particular,
—Af2 fOf +grad fI?
e
grad(fg) = f grad g+ g gradf.

Teorema 1.7 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo de vetores de classe C' com
suporte compacto sobre uma variedade Riemanniana M entao,

/ (div X)dV =0,
M
onde dV € o elemento de volume de M.

Teorema 1.8 (Formula de Green). Sejam h, g funcoes, respectivamente, de classe C' e de
classe C* em M tais que h(grad f) tem suporte compacto. Entao

RAf + (grad h,grad f) )dV =0
. )

Teorema 1.9. Seja M uma variedade riemaniana compacta n-dimensional, com fronteira
e orientdvel. Seja w uma (n — 1)-forma sobre M, logo

| o= (13)
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Proposicao 1.14. Sendo ¢ : Q C R? — M uma parametrizagcao conforme, temos

1
Duf = 50F

1
grady f = Xgmd f,

onde grad e f sao, respectivamente, os operadores usuais do gradiente e laplaciano.

Proposicao 1.15. Dado um sistema de coordenadas isotérmicas, a curvatura Gaussiana é
dada por

1
Em particular, se K < 0, obtemos a sequinte iqualdade
Aprlog(—K) = 4K. (1.5)

Teorema 1.10. Seja M uma variedade bidimensional completa e Riemanniana tal que sua
curvatura Gaussiana satisfaz

K<0 e /|K|<oo.
M

Entéo existe uma variedade bidimensional compacta M, um niimero finito de pontos {p;, ..., pi}
em M e uma isometria entre M e M — {p;,...,pr}. Além disso, a aplica¢io de Gauss
g: M — S? estende-se a uma aplicacio meromorfa g : M — S2.

Uma demonstracao para tal teorema pode ser encontrada em 11.
Definicao 1.36. Seja M uma variedade Riemanniana munida de uma conexao Riemanni-
D [d
ana. Uma curva v : I — M € uma geodésica se 7 (d_Z) =0, Vtel.

Definigao 1.37. Uma imersdo f : M — M € geodésica em p € M se para todo v € (T,M)*
a sequnda forma fundamental 11, € identicamente nula em p. Dizemos que a imersao [ é
totalmente geodésica se ela é geodésica para todo ponto p € M.

Definicao 1.38. Uma subvariedade serd dita totalmente geodésica se suas geodésicas sao
geodésicas do espago ambiente, ou seja, segmentos de retas.

Uma condicio necessaria e suficiente para que uma subvariedade M™ C R* seja total-
mente geodésica é que a segunda forma fundamental é identicamente nula.

Definicao 1.39. Seja g € M a aplicagao exp, : B.(0) C T,M — M, exp,(v) = exp(q,v)
¢ a aplicagao exponencial em T,M onde

v
mm%mzvuﬂww=0ww%mﬂ).

Definicao 1.40. Uma superficie parametrizada em M € uma aplicagao diferencidvel s :
ACR? — M.
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Definigao 1.41. Um campo de vetores ao longo de s é uma aplicagio ¢ € A — V(q) €
TyqgM diferencidvel no sequinte sentido: se f : M — R € diferencidvel, entao q — V(q)f
¢ diferencidvel.

Definigao 1.42. Se (u,v) sio coordenadas cartesianas em R?, as aplicago”es u — s(u,vp),

v +— s(up,v) sdo curvas coordenadas em M e os campos coordenados —S 9 sio campos de

ov
vetores ao longo de s.
Definigao 1.43. Se B.(0) CV, a exp,(B:(0)) = B.(p) ¢ denominada bola geodésica.

Lema 1.3 (da Simetria). Se M ¢é uma variedade Riemanianna diferencidvel com uma
conexao simétrica e s : A — M € uma superficie parametrizada entao

D 0s D 0Os

wou  udv’
Lema 1.4 (de Gauss). Seja p € M e seja v € T,M tal que expyv esteja definida. Seja
w e T,M ~T,(T,M). Entdo

((d expp)u(v), (d expp)o(w)) = (v, w).

1.6 Campos de Jacobi

Se exp, esta definida para v € T,M e w € T,(T,M), podemos considerar a superficie
parametrizada

f(t,s) = expytv(s)  (t,s) €0, 1] (—¢,¢)
)=

onde v(s) é um curva em 7, M com v(0) =v e v'(0

0
A curva y(t) = exp,(tv), t € [0,1] é uma geodésica, ou seja, o campo v'(t) = a—":(t, 0) é
paralelo.
Observagao 1.7. Se f : A — M € uma superficie parametrizada em M, (s,t) coordenadas
em R? e V =V (s,t) um campo de vetores ao longo de f, para cada (s,t) podemos definir:

DD. DD of of
e e R( )v

Como 7 é uma geodésica, obtemos:

0o - P(PON _DDD _,(0f0f\0f
 9s \Otot)  OtOdsot ds Ot ) ot
_ DDD af of\ of
- 8t@t@s+R(6tﬁ ) ot

Fazendo J(t) = %(t, 0), obtemos a Fquag¢ao de Jacobi:
D?J
Tz T RO1), J()y (1) = 0. (1.6)

Definigao 1.44. Seja v : [0,a] — M wuma geodésica de M. Um campo de vetores J ao
longo de ~ € um campo de Jacobi se satisfaz a equag¢ao de Jacobi 1.6, para t € [0, a).

DJ
Observacgao 1.8. Um campo de Jacobi é determinado pelas condi¢oes iniciais J(0) e ﬁ(O)
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1.6.1 Campos de Jacobi em variedades de curvatura constante

Sejam M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante K, 7 : [0,{] —
M um geodésica, ||7|| = 1 e e J um campo de Jacobi ao longo de 7 normal a 4/. M tem
curvatura seccional constante se, e s6 se R = KR/, onde R é a curvatura de M e R’ é¢ uma
aplicagao trilinear dada por

(RN XY, W), Z) =(X, W)Y, Z) — (Y, W) (X, Z) .
Para todo T tem-se

(R(Y,T)Y,T) = K{{(v\¥)(J.T)—=(,T)(J.7)}
= K(JT).

Portanto,
D?J
— + KJ=0. 1.7
Fra (1.7)
é a equacao de Jacobi para variedade de curvatura constante.

Se w(t) ¢ um campo paralelo paralelo ao longo de v, com (7/(t),w(t)) =0 e ||w(t)|| =1

entao o
Mw(t), se K >0,
VK
J(t) = ¢ tw(t), se K =0,
sinh(tv—K) V_K)w@)’ se K <0,
\ vV—K

¢ a solugao de (1.7) com J(0) =0 e J'(0) = w(0)

Corolario 1.3. Seja v : [0,a] — M entao um campo de Jacobi ao longo de ~y com J(0) =0
¢ dado por
J(t) = (dexpp)iy(0)(tJ'(0)), t € [0, d]

Proposicao 1.16. Sejap € M e : [0,a] — M wuma geodésica com v(0) = p, v'(0) = v.
Seja w € T,(T,M) com ||w|| =1 e seja J o campo de Jacobi ao longo de v dado por:

J(t) = (dexpy),, (tw), 0<t<a
I

Entao o desenvolvimento de Taylor de ||J(t)||* em torno de t =0 € dado por

TP = ¢ — % (R(v, w)v, w) t* + R(t)
onde lim @ =0
t—0 t4
Demonstrag¢ao. Temos J(0) =0e J'(0) =w
<Jv J> (O> =0
(J, ) (0) = 2(J,J)(0) =0

(J,)"0) = 2(J,J)(0)+2(J,J"(0) = 2

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



28 Capitulo 1. Preliminares

é)—fe ’—gte 0s
0s 7_825 m

DDaf D DOaf

ROGIY = 5i5:% " asotor —

Vamos mostrar que V. (R(7,J)v') (0) = R(v',J')~'. Temos,

J"(0) = =R (v, J)v'(0) = 0. Com efeito, como J =

d

<%(RW%DV%W> = ﬁUHVJWV%U—UN%JM&WW

= (RO, W)Y, JT)
= (R(Y,J)A, W)
Portanto, % (R(,J)y)=R(H,J)y
Derivando J”(0) = —R (v, J)~'(0) = 0, obtemos que
J"(0) =-R (¥, J)~'(0) = 0.
Logo,

(L) (0) = 8(J',J")(0) +6(J",J") (0)

+ <J//// > ( )
= (JLR(,J)7)(0)
- <R (Uv w) v, > (0)
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Capitulo 2

O Teorema de Bernstein

2.1 Superficie

Neste capitulo, estamos interessados em abordar a questao das superficies minimas. A
terminologia minima foi introduzida, em 1760, pelo matematico francés Joseph Louis La-
grange juntamente com a questao: Se um simples arame fechado é desenhado em um espaco
tridimensional, existe uma superficie de area minimizante delimitada pelo arame? Ou seja,
o estudo desse problema: determinar, dentre todas as superficies com o mesmo contorno,
aquela que possui a menor area.

Seja x : D — R™ uma aplicacao diferenciavel, D C R? um dominio. Em cada ponto de
D as seguintes condigoes sao equivalentes:

Oz Ox

sao linearmente independentes,
du1’ Bug

1. os vetores

2. a matriz Jacobiana M = (my;); m;; = %J;ij, i=1,...,n; j =1,2 tem posto 2,

3. existe 4, ;1 < 1 < j <n tal que 3 xuwy) £0,

O(u1,u2)

Oz
4. 8u1 8u2 7£ 0

5. seja G(gij) = gj 8u , detG > 0.
Definigao 2.1 (Superficie). Denotaremos por x = (z1,...,x,) um ponto do espago euclid-
iano R". Seja D um dominio do u—plano, u = (uy,us). Definimos provisioriamente uma
superficie em R™ como uma transformagao diferencidvel x(u) de algum dominio D em R™.

Definigao 2.2 (Superficie Regular). Uma superficie S dada por x(u) € regular se os vetores

Oz 02 sq0 linearmente independentes.
Our’ Ousg

Lema 2.1. Sejam S uma superficie dada por x(u) e a um ponto no qual S € reqular. Entéo
existe uma vizinhang¢a A de a tal que a superficie >, obtida pela restricao de x(u) a A tem
uma reparametrizac¢ao Y . na forma nao-paramétrica.

Demonstra¢ao. Como x(u) é uma aplicagao diferenciavel, sabemos que em cada ponto exis-
(xﬂxj

tem 7, 5; 1 < i < j <n tal que Fon 75 0. Podemos deduzir que existe uma vizinhanga A

de a na qual a aplicagao (uy,us) — (:EZ, x;) é um difeomorfismo. Mas ainda, se z(u) € C", a
aplicagao inversa (x;,x;) — (uy, uz) também é C”, e o mesmo ¢ verdade para a composicao
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30 Capitulo 2. O Teorema de Bernstein

(i, z5) — (w1, u2) — (21, ..., T,) que define /i
|

Para cada curva u(t) em D com u(ty) = a corresponde a uma curva ¢ : o, 3] — R™ tal
que ¢(t) = z(u(t)) em S, com ¢(ty) = z(a) = b. Para o vetor tangente a curva, temos:

, , Ox , Ox
x'(to) = U1(750)a—u1 + Ug(to)a—uz-

Para o comprimento de um vetor tangente temos:

|2/ (to)|” = (&' (to), &' (t0)) = D _ giguii(to)u(to),

i,j=1

o n Oz Oz, _ Oz Oz
Onde g’Lj - Zk:l ou; 8uj T Oy, 8uj :

Seja II o plano tangente a S no ponto b = x(a), vamos denotar II+ seu complemento
ortogonal, um espago (n — 2)dimensional chamado o espago normal a S no ponto b.

Um vetor arbitrario N € II*+ é chamado normal a S. Como tal vetor é ortogonal a é?_zi’ E?Tiv
podemos calcular:
de du; Ox *x d?u; Ox N du; du; 0%z
ds - ds Ou;”  ds® - ds? Ou; ds ds Ou;0u;
d?*z du; du;
—.N bi;i(N)——2 2.1
ds? Z]( >dsals7 (2.1)
onde introduzimos a notacao
bis(N) = Cr
" N 0u18u] ’
o vetor 8328””” sendo avaliado no ponto a. Observando que
10Uj

2 2 ) )
(%) =2 = X guyuit)uj(t) e G2 = (G) ()
Podemos reescrever 2.1 na seguinte forma:

w2 bi(N)u;(to)u;(to)
ds® S gigu(to)s(to)

E possivel expressarmos a equagao anterior na forma

d?*z
—N=K(N,T
ds? (V. T),
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2.2. Superficie Minima 31

sendo N € II*+ vetor normal, T € II vetor tangente unitario e K chamada de curvatura
normal. Se fixarmos N, e fizermos T variar, obtemos as quantidades

ki(N) = maxp K(N,T), ko= mingK(N,T)

chamadas as curvaturas principais de S.
Finalmente introduziremos o valor médio

ki(N) + ka(N)
2

H(N) =

chamada a curvatura média de S. Podemos obter uma expressao explicita para H(N) :

_ G22011(N) + g11b22(N) — 2g12b12(N)

2.2 Superficie Minima

Definigao 2.3 (Superficie Minima). Uma superficie S é uma superficie minima se o seu
vetor curvatura média H se anula em qualquer ponto.

_ G22b11 (V) + g11b22(IN) — 2g12b12(N)
2det(gi;)

H(N) =0,

15to €,
G22b11(N) 4+ g11022(N) — 2g12b12(N) = 0

Neste caso em que a superficie é grafico de uma funcao diferenciavel, podemos mostrar
que o fato de H = 0 equivale a seguinte equacao

Definigao 2.4 (Superficie Minima na Forma Nao-Paramétrica). A partir de agora, consider-
aremos superficies que sao grdficos de fungoes diferencidveis de classe C*. A equacao de um
grdfico minimo, ou também dizemos para uma superficie minima na forma nao-paramétrica

em R™ € dada por:
2
0*f of af\ 2°f of
— =2 ) 14 |=—
) 8xf (81’1 8$2> 8x13x2 + + ’81’1

(14

onde f(x17$2) = (f3($1,$2), "'7fn(x1ax2))'

of
8332

2 agf

Observacao 2.1. Nao existem superficies minimas fechadas em R3.

Basta observarmos que, pela definicao superficie minima, k; + ko = 0. Dai, ky = —ko,
assim as superficies com curvatura média nula sao tais que em cada um de seus pontos os
dois raios da curvatura principal sao iguais e de sinais contrarios; em outras palavras, se,
em um ponto qualquer de uma superficie similar, imaginemos as duas se¢oes normais que
tém nesse ponto as curvaturas principais, se¢oes que formam um angulo reto entre elas, uma
dessas curvas serd convexas, e a outra serd igual porém, concava. O plano é uma excecao,
porque todas as suas curvaturas sao zero. Dessa forma, essas superficies tém curvatura
gaussiana K < 0. Uma superficie fechada sempre possui um ponto K > 0. Portanto, nao
existem superficies minimas fechadas em R3.
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32 Capitulo 2. O Teorema de Bernstein

2.3 Parametros Isotérmicos

Definicao 2.5. Os pardmetros uy,us que satisfazem as sequintes condigoes

r Oz ox Ox 0

ou? - ou3 Ouy Ous

ou

Gij = )\261']', A\ = )\(U) >0
sao chamados de parametros isotérmicos.

Lema 2.2. Seja x(u) € C? uma superficie S definida em pardmetros isotérmicos. Para que
S seja uma superficie minima é necessdrio e suficiente que as fungoes coordenadas xy(uq, us)
sejam harmoénicas.

Em uma parametrizacdo z(u) da superficie, definiremos fun¢ées complexas auxiliares

. 8xk 8xk

P(¢) = o ou,’ ¢ =up +iug (2.3)

Observamos as identidades:

u u ox 2 u ox 2 u Oxy, Ox

2 k k . k k
A bt I —) -2y =
—1 k(C) 1 (Gul) 1 <6U2> ! 1 8u1 811,2

k= k=

2 2 Oz Ox 9
—_ | = — —_ 1
Buy Oy gi11 — g22 gi12

o
(9u1

oz
8uz

n ) n @l’k 2 n 8xk 2
Z’%(C)’ = o> t 5] =911+ 9g2
1 1 3u1 1 8u2

k= k=

Temos aqui, algumas propriedades das fungoes ¢ (C):

1. ¢x(¢) é analitica em ( se, e somente se, z; harmonica em u;, usg;

2. uy,us sao parametros isotérmicos se, e somente se,
n
20\
> 61 =0 (2.4)
k=1
3. Se uy, up sao parametros isotérmicos, entao S é regular se, e somente se,

> (O #0 (2.5)
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2.3. Parametros Isotérmicos 33

4. Se além disso, ¢y : 2 — C; Q2 é simplesmente conexo,

() = 2% / or(C)dC.

Lema 2.3. Em uma superficie minima regular com parametro isotérmico x(uy,us), as
or(Q) definidas anteriormente sao analiticas e satisfazem 2.4 e 2.5. Reciprocamente, sejam
$1(C), -, &n(C) fungoes analiticas de ( que satisfazem 2.4 e 2.5 em wm dominio simples-
mente conexo D. Entdo existe uma superficie minima reqular x(u) definida sob D tal que
as equagoes em 2.3 sao vdalidas.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, considerando x(u) uma superficie minima regular, com w;, us
parametros isotérmicos, temos que as fungoes coordenadas sao harmonicas, pelo Lema 2.2
. Entao, pelo item 1, ¢}, é analitica. Como uy, us sao parametros isotérmicos e S é regular,
vale valem:

SO =0 e Y laQF #o.

Reciprocamente, se definirmos xx(¢) = R [ ¢x(¢)d(, entdo z) sdo harmonicas, satis-
fazendo:

dzy(C)
d¢

= ¢x(C)

O == T e o

entao as xp sao harmonicas satisfazendo as propriedades anteriores. Por hipotese vale a
propriedade (3), a qual garante que os parametros sao isotérmicos, sendo as x; harmonicas
e u, uy parametros isotérmicos, pelo Lema 2.2, temos que existe uma superficie minima S
definida sob D onde as equagoes 2.3 sao validas.

E por hipotese vale a propriedade (4), > ) _, lp1(O) # 0, a qual nos garante que S &
regular. |

Lema 2.4. Seja S uma superficie minima. Todo ponto regular de S tem uma vizinhanga
na qual existe uma reparametrizacao de S em termos de pardmetros isotérmicos.

Particularmente, podemos dizer que x : U C R? — R3 uma superficie parametrizada
regular é superficie minima se:

1. x é isotérmica;

2. Ax =0

Observacao 2.2. Com esta defini¢ao incluimos superficies com singularidades isoladas,
chamadas de pontos de ramificac¢ao.
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34 Capitulo 2. O Teorema de Bernstein

2.4 Exemplos

Encontrar exemplos de superficies minimas, nao é uma tarefa facil. Mesmo para o caso
mais simples em que a superficie é grafico de uma fungao diferenciavel z = f(z;y). Neste
caso pode-se mostrar que a condicao H = 0 é equivalente a equacao 2.2.

Somente alguns anos depois de Lagrange ter obtido a equagao acima, Meusnier mostrou
que ela era equivalente ao fato que k; + ko = 0, onde k; e ko s@o as curvaturas princi-
pais, e obteve duas solugoes nao triviais desta equagao, mostrou que, além do plano, a
tinica superficie minima de rotacdo , a menos de movimentos rigidos de R3, era o catenéide,
obtido pela rotacao de uma curva chamada catenaria; e Meusnier também encontrou outro
tipo de solucao , por exemplo, adicionando a equacao 2.2, a condicao que as "curvas de
nivel" f(z,y) = k sejam retas, obteve uma outra solugdo, que neste caso, ¢ um helicoide,
eles sao gerados por um movimento helicoidal atuando sobre uma reta paralela ao plano
de rotacao do movimento. Portanto, o helicéide é um exemplo de uma superficie regrada,
Catalan mostrou que esta ¢ a tinica superficie minima regrada além do plano. Somente cerca
de sessenta anos depois da prova da minimalidade do catenoide e helicoide, Scherk enunciou
equacoes explicitas para cinco superficies minimas.

A condigao acima nos ajuda a vericar que tais superficies sao minimas. Vejamos:
e Seja x(u,v) = (u,v,0) a equagdo de um plano. Podemos observar que:

ox X

— = (1 — = (0,1
au ( 707 0)7 av (07 70)
Verificando que o parametro é isotérmico, temos:
dx Ox ox Ox ox Ox
A AN L ZA TAY (2 ZAY .
<8u’8u> <8v’8v> €<8u7av> 0
E,
0%y 0%y
— =(0,0,0), = = (0,0,0
au2 ( ) ) )7 81}2 ( ) ) )7
assim 52
X
A —_ —
X w2 0

e O catendide ¢ a superficie de revolucao obtida girando a catenéaria

r = 0
z
= acosh—
a
em torno do eixo Oz, a > 0.
Entao X : (0,27) x R — R? X(u,v) = (a coshvcosu,a coshvsinu,av) , ¢ uma

parametrizacao do catendide. Como,

0X . . . .
= (—acoshvsinu,acoshvcosu,0) e Ty = (asinh v cosu, asinhvsinu, a),
v

Ou

obtemos
0X 0X 0X 0X

OX 0X, _ 0X 0X 0X 0X
ou’ Ou ov '’ Ov

Err T

) = a*cosh®v e (
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H

Figura 2.1: Catendria Figura 2.2: Catendide

Além disso,

9?X 02X

= (—acosh v cosu, —acoshvsinu,0) e = (acoshv cosu,acoshvsinu,0).

ou? ov?
Logo,
?X  0*°X
AX = — =0.
ou? + ov? 0

e Seja f(u,v) = (asinhwvcosu,asinhvsinu, au) uma parametriza¢do que cobre todo o
helicéide. Sendo,

Figura 2.3: Helicoide 1 Figura 2.4: Helicoide 2
of : : .
—— = (—asinhvsinu,asinhv cosu, a) e = = (acoshvcosu, acoshvsenu,0),
ou v
temos
of of 2t a2 2 12 of of, ,of of
<6u’8u> a“(sinhv® + 1) = a” cosh” v <8v’8v>e<8u’8v>
Além disso, como % = (—asinhvcosu, —asinhwvsinu, 0) e 227’; = (asinh v cos u, a sinh v sin u, 0)
temos T
Af=—=+—==0.
/ ou?  Ov?
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36 Capitulo 2. O Teorema de Bernstein

Representacao de Weierstrass
Uma solucao satisfatoria para a equacao de Lagrange so foi obtida por Weierstrass em

1866. O resultado fundamental dele é o seguinte: Sejam M uma superficie minima, oy, oo, ag
diferenciaveis holomorfas em M tais que

1. S a?=0onde, Y ¢, = 0;
2. Z |ai|2 >0
3. cada a; nao tem periodo real em M.

~ . ~ . z ,
Entao, a aplicagdo = : M — R? definida por & = (1, 22, z3) com z = Re [~(oy;) € uma
imersao minima.

A condigao 3 é necessaria para garantir que Re fpz(ak) depende apenas do ponto final z.
Assim, cada x;, € bem definida independentemente do caminho. A condicao 2 que z é uma

1mersao.

Entao existem um dominio aberto e simplesmente conexo D C C e duas fungoes , f holomorfa
1.30 e g meromorfa 1.31, definidas em D, com f(&§) # 0 para todo £ € D de modo que um
dominio de M pode ser representado parametricamente por

3 1 3
r = Re(/&al):éRe/&(l_g?)fdf,
3 €
y = Re (/50 a2>:%Re/&) i(1+ g?)fde, (2.6)

- ([ [

E possivel dar uma descrigao simples de todas as solugdes da equagio a? + a2 + a2 = 0 em
M. Em termos de f e g as formas aq, as, ag podem ser obtidas como

0 = S

2
0 = (1+g))]f (2.7)
a3 = gf

Reciprocamente, dadas f e g, e se as integrais acima estao bem definidas, 2.6 representam
parametricamente uma superficie minima. A parametrizacao dada por 2.7 é denomimada
de representacao de Weierstrass. Com esta representacao podemos obter outras superficies
minimas. Como por exemplo temos:
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Superficie de Scherk: Considere o disco unitario D = {z € C;|z| < 1}. Tome M = D,
g(z)=ze& = ﬁ. De , obtemos

9 . .
oy = dz = ! - — Z, dz
14 22 z+1 z—1

ay = 2 dz:( Lo )dz (2.8)

1 — 22 z+1 z-1

4z 2z 2z
— dz = — d
s 11— (22+1 z2—1> :

Claramente, a1, as, a3 nao tém periodo em D. De 2.6, obtemos

r = Re(ilogz+?):—argz+z,, (2.9)
z2—1 z—1
z+1 z+1
= 1 = — 2.1
y Re(zogz_l) arg ——, (2.10)
2, 2,
z = Re (log22+l,):10g Z2+Z (2.11)
22— z

onde &, € D e as integrais sao calculadas ao longo de qualquer curva ligando &, a £ € D.

Figura 2.5:
Scherk 1 Figura 2.6: Scherk 2

2.5 Equacao de Monge-Ampeére

Pelo Lema (2.1), sabemos que dada uma superficie S podemos encontrar uma reparametriza-
¢ao na forma nao-paramétrica. Assim, sejam f : U C R*> — R uma funcdo continua e
S : U C R? — R? uma superficie minima dada por (1, zs, f(x1,22)); (z1,22) € U. escrever
S na forma nao-paramétrica

0 f 0 f
3x1 axlf)xQ

0*f
2—:
+(1+p)8x% 0,
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0 0
ondepza—ieq:a—mj;.

Se f satisfaz a equacao acima, p e ¢ satisfazem as seguintes equagoes:
o (1+¢\ 0 (p.q) )
Ox w oy \w
0 (p.q) 0 (14 ()
or\w/ Oy w ’
onde w = /1 + p? + ¢

E podemos ver que tais equacoes sao equivalentes a da superficies minimas.

Como o plano é simplesmente conexo, a equagao () implica que existe uma fungao ¢
satisfazendo:

1+ p? .q
gzv = ) éy =
w w
e a equagao (**) implica que existe uma fungao 7 satisfazendo:
P-q 1+¢*
Ne = —— Ty = .
w w

Além disso, &, = n,,, portanto, existe uma fungao h tal que h,, =€ e hy, = 1.

A Matriz Hessiana da funcao h é

oy [ Py (&8 Lr 2
" hyz hyy T]I 77?/ Uq 1—:12

Dai, temos:
0h
det =1
81‘181’2
det—9h _ _ __14p? 1+¢*> p-q p-q _ 4P 4pPe® P’q® -1
eta( y = . = =
222) 14924 V1474 124 V142 1H2+)? (V14 +e?)?

2.6 Teorema de Jorgens

Teorema 2.1. Seja ¢ : R?> — R solucdo da equacdo
wax(byy - ¢iy =1
Entao, ¢ é um polinémio quadrdtico em x e y.
Introduziremos a seguinte notacao:
P=0s q=0Qy T =0 S=0z =0y,
Assim, podemos reescrever a equacao

rt—s>=1.
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Em particular, rt = 1+ 52, dessa forma r e s tém o mesmo sinal. Sem perda de generalidade,
vamos considerar ambos positivos.

Consideraremos a Transformacao de Lewy:

T(l’,y) = (f(l‘,y),n(l’,y)) = ('T + Qba:;y + ¢y)

A matriz Jacobiana de T é:
& & 1+7r s
Ne My s 1+t

(1+r)(Q+t)—s*=1+t+r+rt—s*=2+r+t>2.

com determinante

Portanto, T" é localmente invertivel.

Assumimos por enquanto que 7' é um difeomorfismo. Tal afirmacao sera demonstrada no
Lema 2.7. Consideremos a inversa da transformagao de Lewy

L(En) =T (En) = (x(&n),y(En)).-

A matriz Jacobiana de L é dada por

Te Ty 147 s - 2 1+t —s
Ve Yn a s 1+t 2+ r+t\ —s 147
e assim, poderemos determinar z¢, x,, Y¢, ¥, em funcao de r, s, t.

Definimos agora a funcao:

F(&n) = (u&n),v&n) = (@ —p,—y+q) = (x&n) — p&n)y&n),—yEn) +
q(z(&m),y(&:m))).

Temos "
—7r
Ug = Tg — Pale — PylYe = 2ttt = Up.
De forma anéloga,
2s
Vg = —————— = —1,.
ST 24+t "
Logo,
F(§ +in) = u(&,n) +iv(&,n)

¢ holomorfa.

Derivando F', temos

t—r+2s
F/ ) = ) =
(§+in) = ue +ive = -
Assim,
, t—r)2+4s>  (t—r)?+4rt—4 4
F’ _ | = —1-—<1
el = Ty 247 +1t)? 247+t
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Logo, F’ é limitada e portanto constante pelo Teorema de Liouville.

Das equacgoes anteriores, temos as seguintes relagoes:

11— F'| —i(F' = FY 114 F'|2
= S = =
1—’F’|2 1_|F1|2 1_|F1|2

portanto, r, s, t sao constantes. E o teorema esta provado.
Antes passarmos para a proxima sec¢ao, relembremos alguns conceitos.

Uma forma quadratica £ : R® — R é uma funcao cujo valor num vetor v = (o, ..., o) €
Y ?
dado por ", x;:0za, onde x;; é uma matriz simétrica n x n. Indicamos o valor da forma
i,0=1"1] 79 J

quadratica no vetor v por
n
E-v= E L0 Q.

ij=1
A forma hessiana da funcao duas vezes diferenciavel f : 2 — R no ponto p € {2 sera denotada
por E(p). Sabemos que F(p) = d?f(p), portanto

A matriz ( 8225;]_ (p)) é chamada matriz hessiana de f no ponto p. Diremos que a forma

E ¢é positiva quando tivermos F - v? > 0 para todo v # 0.

2.7 Todo Grafico Minimo em R? é um Plano

Queremos exibir uma demonstracao do teorema que Bernstein solucionou no inicio do
século XX. Este ¢ um resultado interessante, porque considerando a multiplicidade de
solugoes da Equacao das Superficies Minimas, o fato dela estar definida em todo plano
nos garante que nao existe outra solucao, além da trivial. Antes disso, vejamos algumas
preliminares.

2.7.1 Lemas Preliminares

Lema 2.5. Seja E : D — R uma funcao C? em um dominio convexo D, e suponha que a

matriz Hessiana (afgi_) avaliada em qualquer ponto € positiva definida. Defina a aplicagcao
10T

¢ D — R? por

¢(z1,22) = (;)El (21, 22), gEQ ($1»$2))

com gﬁ : D — R. Sejam a e b pontos distintos de D, entao (b — a)(¢(b) — ¢(a)) > 0.

Demonstragao. Seja G(t) = E(tb+(1—t)a) = E(tby+(1—t)ay, thy+(1—t)as) para t € [0, 1].
Entao,

G'(t) = E'(tb+ (1 — t)a).(b — a) Z{ax tb+1—t))](b—ai)

=1
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2 [ 0B
1 .
e 1JZ=1 [axia%’ (tb + (L —t)a)| (bi — ai)(b; — a;)
*FE
vetor nao-nulo b — a. Por ser definida postiva, sabemos que G”(t) > 0 para ¢t € [0, 1]. Assim,

Mas esta é apenas a forma quadratica de ( ) avaliada no ponto tb+ (1 —t)a aplicada no

G'(1) = E'"b(b—a) > E'a(b—a) = G'(0)

que é equivalente a dizer que

ou seja,

[ |
Lema 2.6. Admita as hipdteses do Lema 2.5. Defina a aplica¢ao
z: D — R? por
2i(w1,22) = x5 + ¢i(21, T2).
Entao dados pontos distintos a,b € D, temos que
(2(b) = 2(a)) - (b—a) > |b—af*
e
|2(b) — z(a)| > |b—al.
Demonstrag¢ao. Como
z(b) — z(a) = (b —a) + (&(b) — ¢(a))
multiplicando (b — a) em ambos os lados da igualdade, temos:
(2(b) = 2(a))(b — a) = (b= a)* + (¢(b) — d(a))(b — a) > 0.
Dessa forma,
[b—al> < |(2(0) = 2(a))(b — a)| < [2(b) — 2(a)| - |(b— a)]
e |b—al < |z(b) — z(a)|. [ |

Lema 2.7. Se D ¢ o disco z3 + 22 < R?, entio a aplicagio z é um difeomorfismo de D
sobre um dominio A o qual inclui um disco de raio R em torno de z(0).

Demonstra¢ao. Sabemos que z é continuamente diferenciavel, uma vez que £ € C?, <zi(ac1, To) =

z; + ¢i(x1,x2), onde ¢i(x1,x2) = %). Se x(t) é qualquer curva diferenciavel em D e z(t) é
sua imagem sob z, entdo segue do lema anterior que |2/(t)| > |2/(t)|. Assim, o determinante

da matriz dz é maior que 1, a matriz Jacobiana ¢é

9*’E 9’E
1+ Oz2 Ox10z2

9’E 9’E
Ox10x2 1 + Ox2
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com determinante (1 +7)(1+¢) —s*=1+t+r+rt —s* =2+t +r > 2. Portanto, z é
localmente invertivel e temos que a aplicacao é um difeomorfismo local.

z ¢é injetiva: pois se z(a) = z(b), pelo Lema (2.6), a = b.
z é sobrejetiva: z é uma aplicagao aberta, pelo fato de ser um difeomormismo local.

z tem imagem fechada: se z(z,) — T, entdo z(z,) é uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema
2.6, x, também serd uma sequéncia de Cauchy e assim, z, — r, para algum r € D. Por
continuidade, z(r) =T.

Segue-se que z € injetiva, sobrejetiva e localmente diferenciavelmente invertivel, pelo Teo-
rema da Funcao Inversa. Portanto, a inversa é diferenciavel e temos o difeomorfismo em A.

Devemos mostrar que A inclui todos os pontos z tais que z — z(0) < R.
Ou seja, que a distancia entre z e A é 0.

A distancia entre um ponto e um conjunto é dada por

d(z,A) =inf{|z —a|;a € A}

O infimo de um conjunto de niimeros nao-negativos ¢ igual a zero se, e somente se, tal con-
junto contém numeros arbitrariamente pequenos. Assim, d(z,A) = 0 entdo z € Aese A é
fechado temos z € A.

Se A ¢ o plano todo é 6bvio. Caso contrario, tomemos P € JA.
Sabemos que A = ANR2— A, logo, P € R2 — A, como R? — A ¢ fechado, vale que
PeR?- A

Uma vez que P € A, existe uma sequéncia P, em A tal que limPn = P. Se (x},) tivesse ponto

de acumulagao em D, existiria em subsequéncia (z,, ) C D convergente para um ponto de D,

lim(z,,) =9 € D.

Como z ¢ um difeomorfismo, teriamos z(xx) — z(zo) € A. E, z(zg) = P € A. Mas, estamos
supondo que P ¢ A.

Assim os pontos x; nao podem ter um ponto de acumulagdo em D, mas devem ter em
R? para que suas imagens o tenham. Logo, |r;| — R quando k — oc.

Pelo lema anterior, temos

|z(x,) — 2(0)| > |z, — 0| > R.

De onde obtemos:
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|P — 2(0)] > R.

Isso é suficiente para mostrar que todo ponto no interior do disco de raio R centrado em
2(0) esta em A.

Pois caso contrario, tomemos
y € B(z(0),R) \ A.

Desse modo,

y € B(2(0), R) NR? — A.

Diante disso, temos as seguintes desigualdades:

d(P, 2(0)) < d(y, 2(0)) < R,

contrariando o fato de |P — z(0)| > R. Portanto, B(z(0), R) C A. [ |

Lema 2.8. Seja f(x1,22) uma solu¢io da equagio da superficie minima na forma ndo-
paramétrica

(1+]q[)r—2.(pg)s+(1+|p[})t=0;
o2

f f *f

0 0 2, .2
f af 7»2871713 o2 5= uioes para i + x5 < R.

p_Bxl’q Dxg’

T

Entao a aplicacao & definida por £(x1, x2) = (x1+ F(x1, 22), 29+ G(x1,22)), onde as fungoes
F(z1,19) e G(x1,25) sdo tais que

OF 1+|pP OF pg 9G pgq 9G _1+|qf

or. W 0w W' om W € dmm W

W= Lt lp Pt o+ lpPlal ~ (g
¢ um difeomorfismo sobre um dominio A que inclui um disco de raio R em torno de £(0).

Demonstragao. Segue das equagoes

OF 1+ p* OF _ p.gq 0G pqeﬁG 1+ [q?
ory, W  Oxy W 8:51 W Oxs %74

que existe uma fungao E(xy,z2) em z? + 22 < R? satisfazendo

Entao, F(xy,25) € C* e E = Lkl 5 g,

PE _ O(F.C)
0x10xy"  O(x1,19)

det( 1
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det(

PE . 14|p)? <1+ W) B (@)2

8($1,$2) N W ' W w

_ 1+ aP + [pl* + pPPlal* — (p-0)?
L+pP+lalP+pPlal” - (pg)?

Assim, a fun¢do F(z1,x2) tem matriz Hessiana positiva-definida, dessa forma, podemos
aplicar os lemas 2.5 e 2.7 a ela.

Mas por (%), a aplicagao

(Zl =+ F(fL‘l,IQ),ZQ =T+ G(xlan))7

¢ na verdade a aplicagao

2i(x1,22) = x; + @i (21, 22)

aplicada a esta funcao. A prova deste lema segue imediatamente pelo lema anterior. [ |

Lema 2.9. Seja f: D — R uma fungdo de classe C*. Entdio a superficie S em R3 definida
na forma nao-paramétrica por xz = f(x1,z3) encontra-se sobre um plano se, e somente se,
existe uma transformagao linear nao-singular ¢ : U — D de algum dominio tal que uy,us
sao pardmetros isotérmicos em S.

Demonstra¢ao. Suponha que os parametros uj, uy existem. Fazendo

( =wuy +1ug para 1 < k < 3. Vemos que ¢; e ¢5 sao constantes porque x;, e x5 sao lineares
eI uU; € Us.

~ ~ . , . . 3 A ~ .
Sabemos que uje up sd0 parametros isotérmicos se, e s6 se, Y ,_, #7(C) € zero V¢, entao ¢z é
constante também. (Isto implica que ¢3 é constante, fato que o restringe a no maximo dois
valores, e como ¢3 deve ser continua, também tem que ser constante).

Isto significa que x3 tem gradiente constante com respeito a uj, us e assim com respeito a
x1, T2 também. Ou seja, devemos ter f(x1,z9) = Az + Bxy + C, mas isso é a equagao de
um plano.

Reciprocamente, se f(z1,zs) é uma parte de um plano, entao é igual a Az + Bxy + C
para algumas constantes A, B, C'. Logo a aplicacao

x(uy, ug) = (Muy + Bug, A\Buy — Aug)

2 1 P
com A\ = Tarp © isotérmica.
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2.7. Todo Grafico Minimo em R? é um Plano 45

Para checar isto, vejamos que
¢1=ANA—iB, ¢y =AB+iAd, ¢7=N\NA*—- B> -2 \ABi, ¢;=\’B>— A*+2)\ABi

T3 = Al’l -+ BZZ'Q -+ C= A()\Aul -+ BUQ) + B()\Bul - AUQ) + C

entao

¢3 = NA* + B?) e ¢35 = \(A?+ B*)%
Portanto,

02+ g2+ 2 = NA?— B?—20ABi + \’B* — A? + 20ABi + \*(A? + B%)?
= N(AT+BY) = (A4 BY) + N(A7 + BY)" = (A° + BY) (X — 1+ X*(A° + BY))
= (A2+B)N1+A+B)-1)=(A+B>)(1-1)=0,

VI
lembrando que: \* = 5.

2.7.2 Teorema de Bernstein

Teorema 2.2 (Teorema de Bernstein). Seja f(z1,22) uma solugdo da equagio de uma
superficie minima na forma nao-paramétrica
or3

2
82 f af 9f\ O%f

definida no plano (xq,x2) todo. Entdo existe uma transformagao linear nao-singular

9
81‘2

of

axl

rr = U,
To = auy+buy com b>0

tais que uy,us sao pardmetros isotérmicos no u—plano inteiro para a superficie minima S
definida por vy = fi(w1,22); (3 < k < ).

Demonstracao. Defina a aplicagao £ tal que

§(x1,12) = (21 + F(21,22), 82 + G(21, 22))

onde
OF 14> 0F pq 0G 0G 1+]q

01 W Oxy, W Oxy Ory W
que agora é definida no x1, zo—plano inteiro.
O Lema 2.8 mostra que isto é um difeomorfismo do x-plano inteiro sobre o &-plano in-
teiro. Sabemos que £ é uma configuracao de parametros isotérmicos em S definida por
z, = fr(1, T2).
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2

L R Y
96 9 2W + 24 [p* + |q*” 061 06
Pelo Lema (2.3), as fungdes
kR <k <
0ue) = G — i (1< k<

sao fungoes analiticas de (. Podemos ver que

~T a(ﬂfl,fz)
J —
(¢1¢2> 8(61,62)
o 0x1 ,81‘1
"= 58 o,
assim 9 3 5 5
- X1 .0T1 ) .09
= —_— —|— -, — =, =
=6 T T o oe
— 8x1 6.1'2 8.731 (‘9@) i <8x1 81’2 8271 8I2>
= + + — ,
12 (351 06 0& 06 ! 08 06 0& 0%
portanto,

a(IL'l,ZEQ) . 8m1 61’2 8x1 (9:162

Nod2) = =5 &) ~ 9606 05, 05,

como o Jacobiano é sempre positivo, podemos ver que ¢; # 0, ¢o # 0 e, além disso,

~ ] 1~
J {gf} = WJ(%,%) <0.

@ g%_@g_gg_g—i_lg_g . <8ZE28!L‘1 +8ZL‘28£L’1> +Z<85L‘28£L‘1 _ 0:@6@)
06 06 0§ 06 06 05 0& 06

Oxy _ ;01 911 4 ;0%
P1 o GE ~ % o6 T o6

AN
J{E} - |¢1|2J(¢1¢2)‘
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Entao a funcao "5—"1’ ¢ analitica no (-plano inteiro e tem parte imaginéaria negativa e deve ser
uma constante. Pelo Teorema de Picard, uma func¢ao analitica que nao atinge mais de um
valor é constante, entao % = C onde C =a—ib; b > 0. Isto é, ¢ = (a —ib)p;. A parte
real desta equacao é

e a parte imaginaria

Se introduzirmos a transformagao linear da hipotese do teorema (x; = uy, x9 = auy + bug, b > 0)
usando a e b temos que

8u1 8u2 (‘3u1 6”2

06, 05, 06 0

as equagoes de Cauchy-Riemann, expressando a condi¢ao que u;+ius € uma funcao analitica-
complexa de &1 +1&,, isto implica que uq, us também sao pardmetros isotérmicos, o que prova
o teorema. |

Corolario 2.1. No caso n = 3, a unica solug¢io da equagao das superficies minimas € a
trivial, ou seja, uma funcao linear de x1,xs. Isto €, se f : R? — R € uma solucao da equacdo
das superficies minimas

(L+1qP)r—2.p)s +(L+]p )t =0;

entio f(x1,x9) = axy + bxe + ¢, onde a,b,c € R.

Demonstra¢ao. Como vimos anteriormente, as duas equagOes a seguir sao equivalentes a
equacao das superficies minimas:

o0xq w O0xy \ w

d [p.gq o [(1+p? B
%(3)‘@@( w ) =0 (2.13)

Sendo R? simplesmente conexo, existem funcoes a, 3 : R? — R tais que

0 <1+q2) 0 (@) - (2.12)

14—p2
1 — w

(2.14)
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Uy = E (2.15)
pq
oy == (2.16)
1 2
By = 4 (2.17)
w

De 2.15 e 2.16 usando mais vez a conectividade simples de R?, segue que existe uma
funcao ¢ : R? — R com ¢, = a e ¢,, = 3. De onde temos,

1+ p? p.q 1+ ¢
¢x1x1 - T? (bzmcg - Ea € (bacl:vz = w

Isso implica que

¢Ilﬂﬁ1 ¢362962 - (¢z2x2)2 =1.

. 2 2
Pelo Teorema de Jorgens 2.1 1% L 1% sao constantes. Resolvendo para p e ¢, segue-se

Y w0

que também p e g sao constantes e isso demonstra o Teorema. [ |

O Teorema de Bernstein se relaciona com uma questao de estabilidade que passaremos
a descrever. Seja D um dominio limitado de uma superficie minima S. Se D for suficiente-
mente pequeno (por exemplo, se a area da imagem esférica de D for menor do que 27), D
é estavel. Suponha que expandimos D por meio de uma familia de dominios Dy, t € [0, 00),
que comeca em D, Dy = D, e é crescente, isto é, Dy, D Dy, se t; > t. Vamos admitir que
a familia D, é uma ezaustio de S, isto é, que J, D; = S. Se efetuarmos este processo para
o plano, veremos facilmente que todo D é estavel. A questao é se existe outra superficie
minima além do plano, para qual D; é estavel, ou se, pelo contrario, toda su-
perficie minima completa deixa de ser estavel para algum ¢. Nao ¢ dificil mostrar
que se um dominio D C S nao é estavel entao todo dominio que contém D também nao é
estavel. Portanto, a maneira como expandimos D é irrelevante para a resposta da questao.
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Capitulo 3

Estabilidade das Supertficies
Tridimensionais

3.1 Formula da Primeira Variacao da Area

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada, {F;} uma base positiva
de campos ortonormais definidos em um aberto Q@ C M e {¢;}, tal que

1,se1=7;
@(Ej) =0y :{ 0,se 1 # j.

Consideremos em {2 a n-forma

definida em toda M, denominada forma volume, para n = 2 a chamaremos de forma drea.

O volume de uma regiao D C M é dado por

Vol(D) = /D dM

onde a integral é a usual n-formas em variedades n-dimensionais.

Lema 3.1. Se Q C M ¢é um aberto com coordenadas {x;}, temos em Q
AM = [det(g)]2dzy A ... A day,
onde g = (g;5) tal que (5=, %)
Definigao 3.1. Sejam f : M — R™ uma imersao e D C M wm dominio com fronteira
diferencidvel. Uma variacao de f em D é uma funcao diferencidvel F': D x (—e, ¢) — R"
tal que sendo F': D — R"™ com F'(x) := F(x,t), temos
1. FO = f;

2. F* é uma imersao.

Quando tivermos F'(y) = f(y) para todo y € 9D e todo t € (—¢,¢€), teremos uma
variagao propria.
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Lema 3.2. Sejam F : M — R? uma imersao e f : R uma funcio suave por partes tal que
fM fdM = 0. Entao existe uma variacao normal de F' que preserva o volume e cujo campo

variacional € fN. Além disso, se f ) =0, a varitagao pode ser escolhida de modo que fixze
M

o bordo OM .

Teorema 3.1. (Primeira Varia¢ao da Area) Sejam M C R3 uma superficie, D C R?* um

aberto, x : D C R? — M wuma parametrizacio de M e F : DxI— Riuma variacao normal

de x, ou seja, F(p,t) = x(p) + tf(p)n(p) ondep = (u,v) € D e f: D — R é diferencidvel.

Sendo A(t) a drea de F*, logo,

dA
= — = -2 HdM
Wha™ 2,

Proposicao 3.1. Dada uma superficie M, dizemos que M € minima se, e somente se,
A'(0) = 0 para toda variagao normal.

A'(0)

t=0

Demonstracao. Se H = 0, pela formula da primeira variagao da area, temos que

A(0) = —2/ FHAM =0,
D
Reciprocamente, suponhamos que A’(0) = 0 para toda f, e que existe um certo p € M
tal que H(p) > 0. Escolhamos f tal que f(p) = H(p), f > 0, e que f é identicamente nula
fora de um pequeno dominio 2 € M em torno de p. Para tal f temos

A'(0) = /DfHdM < 0.

O que é uma contradigao, pois estavamos supondo que A’(0) = 0. Logo, devemos ter H =0
para todos os pontos de M. [ |

Definicao 3.2. f : M — R" ¢ uma imersao minima ou uma subvariedade minima se H = 0.

Assim, dados x : Q — R3 uma superficie parametrizada regular e D um dominio limitado
tal que D C U, entao dizemos que x é minima em D se, e somente se, A’'(0) = 0 para toda

variacao normal de x(D).

Logo, qualquer regiao limitada X (D) de uma superficie minima ¢ um ponto critico para
a funcdo area de qualquer variacdo normal de X (D). Devemos ressaltar que a condicdo
H = 0 nao garante que a area seja ponto de minimo, somente que D é um ponto critico da
funcao area. Precisamos analisar o que acontece com a segunda derivada. Para isso, temos

o seguinte resultado

3.2 Foérmula da Segunda Variacao da Area

Seja M uma superficie minima, D C M um dominio limitado de M, e f: D — R uma
funcao diferenciavel definida em D , tal que f‘a = (0. Considere a variacao normal dada
D

por f. Entao ,
d“A
w0) = 5500 =~ [ (781 - 2K )M (3.1)

D
onde K é a curvatura Gaussiana de M, Af é o laplaciano e dM é o elemento de érea.

Ao leitor interessado em uma boa demonstracdo, mesmo em um contexto mais geral,
pode ser encontrada em 9.
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3.3 Estabilidade

Passaremos agora a uma extensao recente do teorema de estabilidade. Inicialmente,
precisamos de uma defini¢ao geral sobre superficies.

Definigao 3.3. Uma supericie regular, conexa S € chamada estendivel se existe uma super-
ficie regular S tal que S C S como um subconjunto proprio. Se nao existe tal S, S € dita
nao-estendivel.

Definicao 3.4. Uma supericie reqular S € denominada completa quando, para qualquer
ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada, v : [0;€) — S de S, comeg¢ando em p = ~(0),
pode ser estendida em uma geodésica parametrizada ¥ : R — S, definida sobre R.

De outro modo, uma superficie S é chamada completa se ela nao tem pontos na fronteira
que possam ser atingidos por uma curva em S de comprimento finito.

As superficies fechadas sao completas, mas existem superficies completas que nao sao
limitadas e, portanto, nao sao fechadas. Exemplos de superficies completas nao-limitadas
sao o plano, o cilindro, o catenoide e o helicoide. Intuitivamente, uma superficie completa é
aquela na qual se pode percorrer qualquer distancia em qualquer direcao sem sair da super-
ficie.

Um exemplo importante de superficie completa é dado pelo gréafico z = f(z,y) de uma
funcao diferenciavel onde f esta definida em todos os pontos do plano (z,y). Chamaremos
tais superficies grdficos completos.

Definicao 3.5. Seja S uma superficie minima, e seja D C S um dominio limitado de S.
Dizemos que D € estavel se A”(0) > 0 para toda varia¢io normal de S que fiza a fronteira
0D de D; isto significa que D € um ponto de minimo relativo para toda tal variacao.

Definicao 3.6. Dizemos que D é minimizante se a drea de D é a menor ou igual a drea de
qualquer outra superficie que tenha a mesma fronteira que D.

Observacao 3.1. Nao existem superficies minimas fechadas em R3.

Basta observarmos que, pela definicao de superficie minima, k; + ko = 0. Dessa forma,
essas superficies tém curvatura gaussiana K < 0. Uma superficie fechada sempre possui um
ponto K > 0. Portanto, nao existem superficies minimas fechadas em R3.

Vamos nos basear nos resultados de Calculo Variacional, e mostraremos que superficies
satisfazendo a equacao 2.2 tem area minima. De acordo com este principio, que consid-
eraremos novamente, quando a constate H tem valor finito, a superficie da forma deveria
sempre ser menor do que todas as superficies proximas com o mesmo volume e com a mesma
fronteira, e quando H é nula, a superficie seria sempre, absolutamente, isto é sem levar em
conta o volume contido, a menor de todas as superficies com a mesma fronteira; neste tltimo
caso, tais superficies sao frequentemente chamadas de superficies minimas.

Entao, podemos fazer os seguintes questionamentos:
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1. Quando é que um dominio limitado de uma superficie minima é estavel?
2. Uma superficie minima completa e estavel é um plano?

Definigao 3.7. Seja M uma superficie orientada e S* uma esfera de raio um e centro zero.
A aplicacao normal de Gauss, ou aplicacao esférica, g : M — S? é a aplicacio que toma
seus valores na esfera unitdria.

Com o intuito de responder as questoes acima, veremos uma condi¢cao para que uma
superficie minima seja estavel, o Teorema de J.L. Barbosa, M. do Carmo, em anteriormen
demonstramos o Teorema de Bernstein o qual nos garantiu que se uma superficie minima é
um grafico minimo completo entao ela é um plano, por fim exibiremos uma generalizagao
deste teorema, a qual afirma que superficies minimas completas e estaveis em R? sao planos,
o Teorema de M. do Carmo, C. K. Peng.

E fundamental ressaltar que as superficies minimas, mesmo estaveis, podem nao ser ori-
entaveis, como por exemplo a faixa de Mobius. Desse modo, as superficies minimas que
consideraremos serao sempre orientaveis.

Os teoremas 3.3 e 3.4 que serao mostrados a seguir nos dao um entendimento razoével
da estabilidade de superficies minimas em R3 e levantam a seguinte questao: suponha que
uma superficie minima nao é estavel. Como fazer para medir a sua nao estabilidade?

3.4 Indice de Morse
Sendo F o espaco vetorial das funcoes reais diferencidveis por partes sobre M, ou seja
F={f: M—=R;feC”}
Observe que a equacao da Formula da Segunda Variacdo da Area define uma funcao de f

I:F — R
[ / (JOf - 2K f2)dA
D

a qual denotaremos por I(f) = A”(0)f e denominaremos a Forma do Indice.

A dimensao do maior subespago de F no qual I é negativa definida fornece uma medida
da nao-estabilidade de M. Tal indice é chamado o Indice de Morse, Ind(M), da superficie
minima M.

Considere em F o produto interno

(f.g) = /M fgdM

e consideremos a aplicagao

L:F — F
f — L(f)=Af—-2K/.
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A aplicagao linear L é chamada de operador de Jacobi. Entao I(f) = —(Lf, f). Seja A dado
por Lf +Af =0, X\ é um autovalor de L.

L é uma aplicagao linear simétrica cuja forma quadratica associada é exatamente a apli-
cagao [ : F — R.

Nessas condigoes, podemos diagonalizar L com uma sequéncia de autovalores reais:
)\1 < )\2 < )\3 < ... < )\n — 400

cujos subespacos de autovetores tém dimensao finita. O primeiro autovalor A\; do operador
estabilidade L em um dominio limitado 2 C M é dado por

MN(Q) = inf{I(f); f € G, /fZ—l}

onde [ é a forma quadratica associada ao operador L. Assim,

=> Xilfi, )
=1

onde f; pertence ao subespago de A;. Segue que Ind(M) é o nimero de autovalores
negativos de L. Consequentemente, temos que [ ( f) o indice de uma superficie minima

compacta com bordo ¢ finito. Além disso, se M C M, entdo A; > A; e Ind(M) > [nd(M).

Até entao, definimos o indice para uma superficie minima compacta com bordo. Agora,
definiremos o indice de uma superficie minima completa M. Para isso, consideremos uma
exaustao de M, isto é, uma sequéncia crescente de conjuntos limitados de M com fronteiras
regulares My C My C ... C M,, C ... e tais que |J M,, = M. Definimos entao

Ind(M) = sup Ind(M,).

Donde segue que: seja f : M? — R? uma superficie minima e Q2 C M um dominio
relativamente compacto.

1. Diremos que (2 é estéavel se a forma do indice I(f) é definida positiva.

2. Diremos que a superficie M é estavel se todos os dominios relativamente compactos
em M sao estaveis.

Observagao 3.2. Sejam p € M um ponto de M e Bg(p) a bola geodésica em M de raio R e
centrada em p. Seja também W um subespago de dimensao finita de fungoes seccionalmente
suaves em Br(0). I é uma forma negativa definida em W se I(f) < 0 para toda f € W,

f#0.

Definicao 3.8. Seja D C M wm subconjunto aberto, conexo com fecho compacto D e tal
que a fronteira 0D € uma uniao finita de curvas suaves por partes. Um campo de Jacobi em
D é um campo normal fN, onde f: D — R € uma funcao suave que satisfaz:

~Af+2fK =0,

onde /N e K denotam o Laplaciano, e a Curvatura Gaussiana, respectivamente.
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54 Capitulo 3. Estabilidade das Superficies Tridimensionais

Observagao 3.3. Sejam M uma superficie minima, D C M um dominio limitado e estdvel;
e f:9(D) CS*— R uma fungio suave. E uma consequéncia do teorema de Stokes para
superficies que

—/ f&fd]\?:/ \grad f|>dM,
D D
onde indicamos por

— ~ 1
dM = —KdM e Af = —?Af,
o elemento de drea e o Laplaciano da esfera S?, respectivamente.

Em principio, o indice de uma superficie minima pode ser infinito, mas temos o seguinte
resultado:

Teorema 3.2. (D. Fischer-Colbrie) Seja M uma superficie minima orientdvel e completa
em R3. Entao,

Ind(M) < oo, se, e somente se, / |K|dM < oo
M

onde C(M) = [,, KdM € a curvatura total de M.

Demonstra¢ao. Vamos denotar a segunda forma fundamental de M por A. Primeiramente,
suponhamos que M tenha indice finito no R3. Neste caso, sabemos que em |A|? = —2K e
[ |A]? dM, logo,

/ |K|dM < occ.
M

Agora, suponhamos que M tem curvatura total finita, assim temos que, pelo teorema , M é
conformemente uma superficie de Riemann M com furos {p,, ..., Pk} e a aplicacao de Gauss
g : M — S? se estende holomorficamente & aplicacdo g : M — S?. Mostraremos que o indice
de M é independente da métrica escolhida, e depende somente da aplicagao de Gauss em
M. Seja ds? = \|dz|2 a métrica de M. Logo, de 1.4 temos

1
Duf = 501

Seja {e1, €2} um referencial ortonormal em M e v um vetor normal unitario. Entdo h;j =
(Ve,,e;) define a segunda forma fundamental de M e

lgrad g|* = Z hijei, e;) Zh = 2K.
tj

Lembrando que
0 ,set#j

61j:<6176]>:{ 1 sei—j

Denotaremos o operador L na métrica ds*> = \|dz|? por Lyy;.

1 1
Ly =0 —-2K=A—|grad g|* = ~Ay + ~

\ /\|g7’CLdM 9‘2
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1 1
In(f) = —/f LMfds:—/Mf (XAM+X|gradM g|2) A dxdy
1 o 1 2 12
= <lgrada fI° = <lgrada g[*f* | A dxdy
M \A A

— [ lgradys 1~ lgradu gf fdudy
M

para toda f com suporte compacto em M. Assim, para uma outra métrica A|dz|? em M
temos que

L) = L)
Se /)\\]dzP ¢ uma fun¢ao suave em M entao

~

~ A
(AL3) = 3 Lz

1

1
Ly =< (&y + lgrady g*) = X

A

Como g se estende suavemente para py, ..., pg, em € suave no infinito e |grady; g|* ¢ uma
funcao suave limitada em M, entao, o conjunto dos autovalores de L; é discreto e, assim,
indice finito na superficie de Riemann compacta M. Portanto,

Ind Ly(M) = Ind Ly(M) < Ind L;(M) < .
De fato, M tem indice finito. |

Definicao 3.9. A fronteira 0D de um dominio D C M ¢ uma fronteira conjugada se existe
um campo de Jacobi ndo-nulo em D se anulando em 0D, se além disso, nio existe um
subdominio D' C D, D" # D tal que 0D’ é uma fronteira conjugada, 0D € chamada de
primeira fronteira conjugada.

A multiplicidade de uma fronteira conjugada 0D ¢é o nimero de campos de Jacobi lin-
earmente independentes em D que se anulam em 9D.

Nesta secao listaremos os fatos que nos auxiliam responder ao questionamento: Uma
superficie minima completa e estavel é um plano? O primeiro é um resultado que nos da
uma condi¢ao para estabilidade de superficies minimas compactas.

Lema 3.3. Para toda f € H(D),

\ <f5||gmd flIPdM
LS M

e a igualdade ocorre se, e somente se, f € Py, (D) ={f € H(D); Auf+Af =0}

A prova pode ser encontrada em?2.

Teorema 3.3. (J. L. Barbosa e M. do Carmo) Se a drea da imagem esférica g(D) C S* de
um dominio D C Mfor menor que 2w, entao D € estdvel.

Esse teorema nos garante que graficos minimos sao estaveis. Pois podemos encontrar
exemplos de dominios instaveis cuja imagem esférica tem &area maior que 27. Daremos
apenas um esboco da demonstracgao, para maior detalhes consulte 1.
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56 Capitulo 3. Estabilidade das Superficies Tridimensionais

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que D nao é estavel.

Se D nao é estavel, a forma do indice é negativa, isto é, (V) < 0 para algum V' = a.n, onde
a: D — R é uma funcao suave por partes se anulando em 0D.

Pelo Teorema do Indice de Morse, isto significa que D contém um dominio D’ tal que
0D’ é uma fronteira primeira conjugada. Dessa forma, existe um campo de Jacobi J = fn
se anulando em 0D, isto é, f € C* em E/, que satisfaz —Af +2fK =0, f >0em D' e
f=0em 0D'.

Sob essas condicoes, seja ! ¢ : (D) — R tal que ¢ € H(g(D')) e

/ llgrad ¢||*dM < 2/ frdM (3.2)
9(D) 9(D")

Pelo lema anterior, a existéncia de tal funcdo implica que A;(g(D)) < 2.

Por outro lado, sabemos que dentre todos os dominios esféricos com a mesma area, a calota
esférica minimiza o primeiro autovalor pelo Laplaciano.8 Seja C' uma calota esférica com

area C = area g(D') < 2.

Assim, C' ¢ H onde H ¢ um hemisfério de S?. Como D’ C D, temos \; > ); e pelo fato
de A\ (H) = 2 temos que A\;(C') > 2. Usando o fato referido acima, concluimos que

M(g(D) = M(C) > 2.
Isto contradiz a desigualdade da nossa hipoétese. Portanto, D deve ser estéavel. [ |

Como aplicagao desse teorema temos que graficos minimos sao estéveis. Lembremos o
Teorema de Bersntein demonstrado no capitulo anterior, o qual nos diz que se um gréafico
minimo esté definido em todo plano zy, entao tal grafico € um plano. Nosso proximo objetivo
é mostrar que as superficies minimas estaveis e completas sao os planos.

Teorema 3.4. (M. do Carmo, C. K. Peng) Seja x : M — R uma imersao minima completa
estdvel. Entao x(M) C R® é um plano.

Sendo uma superficie de Riemann equivalente a uma variedade complexa de dimensao
um, pelo Teorema da Uniformizacao de Koebe, ou ela é conformemente equivalente ao plano
complexo, ou ao disco unitéirio, ou a esfera unitaria. Assim, prova sera dada em trés partes.
Na primeira, mostraremos que podemos nos restringir ao recobrimento universal conforme
7 : M — R3, fato que nos garantira a conexidade simples. Em seguida analisaremos outros
dois casos em que M é conformemente equivalente ao plano complexo ou ao disco unitario,
pois como imersdes minimas em R?® ndo podem ser compactas, ndo consideraremos o caso
da esfera.

Lema 3.4. Seja v : M — R? uma imersao minima, completa e estdvel e m : M — M? o
recobrimento universal de M. Se f ¢ estdvel, entao fom: M — R3 € estdvel.

lveja construcao da ¢ em 1
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Demonstragao. Suponhamos que f o 7 nao seja estavel. Existe entao um dominio relati-
vamente compacto D C M que ¢ instavel. Isto significa que a forma do indice ¢ negativa
definida, em particular, existe uma funcgao ¢ : D — R tal que ¥ =0 em dD e I (v) <O0.

Seja D = w(D ) Consideremos uma decomposicao de D em subdominios D; uniforme-
mente recobertos cujos fechos se intersectam somente em conjuntos de medida nula. Pela
compacidade relativa de D podemos assumir um niimero finito de tais subdominios.

Pela compamdade relativa, existe uma cobertura finita de D digamos em n subdominios.
Seja Dy = U{m1(D;); 7w 1(D;) N D # @}. Entdo D C Dy e portanto D é instével. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que D; = D. Vamos definir a seguinte fungao:

¢:D—R, ¢(p)= > .

qen—1(p)ND

A soma acima faz sentido, pois é finita, e € uma funcao diferenciavel, nula em 0D. E:

/ lgrad goHQdM < 2/ ©*dM
D D

Segue que D contém uma fronteira conjugada. Portanto, D é instavel, uma contradigao.

Assim, podemos assumir que M ¢é simplesmente conexa. Com a estrutura complexa
natural dada pela imersdo, vamos verificar os casos M =Ce M =D ={z€C;|z| <1}. A

Vamos considerar primeiro o caso do disco unitario. Antes disso, observemos as seguintes
desigualdades que serao utilizadas nas proximas demontragoes.

Proposicao 3.2. Sejam a,b € R. Para todo € > 0, obtemos
2, 19
2ab < ea* + —b°.
€

Demonstracao. Sabemos que
1

Logo,
1 1
ea2—2-\/ga-ﬁb+gb2 > (.
Portanto,
1
2ab < ea® + =b*.
€
|

Proposicao 3.3 (Desigualdade de Young). Dados nimeros reais positivos p e q tais que
11) + é =1 entao para todo par de nimeros reais a e b nao-negativos vale a desigualdade:

a? bl
ab < — + —.
p q

Lema 3.5. Nao existe f : D — R? imersao conforme minima completa e estdvel.
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Demonstragao. Seja ds*> = \?|dz|?, com X # 0, a métrica induzida. Assumindo, por absurdo,
que cada subdominio relativamente compacto D C M ¢é estével, pela definicao estabilidade,
devemos ter a forma quadrética associada ao indice definida-positiva, ou seja, I(¢)) > 0. Isto
implica que

I(¢) = =(AY* = 2K¢?) > 0

de onde temos que

[ o —2rvtinr <o (33)

para toda funcao suave por partes 1 que tém suporte compacto em M.
Denotaremos o Laplaciano por A e dA o elemento de area em uma métrica plana. Entao,

1 , 1

substituindo na equagao acima, esta pode ser escrita como:
1 1
/ (YA — 2K*)dM = /(wAw — 2(—§Alog )\2)?(114
M D

_ /@Mw + A log A2)dA < 0. (3.4)
D

Fazendo A\~! = 4 e substituindo na equacao anterior v por u em 3.3, e utilizando as

propriedades 1.3 e 1.6 e sabendo que pela definicao de K, vemos Alogu = K, ou seja,
Dp_ |graduf?

temos que:
m 2 q

A 2
( i |gradpl )dA

(oK dA = —2uy? [ (S -1

D

[ oy ar<—

D

2
(Au _ |gradyl )dA

[ nts+ 200+ 2grad i, grad v)) da < —2(u)? 2
D 7 u

D

/ (oD + P plp + 2u(grad p, grad ¢)) dA < =2 / (V*ulp+ 292 grad pl?) dA
D D

1
/ [—/f\gmd VI = ¢lgrad pl® = 2 (grad p, grad ) + 5 (A0 + 9 Ap?) | dA
D
< —2/ (V*udsp+ 292 grad pf?) dA
D

/ (—p?lgrad ¥)* +¢?|grad p* — 2pb(grad p, grad ¢) + 2¢*|grad p|*) dA <0
D

3/ lgrad p|*¢*dA < /;ﬂgmd YPdA — 2/uw<gmd W, grad pydA. (x)
D D D
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Como para qualquer € > 0 3.2,

1
6 (grad o, gradys) | < 2lpgrad Y| - [bgrad ul < elgrad pPy? + —plgrad VP,

a equagao (*) implica que existe uma constante 3 > 0 tal que

/ |grad p*y?dA < ﬁ/ 12| grad |*dA
D D

como grady; = % grad, finalmente

/ |gradMu|2¢2dM§ﬁ/ 12 |gradyb|*dM. (3.5)
M M

Agora escolhamos uma familia de bolas geodésicas Bgr de raio R que exausta M, ou
seja, Br € uma familia de subconjuntos de M dada por Bg = {p € M; p(p,po) < R} onde
p(p,po) € a distancia geodésica em M de p até um ponto fixado py. Por completude, Bg é
\UBg = M. E conhecido que |grad p| < 1 em quase toda parte de M, ou seja, exceto em
conjunto de medida nula. Agora, fixando R e 0 < # < 1, tomaremos x dada por

1 se p(p) < OR;
plo) =4 G55 s OR<p(p) <R;
0 se p(p) > R.

uma fungao continua que vale um em Bg(f), zero fora de Bg e linear em Br — Bg(0).
Entao, p define uma funcao Lipschitziana em M com suporte compacto em Bg. Da equagao
anterior, obtemos

g / 2
radyp|*dM < ———— dM 3.6
/Bng M ST (3.6)
__ B / dA___™
(1-0)2R2 J, (1 —0)2R?

Fazendo R — oo, podemos concluir que |grad p| = 0, uma vez que p ter suporte
compacto implica que u — 0, ou seja, A = constante, e isso contradiz a completude de
ds®* = N?|dz|?. Portanto, o subdominio D nao pode ser estével e ndo pode existir tal
imersao. u

Agora vamos considerar o caso em que M é conformemente equivalente ao plano complexo

C.

Lema 3.6. Seja f : C — R3 uma imersao minima completa estdvel. Entio f(C) é um
plano.

Demonstragao. Pela estabilidade e de 3.4, temos que
/¢2A1og NdA < —/wawdA
C C
Fazendo T = AlogA? na equacao anterior e admitindo que vale a 3.3, obtemos

/ Ty2dA < / lgrad ¥[2dA. (3.7)
C C
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Trocando 1 por T na equagao anterior, obtemos

/T?’z/;QdAg/\gmd YYPdA
C C

Lembrando 1.6,

/ T3Y?dA < /(@Z)grad Y + Ygrad ¥, ygrad T + Ygrad ¢)dA
C C

pela linearidade do produto interno podemos ver que

/T?’deAg/TZ]gmd Q/JIQdA—i—/wQ\gmd T[QquLQ/Tz/J(grad T, grad ¥)ydA. (3.8)
C C C C

Por outro lado, se K nao é identicamente nula, isso significa que existe algum ponto
no qual K < 0, uma vez que estamos considerando uma imersao minima. Supondo isso,
chegaremos a uma contradicao. Neste caso, de 1.5 sabemos que

Ay log(—K) = 4K.

Das relacoes anteriores, podemos ver que —2K = Alog\? = 7T.

Isso implica que

AlogT+ 7T =0,
portanto reescrevendo AT = KT + —|9md X
TYAY + Y3 = |grad T|*. (3.9)

Agora, multiplicando a equacao 3.9 por 92, e adcionando o resultado acima, obtemos

/ \grad Y|*? < dA/ Y?|grad |*dA (3.10)
C C

Usando no tltimo somando de 3.8 a proposicao 3.2 , e substituindo 3.9 em 3.10, obtemos

/T3¢2dA <& / Y2|grad v|*dA, &, = constante (3.11)
C C

Usando a desigualdade de Young em 3.11, segue-se que

d )? a? at (|grad |\ *
T2 grad pf? = 2 (1297 OLOEY o (@ 3.12
grad of? = v (THESCED ) <o (Crm o S () )
que vale para todo o > 0 e todo s,t > 1, com % + = 1. Se escolhermos s = % t=3e
« pequeno obtém-se uma constante do tal que
d 6
/T% dA < 6, / lgra w’ rac U1 . (3.13)
Trocando 9 por 1% na desigualdade acima, chegamos a
/T?’@/)GdA < 53/ \gradi|®dA, &3 = constante. (3.14)
C C

A desigualdade 3.14 implica em, escolhendo v na bola B € C, do mesmo modo que na
equacao anterior, temos que Y2 = 0. Portanto K = 0. Contradicdo! Assim, s6 temos o caso
em que K =0 e, assim, (M) é um plano. Isso conclui a prova do Teorema. [ |
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Nesta secao vamos ver como o Teorema de Bernstein é consequéncia do Teorema de do
Carmo-Peng demonstrado anteriormente. Demonstraremos o seguinte fato:

Teorema 3.5. Seja f : Q C R?2 — R uma funcio diferencidvel, solugdo da equacdo das
superficies minimas. Entao o grdfico de f € wma superficie minima estavel. Em particular,
se Q0 = R? o grdfico é uma superficie minima completa estdvel, e portanto, um plano pelo
Teorema de do Carmo-Penyg.

Demonstracao. Considere o dominio 2, a funcao f : Q C R? — R de classe C? e a superficie
M definida pela funcao F(z,y) = (z,y, f(z,y)).

E Considere uma variagao f +th, t € (—¢,e) C R, h(z,y) € C*em Qe h smo’ Temos
Q=0

A(t) = // Vat? + bt + ¢
Q
onde
a = hi%—hi

b = 2(fuhs + fyhy)
c = 1+ f2+f].

A série de Taylor de vat? + bt + c em t = 0 é dada por

bt (b — dac)t? ,
Vat2 + bt +c = - Mt?
at? + bt +c = /e + NG 3% + Mt°,

onde M é uma fungao de classe C* de a, b, ¢ e t. Portanto, a segunda variagao de A(t)

escreve-se
1 dac — b?
AY(0) = = 29T ed
0)=1 / / e,

onde 4ac — b* = 4(fohe + fyhy)? + 4h2 4+ 4h2 > 0. Mas 4ac — b> = 0 se e somente se
hy = h, = 0, ouseja, h = 0. Logo, é ponto de minimo local, como queriamos demonstrar. W

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Referéncias Bibliograficas

[1] BARBOSA, J. L. AND CARMO, M. DO, On the Size of a Stable Minimal Surface in R3,
American Journal of Mathematics, Vol. 98, No. 2 (Summer, 1976).

[2] BERGER, M., GAUDUCHON, P., MAZET, E., Le spectre d’une variété Riemannienne,
Lecture Notes in Math. No. 194, Springer-Verlag, Berlin, 1971.

[3] CARMO, M.P. DO, Geometria Riemanniana, Rio de Janeiro: Instituto de Matemética
Pura e Aplicada, 2008 - quarta edi¢ao.(Projeto Euclides).

[4] CARMO, M.P. DO, O Indice de Morse das Superficies Minimas, Rio de Janeiro: Insti-
tuto de Matematica Pura e Aplicada, 1989.

[5] CarRMO, M.P. DO, PENG, C. K., Stable Complete Minimal Surface in R® are Planes,
Rio de Janeiro: Instituto de Matemética Pura e Aplicada, 2008 - quarta edigao.(Projeto
Euclides).

[6] CARMO, M.P. DO, Superficies Minimas, Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura
e Aplicada,2009.

[7] CoLpING, ToBIAS. H., MiNicozzl 11, WILLIAM P. ; A Course in Minimal Surface

[8] HAyMAN, W. K., FRIEDLAND S., Figenvalue inequalities for the Dirichlet problem on
the sphere and the growth of subharmonic functions.

[9] LawsoN, H. BLAINE, Lectures on Minimal Submanifolds, Publish or Perish, Inc.,
Wilmington, Del.; 1980.

[10] Lins NETO, ALCIDES, Fungoes de Uma Varidvel Compleza, Rio de Janeiro: Instituto
de Matemaética Pura e Aplicada, 2008- segunda edigao. (Projeto Euclides).

[11] OSSERMAN, ROBERT, A Survey of Minimal Surfaces.

[12] Spivak, M., A Comprehensive Introdution to Differential Geometry Vol.4, Boston,
Mass.Publish or Perish, 1970 — 1975.

62



	Introdução
	Preliminares
	Conceitos Fundamentais
	Função Holomorfa
	Alguns Teoremas
	Conceitos de Geometria Riemanniana
	Variedades Diferenciáveis
	Campos de Vetores
	Métricas Riemannianas
	Conexões Afins e Riemanniana
	Geodésicas
	Curvatura
	Curvatura Seccional
	As Equações Fundamentais de uma Imersão Isométrica

	Operadores Diferenciais
	Campos de Jacobi
	Campos de Jacobi em variedades de curvatura constante


	O Teorema de Bernstein
	Superfície
	Superfície Mínima
	Parâmetros Isotérmicos
	Exemplos
	Equação de Monge-Ampère
	Teorema de Jörgens
	Todo Gráfico Mínimo em R3 é um Plano
	Lemas Preliminares
	Teorema de Bernstein


	Estabilidade das Superfícies Tridimensionais
	Fórmula da Primeira Variação da Área
	Fórmula da Segunda Variação da Área
	Estabilidade
	Índice de Morse

	Referências Bibliográficas

