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RESUMO

Método de Newton: Um estudo sobre estimativas

exatas do raio de convergéncia e unicidade de solucao.

Nesta dissertacao é feito um estudo detalhado das estimativas exatas para
o raio da bola de convergéncia do método de Newton e da bola de unicidade
de solucao de equagoes em espacos de Banach, acrescentamos ainda uma
estimativa para o raio da bola do teorema da funcao inversa. Este estudo

segue as idéias abordadas nos trabalhos de Wang [30, 31|



ABSTRACT

Newton’s Method: A study on accurate estimates of

the radius of convergence and uniqueness of solution.

In this paper a detailed study is made of accurate estimates for the radius
of the ball of convergence of Newton’s method and ball uniqueness of solution
of equations in Banach spaces, we added an estimate for the radius of the
ball of the inverse function theorem. This study follows the ideas discussed

in the work of Wang [30, 31].
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Capitulo 1

Introducao

O método de Newton é um método iterativo designado a aproximar as raizes
de equagdes nao-lineares. Desde quando foi proposto por Newton (1669)
(Poliak [24]), tal método foi e ainda é um importante tema de pesquisa
de grandes matemaéticos, no que diz respeito a melhorias (modifica¢oes) do
método com o objetivo de torna-lo mais eficiente, principalmente com relagao
a questoes sobre: a analise de convergéncia (local) da sequéncia gerada pelo
método, a prova da existéncia e unicidade de raizes da equacao e procedimen-
tos para se obter uma aproximacao adequada da solucao para que o método
convirja. Este método, assim como suas suas modificagoes, ¢ um dos instru-
mentos fundamentais em areas como analise numérica, pesquisa operacional,
otimizagao e teoria de controle. O método de Newton tem intmeras apli-
cagoOes nas ciéncias da administracao, industria e pesquisa financeira. Além
disto, o método de Newton é também uma ferramenta teérica poderosa tendo
um vasto dominio de aplicacoes em matemaéatica pura, como pode se visto em

Blum e outros [3, 4], Krantz and Parks [14] e Moser [18|. Na éarea de Otimiza-



¢ao tem papel importante: o método é a base para os processos mais eficazes
de resolugao de problemas de programacao linear e nao-linear. Por exem-
plo, o desenvolvimento de algoritmos de tempo polinomial em programagao
convexa, ¢ baseado no método de Newton, veja Nesterov e Nemirovskii [19].
H& duas questoes importantes a considerar quando se trata do método de
Newton. A primeira diz respeito a analise de convergéncia da sequéncia ger-
ada pelo método e a segunda é quanto & unicidade de solucao da equagao,
as duas situagoes sendo avaliadas numa bola centrada na solugao. Assim, o
raio desta bola deve ser o melhor possivel para que a sequéncia de Newton
esteja bem definida, convirja e que ocorra a unicidade de solugao.

Na analise de convergéncia classica é necessario que o ponto inicial esteja
suficientemente proximo da solugao. Logo, supor a existéncia de solugao é
uma hipotese muito natural e a vantagem desta hipotese é que ela pode nos
dar uma estimativa exata para o raio de convergéncia da bola em estudo.
Por exemplo, sob a hipdtese de que a derivada da funcao satisfaz a condicao
de Lipschitz, Traub e Wozniakowsky [29] ¢ Wang [32| independentemente,
deram uma estimativa exata r = 3 para o raio de convergéncia da bola

centrada na solucao da equagao e sob a hipdtese de que a funcao é analitica
5— V17

Smale [26] deu uma estimativa exata r = 5 para o raio de convergén-
cia desta bola. Dedieu [6] provou que a equagao dada pelo operador nao
linear tem uma tnica solucao na bola centrada na solugao, outros trabalhos
relacionados a esta questao podem ser encontrados em Blum e outros |3, 4]
e Smale, [26]. Tomando como hipoteses condigdes de Lipschits mais gerais,
Wang [30] estabelece uma forma de obter o raio 6timo da bola de convergén-
cia do método de Newton e da bola de unicidade de solucao de equagoes.

Esta dissertacao é baseada em dois artigos de Xinghua Wang [30, 31], onde

se faz um estudo sobre, o dominio de convergéncia do método de Newton,



o dominio de unicidade de solucao de equacoes e um estudo sobre a menor
estimativa exata do raio da bola no teorema da fungao inversa. O ambiente
para estas trés situagoes ¢ um espago de Banach.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método uniforme para lidar em
condi¢oes mais gerais com a questao da analise do dominio de convergéncia
do método de Newton e do dominio de unicidade de solugao de equacoes,
assim como estudar a menor estimativa exata do raio da bola no teorema da
fungao inversa.

Esta dissertagao esta organizada como segue. O capitulo II é destinado aos
topicos complementares utilizados no desenvolvimento dos principais resul-
tados como, espacos de Banach, derivada de Fréchet, norma de operadores,
teorema da funcgao inversa, integral dupla, teorema fundamental do célculo
e zero aproximado. No capitulo III, definimos o Método de Newton para
equagoes e para otimizacao irrestrita e citamos o teorema de analise con-
vergéncia (local) classica deste método e apresentamos um breve historico
sobre o método em questao. No capitulo IV estudaremos o dominio de
convergéncia do método de Newton; no capitulo V fazemos um estudo do
dominio de unicidade de solucao de equacoes e da otimalidade da estimativa
do raio; no capitulo VI apresentamos Corolarios relevantes relacionados aos
teoremas principais vistos nos capitulos IV e V e no capitulo VII é feito um
estudo sobre a menor estimativa do raio da bola no teorema da fungao inversa

(local). Finalmente, destacamos as consideragoes finais e pesquisas futuras.



Capitulo 2

Generalidades

Com a finalidade de deixar esta dissertacao mais completa, apresentaremos
neste capitulo os contetidos preliminares que serao utilizados direta ou indi-

retamente no desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Espaco de Banach

Nesta secao, apresentamos topicos relacionados aos espacos de Banach como
a convergéncia de sequéncias e definicoes de: espaco de Banach, norma de
operadores e a (Fréchet-)derivada de operadores. Abordamos também, re-
sultados relevantes como o lema de Banach e o Teorema da fungao inversa
(local) e estabelecemos algumas notagdes. Estes topicos estao baseados nas
referéncias bibliograficas de Ambrosetti [1], Kolmogorov e Fomin [15] e Lima

116].

Definigao 2.1.1. Uma sequéncia {x,} em um espago vetorial normado X



converge para T € X se dado € > 0 existe ng € N tal que

e, —Z|| <€, ¥V n>mno.

Uma sequéncia {x,} contida em um espago vetorial normado € de Cauchy

se: dado € > 0, existe ng € N tal que
|Xm — x| <€, ¥V m,n > ng.

Uma sequéncia {z,} é crescente se 1 < xy < ... < x, < ..., isto &,
Tp < Tpip para todo n. Se x, < z,.1, entao diremos que a sequéncia ¢ nao-
decrescente. Similarmente, podemos definir sequéncias decrescente e nao-
crescente. As sequéncias crescentes ou decrescentes, sao chamadas sequéncias

mono6tonas.

Definicao 2.1.2. Um espago vetorial normado X é chamado espaco de Ba-

nach, se toda sequéncia de Cauchy em X for convergente.

Lema 2.1.1. Sejam X um espaco de Banach et uma sequéncia de nimeros
reais monotona crescente e convergente parat,. Consideremos uma sequéncia

{z} C X que satisfa¢a a condigao
|Tpr1 — x| <thpr —t, ¥V kKEN.

Entao a sequéncia xy, € de Cauchy. Em particular, xj converge, digamos para

x, € X. Além disso, vale a desigualdade
2. — || <t — 1,V k€N

Demonstracgao: Seja n € N. Usando a desigualdade triangular, temos

IN

| Zkrn — 2] Tkt — Thpn—1ll + | Thsn-1 — Than—2| + ... + [|Trs1 — 2]
< (trn = tign—1) + (tkgn—1 = tegn—2) + ... + (tey1 — tr)

= lpgn — bt <t — 1y



Como t;, é uma sequéncia convergente para t,, segue-se que t, — tp pode
ser tomado arbitrariamente pequeno para k suficientemente grande. Logo a
equagao acima implica que x; é uma sequéncia de Cauchy.

Agora, para obtermos a desigualdade requerida pelo Lema, é suficiente fazer

n — 00 na inequagao acima. 0

Sejam z,y € X onde X é um espago de Banach. O segmento de reta de

extremos X, y € o conjunto
[z, y] = {(1 — a4+ ty;0 < t < 1}.

Definicao 2.1.3. Um subconjunto C' C X diz-se convexo quando contém
qualquer segmento de reta cujos extremos pertencam a C, ou seja: x,y €
C = x,y] € C. O ponto (1 —t)x + ty, se chama combina¢io convexa de x

e y (com pardmetro t). Toda bola B C X aberta ou fechada é convexa.

Definigao 2.1.4. Sejam X, Y espacos Banach, L(X,Y) o espago dos op-
eradores lineares de X em Y e T € L(X,Y). Definimos a norma ||.| de

aplicacgoes lineares como sendo o numero,
1T == sup{||T||; ||| < 1}.

Observe que valem as seguintes propriedades:
L || Tx| <||T||||z||, para todo T € L(X,Y) e z € X.
2. 15T < \ISIITI e IS+ TIl < [[S]| + [IT]], para todo S,T € L(X,Y).

Observacao 2.1.1. . E possivel mostrar que, o espaco das aplicacoes lineares
L(X,Y) com a norma dada na defini¢ao (2.1.3), é um espago de Banach, veja

Kolmogorov e Fomin [15], pg. 215.

Seja X um espago de Banach. Denotaremos as bolas aberta e fechada

com centro em x e raio r, respectivamente por:



B(a,r) ={y € X[llz =yl <r} e Bla,r] = {y € X[[|lz —y[| <7}
e o fecho de B(z,r) denotado por B(x,r).

Definicao 2.1.5. Sejam X e Y espacos de Banach, U um subconjunto aberto
de X, FF: U — Y wuma aplicagao e uw € U. Dizemos que F é (Fréchet-)
diferencidvel em u, se para todo h € X tal que u+h € U, ezxiste A € L(X,Y)
de modo que,

R(h) = F(u+ h) — F(u) — A(h),

h
onde R(h) = o(||h||) e hm% = 0 com ||h|| — 0. A aplicagdo A é

unicamente determinada e serd chamada a (Fréchet-) diferencial de F em u
e denotado por A = F'(u). Se F é (Fréchet-) diferenciavel em todo = € U,
dizemos que F é (Fréchet-)diferenciavel em U. Assim F'(z) € L(X,Y), isto é,
F’(x) é uma aplicacao linear de U no espago das aplicacoes lineares L(X,Y),

como estd definido abaixo.

Definicao 2.1.6. Seja F': U — Y diferencidvel em U. A aplicacao,
F':U— L(X,Y)

u— F'(u)

¢ chamada a (Fréchet) derivada de F. Se F' é continua, diremos que F é de

classe C' e escrevemos F € CY(U,Y).

Observagao 2.1.2. Como F'(x) € L(X,Y), temos que:
[F" ()| == sup{[| F"(@)ull; lull <1}
Seja A € L(X,Y). A é invertivel se existe B € L(X,Y) tal que,
BoA=1Ix
AoB=1y

7



A aplicacao B é tinica e serd denotada por A~!. Estabelecemos também o

conjunto das aplicagoes lineares invertiveis como,
Inv(X,Y)={Ae€ L(X,Y); A & invertivel}.

O Lema abaixo tem grande importancia para que os resultados principais

deste trabalho sejam demonstrados.

Lema 2.1.2. ( Lema de Banach). Sejam T um operador linear e I o operador
identidade em um espago de Banach X. Se ||T' — I|| < 1, entdo T € nao-

singular e satisfaz a desigualdade

1

T < ——mn—.
e e i

(2.1)

Demonstracgao: Para provar que vale a desigualdade 2.1, vamos primeiro
mostrar que se B € L(X, X) ¢ tal que ||B|| < 1 entdao I — B ¢ inversivel e

vale

1
I(I-B)7Y < T (2.2)
Considere as sequéncias {Sk} e {x} definidas respectivamente por:
Sp=I+B+...+B* t,=1+|B|+|B|*+...+]|B|"
Note que,
ISkr1 = Sell = (1 + B+... 4+ B*) — (I + B+...+ B[ <[|B|*".

Observe também que,

Se(I —=B)=({I+B+...+B"(I—-B)=1-B*"' (I
Por outro lado, temos que limy_,o (I — B¥) = I, pois

I~ (1= BY = B < |BI* e Jim |B]* =0,

8



Assim, pela equagao (I) temos que

lim Sy = (I — B)™

k—o0
Note ainda que,

1
o —1 — : < 1 2 k =1 = —.
(7=B)7H = | Jim Sell < i (I BI+IBI+ o+ BIY) = Jim e = 3

Isto prova 2.2. Agora tomando B = I — T e observando a hipotese de que
T —I|| <1, temos que (I — B) =T ¢ inversivel e vale a estimativa para a

norma da inversa 7! O

Definigao 2.1.7. Seja U (respec. V) um subconjunto aberto de um espago
de Banach X (respec. Y) e H(U,V) o conjunto das aplicagées homeomorfas
de U em V. Dizemos que F € H(U,V), se existe uma aplicagio G : V — U
tal que,

G(F(u))=u, YueU
F(Gw)=v, YveV

Uma aplicacao F' € C(X,Y) é localmente invertivel em T € X se existe uma
vizinhanca Ude T e Vde 7= F(u) € Y tal que F € H(U, V).

Em outras palavras F é localmente invertivel em u se existem vizinhancas U
e V de u e v, respectivamente, e uma aplicacao G : V — U satisfazendo as
igualdades da defini¢ao acima. A aplicacdo G é chamada a inversa (local) de

F e denotada por F 1.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Inversio Local) Suponha F € CHX,Y) e
F'(u) € Inv(X,Y). Entiao F € localmente invertivel em uw com inversa C?.

Mias precisamente, existem vizinhangas U dew e V de v = F(u) tal que:



(i) Fe HU,V);
(ii) F~' € CY(U, X) e para todo v € V resulta

dF~(v) = (F'(u))™', u=F"(v);

(iii) se F € C*(X,Y), k> 1, entao F~* € C*(V, X).
Demonstragao:. Veja Ambrosetti [1], pg. 32.

2.2 Funcao analitica e Integral

Nesta secao, utilizamos as referéncias bibliograficas de Kolmogorov e Fomin
[15] e Lima [16], para fazer uma abordagem sobre alguns resultados e definigoes
relevantes sobre integral dupla, teorema fundamental do calculo para cam-
inhos e sobre funcao analitica em espagos de Banach, que serao necessarios

para o desenvolvimento desta dissertacao.

2.2.1 Integral Dupla e Teorema Fundamental do CAl-

culo para Caminhos

Definicao 2.2.1. Sejam f(x,y) uma fun¢ao definida num conjunto limitado

B e L um nimero real. Dizemos que a soma de Riemann

n m

Z Z [ (Xij) Az Ay;

i=1 j=1

tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos

i=1 j=1

10



se para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 que so dependa de € mas nao da escolha

de X;j, tal que

1Y F(Xi)AziAy; — L] < e

i=1 j=1
para toda particao P, com A <.

Tal namero L, que quando existe é inico, denomina-se integral dupla(segundo

Riemann) de f sobre B e indica-se por [ [, f(x,y)dzdy. Assim

//fxydxdy—hmZZf Xij) Az Ay;

i=1 j=1

Se [ [, f 5 f(z,y)drdy existe, entao diremos que f ¢ integravel (segundo Rie-

mann) em B.

Teorema 2.2.1. (Teotrema da Inversao da Ordem nas Integrais Repetidas).

Para toda funcao continua f : [a,b] X [¢,d] — R, vale

/abds/cdf(s,t)dt:/cddt/abf(s,t)ds

Demonstragao: Veja Lima [16], pagina 145.

Lema 2.2.1. Suponha que f :[0,b] x [0,b] — R seja continua, entao

/Obdx/ox f(x,y)dyz/obdy/ybf(m,y)dx. (2.3)

Em particular, se g : [0,b] — R € continua, entdo

/dﬂ:/ dy—/(t—y)g(y)dy~ (2.4)

Demonstracao: Considere as seguintes fungoes

=/0td:c/0mf<x,y>dy
z/otdy/ytf(x,y)dx



observe que ¥(0) = 0 e A(0) = 0. Queremos mostrar que y(b) = A(b).

Pelo Teorema Fundamental do Calculo (TFC) temos que

:Avmww

Para derivarmos a funcao A precisamos da regra de derivagao apresentada no
exemplo 12.a, pag. 146 do livro do Elon [16]. De fato, definindo h(t,y) =

f f(z,y)dx temos (¢ fo (t,y)dy, entao pelo exemplo 12.a temos
Lo
N(t) —/ 8th<t y)dy + h(t,t).
! 0
Note que h(t,t) = / f(z,t)dx =0 e pelo TFC, ah(t, y) = f(t,y).
t

—AU@W@

Assim, 7/(t) = N(t) para todo t > 0.

Com isso, obtemos

Novamente aplicando o TFC, temos

b b
v@—wmzlywﬁzlxmﬁzwmm@.
Portanto v(b) = A(b).

Para o caso particular, observe que

/Ot(t—y)g(y)dyz /Ot /yt lg(y)dzdy = /Ot dy/yt lg(y)dz

Assim por (2.3) e sendo g continua, temos que

/< dy—/dy/lg dx—/d;v/

Isto mostra que a igualdade (2.4) é valida.

Teorema 2.2.2. (Teorema Fundamental do Cdlculo para Caminhos). Seja

F:la,a+ h] — R™ um caminho com derivada integrdvel. Entdo

Fla+h) — F(a) = /M F(#)dt = h/ol F'la+ th)dt.

12



2.2.2 Funcao Analitica em espacos de Banach

Nesta subsecao apresentamos as defini¢oes de fungao analitica definida em R

e funcao analitica em espacos de Banach.

Definicao 2.2.2. Uma funcgao F : I — R, definida num intervalo aberto I,
chama-se analitica quando, para cada xg € I, existe um € > 0 tal que a série

de Taylor

ZF(n %0

=0

converge para F(xzo+ h) desde que |h| < e.

Observagao 2.2.1. Se F': I — R ¢ analitica, a sua derivada é também
uma fungao analitica. De fato, se F' € representada em uma vizinhanca xg € 1

POT UM SErie

i F®) (z0) W

n!
n=0
a sua derivada serd representada na mesma vizinhanca pela série

0 F(n+1)(x0)
n!

h™.

n=0
Decorre dai que F é na verdade de classe C'™ e as suas derivadas sucessivas

F' F" ... sao também fungoes analiticas.

Lema 2.2.2. Se 0 <t <1, entdao Y ;on(i+2)(i + 1)t' =

(1—2%)
Demonstragao: Faga k = 2 no Lema 3 de Blum e outros [4] p.161, apud

Ferreira [8]. O

Definicao 2.2.3. Sejam X, Y espacos de Banach e U C X. Dizemos que
uma fungao

F:U—Y

13



€ analitica, se para cada ponto a € U existe uma série de poténcias

> p(n)
> e
0 n.

com raio de convergéncia o > 0, isto ¢€,

< P (g
F(x) :ZF—()(x—a)", |z —al <.

n!
n=>0

2.3 Zero Aproximado

Na analise de convergéncia local do Método de Newton ¢é necessario que o
ponto inicial esteja suficientemente préoximo da solugao. Nesta secao apre-
sentamos a defini¢ao de zero aproximado, dada por Smale [26], afim de que a
sequéncia gerada pelo método de Newton convirja para a solugao da equacao
nao-linear em questao.

Sejam F': X — Y uma aplicagao analitica de um espago de Banach em
outro , F : X — Y a derivada de f em z € X. Se F'(z) ¢ invertivel, o

método de Newton determina um novo vetor 2z’ a partir de z por
7=z — F(2)7'F(2).
Seja (0 a norma de z’ — z dada como segue,

Bz, F) = B(z) = [|[F'(2) ' F(2)])-

Definicao 2.3.1. Para um ponto zy € X considere a sequéncia gerada por
Zn = 2Zn_1 — F'(2p_1) "' F(2,_1). Diremos que zy é um zero aprozrimado de F
se z, estd definida para todo n e satisfaz

L gn-1_
20 = 20l < G s = 2ll, Vo
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Observe que claramente, isto implica que z, é uma sequéncia de Cauchy que
converge, digamos para o € X. Mostremos em seguida que F(«) = 0. Desde

que, Zpi1 — 2n = —F'(2,) 7 F(2,),

IE Gl = 1 (zn) (znsr = 20) | < NF o)l 2n41 = 2n-l

Tome o limite com n — oo, assim
[F ()] < [1F () [ im [[zn41 = 2n]| = 0.

Observacao 2.3.1. Note que para um zero aprorimado, o método de Newton
€ superlinear comecando com a primeira iteracao.

O resultado sequinte € muito simples de ser obtido.

Proposicao 2.3.1. Se zy € um zero aproximado e z, — a com n — 00,
entao

]_ n—1
lzn —all < (5" llz1 = 20l K,

onde

2.4 Ordem de Convergéncia

Se a sequéncia {z, } gerada pela iteracao de Newton 3.3 é convergente, pode-
mos nos perguntar sobre a rapidez da convergéncia. Nesta secao, fazemos
uma abordagem deste aspecto introduzindo o conceito de ordem de con-
vergéncia, baseado nas referéncias bibliograficas de Friedlander [11].

Observe que, se limy_,o T, = Ty, entao limy . ||z, — 2| = 0 e podemos

considerar que ||z, — z.|| é o erro cometido na aproximagao x,. Quanto
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mais "rapido"o erro se aproximar de zero, melhor. Uma forma de medir este

progresso ¢ comparar os erros cometidos em duas aproximacoes sucessivas,
et = |z — il e e = flan — 2.
Obviamente ¢é desejavel que a partir de algum indice kg, seja verdade que
epr1 < reg (2.5)
para algum r € [0, 1].

Definigao 2.4.1. Se (2.5) se verifica para algum r € (0,1), diremos que a

sequéncia {x,} converge com ordem linear e tara nao superior a r.

Definicao 2.4.2. Se

. €r+1
lim =2 =0,
k—oo ef

diremos que a sequéncia {x,} converge com ordem superlinear.

Definigao 2.4.3. Se ex1 < a(e)?, onde a > 0 e p > 1, diremos que a
sequéncia {x,} converge a x, com ordem nao inferior a p. Se p =2, diremos

que a convergéncia € quadrdtica.
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Capitulo 3

Método de Newton

O método de Newton e suas varia¢oes sao os mais eficientes métodos conheci-
dos para resolver sistemas de equagoes nao lineares quando elas sao continu-
amente diferenciaveis, incluindo busca por minimo local de fungoes e muitas
outras aplicagoes, ¢ um método iterativo designado a aproximar as raizes de
equagoes nao-lineares. Neste capitulo faremos uma breve abordagem sobre
o histérico do método, apresentaremos as definicoes do método de Newton
para equacoes de operadores nao-lineares e para a Otimizacgao Irrestrita. O
conteudo deste capitulo é baseado nas referéncias bibliograficas de Polyak

[23] e nas referéncias de Solodov e Izmailov [28].
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3.1 Breve Resumo Histoérico

Nesta secao, fazemos uma abordagem sobre o histérico do método de New-
ton, viabilizando assim, fontes de pesquisa para que o leitor desta disser-
tacao possa se aprofundar mais sobre este assunto. As informacoes histéricas
abaixo sao baseadas na referéncia bibliografica de Polyak [23].

O método definido conforme se¢ao (3.2) foi proposto por Newton em 1669,
tratando inicialmente com polinémios. Em 1690 J. Raphson propos a forma
geral do método e é por este fato que o método é conhecido e chamado por
Método de Newton-Raphson.(veja Polyak [23] ) Segundo Polyak, quando
trata em seu artigo sobre o historico deste método, relata o seguinte:

O progresso no desenvolvimento do método esta relacionado a mateméaticos
famosos como Fourier, Cauchy e outros. Em se tratando de Fourier, ele
provou em 1818 que o método converge de forma quadratica na vizinhanca
de uma raiz, enquanto que Cauchy (1829, 1847) forneceu a extensao multi-
dimensional do método e usou para provar a existéncia de uma raiz de uma
equagao. Importantes contribuicoes para a investigacao do método também
sao devidas a Fine [10] e Bennet [2] que tiveram seus trabalhos publicados em
um volume da Proccedings of National Academy of Sciences USA em 1916.
Fine mostrou a convergéncia no caso n-dimensional sem usar a hipotese so-
bre a existéncia uma solucao. Bennet extendeu este resultado para o caso
infinito-dimensional; um fato surpreendente pois os fundamentos de analise
funcional ainda nao tinham sido criados naquele momento. Em 1948, L.V.
Kantorovich [13] publicou um artigo onde foi fornecido uma extensao do
método de Newton para espacos de funcao, este resultado ficou conhecido
como, método de Newton-Kantorovich.

Para conhecer mais sobre resultados bésicos e outras referéncias sobre o
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método de Newton, o leitor desta dissertacao pode encontrar nos livros de
Ostrowsky [20], Ortega e Rheinboldt [21], Kantorovich e Akylov [12]. Para
saber sobre o método de Newton a partir de uma fonte bibliografica mais
recente pode-se encontrar nos livros [7, 22, 24| e nas pesquisas [8, 33| e na

internet a partir de um site especial dedicado ao método de Newton [17].

3.2 O Método de Newton

Esta se¢ao tem como finalidade apresentar a definicao do método de Newton,
analisando seu comportamento a partir de alguns exemplos. Como a con-
vergéncia do Método de Newton é de natureza local citaremos nesta seg¢ao o
Teorema de convergéncia classica (local) deste método, para fungoes contin-
uamente diferenciaveis definidas no R™.

A idéia basica do método de Newton é bastante simples, tal método é intro-

duzido para o problema de achar um z € R" tal que
F(z)=0 (3.1)

onde I': R* — R™ é uma funcao diferenciavel nao-linear. Seja x,, € R" uma
aproximacao para alguma solugao = da equagao 3.1. Em torno de x,, podemos
aproximar (3.1) pela sua linearizagao F(z) ~ F(x,)+ F'(z,)(x — x,), assim

em vez de resolver a equagao nao-linear (3.1), resolvemos a equagao linear
F(x,) + F'(x,)(z — x,) = 0. (3.2)

onde F'(x,) é a matriz Jacobiana. A relagao (3.2) chama-se a equagao de
iteragao do método de Newton.

Supondo que F'(z,) seja ndo-singular (neste caso, naturalmente, a solugao

19



da equagao de Newton é tnica), o método de Newton pode ser escrito em

forma do esquema iterativo
Tpy1 =T — (F'(2,)) ' F(z,), n=012,.. (3.3)

Observacao 3.2.1. Note que o método de Newton consiste em aprorimar
o zero da funcao nao-linear por zeros de aproximacoes lineares sucessivas
em uma vizinhanga apropriada. Observe também que, para que o método
convirja € necessdrio que o ponto inicial seja tomado prozimo da solugao do
problema em consideracao.

Abaizo, ilustramos o método de Newton no caso unidimensional.

A

Figura 3.1: Ilustragao do Método de Newton a partir de um ponto inicial x,,.

Vejamos alguns exemplos no caso real, para analisar o comportamento do

método de Newton para estes casos especificos:

Exemplo 1. Seja F : R — R definida por F(z) = z*. Observe que x, =0

€ 0 tinico zero de F, a derivada F'(z) = 32> #0 se x # 0 e que para xy # 0
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a sequéncia de Newton {x,} € dada por

Tpa1 = =Ty, n=0,1,23 ...,

3
ou equivalentemente,

2
X, = (g)"xo, n=20,1,2,3,....

Logo, independente da escolha do ponto inicial, a sequéncia de Newton para

resolver F(z) = 0 estd bem definida e converge para o unico zero da fung¢ao.

Exemplo 2. Seja F : R — R definida por F(x) = 2'/3. Observe que x, = 0
€ o unico zero de F, F é uma funcdo continuamente diferencidvel em R — 0
e continua em R. Note também que F'(x) = (1/3)x7%% £ 0 se x # 0 e que

para o # 0 a sequéncia de Newton {z,} é dada por
Tpy1 = —2x,, n=0,1,2,3,...,
ou equivalentemente,
Ty =(—2)"xry, mn=0,1,2,3,....

Logo, para todo ponto inicial xo # 0 temos que a sequéncia de Newton estd

bem definida e nao converge.

T

Exemplo 3. Seja F' : R — R definida por F(x) = T Observe que

x, =0 € o unico zero de F, a derivada de F é

1
F'(z) = 3/27&0, Vz e R.

(1+2?)
Para todo ponto inicial xg # 0, a sequéncia de Newton {x,} estd bem definida

e vale

T = (—2,)%, n=0,1,2,3,...,
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ou equivalentemente,

T, = (=1)"(20)*, n=0,1,2,3,....
Assim, € facil ver que: (i) se ||xol| = 1, entdo a sequéncia de Newton oscila
entre os valores 1 e —1;
(i1) se ||xo|| < 1, entdo a sequéncia de Newton converge para x* = 0 com
taxa cibica;
(1) se ||zol| > 1, entao a sequéncia de Newton nao converge e lim, . ||,| =
00.
Isto mostra que a escolha do ponto inicial € itmportante para garantir a con-
vergéncia da sequéncia de Newton. Se o ponto inicial nao for escolhido ade-

quadamente a sequéncia de Newton pode oscilar ou divergir.

Exemplo 4. Considere a funcao F : (0,400) — R definida por F(z) =
1 1

1 — —. Observe que x. =1 € o unico zero de F e que F'(x) = — # 0 para
x x

todo x € (0,400). A sequéncia de Newton {x,} para enontrar a raiz da

equacao F(x) =0 € dada por
Tpi1=2,(2—1x,), n=0,1,23 ...

Neste caso, podemos verificar que:

(i) se xg > 2, entao x1 ¢ (0,+00). Assim, a sequéncia de Newton nao estd
bem definida. Neste caso, a boa definicao falha porque o método de Newton
gera um ponto fora do dominio da funcao.

(ii) se 0 < zo < 2, entdo a sequéncia estd bem definida e converge para
T, = 1.

Portanto, temos que a boa defini¢ao da sequéncia de Newton, bem como sua
convergéncia estd condicionada ao ponto inicial ser tomado em um intervalo

adequado.
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Hé& casos em que o método de Newton gera um ponto singular da derivada,
desta forma, a sequéncia de Newton {x,} nao estd bem definida, tome por

exemplo a fungao F : R — R dada por F(z) = 23 — .

O teorema seguinte prova de forma satisfatoria a convergéncia da sequén-

cia x,.

Teorema 3.2.1. (Convergéncia Local do Método de Newton) Seja F' : R" —
R™ diferencidvel numa vizinhanga do ponto T € R™, com derivada continua
neste ponto. Seja T uma solugdo da equagao (3.1), tal que detF'(T) # 0 (i.e.,
a matriz F'(T) é nao-singular).

Entao para qualquer ponto inicial xqg € R™ suficientemente prozimo a T,
o algoritmo do método Newton gera uma sequéncia {x,} bem definida que
converge a T com taxa de convergéncia superlinear. Se a derivada de F €
Lipschitz-continua numa vizinhanga de T, entao a taxa de convergéncia é
quadrdtica.

Demonstragao:. Veja Solodov e Izmailov [28] pg. 100.

3.2.1 Meétodo de Newton para Otimizacao Irrestrita

Nesta subsec¢ao faremos uma abordagem sobre o método de Newton em prob-
lemas de otimizagao irrestrita, como segue.

Considere o problema de minimizagao irrestrita
min f(x), zeR", (3.4)

onde f: R" — R é uma fungao duas vezes diferenciavel no R™. Os pontos

criticos deste problema sao caracterizados pela equagao (3.1), onde
F:R"—R", F(z)=f'(x).
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Portanto, podemos tentar encontrar pontos criticos de (3.4) aplicando o
método de Newton a equagao f'(z) = 0.

Seja x, € R™ uma aproximagdo a um ponto critico T do problema (3.4). A
aproximacao seguinte x,, 1 ¢ encontrada como solugao do sistema de equagoes

lineares
f/(xn) + f”(xn)(x —z,) =0,

em relagdo a x € R". Supondo que f”(z,) seja ndo singular para todo n,

obtemos o seguinte esquema iterativo:

T = Tp — (")) f(20), n=01,2...

A principal vantagem do método de Newton é a convergéncia superlinear.
Quanto as desvantagens, citamos dois fatos: o método de Newton tem apenas
convergéncia local e a solugao da equagao deve ser conhecida ou dada a priori,
no entanto este tem a vantagem de dar o raio 6timo da bola de convergéncia
com relagao a constante de Likpschitz como podera ser visto no primeiro
resultado principal desta dissertacao.

Quando f é uma funcao quadratica, o método de Newton encontra o tnico

ponto critico de f em uma iteracgao.
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Capitulo 4

Convergéncia do Método de

Newton em Espacos de Banach

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre as condi¢oes de Lipschitz tradi-
cional e generalizada e desenvolveremos o primeiro Teorema principal que
trata de um método para lidar em condi¢oes mais gerais, com o problema de
estimar o raio do dominio (bola) de convergéncia do Método de Newton.
Para isto, daqui em diante, considere o problema de aproximar a solucao da
equacao

F(z) =0 (4.1)

do operador linear F': D C X — Y onde X e Y sao espacos de Banach,

utilizando o método de Newton definido por (3.3).
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4.1 Condicoes de Lipschitz

Uma das hipoteses utilizadas nos teoremas principais desta dissertacao é que
a derivada do operador seja Lipschitz continua. Nesta se¢ao faremos uma
abordagem sobre estas condigoes presentes nestes resultados.

Sejam X e Y espacgos de Banach real ou complexo, D C X e F': D — Y

um operador. Se o operador F': D — Y satisfaz,
|F(z) — F(2')|| < L||lx — '], Va,2' €D

entdo ele satisfaz a condi¢ao (tradicional) de Lipschitz no dominio D com

constante L positiva. Para algum tipo de dominio com centro como a bola

B(xg,7) as vezes nao é necessario para manter a desigualdade qualquer x,
/ P L. .

2’ no dominio: é apenas necessario manter a desigualdade para qualquer x

e para pontos situados no segmento x” = xy + 7(x — () entre x e xg, onde

(0 < 7 <1). Vamos nos referir a esta condi¢ao especial de Lipschitz, ou seja,
|F(z) — F(a")|| < L||lx — 27|, Vx & B(z,7), (0<7<1), (4.2)

como a condicdo radial de Lipschitz na bola B(zg,r) com constante L. As

vezes, se for necessario apenas satisfazer
|1F(z) = F(xo)l| < Lllx — zoll, Vz € B(xo,r), (4.3)

chamaremos de condigao central de Lipschitz na bola B(z,r) com constante
L. Além disso, o L na condicao de Lipschitz nao precisa ser uma constante,
mas uma fungao integravel positiva. Se este é o caso, entao (4.2) e (4.3) serao
substituidas respectivamente por

|F(x) — F(a7)|| < / L(u)du, Yz € B(xg,r), (0<7<1)

Tp()
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p(x)
HF@ﬂ—F@@HgZ: Lu)du, Vo € Blao,r),

onde p(x) = ||z — x¢|| e L(u) é uma fungao integravel positiva.

O lema abaixo, é obtido diretamente pelo Lema de Banach.

Lema 4.1.1. Suponha que F tem derivada continua em B(z,r), F'(T)™!

existe e F'(T)"'F' satisfaz a condigio central de Lipschitz com taza L:
p(z)
|F' (@) ' F'(z) - I|| < / L(u)du, Vz € B(Z,r), (4.4)
0
onde L € uma funcao integrdvel positiva. Seja r satisfazendo

/Ummmg1. (4.5)

Entao F'(x) € invertivel nesta bola e

-1

p(z)
MW@*F@MS(}—A meﬁ . (4.6)

Demonstracao: Observe que de (4.5) e do fato de p(z) < r temos,
|F'(Z) ' F'(z) — I| < fop(w) L(u)du < [ L(u)du < 1,
isto implica que
1F' (@) F' () = I < 1,
Agora, fazendo T' = F'(z)"'F'(x) em (2.1) temos que [F'(ZT) " F'(x)] ™! ex-

iste e é igual F'(x)"'F’'(Z) provando assim a existéncia de F'(x)~!. Como
[|F'(z) ' F'(x)||] ! existe, entao novamente por (2.1) e por (4.4) temos,
1 1

L[PG F@ 1] = 1— [/ Liwda

: ( [ L<u>du) ;

Portanto vale a desigualdade (4.6). O

IF' (@) F'@)] <

Nas aplicagoes do Lema (4.1.1), frequentemente tomamos T = z*, onde x* é

um zero de F.
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4.2 Dominio de Convergéncia do Método de

Newton

Nesta secao apresentaremos o primeiro resultado principal desta dissertacao
que consiste em dar condi¢oes mais gerais para estimar o raio 6timo da bola
de convergéncia do método de Newton, conforme Wang [30]. Este resultado

é obtido a partir do teorema que segue

Teorema 4.2.1. Suponha que F(z*) = 0, F tem derivada continua na bola

B(x*,r), F'(x*)™! existe e F'(z*)"'F’ satisfaz a condigao radial de Lipschitz

com tazxa L:
p(z)
1F" (@) [F' () — F'(27)]| S/ L(u)du, (4.7)
Tp(x)
Vx € B(z*,r), 0<71 <1,
onde 7 = a* + 7(x — z%), p(z) = ||x — z*|| e L € nao-decrescente. Seja r
satisfazendo

/T L(u)udu
0 <1. (4.8)

. (1 _ /OTL(u)du) -

Entao o método de Newton é convergente para todo xo € B(x*,r) e

|xn — x| §q2n_1Hx0—x*H, n=12, .., (4.9)

onde

(4.10)



€ menor que 1.

Demonstragao: Seja xy € B(z*,r) arbitrario, onde r satisfaz (4.8).
Vamos mostrar que q determinado por (4.10) é menor que 1.
t
Para este propodsito considere a seguinte fungao real, ¥ (t) = 2 / L(u)udu,
0

tal funcao é nao-decrescente em relagao a t. De fato, para 0 < t; < to, temos:

U(te) —P(ty) = l/OQL(u)ualu - %/01 L(u)udu

t3

1 to 1 t1
= —2/ ——2/ L(u)udu
15 Jo 11 Jo
1 /751 1 /tg) 1 /t1:|
= — +—= - = L(u)udu
(&) = A A
1 /tQ ( 1 1 ) /tl}
= |- +|=5—= L(u)udu
E . \gma) )
pela monotonicidade da L,
1 [ 1 1 b1
Y(ty) —U(t) = |5 +ls—= L(u)udu
t5 Ju 5t 0
1 [ 1 1 t
L(t —/ —i—(———)/]udu
Wizl (G2
1 [ 1 1 t
15 Ju 5 1 0

Logo ¥(t3) > 1(t1), o que mostra que ¢ é ndo-decrescente. Como xy €

v

B(z*,r) = 0 < p(xg) < r e por 7 temos

p(z0) "
ﬁ/{) L(u)udu < %/0 L(u)udu (1)

V(o)) < vlr) = o

Observe que, pela condigao (4.5) obtemos
1 1
<
p(xo) - T
1 —/ L(u)du 1 _/ L(u)du
0 0

(IT).
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Assim de (I) e (II), temos

p(zo) r
/ L(u)udu / L(u)udu
0 0

(p(0))? (1 - / e L(u)du> g (1 - / T L(U)du) |

e multiplicando por p(xy) ambos os membros da desigualdade anterior, obte-

/O ) udu /0 " L(w)udu / " L(w)udu o

mos ¢ = p(m)(l_ /p(zo) L(u)dU) : T2<1 /OTL(u)du> ) T<1O/OTL(u)du> "
< p(ro) < 0

Agora, supondo que z,, € B(z*,r) e tomando 27 = x* + 7(z,, — z*), entao

por (3.3)

Tpi1 —0° = x, — F'(2,) ' F(z,) — 2% = —F'(z,) ' F(x,) + z, — 2*
= F'(xn) '[F(2") = F(zn) + F'(20) (2, — 27))]

= Fn) [=(F) — F@*) + F'(0,) (2, — 2°)]
pelo Teorema Fundamental do Calculo para caminhos, temos
Tppg — 2" = Fl'(x,)7 '~ /01 F'(2")(x, — 2*)dr + F'(2,) (2, — 2¥)]
= Fl(z,)! /1 —F'(27)(zy — 2%)dT + F'(2,) ' F'(2,) (0, — %)
0

Substituindo F'(z,) 'F'(x,)(x, — x*) por fol F'(z,) Y F'(2,) (2, — x¥)dT,

temos

Tpip — 2" = F'(xn)_l/o —F'(x7)(x, — 2")dr —|—/0 F'(z,) ' F(2,) (2, — 2*)dT
— F(a)! /0 (F' () — F'(a")| (2 — 2)dr
— P2 () /0 F@) U (20) — F'(27)](2n — o*)dr-
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passando a norma na igualdade anterior, obtemos
1
|Zn1 — 27| = HF’(fEn)IF/(I*)/ F'(@") 7 F (2) = F'(27)] (20 — @) dr]|
0
1
< HF'(fﬂn)_lF’(x*)H/o |1F" (%) [F' (zn) = F' (@] | (20 — 27)[JdT

Assim por (4.6), condigao (4.7) e resolvendo a integral dupla que segue usando

a expressao (2.4) do Lema (2.2.1), fica

zn)
ner = 2°l] < %) / [ voduotris
A
0

Tomando n = 0,

p(zo)
/ L(u)udu
- p(xo)
1- / L(u)du
0

x1 € B(z*,r).

|z = 27| < = qp(wo) = qllwo —a"|| < |Jzo —2"|| < 7. Logo

Paran =1,

w)udu
o =7l < I — (pl1))?
(1 / )du)
p(wo
w)udu
< k I (plar))?
(1 )du)
B p<xo> - p<x0>

= ¢llwo — 27| < |lzo — 2" <,
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logo x5 € B(z*,1).

Suponha que seja verdade para n = k — 1, ou seja,

p(zk-1)
/ L(u)udu
0

[

k_
C]2 2<P<$0))2 _ q2k—1

32



Isto implica que

N q #1112 q 2k—1 2
2k+172 2k+1,1

= qq p(ro) = q p(0)

< p(xg) <r = xR41 € B(x™, 7).

Assim, temos que (3.3) pode ser mantida um namero infinito de vezes e
por induc¢ao matemaética, como foi mostrado acima, todos x, pertencem a
B(z*,r) e a fungao real p(z,) = ||z, — 2*|| € monotona decrescente.
Portanto para todo n = 0,1,2,... a sequéncia de iteracao do método de

Newton estd bem definida e temos,

p(an) p(zn)
/ L(u)udu / L(u)udu
0 0

|0 — 2] < =

p(zn) p(xn p(xn)
1—/0 L{u)du  p(z,)* (1—/( )L(u)du>

q 2
< -
< ) o p(xn) p(mo)p(%)
plxe)” | 1 —/ L(u)du
0
q %
- s ||z, — x H2

Desta forma (4.9) segue. O

33



Capitulo 5

Unicidade de solucao de equacoes

em Espacos de Banach

Neste capitulo desenvolveremos o segundo resultado principal desta disser-
tagado que consiste em estimar o raio da bola de unicidade de solucao de
equagoes de operadores, apresentaremos também resultados que tratam da
otimalidade da estimativa do raio da bola de convergéncia e da bola de uni-

cidade de solucao.

5.1 Dominio de unicidade de solucao de equacoes

Apresentaremos nesta se¢ao, por meio do segundo Teorema principal desta
dissertacao, uma forma mais geral de lidar com o problema de obter a bola

de unicidade de solucao de equagoes, conforme Wang [30].

Teorema 5.1.1. Suponha que F(x*) =0, F tem derivada continua na bola
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B(x*,r), F'(z*)7! existe e F'(x*) "' F” satisfaz a condigdo central de Lipschitz

com tazxa L:

p(x)
1F/ (") F () — I < / L(u)du, Yz € B(z*,1), (5.1)
0
onde p(x) = ||z — z*|| e L € uma fun¢ao integrdvel positiva. Seja r satis-
fazendo,
1

. /T L(u)(r —u)du < 1. (5.2)
0
Entao a equagao F(x) =0 tem uma unica solu¢ao x* na bola B(x*,r).
Demonstragao: Seja zo € B(x*,r) arbitrario, e considerando a iteragao
Tpi1 = T — F'(2*) ' F(2,),n=0,1,2, ... (5.3)

temos,

v — 2" = x9— F'(2*) ' F(zo) — 2" = —F'(2*) ' F(x0) + 29 — 2*

= —F'(a") 7 [F(z) - F(2") — F'(a")(zo — ")
pelo Teorema Fundamental do Calculo para caminhos, obtemos
1 1
T —zt = —/ F'(z*) ' F (27 (2o — 2¥)dT — / I(zg — z*)dr

0 0

1
= —/ [F'(z*) ' F'(27) — I](wg — z¥)dr,
0

onde 27 = x* + 7(x) — 2¥).

Assim pela condigao (5.1) obtemos,
lor =2 < / IF" (") F (27) = 1| | (o — &%) [ldr
w)dul||(xg — x*)||dT

= // w)dup(xo)dr.
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Observe que p(z7) = Tp(x0),
Entao, calculando a integral dupla que segue utilizando a expressao (2.4) do

Lema (2.2.1), temos
p(xo) p(zo)
|lxr — ¥ < / / w)dup(zo)dr = / L(u)(p(xo) — u)du (5.4)
0

1 t
Como L(u) > 0 temos que a funcdo ¢(t) = Z/ L(u)(t — u)du é mondtona
0

crescente em relagao a t. De fato para 0 < t; < to

o(ta) — () = —/ )(ta — u)d u—— L (t1 — u)du
0

= t_ ()(tQ—udu+—/ L(u)(te — u)du —
2Jo
1 M

i L(u)(t; — u)du

desenvolvendo algebricamente as integrais e colocando L(u)udu em evidéncia,

temos
to
p(t2) — p(t1) = / dU——/ udu—i—/ L(u)du —
0
1 1
— L( )du—/ u)du + — L Judu
t2 0 1 Jo

- [P (3 4) [

1 f2 1 1
Pelo fato de ——/ L(u)udu > — / L(u)du e (———) > 0, temos que.

t t1 1o

oot = [ = [ [+ (L= 1) [ st



Logo, por (5.2),e do fato de p(zo) < r = ¢(p(x0)) < (r) obtemos

p(zo0)
= [ Lot — wdu

Plplan) = = -

< %/TL(U)(r—u)du <1

Assim, por (5.4)

p(z0)
doplan) = [ L(w)(plan) ~ w)du > |7y ~ o7 que mplica
0
s — 2 < gollo — o < llzo — 7| <,

logo z1 € B(z*,r). Desta forma a iteragdo 5.3 pode ser mantida infinita-

mente, e

e, — 2*|| < qo"||zo — 2|, n=1,2,..
Observe que para n — oo temos que lim ¢"||zo — z*|| = 0 = lim ||z,, — 2*|| =
0. Portanto, limz, = z*. Agora, se xy satisfaz F(xy) = 0, temos que

Tp = To = limx, = xy. Assim, pela unicidade de limite de sequéncias temos

que xo = x*. [l

5.2 A otimalidade da estimativa do raio

Nesta secao apresentamos dois teoremas que garantem a otimalidade da es-
timativa do raio tanto da bola de convergéncia do método de Newton como
o raio da bola em que ocorre unicidade de solucao de equagoes, provado nos

Teoremas (4.2.1) e (5.1.1).

Teorema 5.2.1. Suponha que a igualdade ocorre em (4.8) no Teorema (4.2.1).

Entao o valor de v dado na bola de convergéncia é o melhor possivel. Além
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disso, r depende somente de L, mas € independente de F.
Demonstragao: No Teorema (4.2.1) se r satisfaz a desigualdade (4.8), entao
para todo xy € B(z*,r) o método de Newton converge. Agora, quando r é

determinado pela igualdade

/0 L(u)udu ,

r (1 - /0 L(u)du) |

e para algum o na fronteira da bola B[z*,r|, podemos observar que existe F
satisfazendo (4.7) em B(z*,r) tal que a iteragdo de Newton falha. De fato,
tomemos como exemplo a seguinte funcao,

x*—:)c+/ (x — 2" —u)L(u)du, z*<x<z*+r;
F(ZE) = Ox—:c*
x*—a:—i—/ (x — 2" +u)L(u)du, z*—r<z<z*
0

Supondo z* = 0 e tomando g = r, a sequéncia de Newton {x,} para
encontrar o zero da equagdo F'(z) = 0 é dada por z, = (—1)"r que é uma
sequéncia oscilante entre r e —r, mostrando assim que a sequéncia de Newton
falha.

Portanto, a estimativa dada para o valor de r no teorema (4.2.1) é uma
estimativa 6tima para que o método de Newton convirja qualquer que seja
xo na bola aberta B(z*,r) e como pode ser observado pela desigualdade (4.8),

r depende somente de L. O

Teorema 5.2.2. Suponha que a igualdade ocorre em (5.2) do Teorema (5.1.1).
Entao o valor de r da bola de unicidade é o melhor possivel. Além disso, r
depende somente de L, mas € independente de F.

Demonstracao: Da mesma forma que foi demonstrado no teorema anterior,

quando r é determinado pela igualdade
1 T
—/ L(u)(r —u)du =1,
0

r
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existem 2’ na fronteira da bola Blz*,r| e F satisfazendo (5.1) em B(x*,r) tal
que F(2’) = 0. De fato, um exemplo disto ¢ a fungao utilizada na demon-
stracdo do teorema anterior em que ' = r e z* = 0 . Logo, a estimativa
dada para o valor de r no teorema (5.1.1) é uma estimativa 6tima para que
se tenha unicidade de solugao e como pode ser observado pela desigualdade

5.2), r depende somente de L. O
(5.2), r dep
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Capitulo 6

Consequéncias dos resultados

principais

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre importantes corolarios que es-

tao relacionados aos Teoremas (4.2.1) e (5.1.1), apresentaremos também um

estudo sobre a determinacao de um zero aproximado.

Antes de apresentar os corolarios, observe que:

(i) quando consideramos L uma constante em (4.7) e em (5.1) podemos obter,
2

tir d alculo inte 1 er=—=er=—
a partir do calculo 1n ral, qu ;
p g ) 3L [7

2
(ii) quando consideramos a funcao L(u) = ﬁ em (4.7) e em (5.1)
5— 17 1
podemos obter, pelo calculo integral, que r = (4—) er = 7
2 i
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6.1 Corolarios

No estudo do método de Newton a hipoétese de que a derivada é Lipschitz-
continua é considerada tradicional. Smale (1997) tem introduzido, em seus
ultimos trabalhos, a hipotese de analiticidade. Nesta se¢ao veremos como
estender a estes dois tipos de hipoteses e trazé-las juntas em uma hipotese
uniforme.

Primeiramente, combinaremos os Teoremas (4.2.1) e (5.1.1) com os Teoremas
(5.2.1) e (5.2.2) e tomando L como uma constante, os dois seguintes coroléarios

sao obtidos diretamente.

Corolario 6.1.1. Suponha que F(z*) =0, F tem derivada continua na bola

B(x*,r), F'(x*)™! existe e F'(z*)"'F’ satisfaz a condigao radial de Lipschitz

|F' (") [F' (2) = F'(2N)]|| < (1= 7)Lf|z — 2],
Ve € B(z*,r), 0 <7 <1,

2
onde L € um numero positivo, 27 = x*+1(x—z*) er = eV Entao o método

de Newton é convergente para todo xoy € B(z*,r) e para
= Uz
2(1 = Lljzo — a*[|)’

(6.1)
a desigualdade (4.9) seque. Além disso, o valor de r é o melhor possivel.*

Demonstragao: Para provar este corolario, basta mostrar que

S o]
2(1= Lllzo = ')

¢ menor que 1. Vejamos,

Observe que, utilizando (4.10) no teorema (4.2.1), temos
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T 2
L/ udu j
L _ *
_ |20 — H* < (R plzo) = — 2 p(zo) =
2(1 — L||xg — *||) 2 (1—L/ du) r2(1 — Lr)
0

Assim a desigualdade 4.9 segue e o método de Newton converge, qualquer

que seja xp € B(x*,r). O

Corolario 6.1.2. Suponha que F(z*) = 0, F tem derivada continua em
B(z*,r), F'(x*)™! existe e F'(z*)"'F" satisfaz a condigdo central de Lips-
chitz:

|F' (")~ F'(x) = I|| < Lllz — 2", Vo € B(a",r),

onde L umé nimero positivo e r = —. Entdo a equagio F(z) =0 tem uma

L
unica solugdo x* na bola aberta B(z*,r). Além disso o valor de r é o melhor

possivel e independe de F.

Observagao 6.1.1. Utilizando a condi¢ao de Lipschitz tradicional, o Coroldrio
(6.1.1) foi obtido por Traub e Wozniakowski [29] e Wang [32], no entanto o
Coroldrio (6.1.2) nao é mencionado pela literatura que trata sobre o método
de Newton.

Para os Corolarios seguintes, combinaremos os Teoremas (4.2.1) e (5.1.1) com
os Teoremas (5.2.1) e (5.2.2), tomando

2

(1 —=~u)?

Corolario 6.1.3. Suponha que F(z*) =0, F tem derivada continua na bola

B(x*,r), F'(z*)7" existe e F'(x*)"'F’ satisfaz a condigao radial de Lipschitz,

L(u) =
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1sto é€:
1 1

/.%'*_1 /.%'— /l'* (r — * o '

Vo € B(z*,r), 0 <7 <1,
(5 —V17)

4y
método de Newton em (3.3) é convergente para todo xo € B(x*,r) e para

onde v € um numero positivo e r = . Entdo a sequéncia gerada pelo

_ Vzo — =7
1 —dyllzo — ¥ + 2(7[lzo — 2*[])*’

q

a desigualdade (4.9) seque. Além disso, o valo de r é o melhor possivel e independe

de F.

Demonstragao: Como foi feito no Corolario (6.1.1), devemos mostrar

que q = PnyO — ] T € menor que 1, vejamos.
1 —4y[xo — 2*|[ + 2(vl|xo — z*|])
o — | [ peyuts
q = < . (o)

1= dyfzo — 2| + 2(vl[z0 — =*[])?

(- f TL(u)du)p

r U ,YTQ
B T =T
T 1 p([lfo) ) 1 ,O(ZEo)

o ) )
2o (0)

4r " P{To
5—\/ﬁp( 0) r

4

Portanto a desigualdade (4.9) segue e o método de Newton converge, qualquer

que seja xg € B(x*,r). O

Corolario 6.1.4. Suponha que F(z*) =0, F tem derivada continua na bola
B(x*,r), F'(x*)! existe e F'(x*)" F" satisfaz:

1
(1 =llz = =*[))
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1
onde v € um numero positivo e r = o Entao a equagio F(x) =0 tem uma
Y
inica solugao x* na bola berta B(x*,r). Além disso, o valor de r é o melhor

possivel e independe de F.

Observagao 6.1.2. Utilizando a hipdtese de que F € analitica e satisfaz
| F' ()P F® ()| < kIy*=Y k= 2,3,..., o Coroldrio (6.1.3) ¢ provado

por Smale [26] e o Coroldrio (6.1.4) é provado por Dedieu [6] para o valor de
5T
=4

Observagao 6.1.3. Usando os Teoremas (4.2.1) e (5.1.1), obtemos também

r , no entanto este r nao € melhor raio possivel.

algumas novas propriedades essenciais sobre a convergencia do método de
Newton e a unicidade de solugoes de equagoes. Nos sequintes exemplos, con-

sidere ¢ uma constante positiva arbitrdria.
Exemplo 5. Tomando
L(u) = 2¢y(1 = yu) >,

obtemos que se o lado direito em (6.2) € substituido por

Cc C

A=z —a*))> (1 —=7ylle —2|])*

temos que
~ 3c+2—+/c(9c+38)
B 2(c+ 1)y
e
crlzo — =7
q

1 =2(c+ Dyllwo — 2* [+ (e + D(yllwo — 2*[])*
Se o lado direito em (6.3) € substituido por

C
(T—Allz—a)2
entao
1
- (c+ 1)y
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Exemplo 6. Tomando

Lw) = 207(1 = )"

obtemos que se o lado direito em (6.2) € substituido por

c C

VIi-Allz—z]] V1-7mllz -]

Entao
V3(c—1)2+16c— (3¢ — 1)
r =
2(c+ 1)y
€
yl|wo — 7|

q= .
2= (c+2)llzo — 27| + (2 = (e + |20 — 2*[)) /1 = 3|20 — 2*]]

Se o lado direito em (6.3) € substituido por

C
V1=7llz— 2]

entao ]
-, se ¢<1
Y
T =
4c
m, se c> 1.

Exemplo 7. Tomando

cy _
L) = G0 =) 7,

obtemos que se o lado direito em (6.2) € substituido por

cv/1=mlz = 2*|| = ev/1 = 9llz — 7],

TR ee)




I 1 — /1 —9llzo — 2*[[ + Ylwo — 27|
31+ /1 —7llzo — 2*[| = ev||wo — 27|
Se o lado direito em (6.3) é substituido por c(1 — /1 —v||x — z*|]), entdo

se ¢ <3,

1
v

=3 13 9 9 3 9 9\* 3
; §+4_c_@_\/<§+4_6_@) (- se c¢> 3.

6.2 Aplicacoes para a determinacao de um zero

aproximado

Smale [25] primeiramente propos a definicdo de um zero aproximado do
método de Newton. Posteriormente verificou-se que tal propriedade, nao
abrangia a propriedade de convergéncia quadratica do Método de Newton
e nao foi conveniente aplicar no estudo de zeros da complexidade computa-
cional. Assim, ele propds novas definigdes de aproximagao de zeros de dois
tipos(Smale [26]), o segundo tipo de defini¢do para aproximagao de zeros é
dado em suas novas obras(Blum e outros, [3]; Smale [27]). A defini¢do que

segue ¢é baseada na definigao da segao (2.3).

Definigao 6.2.1. Se zy € X tal que a iteragcao de Newton (3.3) para F :
1
D C X — Y esta bem definida e (4.9) € satisfeita para q = 2 entdo o €

chamado de zero aproximado do zero adjunto x* de F.

Pelo exemplo 5 da segao (6.4), calculando ¢ a partir da equagao

B co
C1-2(c+1)§+ (c+1)02

q
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encontramos

(2¢+1)(c+1)—1—+/c(2¢+1)2(c+1) — 1

0= 6.4
2q(c+1) (64)

Assim, temos o seguinte Teorema,
Teorema 6.2.1. Suponha que F(z*) = 0, F tem derivada continua em

J
B(z*, =), F'(x*)! existe e F'(x*)" F" satisfaz:
~

I =R el < @ e =l — e

)
V{EGB(ZB*,;), 0<7<1, (6.5)

onde ¢, v e q sao numeros positivos com 0 < q < 1 e d € determinado por

(6.4). Se xq satisfaz
Yzo — || <9, (6.6)

entao o método de Newton (3.3) estd bem definido e (4.9) € satisfeita. Em

particular, se
2c+1—+/c(4c + 3)
c+1

To € um zero aproximado do zero adjunto x*.

Yo — ™| <

Y

Quando F ¢ analitica em B(x*,—), a condigao (6.5) é satisfeita por F tal
g

que,
1 /(=1 g, n—1
I F (@) F @) < e, n<2 (6.7)

Na verdade, usando (6.7) temos

2cy
(1 =lle —a)*

n(n —1)ey" o — """ =

WE

1F" (") P (2)]| <

[|
o

n
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Assim (6.5) segue.
Tomando ¢ = 1, entdo para g = %, (6.4) da o valor

:3_\/7

0 :
2

que foi obtido por Smale [26].

Além de ¢ = %, hé& outras opgoes para q ( veja Chen [5]). Mas q deve
ser fixado caso contrario a convergéncia quadratica uniforme desparece e a
defini¢do ¢ a mesma que a de Smale [25].

Além de ¢ = 1, ha também outras opg¢oes para c. Uma combinagao interes-
sante entre ¢ e q pode dar um resultado muito simples. Na verdade, se c é

tomado como
1—2q+¢
c=—""-
1+ 2q — ¢?
na condigao (6.5) ou (6.7) no Teorema (6.2.1), entdo o d no lado direito de

(6.6), que é determinado por (6.4), pode ser tomado como
0=q.
Desta forma, temos o seguinte corolario,

Corolério 6.2.1. Suponha que f(z*) = 0, F é analitica em B(z*,1/7), F'(x*)~!
existe e para algum q € (0,1) temos

1 1-2 2

= F(@) P @) € pgt ™ nz 2
n! 142q—¢?

Se x satisfaz

Mzo = 2" <Allwo — 27| < g,

entao o método de Newton (3.3) estd bem definido e (4.9) € satisfeita. Em

particular, se

1 1. *\—1 pn/, * ’Yn_l
) ) < 2
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iz - 2l < 5,

xo € um zero aprozimado do zero adjunto x*.
Os exemplos 6 e 7 da se¢ao (6.4) também dao outras formas para o limite
no lado direito de (6.7) que pode ser aplicado ao estudo de complexidade

computacional. Por exemplo, o exemplo 6 d4 uma bola de convergéncia do

método de Newton sob a condicao

1 1/ x\—1 my/ % (271—3)'
HHF (z*) F"(27)]] < QT
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Capitulo 7

Teorema da Funcao Inversa em

Espaco de Banach

Na tnica se¢ao deste capitulo, faremos um estudo da menor estimativa exata
para o raio da bola B(F'(zg),e) C Y (dominio) onde o Teorema da fun¢ao in-
versa (local) para o operador linear F é verificado. O conteiado deste capitulo

¢ baseado em Wang [31].

7.1 O dominio da Funcao Inversa

De acordo com o Teorema da Inversdo Local citado na se¢ao (2.1), existe
uma fungéo inversa F, ! definida em alguma bola aberta B(F(x),e) C Y
com as seguintes propriedades:

(1) £ (F (@) = o, F(F'(y)) =y, Vy € B(F(x0),2) CY;

o o

(i) F! é diferenciavel.
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Para desenvolver os resultados desta secao, assumiremos que F tem derivada

1

continua na bola B(xg,r), F'(xo)"! existe e F'(z) ' F’ satisfaz a condigao

central de Lipschitz com taxa L,
p(z)
| F'(z0) ' F'(z) — I|| < / L(u)du, ¥z € B(xg,r), (7.1)
0

onde p(x) = ||z — x¢|| e L é uma fun¢ao integravel positiva no intervalo (0, 7).

Pelo Lema de Banach, quando ry < r, para todo x € B(xg,70), F'(z)~! existe

e
/(@) F ()| € —— o (7.2
1— fop(x) L(u)du
onde ry satisfaz
/TO L(w)du = 1.
0
Teorema 7.1.1. Suponha que r > 1o e b = [[° L(u)udu. Entdo sob as

hipdteses da condi¢ao (7.1), temos

b
B (”@“0)’ W) < F(Blao,m)),

e na bola aberta a esquerda, Fgc_o1 existe e € diferencidvel. Além disso, o raio

da bola € o melhor possivel.

O teorema anterior seré provado a partir dos seguintes resultados:

Lema 7.1.1. Seja
t
h(t):ﬁ—t+/L(u)(t—u)du, 0>t>R,
0

onde R satisfaz
1 (R
}—%/0 L(u)(R — u)du = 1.
Entao quando 0 < 3 < b, h é mondtona decrescente em [0, 74|, e mondtona

crescente em [ro, R| e
h(B) >0, h(rg) =B—0b<0, h(R) =/ > 0.
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Além disso, h tem um wnico zero em cada intervalo, denotados por ri e rs.

Eles satisfazem
ﬁ<r1<r—b0ﬁ<ro<r2<R. (7.3)

Demonstragiao: E 6bvio pelo sinal de /() = —1 + fo u)du que h(t)
é monoétona por partes. Pela positividade de L, vemos que em relacao a t

=1 fo )(t — u)du &€ mondtona crescente. De fato, para 0 < t; < o,

o(ta) —p(t) = i i L( )(tg—udu——/ w)(ty — u)du

= —/ tg—udu—i——/ u)(ty — u)du —

- t1 L( )t — u)du

1 2
:/ w)du — — L udu—i—/ L(u)du —
0 ta2 Jo
1

1
- = L( )du—/ L(u du—l——/ L(u)udu
t2 t1 0

[ [ G 2) o

I 2 11
Pelo fato de _t_/ L(u)udu > —/ L(u)du e (———) > 0, temos que.
2

t1 t1 tl t2

ot —ptt) = [ = [ [+ (L= 1) [ st
— (% _ %) /Otl L(w)udu > 0

Assim temos, 5 <r = h(Tl) +r = 5 + 90(7’1)7"1 < ﬁ + 90(7“0)7’1 _ 5 i
% OTO L(U)(TO—U)du.Tl == /8+T1_%T1.
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Por este lema, o teorema (7.1.1) implica em uma proposigao mais precisa,
como segue abaixo. Para este proposito, vamos supor que a desigualdade

7.1) pode ser estendida para a fronteira, isto é
(7.1) p p , ,
p(z)
| F' (zo) L F'(z) — I|| < / L(u)du, Yz € B(xg,r). (7.4)
0

Proposigao 7.1.1. Suponha quer >rie0 < <b= OTO L(u)udu, onde

¢ determinado pelo lema (7.1.1). Entdo, sob as hipdteses da condigao (7.4),

5 -
b (MO” W) < F(Blzo. o))

e na bola fechada a esquerda F:;)l existe, € diferencidvel e suas derivadas
F; 'y) = F'(x)"! em y = F(x) satisfaz (7.2). Além disso, na bola fechada

da 1magem, o raio r1 € 0 menor possivel.

Demonstracgao: Escolha arbitrariamente

B
ve s (Pl e ) o

consideremos duas sequéncias z,, C X e t,) C R, dadas respectivamente por

Tn+1 :ZEn—F,(iEo)_l(F(.CEn) _y)a n = 071727"'a (76)

tn+1:tn+h(tn>> t0:07 Tl:O,l,Q,"'

Primeiramente, pelo fato de que h(t) + t é mondtona crescente com relagao
atety=0<t =0 <ry temos por indugao que t, € mondtona crescente
em relagdo a t e é menor que 1. Assim ¢, converge para ry.

Entao por inducao, para todo n provaremos que
[Znt1 — nll < tnps — o (7.7)
Por (7.3) e (7.5),
s —aoll = lleo—(F'(20)) ™ (F(20)—y) ~aoll < |(F"(20) " I F (20)~yll < B = ti—to < r1.

33



Assim (7.7) é verdade para n = 0. Agora suponha que (7.7) seja vélida até

algum n — 1. Para 0 < 7 < 1, defina
Tpn—1+r = Tp—1 + T(xn - xn—l) € tp14r =tp1+ T(tn - tn—1)~

Assim, temos

IN

Tp—147 — To |21 = @ol| + lz2 — @1l + . + ([Tt — Tnal| + 7l|Tn — 0]
< (th—to)+(ta—t1)+ .o+ (tpoy — tno) +7(tn — th1)
= tp1yr —to=th 14 <T1 T
Deste modo, pela igualdade
Tt = Ty = —F'(w0) " (F(z) —y) = —F'(w0) ' F() + F'(20) 'y
= —F'(wo) " Flan) + F'(x0) ™ (F(n-1) + F'(20) (20 — ¥n-1))
= —F'(x0) ' [F(zp) + Fwn-1)] = F'(w0) " F'(0) (w0 — 1)

pelo Teorema Fundamental do Calculo para caminhos, temos

1
Tyl — Ty = —F'(:z:o)l/ Flxn 1+ 7@, — 20 1)) (@n — 2 1)dr — I(2p — Ty 1)
0

= —/0 [F'(20) ' F'(2n-14+) — 1] (2n — Tpa)dr

passando a norma na igualdade anterior, fica
1
[@ner —zall = | —/ [F"(20) " F'(@n-147) — I)(2 — wp1)d|

< | / F(20)  F (2n-14r) — Ill[(@n — 2ns)lldr

e por (7.1), obtemos

xn 1+T
T swae, - 2l
L pllen- 1+T*x0||)

/ (w1 1) d

trn— 1+T
/ tn_l)dT

o4

Hxn+1 _:EnH <

[e=]

IN

I
S—S— —

[e=]



resolvendo a integral dupla que segue usando a expressao (2.4) do Lema

(2.2.1), temos
1 tn71+7'
|1 — znl] < / / L(u)du(t, — t,_1)dT
0, /o .
_ / L(u) (b — w)du — / L(w) (b s — u)du
0 0

— tn+1 - tn.

Isto mostra que (7.7) vale para todo n.
A desigualdade (7.7) indica que a sequéncia z,, € de Cauchy, conforme o lema
(2.1.1), e portanto é convergente. Tomando o limite com n — oo em ambos

os lados de (7.6), vemos que lim z,, = z satisfaz
F(z) =y (7.8)
Também, ja que ||z, — xo|| < r1, temos
v =F,'(y) € F(B(zo.11)).

Por esta razao temos que provar que x satisfazendo (7.8) é tnico na bola
fechada. Isto sera mostrado com a prova da préoxima proposicao. Finalmente,

a diferenciabilidade da funcao inversa segue por (7.2).

Observacao 7.1.1. Ezceto para a diferenciabilidade da fung¢do inversa, a
proposicao acima € também verdade para 3 = b.
Além da proposigao (7.1.1), temos a seguinte proposigao, que é chamada de

o teorema da separacao de ramo.

Proposicao 7.1.2. Suponha query < r <ro e < f <b, ondery,ro eb

sao determinados pelo lema (7.1.1) e teorema (7.1.1). Entao sob a condi¢do

(7.4),

5 B
B (F(xo), m) () F(B(xo,70) \ B(zo, 1)) = 0.
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Demonstracao: Escolha arbitrariamente

B
Y € B (}7(1'0)7 W s 33'6 € B(l’o,?“), (79)

o s
isto implica que ||F(zo) — y|| < TF (o
Seja

2l =), — F'(vo) "(F(2)) —y), n=0,1,2,---,

t;’t+1:t;1+h(t’:'1)7 t6: ||x6—$0||, n:07172a
Assim

Tppr = Tor = 2, — F(a0) " (F(2)) = y) — 2 — F'(0) 7 (F(2) — y)
= @), — @ — (o) " F(x7,) + F'(20) "'y + F'(0) ™ F(xn) — F'(20) "y

— ol =2, — Pag)  (F() — Fz)

n

pelo Teorema Fundamental do Calculo para caminhos, temos
1
Py =t = Ha =) = [ Flan) (P o+ 7l = )], — a)dr
0
1 1
= / I(z], — x,)dT — / F'(zo) Y(F' (2, + 7(2, — 2,)) (2, — 2,)dT
0 0

_ _/0 (F'(29) " F'( + (2 — ) — ) (&, — 2,)dr

Assim, procedendo como na prova de (7.7) temos que
2!, — xn|| <, —t,, n=0,1,2,...

Consequentemente, z/, também ¢é convergente e limz/, = x = limx,. Por-

tanto, existe somente um x € B(zg,71) na bola aberta B(z,r) que satisfaz

(7.8). O
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Observagao 7.1.2. A prova das Proposi¢oes (7.1.1) e (7.1.2) podem ser
vistas como provas dos teoremas de existéncia e unicidade sobre a solu¢ao da

equacdo F(x) =1y, e as hipdteses (7.5) e (7.9) podem ser substituidas por

|1 F' (o)~ (F(20) — )|l < 8.

Consequentemente, juntando y = 0 e ||F’(zo) "' F(x¢)|| = 3, temos o seguinte

teorema

Teorema 7.1.2. Seja § = ||F'(xo) ' F(xo)|| < b. Assuma quer; < r < ry
se 3 <b, our =1 se3=0, ondery, 9 € b sio determinados pelo Lema
(7.1.1) e Teorema (7.1.1). Entdo sob a condicao (7.4), a equagao (4.1) tem

uma unica solugao

" € B(xg — F'(xo) 1 F(x9),m1 — ) C B(xg,11)

na bola fechada B(xo,T).
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Consideracoes Finais

Esta dissertagao faz um estudo detalhado das estimativas exatas para o raio
da bola de convergéncia do método de Newton e da bola de unicidade de
solucao de equagoes em espacos de Banach, acrescentamos ainda um estudo
sobre uma estimativa para o raio da bola em que o teorema da funcao in-
versa se aplica. Este estudo segue as idéias abordadas nos trabalhos de Wang
[30, 31]. A partir dos resultados desenvolvidos neste estudo, foi apresentada
condicoes mais gerais para lidar com estas questoes. Observamos que a es-

5—+/17
4

timativa para o raio r = obtida por Smale [26], e a estimativa do
raio r = 2/(3L) obtida, indepezldentemente, por Traub e Wozniakowsky [29]
e Wang [32] sdo garantidas como consequéncias dos principais Teoremas ap-
resentados nesta dissertagao.

Além de ser tutil na anélise do dominio de convergéncia do método de New-
ton e do dominio de unicidade de solugao, os resultados apresentados nesta
dissertacao e suas consequéncias sao também tteis no estudo da Teoria de
Complexidade Computacional [27] e melhoram importantes resultados rela-
cionados as premissas de Kantorovich [12, 13| e Smale [26].

Concluimos esta dissertacao enfatizando sua importancia no sentido de que

os resultados obtidos por Wang na referéncia [30] unificam resultados ante-

riormente obtidos por Traub e Wozniakowsky [29], Wang [32], Smale [26] e
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Dedieu [6] tornando-os assim casos particulares deste trabalho. Outro fato
relevante, é que o artigo de Wang [30] desenvolvido nesta dissertac¢ao serve
de base para que o estudo sobre a andlise de convergéncia do método de
Newton e suas modificagoes e o estudo da unicidade de solucao de equagoes
de operadores se estendessem para outros espagos, como é o caso da pesquisa
de Ferreira e Svaiter |9] que faz uma anélise de convergéncia do método de

Newton em variedades Riemanniana
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