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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos o problema de Analise Dis@intg, seus objetivos e
exemplos de aplicagBes, descrevemos, também, a propasédbdiino e sua organizacéo

1.1 A Analise Discriminante

O problema abordado em Analise Discriminante(AD) é alamajetosa classes
previamente definidas. Os objetos podem ser pessoas,lpikals em imagens digi-
tais, etc., e as classes designam as categorias nas qubjetos devem ser classificados.
A AD também é denominada na literatura coReconhecimento de Padrdes Supervisio-
nado(RPS) (Hastiest al. [10]).

As aplicacdes de AD ocorrem em diversas areas de estudo€raiace tecnologia.
Engenharia, biologia, psicologia, medicina, marketingd® computacional, sensoria-
mento remoto, inteligéncia artificial, sdo alguns exemgareas em que ha necessidade
de classificar objetos em classes definidas para o problenségdeoado. Exemplos de
algumas situacoes:

Detectar tipos de poluicdo industrial, num espaco geogréafic

Detectar células anormais em imagens digitais de amosdrsargjue;

Identificar pecas defeituosas em um processo de producamegiorde imagens
digitais;

Identificar alvos por meio de sinais de radar;
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Classificar plantas em diferentes espécies;

Identificar suspeitos de crimes por meio da impresséao digita

Classificar assinaturas em imagens de documentos coms alseerdadeiras;

Classificacdo de diferentes tipos de solo em imagens déesitél

Para as situagcdes expostas acima, que sdo muitas vezesrsmias com esforgo hu-
mano, muitas pesquisas em ciéncia e tecnologia almejartvédss de maneira mais
pratica, automatizando tanto quanto possivel os procedoseecessarios. Com a dis-
ponibilidade cada vez maior de recursos computacionaigpsdestes processos de au-
tomatizacao ja sao perfeitamente viaveis. (&ial.[11], Hastieet al. [10]).

Nos problemas em AD os objetos sdo descritos por um conjunt@daveis, sele-
cionadas de forma que sejam capazes de diferenciar os ®lojeto relacdo as classes
consideradas no problema a ser resolvido. Este conjuntardesgis € denominadator
de caracteristicasque denotamos pot’ = (Xy, ...,Xp) que e suas variaveis sdo deno-
minadas variaveis preditoras, cujas observacoes sao auraedes feitas sobre o objeto
a ser classificado, quantificando assim caracteristicasirdinantes, ou seja, aspectos
relevantes para distin¢cdo de classes. Desta forma, umdagms o problema em AD
consiste em, observado o vetor de caracteristicas par® @bja classe é desconhecida,
associa-lo a uma das classes definidas para o problema gaensajs apropriada ao valor
do vetor de caracteristicas apresentado pelo objeto. Bardaa esta questdo, torna-se
necessario desenvolver um procedimento que permita ingpitemesta alocacéo, deno-
minado declassificador

Na literatura as vezes a AD é apresentada na categoria dempashde clasificacao
conjuntamente com Analise de Agrupamento (AA), em ingsstering(ver, por exem-
plo Johnson & Wichern [12] e Ripley [24]). Em AA o objetivo éfear grupos com base
nas observagfes do vetor de caracteristicas e ndo ha gasgesnente definidas.

Neste trabalho ndo abordamos a questdo da extracao e siegditaveis para com-
por o vetor de caracteristicas, para esta questéo ver, porpds, Steel & Louw!|[25],
Maugiset al.[18] e Theodoridis & Koutroumbas [26, Cap. 5]. Assumindo questor de
caracteristicas € formado pelas variaveis mais relevaateso problema, nés abordamos
a questdo do desenvolvimento do classificador.



1.2 Abordagem Estatistica para AD

Para entendermos essa abordagem, segundo Pereira [2@h@odupor a seguinte
situacdo: suponha um problema ctMnclasses e considere uma variav¥ejjue assume
valores em{1,2,...,M}. O valor deY indica a classe a qual pertence um dado objeto.
Pressupomos que existe uma fun¢éo desconh@¢iglgue associa X o valor deY. Um
problema consiste em estimar essa funcdo desconhecidanda, eontruir um classifi-
cadorr(.) que aproxime a fun¢&g(.). Em AD dispomos de observacdes detor de
caracteristicagara objetos em cada uma das classes. A abordagem estatistiela o
vetor de caracteristicas como um vetor aleatério= (Xg, X, ...,Xp), OU seja, suas com-
ponentes sdo consideradas como variaveis aleatoriasc&ttaalasse, 0 comportamento
de X é modelado por uma distribuicdo de probabilidade que é deaaiadistribuicdo
condicional da classeNessa modelagem, para cada classe é também incluida a proba
bilidade do objeto provir da classe, sendo esta probad#ideenominadarobabilidade
a priori. O objetivo é descrever a incerteza inerent€, rocurando caracteriza-lo em
termos de seu comportamento mais representativo.

Neste trabalho, empregamos as distribuicbes condicieremgprobabilidadespriori
por meio doTeorema de Baygsara a obtencdo da probabilidaggosteriori que é a
probabilidade de um objeto pertencer a uma determinadseglasndicionada ao valor
observado do vetor de caracteristichs A metodologia de classificagdo consiste em
alocar o objeto a classe com maior probabilidadeosteriori Um classificador entéo
€ construido, isto €, uma regra para classificar futurasnadogges cujas classes sejam
desconhecidas.

1.3 Proposta do Trabalho

As misturas finitas de densidades séo extremamente efjgata modelar distribui-
¢cOes desconhecidas arbitrariamente complexas, inclugigeesenca de multimodalidade
(McLachlan & Peell[19]). Alguns trabalhos na literaturagatigam o emprego de mo-
delos de misturas finitas de densidades para modelar abuighes em problemas de
AD. Dentre estes trabalhos temos Pereira [22] e Fraley &gRalf], que empregam
misturas finitas de distribuicbes normais multivariadasdrews & McNicholas|[1] que
empregam misturas finitas de distribuicdesultivariadas.

Alguns trabalhos empregam misturas finitas de distribsig@simétricas, porém, no
contexto de AA com uma abordagem denominAgaupamento Baseado em Modelos



(Hastieet al.[10]). Wanget al. [28], Lee & McLachlan|[13] e Lee & McLachlan [14]
empregam misturas finitas de distribuicdes t assimétrieasencontexto, ou seja, 0s gru-
pos vao sendo formados, modelados por uma distribuicda festilia para cada um
deles.

O objetivo geral é investigar o emprego de misturas finitagetesidadesiormais
assimétricae det assimétricapara modelar as distribuicbes das classes em problemas
de AD. A justificativa para tal € que as misturas finitas, emuwun com potencial de
modelagem das distribuicbes assimétricas, podem companodelo que seja capaz
de ajustar satisfatoriamente distribuicbes que apresemteltimodalidade e assimetria,
como é o caso em muitas aplicacdes de AD.

Como objetivos especificos:

e Revisao de literatura sobre todos os conceitos envolviddesenvolvimento desse
trabalho;

e Simulacdo computacional de problemas com especificadagugas de distribui-
¢Oes nas classes;

e AplicagGes com dados reais da literatura e, em particudan, wm problema ainda
ndo abordado com métodos estatisticos.

Na secao seguinte sera descrita a organizacao do trabalho.

1.4 Organizacéao do Trabalho

Esta dissertacéo estéa dividida em seis capitulos. Estéu@apicom a Introducdo. No
Capitulo 2 apresentamos a definicdo de Mistura Finita deiDesess (MFD), o método de
estimacéao para esse modelo via algoritmo EM. Abordamosalglimas particularida-
des desses modelos, como a identificabilidade de MFD e awestde dados incompletos
para o problema de misturas.

No Capitulo 3, apresentamos a definicdo de Familia Normahm&ssca Indepen-
dente (NAI), em particular a distribuicdo normal assineétrultivariada e a distribuicdo
t assimétrica multivariada, e o processo de estimacaoguaittho EM. Para essas distri-
buicdes foi definido o Modelo de Mistura Finita de Distridieg Normais Assimétricas



Independentes (MF-NAI) Multivariadas e a metodologia @eeatimacdo dos parametros
envolvidos neste modelo também via algoritmo EM.

No Capitulo 4 a abordagem é sobre Analise Discriminante;aitos e algumas apli-
cacdes. Definimos ainda o classificador de Bayes e o classificee maxima verossi-
milhanca. Nesse contexto, discutimos a abordagem de ADegjapdo mistura finita de
densidades.

No Capitulo 5 séo apresentados os resultados obtidos podogestudos de simula-
cOes e aplicacbes com dados reais da literatura e com dade®rginais, com 0s quais
ainda néo tinha sido empregada uma metodologia estatiigticiassificacao.

As conclusdes e sugestdes sdo apresentadas no Capitulo 6.

No Apéndice A sédo apresentados os programas implementedtestrabalho.



Capitulo 2

Mistura Finita de Densidades

Neste capitulo apresentamos a definicdo de mistura finit@mdhdes e suas prin-
cipais particularidades. Discutimos a estimacao dos sadsretros por maxima veros-
similhanga, via algoritmo EM (do termo em ingl&xpectation and Maximizatignos
resultados pertinentes a esta abordagem e o critério dgisale modelos BIC (do termo
em inglésBayesian Information Criteriop adotado no trabalho.

2.1 O Modelo de Mistura Finita de Densidades

Um vetor aleatoriok = (Xq, Xz, ...,X,O)T tem distribuicdo dada por unmaistura finita
de densidade@viFD), comg componentes, se sua densidade é da forma

g
f;@) =3 pifj(x0)), (2.1)
=1

ondep; >0, j=1,...,9, com Z?:l pj = 1, séo chamadgsesos da mistura densidade
fi(.;6;) € denominada g-ésimacomponente da misturendexada por um vetor de pa-
rametrosfj e © = ((py,...,Py)".01,...,04)T. A FiguralL.l apresenta um conjunto de
dados ajustados por uma MFD normais univariadas, gen8. Observe que o conjunto
de dados apresenta uma distribuicdo complexa, com mulsidede, situacdo em que
uma Unica familia paramétrica de distribuicdes ndo pro@duzima modelagem satisfato-
ria.
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Figura 2.1: Dados ajustados por uma MFD normais univarjadesg = 3.

A Figura[1l.2 apresenta um conjunto de dados ajustados porMiRfa normais
bivariadas, cong = 2. Observe que este conjunto de dados apresenta tambémairira di
buicdo complexa, com multimodalidade.

Contour plot for Normal

Figura 2.2: Dados ajustados por uma MFD normais bivariagasg = 2.

Para o emprego do modelo definido émi(1.1), é necesséaricaesiparametros em
©® que, na maioria das aplicagcfes, é implementado pelo mémdoadima verossimi-
Ihanca (ver, por exemplo, McLachlan & Peel[19] e Lee & McLach13]). No caso de
MFD a estimacédo de por maxima verossimilhanca exige o erogtegnétodos numéri-
cos de maximizacdo e 0 mais comumente empregado € o algdr(de Expectation
and Maximization algorithm) (Dempstet al. [6]). Na definicdo apresentada, o nUmero
de componenteg esta fixado, no entanto, na pratica seu valor é desconhezidio sie-
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cessario estima-lo a partir de dados observadosXai@asta questdo de estimgupode
ser abordada no contexto 8elecao de Modelpsom o emprego de uma funcgao-critério
cuja otimizacg&o indique o numero de componentes adequadisaos.

2.1.1 Identificabilidade de MFD

Segundo McLachlan & Peel [19] a estimagédo de um paran®@trpara uma distri-
buicdo f(x,®), baseada nas observacdesxdeso faz sentido s® é identificavel, isto
€, possuir uma caracterizacao Unica a partir de seus pao&m&m geral, uma familia
paramétrica de funcdes densidades de probabilidéde®) é dita ser identificavel se
valores distintos d® determinam membros distintos da familia de densidadea. iear
isso, considere a familia de distribuicéo

{f(;0):0 € Q},
ondeQ é o espaco paramétrico especificado. Entédo

f(;0)=1(;0)
se, e somente se,

0=0"

A identificabilidade no caso de mistura de densidades, apt@sima caracteristica
mais especifica. Como exemplo, considere uma mistura dedénaglades normais uni-
variadas com médigs e Lo, e variancias iguais a 1. Temos

f(x;,0)= %exp{—%(x_ ul)ﬂ + %Texp[—%(x_ Hz)z] )

onde® = ((p1,p2)", 1,13 )T. Note que, com os valores dos pardmetros fixados, se
permutarmos os indices e® a densidadd (.|®) terd o mesmo valor em cadac R.
Portanto, para a identificabilidade no contexto de mistanascessario mais uma condi-
céo, a dgpermutabilidade

SejaZ = {Y(x;0) : 6 € Q,x € RP} uma familia paramétrica de densidades e



7 = {f(x0): Zp,wxen pj >0,

g
SPi=Lyx0)eF, ©=((p..Py)".01,..00)"} (22
=1

uma familia de MFD. A class&’ é dita identificavel se, para quaisquer dois membros

g
@):ijw(x;ej) e f(x;0)= ij W(x;67),
=1

tem-se quef (x; @) = f(x;©’) se, e somente sg,= ¢ e ainda podemos permutar 0s
indices das componentes de forma gye- p’j eyY(x;0;) = (,U(x;O’j), comj=1,...9.

Como observado em McLachlan & Peel|[19, Secao. 1.4], a falidehtificabilidade
nao é preocupante na estimacdo de maxima verossimilhamgdgaritmo EM, no en-
tanto, no contexto de estimacdo bayesiana pode causaeprahl Também, isto ndo
se constitui um problema em aplicacées onde o interesseigalré estimar o valor da
densidade em observacdes especificas que, como sera vistasé em Analise Discri-
minante.

2.2 Estimacéo por Maxima Verossimilhanca

Nesta secdo descrevemos a estimacgado por maxima verossigall discutimos al-
gumas particularidades no contexto de MFD.

Definigéo 2.1.SejaX um vetor aleatorio com distribuicdo dada pof-f@), com® € Q.
Dadox = {X1, X2, ...,Xn} um conjunto de n observacdes independentes, @e~uncéo de
Verossimilhancga (FV) é definida como

n

L(®)=L(®|x)= _uf(xi;@). (2.3)

Sendof (-; ®) uma mistura finita de densidades, temos



L(©) = [{=Lp11i0xi )} 2.4

a funcdo de verossimilhanca para o modelo de MFD.

Definicdo 2.2.Se existe um Unico val® € Q gue maximiza a Funcéo de Verossimi-
lhanca, entad® é denominadé&stimador de Maxima Verossimilhan(iaMV) de®.

Devido ao problema da falta de identificabilidade, existénmagdes em que a FV
atinge maximo local para diferentes valores®@gepor esse motivo, as equacdes de ve-
rossimilhanca tem varias raizes. Como observado em McaadKrishnan|[21], esse
problema pode ser grave quando ha interesse na estimac@alal@s especificos para os
parametros envolvidos. Por outro lado, se o objetivo é apestamar o valor da densidade
em pontos de interesse que, como ja mencionado, é o caso digeAdigcriminante, isto
nao se constitui em problema (ver Ripley/[24, Cap. 6]).

Outra situacao particular € que no modelo de misturas fiaitd$ pode ndo ser limi-
tada superiormente (ver McLachlan & Peel [19, Secé&o 1.#18hta forma, o EMV pode
nao existir. Como observado em Ripley![24, Secéo 6.4], entanproblemas reais, por
exemplo, nas aplicagbes em Analise Discriminante, &€ négesomente obter uma “boa
aproximacao” para o valor estimado da densidade nos poetastetesse, portanto, €
possivel obter uma estimativa pagaque permita o emprego das MFD como modelos
para aproximarem as distribui¢cdes envolvidas no problema.

Na prética, a determinagdo dos EMV para MFD envolvem varifisuttiades de-
vido & complexidade da dependéncia da FV nos parametros.que;@es de maxima
verossimilhanca ndo séo lineares, ndo sendo possivelsuitedes analiticas, portanto,
€ necessario o emprego de métodos numéricos de maximizagdogdes (Pereira [22]).
Para esse fim, segundo McLachlan & Krishnan [21] e Lee & Mclac[i4], o algoritmo
EM é o mais empregado nesse contexto.

2.3 Algoritmo EM para Modelos de Misturas Finitas

Nesta secdo descrevemos o algoritmo EM para mistura finitedsidades, sendo
necessario definirmos inicialmente a questao da estruti@ados incompletos que €
empregada pelo algoritmo.

10



SejaXji,...X, uma amostra aleatéria d€, com distribuicdo dada por (1.1). Para
i =1,...,n, sejaZ; um vetor aleatorio, conZj = (Zis, ..., Zig), cujas componentes Sao
definidas como variaveis indicadoras da forma

7 1, SeXiij(X;Oj);
T 0, seXi~fi(x;0), | £].

Podemos interpretar essa varia¥glcomo uma variavel latente, ndo observavel, as-
sociada ao vetoX; e indicando qual componente da mistura descreve sua digt

Neste contexto, os valores observaggs.., X, de X1, ...X,, sdo consideradatados
incompletos Denotando poe;s, ...z, 0s valores pard,...Z,, 0S vetores ddados com-
pletosséo, portanto,

Vi = (Xi,z), i=1,..,n.

Assumimos entao que o vetdytem distribuicdo multinomial, considerando uma reti-
rada eng categorias, com probabilidadps, ..., pg, isto €, formam uma amostra aleatéria

Z1,....2Zn ~ Multig(1;p1,..., Pg),

portanto a distribuicdo d&; é da forma

g
f(z;a) = ﬂ p?', ondea = (py, ..., Pg)- (2.5)
=1

Pela construcéo acima, jeeésimo peso da misturp{) pode ser interpretado como a
probabilidadea priori dai-ésima observacao provir daésima componente da mistura,
comi=1..,n.

Pelas suposicdes estabelecidas, a distribuicdo conjardeaog dados completgsé
da forma

11



f(yi;®) = f(xi|z;0)f(z;a)

g
= I_ij(xiiej)‘jf(zi:a)
]:

g
= fi(xi;0;)% pi. (2.6)
111 i(Xi:67)™p;

Para o desenvolvimento do EM, construimos a FV dos dados letwsp
y = (Y1,-..,Yn), dada por

n g

L(©)=L(®ly) = |‘|fy., )= fitxe0)® )p;, 2.7)
i=1lj=1

e 0 seu logaritmo (na basgdado por
(@) = logL(® ZiZzij{logpj+logfj(xi;0j)}

n n g
= zjlogpj+ zilogfi(xi;@;). (2.8)
i;,-;’ j i;j;: i(xi;05)

Para a construcao do algoritmo EM determinamos a fu@ao

Q(e|eM) = E{l(e)|x;0M}, (2.9)

ondex = (X,...,Xn) € a notagddk) sobrescrito informa que essa € a estimagdo do
parametro obtida no instantedo algoritmo. Observe qu@(®|®(")) € a esperanga
calculada usandé® como valor parad. O algoritmo, entdo, se desenvolve em dois
passos:

1. Passo E: Determing(©|0X);

2. Passo M: Escolhé®*t1) maximizandaQ(®|0X).

Uma propriedade importante do algoritmo EM é que a forma camestimativas
©K sao determinadas garante (B V|0K) > Q@K |@N) (Ver, por exemplo

12



Dempsteet al.[6]). E demonstrado (ver, por exemplo, Pereira [22]) que b implica
em
@k ) > (o), (2.10)

portanto, as aproximagéé(s@“‘)) obtidas pelo algoritmo EM geram uma sequéncia
{I(®®)} nao-decrescente.

Na implementacéo do algoritmo, os passos E e M sao repetidosamlamente até
que um critério de convergéncia adequado seja atingidea¥/gropostas para critérios de
parada sao discutidas na literatura (ver, por exemplo, lldba & Peel[19] e McLachlan
& Krishnan [21]). Neste trabalho, o critério de convergé@rexlotado € da forma

|(@(k+l))

1(©W) -1

<c, (2.11)

comc suficientemente pequeno.

Para a expressdo (11.9), obtemos

>

g n g
Qee® Z\ S ElZijlx0"]inp;+ ZZ E(zij|x;©¥]Infj(x;6{"), (2.12)
=1j=1 =1

onde®® = ((pl, ..., p§")T.6;Y,....05M)T.

De (1.12), vemos que € necessario determinar

()def ]

= E[Zj|x; Pz = 1|x;0M] = P[Z; = 1|x;,0W)], (2.13)

Considerando a distribuicdo dada ém](1.5), temos que

k)

Pzj =1/0®] =P[zj = 1,Z; = 0VI # j|©¥] = pi¥. (2.14)
Usandol(1.6), vemos que
d k
f(xi|zi,©®) = [ (2.15)

J=1



e, portanto, temos que

f(xi[z; = 1,00) = f(x;6{). (2.16)

Empregando o Teorema de Bayes, vemos que

P[Zij = 1|@(k)]f(xi|zij = 1,@(k))

(k) _ L @K
. =P|Z; =1|x,0"| = 2.17
i [ 1) | | ] f(Xi; @(k)> ( )
Usando[(1.1)[(1.14) € (1.16) em (1.17), obtemos
O
S )0, 7) (2.18)

Da expressao acima, vemos qﬁ@ € uma estimativa da probabilidade da observacéo
Xi provir da componentég;(-; ng)) da mistura, com base em uma dada estimai\fa do
vetor de parametro®.

Agora, usandd (1.18) ern (1]12), podemos escrever

g

QeeM) = ler” logp; + ler,gk log ; (xi;0;)
= Qu(a)+Q2(0), (2.19)

ondea = (Py, ..., Pg) €60 = (61, ...,0g),

n g
— Z > rlg log p; (2.20)
J

i =1

n g
0) = Zi S 17 log f;(xi;6)). (2.21)

=1j=1

Como pode ser visto na expressao (11.19), o problema de neagén deQ(©|0X)
é considerado, separadamente, paefd, ou seja, dois problemas que envolvem

0Q1 () _0 0Q2(0)

EPS e —9o
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Note que o primeiro problema de maximiza¢do tem uma solug@a @ue € expli-
citamente determinada, independente da forma funciorsatdamponentes da mistura.
Considerando as restrigdes sobsgos pj séo néo negativos e somam 1, a solugéo é obti-
da com o emprego de multiplicadores de Lagrange, sendo dadagy Dempsteet al.

[6])

k1) 1ok .
P _ni;r” , i=12...0. (2.22)

Dessa maneira, determinamxﬁj@ por meio de[{1.18) e as aproximacdes pafa )
por (1.22).

No segundo problema de maximizacdo, com relac@p ¥emos que a solucéo de-
pende da forma funcional das componerftgs;; 6;), pois devemos solucionar

n g d
) 7 fi(xi:0;) =
i;glru dHlnf'(X"eJ) 0. (2.23)

Para a equacab (1]23) ndo ha garantia de solucao Unica e beitleddsto sera discutido
no Capitulo 3, no contexto de mistura finita de densidadesasortnmponentes na familia
dedistribuicdes normais assimétricas independentes

2.4 Estimacéo do nUmero de componentes

A abordagem da estimacao do nimero de componentes consistensiderar uma
funcao-critério cuja otimizacgao indique o numero de congmb@s do modelo adequado
aos dados. Uma funcao-critério, em geral, seleciona o mags componentes da forma

g=arg mirb{C(@(g)), d = Omin; ---» Omax}»

ondeC((:)(g)) é o valor da fungéo-critério para o0 modelo estimado com de&eg, no
caso de mistura finita de densidades, o modelo g@amponentes. Existem varias pro-
postas na literatura para a funcao-critério (ver, por exenmycLachlan & Peell[19] e
Hastieet al.[10]). Segundo Andrews & McNicholas![1], um dos critériossigecao de
modelos mais empregado € o Critério de Informacdo Bayegiarptambém, Wang &
Hu [27], Wanget al. [28] e Fraley & Raftery|[8]), que denotaremos por BIC, devaio
termo em inglé8Bayesian Information Criteriomque sera adotado neste trabalho.

O BIC é baseado na teoria Bayesiana de selecdo de modelassaodonsidera-
dos varios possiveis modelos, com suas probabilidagesori, objetivando selecionar
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0 modelo com a maior probabilidade “a posteriori’, dadasksevacdes. Considere os
modelosMy, ...,Mg e suas respectivas probabilidadesriori P(Mg), g = 1,2,3,...,G.
Pelo Teorema de Bayes, “a posteriori"Mg dadox = (X1, ...,Xn) €

f (x[Mg)P(Mg)

P(Mg|x) = ZtG:l (X IMOP(M) (2.24)

Para essa expresséo, € necessario deterrhirgvly), que denota a distribuicéo de
x segundo o modelMy. Como os parametros séo geralmente desconhecidos, obtemos
(1.22) integrando sobre o espago paraméico

f(x|Mg) = / L(X|©, Mg) (O ) [Mg)d® ), (2.25)

onder(© g |Mg) € a distribuicda priori para® ) e L(x|®,Mg) € a funcdo de verossi-
milhanca para o modelgy com vetor de parametr@3 .

Se as probabilidadd¥ Mg) em (1.24) forem iguais, o procedimento seleciona o mo-
delo que apresentar maior valor pdia|Mg), denominada deerossimilhanca integrada
Em todos os casos, é necessario obter uma aproximacao paegiali(1.25), o desen-
volvimento para obter esta aproximacao esta descrito esoBdk sendo o resultado da
forma

BIC(g) = —21(©g) + u(g)logn, (2.26)

ondel ((:)(k)) € o logaritmo da funcdo de maxima verossimilhanca para o imaden
vetor de parametros estimac@@), eu(g) € o numero de parametros livres no modelo de
dimenséag@. Portanto, o procedimento seleciona o modelo com o nimezordponentes
gque apresenta o menor valor para o BIC.

Na literatura, € mencionado que o BIC assintoticamentestarsklecionar o modelo
de dimensao correta, por isso € denominedosistente em ordefwer referéncias em
Pereiral[22]). Apesar de ndo ter sido desenvolvido para losdie misturas, na préatica
este critério tem apresentado resultados satisfatori@sgehecionar o numero de com-
ponentes da mistura ao aproximar densidades desconhemgasgando misturas finitas
de densidades (ver Pereiral[22], Basso [4] e as referénesassitrabalhos).
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Capitulo 3

Mistura Finita de Normais Assimétricas
Independentes

Neste capitulo definimos a Familia Normal Assimétrica leaejlente, abordamos al-
gumas de suas propriedades e duas distribuicdes partisulasta familia de interesse
neste trabalho, a saber, a distribuicdo normal assiméralistribuicdo t assimétrica
multivariadas. Apresentamos a mistura finita de densidadst familia e, também, a
estimacédo dos parametro destes modelos, via um algoritrtipaBM.

3.1 Familia Normal Assimétrica Independente

Para definirmos a familia normal assimétrica independéiwé)( originalmente em
inglésskew normal independent distributions (SNijcialmente iremos definir uma dis-
tribuicdo em particular, a normal assimétrica (NA) multizea, na versdo empregada em
Cabralet al.[S] (para algumas versdes ver Azzalini [3] e Arellano-Valé&zalini [2]).

Um vetorX 1) € dito ter distribuicdmormal assimeétrica multivariadacom vetor
de locacdqu, matriz de disperséo positiva definidae vetor de assimetria\, se sua
densidade é da forma

NAp(X|12. . A) = 20p(x| 2, ) ATS Y2(x— ). (3.)

onde AT denota o transposto d&, @(-|u,X) é a densidade da distribuigdo normal
p-variada com vetor de médiase matriz de covariancids, Np(u, ), e ®(-) € a fungéo
de distribuicdo da normal padréo univariatig0,1). A matriz »-1/2 ¢ a matriz raiz
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quadrada d&, isto é, uma matriz simétrica que satislz/?2x-1/2 = »-1,

Para a distribuico en??) empregamos a notac&o~ NAy(u, X, ) e observe que
para A= 0, temosX ~ Np(,X).

Na Figura?? ilustramos o comportamento dessa distribuicdo para o gasariado
com diferentes valores paka

06
|

> > > >

I

PO I |
P A

05
|

Densidade
0.4

03
|

0.1

0.0
|

Figura 3.1: Grafico da densidabi\(0,1,A ).

E importante ressaltar que a distribuicdo NA, devido aomaté A, € adequada
para modelar dados com assimetria em sua distribuicaoediBamente da distribuicédo
normal usual. Na Figura?, temos um exemplo do comportamento dessa distribuicdo no
caso bivariado.

Contour plot for Skew.normal

Figura 3.2: Dados ajustados por uma NA bivariada.
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Definicdo 3.1.Um vetorX tem distribuicdo pertencente a Familia Normal Assimétrica
Independente (NAI) quando= p+U /27 ondep é o vetor de locacéo p-dimensional,
Z ~NAy(0,%, X) eU e uma variavel aleatoria positiva, independent&deom fungéo
de distribui¢cdo H.|v) e densidade h|v) (ondev é o pardmetro da funcéo distribui¢cdo
H, sendo um escalar ou vetor).

Para a distribuicéo definida acima, empregamos a notdgaaNAly(re, >, A H).
Temos queX|U = u ~ NAp(u,u—lil, A), 0 que significa que as distribuicdes NAI sdo
misturas escalonadas de distribuicdes NA.

Escrevendo a distribuicdo conjunta @,U) em termos do produto da distribuicdo
X|U = u pela distribuicdo d&, entdo a distribuicdo marginal deé dada por:

NAIp(X|ge, 3, A H) = 2/0°° (X, U 1) DU 2 AT Y2 (x — p))dH(ujw). (3.2)

Computacionalmente, as expressoes das distribuicoenpenrtes a familia NAI ndo
séo de facil implementacdo para fins de estimacdo. Podeipasaneetriza-las, de tal
maneira que os resultados tedricos ndo sejam compromet@im»o mencionado em
Cabralet al.[5], uma reparametrizacao usual, e valida para toda dis¢éb pertencente
a familia NAI, é dada por

A=xY25 T=xY2(1-6")2Y2=x—-AAT, (3.3)
o . . ~ , A
ondel denota a matriz identidade de dimensao aproprialaae—2—.
prop Vir AT A

A reparametrizacdo en??) € uma fungdo “um a um”, assim a recuperacao dos para-
metros originais é dada pelas expressoes:
(T+AAT)12A

_ _ T
A= AT AATApe DoTHaal (3.4)

A implementacéo tem por base duas proposi¢cdes que apmessngaseguir. A nota-
¢io empregaddl T(a,b?, B) representa a distribuigdo normal truncada num conjBnto
com os parametros indicados antes do truncam#hte,-, -) uma distribuicdo na familia
normal independenteom os parametros indicados (ver, Caletadl. [5], Secéo 2.1) &
significa “tem a mesma distribuicéo de”.
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Proposicéo 3.1. X~ NAly(p, 3, A, H) admite a seguinte representacgéo hierarquica:

X|U=uT=t~Np(+At,uT), TIU=u~NT(O,u 1 (0,0)), U~ H(u).

Proposicdo 3.2.SejamX ~ NAly(u, 2, A,H), Xo ~ Nlp(u, X, H). Defina U 4
(U|Xo = x). Entéo, para alguma fungdo mensuravellyy — R,

E{g(U)[X = x} = 2 y(x)E{g(U) @ (Ux"* ATS"Y2(x — o))},
onde v(x) = Nlp(X|p, 3, H) /NAIp(X| 2, 3, A, H).

Este resultado nos permite calcular a intedgédy(U )|X = x} de uma forma muita
mais simples, pois integramos com relacgéo a distribuicd$ dPara mais detalhes sobre
estas proposicoes ver Cabethl.[5] e suas referéncias para a demonstracdo das mesmas.

A familia NAI inclui distribuigcbes assimétricas tais commarmal assimétrica, a
t assimétrica, a slash assimétrica e a normal contaminadesessmétricas equivalen-
tes. As distribuicbes normal assimétrica e t assimétrisaddas na definicdo acima, séo
apresentadas a seguir.

3.1.1 Distribuicdo Normal Assimétrica e t Assimétrica Mulivariadas

FazenddJ = 1 e resolvendo??) obtemos a densidade
NA(X| 12, 33, A) = 20 (X| 2, Z)D( ATE Y2 (x — ), (3.5)

que por definicdo é a forma da distribuicdo normal assingtGomo mencionado, com
A = 0 nés obtemos a distribuica, (1, ).

TomandoU com distribuicdcGamgv/2,v/2), v > 0 e resolvendo®?) obtemos a
distribuicdo t assimétrica, cuja densidade € da forma

V+p

TR \T 120,
s ATE u>|v+p>, (3.6)

A, 3, M) = 2yl 20T

ondety(.|,3,v) denota a distribuigdo t multivariada, de dimengiocom vetor de
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médiasp, matriz de escal@ e v graus de liberdade, €(.|v 4+ p) denota a funcéo
de distribuicdo da t univariada padronizada, cem p graus de liberdade. O termo
ds(x, ) = (x— p)TE"1(x — p) é o quadrado da distancia de Mahalanobis exniequ
com respeito &. Note que, comA = 0 nos obtemos a distribuicdo t multivariada. E
também, quando 1 co n0s obtemos a distribuicdo normal assimétrica como limite.

3.1.2 Estimacgao de parametros via algoritmo EM

Para estimacdo dos parametros das distribuicdes na fawdiliampregamos o mé-
todo da maxima verossimilhanga e solucionamos as equaeg8gsdétodo implemen-
tando um algoritmo do tipo EM.

Para o desenvolvimento do algoritmo, seguindo Cadtrall. [5], s.ejam(xiT,ti,ui)T
os dados completos, uma amostra aleatérigxdd, U), e b os elementos da matriz tri-
angular superioE. Sendox = (X],....x1)T, t = (ta,...,tn)T eu = (uy,...u,)T, a fungéo
log-verossimilhanca para os dados completo8 ge(y, b, A\,v)" é dada por

S

Ui(xi — p— AG) T x — p— AY), (3.7)

NI

(6%, t,u) = K — 2 log || + ilog(h(ui ) —

ondeK é uma constante independente do vetor de parantetida etapa E do algoritmo
incluimos esses dados ndo observados ao problema e obte@spsranca de?@), dado
o0 vetor de dados observados,

Q(010") = E{Ic(8]x,t,u)[x}, (3.8)

Para determinarmos a expressao da fur@ate (??) sdo necessarias as esperancas

condicionais:
B(OY,xi) = Egw{Uilxi},
£6W,x) = Egw {UiTilxi}
e
w(6¥,x) = E o0 {UiT2|xi}. (3.9)

A primeira expressao em??) pode ser obtida empregando a proposi¢ad, fazendo
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g(u) = u. Para obte€ (0 x;) e w(8™ x;), note que, pela mesma proposicéo,
Tilxi, i ~ NT(m(6, 1), u~'M2(6), (0, 0)),
comM?(0) = (1+ATT1A)Tem(8,x) = M2(0)ATTL(xi — p).

Baseado nestes resultados, o desenvolvimento para ol@spasncas condicionais
em (??) esta descrito em Basso [4] e foram obtidas as seguintesssq®s:

§0%,x) = BOXxmE¥ %) +ME¥)T(0%,x) e
@(0%,x) = BOX,x)(mOY, %)%+ M(6Y))2+M(O¥)mOW,x)T(0¥ %),  (3.10)

tal que
7(0%,%1) = Ego {U;" W (U 2A0™ ) i }. (3.11)

ondeA(8X) xi)) =m(8,x;)/M(8) eWs(-) = @(-)/D(-). A esperancal?) pode ser obtida
usando a proposi¢aa?), fazendog(u) = u¥2We (U7 2AOX ).

Portanto, o valor esperado condicional da log-verossanifa para os dados comple-
tos é dado por

Q(a‘a(k)) - E9<k){lc(0\x,t,u)\x}

= K- g log|T| - %i;{(xi — 1) D% — p)B(OY %) — 2T (x; — )& (0M, )
+ATTIATOOW X))} + _iE[Iog(h(ui )], (3.12)

No passo M é realizada a maximizacéo da log-verossimilhemggleta em relacao
aos parametros do modelo, substituindo os dados latentesepe valores esperados
condicionais obtidos na etapa E. Nesta etapa, € usada uers@&atdo algoritmo EM,
chamada algoritmo ECME, que substitui o passo M por uma seguée maximizacdes
condicionais (ver Liu & Rubin [17]). Os passos do algoritnoaf entédo definidos como:

Passo E:Dadod = 0, calculep™ = B8 x), £ = £(6® x) e
W™ = w(OW x), parai =1,....n.
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Passo M:1.Atualizen®, T™® e A usando as seguintes expressées fechadas

plet) = i(ﬁ#” ZB. ,
Ak Z«S Y V(-Z“*

F(k+1) _ Z{BI k+1 )(XI u(k—i—l))T o fi(k) [A(k-i-l) (Xi N M(k—O—l))T

+ (Xi _u(k-i-l))( (k+1) ) ]_|_ Oq k—i—l)(A(k-i-l))T}.

2. Atualizer® maximizando a funcéo log-verossimilhanca marginal nogkss

n
p Y = argmaxy 1og(NAI(xi[p!, 200, XD, p)). (3.13)

No segundo momento do passo M, as atualizactes tie) e A&V sgo obtidas
pelas expressdes efff). Esses passos sdo repetidos alternadamente até satsfege
de convergéncia empregada.

Na literatura temos algumas propostas para a escolha do®yahiciais do algo-
ritmo. Uma delas, por exemplo, é selecionar aleatoriaméntedeterminado nimero de
observacdes dentro da amosftxa, X, ..., Xn}, para usé-las come'© e parax(®) empre-
gar a matriz identidade. Para uma discusséo mais detalleadidctachlan & Peel [19].
Esta questdo serd abordada na S@¢awisando os interesses deste trabalho.

3.2 Misturas Finitas de NAI Multivariadas

Definiremos, segundo Cabret al. [5], 0 modelo de mistura finita de NAI (MF-NAI)
fazendo uma extensao do que foi apresentado nas sec¢dasranteBejaX, Xo, ..., Xy,
uma amostra aleatoria de uma mistura finita de densidadesmilaf NAI comg compo-
nentes, sua densidade € dada por

g g
f(x|®) =5 piNAlp(x[0j), pj=0, » pj=1, (3.14)
=1 =1
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_((aT T T (1T AT AT T &t
onde® = ((6; ,p1),-.-,(0g,Pg)) ", combj = (uj ,¢j, A, vj)' no caso datassimetrica,
efj=(pn],a], A])T no caso da normal assimétriga= 1, ...,g, o vetor de parametros
especificos de cada componenteg €540 0s pesos da mistura.

Na Figura??apresentamos um exemplo de uma mistura finita de normaisétsisias
univariadas, cong = 3. Observe sua assimetria e multimodalidade.

Histogram of Skew.normal fit

0.10
|
|
—=
1 —

Density
0.06 0.08
| |

0.04
|

0.02
|

Figura 3.3: Gréafico de uma MF de densidades de NA univariada.

Na Figura?? apresentamos um exemplo de uma mistura finita de t assiashica-
riadas, cong = 2. Aqui também podemos observar assimetria e multimodidida

Contour plot for Skew.t

15

Figura 3.4: Dados ajustados por uma MF de tA bivariada.

Como visto na Secda 1.3, para estimacao dos parametros textwode mistura de
densidades via um algoritmo do tipo EM , introduzimos o vel®dados latentes, ndo

24



observadosZ; = (Zj, ..., Zig) cuja finalidade € associati-@sima observa¢do da amostra
a uma dag) componentes da mistura considerada. Temos que a diséibdeX;|Z;; &
NAlp(pej, 35, Aj,v) € Z ~ Multig(1;py,..., Pg). Usando a proposica@?), podemos re-
presentar hierarquicamente o modelo MF-NAI, tendo cometodgj facilitar a estimacgéo
dos parametros, uma vez que trabalhamos com distribuipbe®cidas. Assim, temos

XilUi=u,Ti=t,Zj=1 ~ Np(uj+A,-ti,ui‘1rj), (3.15)
TiUi=u,Zj =1 ~ HN(O,u"),
UilZj =1 ~ H(uv),
Z ~ Multig(1;p1....pg),

ondei=1..nej=1 .09 HN(O, ui‘l) denota a distribuicabalf-normalcom média
zeroe variancizmi‘1 (antes de truncar em (®)) e

1/2

-
Aj :Ej 0j, I'ij=3%j—AjA;.

Em particular, neste trabalho, seréo consideradas nssfinitas de densidades nor-
mais assimétricas (MFNA) e misturas finitas de densidadesimatricas (MFtA), dadas,
respectivamente, por

g
FxI©j) = > PiNAp(X|pj, Zj, Aj) (3.16)
=1
e
g
f(x|9j) = Z PjtAp(X|1j, X, Aj,Vj). (3.17)
=

A estimacdo dos parametros desses modelos € pelo métodoxdmanéderossimi-
lhancga, por meio de um algoritmo do tipo EM, semelhante aesgmtado na se¢c&@. A
seguir, sdo definidas entdo as equacoes e 0s passos daralgaritontexto de misturas
finitas de NAI.

3.3 Estimacéao dos parametros das MF-NAI

Sejam(xI,tj,u;)" os dados completos, uma amostra aleatéri@Xdd,U), e b os
elementos da matriz triangular super®r Sendox = (X],....x))T, t = (tg,...,tn)T €
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u = (up,...un)", a funcdo log-verossimilhanga para os dados completos de
6 = (u,b, \,v)T é dada por

n ¢ 1
Oxtuz) = K+ S Zi | log(p)) — 5log|T'|
= ]_1
Uj _
—5 (6 — = Ajt) T — pj — Ajti)

+|og(h(ui|u)>} (3.18)

ondeK é uma constante independentefdez = (z],...,z})T.

No passo E, as esperancas condicionais envolvidas paratearca solucdo de
Q(8|0Y) = Eyw{lc(®|x,t,u,2)x} s&o

n = Egw{Zilxi}, (3.19)
Bi(jk) = EgwiZjVilxi}, (3.20)
£igk) = E®(k){zijUiTi|Xi} e (3.21)
‘*%(jk) = E@<k>{ZijUiTi2\Xi} (3.22)
Da Sec¢ad 113 temos que
WINAIL(x;; 6"
. i NATGG0;) (3.23)

59 pNAI(x; )

Usando propriedades de esperanca condicionaPg $egundo o desenvolvimento
feito em Bassa [4], temos que

By = 1B(O%.x),
& = 1009 %) e
o) = e (29
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Portanto, a verossimilhanca ef??{ € dada por

n g R 1
lo(B]%,t,u,2) = K+Z.zlm[Iog(pn—élogw
2, 2

—:_LBij (%i — ) "I (% — )

1
+&j (% —p)' T} 1A]+20qJATI‘ LA +log(h(ui|v))|(3.25)

Como foi apresentado na Subse@&ypara o caso de uma componente, estendemos
o algoritmo do tipo EM para um algoritmo do tipo ECME. Os passo algoritmo ficam
entdo definidos como:

Passo E:Dado® = 0¥, calculeri(jk), Bi(jk), Ei(jk) ecq(jk) parai=1,...,nej=1,...,9.

Passo M:1.Paraj =1,...,q, atualizep(-k), ,u,(-k), ™ e A usando as seguintes expres-
j J J J
sOes fechadas:

(k+1) -1 (k)

n
(k+1) (k) (k)
I - 5By Ay B,
j Z ij Xi— 'J j i; ij

A%k+1) _ Zflj | _“Ekﬂ))/(,zl(q(jk))’
e = (3a) S T
(X _u§k+1))(A§k+1))T + (A(~k+1))(xi k+1 ) ]Elj

J
k+ k+ k

2. Atualizer® maximizando a funcéo log-verossimilhanca marginal nogkss

n g
=argmaxy log('y PiNAI (x| D) kD) - \K+D) )y (3.26)
a &

(k1)

As iteracOes sao repetidas até que a regra de convergénuiagada seja satisfeita,
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que neste trabalho consideramos como

I

Note que, é necessario o valor das esperangas condicidifais, 3(0,X), &(6,X)
e w(0,x). Mas por ?), precisamos apenas encontfd@,x) e 1(6,X), uma vez que
£(0,x) e w(0,x) sao facilmente obtidas dado o valor 869,x) e 7(0,x). Definiremos
estas esperancas condicionais a seguir, onde especifosaasndistribuicdes de interesse
para este trabalho pertencentes a familia NAI e as suastesgexpressoes.

| (9(k+1))

— || <104
1(6M) -1

3.3.1 Passo E para Misturas de Normais Assimétricas

No caso da distribuicdo normal assimétrica,

B(6,x)=1,
T(G, X) = W®(A(07 X)),

ondeWp () = @(-)/P(-) e A(0,xi) = m(0,%;)/M(0).

3.3.2 Passo E para Misturas de t Assimétricas

No caso da distribuicéo t assimétrica, usando a notacaocog@$tcido R e

XolU = u~ Np(p,u™'%),
U~ Gamgv/2,v/2),

0 que resulta ey d (U|Xo=X) ~ Gamd (v + p)/2), apOs alguns passos algébricos,
temos

zr(v+p+2)(v+d ( )) 1T( v:;;?zli)A(O,X)W—{—p—FZ)
T

BOx) = VD
r(*5°) (\/5r 2 AO.0)|v +p)
1
(0.0 - L T(M5) (v d) 0
| T(\ o A+ p)) T2 (75) (v -+ i ) + ABX0Z) D2
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ondeT (.|v+ p) denota a fungéo de distribui¢céo da t-Student padronizasarniada , com
vV + p graus de liberdadeéy(6,x;) = m(6,x)/M(0) eds(x, ) = (x—p) T2 Hx—p) €
a raiz da distancia de Mahalanobis et com respeito &.

Como citado anteriormente, para a implementacéo do aigoyi# necessario um va-
lor inicial para®, ©(©. Neste trabalho os valores iniciais foram obtidos a pagtitch
agrupamento inicial das observagoes, realizadolpet@angver Hartigan & Wong![9]).
Definidos os grupos entdo, tomamos como valores iniciaigpdc@metros nas compo-
nentes das misturas as estimativas de maxima verossimgalmmidas das obsservacoes
em cada grupo.

Este método para obtencao de valores iniciais do algoritih@ Bastante conhecido,
suas propriedades e eficiéncia séo relatadas na liter&ipley [24]) e, como exemplo,
podemos citar Wang & Hu [27] que realiza 0 mesmo procedimpraposto neste tra-
balho. Espera-se, entdo, que os valores iniciais forneadatribuam para acelerar a
convergéncia do algoritmo.
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Capitulo 4

Analise Discriminante

Neste capitulo discutimos o problema de classificagdo dgasempregando a mo-
delagem estatistica. Definimos Andlise Discriminanteassificador de Bayes e de ma-
xima verossimilhanca e, também, o critério estatisticaligara avaliar a performance
das regras de classificacao.

4.1 Analise Discriminante

Os problemas em Analise Discriminante (AD), como menciomazlCapitulo 1, con-
sistem em alocanbjetosa classegreviamente definidas. O ternobjetoé empregado
para denotar o que temos interesse em alocar nas possiegieras, aslassesdefini-
das para o problema em questdo. O objeto é descrito por umgicotle variaveis que,
consideradas conjuntamente, recebe a denominag&atale caracteristicas as varia-
veis que o compdem sédo denominadasaveis preditorasA classificacdo de um objeto
em uma das classes € efetuada com base no valor observado Eicede caracteris-
ticas. Portanto, é necessario desenvolver um procedingeietobaseado na informacéo
contida no vetor de caracteristicas de um objeto, indiqueuahclasse alocar este ob-
jeto. Tal procedimento € denominadoaassificador as vezes também denominado de
fungéo discriminante

Considere um problema col classes, denotadas [©r,C,,Cs,...,Cy. Denotando
porXT = (Xy,...,Xp) 0 vetor de caracteristicas e poseu valor observado em um dado
objeto, definimos:

Definicdo 4.1.Um classificador (ou fungdo discriminante) € qualquer fung@) para
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aqualtemosrRP — {1,2,3,...,M}.

Pelos objetivos da AD, entre outras etapas, devemos obtelassificador (-) e ava-
liar seu desempenho com relagéo a alocar de forma corretgeis®as suas respectivas
classes. Um bom classificador produz poucos erros de otagsifi, isto €, do ponto de
vista estatistico, sua probabilidade de erro de classificedeve ser pequena.

Em AD dispomos de amostras aleatorias que sdo identificamaselacdo a classe
de onde foram observadas. Este conjunto de observacoetattas” € denominado de
conjunto de treinament€ComY € {1,2 3,...,M}, os objetos s&o descritos por um par de
variaveis(X,Y) e o conjunto de treinamento é da forma

Ty = {(X1,Y2), (X2, Ya), (X3, Ya), ..o, (X, Yo}

onde temo#; observagdes para os qu¥is- j, isto €, o nimero de observagdes da classe
Cj, j =1,...,M. Temos portantoy ' ; nj = n.

Uma abordagem estatistica consiste em modelar o vetor detedsticas por uma
distribuicdo de probabilidade, condicionada a cada umaldases. Se considerarmos
modelos paramétricos para estas distribui¢cdes, as amass@oniveis sdo empregadas
para estimar os parametros envolvidos. Como sera visi@as dgtribuicbes estimadas
sdo empregadas para construirmos o classificador, condédalide classificar futuras
observacgdes cujas classes sejam desconhecidas.

Pode ser que observacdes de uma determinada classe tenlamaimn probabili-
dade de ocorréncia do que uma outra, as vezes denominadesde cbmmaior preva-
léncia Se dispormos de informacao sobre as probalidades de nc@asédas classes,
€ razoavel considerarmos na construcao do classificadas pssbabilidades. Esta é a
idéia subjacente ao desenvolvimentodiassificador de BayesEm muitas aplicagdes,
no entanto, ndo dispomos do conhecimento sobre o valorsgesthabilidades e, nestes
casos, podemos considerar um classificador baseado singoitssem um procedimento
de verossimilhanca Esta situacéo se verifica, por exemplo, em um dos probleoras ¢
dados reais analisado neste trabalho, descrito na S¥tape consiste em classificar
pixelsde uma imagem digital de material de exame de baciloscop eendo de um
bacilo da tuberculose ou néo.

Outro aspecto € a perda resultante do processo de clasgificg&gponha que clas-
sificar um objeto que pertence a uma classe, denotad@; peomo pertencente a outra
classe, denotada pGp, representa um erro mais grave do que classificando o olgeto d
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C, como pertencente@. Por exemplo, deixar de diagnosticar uma doenca grave tem um
custo maior do que concluir que a doenca esta presente qudadkto, ndo esta. Uma
regra de classificacdo ideal deve, sempre que possiveldecgrsas perdas associadas a
uma ma classificagdo. Em muitos problemas reais, no entamdeém ndo € possivel
estabelecer corretamente os custos associados.

Neste trabalho, o classificador utilizado nas simulagdes tassificador de Bayes
e para os dados reais empregamatagsificador de Maxima Verossimilhangana vez
que desconhecemos as probabilidaalgsiori das classes. Esses classificadores seréo
discutidos na proxima secao.

4.2 Classificador de Bayes e de Maxima Verossimilhanca

O desenvolvimento do classificador de Bayes € baseado nosdimeento da Teoria
da Deciséo. Sejaf,Cy,Cs,...,Cy asM classes definidas num problema e s€@vetor
de caracteristicas que assume valoresk¥hgque, como ja mencionado, sera modelado
como um vetor aleatorio. Sejac {1,2,3,...,M} uma variavel indicadora das classes
para os objetos. Em cada clagge j = 1,2,3,..,M, X € modelado por uma distribui¢éo
fi(-]Y = j) adequada as variaveis preditoras. Esssas distribuigdeesaminadadensi-
dades condicionais das class&ejaP(Cj) = P(Y = j) a probabilidade de um objeto pro-
vir da class€€j, que é denominadarobabilidade a priori da classeg paraj = 1,2,..,M.
Desta forma, o vetor de caracteristicas para objetos é ambalebomo um par aleatério
(X,Y).

Com os termos definidos acima, dade= X, empregamos o Teorema de Bayes para
determinar grobabilidade a posteriorila class€;, que € dada por
Fx]Y =J)P(Y =]

PO =PY =X =) = r e e

5 j=1,..,M. (4.1)

A idéia é empregar?d?) para construir o classificador.

Pela Definicdo 7?), dado um classificadar e um objeto para o qual observamos
X =x, r(x) = j significa que o objeto e alocado para a cld&SseNote que, existe uma
infinidade de classificadores para um problema, fazend@seseario um critério para
avalia-los.

Segundo a Teoria da Decisdo, uma maneira usual de formaifizaritério para avaliar
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classificadores é estabelecer uimacdo de perdaPara uma fungéo de perdd-,-), seja
A(i,j) a perda decorrente de alocar um objeto da cl@gsra a class€;, isto &, a
perda decorrente do processo de alocagdo. Temoa @Li¢= 0, parai = 1,2,3,...,M.
Em muitas aplicacdes, onde néo é possivel ou ndo ha neabssid@specifiar as perdas
A(i, ), os custos de ma classificacdo podem ser considerados gprad® comum adotar

... ] 0 sei=]j
Amn—{lsm%j (4.2)

A funcao definida emq?) é denominadé&uncao de perd®— 1.

Note que, considerando a modelagem adotada, temod @ue = A(i,r(X) = j)
paraj = 1,2,..,M, portanto, trata-se de uma variavel aleatéria e devemasdera-la em
termos de seu valor esperado como um critério para desenvatv classificador. Para
esse fim, considerando uma especificada funcdo de perdagganps a definicdo de
funcao de risce dorisco total

Defini¢céo 4.2.Para um classificador r, com uma fungéo de peMa, -), definimos:
(a) AFuncdo de Riscé a perda esperada como fungédo de uma classelCseja

R(ri) = E{AGr(X)|Y =i} (4.3)

(b) O Risco tota) ou Risco der, € a perda total esperada como funcéo das variaveis
aleatériasX e Y, ou seja,

R(r) = E{R(,Y)} (4.4)

M
=_ZNMPW=U
M

- A, HPIr(X) = jIY =1)P(Y =1).
i;i;&jz_l

Observe por%?) queR(r,i) é a perda esperada na alocagéo dos objetos da Classe
enquanto que, por?@), R(r) é a perda total esperada em todo o processo de alocagéo
empregando o classificadar
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No caso particular da funcéo de perda D, temos que

M
R(r,i) = P(r(X)=jlY =i) (4.5)
e
M M
R(r) = Zl P(r(X) = j[Y =i)P(Y =i). (4.6)
i=li#]=1

Logo, para a funcéo de perda-@, R(r,i) é a probabilidade de classificacio errada dos
objetos da Clasgg e R(r) é a probabilidade total de classifica¢&@o errada do clas#ifica
r, também denominado dgro de classificacdo de r

Temos como objetivo agora construir um classificador quemize o risco total.
Definimos, entéo:

Definicdo 4.3.0 classificador de Bayes é definido por:
M M
r(x)y=k se Zi)\ I,k f(x]Y =1)P(Y =i) =min Zl)\ (I, )XY =1)P(Y =i) (4.7)
i= I =

no caso de 0 minimo ocorrer para mais de uma classe, o objeloc@ddo em qualquer
uma das classes que o atingirem.

Observe que as expressdes para as probabiligagesterioridas classes, en??),
tem o mesmo denominador. Para todas as classes a P&)@ofle ser estabelecida de
maneira equivalente como

r(xy=k se _i)\(i,k)P(Y:Hx):mjin_i)\(i,j)P(Y:Hx) (4.8)

O teorema a seguir estabelece a principal propriedade paessificador em??) e
(??).

Teorema 4.1.Para uma dada fungéo de perdd-,-), o classificador t minimiza o risco
total, ou seja, Rr*) < R(r) para qualquer classificador r.
Para a prova do Teoren?& ver Pereiral[22].
Empregando funcao de perda-Q@, temos que
M M

Z)\(i,k)P(Y:Hx): ; P(Y =i[x) = 1— P(Y = k|x), (4.9)
i= k#£1=1
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De (??) vemos que teremos 0 minimo se tomarmos a claSsepara a qual
P(Y = k|x) = f(X|Y = K)P(Y = k) € um méaximo, isto €, a classe commaior proba-
bilidade a posteriori Portanto, o classificador de Bayes com funcéo de perda pode
ser expresso como

r(xy=k se P(Y=Kk|x)= mjaxP(Y = j|x) (4.10)

O classificador 6timo* também é denominad®egra de Bayes de Minimo Risd&m

teoria, o riscee” = R(r*), denominaddrisco de Bayegode ser determinado se conhe-
cermos as probabilidad€xY = j) e as distribuicées;(-|Y = j), paraj =1,2,3,...,M.
O valor do risco de Bayes serve como referéncia para confguadicclassificadores, pois
ele é o menor valor que pode ser atingido por qualquer cleesddi. No caso da funcéo
de perda G- 1, € é equivalente ao erro de classificacdorti¢Para mais detalhes ver
Ripley [24]).

No entanto, quando enfrentamos os problemas reais, asbiidadesa priori
P(Y = j) e as densidades condicionais das claggely = j) sdo desconhecidas, impos-
sibilitando a construcdo do classificador de Bayes. O pioeado €, entdo, estimar essas
quantidades com o objetivo de obter uma aproximacao erajpacar“. Neste trabalho
sera considerada a estimacaa tdpor meio da modelagem das densidades condicionais.

Em muitos problemas reais, o procedimento amostral emgoegara obtencao do
conjunto de treinamento ndo contém informacéo sobre asbpilaadesa priori. Por
exemplo, as vezes o numero de observacdes por classe é frexthngente ou as obser-
vacdes sdo obtidas em amostragem por conveniéncia. Enitt@igtes ndo € possivel
estimar as probabilidadespriori P(Y = j).

Nestes casos, com fung¢éo de pef@a- 1), podemos empregar o classificador de
Bayes considerand®(Y = 1) = P(Y = 2) = ... = P(Y = M), que pode ser interpretada
como sendgriori ndo informativg o que leva a forma para as probabilidadg®steriori
de (??) dadas por

FX[Y =j)

P(Cj|x) =P(Y = j|X=x) = Z|M:1 XY = 1)’ j=1..M (4.11)

Em (??), na escolha do maxime(Y = j|X), vemos uma estrutura de maxima veros-
similhanca e, dessa maneira, o classificador

r(xy=k se f(x|Jy=k) = mjaxf(x|Y =) (4.12)
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é denominadalassificador de maxima verossimilhanca

Como ja mencionamos, nas aplicacdes com problemas realstalsuicdes condi-
cionaisf(:|Y = j) e as probabilidades priori P(Y = j) sdo desconhecidas e devem ser
estimadas com base no conjunto de treinamento. No caBfYde j), nem sempre iSso
é possivel. A abordagem para estimagéo das distribui@R6= j) pode ser paramé-
trica, onde consideramos modelos paramétricos espedfEstimamos seus parametros.
Uma abordagem néo paramétrica também pode ser adotadepamadesf (-|Y = j) s@o
consideradas estimadores n&o paramétricos de densidadg® exemplo, McLachlan
[20, Capitulo. 9]). Outra abordagem, com o empregaedmessao logisticapode ser
adotada, em que as probabilidat¥¥ = j|x) séo estimadas diretamente sem estimar as
condicionaisf (-|Y = |) (ver por exemplo, Hastiet al.[10, Cap. 4]).

Na sec¢do seguinte, apresentaremos uma abordagem pacarbastante usual na im-
plementacao do classificador de Bayes, quando adotamosibuidggio normal multiva-
riada para modelar as distribuicdes condicionais nasedass

4.2.1 Classificagdo com Modelos Normais

Para as class&3, j = 1,2,3,..,M, as densidadet(:|Y = j) séo modeladas por dis-
tribuicbes normais multivariadas com vetor de paramejos (uj,%;), denotada por
N(pj,%j), ou seja,

. 1
f0681) = FY = 1) = el S-S x- )} (443)

ondeu; € o vetor de médias Ej € a matriz de covariancias nao singular pois, a sin-
gularidade implicaria que as observacdes da classe naw rastd espacd®P, ou seja,
satisfazem a uma ou mais restri¢oes lineares.

Para determinar uma forma explicita do classificadoaplicamos a funcao logaritmo
em (??) e, com algumas manipulacdes algébricas, obtemos

In{fk(x)P(Y:k)}:—%In(Zn)——In\Ek]—:—L(x i) S (X — ) +INP(Y =K).  (4.14)

Podemos considerar paf??f duas situagdes: uma em que as matrizes de covariancias
das classes sdo consideradas iguais e outra em que essasq1said supostas distintas.
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Nocasoemqu&; =3, j=1,2 3,...,M, modelo homocedastico, expandindo-se a forma
quadratica em3?), multiplicando por—2 e desprezando-se 0s termos que sao constantes
para todas as classes, obtemos a quantidade

A (¥) = (x— ) 71 (x = gy ) — 2InP(Y = K) (4.15)

Empegando??), com a funcéo de perda-01, o classificador de Bayes fica como

r(x) =k se dq(x)= mjin d (x) (4.16)

Devido ao fato da funcad. (x) ser linear enx, essa regra é denominadaalise
Discriminante LinearADL).

O primeiro termo no segundo membro eP?)€, por definicdo, a distancia de Maha-
lanobis ao quadrado, entxee u,.. Se as probabilidadespriori forem iguais para todas
as classes, entéao, para um objeto com observggioegra seleciona a classe cujo vetor
de médias é o mais proximo adeem termos da distéancia de Mahalanobis. Vemos tam-
bém que, se a matri¥ for proporcional a matriz identidade, essa proximidadeepset
mensurada em termos da distancia Euclidiana (Pereira [22])

Para 0 caso em que as matrizes sdo distintas, modelo heléstice, com as mani-
pulacdes algébricas mencionadas, obtemos a quantidade

1 _
A2(x) = In[ S+ 5 (x — ) Ty (X = pg) — 2InP(Y = K), (4.17)
e o classificador de Bayes, com funcéo de perdd 0é dado por
rF(x)=k se d2(x)= min dP(x) (4.18)

O classificador enm?) é denominadénalise Discriminante QuadraticgADQ), devido
adS(x) ser uma funcdo quadratica em

Para o uso dessas regras, faz-se necessario estimar oepas#in= (u,3;) e as
probabilidade®(Y = j) que, como mencionado, as estimativas sdo obtidas empiegand
se as observacdes do conjunto de treinamento. Em geralgiiegados os estimadores
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de Maxima Verossimilhanca, dados por

A~

n.
PC) = (4.19)
10
ﬁ’j = . Xji € (4.20)
i=
. 1 N
Yj = n__1Zl(xj,i—ﬁj)(><j,i—ﬁj)T, (4.21)
J i=

Observe que o estimador @écj) € a propor¢do de observagdes no conjunto de trei-
namento que pertencem a clagse Note que, o denominador cﬁj, nj — 1, corrige o
vicio desse estimador. E ainda; e by j sdo, respectivamente vetor de médias amos-
trais e amatriz de covariancias amostrapara a class¢, j = 1,2, 3,...,M. Para mais
detalhes, ver Johnson & Wichern [12].

4.2.2 Analise Discriminante empregando MF

Agora, nesta abordagem, consideramos cada olgsse= 1,2,3,..,M, com densi-
dadef;(-|Y = j), tal quefj(-|Y = j) € uma mistura finita de densidades pertencentes a
Familia Normal Assimétrica Independente. No trabalhcarfoconsideradas as densi-
dades normal assimétrica multivariada e t assimétricaivatiida. Portanto, as classes
foram modelas por

9j . . .
fj(x0j) = prl NA (X[, 2, Af) (4.22)
|=
e
9j . . L
fix0) = 3 mtApylw, =l X)), (4.23)
=1

paraj =1,2,...,M, denotados, respectivamente, por MFNA (mistura finita denacs
assimétricas) e MFtA (mistura finita de t assimétricas)afas de comparacgao, também
foram consideradas nos experimentos as misturas finitasrdears multivariadas (MFN)
e det multivariadas (MFt).

O objetivo é flexibilizar a modelagem nas caudas e assimaétisadados, na ten-
tativa de contornar problemas em que a distribuicdo norréal s ajusta e, de uma
maneira geral, problemas em que as distribuicdes simgtn&a comportam os dados.
Com essa abordagem, espera-se considerar pontos que giti@snusualmente como
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outlierse aproximar o quao possivel ao comportamento dos dadosn&e@abrakt al.

[5], as misturas tém sido amplamente aplicadas em diversas aientificas como uma
ferramenta para modelagem de heterogeneidade da popelapéoximar densidades de
probabilidades complicadas, apresentando assimetriigmodalidade e caudas pesadas,
sendo um método flexivel para as suposi¢des sobre a dig&thdos dados.

Portanto, a proposta neste trabalho, como ja mencionadogdélar as distribuicbes
condicionaisfj(-|Y = j) por mistura finita de densidades, considerando as compeEmnent
da mistura da familia normal assimétrica independente.
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Capitulo 5

Mistura Finita de Densidades

Neste capitulo apresentamos a definicdo de mistura finitergdhdes, e suas prin-
cipais particularidades. Discutimos a estimacao dos sadsretros por maxima veros-
similhanga, via algoritmo EM (do termo em ingl&xpectation and Maximizatignos
resultados pertinentes a esta abordagem e o critério dgisale modelos BIC (do termo
em inglésBayesian Information Criteriop adotado no trabalho.

5.1 O Modelo de Mistura Finita de Densidades

Um vetor aleatériaX tem distribuicdo dada por unmaistura finita de densidades
(MFD), comg componentes, se sua densidade é da forma

g
f;@) =3 pifj(x0)), (5.1)
=1

ondep; >0, j=1,...,9, com Z?:l pj = 1, séo chamadgsesos da mistura densidade
fi(.;6;) € denominada g-ésimacomponente da misturendexada por um vetor de pa-
rametrosfj e © = ((py,...,Py)".01,...,04)T. A FiguralL.l apresenta um conjunto de
dados ajustados por uma MFD normais univariadas, gen8. Observe que o conjunto
de dados apresenta uma distribuicdo complexa, com mulsidede, situacdo em que
uma Unica familia paramétrica de distribuicdes ndo pro@duzima modelagem satisfato-
ria.
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Figura 5.1: Dados ajustados por uma MFD normais univarjadesg = 3.

A Figura[1l.2 apresenta um conjunto de dados ajustados porMiRfa normais
bivariadas, cong = 2. Observe que este conjunto de dados apresenta tambémairira di
buicdo complexa, com multimodalidade.

Contour plot for Normal

Figura 5.2: Dados ajustados por uma MFD normais bivariagasg = 2.

Para o emprego do modelo definido émi(1.1), é necesséaricaesiparametros em
©® que, na maioria das aplicagcfes, é implementado pelo mémdoadima verossimi-
Ihanca (ver, por exemplo, McLachlan & Peell[19] e Lee & McUach13]). Na definicdo
apresentada, o numero de componegtesté fixado, no entanto, na prética seu valor é
desconhecido sendo necessario estima-lo a partir de dades/ados pard. Esta ques-
tdo de estimag pode ser abordada no contextoSieecao de Modelpsom o emprego
de uma fungéo-critério cuja otimizagao indique o nUmeroafeponentes adequado aos
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dados.

5.1.1 Identificabilidade de MFD

Segundo McLachlan & Peel [19] a estimagcédo de um paran®@trpara uma distri-
buicdo f(x,®), baseada nas observacdesdeso faz sentido s® é identificavel, isto
€, possuir uma caracterizacdo Unica a partir de seus pao&m&m geral, uma familia
paramétrica de funcdes densidades de probabiliddde®) € dita ser identificavel se
valores distintos d® determinam membros distintos da familia de densidadea. ear
isso, considere a familia de distribuicdo

{f(,09):0 € Q},
ondeQ € o espaco paramétrico especificado. Entao

f(;0)=f(;0)
se, e somente se,

0=0"

A identificabilidade no caso de mistura de densidades, apt@sima caracteristica
mais especifica. Como exemplo, considere uma mistura deddnaglades normais uni-
variadas com médigs, e L, e variancias iguais a 1. Temos

f(x0)= \/F%Texp[—%(x_ul)ﬂ + %Texp[—%(x_ “2)2} .

onde® = ((p1,P2)", 144,17 )". Note que, com os valores dos parametros fixados, se
permutarmos os indices e@® a densidadd (.|®) terd o0 mesmo valor em cadac R.
Portanto, para a identificabilidade no contexto de misténascessario mais uma condi-
céo, a dgpermutabilidade

Seja.Z = {Y(x;0) : 8 € Q,x € RP} uma familia paramétrica de densidades e
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7 = {f(x0): Zp,wxen pj >0,

g
SPi=Lyx0)eF, ©=((p..Py)".01,..00)"} (52
=1

uma familia de MFD. A class&’ é dita identificavel se, para quaisquer dois membros

g
@):ijw(x;ej) e f(x;0)= ij W(x;67),
=1

tem-se quef (x; @) = f(x;©’) se, e somente sg,= ¢ e ainda podemos permutar 0s
indices das componentes de forma gye- p’j eyY(x;0;) = (,U(x;O’j), comj=1,...9.

Como observado em McLachlan & Peel|[19, Secao. 1.4], a falidehtificabilidade
nao é preocupante na estimacdo de maxima verossimilhamgdgaritmo EM, no en-
tanto, no contexto de estimacdo bayesiana pode causaeprahl Também, isto ndo
se constitui um problema em aplicacées onde o interesseigalré estimar o valor da
densidade em observacdes especificas que, como sera vistasé em Analise Discri-
minante.

5.2 Estimacéao por Maxima Verossimilhanca

Nesta secdo descrevemos a estimacgado por maxima verossigall discutimos al-
gumas particularidades no contexto de MFD.

Definigéo 5.1.SejaX um vetor aleatorio com distribuicdo dada pof-f®), com® € Q.
Dadox = {X1, X2, ...,Xn} um conjunto de n observacdes independentes, @e~uncéo de
Verossimilhancga (FV) é definida como

n

L(®) =L(O|x) = r!f(xi;@). (5.3)
i=
Sendof (-; ®) uma mistura finita de densidades, temos
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L(©) = [{=Lp11i0xi )} 5.4

a funcdo de verossimilhanca para o modelo de MFD.

Definicdo 5.2.Se existe um Unico val® € Q gue maximiza a Funcéo de Verossimi-
lhanca, entad® é denominadé&stimador de Maxima Verossimilhan(iaMV) de®.

Devido ao problema da falta de identificabilidade, existénmagdes em que a FV
atinge maximo local para diferentes valores®@gepor esse motivo, as equacdes de ve-
rossimilhanca tem varias raizes. Como observado em McaadKrishnan|[21], esse
problema pode ser grave quando ha interesse na estimac@alal@s especificos para os
parametros envolvidos. Por outro lado, se o objetivo é apestamar o valor da densidade
em pontos de interesse que, como ja mencionado, é o caso digeAdigcriminante, isto
nao se constitui em problema (ver Ripley/[24, Cap. 6]).

Outra situacao particular € que no modelo de misturas fiaitd$ pode ndo ser limi-
tada superiormente (ver McLachlan & Peel [19, Secé&o 1.#18hta forma, o EMV pode
nao existir. Como observado em Ripley![24, Secéo 6.4], entanproblemas reais, por
exemplo, nas aplicagbes em Analise Discriminante, &€ négesomente obter uma “boa
aproximacao” para o valor estimado da densidade nos poetastetesse, portanto, €
possivel obter uma estimativa pagaque permita o emprego das MFD como modelos
para aproximarem as distribui¢cdes envolvidas no problema.

Na prética, a determinagdo dos EMV para MFD envolvem varifisuttiades de-
vido & complexidade da dependéncia da FV nos parametros.que;@es de maxima
verossimilhanca ndo séo lineares, ndo sendo possivelsuitedes analiticas, portanto,
€ necessario o emprego de métodos numéricos de maximizagdogdes (Pereira [22]).
Para esse fim, segundo McLachlan & Krishnan [21] e Lee & Mclac[i4], o algoritmo
EM é o mais empregado nesse contexto.

5.3 Algoritmo EM para Modelos de Misturas Finitas

Nesta secdo descrevemos o algoritmo EM para mistura finitedsidades, sendo
necessario definirmos inicialmente a questao da estruti@ados incompletos que €
empregada pelo algoritmo.
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SejaXji,...X, uma amostra aleatéria d€, com distribuicdo dada por (1.1). Para
i =1,...,n, sejaZ; um vetor aleatorio, conZj = (Zis, ..., Zig), cujas componentes Sao
definidas como variaveis indicadoras da forma

7 1, SeXiij(X;Oj);
T 0, seXi~fi(x;0), | £].

Podemos interpretar essa varia¥glcomo uma variavel latente, ndo observavel, as-
sociada ao vetoX; e indicando qual componente da mistura descreve sua digt

Neste contexto, os valores observaggs.., X, de X1, ...X,, sdo consideradatados
incompletos Denotando poe;s, ...z, 0s valores pard,...Z,, 0S vetores ddados com-
pletosséo, portanto,

Vi = (Xi,z), i=1,..,n.

Assumimos entao que o vetdytem distribuicdo multinomial, considerando uma reti-
rada eng categorias, com probabilidadps, ..., pg, isto €, formam uma amostra aleatéria

Z1,....2Zn ~ Multig(1;p1,..., Pg),

portanto a distribuicdo d&; é da forma

g
f(z;a) = ﬂ p?', ondea = (py, ..., Pg)- (5.5)
=1

Pela construcéo acima, jeeésimo peso da misturp{) pode ser interpretado como a
probabilidadea priori dai-ésima observacao provir daésima componente da mistura,
comi=1..,n.

Pelas suposicdes estabelecidas, a distribuicdo conjardeaog dados completgsé
da forma

45



f(yi;®) = f(xi|z;0)f(z;a)

g
= I_ij(xiiej)‘jf(zi:a)
]:

g
= fi(xi;0;)% pi. (5.6)
111 j kiU j

Para o desenvolvimento do EM, construimos a FV dos dados letwsp
y = (Y1,-..,Yn), dada por

n g

L(©)=L(®ly) = |‘|fy., )= fitxe0)® )p;, (5.7)
i=1lj=1

e 0 seu logaritmo (na basgdado por
(@) = logL(® ZiZzij{logpj+logfj(xi;0j)}

n n g
= zjlogpj+ zilogfi(xi;@;). (5.8)
i;,-;’ j i;j;: i(xi;05)

Para a construcao do algoritmo EM determinamos a fu@ao

Q(e|eM) = E{l(e)|x;0M}, (5.9)

ondex = (X,...,Xn) € a notagddk) sobrescrito informa que essa € a estimagdo do
parametro obtida no instantedo algoritmo. Observe qu@(®|®(")) € a esperanga
calculada usandé® como valor parad. O algoritmo, entdo, se desenvolve em dois
passos:

1. Passo E: Determing(©|0X);

2. Passo M: Escolhé®*t1) maximizandaQ(®|0X).

Uma propriedade importante do algoritmo EM é que a forma camestimativas
©K sao determinadas garante (B V|0K) > Q@K |@N) (Ver, por exemplo
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Dempsteet al.[6]). E demonstrado (ver, por exemplo, Pereira [22]) que b implica
em
@k ) > (o), (5.10)

portanto, as aproximagéé(s@“‘)) obtidas pelo algoritmo EM geram uma sequéncia
{I(®®)} nao-decrescente.

Na implementacéo do algoritmo, os passos E e M sao repetidosamlamente até
que um critério de convergéncia adequado seja atingidea¥/gropostas para critérios de
parada sao discutidas na literatura (ver, por exemplo, lldba & Peel[19] e McLachlan
& Krishnan [21]). Neste trabalho, o critério de convergé@rexlotado € da forma

|(@(k+l))

1(©W) -1

<c, (5.11)

comc suficientemente pequeno.

Para a expressdo (11.9), obtemos

>

g n g
Qee® Z\ S ElZijlx0"]inp;+ ZZ E[Zij|x;©]In fj(x;6{"), (5.12)
=1j=1 =1

onde®® = ((pl, ..., p§")T.6;Y,....05M)T.

De (1.12), vemos que € necessario determinar

()def ]

= E[Zj|x; Pz = 1|x;0M] = P[Z; = 1|x;,0W)], (5.13)

Considerando a distribuicdo dada ém](1.5), temos que

k)

Pzj =1/0®] =P[zj = 1,Z; = 0VI # j|©¥] = pi¥. (5.14)
Usandol(1.6), vemos que
d k
f(xi|zi,©®) = [ (5.15)

J=1



e, portanto, temos que

f(xi[z; = 1,00) = f(x;6{). (5.16)

Empregando o Teorema de Bayes, vemos que

P[Zij = 1|@(k)]f(xi|zij = 1,@(k))

(k) _ L @K
™ =Pz = 1|x;, 00 = 5.17
i [ 1) | | ] f(Xi; @(k)> ( )
Usando[(1.1)[(1.14) € (1.16) em (1.17), obtemos
O
S )0, 7) (5.18)

Da expressao acima, vemos qﬁ@ € uma estimativa da probabilidade da observacéo
Xi provir da componentég;(-; ng)) da mistura, com base em uma dada estimai\fa do
vetor de parametro®.

Agora, usandd (1.18) ern (1]12), podemos escrever

g

QeeM) = ler” logp; + ler,gk log ; (xi;0;)
= Qu(a)+Q2(0), (5.19)

ondea = (Py, ..., Pg) €60 = (61, ...,0g),

n g
— Z > rlg log p; (5.20)
j

i =1

n g
0) = Zl > Ti(jk) log fj(xi; 0j). (5.21)

=1j=1

Como pode ser visto na expressao (11.19), o problema de neagén deQ(©|0X)
é considerado, separadamente, paefd, ou seja, dois problemas que envolvem

0Q1 () _0 0Q2(0)

EPS e —9o
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Note que o primeiro problema de maximiza¢do tem uma solug@a @ue € expli-
citamente determinada, independente da forma funciorsatdamponentes da mistura.
Considerando as restrigdes sobsgos pj séo néo negativos e somam 1, a solugéo é obti-
da com o emprego de multiplicadores de Lagrange, sendo dadagy Dempsteet al.

[6])

k1) 1ok .
P _ni;r” , i=12...0. (5.22)

Dessa maneira, determinamxﬁj@ por meio de[{1.18) e as aproximacdes pafa )
por (1.22).

No segundo problema de maximizacdo, com relac@p ¥emos que a solucéo de-
pende da forma funcional das componerftgs;; 6;), pois devemos solucionar

n g d
) 7 fi(xi:0;) =
i;glru dHlnf'(X"eJ) 0. (5.23)

Para a equacab (1]23) ndo ha garantia de solucao Unica e beitleddsto sera discutido
no Capitulo 3, no contexto de mistura finita de densidadesasortnmponentes na familia
dedistribuicdes normais assimétricas independentes

5.4 Estimac&o do nUmero de componentes

A abordagem da estimacao do nimero de componentes consistensiderar uma
funcao-critério cuja otimizacgao indique o numero de congmb@s do modelo adequado
aos dados. Uma funcao-critério, em geral, seleciona o mags componentes da forma

g=arg mirb{C(@(g)), d = Omin; ---» Omax}»

ondeC((:)(g)) é o valor da fungéo-critério para o0 modelo estimado com de&eg, no
caso de mistura finita de densidades, o modelo g@amponentes. Existem varias pro-
postas na literatura para a funcao-critério (ver, por exenmycLachlan & Peell[19] e
Hastieet al.[10]). Segundo Andrews & McNicholas![1], um dos critériossigecao de
modelos mais empregado € o Critério de Informacdo Bayegiarptambém, Wang &
Hu [27], Wanget al. [28] e Fraley & Raftery|[8]), que denotaremos por BIC, devaio
termo em inglé8Bayesian Information Criteriomque sera adotado neste trabalho.

O BIC é baseado na teoria Bayesiana de selecdo de modelassaodonsidera-
dos varios possiveis modelos, com suas probabilidagesori, objetivando selecionar
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0 modelo com a maior probabilidade “a posteriori’, dadasksevacdes. Considere os
modelosMy, ...,Mg e suas respectivas probabilidadesriori P(Mg), g = 1,2,3,...,G.
Pelo Teorema de Bayes, “a posteriori"Mg dadox = (X1, ...,Xn) €

f (x[Mg)P(Mg)

P(Mg|x) = ZtG:l (X IMOP(M) (5.24)

Para essa expresséo, € necessario deterrhirgvly), que denota a distribuicéo de
x segundo o modelMy. Como os parametros séo geralmente desconhecidos, obtemos
(1.22) integrando sobre o espago paraméico

f(x|Mg) = / L(X|©, Mg) (O ) [Mg)d® ), (5.25)

onder(© g |Mg) € a distribuicda priori para® ) e L(x|®,Mg) € a funcdo de verossi-
milhanca para o modelgy com vetor de parametr@3 .

Se as probabilidadd¥ Mg) em (1.24) forem iguais, o procedimento seleciona o mo-
delo que apresentar maior valor pdia|Mg), denominada deerossimilhanca integrada
Em todos os casos, é necessario obter uma aproximacao paegiali(1.25), o desen-
volvimento para obter esta aproximacao esta descrito esoBdk sendo o resultado da
forma

BIC(g) = —21(©g) + u(g)logn, (5.26)

ondel ((:)(k)) € o logaritmo da funcdo de maxima verossimilhanca para o imaden
vetor de parametros estimac@@), eu(g) € o numero de parametros livres no modelo de
dimenséag@. Portanto, o procedimento seleciona o modelo com o nimezordponentes
gque apresenta o menor valor para o BIC.

Na literatura, € mencionado que o BIC assintoticamentestarsklecionar o modelo
de dimensao correta, por isso € denominedosistente em ordefwer referéncias em
Pereiral[22]). Apesar de ndo ter sido desenvolvido para losdie misturas, na préatica
este critério tem apresentado resultados satisfatori@sgehecionar o numero de com-
ponentes da mistura ao aproximar densidades desconhemgasgando misturas finitas
de densidades (ver Pereiral[22], Basso [4] e as referénesassitrabalhos).

poderiamos até adotar uma fronteira de deciséo linear iadimiim pequeno erro de
classificagéo.

As observacdes em cada classe foram geradas por MFN. Parssa Clfoi empregada
uma mistura de cinco componentes com densidade normal, a@mptros
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Q11 = 0O12=013=014=015=0,2;

2 () e 2 e (2) )

1 -05 10
S = ), S=T13=F14= 5= .
11 <—O, 5 1 ) 12 13 14 15 (0 1)

Para a Classe 2 foi empregada igualmente uma mistura de @imeponentes nor-
mais, com parametros

O21 = Qpp=023=024=055=0,2;

B 9 _ 11 B 12 _ 11 _ 9 _
H21 = 5 | Moo = 6 y  HM23= 3 y  MH24= 10 |’ Ho5 = 11 )"

10
Yo = E2225329,:5324:5325:(0 1)-

Na Tabeld?? s&o apresentados os resultados obtidos com a classifieaggm(cen-
tagem) do conjunto de teste, segundo o tamanho dos conpimtosinamento, para cada
uma das distribuigdes.

Mre MFN MFNA MFt MFtA
200 | 0,44(0,26)[0,09;100,  0,45(0,30)[0,09;120]  0,44(0,26)[0,10;1,01]  0,44(0,29)[0,00;1, 10|
300 | 0,39(0,23)[0,00;091  0,39(0,22)[0,00;089]  0,40(0,24)[0,00;0.96]  0,40(0,24)[0,00;0,90)
500 | 0,32(0,19)[0,00;080  0,35(0,21)[0,00;081  0,32(0,19)[0,00;0,79  0,34(0,20)[0,00;0,79

1000 | 0,22(0,17)[0,00;070]  0,31(0,18)[0,00;071]  0,30(0,17)[0,00;070]  0,30(0,18)[0,00;0,70)

Tabela 5.1: Problema 4 - Média da Taxa de Erro (desvio-pafiriiervalo de confianca
empirico].

A maior média de TE obtida foi para a MFNA, 45%) paranie = 200. Os resultados
foram satisfatorios para este problema, onde as classdses@igeparadas. Note ainda
gue para todos os modelos houve decrescimento da TE com smtudeetamanho do
conjunto de treinamento e pamg maior do que 300 os intervalos empiricos para as TE’s
contém o zero. Na Figurz?, onde apresentamoslogxplotsdas TE’s para esse problema,
observe que ocorre uma diminui¢ao da dispersao com o aumetdmanho da amostra.
Note também, a maior variabilidade das TE’s paya = 200, 0 que possivelmente se
verifica pelo exposto anteriormente (ver Problema 3).
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Figura 5.3: Taxas de erro do Problema 4.

Com a variagdo do tamanho do conjunto de treinamento e seitdd 000 repeticdes,
observamos entre os resultados obtidos para a Classe 15 qulelos selecionaram com
maior frequéncia duas componentes e, em algumas pouctig@epeforam selecionadas
3 componentes.

Para a Classe 2 os resultados foram razoavelmente melbndes¢cada modelo, com
excecdo do modelo de MFtA, selecionou com maior frequéneies domponentes. O
modelo de MFtA apresentou um comportamento um pouco diferdes demais nesta
classe, para conjunto de treinamento de tamanhos 200 e 3@@elorselecionou com
maior frequéncia apenas uma componente. Aumentando ontorgja treinamento, para
Nyre igual a 200 e 300, o modelo selecionou com maior frequén@a damponentes.

Note que, comparando com o Problema 2, simulado com o mesmeralde com-
ponentes por classe, este problema apresenta as disigbulas classes mais proximas
e, provavelmente, isto contribuiu para o pequeno aumerstd Bs.
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54.1 Problemas

—40 —20 o 20 40 60 80

Figura 5.4: Gréfico do Problema 5.

No Problema 5, simulamos as observacgfes de maneira quessistdo bem sepa-
radas. A Classe 1 foi gerada com probabilidRde- 0,4 e a Classe 2 com probabilidade
P, = 0,6. Note que, se admitirmos um pequeno erro de classificagdiop @omo o pro-
blema anterior poderia ser adotada uma fronteira de delor&@. Observamos na Figura
?? um exemplo com 1000 pontos simulados para este problemdoigeensiderado no
estudo por ser uma situacdo relativamente simples paralanoperém observe que héa
um certa sobreposicao das classes devido aos valores@dedasivariancias.

As distribuigbes consideradas foram normais. A Classe gd@da por uma normal,

[ 40 5 180 O
M=\ a0 )" 7\ o 180
A Classe 2 foi gerada por uma normal, com parametros
(0 51— 100 50
2=\ o) 27 \s0 100

Na Tabel&?séo apresentados os resultados obtidos para este prokel@parcenta-
gem), segundo o tamanho dos conjuntos de treinamento, gdaaimna das distribuicdes.

com parametros
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Mire MFN MFNA MFt MFtA
200 | 1,25(0,37)[0,59;200]  1,33(0,39)[0,64;214]  1,28(0,36)[0,60;200  1,28(0,40)[0,60;2 11]
300 | 1,26(0,36)[0,59;207  1,31(0,38)[0,63;212]  1,24(0,36)[0,52;200  1,29(0,39)[0,60;2 10]
500 | 1,21(0,36)[0,59;1,98  1,29(0,38)[0,60;208  1,20(0,35)[0,51;199  1,28(0,36)[0,60;2 10

1000 | 1,21(0,35)[0,52;190]  1,30(0,37)[0,62;208  1,20(0,35)[0,60;1,91]  1,26(0,36)[0,60;2 00|

Tabela 5.2: Problema 5 - Média da Taxa de Erro (desvio-pafiriiervalo de confianca
empirico].

Para este problema, o aumento do tamanho do conjunto dartreimo proporcionou
uma diminuicdo da variabilidade, comportamento sugerelo gesvio-padrdao. Apesar
de a média das TE’s ndo terem aparentemente diminuido derangasl com o aumento
do conjunto de treinamento, observe que o limite superiocadia IC obtido para TE
decresceu com o aumento da amostra.

A maior média da TE obtida foi para MFNA, 33%), com a menor amostra simulada
(nire = 200). O ajuste que apresentou a menor média para TE foi com(ME0%) para
Nere = 500 enye = 1000. Na Figurd??, temos oshoxplotspara as TE's obtidas neste
problema, onde observamos os comportamentos equivatbygesodelos em relacdo as
suas TE’s.
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Figura 5.5: Taxas de erro do Problema 5.

Neste problema, assim como o Problema 3, cada classe falagpma uma distri-
buicdo normal e apesar de diferirem em complexidade, paistaqos uma estrutura
realmente simples, o desempenho dos modelos na selecdmeoonde componentes foi
igualmente satisfatorio. Todos os modelos de misturasisek&am apenas uma compo-
nente em cada classe.
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5.4.2 Problema6
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Figura 5.6: Gréfico do Problema 6.

Para o Problema 6, a Classe 1 foi gerada com probabili®ade0,6 e a Classe
2 com probabilidad®, = 0,4. Na Figura??, foram simuladas 1000 observacdes para
vizualizarmos a estrutura das duas classes e como é a feodieidecisdo entre elas.
Observamos que a fronteira de deciséo € nao linear.

A Classe 1 foi simulada por uma MFt com trés componentes, @anpetros

o = 0,3 = 0 Y11= 8 1074 v11 = 10;
11 = Y0, M1 = 6 | 1= 10,74 30 | 11 = 1U;

15 40 30
ap, = 0,3 = , M= , Vip=10;
12 H12 < 15 ) 12 ( 5 2) 12

30 15 -10
a3 = 0,4, pi3= g | Yi3= , Vviz=10

Para Classe 2 simulamos observa¢des por uma MFt, assim cOhlasse 1, mas com
duas componentes, com parametros
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021 = Oa 57 H21 =

6
3
20 10 5
ax» = 0,5 Moo = 3 , Y= 1 , V=10

Na Tabeld?? séo apresentados as TE's de classificacdo do conjunto desegtindo
o tamanho dos conjuntos de treinamento, para cada uma ddsuiides propostas para
ajuste.

Mre MFN MFNA MFt MFtA
200 | 6,290,87)[4,69;811  6,46(0,93)[4,79;839  6,27(0,86)[4,64;805  6,44(0,91)[4,82;8 32
300 | 6,10(0,78)[4,60;7,64  6,23(0,79)(4,75;7,86]  6,05(0,76)[4,60;7,66]  6,19(0,82)[4,67;7,91]
500 | 5,92(0,77)[4,37;7,37]  6,07(0,80)[4,53;7,74)  593(0,74)[4,48;7,38  6,03(0,75)[4,66;7,57)
1000 | 5,87(0,74)[4,41;7,26]  5,98(0,76)[4,48;7,43  5,86(0,75)[4,44;7,33  5,97(0,75)[4,50;7,33)

Tabela 5.3: Problema 6 - Média da Taxa de Erro (desvio-pafiriiervalo de confianca
empirico].

Mais uma vez observamos que para todos os modelos houvesdeozato das mé-
dias das taxas com 0 aumento do conjunto de treinamento.

Para conjunto de treinamento de tamanho 200, a menor médiatfda foi com o
ajuste de MF{6,27%). Comnie = 300 a menor média para TE foi para Mt 05%).
Paranie = 500, a menor média observada foi para M5, 92%) e parane = 1000, 0s
ajustes tiveram resultados similares, mas em valor alwsolatodelo de MFt apresentou
menor TE (586%). Neste problema também ha uma sobreposicéo dos |@osipara
todos os modelos.

Na Figura??, temos odoxplotspara as TE’s obtidas neste problema, onde observa-
mos 0s comportamentos equivalentes dos modelos em releg@afTE's e, novamente,
observamos uma variabilidade mais acentuadamara 200
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Figura 5.7: Taxas de erro do Problema 6.

Na sele¢do do numero de componentes para a Classe 1, queaida ger um mo-
delo de MFt com 3 componentes, todos 0s modelos apresentaraportamento similar,
selecionando com maior frequéncia 3 componentes. ParasaeC®a todos os modelos
selecionaram com maior frequéncia duas componentes.

O modelo de MFt ndo apresentou varia¢cdes na escolha do ndeemnponentes da
mistura, como esperado, selecionou trés componentes Giaase 1 e duas componentes
para a Classe 2.

5.4.3 Problema7
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Figura 5.8: Gréfico do Problema 7.
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Para o Problema 7, simulamos as observagfes de maneira giasses estdo bem
separadas. A Classe 1 foi gerada com probabilitade 0,4 e a Classe 2 com probabi-
lidadeP, = 0,6. Na Figura??, foram simuladas 1000 observagdes para vizualizarmos a
estrutura das duas classes e como é a fronteira de deciséelast

Para as observacfes da Classe 1, ajustamos um modelo cobuitido t assimétrica,
com parametros

(40 o _(e0 20\ (-2)
M1 = 40 y - 20 60 ’ 11— _2 ) - d

E para a Classe 2, simulamos observa¢des com distribuigéahassimétrica, com

parametros
0 80 30 1
= , o= , A= :

Na Tabela?? sé@o apresentadas as TE’s de classificacdo do conjunto éestegtindo
o tamanho do conjunto de treinamento, para cada uma das dfa@das, na tentativa de
modelar a distribuicdo de cada classe.

Mire MFN MFNA MFt MFtA
200 | 0,88(0,30)[0,30;153  0,90(0,33)[0,32;162]  0,890,32)[0,30;155  0,88(0,33)[0,30;1 59
300 | 0,87(0,30)[0,30;150]  0,88(0,30)[0,39;152]  0,84(0,29)[0,30;141  0,84(0,30)[0,30;1,50]
500 | 0,86(0,29)[0,30;145  0,84(0,31)[0,30;150]  0,83(0,29)[0,30;141  0,81(0,28)[0,30;1,40]
1000 | 0,85(0,29)[0,31;149  0,84(0,30)[0,30;150]  0,81(0,29)[0,30;1,43  0,81(0,28)[0,30;141]

Tabela 5.4: Problema 7 - Média da Taxa de Erro (desvio-pafiriiervalo de confianca
empirico].

Os resultados foram satisfatérios para este problema andesses sdo bem separa-
das e de uma maneira geral todos os modelos apresentarammuaebempenho. Note
gue para todos os modelos houve decrescimento das médiaE'da®m o aumento do
conjunto de treinamento. Pamge = 200 0 melhor desempenho foi do ajuste com MFN e
MFtA (0,88%), comnie = 300 a menos TE foi obtida com os ajustes com MFt e MFtA
(0,84%). A menor média para TE obtida foi para o modelo de MFtA, agm= 500
e e = 1000, para este Ultimo tamanho de conjunto de treinamentodeim de MFtA
apresentou o mesmo desempenho méali®1%,). O modelo que teve o pior desempenho
foi a MFNA, tendo a menor média para TE igual,88%.
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Neste problema, ndo empregamos os modelos de misturasgraraag classes, mas
apenas geramos cada uma com distribuicéo diferente, aeClagsrada por uma distri-
buicdo t assimétrica e a Classe 2 gerada por uma distribngyé@eal assimétrica. Apesar
dessa caracteristica, de maneira geral, todos os mode&seaaram desempenho simi-
lar, selecionando apenas uma componente para ambas &s ctasso adequado. Apesar
destas diferencas em termos da média das taxas de erroyayhesrque os IC estdo to-
dos sobrepostos, sugerindo que o0s ajustes tiveram um ctan@orto equivalente. Estes
resultados sdo, provavelmente, devido ao fato de que aeslastao relativamente sepa-
radas

Na Figura??, temos odoxplotspara as TE’s obtidas neste problema, onde observa-
mMos 0s comportamentos equivalentes dos modelos em relac@@aa TE'’s.
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Figura 5.9: Taxas de erro do Problema 7.
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5.4.4 Problema8
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Figura 5.10: Gréfico do Problema 8.

No Problema 8, simulamos as observa¢cdes com os mesmo parsmetProblema
4, onde a Classe 1 foi gerada com probabilidade 0,8 e a Classe 2 com probabilidade
P, = 0,2, mas estendemos a dimens&o dos dadospara, e sua estrutura pode ser
observada na Figurzp.

A partir da configuragdo bidimensional, foi acrescentada variavel independente
e redundante para efeito de discriminagdo, obtendo-samorum vetor de observa-
¢cOes de dimensdp = 3. A variavel independente e redundante gerada tem distribu
cdo Norma(3,1). Na Figura?? podemos observar o comportamento das variaveis desse
problema.

var 1

var 2

0 2 4 6 8 1012

var 3 b oo

Figura 5.11: Gréfico de dispersdo do Problema 8, poa3.
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Na Tabela?? sé@o apresentadas as TE’s de classificacdo do conjunto eéesiegtindo
o tamanho do conjunto de treinamento, para cada uma dabuiishes.

Mre MFN MFNA MFt MFtA
200 | 0,50(0,30)[0,10;112  0,55(0,38)[0,10;141]  0,52(0,28)[0,10;118  0,53(0,30)(0,10;1,20]
300 | 0,38(0,20)(0,09;080)  0,47(0,25)[0,10;101  0,43(0,24)[0,00;0.96]  0,46(0,25)[0,10;1,06]
500 | 0,37(0,20)[0,00;082  0,41(0,21)[0,10;090]  0,38(0,22)[0,00;082]  0,41(0,22)[0,10;0,90]
1000 | 0,300,18)[0,00;070]  0,32(0,19)[0,00;071]  0,30(0,18)[0,00;070]  0,33(0,19)[0,00;0,80]

Tabela 5.5: Problema 8 - Média da Taxa de Erro (desvio-pafiriiervalo de confianca
empirico].

Mais uma vez observamos que para todos os modelos houvescdeoeato das mé-
dias das taxas com o aumento do conjunto de treinamento.oB&@njuntos de treina-
mento de tamanhos 200, 300 e 500, as menores médias paraantdbtidas para MFN
(0,50%,,38% e Q37%, respectivamente). Come = 1000 a menor média para TE foi
obtida para MFN e MF{0,30%). Mas, observe que os IC’s estdo sobrepostos e, como
esperado, o menor desvio padrdo é observados para granok&tsaam

Na Figura?? temos osboxplotsdas TE's obtidas neste problema. Observe nos
boxplots o comportamento equivalente entre os modelos e a maiabittade com
Nire = 200, como discutido anteriormente.
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Figura 5.12: Taxas de erro do Problema 8.

A sele¢do do numero de componentes foi similar ao apresentaé®roblema 4, to-
dos os modelos selecionaram duas componentes para a Cldsgmfa a Classe 2, foi
selecionada uma componente, com excecao para 0 conjuntinentento de tamanho
1000, onde para todos os modelos foram selecionadas duaseentes.
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Portanto, o acréscimo da dimenséao redundante néo afetoartsrasignificativa os
modelos.

5.5 Aplicacdo com dados reais

Nesta secdo empregaremos a metodologia proposta nestdrabnsiderando trés
conjuntos de dados reais. Inicialmente, abordaremos dojsrttos de dados ja analisa-
dos na literatura por diversos classificadores, com aberdagstatistica e ndo estatistica,
com o objetivo de avaliar o classificador.

Como nao dispomos das probabilidadgwiori das classes, empregamos nestes con-
juntos de dados o classificador de maxima verossimilhangaefa, consideramos as
probabilidades priori de cada classe como sendo iguais, isto €, ndo informativa.

E além de separar as observacdes em conjunti@isiamento e tesfempregamos o
procedimento conhecido corkefold, por ser mais confiavel para estimar a TE, pois todas
as observagdes do conjunto de dados séo classificadas ¢palteed, ver Hastiet al.[10,
Secéao. 7.10].

5.5.1 Dadosl: - Caranguejos L eptograpsus.

O primeiro conjunto de dados que iremos descrever pode sentado no pacote
MASS do software R denominadarabs, o Caranguejos Leptograpsudrata-se de um
estudo sobre uma espécie de caranguejo, do gé&eptograpsusque é classificada se-
gundo a sua cor, laranja ou azul. Mas, com a perda da coraespse que as diferencas
morfoldgicas permitiriam classifica-los. O conjunto de@stem um total de 200 obser-
vacles, 100 de cada sexo e de cada espécie, coletadas emtlegefsstralia Ocidental.
Para cada observacéo temos as medidas da largura frontascio @L), largura poste-
rior do casco (RW), comprimento central do casco (CL), com@nto maximo do casco
(CW) e altura do corpo (BD), em milimetros (Ripley [24, Sec&dl]). Na Figura??,
apresentamos o histograma de cada varidvel em estudogdeegsna classificacdo, onde
a Classe 1 € a espé@eule a Classe 2 é a espétaganja . Note que de uma maneira
geral, as variaveis apresentam assimetria e multimodkdjdzaracteristicas intrinsecas
aos modelos de misturas finitas de distribui¢cdes pertees@familia NAI.
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Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes

Neste capitulo, discutimos os principais resultados obt@m a proposta deste tra-
balho para os problemas simulados e as aplicagbes com asi®s r

6.1 Discussoes e Conclusodes

Neste trabalho apresentamos a Analise Discriminante, queaéferramenta ampla-
mente utilizada, mas com uma abordagem diferente. Sugenemprego de distribui-
cOes de probabilidades provenientes da Familia Normafh#&tsca Independente para o
desenvolvimento de um procedimento de classificacao.

Observamos no geral, em cada simulagéo realizada, questickdor proposto con-
seguiu se ajustar aos diferentes problemas estudado® desdais simples aos mais
complexos em termos de modelagem e separacao das classes.

Além de TE’s razoaveis, ainda temos informacfes sobre apiidade de um objeto
pertencer a uma determinada classe (probabilidguesterior), uma vez que adaptamos
o classificador de Bayes, que consiste em calcular essaahbiiidades e alocar cada
objeto na classe em que foi obtida a maior probabilidagdesteriori

Em alguns problemas, os modelos considerados se ajustaraah mhaneira que o
namero de componentes necessario para a estimacédo dasadessioi menor quando
comparado com o modelo empregado para a simulacdo, dirdmassim tempo e quan-
tidade de parametros estimados, sem perda de informagéao.
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O desempenho do classificador com os dados reais tambéntistateaio. Apenas
verificamos a dificuldade do classificador, da forma como @rays variando o nimero
de componentes para as misturas, incorporar um nimero deiariaveis. E possivel
que isso decorra devido ao fato de que os agrupamentosisnitzidos peldk-means
formam componentes (grupos) com poucas observacoes, equesjimativas singulares
para as matrizes de dispersdo nas componentes da mistura.

Em particular, com os dados red@@mranguejos Leptograpsu® classificador nao
encontrou dificuldades, pois sua fronteira de decisdo iegsante linear sendo, portanto,
um conjunto bem separado. Como mencionado anteriormertassificador proposto
conseguiu se adaptar a um problema simples como este ficlasdo as observacdes
corretamente como os classificadores usuais.

Realmente, os modelos de MF com densidades provenientesndleafNAI conse-
guem modelar situagbes em que 0s modelo usuais ndo se adeqsEja por um pro-
blema de multimodalidade ou assimetria. Mas, vale ressglia em situacdes simples
nao tivemos perda em empregar esses modelos, pois elegpsaranasatisfatoriamente.

Como mencionado, com os dados reais, foi verificada a dihdg@dla modelagem
quando dispomos de poucas observagdes por classe retatimgnséo do vetor de ca-
racteristicas. O principal problema observado foi a quesédestimacao das matrizes de
escala, que resultam em matrizes singulares. Uma sugestamspor a restricao de que
as matrizes de escala sejam todas diagonais nas compotd&méstura, 0 que resultaria
em um classificador "ingénuo"de Bayes (denominado natitexrale Naive Bayes, ver
por, exemplo Hastiet al.[10, Secao. 6.6]) com as distribuicdes condicionais apnagias
por misturas finitas de densidades.
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Apéndice A

Programas

A.1 Simulacdes

oo # SIMULAGOES #------— oo
library(mvtnorm)

library(mixsmsn)

library(MASS)

library(sn)

p = 2 #dimensdo das observagdes

Fommr - # PROBLEMA 1 #-----ommmmmmm e
pil <- 0.6 #probabilidade a priori da classe 1

pi2 <- 1-pil #probabilidade a priori da classe 2

ntre <- 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000

#classe 1- o modelo foi uma mistura de trés normais
mull <- c(5,5)

sigmall <- matrix(c(1,0,0,3),2,2)
shapell <- ¢(0,0)

null <- NULL

mul2 <- ¢(6,11)

sigmal? <- matrix(c(5,0,0,5),2,2)
shape12 <- ¢(0,0)

nul?2 <- NULL

mul3 <- c(11,11)

sigmal3 <- matrix(c(3,0,0,1),2,2)
shapel13 <- ¢(0,0)
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nul3 <- NULL

#classe 2- o modelo foi uma mistura de duas normais

mu21 <- ¢(10,6)

sigma21l <- matrix(c(1,0,0,1),2,2)

shape21 <- ¢(0,0)

nu?21 <- NULL

mu22 <- ¢(6,16)

sigma22 <- matrix(c(1,0,0,1),2,2)

shape22 <- ¢(0,0)

nu22 <- NULL

c <- ¢(0,0)

n<-1

piil <- c(0.4,0.2,0.4)

pii2 <- ¢(0.5,0.5)

argll <- list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
argl2 <- list(mu=mul2,Sigma=sigmal2,shape=shapel2,nu=nul2)
argl3 <- list(mu=mul3,Sigma=sigmal3,shape=shapel3,nu=nul3)
arg21l <- list(mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape2l,nu=nu21)
arg?22 <- list(mu=mu22,Sigma=sigma22,shape=shape22,nu=nu22)
for(k in 1: 1000){

c = q = vector() #vetor ce classificagdo para as observagdes de treinamento
x <- matrix(O,ntre,2) #matriz de observagdes de treinamento
while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qli]=runif (1)

if(ql[i] < pi1){

x[i,] <- rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3))

cl[i] <-1
1 <- 1+1
}
else {
x[i,] <- rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21l,arg22))
cli]l] <- 2
1
B # PROBLEMA 2 #- - - oo oo oo

pil <- 0.5 #probabilidade a priori da classe 1
pi2 <- 1-pil  #probabilidade a priori da classe 2
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ntre <- 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000
#classe 1, o modelo foi uma mistura de cinco normais
mull=c(10,10)
sigmall=matrix(c(3,0,0,1),2,2)
shape11=c(0,0)

null=NULL

mul2=c(5,11)
sigmal2=matrix(c(1,-0.5,-0.5,1),2,2)
shape12=c(0,0)

nul2=NULL

mul3=c(3,16)
sigmal3=matrix(c(1,0,0,3),2,2)
shape13=c(0,0)

nul3=NULL

muld=c(5,21)
sigmald4=matrix(c(1,0.5,0.5,1),2,2)
shape14=c(0,0)

nul4=NULL

mul5=c(10,22)
sigmalb=matrix(c(3,0,0,1),2,2)
shape15=c(0,0)

nulb5=NULL

#classe 2, o modelo foi uma mistura de cinco normais
mu21=c(11,4)
sigma21=matrix(c(3,0,0,1),2,2)
shape21=c(0,0)

nu21=NULL

mu22=c(16,5)
sigma22=matrix(c(1,0.5,0.5,1),2,2)
shape22=c(0,0)

nu22=NULL

mu23=c(18,10)
sigma23=matrix(c(1,0,0,3),2,2)
shape23=c(0,0)

nu23=NULL

mu24=c(16,15)
sigma24=matrix(c(1,-0.5,-0.5,1),2,2)
shape24=c(0,0)

nu24=NULL
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mu25=c(11,16)

sigma2b5=matrix(c(3,0,0,1),2,2)

shape25=c(0,0)

nu25=NULL

c=c(0,0)

n=1

piil=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)

pii2=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)
argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
argl2=list(mu=mul2,Sigma=sigmal2,shape=shapel2,nu=nul2)
argl3=1list (mu=mul3,Sigma=sigmal3, shape=shapel3,nu=nul3)
argl4=1list (mu=mul4,Sigma=sigmal4,shape=shapel4,nu=nulé)
argl5=1list (mu=mul5,Sigma=sigmalb,shape=shapel5,nu=nul5)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21l)
arg22=1ist (mu=mu22, Sigma=sigma22, shape=shape22,nu=nu22)
arg23=1list (mu=mu23,Sigma=sigma23, shape=shape23,nu=nu23)
arg24=1ist (mu=mu24,Sigma=sigma24, shape=shape24,nu=nu24)
arg25=1ist (mu=mu25, Sigma=sigma25, shape=shape25,nu=nu25)
L e L e gerando as misturas (para as classes 1 e 2) --—-------oo—-
1=0

c=g=vector()

x=matrix(0,ntre,?2)

while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qli]=runif (1)

if(q[i] < pi){

x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3,argld,arglb))
cli]l=1

1=1+1

} else {

x[1i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg2l,arg22,arg23,arg24,arg25))
cl[i]=2

b

b

b

B # PROBLEMA 3 #------ommmmmmm e
pil = 0.4 #probabilidade a priori da classe 1

pi2 = 1-pil  #probabilidade a priori da classe 2
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ntre = 200  #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000.
#classe 1 - o modelo foi uma normal

mull= c(rep(0,d))

sigmall=diag(rep(1,d))

shape11=c(0,0)

null=NULL

#classe 2 - o modelo foi uma normal

mu21=c(rep(0,d))

sigma21=8*diag(rep(1,d))

shape21=c(0,0)

nu21=NULL

c=c(0,0)

n=1

piil=1

pii2=1
argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21l)
oo gerando as misturas (para as classes 1 e 2) ----------
1=0

c=q=vector()

x=matrix(0,ntre,?2)

while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qli]=runif (1)

if(q[i] < pi1){

x[1i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll))

clil=1

1=1+1

} else {

x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21))

c[il=2

pil = 0.8 #probabilidade a priori da classe 1

pi2
ntre = 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000

1-pil  #probabilidade a priori da classe 2
#classe 1 - o modelo foi uma mistura de cinco normais
mull=c(5,2)

sigmall=matrix(c(1,-0.5,-0.5,1),2,2)
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shapel1=c(0,0)
null=NULL

mul2=c(3,3)
sigmal2=diag(rep(1,d))
shape12=c(0,0)
nul2=NULL

mul3=c(2,5)
sigmai3=diag(rep(1,d))
shape13=c(0,0)
nul3=NULL

mul4=c(3,7)
sigmal4=diag(rep(1,d))
shape14=c(0,0)
nul4=NULL

mul5=c(5,8)
sigmalb=diag(rep(1,d))
shape15=c(0,0)
nul5=NULL

#classe 2 - o modelo foi uma mistura de cinco normais
mu21=c(9,5)
sigma21=diag(rep(1,d))
shape21=c(0,0)
nu21=NULL

mu22=c(11,6)
sigma22=diag(rep(1,d))
shape22=c(0,0)
nu22=NULL

mu23=c(12,8)
sigma23=diag(rep(1,d))
shape23=c(0,0)
nu23=NULL
mu24=c(11,10)
sigma24=diag(rep(1,d))
shape24=c(0,0)
nu24=NULL

mu25=c(9,11)
sigma25=diag(rep(1,d))
shape25=c(0,0)
nu25=NULL
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c=c(0,0)

n=1

piil=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)

pii2=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)
argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
argl2=list(mu=mul2,Sigma=sigmal2,shape=shapel2,nu=nul2)
argl3=list (mu=mul3,Sigma=sigmal3,shape=shapel3,nu=nul3)
argl4=1list (mu=mul4,Sigma=sigmal4,shape=shapel4,nu=nulé)
argl5=list (mu=mul5,Sigma=sigmalb,shape=shapelb5,nu=nul5)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21)
arg22=1ist (mu=mu22, Sigma=sigma22, shape=shape22,nu=nu22)
arg23=1list (mu=mu23, Sigma=sigma23, shape=shape23,nu=nu23)
arg24=1ist (mu=mu24,Sigma=sigma24,shape=shape24,nu=nu24)
arg25=1ist (mu=mu25, Sigma=sigma25, shape=shape25,nu=nu25)

Homm - gerando as misturas (para as classes 1 e 2) -----------

c=g=vector()

x=matrix(0,ntre,?2)

while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qli]=runif (1)

if(q[i] < pi){

x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3,argld,arglb))
clil=1

1=1+1

} else {
x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21l,arg22,arg23,arg24,arg?25))
c[il=2

pil = 0.4 #probabilidade a priori da classe 1

pi2
ntre = 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, , 300, 500 e 1000

1-pil  #probabilidade a priori da classe 2

#classe 1 - o modelo foi uma normal

mull= c(rep(40,d))
sigmall=matrix(c(180,0,0,180),d,d,byrow=F)
shape11=c(0,0)

null=NULL

#classe 2 - o modelo foi uma normal
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mu21=c(rep(0,d))
sigma21=matrix(c(100,50,50,100),d,d,byrow=F)
shape21=c(0,0)

nu21=NULL

c=c(0,0)

n=1

piil=1

pii2=1
argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21)

e gerando as misturas (para as classes 1 e 2) -----------

c=q=vector()

x=matrix(0,ntre,?2)

while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qli]=runif (1)

if(q[i] < pit){
x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll))
clil=1

1=1+1

} else {

x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21))
cli]=2
1}

pil = 0.6 #probabilidade a priori da classe 1

pi2 = 1-pil  #probabilidade a priori da classe 2

ntre = 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000
#classe 1 - o modelo foi uma mistura de trés t assimétricas
mull=c(0,6)

sigmall=matrix(c(8,10.74,10.74,30),2,2)

shape11=c(0,0)

null=10

mul2=c(15,15)

sigmal2=matrix(c(40,5,30,2),2,2)

shape12=c(0,0)

nul2=10

72



mul3=c(30,8)

sigmal3=matrix(c(15,-10,-10,10),2,2)

shape13=c(0,0)

nul3=10

#classe 2 - o modelo foi uma mistura de duas t assimétricas
mu21=c(6,3.5)

sigma21l=matrix(c(10,-5,-5,10),2,2)

shape21=c(0,0)

nu21=10

mu22=c(20,3.5)

sigma22=matrix(c(10,5,5,10),2,2)

shape22=c(0,0)

nu22=10

c=c(0,0)

n=1

pii1=c(0.3,0.3,0.4)

pii2=c(0.5,0.5)
argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
argl2=list (mu=mul2,Sigma=sigmal2,shape=shapel2,nu=nul2)
argl3=list (mu=mul3,Sigma=sigmal3,shape=shapel3,nu=nul3)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu2l)
arg22=1ist (mu=mu22,Sigma=sigma22,shape=shape22,nu=nu22)

R e e gerando as misturas (para as classes 1 e 2) ----—-—-—-----

c=g=vector()

x=matrix(0,ntre,?2)

while (1 <= ntre) {

for(i in 1:ntre){

qlil=runif (1)

if(q[i] < piD){

x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Skew.t", list(argll,argl2,argl3))
clil=1

1=1+1

} else {
x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Skew.t",list(arg21,arg22))
clil=2
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pi2 = 1-pil  #probabilidade a priori da classe 2

ntre = 200  #tamanho do conjunto de treinamento 200, , 300, 500 e 1000
#classe 1 - o modelo foi uma t assimétrica

mull= c(rep(40,d))
sigmall=matrix(c(60,20,20,60),d,d,byrow=F)
shapel1l=c(-2,-2)

null=10

#classe 2 - o modelo foi uma normal assimétricas
mu21=c(rep(0,d))
sigma21=matrix(c(80,30,30,80),d,d,byrow=F)
shape21=c(1,1)

nu21=NULL

c=c(0,0)

n=1

piil=1

pii2=1
argll=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21l)
for(k in 1: 1000){

1=0

c=q=vector()
x=matrix(0,ntre,?2)
while (1 <= n1) {
for(i in 1:ntre){
qlil=runif (1)
if(q[i] < pit){
x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Skew.t", list(argll))
clil=1

1=1+1

} else {

x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Skew.normal",list(arg21))
cl[i]=2

pil = 0.8 #probabilidade a priori da classe 1

o
-
N

I

1-pil  #probabilidade a priori da classe 2
ntre = 200 #tamanho do conjunto de treinamento 200, 300, 500 e 1000
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#fclasse 1, o modelo foi uma mistura de cinco normais
mull=c(5,2)
sigmall=matrix(c(1,-0.5,-0.5,1),2,2)
shape11=c(0,0)
null1=NULL

mul2=c(3,3)
sigmal2=diag(rep(1,d))
shape12=c(0,0)
nul2=NULL

mul3=c(2,5)
sigmai3=diag(rep(1,d))
shape13=c(0,0)
nul3=NULL

muld=c(3,7)
sigmal4=diag(rep(1,d))
shape14=c(0,0)
nul4=NULL

mul5=c(5,8)
sigmalb=diag(rep(1,d))
shape15=c(0,0)
nul5=NULL

#classe 2, o modelo foi uma mistura de cinco normais
mu21=c(9,5)
sigma21=diag(rep(1,d))
shape21=c(0,0)
nu21=NULL

mu22=c(11,6)
sigma22=diag(rep(1,d))
shape22=c(0,0)
nu22=NULL

mu23=c(12,8)
sigma23=diag(rep(1,d))
shape23=c(0,0)
nu23=NULL
mu24=c(11,10)
sigma24=diag(rep(1,d))
shape24=c(0,0)
nu24=NULL

mu25=c(9,11)

75



sigma25=diag(rep(1,d))
shape25=c(0,0)

nu25=NULL
c=c(0,0)
n=1

piil=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)

pii2=c(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)

argli=list(mu=mull,Sigma=sigmall,shape=shapell,nu=null)
argl2=list(mu=mul2,Sigma=sigmal2,shape=shapel2,nu=nul2)
argl3=list (mu=mul3,Sigma=sigmal3,shape=shapel3,nu=nul3)
argl4=1list (mu=mul4,Sigma=sigmal4,shape=shapel4,nu=nulé)
arglb=1ist (mu=mulb,Sigma=sigmalb, shape=shapel5,nu=nulb)
arg21=1ist (mu=mu21,Sigma=sigma21,shape=shape21,nu=nu21)
arg22=1ist (mu=mu22, Sigma=sigma22, shape=shape22,nu=nu22)
arg23=1list (mu=mu23, Sigma=sigma23, shape=shape23,nu=nu23)
arg24=1ist (mu=mu24,Sigma=sigma24,shape=shape24,nu=nu24)
arg25=1ist (mu=mu25, Sigma=sigma25, shape=shape25,nu=nu25)

Fom o gerando as misturas (para as classes 1 e 2)

1=0

c=q=vector()
x=matrix(0,ntre,?2)
while (1 <= n1) {
for(i in 1:ntre){
qli]=runif (1)
if(q[i] < pi){
x[i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3,argld,arglb))
clil=1

1=1+1

} else {

x[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21l,arg22,arg23,arg24,arg?25))
cli]=2
1}

amostra_ini=data.frame(x,c)

amostra_ini$c=as.factor(amostra_ini$c)

Hommmmm - gerando observagdes para classificagdo -------—-—-—-——-—-—---

ntes=1000 #observacdes a serem classificadas

c2=q2=vector()
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y=matrix(0,ntes,2)

for(i in 1:ntes){

g2[il=runif (1)

if(g2[i] < pi1){

y[i,]=rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3,argld,arglb))
c2[i]l=1

} else {
y[i,]=rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg21l,arg22,arg23,arg24,arg25))
c2[i]=2

1}

amostraobs_ini=data.frame(y,c2)
amostraobs_ini$c2=as.factor (amostraobs_ini$c2)
oo Gerando a terceira dimensdo --------------
X3=matrix(c(rnorm(ntre, mean = 3, sd = 1)))
X3obs=matrix(c(rnorm(1000, mean = 3, sd = 1)))
x=cbind (amostra_ini$X1,amostra_ini$X2,X3)
y=cbind (amostraobs_ini$X1,amostraobs_ini$X2,X30bs)
ettt matriz de observagdes para o PROBLEMA 8 ---------————--
amostra=cbind (amostra_ini$X1,amostra_ini$X2,X3,amostra_ini$c)
amostraobs=cbind (amostraobs_ini$X1l, amostraobs_ini$X2,X3obs,amostraobs_ini$c2)
R e L matriz de observagdes para os demais problemas -------------
amostra <- data.frame(x,c) ### conjunto de treinamento
amostra$c <- as.factor(amostra$c) #para garantir que a coluna c é de fatores
Hom e separando classes ----------—--———————————————————
gl <- amostral[c==1,] ##conjunto de treinamento classe 1
g2 <- amostral[c==2,] ##conjunto de treinamento classe 2
Hommmmm - gerando observagdes para classifica¢do -------———--------—---—————-
ntes <- 1000 #observacdes a serem classificadas
c2 <- vector() #vetor que ird guardar a classificacdo
y <- matrix(0O,ntes,2) #ntes & o tamanho da amostra teste
for(i in 1:ntes){
g2=runif (1)
if (g2 < pi){
y[i,]1<- rmmix(1,p=piil,"Normal", list(argll,argl2,argl3))

c2[il<- 1

+

else {

y[i,] <- rmmix(1,p=pii2,"Normal",list(arg2l,arg22))
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1}
Homm - matriz de observagdes para teste -------------—————--
amostraobs <- data.frame(y,c2)

amostraobs$c2 <- as.factor(amostraobs$c2)

head (amostraobs)

e L L e e e separando classes das observagdes de teste -----------
globs<-amostraobs[c2==1,]
g2obs<-amostraobs [c2==2,]
mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA NORMAL
iter2_N=iterl_N=ncompl_N

ncomp2_N = vector()

#ajustando as familias e o numero de componentes indicado, para a classe 1
wl_N<- smsn.search(y=gi[,1:2],nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Normal",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
ncompl_N<- which.min(wl_N$criteria)

iter1_N<- wl_N$best.model$iter

#ajustando as familias e o numero de componentes indicado, para a classe 2
w2_N<-smsn.search(g2[,1:2] ,nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Normal",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)

ncomp2_N  <- which.min(w2_N$criteria)

iter2_N<-w2_N$best.model$iter

oo - INSERINDO ESTIMATIVAS EM OBJETOS -------------——-mmm——
pl_N<-matrix(c( wl_N$best.model$pii),ncompl_N,1)

p2_N<-matrix(c( w2_N$best.model$pii),ncomp2_N,1)

#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 1 nas matrizes

mu_estl_N <-wl_N$best.model$mu

sigma_estl_N <-wl_N$best.model$Sigma

#alocando as estimativas dos parametros da classe 2 nas matrizes

mu_est2_N <-w2_N$best.model$mu

sigma_est2_N <-w2_N$best.model$Sigma

R e it DENSIDADES PARA CLASSIFICAGAQ -----oommmmmmm
probpostl_N = probpost2_N=numl_N=num2_N=vector()

sf1 N = pf1_ N = f1_N = matrix(rep(0,ncompl_N),ntes,ncompl_N)

sf2_ N = pf2_N = f2_N = matrix(rep(0,ncomp2_N) ,ntes,ncomp2_N)

##CLASSE 1

for(j in 1:ncompl_N){

for(i in 1:nrow(y)){

f1_N[i,jl<-dmvnorm(y([i,1:2], mean=mu_estl_N[[j]],
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sigma=sigma_est1_N[[jl]%*%sigma_est1_N[[j]])
pf1_N[i,jl<-pil_N[jl*f1_N[i, j]
+}
sfl_N<-apply(pfi_N, 1, sum)
numl_N<-sfl_Nx*(nrow(gl)/ntre)
#CLASSE 2
for(j in 1:ncomp2_N){
for(i in 1:nrow(y)){
f2_N[i,jl<-dmvnorm(y([i,1:2], mean=mu_est2_N[[j]],

sigma=sigma_est2_N[[jl]%*¥%sigma_est2_N[[j]])

pf2_N[i,jl<-p2_N[j1*f2_N[i,j]
1}
sf2_N<-apply(pf2_N, 1, sum)
num2_N<-sf2_Nx*(nrow(g2)/ntre)
e e e PROBABILIDADES POSTERIORIS PARA CADA CLASSE ----------
for(i in 1:nrow(y)){
probpostl_N[i]<-numl_N[i]/(numl_N[i]+num2_N[i])
probpost2_N[i]<-num2_N[i]/(numl_N[i]+num2_N[i])

class_N<-vector()
for(i in 1:nrow(y)){
if (num1_N[i] > num2_N[i]){

class_N[i]<-1

} else {

class_N[i]<-2

1}
mcomp_N<-matrix(c(probpostl_N,probpost2_N,class_N,c2),ntes,4)
nl=table(c2) [1] #nimero de observagdes da classe 1
n2=table(c2) [2] #nimero de observacdes da classe 2

bicl_N=wl_N$best.model$bic

bic2_N=w2_N$best.model$bic

conf_N <- matrix(c(table(class_N,c2)),2,2) #tabela de confundimento
n12_gl N <- conf_N[1,2] #n°. de observagles da classe 1 alocada na classe 2
n21_g2 N <- conf_N[2,1] #n°. de observagdes da classe 2 alocada na classe 1
erro_totall_N <- n12_gl N/nl #erro total de classificagdo da classe 1 em 2
erro_total2_N <- n21_g2 N/n2 #erro total de classificagdo da classe 2 em 1

N_gi<-cbind(k=k ,nlcomp=ncompl_N, bic=bicl_N,erro=erro_totall_N )

79



N_g2<-cbind (k=k,n2comp=ncomp2_N, bic=bic2_N, erro=erro_total2_N)

write.table(N_gl,paste(mydir,"N_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,

col.names=F)

write.table(N_g2,paste(mydir,"N_g2.txt",sep="") ,append=TRUE, row.names=F,

col.names=F)

mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA SKEW-NORMAL

ncomp_SN<-matrix(c(0,0,0),4,3)

iter2_SN=iter1l_SN=ncompl_SN = ncomp2_SN = vector()

wl_SN <- smsn.search(gl[,1:2],nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.normal",

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)

ncompl_SN<- which.min(wl_SN$criteria)

iter1_SN<-wl_SN$best.model$iter

#ajustando as familias e o numero de componentes indicado, para a classe 2

w2_SN <- smsn.search(g2[,1:2],nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.normal",

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)

ncomp2_SN <- which.min(w2_SN$criteria)

iter2_SN<-w2_SN$best.model$iter

pl_SN<-matrix(c( wl_SN$best.model$pii) ,ncompl_SN,1)

p2_SN<-matrix(c( w2_SN$best.model$pii) ,ncomp2_SN,1)

mu_estl_SN<-wl_SN$best.model$mu

sigma_estl_SN<-wl_SN$best.model$Sigma

shape_est1_SN<-wl_SN$best.model$shape

#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 2 nas matrizes

mu_est2_SN<-w2_SN$best.model$mu

sigma_est2_SN<-w2_SN$best.model$Sigma

shape_est2_SN<-w2_SN$best.model$shape

library(sn)

probpostl_SN=probpost2_SN=numl_SN=num2_SN=vector ()

sf1_SN = pf1_SN = f1_SN = matrix(rep(0,ncompl_SN),ntes,ncompl_SN)

sf2_SN = pf2_SN = f2_SN = matrix(rep(0,ncomp2_SN) ,ntes,ncomp2_SN)

#CLASSE 1

for(j in 1:ncompl_SN){

for(i in 1:nrow(y)){

f1_SN[i,jl<-dmsn(y[i,1:2], xi = mu_est1_SN[[jl],
Omega=sigma_est1_SN[[j]]%*%sigma_est1_SN[[j]], alpha=shape_est1_SN[[jl])

pf1_SN[i,jl1<-pl_SN[j1*£1_SN[i, 3]

+}

sf1_SN<-apply(pf1_SN, 1, sum)
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numl_SN<-sf1_SN*(nrow(gl)/ntre)

##CLASSE 2

for(j in 1:ncomp2_SN){

for(i in 1:nrow(y)){

f2_SN[i, jl<-dmsn(y[i,1:2], xi = mu_est2_SN[[jl],

Omega=sigma_est2_SN[[j]]%*%sigma_est2_SN[[jl], alpha=shape_est2_SN[[jl])

pf2_SN[i,jl<-p2_SN[jl*f2_SN[i, j]

+}

sf2_SN<-apply(pf2_SN, 1, sum)
num2_SN<-sf2_SN*(nrow(g2) /ntre)

for(i in 1:nrow(y)){

probpostl_SN[i]<-numl_SN[i]/(numl_SN[i]+num2_SN[i])
probpost2_SN[i]<-num2_SN[i]/(numl_SN[i]+num2_SN[i])

}

class_SN<-vector()

for(i in 1:nrow(y)){

if (numl _SN[i] > num2_SN[i]){

class_SN[i]<-1

} else {

class_SN[i]<-2

+}
mcomp_SN<-matrix(c(probpost1_SN,probpost2_SN,class_SN,c2) ,ntes,4)
table(class_SN,c2)

nl=table(c2) [1] #nimero de observagdes da classe 1

n2=table(c2) [2] #nimero de observacdes da classe 2
bicl_SN=wl_SN$best.model$bic

bic2_SN=w2_SN$best.model$bic

conf_SN <- matrix(c(table(class_SN,c2)),2,2) #tabela de confundimento
n12_gl SN <- conf_SN[1,2] #n°. de observagdes da classe 1 alocada na classe 2
n21_g2 SN <- conf_SN[2,1] #n°. de observagdes da classe 2 alocada na classe 1
erro_totall_SN <- nl12_gl_SN/nl #erro total de classificagdo da classe 1 em 2
erro_total2_SN <- n21_g2_SN/n2 #erro total de classificagdo da classe 2 em 1
SN_gl1<-cbind(k=k ,nlcomp=ncompl_SN, bic=bicl_SN,erro=erro_totall_SN )
SN_g2<-cbind (k=k,n2comp=ncomp2_SN, bic=bic2_SN, erro=erro_total2_SN)
write.table(SN_gl,paste(mydir,"SN_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)
write.table(SN_g2,paste(mydir,"SN_g2.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)

mydlr <- n.n

81



#AJUSTANDO PELA T

##CLASSE 1

nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)

i<-1

wl_T <- smsn.search(gl[,1:3],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_prel <- (wi_T $best.model)$bic
w_prel <- wi_T
nu_prel<-nuli]
for(i in 2:length(nu)){
wlpos <- smsn.search(gl[,1:3],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_posl <- (wlpos$best.model)$bic
w_posl <- wlpos
nu_posl  <- nuli]
if (bic_prel < bic_posi1){
bic_auxl <- bic_prel
w_auxl <- w_prel

nu_auxl <- nu_prel

+
else {
bic_auxl <- bic_posl
w_aux1l<- w_posl
nu_auxl <- nu_posl
b

bic_prel<-bic_auxl
w_prel<-w_auxl
nu_prel <- nu_auxl
}
#CLASSE 2
nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)
i<-1
w2_T <- smsn.search(g2[,1:3],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_pre2 <- (w2_T $best.model)$bic
w_pre2 <- w2_T
nu_pre2<-nu[i]
for(i in 2:length(nu)){

w2pos <- smsn.search(g2[,1:3],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",
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criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max =
bic_pos2 <- (w2pos$best.model)$bic
w_pos2  <- w2pos
nu_pos2  <- nuli]
if (bic_pre2 < bic_pos2){
bic_aux2 <- bic_pre2
w_aux2 <- w_pre2

nu_aux?2 <- nu_pre2

+
else {
bic_aux2 <- bic_pos2
W_aux2<- w_pos2
nu_aux2 <- nu_pos2
b

bic_pre2<-bic_aux2

w_pre2<-w_aux2

nu_pre2 <- nu_aux2
}
ncomp_T<-matrix(c(0,0,0),4,3)
iter2_T=iterl_T=ncompl_T = ncomp2_T = vector()
wl_T<-w_prel
ncompl_T<- which.min(wl_T$criteria)
iterl_T<-wl_T$best.model$iter
w2_T<-w_pre2
ncomp2_T <- which.min(w2_T$criteria)
iter2_T<-w2_T$best.model$iter
pl_T<-matrix(c( wil_T$best.model$pii) ,ncompl_T,1)
p2_T<-matrix(c( w2_T$best.model$pii) ,ncomp2_T,1)
mu_estl_T<-wl_T$best.model$mu
sigma_estl_T<-wl_T$best.model$Sigma
nul_T<-wl_T$best.model$nu

100,

calc.im

#alocando as estimativas dos pardmetros do grupo 2 nas matrizes

mu_est2_T<-w2_T$best.model$mu
sigma_est2_T<-w2_T$best.model$Sigma
nu2_T<-w2_T$best.model$nu
probpostl_T=probpost2_T=numl_T=num2_T=vector ()

sf1_ T = pf1_T = £f1_T = matrix(rep(0,ncompl_T) ,ntes,ncompl_T)
sf2_T = pf2_T = £f2_T = matrix(rep(0,ncomp2_T) ,ntes,ncomp2_T)
#CLASSE 1

83

FALSE)



for(j in 1:ncompl_T){

for(i in 1:nrow(y)){

f1_T[i,jl<-dmvt(y[i,1:3], delta=mu_estl _T[[jl],
sigma=sigma_estl1_T[[jl]%*%sigma_estl1_T[[j]], df = nul_T, log = F)

pf1_T[i,3j1<-p1_T[j1*f1_T[1,j]

+}

sf1_T<-apply(pfi_T, 1, sum)

numl_T<-sfl_Tx*(nrow(gl)/ntre)

#CLASSE 2

for(j in 1:ncomp2_T){

for(i in 1:nrow(y)){

f2_T[i,jl<-dmvt(y[i,1:3], delta=mu_est2_T[[jl],

sigma=sigma_est2_T[[jl]%*V%sigma_est2_T[[j]], df = nu2_T, log = F)

pf2_T[i,jl<-p2_T[j1*£2_T[i, ]

+}

sf2_T<-apply(pf2_T, 1, sum)

num2_T<-sf2_T*(nrow(g2)/ntre)

for(i in 1:nrow(y)){

probpostl_T[i]<-numl_T[i]/(numl_T[i]+num2_T[i])

probpost2_T[i]<-num2_T[i]/(numl_T[i]+num2_T[i])

}

class_T<-vector()

for(i in 1:nrow(y)){

if (numl_T[i] > num2_T[i]){

class_T[i]<-1

} else {
class_T[i]<-2
3

mcomp_T<-matrix(c(probpostl_T,probpost2_T,class_T,c2),ntes,4)
table(class_T,c2)

ni=table(c2) [1]

n2=table(c2) [2]

bicl_T=wl_T$best.model$bic

bic2_T=w2_T$best.model$bic

conf_T <- matrix(c(table(class_T,c2)),2,2) #tabela de confundimento
n12_gl T <- conf_T[1,2] #n°. de observagdes da classe 1 alocada na classe 2
n21_g2_ T <- conf_T[2,1] #n°. de observagles da classe 2 alocada na classe 1

erro_totall T <- nl12_gl T/nl #erro total de classificagdo da classe 1 em 2
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erro_total2_T <- n21_g2 T/n2 #erro total de classificagdo da classe 2 em 1
T_gl<-cbind(k=k,nu=nu_prel, nlcomp=ncompl_T, bic=bicl_T,erro=erro_totall_T )
T_g2<-cbind (k=k,nu=nu_pre2,n2comp=ncomp2_T, bic=bic2_T, erro=erro_total2_T)
write.table(T_gl,paste(mydir,"T_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,col.names=F
write.table(T_g2,paste(mydir,"T_g2.txt",sep="") ,append=TRUE,row.names=F,col.names=F
}

mydir <- " "
#AJUSTANDO PELA SKEW-T
##CLASSE 1
nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)
i<-1

wl_ST <- smsn.search(gl[,1:2],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.t",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_prel <- (w1_ST $best.model)$bic
w_prel <- wil_ST
nu_prel<-nuli]
for(i in 2:length(nu)){
wlpos <- smsn.search(gl[,1:2],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5,
family = "Skew.t", criteria = "bic", error = 0.0001,
iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_posl <- (wlpos$best.model)$bic
w_posl <- wlpos
nu_posl  <- nuli]
if (bic_prel < bic_pos1){
bic_auxl <- bic_prel
w_auxl <- w_prel

nu_auxl <- nu_prel

b
else {
bic_auxl <- bic_posl
w_auxl<- w_posl
nu_auxl <- nu_posl
+

bic_prel<-bic_auxl
w_prel<-w_auxl
nu_prel <- nu_auxl
b
#CLASSE 2
nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)

85



i<-1
w2_ST <- smsn.search(g2[,1:2],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.t",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_pre2 <- (w2_ST $best.model)$bic
w_pre2 <- w2_ST
nu_pre2<-nuli]
for(i in 2:length(nu)){
w2pos <- smsn.search(g2[,1:2],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5,
family = "Skew.t", criteria = "bic", error = 0.0001,
iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_pos2 <- (w2pos$best.model)$bic
w_pos2  <- w2pos
nu_pos2  <- nuli]
if (bic_pre2 < bic_pos2){
bic_aux2 <- bic_pre2
w_aux2 <- w_pre2

nu_aux2 <- nu_pre2

b
else {
bic_aux2 <- bic_pos2
W_aux2<- w_pos2
nu_aux2 <- nu_pos2
+

bic_pre2<-bic_aux2

w_pre2<-w_aux2

nu_pre2 <- nu_aux2

+
ncomp_ST<-matrix(c(0,0,0),4,3)
iter2_ST=iter1_ST=ncompl_ST = ncomp2_ST = vector()
wl_ST<-w_prel
ncompl_ST<- which.min(wl_ST$criteria)
iter1_ST<-wl_ST$best.model$iter
w2_ST<-w_pre2
ncomp2_ST <- which.min(w2_ST$criteria)
iter2_ST<-w2_ST$best.model$iter
pl_ST<-matrix(c( wl_ST$best.model$pii) ,ncompl_ST,1)
p2_ST<-matrix(c( w2_ST$best.model$pii) ,ncomp2_ST,1)
#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 1 nas matrizes
mu_estl_ST<-wl_ST$best.model$mu
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sigma_estl_ST<-wl_ST$best.model$Sigma
nul_ST<-wl_ST$best.model$nu
shape_est1_ST<-wl_ST$best.model$shape

#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 2 nas matrizes
mu_est2_ST<-w2_ST$best.model$mu
sigma_est2_ST<-w2_ST$best.model$Sigma
nu2_ST<-w2_ST$best.model$nu
shape_est2_ST<-w2_ST$best.model$shape
probpostl_ST=probpost2_ST=numl_ST=num2_ST=vector ()

sf1_ST = pf1_ST = £1_ST = matrix(rep(0,ncompl_ST) ,ntes,ncompl_ST)
sf2_ST = pf2_ST = £f2_ST = matrix(rep(0,ncomp2_ST) ,ntes,ncomp2_ST)
#CLASSE 1

for(j in 1:ncompl_ST){

for(i in 1:nrow(y)){

f1_ST[i,jl<-dmst(y[i,1:2], xi=mu_est1_ST[[j]l],
Omega=sigma_est1_ST[[j]]%*¥%sigma_est1_ST[[j1],
alpha=shape_est1_ST[[j]], df=nul_ST)

pfl1_ST[i,jl<-pl_ST[jI1*£1_ST[i,j]

+}

sf1_ST<-apply(pf1_ST, 1, sum)

numl_ST<-sf1_ST*(nrow(gl) /ntre)

#CLASSE 2

for(j in 1:ncomp2_ST){

for(i in 1:nrow(y)){

f2_ST[i,jl<-dmst(y[i,1:2], xi=mu_est2_ST[[j]l],

Omega=sigma_est2_ST[[j]]%*%sigma_est2_ST[[j]l],
alpha=shape_est2_ST[[j]], df=nu2_ST)

pf2_ST[i,j]1<-p2_ST[j]1*£2_ST[i,j]

+}

sf2_ST<-apply(pf2_ST, 1, sum)

num2_ST<-sf2_ST*(nrow(g2) /ntre)

for(i in 1:nrow(y)){

probpostl_ST[i]<-numl_ST[i]/(numl_ST[i]+num2_ST[i])

probpost2_ST[i]<-num2_ST[i]/(numl_ST[i]+num2_ST[i])

}

class_ST<-vector()

for(i in 1:nrow(y)){

if (numl_ST[i] > num2_ST[i]){

class_ST[i]<-1

87



} else {

class_ST[i]<-2

1}

mcomp_ST<-matrix (c(probpostl_ST,probpost2_ST,class_ST,c2),ntes,4)
table(class_ST,c2)

nl=table(c2) [1] #nimero de observagdes da classe 1

n2=table(c2) [2] #nimero de observagdes da classe 2
bicl_ST=wl_ST$best.model$bic

bic2_ST=w2_ST$best.model$bic

conf_ST <- matrix(c(table(class_ST,c2)),2,2) #tabela de confundimento
n12_gl1_ST <- conf_ST[1,2] #n°. de observagdes da classe 1 alocada na classe 2
n21_g2_ST <- conf_ST[2,1] #n°. de observagdes da classe 2 alocada na classe 1
erro_totall_ST <- nl12_gl_ST/nl #erro total de classificagdo da classe 1 em 2
erro_total2_ST <- n21_g2_ST/n2 #erro total de classificagdo da classe 2 em 1
ST_g1<-cbind(k=k,nu=nu_prel, nlcomp=ncompl_ST, bic=bicl_ST,erro=erro_totall_ST)
ST_g2<-cbind (k=k,nu=nu_pre2, n2comp=ncomp2_ST, bic=bic2_ST, erro=erro_total2_ST)
write.table(ST_gl,paste(mydir,"ST_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F) #guardando o objeto da classe 1
write.table(ST_g2,paste(mydir,"ST_g2.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F) #guardando o objeto da classe 2

3

A.2 Dados Reais

library(mvtnorm)

library(mixsmsn)

library (MASS)

library(sn)

Hommmm - Leitura dos dados - Caranguejos Leptograpsus -------------—-——-—————-
dados=read.table("Caranguejosl.txt",h=T)
attach(dados)

n=nrow(dados)

gl=dados [dados$sp==1,]

g2=dados [dados$sp==2, ]

indices = matrix(1:200,40,5,byrow = T)
for (1 in 2:40){

print(as.vector(indices[1,]))
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tre=dados[-as.vector(indices[1,]),]

teste=dados[as.vector(indices[1,]),]
gl=tre[tre$sp==1,] #treino
g2=tre[tre$sp==2,] #treino

globs<-teste[teste$sp==1,] #teste

g2obs<-teste[teste$sp==2,] #teste

vari=4:8 #colunas das variaveis, na matriz de dados

Homoo - Leitura dos dados - Wisconsin Breast Cancer Diagndéstico (WDBC)---------
x=read.table("wdbc_dados.txt" , h=F)

attach(x)

n=nrow (x)
dadosc=x[,3:32] #matriz somente das variaveis
cp=princomp(dadosc) #componentes principais
scp=summary (cp) #sumdrio das componentes
scores=scp$scores #escores
dados=matrix(c(x$V2,scores[,1],scores[,2],scores[,3],scores([,4]),569,5)
gl=dados[dados[,1]==1,]
g2=dados[dados[,1]==2,]
vari=2:5 #colunas das variaveis, na matriz de dados
ettt et k-fold, para k=6 -----------mmmm -
indices = matrix(1:570,6,95,byrow = T)
for (1 in 1:5){

print(as.vector(indices[1,]))

#1=c(476:569)

tre=dados[-as.vector(indices[1,]),]

#tre=dados[-1,]

teste=dados[as.vector(indices[1,]),] #

#teste=dados|[1,]

ntes=nrow(teste)

R e L P separando as classes no conjunto de treinamento -----------
gl=tre[tre[,1]==1,] #treino

g2=tre[tre[,1]==2,] #treino

Hommmm - separando as classes no conjunto de teste -------------———————-
globs<-teste[teste[,1]==1,] #teste

g2obs<-teste[teste[,1]==2,] #teste

Hommmm - Leitura dos dados - Baciloscopia ---------------——————-

x=read.table(’tb.txt’,header=T)
head(x, n=10L)
attach(x)
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n=nrow(x) #nGmero total de observagdes
ca=5 #numero de parte do k-fold (5, 8 e 10)
linhas=4800/ca #ntmero de linhas das matrizes de treino e teste (bacilo+fundo)
nv=4 #nimero de variaveis 4,5,6,7,8
##SELECIONANDO AS VARIAVEIS
colunas1=c(20,23,25,29,31,33) # 4 variaveis
#colunas2=c(7,20,23,25,29,31,33) # 5 variaveis
#colunas3=c(7,14,20,23,25,29,31,33) # 6 varidveis
#colunas4=c(7,14,20,23,25,27,29,31,33) # 7 variaveis
#colunasb=c(7,10,14,20,23,25,27,29,31,33) # 8 varidveis
##SEPARANDO BACILO E FUNDO
dados=x[,colunasl]#conjunto de dados com as variaveis selecionadas
fundo=dados[dados[,6]=="F",] #matriz com os dados de fundo 2400 obs
bacilo=dados[dados[,6]=="B",]#matriz com os dados de bacilo 2400 obs
head (fundo)
head(bacilo)
#SEPARANDO AS PARTES PARA A VALIDAQKO (INDICES)
f_K_fold <- function(Nobs,K){

rs <- runif (Nobs)

id <- seq(Nobs) [order(rs)]

k <- as.integer(Nobs*seq(1,K-1)/K)

k <- matrix(c(0,rep(k,each=2),Nobs),ncol=2,byrow=TRUE)

k[,1] <- k[,1]+1

1 <- lapply(seq.int(K),function(x,k,d)
list(train=d[!(seq(d) %in% seq(k[x,1],k[x,2]1))],
test=d[seq(k[x,1],k[x,2]1)]) ,k=k,d=id)

return(l)
}
partes=f_K_fo0ld(2400,ca) # separando em ca= 5, 8 e 10 partes
#Separando as partes para fundo e bacilo
testef=treinof=testeb=treinob=listaf=1listab=1list()
for(k in 1:ca){
testef [[k]] <- fundo[-partes[[k]][[1]],]
treinof [[k]] <- fundo[-partes[[k]][[2]],]
testeb[[k]] <- bacilo[-partes[[k]][[1]],]
treinob[[k]] <- bacilo[-partes[[k]][[2]],]
listaf[[k]]=1list(treinof[[k]],testef[[k]])
listab[[k]]=1list(treinob[[k]],testeb[[k]])
}
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listabf=1list(listab,listaf)
#Definir conjunto de treino (tre) que sé&o
for(1l in 1:ca){

as observagdes menos 5;

#selecionando fundo e bacilo[[1/2]],da i-ésima parte[[i]],somente o treino [[1]]
tre=rbind (listabf [[1]] [[1]][[1]],1listabf [[2]][[1]1]L[111)
#selecionando fundo e bacilo[[1/2]],da i-ésima parte[[i]], somente o teste[[2]]
teste=rbind(listabf [[1]] [[1]] [[2]],1listabf [[2]] [[1]1][[2]11)

ntes=nrow(teste)

ntre=nrow(tre)
#SEPARANDO CONJ. DE TREINAMENTO E TESTE -
indices=1:2400

pares=indices[indices %% 2 == 0 ]
impares=indices[indices %% 2 != 0 ]
testef=fundo [pares,]

treinof=fundo [impares, ]
testeb=bacilo[pares,]
treinob=bacilo[impares,]
tre=rbind(treinof,treinob) #selecionando
teste=rbind(testef,testeb) #selecionando
ntes=nrow(teste)

ntre=nrow(tre)
et ot separando
gl=tre[tre[,6]=="B",] #treino
g2=tre[tre[,6]=="F",] #treino

Hom e separando
globs<-teste[teste[,6]=="B",] #teste

g2obs<-teste[teste[,6]=="F",] #teste
vari=1:nv #colunas das variaveis, na matr
ajustando pelas d
mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA NORMAL

iter2_N=iterl_N=ncompl_N

ncomp2_N = vec
#usando treino

wl_N<- smsn.search(gl[,vari],nu=2, g.min
criteria<- "bic", error = 0.0001, iter.ma
ncompl_N <- which.min(wl_N$criteria)

iterl N<- wl_N$best.model$iter

IMPARES E PARES

fundo e bacilo [[1/2]], da i-ésima parte [
fundo e bacilo [[1/2]], da i-ésima parte [

grupos no conjunto de treino

grupos das observagdes de teste

iz de dados

istribuigdes

tor()

1, g.max = 5,family="Normal",
FALSE)

x = 100, calc.im =

#ajustando as familias e o numero de componentes indicado, para a classe 2

w2_N <-smsn.search(g2[,vari],nu=2,g.min
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criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
ncomp2_N  <- which.min(w2_N$criteria)
iter2_N<-w2_N$best.model$iter

pl_N<-matrix(c( wl_N$best.model$pii),ncompl_N,1)

p2_N<-matrix(c( w2_N$best.model$pii),ncomp2_N,1)

#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 1 nas matrizes
mu_est1_N <-wl_N$best.model$mu

sigma_estl_N <-wl_N$best.model$Sigma

#alocando as estimativas dos pardmetros da classe 2 nas matrizes
mu_est2_N <-w2_N$best.model$mu

sigma_est2_N <-w2_N$best.model$Sigma

. DENSIDADES PARA CLASSIFICAGAD —--oo-mmmmmmommoommmo

probpostl_N = probpost2_N=numl_N=num2_N=vector()
sf1_N = pf1_N = f1_N
sf2_N = pf2_N = f2_N

#Utilizando o conjunto teste, calcular as densidades para

matrix(rep(0,ncompl_N) ,ntes,ncompl_N)

matrix(rep(0,ncomp2_N) ,ntes,ncomp2_N)

#o classificador de Bayes;

#CLASSE 1

for(j in 1:ncompl_N){

for(i in 1:nrow(teste)){

f1_N[i,jl<-dmvnorm(testel[i,vari],mean=mu_est1_N[[j]],
sigma=sigma_est1_N[[jl]%*Y%sigma_est1_N[[j]])

pf1_N[i,jl<-p1_N[jI*f1_N[i,j]

+}

sf1_N<-apply(pfi_N, 1, sum)

numl_N<-sfl_Nx(nrow(gl)/nrow(tre))

##CLASSE 2

for(j in 1:ncomp2_N){

for(i in 1:nrow(teste)){

f2_N[i,jl<-dmvnorm(teste[i,vari], mean=mu_est2_N[[jl],

sigma=sigma_est2_N[[jl]%*V%sigma_est2_N[[j]])

pf2_N[i,jl<-p2_N[jI*f2_N[i,j]

+}

sf2_N<-apply(pf2_N, 1, sum)

num2_N<-sf2_Nx*(nrow(g2) /nrow(tre))

oo - PROBABILIDADES POSTERIORIS PARA CADA CLASSE

for(i in 1:nrow(teste)){

probpostl_N[i]<-numl_N[i]/(numl_N[i]+num2_N[i])

probpost2_N[i]<-num2_ N[i]/(numl_N[i]+num2_N[i])
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}

#Comparar as densidades (classificador) e classificar
class_N<-vector()

for(i in 1:nrow(teste)){

if(numl N[i] > num2 N[i]){

class_N[i]<-1

} else {
class_N[i]<-2
3

matriz[,1]=class_N

comp[1l,]=cbind(ncompl_N,ncomp2_N)

b
nl=nrow(globs) #nimero de observagdes da classe 1
n2=nrow(g2obs) #numero de observagdes da classe 2

bicl_N=wl_N$best.model$bic

bic2_N=w2_N$best.model$bic

N_gl<-cbind(1=1 ,nlcomp=ncompl_N, bic=bicl_N)
N_g2<-cbind(1=1,n2comp=ncomp2_N, bic=bic2_N)
write.table(N_gl,paste(mydir,"N_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)
write.table(N_g2,paste(mydir,"N_g2.txt",sep="") ,append=TRUE, row.names=F,
col.names=F)

matriz=matrix(c(class_N) ,ntes,1)

print(matriz)

}

mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA SKEW-NORMAL

iter2_SN=iterl_SN=ncompl_SN = ncomp2_SN = vector()
wl_SN<-smsn.search(gl[,vari],nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.normal",
100, calc.im = FALSE)

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max
ncompl_SN<- which.min(wl_SN$criteria)
iter1l_SN<-wl_SN$best.model$iter
w2_SN<-smsn.search(g2[,vari] ,nu=2, g.min = 1, g.max = 5, family = "Skew.normal",
100, calc.im = FALSE)

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max
ncomp2_SN <- which.min(w2_SN$criteria)
iter2_SN<-w2_SN$best.model$iter
pl_SN<-matrix(c(wl_SN$best.model$pii) ,ncompl_SN,1)
p2_SN<-matrix(c(w2_SN$best.model$pii) ,ncomp2_SN,1)
mu_estl_SN<-wl_SN$best.model$mu
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sigma_estl_SN<-wl_SN$best.model$Sigma
shape_est1_SN<-wl_SN$best.model$shape
mu_est2_SN<-w2_SN$best.model$mu
sigma_est2_SN<-w2_SN$best.model$Sigma
shape_est2_SN<-w2_SN$best.model$shape
probpost1_SN=probpost2_SN=numl_SN=num2_SN=vector ()
sf1_SN = pf1_SN = f1_SN = matrix(rep(0,ncompl_SN),ntes,ncompl_SN)
sf2_SN = pf2_SN = f2_SN = matrix(rep(0,ncomp2_SN) ,ntes,ncomp2_SN)
##GRUPO 1
for(j in 1:ncompl_SN){
for(i in 1:nrow(teste)){
f1_SN[i,jl<-dmsn(testel[i,vari], xi = mu_est1_SN[[j]l],
Omega=sigma_est1_SN[[j]]%*%sigma_est1_SN[[j]], alpha=shape_est1_SN[[jl])
pf1_SN[i,jl1<-pl_SN[j1*£1_SN[i, 3]
1}
sf1_SN<-apply(pf1_SN, 1, sum)
numl_SN<-sf1_SN*(nrow(gl) /nrow(tre))
##GRUPO 2
for(j in 1:ncomp2_SN){
for(i in 1:nrow(teste)){
f2_SN[i,jl<-dmsn(teste[i,vari], xi = mu_est2_SN[[j]l],
Omega=sigma_est2_SN[[j]]%*%sigma_est2_SN[[jl], alpha=shape_est2_SN[[jl]1)
pf2_SN[i,jl<-p2_SN[jI*£2_SN[i, il
1}
sf2_SN<-apply(pf2_SN, 1, sum)
num2_SN<-sf2_SN*(nrow(g2) /nrow(tre))
Bomm - PROBABILIDADES POSTERIORIS PARA CADA GRUPO ---------
for(i in 1:nrow(teste)){
probpost1_SN[i]<-numl_SN[i]/(numl_SN[i]+num2_SN[i])
probpost2_SN[i]<-num2_SN[i]/(numl_SN[i]+num2_SN[i])
}
class_SN<-vector ()
for(i in 1:nrow(teste)){
if (numl _SN[i] > num2_SN[i]){
class_SN[i]<-1
} else {
class_SN[i]<-2
+}

matriz[,1]=class_SN
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comp[1l,]=cbind(ncompl_SN,ncomp2_SN)

b
nl=nrow(globs) #nuimero de observagdes do grupo 1
n2=nrow (g2obs) #numero de observagdes do grupo 2

bicl_SN=wl_SN$best.model$bic

bic2_SN=w2_SN$best.model$bic

SN_g1<-cbind(1=1,nlcomp=ncompl_SN, bic=bicl_SN)
SN_g2<-cbind(1=1,n2comp=ncomp2_SN, bic=bic2_SN)
write.table(SN_gl,paste(mydir,"SN_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)
write.table(SN_g2,paste(mydir,"SN_g2.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)

matriz=matrix(c(class_SN),ntes,1)

print (matriz)

}

mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA T

#CLASSE 1

nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)

i<-1

wl_T <- smsn.search(gl[,vari],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",
criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_prel <- (wi_T $best.model)$bic

w_prel <- wi_T

nu_prel<-nu[i]

for(i in 2:length(nu)){

wlpos <- smsn.search(gl[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max 4, family = "t",

FALSE)

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im
bic_posl <- (wlpos$best.model)$bic
w_posl <- wlpos
nu_posl  <- nuli]
if (bic_prel < bic_posi1){
bic_auxl <- bic_prel
w_auxl <- w_prel
nu_auxl <- nu_prel
+
else {
bic_auxl <- bic_posi

w_auxl<- w_posl
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nu_auxl <- nu_posl
b
bic_prel<-bic_auxl
w_prel<-w_auxl

nu_prel <- nu_auxl

}

#CLASSE 2

nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)

i<-1

w2_T <- smsn.search(g2[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im = FALSE)
bic_pre2 <- (w2_T $best.model)$bic

w_pre2 <- w2_T

nu_pre2<-nuli]

for(i in 2:length(nu)){

w2pos <- smsn.search(g2[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5, family = "t",

FALSE)

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im
bic_pos2 <- (w2pos$best.model)$bic
w_pos2  <- w2pos
nu_pos2  <- nuli]
if (bic_pre2 < bic_pos2){
bic_aux2 <- bic_pre2
w_aux2 <- w_pre2

nu_aux?2 <- nu_pre2

b
else {
bic_aux2 <- bic_pos2
W_aux2<- w_pos2
nu_aux2 <- nu_pos2
+

bic_pre2<-bic_aux2

W_pre2<-w_aux2

nu_pre2 <- nu_aux2
}
ncomp_T<-matrix(c(0,0,0),4,3)
iter2_T=iterl_T=ncompl_T = ncomp2_T = vector()
wl_T<-w_prel
ncompl_T<- which.min(wl_T$criteria)
iterl_T<-wl_T$best.model$iter
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w2_T<-w_pre2

ncomp2_T <- which.min(w2_T$criteria)
iter2_T<-w2_T$best.model$iter

pl_T<-matrix(c( wil_T$best.model$pii) ,ncompl_T,1)
p2_T<-matrix(c( w2_T$best.model$pii) ,ncomp2_T,1)
mu_estl_T<-wl_T$best.model$mu
sigma_estl_T<-wl_T$best.model$Sigma
nul_T<-wl_T$best.model$nu
mu_est2_T<-w2_T$best.model$mu
sigma_est2_T<-w2_T$best.model$Sigma
nu2_T<-w2_T$best.model$nu
probpostl_T=probpost2_T=numl_T=num2_T=vector ()

sf1_ T = pf1_T = f1_T = matrix(rep(0,ncompl_T) ,ntes,ncompl_T)
sf2_ T = pf2_T = £f2_T = matrix(rep(0,ncomp2_T) ,ntes,ncomp2_T)
#CLASSE 1

for(j in 1:ncompl_T){
for(i in 1:nrow(teste)){
f1_T[i,jl<-dmvt(testel[i,vari], delta=mu_estl_T[[j]],
sigma=sigma_estl_T[[jl]%*¥%sigma_estl1_T[[j]], df = nul_T, log = F)
pf1_TI[i,jl<-p1_T[jI*f1_TI[i,j]
1}
sfl1_T<-apply(pfi_T, 1, sum)
numl_T<-sfl_Tx(nrow(gl)/nrow(tre))
#CLASSE 2
for(j in 1:ncomp2_T)A{
for(i in 1:nrow(teste)){
f2_T[i,jl<-dmvt(testel[i,vari], delta=mu_est2_T[[j]],
sigma=sigma_est2_T[[jl]%*%sigma_est2_T[[j]], df = nu2_T, log = F)
pf2_TI[i,jl<-p2_T[j1*£f2_TI[i,j]
+}
sf2_T<-apply(pf2_T, 1, sum)
num2_T<-sf2_Tx(nrow(g2) /nrow(tre))
for(i in 1:nrow(teste)){
probpostl_T[i]<-numl_T[i]/(numl_T[i]+num2_T[i])
probpost2_T[i]<-num2_T[i]/(numl_T[i]+num2_T[i])
}
class_T<-vector()
for(i in 1:nrow(teste)){
if (num1_T[i] > num2_T[i]){
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class_T[i]<-1

} else {
class_T[i]<-2
i3

matriz[,1l]=class_T

comp[1,]=cbind(ncompl_ST,ncomp2_T)

}
nl=nrow(globs) #numero de observagdes do grupo 1
n2=nrow (g2obs) #nimero de observagdes do grupo 2

bicl_T=wl_T$best.model$bic
bic2_T=w2_T$best.model$bic
T_gl<-cbind(1=1,nu=nu_prel, nlcomp=ncompl_T, bic=bicl_T)
T_g2<-cbind(1=1,nu=nu_pre2,n2comp=ncomp2_T, bic=bic2_T)
write.table(T_gl,paste(mydir,"T_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F) #guardando o objeto do grupo 1
write.table(T_g2,paste(mydir,"T_g2.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)
print(class_T) #preciso desse vetor também (vetor de clasificagdo)
matriz=matrix(c(class_T) ,ntes,1)
matriz

}
mydir <- " "

#AJUSTANDO PELA SKEW-T

#CLASSE 1

nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)

i<-1

wl_ST <- smsn.search(gl[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5,

family = "Skew.t", criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max 100,
calc.im = FALSE)
bic_prel <- (w1_ST $best.model)$bic
w_prel <- wil_ST
nu_prel<-nuli]
for(i in 2:length(nu)){
wlpos <- smsn.search(gl[,vari],nu=nuli], g.min = 1, g.max = 4,
family = "Skew.t", criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100,
calc.im = FALSE)
bic_posl <- (wlpos$best.model)$bic
w_posl <- wlpos

nu_posl  <- nuli]
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if (bic_prel < bic_pos1){
bic_auxl <- bic_prel
w_auxl  <- w_prel

nu_auxl <- nu_prel

b
else {
bic_auxl <- bic_posl
w_auxl<- w_posl
nu_auxl <- nu_posl
+

bic_prel<-bic_auxl
w_prel<-w_auxl
nu_prel <- nu_auxl
b
#CLASSE 2
nu<-c(2,3,4,5,6,8,10)
i<-1

w2_ST <- smsn.search(g2[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max 5, family = "Skew.t",

FALSE)

criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100, calc.im
bic_pre2 <- (w2_ST $best.model)$bic
w_pre2 <- w2_ST
nu_pre2<-nuli]
for(i in 2:length(nu)){
w2pos<-smsn.search(g2[,vari] ,nu=nuli], g.min = 1, g.max = 5,
family = "Skew.t", criteria = "bic", error = 0.0001, iter.max = 100,
calc.im = FALSE)
bic_pos2 <- (w2pos$best.model)$bic
w_pos2  <- w2pos
nu_pos2  <- nuli]
if (bic_pre2 < bic_pos2){
bic_aux2 <- bic_pre2
w_aux2 <- w_pre2

nu_aux2 <- nu_pre2

b
else {
bic_aux2 <- bic_pos2
W_aux2<- w_pos2
nu_aux2 <- nu_pos2
+
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bic_pre2<-bic_aux2

w_pre2<-w_aux2

nu_pre2 <- nu_aux2
}
ncomp_ST<-matrix(c(0,0,0),4,3)
iter2_ST=iter1_ST=ncompl_ST = ncomp2_ST = vector()
wl_ST<-w_prel
ncompl_ST<- which.min(wl_ST$criteria)
iter1_ST<-wl_ST$best.model$iter
w2_ST<-w_pre2
ncomp2_ST <- which.min(w2_ST$criteria)
iter2_ST<-w2_ST$best.model$iter
pl_ST<-matrix(c( wl_ST$best.model$pii) ,ncompl_ST,1)
p2_ST<-matrix(c( w2_ST$best.model$pii) ,ncomp2_ST,1)
mu_estl_ST<-wl_ST$best.model$mu
sigma_estl_ST<-wl_ST$best.model$Sigma
nul_ST<-wl_ST$best.model$nu
shape_est1_ST<-wl_ST$best.model$shape
mu_est2_ST<-w2_ST$best.model$mu
sigma_est2_ST<-w2_ST$best.model$Sigma
nu2_ST<-w2_ST$best .model$nu
shape_est2_ST<-w2_ST$best.model$shape
probpostl_ST=probpost2_ST=numl_ST=num2_ST=vector ()
sf1_ST = pf1_ST = f1_ST
sf2_ST = pf2_ST = £2_ST
##GRUPO 1
for(j in 1:ncompl_ST){

matrix(rep(0,ncompl_ST) ,ntes,ncompl_ST)

matrix(rep(0,ncomp2_ST) ,ntes,ncomp2_ST)

for(i in 1:nrow(teste)){

f1_ST[i,jl<-dmst(testeli,vari], xi=mu_estl1_ST[[jl],
Omega=sigma_est1_ST[[j]]%*V%sigma_est1_ST[[j1],
alpha=shape_est1_ST[[j]], df=nul_ST)

pfl_ST[i,jl<-pl_ST[jI*£1_STI[i,jl

1}

sf1_ST<-apply(pf1_ST, 1, sum)

numl_ST<-sf1_ST*(nrow(gl) /nrow(tre))

#CLASSE 2

for(j in 1:ncomp2_ST){

for(i in 1:nrow(teste)){

f2_ST[i,jl<-dmst(testeli,vari], xi=mu_est2_ST[[jl],
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Omega=sigma_est2_ST[[j]]%*%sigma_est2_ST[[jl],

alpha=shape_est2_ST[[j]], df=nu2_ST)
pf2_STI[i,jl<-p2_ST[jI*£2_ST[i, ]l

T}

sf2_ST<-apply(pf2_ST, 1, sum)
num2_ST<-sf2_ST*(nrow(g2) /nrow(tre))
for(i in 1:nrow(teste)){
probpostl_ST[i]<-numl_ST[i]/(numl_ST[i]+num2_ST[i])
probpost2_ST[i]<-num2_ST[i]/(numl_ST[i]+num2_ST[i])
}
class_ST<-vector()
for(i in 1:nrow(teste)){
if (num1_ST[i] > num2_ST[i]){
class_ST[i]<-1
} else {

class_ST[i]<-2
3
matriz[,1]=class_ST

comp[1,]=cbind(ncompl_ST,ncomp2_ST)

by
nl=nrow(globs) #nuimero de observagdes do grupo 1
n2=nrow (g2obs) #nimero de observagdes do grupo 2

bicl_ST=wl_ST$best.model$bic

bic2_ST=w2_ST$best.model$bic

ST_gl<-cbind(1=1,nu=nu_prel, nlcomp=ncompl_ST, bic=bicl_ST)
ST_g2<-cbind(1=1,nu=nu_pre2, n2comp=ncomp2_ST, bic=bic2_ST)
write.table(ST_gl,paste(mydir,"ST_gl.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)
write.table(ST_g2,paste(mydir,"ST_g2.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=F,
col.names=F)

print(class_ST)

matriz=matrix(c(class_ST) ,ntes,1)

print (matriz)

3
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