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RESUMO

Com o objetivo de contribuir com o ensino da educacao béasica, este trabalho apresentara
através de uma abordagem simples o uso de uma técnica muito conhecida na antigui-
dade, que é a projecao estereografica. Este trabalho abordara os estudos desenvolvidos
por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), que demonstra como projetar este-
reograficamente uma esfera sobre um plano, denominado de plano complexo. Para isso,
mostraremos que o uso dos nimeros complexos terd grande relevancia para compreen-
dermos uma das técnicas mais usadas no desenvolvimento da cartografia e outras areas.
Apresentaremos o conjunto dos nimeros complexos e em seguida definiremos a projecao
estereografica e algumas de suas principais propriedades, onde faremos o uso do software
Geogebra versao 5.0, visto que este software produz animacgoes em 3D, que servirao de
suporte para a compreensao da projecao estereogréafica e de suas respectivas propriedades
por parte dos alunos e professores do ensino médio. Com isso, esta pesquisa servira de
elemento motivador para alunos e professores que busquem aprimorar seus conhecimen-
tos, pois o estudo desenvolvido por Riemann tem como base os niimeros complexos que

sao estudados no decorrer do ensino béasico.

Palavras-chave: Esfera, Projecao Estereografica, Cartografia, Numeros Complexos.



ABSTRACT

Aiming to contribute to the teaching of basic education, this work will present a simple
approach through the use of a well-known technique in antiquity, which is the stereo-
graphic projection. This paper will deal with the studies developed by Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866), which demonstrates how to design stereographically a
sphere on a plane, called the complex plane. For this, we will show that the use of com-
plex numbers has great relevance for understanding of the techniques commonly used
in the development of cartography and other areas. We will present the set of complex
numbers and then define the stereographic projection and some of its main properties,
where we use the Geogebra software version 5.0, seeing that the software produces 3D
animations, which will support in understanding the stereographic projection and of their
properties by the high school students and teachers. Thus, this research will serve as a
motivating element for students and teachers that seek to improve their knowledge be-
cause the study by Riemann is based on complex numbers which are studied in the course

of primary education.

Keywords: Sphere, Stereographic Projection, Cartography, Complex Numbers.
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LISTA DE SIMBOLOS

R Conjunto dos Numeros Reais.

C Conjunto dos Numeros Complexos.
R? Plano Cartesiano.

C Plano Complexo Estendido.

R3 Espaco Euclidiano.

S? Superficie Esférica.

N Polo Norte.

AB Segmento AB.

[AB] Diametro AB.

ABC Medida do angulo ABC.

sen 6 Seno do angulo 6.

cos 6 Cosseno do angulo 6.

AABC Triangulo ABC.

AABC ~ ADEF Triangulo ABC semelhante ao triangulo DEF.
ABC Plano ABC.

O] Indica o fim de uma demonstracao.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Um Breve Historico

O tema central deste trabalho deve-se efetivamente a Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866).

Figura 1.1: Georg Friedrich Bernhard Riemann

Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 em Breselenz, Hanover. Filho de
pastor de aldeia, Riemann foi educador em condi¢oes muito modestas, permanecendo
sempre fisicamente fragil e timido de modos. Teve no entanto boa instru¢ao, primeiro em
Berlim, depois em Gottingen, interessou-se pela teoria dos ntimeros primos, as fungoes
elipticas e a geometria, que relacionou com as teorias mais avancadas da fisica. Em 1851,
doutorou-se com uma tese sobre os fundamentos de uma teoria geral das funcoes, na
qual estabeleceu relagoes entre os ntimeros complexos, resultantes das raizes quadradas

dos niimeros negativos, sob as leis matematicas da geometria. A tese levava também ao



conceito de superficie de Riemann, antecipando o papel que a topologia finalmente viria
a desempenhar na analise.

Para Riemann, o plano é uma superficie de uma esfera e a reta é o circulo méa-
ximo sobre a esfera. Com seus estudos, o grande matematico alemao Bernhard Riemann
influenciou profundamente a geometria e a andlise e apresentou, com meio século de an-
tecedéncia, as solucoes dos espacos geométricos concebidos por Albert Einstein para a
teoria da relatividade; com isso tornou-se possivel a teoria da relatividade, contribuindo
assim para o desenvolvimento da Fisica.

Quanto a seu estudo sobre a superficie da esfera, Riemann mostra como projetar
estereograficamente uma esfera sobre um plano, sendo que a projecao é definida na esfera
inteira, exceto em um ponto - o ponto de projecao, técnica essa que ficou conhecida como
projecao estereografica na Esfera de Riemann.

A técnica de projetar estereograficamente uma esfera sobre um plano ja era co-
nhecida na antiguidade, pois Ptolomeu descreveu dois tipos de projecao cartografica. A
projecao ortografica é explicada no Analemma, a mais antiga disposicao desse método de
que dispomos, embora possa ter sido usada por Hiparco que viveu no século dois antes
de Cristo, e devem-se a ele os primeiros passos na fundacao da geografia e da astrono-
mia. Escreveu, pelo menos, catorze livros, mas, infelizmente, quase todos desapareceram.
Deve-se a ele o primeiro catalogo de estrelas, a criagao da trigonometria e a invencao do
astrolabio. Sendo Ptolomeu, seu genial sucessor, trés séculos mais tarde, inspirando-se
bastante nos trabalhos de Hiparco, que os historiadores, muitas vezes, fazem confusao en-
tre as contribuigoes dos dois. Nessa transformacao de uma esfera para um plano, pontos
na superficie da esfera sao projetados ortogonalmente sobre trés planos perpendiculares
entre si. No Planisphaerium Ptolomeu descreve a projecao estereogréafica e algumas
de suas propriedades, mas sem suas respectivas demonstracoes.

As demonstragoes mais antigas e completas das propriedades sobre a projecao
estereografica citadas por Ptolomeu, foram escritas por Al-Fergani, um cientista do século
IX em Fergana, na Asia. No capitulo I de sua obra Construindo o Astrolébio ele nos mostra
a teoria da projecao estereografica. Algumas obras de Al-Fergani foram traduzidas pelo
russo Sergeeva, N.D.[7]. O Lema e duas propriedades que apresentaremos neste trabalho
estao na obra de Al-Fergani.

A importancia de Ptolomeu para a geografia pode ser julgada pelo fato de que os
mais antigos mapas da Idade Média que nos chegaram em manuscritos, nenhum anterior
ao século treze, terem como prototipos os mapas feitos por Ptolomeu mais de mil anos
antes.

A fama de Ptolomeu hoje estd associada principalmente a um tnico livro, o
Almagjestro, mas ha outras obras dele. Entre as mais importantes estava a Geografia, em
oito livros, que era uma biblia para os gedgrafos da época tanto quanto o Almagestro para

os astronomos. A Geografia de Ptolomeu introduzia o sistema de latitudes e longitudes



tal como é usado hoje, descrevia métodos de projecao cartografica e catalogava cerca de
8000 cidades, rios, e outros aspectos da terra.

Na Idade Média, a projecao estereografica era conhecida como a projecao do
astrolabio.

O termo projecao estereografica foi introduzido em 1831 pelo matemaético alemao
L. Magnus (1790-1861), a quem a descoberta dessa proje¢ao notavel é por vezes atribuida.
A palavra estereografica deriva do grego e é a juncao das palavras: solido e desenho,
em outras palavras, é a geometria que desenha s6lidos no plano e que em sua forma é
incorporada em nossa palavra "fotografia", (desenho com luz) e, neste tltimo sentido, a
"geografia", (descricao da Terra) e "biografia"(descrigao da vida).

A técnica denominada de projecao estereografica que aqui trataremos através
dos estudos realizados por Riemann, ajudou no desenvolvimento de areas como a analise
complexa, a cartografia, a astronomia, a topologia, a fotografia e outras areas. No decorrer

deste trabalho abordaremos algumas dessas areas.

1.2 Motivacao e Métodos do Trabalho

Este trabalho visou justamente o prazer que o ensino da matematica pode propor-
cionar aos alunos da educacao basica, visto que um dos maiores problemas que acontece
com a educacao de forma geral é a falta de motivagao sobre o ensino da matematica, j&
que é considerada uma disciplina que nao é facil de dominar e ainda se for trabalhada de
forma que nao motive o aluno a querer aprender, pode ajudar a aumentar gradativamente
o desinteresse por parte dos alunos em relacao a essa disciplina. Porém, essa decadéncia
do ensino da matematica esta levando professores e pesquisadores de ensino da matema-
tica a debater esta problemética nas escolas, chegando até nas Universidades, pois é onde
estao sendo formados os futuros professores e pesquisadores na area. (Quando ouvimos
falar da decadéncia do ensino da matemaética nas escolas publicas, percebemos que tal
problematica apresenta-se mais acentuada no 3° ano do ensino médio, pois contetidos que
sao abordados nesta etapa da educacao basica apresentam-se nos livros didaticos com um
alto grau de abstracao, deixando de possuir uma relacao com a realidade dos alunos.

E é baseado nessa problemaética e no aumento de interesse por parte dos atores
ligados a educagao em matematica que buscamos chamar atengao da coletividade para a
importancia de se discutir novos métodos de abordagens ligados ao ensino da matematica

como area de aprendizagem e pela aplicacao que tem em outras Ciéncias.

1.3 Estrutura do Trabalho

Baseado nos argumentos usados na secao anterior, este trabalho fara abordagem

a uma tematica pouco conhecida por alunos da educacao basica e até mesmo de cursos



de graduacao, pois aqui abordaremos uma técnica de projecao usada para transportar
pontos da superficie de uma esfera para um plano de projecao. Dessa forma, apresen-
taremos no Capitulo 1 algumas consideracoes histéricas ligadas a esta proposta. Ja no
Capitulo 2 faremos uma abordagem no Conjunto dos Nimeros Complexos e alguns de
seus principais resultados, pois as operacoes dentro do corpo dos complexos terao grande
importancia para compreendermos a projecao estereografica, que sera definida no Capi-
tulo 3, onde apresentaremos algumas de suas principais propriedades com suas respectivas
demonstragoes. Faremos também neste capitulo o uso do software Geogebra versao 5.0,
pois usaremos algumas animagoes em 3D para facilitar a compreensao por parte do leitor
das propriedades e suas demonstracoes. Mostraremos também passo-a-passo como alu-
nos e professores podem construir um simulador de projecao estereografica que servird
de suporte para anélise da veracidade das fungoes que aqui definiremos e para ser usado
em algumas aplicacoes que faremos no Capitulo 4, pois neste capitulo mostraremos a
relacao entre a projecao e os niumeros complexos, ligados a dreas como a cartografia. Por
fim, faremos também algumas consideracoes do uso da projecao estereografica na area da
fotografia.

Nas consideracoes finais, discutiremos a relevancia da proposta aqui discutida e
sua contribuicao para a melhoria do ensino de mateméatica no Ensino Bésico e nos cursos

de graduacao ligados a formacao de professores de matemaética.



Capitulo 2

Numeros complexos

2.1 Breve Histoérico

Os nimeros complexos surgiram no século XVI, época em que a ciéncia européia
ainda discutia a validade dos nimeros irracionais e negativos, Geréonimo Cardano (1501
- 1576), eminente matemético, médico e fisico, publicou a obra Ars Magma na qual
escreveu que, se alguém procurar dividir 10 em duas partes de modo que seu produto seja
40, verificaria que isso é impossivel, e com isso lancou as bases para o desenvolvimento da
teoria dos niimeros complexos.

Por um longo tempo essa nova teoria que surgia para tratar da existéncia dos ni-
meros complexos, levou os matematicos a nao considerarem os niimeros complexos como
legitimos, mas existentes apenas na imaginacao humana. A representacao grafica de ni-
meros complexos foi demonstrada em 1797 por Caspar Wessel (1745-1818) e publicada na
revista da Academia Dinamarquesa de 1798, contudo sua obra ficou quase desconhecida,
por isso decorre que o plano de ntimeros complexos é chamado hoje de plano de Gauss.
Porém, ninguém antes de Wessel e Gauss deu o passo 6bvio de representar as partes real
e imaginaria de um ntimero complexo a + bi como coordenadas retangulares de pontos de
um plano, pois esse passo deu mais confianga para que os mateméticos se sentissem me-
lhor a respeito dos niimeros imaginarios, pois agora poderiam visualizar que cada ponto
do plano corresponde a um niimero complexo e vice-versa.

E interessante observar que ainda hoje chamamos o nimero complexo i = v/—1
de algarismo imaginério, que fora introduzido por Leonhard Euler (1707-1783).

Gauss explorou em suas investigacoes, conforme fica claro, embora de modo im-
plicito, em sua dissertacao escrita em 1797. Todavia, Gauss s6 expds ao publico suas
ideias a esse respeito de modo explicito apenas em 1831, com o propoésito de introduzir os
"inteiros gaussianos". O corpo dos ntimeros complexos C foi finalmente definido de modo

rigoroso por Hamilton em 1837.



A famosa formula de Bhaskara (século XII)

 —b=* V0?2 — 4dac

2a

T

para calculo das solucoes da equagao do 2° grau

ar® +br+c=0 (a# 0)

que na verdade ja era conhecida pelos babilonios h& quase 2000 anos a.C., nos mostra
que uma tal equacao sempre possui solugoes em C. Um fato notavel sobre os niimeros
complexos é que toda a equagdo polinomial ndo constante com coeficientes reais (ou
complexos) possui pelo menos uma solu¢ao em C. Este fato, conhecido como teorema

fundamental da &lgebra, foi provado por Gauss em 1797.

2.2 O corpo dos nimeros complexos

Sendo R o corpo dos ntimeros reais, entao definiremos o corpo dos nimeros com-

plexos, denotado por C como sendo o conjunto

C={(z,y): v € Rey € R}

com as seguintes operacoes de adi¢ao e multiplicagao: se z = (z,y) e w = (a,b) perten-

cente a R, entao

ttw=(v+a,y+b)ezw=(ra—yb b+ ya) (2.1)

Os elementos de C sao chamados de numeros compleros. Denotamos o nimero
complexo (0, 0) simplesmente por 0 e o niimero complexo (1,0) simplesmente por 1. Para

cada z = (x,y) € C, definimos

_ X -y
—z=(—z,—y) e 271 = (x2+y2’ x2—|—y2) sez# 0

1
O namero z~! também ¢ denotado por — ou 1/z.
z



Proposicao 2.1. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C:

(a) z+ (w+1t) = (2 + w) + t (associatividade da adi¢ao).

(b) z +w = w + z (comutatividade da adigao).

(¢) 0+ z = z (elemento neutro).

(d) z+ (—z) = 0 (elemento oposto).

(e) z(wt) = (zw)t (associatividade da multiplicacao).

(f) zw = wz (comutatividade da multiplicacao).

(9) 1z = z (elemento neutro).

(h) zz7' =1sez #0.

(1) z(w +t) = zw + zt (distributividade da multiplicagdo em relacao a adi¢ao).

Indicamos [5] para a demonstragao da proposicao 2.1.

Tendo definido as operacoes de adicao e multiplicacao em C, definiremos as ope-

racoes de subtracao e divisao da maneira usual: dados z,w € C,

r—w=z+(~w) e —=zw ' sew#0

SRS

Além disso, a potenciacao também é definida de maneira usual:

"=z...z e g2 sez#£0 (n>1).
=2 =

n—uvezes n—uvezes

=1 =z

Decorre da Proposicao 2.1 que diversas propriedades das operacoes aritméticas
de ntimeros reais sao validas para ntimeros complexos. Por exemplo, a soma e o produto

~ R <2 . . .
de suas fracoes — e — de nimeros complexos podem ser obtidos pelas féormulas.

wh %)
Z1 n 29 . Z1W2 + ZoW1 Z1 %9 - Z1%9
wq Wa w1 W2 w1 W2 w1 W2

Um conjunto no qual estao definidas uma operacao de adi¢ao e uma operacao de
multiplicacao satisfazendo as propriedades mencionadas na Proposicao 2.1 é chamado de
corpo. Por esta razao é que chamamos C de corpo dos niimeros complexos.

Agora, mostraremos que os nimeros complexos sao "nimeros"da forma

T+ yi,

onde x e y sao numeros reais e ¢ um "algarismo imaginario", que satisfaz a estranha igual-

dade 12 = —1. Em seguida, vejamos como obter tal representacao dos nimeros complexos.



Primeiramente, denotamos o nimero complexo (z,0), com x € R, simplesmente
por x. Note que isto esta de pleno acordo com o elemento neutro 0 e o elemento unidade

1 (0=(0,0) e 1=(1,0)). Em outras palavras, fazemos a seguinte convenc¢ao:

r=(z,0) VzeR (2.2)

Desta forma, passamos a ver R como um subconjunto de C, ou seja, todo niimero
real é considerado um nimero complexo. A principio, a inclusao R C C pode gerar uma

certa ambiguidade, pois tomando = € R e a € R, o que entendemos por

Tz +aexa?

A soma e o produto dos ntimeros reais x € a ou a soma e o produto dos niimeros
complexos = e a? A resposta é que tanto faz, uma vez que os valores sao os mesmos. De
fato,

(,0) + (a,0) = (xr+a,0) =z +a

(x,0)(a,0) = (z.a — 0.0,2.0 — 0.a) = (za,0) = za,

por (2.1) e pela conversdo (2.2). Agora, note que (0,1)% = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1,
ou seja, o namero —1 possui uma "raiz quadrada" em C. O ntmero complexo (0,1) é
denotado por i e é chamado de algarismo imaginario. Assim, temos a propriedade béasica

do algarismo imaginario:

i?=—1

Finalmente, dado um ntimero complexo qualquer z = (z,y), temos

z=(2,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0)(0, 1),
isto é,
z=x+ yt.
Logo, o par (z,y) e a expressdo x + yi representam o mesmo niumero complexo.

Essa expressao é chamada forma algébrica de z, que é a forma como os ntimeros complexos

sao usualmente denotados.



2.3 Plano complexo

Dado o ntimero complexo z = x+yi, sua parte real x é denotada por parte Re(z),
e sua parte imaginaria y, por I'm(z). O plano complexo é o conjunto das representacoes de
todos os niimeros complexos z = x + yi pelos pontos P = (z,y), do plano. E conveniente
identificar o niimero complexo z = x + yi com o ponto P = (z,y), que é possivel através

das seguintes defini¢oes

(1) (a,b) = (¢,d) significa que a =ceb=d.

(2) (a,0) + (b,¢) = (a+ ¢, b+ d).

(3) (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

E facil ver entdo que a = (a,0) e i = (0,1). A representacio dos niimeros com-

plexos por pontos do plano é muito tutil e de uso frequente. Por meio dela, o ntmero

z = x + yi é identificado com o ponto (x,y), ou com vetor Oz de componentes x € y.

2.4 Conjugado e valor absoluto

Dado um ntimero complexo z = x+yi, definimos a parte real e a parte imagindria

de z por

Re(z)=z e Im(z) =y,

respectivamente. Quando Re(z)=0, dizemos que z é um imaginario puro.

Como um nimero complexo z = x+yi é o par ordenado (z, y), podemos representa-
lo graficamente como o ponto no plano cartesiano de abscissa x e ordenada y, ou como
o vetor que liga a origem a este ponto. Neste contexto, chamamos o plano cartesiano de

plano complexo o eixo dos x de eixo real e o eixo dos y de eixo imaginario.



z=(z,y)

Relz)

0

Figura 2.1: Plano complexo

Abaixo indicaremos as interpretacoes graficas da adicao e da subtragao de nime-

ros complexos.

3

13

Figura 2.2: Adicao e subtracao de nimeros complexos

Definimos o conjugado de um ntmero complexo z = x 4 yi como sendo o nimero

complexo

zZ=x— Y.

Graficamente, zZ é o ponto do plano complexo obtido através da reflexao de z em

relagao ao eixo real. Ver figu

ra 2.3.
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A
Im(z)

2

L ez=x+ Yyl
I

R Re(z)

0 T

Figura 2.3: Conjugado de z

Proposicao 2.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C :

() z=z, zFtw=z+wezZw= zw.

(b) z/w = Z/w se w # 0.
(¢c)z+2=2Rezez—2=2i1Im z.

(d) z = z se e somente se, z € R.

(e) 271 = (2)7"

(f) z imagindrio puro se e somente se z = —z

Indicamos [5] para a demonstragdo da proposi¢ao 2.2.

Através da nocao de conjugado, podemos deduzir a expressao do inverso de um

nimero complexo z = = + yi # 0 da seguinte forma:

1 1 r+yi\ rT—yi -y .
z = - _— |= = + 1
r+yi) \z+yi) 22+y? 2?4y 2?+y?

O walor absoluto (ou modulo) de z = x + yi € C indica a distancia a origem

|z |= Va2 +y?

Graficamente, o niumero real | z | nos da o comprimento do vetor correspondente
a z no plano complexo. Temos ainda que | z —w | é a distancia entre os pontos do plano

que representam z e w.
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Como em RZ?, a distancia entre dois pontos é entao
)

d(z,w) =]z —w|.

Esta norma e distancia em C coincidem com as de R?, que é o mesmo que a

distancia euclidiana d(z, w) = v/(x1 — 22)2 + (y1 — y2)2, onde 2z = Ty +y1i € W = Ty + Yoi.

Desta forma, o plano euclidiano munido das operacoes acima é o plano complexo.
Proposicao 2.3. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C :

(a) Rez < |Rez| < |z|lelmz < |Imz| < |z].
(b) |z P=22, | z]=] 2| e [2w]|=| 2 [[w].

(©) [ z/wl|=[z]/]w] sew#0.

@z4+w] < |z[+]w].

(e)

e)lz+wl| = |[z]|=[wll.

Indicamos [5] para a demonstragdo da proposicao 2.3.
Se z # 0, a Proposi¢ao 3(b) implica que
1 Z

| z ‘2: 2z = z = W (23)

Em particular, 27! = 2, se z = 1. A identidade (2.3) mostra como z e 27! se

comparam graficamente: z~! aponta a dire¢ao de z e tem valor absoluto 1/ | z |.

)
Im(z)

L]

Re(z)

'

[

2

P
s .

2

Figura 2.4: Interpretacao grafica do inverso de z
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2.5 A forma polar

Vamos agora nos utilizar da identificacao entre o corpo dos nimeros complexos
e do plano real utilizando assim as coordenadas polares de R? — {(0,0)} . Para isso con-
sideremos um nimero complexo z = x + yi # 0. Seja 6y o angulo que o eixo real positivo

forma com o vetor correspondente a z no sentido anti-horario.

A Im(z)

I z

7

0 T

Figura 2.5: Forma polar

Seja p a distancia de z a origem O do sistema cartesiano.

Do triangulo retangulo destacado, temos:

pPr=rty = p= 22+ 2

A distancia p de z até a origem O é denominada mddulo de z, e indicamos:
|z =z +yil=p=a?+y

Como cos 6y = e sen By = , temos que

x Y
| 2] | 2|

z=|z| (cos b+ isen ).
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Assim, é sempre possivel representar z na forma
z=| z| (cos 6 +isen 6), (2.4)

onde 0 € R. Essa representacao é chamada de representacao polar de z. Se 6 € R satisfaz
(2.4), dizemos que 6 é um argumento de z. Assim, 6y é um argumento de z. Entretanto,
qualquer 0 da forma 6y + 2k, com k € Z, também satisfaz 2.3. Em particular z possui
infinitos argumentos. Por outro lado, se 0 satisfaz (2.3) entao cos 6 = cos 0y e sen 6 =
sen By, o que implica que 6 = 0y + 2k7 para algum k € Z. assim, o conjunto arg z de
todos os argumentos de z é dado por

arg z = {0+ 2km: ke Z}

Por exemplo,

-7 -7
\/5—#1'22(005%-!-@'5671%)e\/§+i:2<cos 67T+isen 67T)

sdo representacdes polares do ntimero z = /2 + i, assim o arg(v/2 + i) = {% +2km : k€ Z} )

O ftnico argumento de z que pertence ao intervalo (—m, 7] é chamado de argu-
mento principal de z e é denotado por Arg z.

Sendo assim, a identidade

z=|z | (cos Arg z +isen Arg z)

é chamada de forma polar de z.
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Capitulo 3

A Esfera de Riemann

3.1 Introducao

A projecao estereografica, em geometria, ¢ um mapeamento especifico (fun¢ao),
que projeta uma esfera sobre um plano, sendo que a projecao é definida na esfera inteira,
exceto em um ponto, o ponto de projecao. Em matemaética, projetar é o ato que consiste
em representar um determinado objeto num plano, denominado de plano de projecao.

Escolhe-se um ponto qualquer da esfera para a origem da projecao e considera-se
como plano da projecao o plano tangente a esfera no ponto diametralmente oposto ao da
origem da projecao. No entanto, nao é necessario que o plano da projecao seja tangente
a esfera, visto que qualquer outro plano que a ele seja paralelo e que nao passe pela
origem da projecao pode desempenhar o mesmo papel, pois com uma escolha qualquer
deste tipo as principais propriedades da projecao estereografica mantém-se. Entre estas
propriedades, apresentaremos neste trabalho trés muito particulares, que a tornam tnica
em relacao as outras formas de projetar.

A primeira propriedade da projecao estereogréfica diz que qualquer circulo ins-
crito na esfera se projeta como um circulo (se nao passar pela origem da projecdo) ou
como uma reta (se passar pela origem da proje¢ao).

A segunda propriedade consiste no fato de que os angulos entre as curvas da
superficie sao preservados quando essas mesmas curvas sao projetadas estereograficamente
no plano.

A terceira propriedade diz que se rodarmos a esfera ao longo do diametro que
contém a origem da projecao, a projecao dos objetos da superficie esférica também roda
em torno do ponto de intersecao desse didmetro com o plano de projecao segundo o mesmo
angulo de rotacao.

Neste capitulo, faremos algumas consideracoes sobre o conceito de infinito no
plano complexo e apresentaremos a definicao de projecao estereografica e as demonstracoes

das propriedades referidas anteriormente.
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3.2 O Infinito em C

Em primeiro lugar recordemos a nocao de sequéncia em C. Para maiores detalhes

consultar [13].

Definicao 3.1. Uma sequéncia em C é uma aplicacio z : N — C.
A sequéncia € dita convergente para zg € C quando para todo nimero real € > 0

existe um indice kg € N tal que para todo n > kg

| 2 — 20 | <e.
Isso quer dizer que para valores muito grandes de n, z, estd muito "proximo” de

20-

Im(z)

Z0 Re(z)

Figura 3.1: Circulo de centro zj e raio e.

Diremos que a sequéncia {2}, .y converge para o infinito e denotemos lim 2, =
oo se para todo niumero real A > 0 existir um numero natural kg tal que para todo n > ky

tivermos | z, | > A.

16



Im(z)

2

@]

Re(z)

Figura 3.2: Circulo de centro em 0 e raio A.

E ébvio que a partir da defini¢ao lim z, = oo se, e somente se, lim | z, | = oc.

a

Proposicao 3.1. lim z, = oo se, e somente se, para todo a # 0, lim — = 0.
Zn

Demonstracao. Suponha lim z, = oo, entao dado € > 0 existe um ky € N, se n > kg

a a . . . a
teremos que | z, | > u e portanto ‘ - ‘ < € que implica lim — = 0.
€ V4 Zn

SETER
A

. . a .
Reciprocamente, se lim — = 0, dado A > 0 existe ky € N tal que
Zn

Zn
| 2z, | > A, portanto lim z, = oco.

Com as consideracdes feitas acima, vamos definir o conjunto C = C U {oo}.
Aos pontos de C N C chamaremos de pontos ordinarios de C.

A propriedade 3.1, nos diz que é razoavel definirmos

a+oo=o00VaeC
a.0o =00 ¥V a e C \{0}
© —0VaeCT\{oo}

— o0 VaeC\{0}

ol®8|

(3.1)
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e Bolas em C

Definicio 3.2. Se a é um ponto ordindrio de C a bola aberta de centro em a e raio R > 0 ¢

1
o conjunto B(a,R) ={z€C; |z—a| < R}.Sea= 00, B(oo,R) = {ZGC; |z | > E} U
{oo}.

e Conjuntos abertos em C

Definicdo 3.3. Um Conjunto A C C € dito aberto se qualquer um de seus pontos é centro
de uma bola aberta contida nele.

Em matemdtica dizemos que a familia de todos os conjuntos abertos de C define
0 que € chamado de uma topologia em C.

Em sequida mostraremos que a esfera S* e C sdo conjuntos "homeomorfos" no

sentido que existe uma funcdo continua bijetora com inversa continua de C em S2.

3.3 Projecao Estereografica

Seja S% = {(x1, x9, x3) € R?; 23 + 23 + 23 = 1} a esfera unitéria no espago eucli-
diano R? e seja N = (0,0,1) o polo norte de S* e indiquemos o plano complexo C com o
plano (zy,x9,0) : z1, 72 € R, que intercepta S? ao longo do Equador 2?2 + 22 = 1. Dessa
forma, cada nimero complexo z = x + yi de maneira natural se identifica com o ponto

(II; Z2, 0)-

Figura 3.3: Projecao Estereografica

Se fizermos | z |— oo, temos que v — N, ou seja z — o0 = v — N.

18



Agora, para cada z € C considere uma reta em R?® que passa por N e por z.
Essa reta intercepta a esfera em exatamente um ponto v # N. Observemos ainda que,
se | z| < 1, entdo v estid no hemisfério sul, se | z | = 1, v =ze,se | z| > 1, entdo v
estd no hemisfério norte.

Determinaremos agora o ponto v.

De fato, considere a aplica¢ao ¢ : C — S? — N, onde ¢(z +yi) = (z1, T, 13) = 0.

A equacao da reta que passa pelos pontos z e N é

At)=N+t(z—N), teR
=tz+N(1-1) (3.2)

Vamos determinar agora o ponto v de intersecao da reta com S2.

Observe que, escrevendo z = x + yi = (z,y,0), temos:

v=tz+ N(1—-1t)
=t(r+yi)+ N(1—1t)
=t(x,y,0) 4+ (0,0,1)(1 —¢)
= (tx,ty,0) + (0,0,1 —¢t)
= (tx,ty,1 —t) tal que t € R (3.3)

Dessa forma, um ponto dessa reta estd em S? quando
(te)* + (ty)* + (1 = )* =1

Dai,

P+t —2t+t2 =1
(2?4 y?) + 2 =2t
|z P+t =2t

(] 2 | +1) = 2¢

2t

=
| 2z |2 +1

19



b 2
_\zP—l—l

Portanto,

v = (tx,ty,1 —t)
B 2z 2y | 2] —1 (3.4)
SN2 224 224 '

Sendo assim, temos o ponto

0= (21, 50.2) = (236(2) 2Im(z) |z |? —1> c o

2P+ 2P 417 [ 22 +1
Podemos entao definir a funcao

¢:C— S*—{N}

_ 2z | 2] —1
#(2) = <|z|2 +17 | 2 |? +1> (3:5)

Pela propria maneira com que definimos a funcgao, observamos que ela é uma
bijecao.

E como z — oo, v — N, vamos estendé-la a C da seguinte maneira:

U:C— S

o(z), sezeC

V(o) =N, sez=o0

Essa funcao ¥ assim definida é continua no sentido que se z, é uma sequéncia

convergindo para z entdo W¥(z,) converge para ¥(z) para todo z em C.

Determinaremos agora explicitamente as fungoes inversas de ¢ e .
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Da mesma forma consideraremos a mesma reta que passa pelos pontos N e v

pertencentes a S? e determinaremos o ponto z de intersecao com o plano complexo.

N +t(v —N) =(0,0,1) + t[(x1, T2, 23) — (0,0,1)]
(O O 1) +t($1,$2, T3 — 1)
=(0,0,1) + (tzy,twe, t(xz — 1))

= (

tl’l, tl‘g, 1— t(l — Ig)) (36)

Onde devemos ter t = (1 — z3)~!. Portanto z é dada por:

_ T To . ,
¢ 1(”) =0 1($1,I2,$3) 1—1:1:3 + 1_2x312u+m:z

Para todo v = (1,72, 73) € S%—

Jil—i‘l’gi
1—33‘3

Dessa forma,

¢_1($17$2,I3)=( oL ; 2 )

1—1}3 1-.1‘3

Essa aplicacao inversa ¢ conhecida pelo nome de projecao estereografica.

Sendo assim, a | ¢~ 1(v) |* serd igual a

o r= (72) (1)

R
- (1 — I3>2 (]_ — ZE3)2
_ T+
(1 — 333)2
1= 3
a (1 — ZL’3>2
1 + x5
= "2 3.7

Observemos que v —+ N <= x3 — 1, sendo que por 3.7 temos que v - N =
¢~ (v) — oc.
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Estenderemos entdo de forma natural ¢!, para ¥~': S? — C dada por

¢ (v), seveS*— N

T (v) =
(®) U~Y(N)=0c0, sev=N

Como anteriormente U~! é continua.

Em matematica quando temos uma bijecao continua entre dois conjuntos com
inversa continua, dizemos que os conjuntos sao homeomorfos, portanto S? ¢ homeomorfo
a C.

Podemos agora definir a distancia entre os pontos de C da seguinte forma:

Tome 21,25 € C e seja d(z1,22) = | ¢(21) — ¢(22) |, a distancia euclidiana entre
os correspondentes pontos em S* C R? denotados por (z1, s, 73) e (¥, 24, 74) respecti-

vamente. (Ver figura 3.4)

Figura 3.4: Calculo da distancia entre pontos em S? através de suas respectivas projecoes
em C.

Sejam (1, Tq, 23) e (2, b, 24) dois pontos em S?. A distancia euclidiana entre os

pontos se determina por

| 6(z1) = d(22) | = V(w1 — 1) + (w2 — 25)? + (w3 — 2})?

Sendo que no plano a distancia entre os pontos (x1,z2) e (2}, 2) é dada por

|21 =2 | = V(w1 — 27)? + (22 — 25)?
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Assim,

| ¢(21) — ¢(22) | = /(w1 — 24)? + (w2 — 24)? + (w3 — a5)?

— 2 / 12 2 / 12 2 / 12
= \/xl — 202 + o7 + x5 — 22005 + a5 + 15 — 22375 + X5

— 2 2 2 2 12 12 / / /
= \/xl + a5+ x5+ o7 +xy + g — 202 — 22005 — 22375

= /141 —2(z,2) + 292 + T375)

= /2 — 2(210} + oy + w32%) (3.8)
Substituindo,
o 2Re(z1) o 2Im(z) o g | 21 | =1
! |Zl |2+17 2 |21 |2+1 3 |Zl |2+1’
e
2Re (2 2Im(zy 29 |2 —1
$,1:—§ ),x;:—z( )exg:—| |2 ,

onde consideraremos que, Re(z1) = x, Im(z1) = y e Re(z) = 2', Im(z2) = y'. Assim,

obtemos a seguinte expressao:
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C bz | =4 [2— drr! dyy (I21]> = (| = 1)
o) ot \/2 (et e i)
_ \/ : S Sy 2aP- (=P )

(AP D2l 1) (2P +D(2P+1) (al + Dz +1)

_ \/2<|z1|2+1><|z2|2+1>—8m'—8yy'—2<|zl|2—1><|z2|2—1>
(=P + (2P + 1)

_ [ 20m P[22 + 2|2 4 2|20)* + 2 — 8aa’ — Byy’ — 2[21*|20* + 2[z1]* + 2[20* — 2
(lz[> + 1)(|22]* + 1)

4z + 4]z — Sza’ — Syy/
(I + 1) (Jz2* + 1)

B \/ (|22]? + |2]? — 2227 — 2y)

N (lz1]? + D)(|22* + 1)

A(x? +y? + 2% + y'? — 2zx’ — 2yy’)
(J21? + 1)(|z2* + 1)

(m— 2+ (y—y)?
|2‘1|24rl |Z2|2+1)
_ VE—P G —7P
(212 + 1) (|22 + 1))

_ 2|Zl—22|
[(J21]2 + 1) (|22 + 1))

(3.9)

Portanto,

. _ . 2 | 21 — 29 |
d(21722) = | ¢(Z1) ¢(22) ’ = [(| o P +1)(| o |2 +1)]%7 para zi,z; # 00

No caso em que 29 = 00, 0 ponto correspondente sobre 5% ¢ (0,0,1). Sendo assim,

através de (3.8), temos
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_\/2|21 2422z 242

|21 > +1
2
S S— (3.10)
(2 | +1)5
Para z; = 00 e 23 = 0o, podemos dizer por (3.8) que d(oco,00) = 0.
Pode-se agora ver que d : C x C — R, dada por
( 2 _
(21— 2 —, se 21, 2o € C;
(14 | 20 P) (14 | 22 [?)]2
2
d(z1,29) = ——  , se z1 € Ce 2y =00;
(14|21 [)2
0, se z1 =00 € 29 = 0.
\
Sendo assim, d(z1,22) = | ¢(21) — ¢(22) | € uma métrica definida em C. Com esta

distancia C é um espaco métrico chamado de Esfera de Riemann.
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3.4 Propriedades e demonstracoes

A projecao estereografica que apresentamos anteriormente, ¢ munida de trés pro-
priedades que a tornam peculiar. Apresentaremos em seguida a primeira propriedade

dividida em duas partes (3.2 e 3.3) para facilitar a compreensao.

Propriedade 3.1. Circulos na superficie esférica que passam pelo polo norte projetam-se

como retas no plano.

Demonstracao. Para compreendermos que a propriedade 3.2 é verdadeira, basta perce-
bermos que qualquer ponto que esteja sobre um circulo que passe por N, digamos C' vai
gerar um conjunto de retas que passam por N e por cada um dos pontos de C', que per-
tencem ao plano definido por C. Como a intersecao de dois planos é uma reta, a projecao
do circulo C' é a reta que resulta da intersecao do plano definido por C' com o plano C.
(Ver figura 3.5)

Figura 3.5: Projecao de circulos que passam por N

]

Propriedade 3.2. Circulos na superficie esférica que nao passam pelo polo norte sao

projetados como circulos no plano.

Demonstracao. Para demonstrarmos a propriedade 3.3 comecaremos por observar que,
dado um circulo C' em S? que ndo passe por N, todas as retas da projecao que saem de
N e passam por todos os pontos do circulo formam um cone circular com vértice em N.
O circulo C pode ser obtido como seccao desse cone com o proprio plano que contém C,
e a sua projecao, C’, é a seccao desse cone com o plano de projecao. No que se segue
iremos demonstrar que C’ é um circulo no plano de projegao, provando e utilizando um

resultado que identifica as secgoes circulares de um cone circular. Na verdade, se o circulo
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C for paralelo ao plano de projecao, o cone definido pelas retas de projecao e por C' é um
cone circular reto, e um argumento direto que utiliza semelhancas de triangulos permite
concluir que C” é um circulo. (Ver figura 3.6). Mas, no caso geral, sendo esse cone obliquo,

os argumentos tornam-se mais elaborados.

Figura 3.6: Projecao de circulos que nao passam por N, mas paralelos ao plano de projecao

Continuamos entao a demonstracao de 3.3 enunciando um resultado auxiliar:

Lema 3.1. Sejam M e S dois pontos de um circulo inscritos na esfera e M' e S' a
projecao estereogrdfica de M e S respectivamente. FEntao NMS = NS'M' e NSM =

NM'S'.

Figura 3.7: Lema

Demonstracao. De fato, os triangulos ANMN' e ANM'N’ sdo semelhantes porque sdao
ambos retangulos e tém o angulo MNN’ em comum. (Ver figura 3.8)

Logo,

NM NN’
=—— <= NM.NM = (NN)?
NN NM
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Figura 3.8: ANMN' ~ ANM'N’

Os triangulos ANSN' e ANS’N’ também sao semelhantes por serem retangulos

e terem o angulo SNN’ em comum. (Ver figura 3.9)

M

—

Figura 3.9: ANS'N' ~ NS'N’

Logo, seguindo um raciocinio analogo ao anterior, a seguinte igualdade NS . NS" =

(NN')? também ¢ verdadeira.

Assim, NM . NM' = NS . NS’, ou seja,

NM NS
NS  NM'
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Desta ultima equagao conclui-se que os triangulos ANMS e ANM'S’ sao seme-
lhantes e tém um angulo em comum, o angulo M]VS, logo NMS = NS'M' e NSM =
NM'S', que era o que pretendiamos provar. (Ver figura 3.10)

N

Figura 3.10: ANMS ~ ANM'S'

O

Voltando a propriedade 3.3, se o circulo nao passa pela origem da projecao, entao
podemos assumir que o plano que passa por NN’ e pelo centro do circulo dado, ¢ o plano
NMS onde [MS] é diametro do circulo que pretendemos projetar.

Como j4 foi mencionado anteriormente, todas as retas da projecao que saem de
N e passam por todos os pontos do circulo formam um cone circular com vértice em N.

Enquanto que no cone reto so6 é possivel obter seccoes circulares fazendo cortes
paralelos a base, em um cone obliquo, existem duas formas distintas de se obter seccoes
circulares. Uma delas é, tal como no cone reto, fazendo cortes paralelos & base. Para obter
a segunda forma é necessario recordar o seguinte fato: dado um circulo de diametro [AB],
se O'D for perpendicular a [AB] onde C' é um ponto arbitrario desse circulo, e D € [AB],
entao a seguinte igualdade é verdadeira:

AD . DB

CD (3.11)
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Reciprocamente, se a igualdade anterior for verdadeira entao C pertence a um
circulo de diametro [AB]. (Ver figura 3.11)

N

Figura 3.11: AD . DB = CD"

Consideremos agora um cone circular obliquo tendo o ponto A como vértice e [BC|
como didmetro da base. Vamos assumir que a reta BC' passe pelo pé da perpendicular

do ponto A em relagao a base, tal como mostra a figura 3.12.

I 4
Al =N

R e
g =

Figura 3.12: Cone obliquo

Em seguida, secciona-se o cone, através de um plano normal ao ABC' ao longo
da reta DE, com D e E pertencentes a superficie do cone, e de modo que ADE = ACB
e AED = ABC. A seccao obtida vai ser a curva DF'E.

Queremos provar que a curva DFE é um circulo e assim obter a segunda forma
de seccionar um cone obliquo de modo a obter um circulo.

Assim, considere-se um ponto qualquer F' da curva DF'E e um ponto qualquer H
da circunferéncia da base do cone. Desenham-se os segmentos F'G e HI perpendiculares
ao plano ABC. Como estes dois segmentos sao perpendiculares a ABC' entao vao ser
paralelos entre si.

Em seguida, desenha-se o segmento JL passando por G e paralelo ao segmento

BC' e constroi-se a secciao do cone gerada pelo lado que passa por JL e FG. Esta seccio
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vai ser paralela a base do cone porque JL é paralelo a BC e FG é paralelo a HI, logo
trata-se de um circulo (circulo JF'L).

Pela equacao 3.11 a seguinte igualdade é verdadeira para o circulo JF'L.

— ——2

JG.GL = FG (3.12)

Por outro lado, como ADE = ACB = AEJ, pois JL é paralelo BC e AED
— ABC = ELG. Destas igualdades conclui-se que os triangulos ALGE e ADGJ sao
semelhantes.

Assim,

Pela equacao 3.12 obtemos,

2

DG .GE = FG (3.13)

Como a equacao 3.13 é da mesma forma que a equagao 3.11 e esta igualdade é
valida para qualquer ponto da curva DFE e qualquer segmento DE, conclui-se que a
curva DF'E ¢ um circulo.

Todas as secgoes do cone paralelas a DF E vao também ser seccoes circulares.

Para concluirmos, aplicamos o resultado que acabamos de demonstrar no software
Geogebra, versao 3D, e assim poderemos mostrar a projecao estereogrifica referente na
propriedade 3.3. (Ver figura 3.13)

3

It

/

Figura 3.13: Projecao de circulos que nao passam por N e nao paralelos ao plano de
projecao
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Propriedade 3.3. Angulos entre curvas da superficie esférica sao preservados quando

essas mesmas curvas sao projetadas no plano.

Demonstracao. Vamos agora demonstrar a propriedade 3.4, de que os angulos entre curvas
da superficie esférica sao preservados quando essas curvas sao projetadas estereografica-
mente no plano. O angulo entre duas curvas de uma superficie esférica define-se como
sendo o angulo entre as tangentes a essas curvas no ponto onde elas se intersectam.

Assim, sejam t; e ty retas tangentes & esfera num ponto P e a o angulo entre
elas. Sejam t] e t, as projecdes de t; e ty respectivamente e o’ o angulo formado por elas.
(Ver figura 3.14).

/

Queremos provar que o = «'.

Figura 3.14: Conservacao dos angulos

A intersecao do plano formado pelas semirretas com origem em N e que passam
todos os diferentes pontos de t; com a esfera é um circulo que passa por N, entao t;
projeta-se na tj que passa por N’ (projecao estereografica de N). s;, a tangente ao
circulo em N, é paralela a t] porque todas as tangentes em N sao paralelas ao plano de
projecao. Analogamente, o plano definido por ¢, e N intersecta a esfera em outro circulo
que passa por N e tem tangentes so que é paralela a t},. Entao, o angulo o/ entre ¢ e t}, é
igual ao angulo entre s; e sy (porque todos os lados dos dngulos sao paralelos dois a dois),
que por sua vez ¢ igual ao angulo entre ¢; e t5, porque os angulos entre os dois circulos
da superficie esférica nos pontos de intersecao P e N sao iguais. Para nos convencermos
desse fato, é suficiente observar que o plano que corta perpendicularmente o segmento
PN no seu ponto médio é plano de simetria para os dois circulos. Logo, a = o' como

queriamos provar. ]
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Propriedade 3.4. Quando a esfera roda em torno do eixo NN' o0s objetos projetados no

plano vao também sofrer uma rotacao de centro em N’ com a mesma amplitude.

Demonstracao. Agora, em relacao a propriedade 3.5, a sua veracidade pode ser facilmente
demonstrada se repararmos no fato de que a projecao M’ de qualquer ponto M da esfera

é um ponto que pertence a um plano que passa por NN’ (Ver figura 3.15).

Figura 3.15: Propriedade 3.5

Agora, quando a esfera gira em torno do eixo NN’ a reta relativa a intersecao
desse plano com o plano da projecao também gira, ou seja M girou em torno do eixo
NN'. (Ver figura 3.16)

Figura 3.16: Propriedade 3.5
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3.5 Transferéncia de fungoes complexas para funcoes

na esfera

No estudo da matematica é provavel que o aluno tenha se deparado com o conceito
de infinito, porém durante a educacao basica esse conceito nao fica bem definido para o
aluno. Sendo assim, vamos usar o conceito de projecao estereogréfica para discutir o
comportamento de fungoes complexas quando essas tendem ao infinito.

A projecao estereografica, discutida nas se¢Oes anteriores, nos permite agora in-
terpretarmos uma funcio complexa f através da associacao de pontos de S? em pontos
do plano C = C U {oc}.

Func¢oes complexas frequentemente tém pontos interessantes nos quais seu com-

portamento normal, confortavel, da terrivelmente errado. Um exemplo é a fungao f(z) =

1
— que comporta-se bem para todo z exceto o zero. Quando z = 0, o valor da funcao g nao
2z

faz sentido como niimero complexo comum, mas pode, com algum esfor¢o de imaginacao,
ser pensado como oo.

Riemann julgou 1til incluir oo entre os niimeros complexos, e achou um belissimo
modo geométrico de fazé-lo.

.. 1 .

Quando estudamos a aplicacao complexa z — —, observamos que seu dominio
esté restrito a C—{0}, e além disso sabemos que 0 ndo pethence a imagem desta aplicacao.

Agora, vamos voltar a tratar da projecao estereogréfica, para mostrar que z —
w = —, que é a inversao geométrica em relacao a circunferéncia unitaria C' de centro na

origem. (Ver figura 3.17).

e

Figura 3.17: Transferéncia da inversao geométrica para uma reflexao em S>

Para isso, vamos recorrer ao resultado enunciado na Propriedade 3.6.
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Propriedade 3.5. A inversao geométrica em relacao a circunferéncia unitdaria C, de

centro na origem, induz uma reflexdo da esfera S* através do plano equatorial, C.

Demonstra¢ao. A demonstracao é simples, basta observarmos a figura 3.18 abaixo, que
mostra a interseccao vertical de S? e C tomada através de N e z na esfera de raio unitario.
Note que os triangulos ANN'v e ANOw sdo semelhantes porque sdo ambos retangulos
e tém o angulo vNN’ em comum. Note também que os triangulos ANN'v e AON'z
também sao semelhantes porque sao ambos retangulos e tém o angulo ON'’z em comum.

Portanto, podemos concluir que os triangulos AON'z e ANOw também sdao semelhantes.

Logo,

S
<

=—— <= 0Oz.0w =NO.ON =12

2]

Figura 3.18: Transferéncia da inversao geométrica para uma reflexao em S?

Agora, da relacdo Oz . Ow = 12, temos que z . w = r?, se fizermos r = 1, teremos
w=z " 0

Como foi mostrado no Capitulo 2, podemos deduzir a expressao do inverso de

um numero complexo z = x + yi # 0 da seguinte forma:

z = . — |= = + )
x+ yi T+ ?2+y? x4y 24P

. Lo 1
ou simplesmente pela divisao —.
z
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Agora, usando a projecao estereografica dispomos de um belissimo modo de re-
presentar o inverso de um ntimero complexo através da transferéncia de fungoes complexas
para funcoes na esfera.

Como ja foi mostrado no Capitulo 3 através da projecao estereografica, quando

w — oo sabemos que v — N e agora através da propriedade 3.6, podemos mostrar que

quando v — N, z — 0. Logo, quando z chega muito perto de zero, entao — fica muito
grande, ou seja, w — oo. Infinito nesse sentido nao é um ntmero, mas unﬁ termo que
descreve um processo numeérico: fique tao grande quanto quiser.

Ainda no Capitulo 3, onde mostramos que a projecao estereografica é uma bije¢ao

entre C e S? definida por

U:C— S?% onde ¥(z) =

Cuja inversa é igual a

¢ '(v), seveS*— N

U1 5% 5 C, onde Vt(v) =
U-Y(N)=00, sev=N

Sendo assim, pela projecio estereografica podemos ter W~1(N) = oo, ou seja, a
projecao estereografica de N é representada pelo infinito, pois N é o tinico ponto que nao
possui um correspondente no plano C, de onde podemos concluir que o ponto no infinito
é o polo norte da esfera.

Nesse caso, podemos relacionar a definicao da projegao estereografica com a Pro-

priedade 3.6, pois se w = oo, entao z = 0, onde w ¢é o inverso do nimero complexo z.
. N 1
Curiosamente, podemos perceber que agora expressoes como — = oo fazem per-
0

feito sentido em C.
Agora, para um nimero finito z, temos que z + 00 = 00 + 2 = 00 e, para z # 0,
z .00 =00 .z = oo. Adicionalmente, para z # 0, escrevemos z/0 = oo e, para z # 00,

0

z/oo = 0 para z # 0. Expressoes como oo — 00, 0 . 00, 0o/00, oo” e 1°° nao podem ser

definidas e sao denominadas de indeterminacgoes ou formas indeterminas.
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3.6 Criando um simulador de projecao estereografica

usando o Geogebra 3D

Agora iremos mostrar como criar um simulador de projecao estereografica usando
o software Geogebra versao 5.0.

Para desenvolvermos essa atividade que ir4 mostrar como se projeta estereogra-
ficamente pontos da superficie de S? para o plano, iremos apresentar a relacao que a
projecao estereografica possui com os nimeros complexos que sao estudados no 3° ano do
ensino médio. O conjunto dos nimeros complexos ¢ um conteido que os alunos possuem
bastante dificuldade para compreender, visto que se trata de um contetido até pouco estu-
dado em séries anteriores, e também devido a pouca aplicabilidade que os livros didaticos
trazem em relacao aos nimeros complexos. Isso faz com que os professores repassem esse
conhecimento a seus alunos sem que os mesmos consigam compreender pelo menos uma
aplicacao desses niimeros em um contexto real.

Com o objetivo de que os alunos do ensino médio possam compreender melhor a
projecao estereografica e contribuir com o ensino dos niimeros complexos, iremos mostrar
como criar o simulador de projecao estereografica passo-a-passo, a fim de que o leitor
consiga explorar ainda mais este tema e com isso compreender melhor todas as aplicagoes
que iremos apresentar no proximo capitulo.

Durante o desenvolvimento do simulador usando o software Geogebra versao 5.0,
que iremos mostrar passo-a-passo, mostraremos a relacao que a criacao do simulador
possui com o Conjunto dos niimeros complexos apresentado no Capitulo 2.

Essa atividade seréd referente & projecdo estereografica descrita na Propriedade

3.3 e para melhor compreensao por parte do leitor sera desenvolvida em treze passos.

1° passo: Estando no ambiente do programa Geogebra, selecione em exibir a
opcao Janela de Visualizacao em 3D ou use o comando Ctrl+shift-+3 para exibir a area
de trabalho 3D, mantendo no lado direito da tela a janela de Visualizacao em 2D. Em
seguida usando as configuragoes de tela, poderemos nomear e estabelecer a escala que os

eixos irdo exibir. (Ver figura 3.19).
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Arquivo Editar Exbir Opgles Ferramentas Janela Auda

DRSSl FINE = 6

L4
2]
> Janela 5030

» Janela de Visu 402

Entrada:

Figura 3.19: Construindo o ambiente 3D

2° passo: Selecione a opcao Esfera dados o centro e raio em seguida marque
o centro da esfera na origem do sistema e estabeleca para o raio o valor 1. Apos esses

procedimentos aparecerd na area de visualizacao 3D uma esfera de raio unitério e centro
de coordenadas (0,0,0). (Ver figura 3.20).

rechar
L
v K]
ebra
= Esfera

@ anceyer=1
= Ponto
@ A=(0,0,0)
@ N=(0,0,1)

x| [+ Janela de Visualizago 2 |

Entrada:

Figura 3.20: Construindo a Esfera de centro (0,0,0) e raio 1
3° Passo: Com o objetivo de construir um simulador com animagcao 3D, selecione

na Janela de Visualizacao em 2D, a opgao Controle Deslizante, em seguida aparecera a
janela de configuracao do Controle Deslizante. (Ver figura 3.21).
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Arquivo_ Editar Exibir Opgées Femamentas Janela Ajuda

P Bl

QR PN = |
Y 5 313l fo) w1 PA NI £ [ 5
» Janela de Algebra_[] | » Janela de Visualizagdo 3D %] [ » Janela de Visualiza &) [
@ ax+y+er=1 3 Controle Deslizante
@ A=(0,0,0) @ Nimero
@ N=(0,0,1)

Nome
O Angulo
Lt [ Aleatsrio (F9)

Intenvale | Gontrole Deslizante | Animag3o

min: max Incremento:

Aplicar | | Cancelar

Entrada: e

Figura 3.21: Construindo o controle deslizante

4° Passo: Na janela de configuracao do Controle Deslizante, vamos denominé-
lo de r e estabelecer os valores para r de min.=0 e max.=4, limitando assim o raio de
projecao em no maximo 4, porém ja sabemos 7—00, em seguida estabeleca o valor do
Incremento, pois esse valor ird4 servir como base para a velocidade de reproducao dos
objetos que estiverem ligados ao Controle Deslizante. Vamos aqui adotar um Incremento

de 0,01 e em seguida selecione o comando Aplicar. (Ver figura 3.22).

Arquivo_Ediar_Exibir Opcoes Feramentas Janela Ajuda
B4

A . d .
%V.V/V/‘VL\-V@V@VQRVAECV 0 &
» Janela de Algebra (x| | » Janela de Visualizacio 3D x| [ » Janela de Visualizai o) [x
= Esfera

S 3 Controle Deslizante
= Ponto

9 A=(0,0,0) ® Nimero
9 N=(0,0,1) © Angulo '

Nome

Olnteiro [ weatsrio (F9)

Intenvalo | Controle Deslizante | Animagio!

min: [0 max [4 Incremento: |0.01

Aplicar | | Cancelar

Entrada: 20

Figura 3.22: Configuracao dos controles deslizantes

5° Passo: Em seguida vamos criar um outro Controle Deslizante, usando os mes-
mos procedimentos, porém vamos denominar este de k de min.=0 e max.=1, relacionando
assim k com a variacao de 6 que foi definido no Capitulo 2 que como sendo 0 = 0y + 2k,
que trata da forma polar de um nimero complexo. Aplicando essas configuracoes os
Controles deslizantes estarao prontos para serem usados e servirem de suporte para mo-
vimentar o objetos que iremos ligar a eles. (Ver figura 3.23)
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Arquivo Editar Exbir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[N EINZE 5%

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo 3D
= Esfera

@ anceyer=1
= Namero

9 k=019

9 r=27
= Ponto

@ A=(0,0,0)

@ N=(0,0,1)

»_Janela de Visualizagao 2 |
r=271

k=019

2o i@

Figura 3.23: Controles deslizantes prontos

6° Passo: Proximo passo é criar um circulo em R? definido aqui como Plano Com-
plexo. Agora selecione o comando Circulo(Centro-Raio+Dire¢ao), marcando em seguida
o centro do circulo na origem do sistema coordenadas e definindo raio=r, ou seja, o raio

desse circulo ira oscilar de 0 a 4 conforme o Controle Deslizante configurado. (Ver figura
3.24).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Auuda —

A D s w 4]0 4N e £ oo

» Janels de Algeora x| » Janela de Visualizagdo 30

» Janela de Visualizagio §
r=271

k=019

@ A=(0,0,0)
@ N=(0,0,1)

Entrad: | @

Figura 3.24: Construcao do circulo de projecao no Plano Complexo

7° Passo: Em seguida aparecerd no Plano Complexo uma circunferéncia de centro

(0,0,0) e raio=r, que representara as projecoes estereograficas descritas na Propriedade
3.2. (Ver figura 3.25).
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Fermamentas Janela Ajuda [ Minimizar]

Al > b4, @ 4N e b,

» Janela de Algebra || | » Janela de Visualizagao 3D =I[» Janela de Visualizagiio 2
Cénica r=245
2 clt)=(0,0,0)+ (24 3

z

K3
k=08

= Nimero
5 k=09
J r=245
= Ponto B
9 A=(0,0,0
5 N-(0,0,1)

< >
Entrada )

Figura 3.25: Construcao do circulo de projecao no Plano complexo

8° Passo: Em seguida vamos configurar o Controle Deslizante ativando no menu
de configuracoes do Controle o comando Animar, aparecendo assim o icone de reprodugao
no canto inferior esquerdo da Janela de Visualizacao em 2D, conseguindo assim que o
circulo produzido no Plano Complexo possa oscilar conforme seja acionado o comando de
reproducdo do Controle Deslizante. (Ver a figura 3.26).

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

A DL OJO) £ [NJpeg) 2] )

» Janela de Algebra [x| | » Janela de Visualizacio 3D x| | » Janela de Visualizagéo
= Cénica r=378

9 clt)=10,0,0)+ (33
sfera

k=046
L

< > >
Enraga )

Figura 3.26: Animacao do circulo de projecao através do Controle deslizante

9° Passo: Nesta etapa vamos configurar o nimero complexo z de forma que o
mesmo possa representar os pontos que serao projetados estereograficamente de 52 sobre
o circulo de projecao. Para que z possa girar em torno do circulo de projecao vamos
configura-lo através de coordenadas polares, assim 2z pode ser obtido digitando na caixa
de entrada os comandos: z = (r cos(k 2pi),r sin(k 2pi)), esse comando corresponde a
forma polar do ntmero complexo z que foi definido no Capitulo 2 como sendo z =| z |
(cos 0+ isen ), onde a norma de z representa o raio do circulo de projegao, lembrando

também que 6 = 0y + 2kn. Em seguida aparecerd sobre o circulo de raio r o ponto z
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dai basta configurar z para que este possa aparecer em forma de nimero complexo. (Ver
figura 3.27).

ArquivoEditar Exbir Opgdes Ferramentas Janela Aluda [Fechar|

[ 2 SN S NP N e oo

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao 3D » Janela de Visualizagio 2
‘= Cénica =235

O cl)=(0,0,0)+ (22
= Esfera

k=08
@ anceyer=1
= Namero
9 k=09
9 r=235
= Namero Complexo
 z=19-138
= Ponto
@ A=(0,0,0)
@ N=(0,0,1)

< >
Entrada] ONc]

Figura 3.27: Configurando o ponto z no circulo de projecao

10° Passo: Agora, quando acionado o comando reproducao o raio do circulo no
Plano Complexo ira oscilar e z ird girar em torno do circulo de projecao.

Em seguida vamos tracar o seguimento de reta NZ de forma que o mesmo possa
representar a projecao estereografica definida por ¢! : S?— N — C, assim esse segmento

ira4 girar acompanhando o ponto z que foi marcado sobre o circulo no Plano Complexo.
(Ver figura 3.28).

Arquivo Editar Bxioir Opges Ferramentas Janela Auda [Fechar]

N . L

[l A b e e 4] @) <N w4 06
» Janela de Algebra (<] | »_Janela de Visualizagho 3D > Janela de Visualizagio 2
= Cénica r=235

9 cl)=(0,0,0)+ (2
= Esera =08

@ ax+y+rr=1
‘= Ndmero

@ k=09

9 r=235
‘= Nimero Complexo

9 7=19-138i
= Porto

@ A=(0,0,00

9 N=0,0,1)
= segmento

@ 255

Nl

< >
Entraga| d @

Figura 3.28: Configurando o segmento NZ
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11° Passo: Em seguida vamos selecionar em Editar o comando Intersecao de Dois
Objetos, com este comando vamos marcar a intersecao entre o segmento NZ e a esfera,
obtendo assim o ponto v em S?, note que o ponto z no plano C é a projecao estereografica
do ponto v em S%. (Ver figura 3.29).

Arquivo_Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

.UUMU\JUUMHMUWM o
L]

» Janela de Algebra_[x] | »_Janela de Visualizagso 30 » Janela de Visualizagaq
= con 12235

@ o(t) 0,0,0)+ (2.2 ——
= Esters =05

@ axeyerr=1 —_—
= Numero

9 k=09

9 r=235

‘= Nimero Complexo

D 7=19-138i

= Ponto

@ A=(0,0,0)

@ B=(0,0,1)

@ N=(0,0,1)

@ v=(0.58,-0.42,0.6

‘= Segmento

@ b=255

C— >

Entrada] | @

Figura 3.29: Configurando o ponto v em S?

12° Passo: Apos configurar o ponto v em S? vamos tracar o circulo que passa
por v e é paralelo ao plano de projecao, como demonstrado na Propriedade 3.2. Selecione
o comando Circulo dados Fixo e um de seus Pontos, em seguida selecione o ponto v e
o eixo z obtendo assim um circulo em S? paralelo ao plano de projecdo. Apos esses
procedimentos podemos modificar os circulos de modo que aparecam pontilhados. (Ver
figura 3.30).

Arquivo_Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

UUMUMUUUHMUWH@U [

» Janela de Algebra [x] | » Janelade Visualizagho 30 » Janela de Visualizacaq
12235

= Cénica
D c=(0,0,0)+ (2
9 dH=(0,0,069)+
= Esfera
@ axeyer=1
= Nimero
9 k=08
9 r=235
= Nimero Complexo

k=08

@ v=(058,042,06
= Segmento
9 b=255

Entrada; | @

Figura 3.30: Construindo circulos em S?
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13° Passo: Em seguida, basta acionar o comando reproduzir que veremos circulos
em S? sendo projetados estereograficamente no plano C, ou seja, para cada ponto v em
S? podemos agora ver sua correspondente projecao z no plano C, sendo assim podemos
agora verificar se as funcoes demonstradas no Capitulo 3 estao de acordo com o simulador

de Projecao estereografica que acabamos de produzir usando o software Geogebra versao
5.0. (Ver figura 3.31).

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
A I 2 . ld
.v/./v \vbc‘)vé'vAvevév.vAEc Qv Q%
»_Janela de Visualizagi
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» Janela de Algebra (x| | » Janela de Visualizagéo 30 %
= Cénica
9 ct)=(0,0,00+(1
9 dit)=(0,0,05)+ (C

k= 0.1

9 =173
= Nimero Complero
O Z=1.46-0.93
= Ponto
9 A=(0,0,0)

@ B=(0,0,1)

9 N=(0,0,1)

9 v=(0.73,046,05
= Segmento

9 b=2

¢ >

Entrada: ()

Figura 3.31: Verificando o simulador de projecao

Usando o simulador que acabamos de produzir, vamos escolher um ponto v qual-
quer em S? e em seguida usando as funcoes que demonstramos no Capitulo 3, verificaremos

se 0 ponto correspondente no plano C condiz com o ponto mostrado pelo simulador. (Ver
figura 3.32).

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
3 [d
A Ll oL\ a2 4
A PO 4 N ez &) 0%
|| » Janela de Visualizagio
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ela de Algebra [ | »_Janela de Visualizagio 3D
= Cénica
5 clt)=(0,0,0)+(1.£
5 d(0=(0,0,0.42)+
= Esfera
@ axeyir=1
= Nimero
5 k=087

k=087

o r=1s7
= Nimero Complexo
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= Ponto

@ A=(0,0,0)

@ B=(0,0,1)

9 N=(0,0,1)

9 v=(0.62,-0.66,0.4
= Segmento

9 b=1g6

< > >
Entrada: )

Figura 3.32: Calculando a projecao estereografica de v em S?
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Tomemos as coordenadas de v(0.62, —0.66,0.42) em S?, verificaremos agora se
sua projecao estereografica ¢ z = 1.07 — 1.14¢ no plano C.
Substituindo as coordenadas de v na fungiao ¢! (v), temos:
X1 x

10,0 _ 2 . .
¢ (v) = P(xy, 9, x3) 1—:133+1—x32 rtyi=z

0.62 —0.66
~10.62, —0. 42) = j
¢7(0.62,-0.66,0.42) = ;=0 + T ¢
_ 062 —0.66,
~ 058 " 058
—1.07 — 1.144 (3.14)

Portanto, a projecao estereografica de v(0.62, —0.66,0.42) em S? ¢ igual a z =
1.07 — 1.144 no plano C.

Tomemos agora as coordenadas de z = 1.07 — 1.142 no plano C, verificaremos se
v(0.62, —0.66,0.42) é a coordenada correspondente de z em S2.

Substituindo as coordenadas de z na fun¢ao ¢(z), temos:

2Re(z 2Im(z 212 —1
ooy (2Ee) 2m(e) |
|z 241" | 2241 |z |2 +1

o(2) 2% 1.07 2% (—1.14) 1.07% + (—1.14)2 — 1
) —
1072+ (—=1.14)2+ 17 1.072 + (—=1.14)2+ 17 1.072 + (—1.14)2 + 1

[ 214 —228 1.4445
3.4445° 3.4445° 3.4445

= (0.62,—0.66,0.42) (3.15)

Portanto, o ponto correspondente de z = 1.07—1.14i em S? ¢ igual a v(0.62, —0.66,0.42)

como queriamos mostrar.

Sendo assim, mostramos como construir um simulador de projecao estereografica,
mas vale ressaltar que este simulador é referente & Propriedade 3.2 que diz: "Circulos na
superficie esférica que nao passam pela origem sao projetados como circulos no plano”,
porém como foi demonstrado podemos ter circulos em S? paralelos ao plano de projecao,
cujas projecoes formam um cone reto de vértice em N, e circulos que nao sao paralelos ao
plano de projecao, cujas projecoes formam um cone obliquo de vértice em N, ja este tipo

de proje¢ao deixamos como desafio para o leitor criar um simulador. (Ver figura 3.33).
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Figura 3.33: Propriedade 3.2

A producao de simuladores de projecao estereografica usando o software Geoge-
bra é de grande relevancia para que alunos do ensino médio possam compreender como
se faz a mudanca de coordenadas de um espaco para outro e consequentemente os concei-
tos mateméticos envolvidos nessa transformacao, que nesse caso envolve o Conjunto dos
Niimeros Complexos.

Sabemos os alunos sentem-se frustados ao estudarem os Niimeros complexos, pois
este contetido é repassado pelos professores de forma mecanizada, sem apresentar suas
devidas aplicagoes, mas vale ressaltar que esta falha comeca pelos livros didaticos que sao
adotados pelas escolas, visto que grande parte ndao apresentam aplicacoes referentes a este
tema.

Sendo assim, esperamos que esta proposta possa contribuir também no processo

de ensino e aprendizagem dos Niimeros complexos.
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Capitulo 4

Projecao estereografica: Aplicacoes

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos abordar algumas aplicagoes envolvendo a projecao estere-
ogréfica, sendo que daremos mais énfase a aplicacao na area da cartografia, mostrando
assim o papel da projecao estereografica no desenvolvimento no nosso atual sistema de
mapeamento. Apresentaremos também aplicacoes na area da fotografia.

Como a projecao estereografica esté diretamente relacionada com o conjunto dos
niimeros complexos que é um contetido estudado no decorrer do ensino basico, mais pre-
cisamente no 3° ano do ensino médio. Desenvolvemos algumas atividades com o objetivo
de apresentar a projecao estereografica e mostrar uma nova abordagem para se ensinar
o conjunto dos nimeros complexos, sendo assim as atividades foram aplicadas a alunos
do 3° ano do ensino médio do Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do
Amazonas-Campus Parintins.

Na 4rea da cartografia as atividades foram relacionadas ao estudo da construcao
de mapas, onde foram produzidos materiais concretos para contribuir na compreensao da
projecao e da relacao direta que possui com o ensino dos niimeros complexos, visto que
é um contetdo que os alunos sentem bastante dificuldade de compreender no decorrer do
ensino bésico, até mesmo porque os livros didaticos trazem pouca aplicabilidade referente
a esse conjunto numérico. Ja na area da fotografia apresentaremos uma oficina usando o
software Adobe Photoshop CS6, onde mostraremos como se faz uma fotografia estereo-
grafica e seu uso nas mais diversas areas. Por fim, mostraremos alguns conceitos sobre o
uso da projecao na geologia.

As atividades que iremos mostrar em seguida foram desenvolvidas em sala de aula,
através de materiais concretos e também de simuladores produzidos através do software

Geogebra versao 5.0, ambos produzidos com a participagao dos alunos.
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4.2 Projecao Estereografica na Cartografia

A atividade desenvolvida com os alunos do 3° ano do ensino médio divide-se em
trés partes. A primeira consiste em apresentar um breve histérico do uso das projecoes
na cartografia, a segunda consiste na construcao de materiais concretos que auxiliarao
na compreensao da propostas aqui apresentadas e a terceira tem a finalidade de mostrar
como os alunos poderao resolver de forma mais simples exercicios que constantemente

aparecem em vestibulares envolvendo o conhecimento de niimeros complexos.

Primeira parte: A cartografia surge como a ciéncia que trata da representacao
da terra ou parte dela através de mapas, cartas e outros tipos de projecoes cartograficas.

Podemos dizer que a cartografia surgiu por volta do ano de 2500 a.C. quando
foi confeccionado pelos Sumeérios, o que é considerado o primeiro mapa da histéria: uma
placa de barro cozido com inscri¢oes em caracteres cuneiformes (escrita suméria) onde foi
representado o lado setentrional da regiao mesopotamica.

A Pedra de Saihuite, por exemplo, representa, junto com os entalhes esquimés,
um dos primeiros trabalhos realizado com a técnica do que é chamado de cartografia em
relevo e foi feita para representar um bairro de uma cidade asteca.

Os egipcios e chineses também dominaram a técnica da cartografia hd muito
tempo. Estima-se que os chineses usam a representagao grafica de regices desde o século
IV a.C. Para eles, os mapas serviam nao s6 para os orientar, mas também, para fins
bélicos e para demarcar regioes garantindo, assim, que os impostos fossem pagos.

Mas, bons mesmo na cartografia foram os gregos. O sistema cartografico con-
temporaneo nasceu nas escolas de Alexandria e Atenas, os gregos se destacaram porque
foram os primeiros a usar uma base cientifica e a observagao.

A transferéncia de uma esfera para a area plana do mapa seria impossivel se os
cartografos nao se usassem de uma técnica matematica chamada projecao. Para ilustrar
esta técnica podemos imaginar como seria se abrissemos uma esfera e achatassemos ela
para a forma de um plano: partes da esfera original teriam que ser esticadas para podermos
fazer isto, em especial as areas mais proximas aos poélos, criando grandes deformacdes de
area em um mapa mundial, se comparassemos os paises perto do equador com os mais
perto do pélo.

Ao longo de toda a historia da cartografia, inimeras sao as projecoes que foram
utilizadas, cada uma delas com sua caracteristica propria, orientada para atender a uma
finalidade especifica. Apresentaremos agora as principais classificacoes.

Os trés principais tipos de projecao sao:

Cilindricas: Consistem na projecao dos paralelos e meridianos sobre um cilindro

envolvente, que ¢ posteriormente desenvolvido (planificado). (Ver figura 4.1)
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Figura 4.1: Projecao cilindrica

Conicas: E a projecio do globo terrestre sobre um cone, que posteriormente é
planificado. (Ver figura 4.2)

Figura 4.2: Projecao conica

Azimutais: E a projecdo da superficie terrestre sobre um plano a partir de um
determinado ponto de vista. Também chamadas planas ou zenitais, essas projecoes de-
formam areas distantes desse ponto de vista central.

A projecao azimutal divide-se em ortografica, estereografica, equivalente de Lam-
bert e equidistante, sendo assim estamos discutindo neste trabalho um tipo de projecao
cartogréfica do tipo azimutal.

Projecao estereografica: ponto de vista na superficie da Terra. (Ver figura 4.3)
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Figura 4.3: Projecao estereogréfica

Sendo assim, vimos que a projecao estereografica ¢ um dos métodos usados pelos
cartégrafos na construcao dos mapas.

Segunda parte: Em seguida foi confeccionado com a ajuda dos alunos um

simulador de projecao estereografica através de materiais concretos, como mostra a figura
4.4.

Figura 4.4: Simulador de projecao estereografica em material concreto

Durante a confeccao do material que serviu com simulador da projecao estereogra-
fica aplicada na construcao de mapas, os alunos tiveram a oportunidade de compreender o
uso de conceitos como plano complexo, médulo ou norma, forma polar ou trigonométrica,
conjugado, o conceito de inversao citado na Propriedade 3.6 e outros topicos voltados ao

estudo dos numeros complexos de forma aplicada, pois a construcao do simulador através
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de materiais concretos esta diretamente relacionada com a construcao feita no software
Geogebra. (Ver figura 4.5)

Figura 4.5: Anélise da projecao estereografica através de material concreto

Durante a montagem do simulador através de materiais concretos os alunos pu-
deram analisar a projecdo estereografica e as propriedades apresentadas no Capitulo 3,
ao mesmo tempo fizeram uma comparacao com o simulador de projecao produzido no

software Geogebra, como mostra a figura 4.6.

Figura 4.6: Simulador de projecao em Geogebra 3D

Em seguida com a ajuda do simulador construido no Geogebra, foram elabora-
dos dois exercicios que foram propostos aos alunos, os exercicios comnsistiam em tomar
um ponto v no globo terrestre, no caso tomamos o ponto v = (0.99,0.13,0.03) e seu

correspondente no plano complexo sendo o niimero z = 1.02 + 0.13z.
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Os dados citados foram usados para montar os exercicios que foram destinados

aos alunos.

Questao 1. Com base no que foi mostrado sobre o uso da Projecao Estereografica na
Cartografia, vamos considerd que a cidade de Parintins estd localizada no globo terrestre
sob as coordenadas v(0.99,0.13,0.03), mostre que esta coordenada corresponde estereogra-
ficamente ao ponto z = 1.02 + 0.13¢ no plano C.

Figura 4.7: Construcao de mapas através da projecao estereografica

¢ (v) = ¢~ (21, 22, 23) = 1 flxg + ] ingi =u+vi=2

Figura 4.8: Atividade realizada em sala de aula
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Questao 2. Como a Projecio Estereogrifica é uma funcdo bijetiva, ¢ : C — S? — N,

onde ¢(x + yi) = (x1, T2, x3) = v, onde v € dado pela fungao:

o(z) = ( 2Re(z)  2Im(z) |=z|? —1)

[ 2P +17 2P +17 [ 22 41

Mostre que o nimero z = 1.02 4+ 0.13¢, que representa a cidade de Parintins no

plano C corresponde ao ponto v(0.99,0.13,0.03) em S?, que representa o globo terrestre.

Figura 4.9: Atividade realizada em sala de aula

Em seguida foi feita a relagdo do resultado encontrado nos exercicios propostos
com a produc¢ao dos mapas, destacando sempre que a projecao estereografica assim como
outros tipos de projecoes possui algumas distor¢oes, como por exemplo quando falamos da
proporcao entre distancias e areas ligadas a pontos situados préoximos do polo de projecao.
A cartografia nao dispoe de um tipo de projecao que retrate no plano o globo terrestre
tal qual ele é, porém cada tipo de projecao destaca-se por suas caracteristicas proprias,
sendo entao através da juncao dessas caracteristicas oriundas de cada tipo de projecao
¢ que a cartografia desenvolve cada vez mais proximo da realidade o nosso sistema de

mapeamento e localizagao.

Terceira parte: Em seguida, foi solicitado aos alunos que comparassem os co-
nhecimentos adquiridos através da construcao dos simuladores de projecao estereografica,
feito com materiais concretos e com o auxilio do software Geogebra, com alguns exercicios
relacionados aos niimeros complexos que foram cobrados em vestibulares, pois a inten-
sao foi mostrar que agora os exercicios que antes eram considerados dificeis de resolver

ficariam mais faceis de se interpretar.
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Entre os exercicios que alunos jugam ter mais dificuldades de interpretacao, estao
aqueles que envolvem os conceitos de norma e forma polar ou trigonométrica de um ni-
mero complexo. Sendo assim, abaixo indicaremos alguns exercicios com suas respectivas
solucoes, onde as solugoes serao comentadas e relacionadas com as atividades desenvolvi-

das na area da cartografia.

Questao 3. (UFA-201/)Dados os nimeros complexos zy = 1 +1i, z0 = —i € 23 = z1.29, €

correto afirmar que a forma trigonométrica do numero z3 €

Solu¢ao: Primeiro, vamos encontrar o produto entre os nimeros z; € 2, pois

z3 = z1.29. Sendo assim, teremos:

z3=121.20= (1 —1).(i) =141

Portanto, o niimero complexo z3 = 1 + ¢ cuja representacao gréafica é

Im(z)

Hi(z)

Agora, para representarmos o numero complexo z3 na forma trigonométrica, va-
mos retomar os conceitos usados durante o desenvolvimento dos simuladores de projecao
estereografica, pois os conceitos de norma e forma trigonométrica, foram diretamente
usados nas atividades ligadas a cartografia.

Sendo assim, vamos escrever z3 na forma z =| z | (cos 8+ isen ), onde a norma

de z3 é dado por | z |= /22 + y2.

Portanto,

[z |l= Va2 +2=VI2+12= V2
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sen 6y =

cos By = |

Logo, a forma trigonométrica de z3 sera:
z=/2(cos T+ isen %)

4

Questao 4. (UFRJ) No jogo Batalha Complexa sao dados os nimeros complexos z e w,
chamados mira e alvo respectivamente. O tiro certeiro de z em w € o nimero complexo t

tal que tz = w.

| - oL
Eiro Imaginario

o}

I
b2

3P Eixe Real

3

|w| =4

Considere a mira z e o alvo w indicados na figura acima. Determine o tiro

certeiro de z em w.

Solucao: Apés a construcao dos simuladores da projecao estereografica, figura
4.4, figura 4.5 e figura 4.6 os alunos tiveram bastante contato com a forma polar de um

numero complexo, pois essa forma foi diretamente usada na construcao do simulador feito

no software Geogebra, cuja forma é dada por z =| z | (cos 0 + isen ).

Sendo assim, podemos escrever:
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z = 2(cos 30° + isen 30°)
w = 4(cos 240° + isen 240°)

tz=w

w  4(cos 240° + isen 240°)
det="2 =
Onde 2 2(cos 30° 4 isen 30°)

= 2(cos 210° + isen 210°)

B4 (4.1)

Portanto, t = —\/5 + 1

Podemos concluir que questoes como essas, dificilmente sao compreendidas por
alunos do ensino médio, mas agora podem ser interpretadas e resolvidas de forma mais
simples, pois os conceitos que foram abordados durante o desenvolvimento das solugoes

foram discutidos ao longo deste trabalho.

4.3 Projecao Estereografica na Fotografia

A aplicagdo da projecao estereografica na fotografia foi apresentada em forma de
oficina, cujo tema foi: "Como fazer uma fotografia estereografica".

Para a realizagao desta atividade foi usado o software Adobe Photoshop CS6.

Com o objetivo de mostrar o uso da fotografia estereografica na fotografia, rea-
lizamos uma atividade em forma de oficina para mostrar como uma fotografia pode ser
manipulada através do uso de softwares de edicao de imagem para ter a aparéncia de uma
esfera. O resultado da atividade serd chamado de projecao estereografica ou fotografia
de efeito planeta ou de globo. Algumas orientacoes foram repassadas para desenvolver a
atividade, como por exemplo, as imagens deveriam ser panoramicas e dispor de uma pro-
porcao de 2:1 (o comprimento ser duas vezes a altura). Em seguida os alunos receberam

os seguintes comandos:

1. Selecione uma fotografia panoramica e de boa resolucao, as fotos paisagisticas
criam boas fotografias estereograficas. Entre 45 a 55 por cento do topo da foto deve ser
um céu uniforme. Na parte de baixo, 15 a 25 por cento deve ser um terreno ou agua
que tenha um padrao ou cor solidos. As bordas esquerda e direita da foto devem ser

semelhantes em aparéncia para facilitar a uniformizagao das imagens.
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Figura 4.10: Panorama da Praga Matriz da cidade de Parintins/Am

2. Apos selecionar a imagem que formara seu planeta, abra-a no ambiente de
trabalho do programa Adobe Photoshop, para esta demonstracao usaremos a versao Pho-
toshop CS6.

Figura 4.11: Abrindo a imagem no ambiente de trabalho do Photoshop

3. Agora vamos aplicar uma transformacao para que foto fique perfeitamente
quadrada. No menu Editar — Transformacao — Redimensionar ou use o comando Ctrl
+ Alt + I, em seguida para deixar a imagem quadrada desmarque a caixa Restringir

propor¢oes e aplique por exemplo 3200 pixels na largura e na altura.

o7



Image Size

Picel Dimensions: 29,3M (was 1,50M)
Width: | 3200 Pk v
Height: | 3200( Piel v

Document Size:
wagth: | 112,87 Centimeters
Height: 112,87 Centimeters
Resolition: 72,000 | | Pucels/inch

i Scale Styles

L] gonstran Proportians

[V Resarmple Jrmage:

Bicubic Automatc

Figura 4.12: Transformando a imagem panoramica em quadrada

4. Em seguida a foto ficard quadrada e um pouco esticada, mas isso é normal

acontecer, pois deixamos uma imagem panoramica em forma de quadrado.

Figura 4.13: Transformando a imagem panoramica em quadrada

5. Selecione no menu Imagem — Rotacao, e gire a imagem em 180°, a imagem ira

girar na tela. O topo da foto tornar-se-4 o interior da esfera e o fundo da foto tornar-se-&4
o exterior.
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Figura 4.14: Imagem sob um giro de 180°

6. Envolva sua imagem numa esfera executando os comandos no menu Filtro —
Distorcer — Coordenadas polares, em seguida, selecione a caixa Retangular para polar e
Clique em "OK".

Polar Coordinates

Figura 4.15: Aplicando o efeito esfera na imagem

7. Agora aproxime a imagem usando a ferramenta Zoom, como se pode notar no
ponto de encontro das extremidades é possivel perceber um contraste entre as extremida-
des da imagem. Para resolver esse problema e tornar o efeito mais real, use a ferramenta
Carimbo ou o comando de atalho S, use a ferramenta com um fluxo baixo, e um pincel

macio, para suavizar contraste entre as extremidades.
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Figura 4.16: Aplicando a ferramenta Carimbo para suavizar os contrastes

8. Recorte e gire a imagem resultante e, depois, ajuste o contraste e as cores para

obter um resultado que vocé goste.

Figura 4.17: Fotografia estereogréfica da Praga Matriz da cidade de Parintins/Am

Por fim, dependendo da imagem selecionada poderemos ter belissimos resultados,
mostrando assim o que chamamos de fotografia estereografica ou de efeito planetario.
Logo, ¢ uma boa atividade para que possamos mostrar aos alunos da educacao bésica
a técnica da projecao estereogréfica através de softwares como o Adobe Photoshop CS6.

Essa atividade também pode ser relacionada com cartografia, pois enquanto a projecao
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estereografica projeta a esfera no plano ponto a ponto, o software projeta o plano (foto
panoramica) na esfera.

Através da atividade também podemos mostrar que essa técnica é muito usada
pelo mercado publicitario através de propagandas envolvendo imagens de efeito estereo-
grafico. Em seguida, mostraremos outros resultados que poderemos encontrar através da
atividade.

Outros resultados:

Figura 4.18: Fotografias de efeito planetario

Figura 4.19: Propaganda do filme O pequeno principe
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Consideracoes Finais

Com base no exposto deste trabalho sobre a Projecao Estereogréafica na esfera
de Riemann, procuramos de uma forma simples expor aos alunos do ensino médio uma
técnica de projecao muito usada no desenvolvimento da Cartografia e de outras areas.

Mostramos, portanto, que o uso dos ntimeros complexos teve grande relevancia
para compreendermos como transportar estereograficamente pontos da superficie esférica
para um plano de projecao, aqui denominado de plano complexo. Para isso, fizemos
inicialmente uma abordagem sobre Conjunto dos Niimeros Complexos, apresentando con-
ceitos que foram diretamente usados no decorrer da definicao da projecao estereografica
e posteriormente em suas aplicagoes.

Apresentamos algumas das principais propriedades da projecao estereografica e
suas respectivas demonstragoes. Sendo que, com o objetivo de tornar as demonstracoes
mais simples para os alunos, fizemos o uso do software Geogebra versao 5.0, visto que
essa versao possui ambiente de trabalho em 3D. Dessa forma, foi possivel demonstrar as
propriedades tanto de forma escrita quanto através de animacgao em 3D, tornando-as mais
acessiveis a compreensao por parte dos alunos.

Em seguida, demonstramos através de material concreto e de um simulador pro-
duzido através do software Geogebra, que conceitos relacionados aos niimeros complexos
podem ser facilmente compreendidos através da projecao estereografica.

Usando o conceito de inverso multiplicativo de um niimero complexo que mostra-
mos no Capitulo 2, apresentamos o comportamento de funcdes complexas quando essas
tendem ao infinito, trazendo assim uma discussao que ora pode ser feita com os alunos
do ensino médio.

Por fim, fizemos algumas aplicagoes do uso da projecao estereografica na carto-
grafia e na fotografia, apresentando através de atividades realizadas em sala de aula como
esse conceito pode contribuir para a melhoria do ensino da matemaética no ensino médio.

Com isso, esperamos que essa pesquisa possa motivar alunos e professores que
busquem novas praticas para se trabalhar contetidos ligados nao s6 ao ensino médio, como
também ao ensino superior. Portanto, faz-se necessario que se criem atividades que levem
os educandos a compreenderem a matematica de forma espontanea, de modo que tenham

uma participacao ativa em sala de aula.
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