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RESUMO

A presente dissertagao tem como objetivo principal apresentar a alunos e professores de
matematica do ensino bésico algumas resolugoes de problemas no campo da aritmética que
pode beneficiar o processo ensino-aprendizagem. Serao abordados inicialmente a divisi-
bilidade, com suas propriedades e seus critérios, ap6s apresentacao da divisao euclidiana
e suas aplicagoes no ensino basico. Além disso, seré apresentado um breve embasamento
teodrico, pautado no conceito e nas propriedades operacionais da congruéncia modular com
suas classes residuais, seguido de suas aplicagoes. No final, seré feito um breve historico

dos ntmeros nos calendarios.

Palavras-chave: Matematica, Ensino Basico, Aritmética, Congruéncia Modular, Ensino-

Aprendizagem, Divisibilidade, Aplicagoes, Calendarios.



ABSTRACT

This paper aims to introduce students and teachers of basic mathematical education
some resolutions of problems in the field of arithmetic which can benefit the teaching-
learning process. Initially, it will be addressed the divisibility with their properties and
criteria. This is done after a presentation of Euclidean division and its applications in
basic education. Moreover, it will be presented a brief theoretical background based on the
concept and the operational properties of modular congruence with their residue classes,
followed by their applications. Finally, it will be presented a brief history of the numbers

in the calendars.

Keywords:Mathematics, Teaching Basic Arithmetic, Congruence Modular, Teaching and

Learning, Divisibility, Euclidean Division, Applications, Calendars.
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Introducao

A vida do ser humano é cercada por nimeros. Do momento em que acordamos e
durante todo o dia os nimeros estao presentes, nas horas, nos minutos e segundos. Até
mesmo quando fazemos uma compra, os produtos, no comércio, assim como os alimentos
e varios outros objetos, estao representados por ntimeros que sao chamados de codigos de
barras. No dinheiro e nos cartoes de créditos ou débitos, na carteira de identidade, na
certidao de nascimento, no CPF e muitos outros, tudo sao formados por ntimeros.

Como ja dizia Pitagoras, segundo Singh [11]:
“Todas as coisas sao numeros”.

Dessa forma, justifica-se a realizagao desta dissertagao, pois os nimeros estao presentes
no nosso dia a dia e queremos saber como eles aparecem, como sao formados e algumas
de suas diversas aplicagcoes. O conhecimento de como os ntmeros influenciam o nosso
dia-a-dia, pode ajudar em uma melhor compreensao da sua importancia e utilizacao,
principalmente por parte dos alunos do Ensino Bésico.

No primeiro capitulo é feito um breve historico da Aritmética na Magna Grécia.
Primeiramente com Tales de Mileto que introduziu o estudo da Aritmética na Grécia,
em seguida, Pitagoras de Samos, que fundou a escola pitagérica, adotou a Aritmética
como um fundamento filosofico. Depois, Platdao exerceu uma forte influéncia na ciéncia
dos ntimeros. Em seguida, Fuclides surgiu com o tratado de treze livros, chamado de Os
Elementos de Fuclides, que versam sobre a teoria dos niimeros e geometria, com conceitos,
defini¢oes e teoremas, em particular, também temos nessa obra a divulgacao da divisao
euclidiana, a qual chamamos de divisao com resto. E no final deste capitulo, relatamos o
trabalho de Diofanto de Alexandria, considerado como o pai da Algebra, com uma colecio
de livros de 6 volumes, sendo conhecido como “Arithmetica”, uma obra com 130 problemas
algébricos.

No capitulo 2 abordamos a divisibilidade, sua defini¢ao, suas propriedades e os princi-
pais critérios de divisibilidade e, no final, é feito a demonstracao do Teorema da Divisao
Euclidiana e suas aplicagoes para o ensino basico.

No capitulo 3, é feito um breve historico sobre congruéncia modular. Leonard Euler
que € um dos maiores matematicos de todos os tempos introduziu a ideia de Congruéncia

Moaodulo um nimero natural e Gauss, sendo considerado como o Principe da Matemdtica,



desenvolveu a Aritmética Modular em seu livro Disquisitiones Arithmeticae. Depois, a
congruéncia modular é apresentada com sua definicao, proposigoes, teorema e a retomada
dos principais critérios de divisibilidade através da congruéncia modular. E por fim, as
classes residuais com sua defini¢do e as suas principais propriedades

No capitulo 4 mostraremos diversas aplicagoes para o ensino basico no nosso dia-a-
dia, que formam fenémenos peridédicos, nos relégio analogico, nos cédigos do sistema de
identificacao: ISBN, CPF, CNPJ, no codigo de barras que aparecem nas mercadorias de
diversos produtos e na criptografia com seus codigos secretos.

E por fim mostraremos o capitulo 5 com o titulo de “Os Numeros nos Calendarios”.
Pretendemos neste capitulo, fazer um breve histérico nos calendarios, depois mostraremos
o calendario gregoriano, adotado por vérios paises, como foi feito e como surgiu, mostrando

os anos normais de 365 dias e o anos bissexto de 366 dias.



Capitulo 1

A Aritmética na Magna Grécia

1.1 Tales, Pitagoras e Platao

Tales de Mileto!, comecou sua vida como mercador e com essa atividade tornou-se rico
o bastante para dedicar-se até o final de sua vida ao estudo e viagens de conhecimento. Ha
informagoes nao comprovadas que ele viveu por algum tempo no Egito e ficou admirado
com a beleza e o tamanho das piramides, a partir dai calculou a altura de uma piramide
por meio de sua sombra.

De volta a Mileto, ganhou uma boa reputacao, gragas ao seu génio versatil de estadista,
conselheiro, engenheiro, homem de negocios, filésofo, matematico e astrénomo. Com o
passar do tempo abandonou os negocios e a vida publica para dedicar-se inteiramente a
Filosofia, a Astronomia e a Matematica. Foi considerado o primeiro Mateméatico Grego
a introduzir o estudo da Matematica na Grécia, trazendo dos sacerdotes Egipcios, os
rudimentos da Aritmética e da Geometria, dando uma caracteristica que se conserva até
hoje, com o conceito de “demonstracao ou prova”. Foi considerado um dos sete sabios
mais importante da antiguidade (EVES, 2004, p.94-96) [14].

2 aos 18 anos, dominava muitos conceitos matematicos e

Outro matematico, Pitagoras
filosoficos de seu tempo, recebeu muita influéncia cientifica e filosofica de Tales e de outros
filosofos, segundo Eves [5]. Em uma visita ao Egito, impressionando-se com as Piramides,
desenvolveu o Teorema de Pitagoras que ja era conhecido na Grécia a 2000 a.C. Durante os
vinte anos de suas viagens, chegou a assimilar os conhecimentos matemaéticos conhecidos
até entao. De volta para sua terra natal, a ilha de Samos, fundou a famosa Escola

Pitagorica que permaneceu em atividade durante véarios séculos, os pitagoricos atribuiam

ITales de Mileto, Cidade da Asia Menor, Grécia - Nasceu por volta de 645 ou 624 a.C em
Mileto e provavelmente morreu em 558 a.C ou 556 a.C, nao comprovado historicamente, em Mileto,
- Matematico, Astronomo e Filosofo, fundou a mais antiga escola filosofica - Jonica. Disponivel em:
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm28 /tales.htm

2Pitagoras de Samos, Grécia - Nasceu por volta de 571 a.C ou 570 a.C em Samos, no mar Egeu, na
regiao da Asia Menor e morreu em Metaponto, sul da Italia, entre 497 a.C ou 496 a.C - Matematico e
Filosofo Grego.



aos nameros um poder mistico e adotavam como fundamento de seu sistema filosofico.

Singh, Simon?

, assim descreve[11]:

[...] Como nao existem relatos originais de sua vida e de seus tra-
balhos, Pitagoras esta envolto no mito e na lenda, tornando dificil
separar o fato da ficgdo. O que parece certo é que Pitagoras desen-
volveu a ideia da légica numérica e foi responsével pela primeira
idade de ouro da matematica. Gracas ao seu génio, os nimeros
deixaram de ser apenas coisas usadas meramente para calcular
e passaram a ser apreciados por suas proprias caracteristicas.|...|
(p.28).

[...] Depois da morte de Pitagoras de Samos, a ideia da de-
monstracao matemética se espalhou rapidamente pelo mundo ci-
vilizado. Dois séculos depois do incéndio de sua escola, o centro do
estudo da matemética tinha se mudado de Crotona para a cidade
de Alexandria. No ano 332 a.C, depois de conquistar a Grécia ,
a Asia Menor e o Egito, Alexandre, o Grande, decidiu construir
uma capital que seria uma cidade mais imponente do mundo.|...|

(p.64).

Quase nada sobrou dos escritos originais dessa fase da matematica grega, chegando

apenas referéncias e comentéarios feitos por outros matematicos posteriores.

O filésofo Platao? exerceu uma forte influéncia na matematica, sua preferéncia pelos

aspectos tebricos e conceituais o fazia estabelecer uma clara diferenciacao entre a Ciéncias

dos Numeros, que é a Aritmética, e a arte de calcular (calculo é uma palavra oriunda do

latim “calculus”, que significa “pedra que serve para contar”), que é a logistica, de acordo

com Hefez [7].

Platao elaborou um livro de 10 volumes, chamado de A Republica, segundo Maria

Helena da Rocha Pereira [10]. No livro VII, discutiu a importancia da aritmética, da

geometria, da astrologia e da harmonia; admitindo que sem o conhecimento do célculo e

da aritmética, a verdade nao podera ser alcangada. Segundo Platao:

“O aprendizado do cdlculo, deve acontecer pela contemplacao da natureza dos nimeros

exclusivamente pelo pensamento. A experiéncia, assim, gera conhecimento” .

3SINGH,Simon traducao por Calife, Jorge Luiz - O Ultimo Teorema de Fermat - 13* ed. - Rio de

Janeiro: Record, 2008.

1Platdo(palavra que se utilizava para homens de ombros largos) - Nasceu em 427 a.C em Atenas e
provavelmente morreu em 348 a.C - Filosofo Grego.



1.2 Euclides e Diofanto

Euclides ® foi um dos primeiros gedmetras e é reconhecido como um dos mateméticos
mais importante da Grécia e de todos os tempos. De acordo com Hefez: “A contribuicao
de Euclides & matematica foi consideravel, tendo sido o primeiro matemético a apresentar
a geometria e a aritmética como ciéncias dedutivas”. Pouco se sabe de sua vida. Foi
convidado para ensinar matemaética na escola criada pelo rei Ptolomeu I, em Alexandria,
conhecida por “museu”. Euclides nao criou muitos resultados, mas estabeleceu um padrao
de apresentacao e rigor na matematica, servindo como exemplo aos seus seguidores durante
milénios, segundo Hefez [6]. Por volta de 300 a.C, em Alexandria, ele surge com um
tratado de treze livros, Os Elementos de Fuclides que em grego significa “Stoikheia” [15].

Singh [11], assim expressa:

[...] Somente quando Alexandre morreu e Ptolomeu I subiu ao
trono no Egito é que Alexandria se tornou o lar da primeira Uni-
versidade do Mundo. Matematicos e outros intelectuais emigraram
para a cidade e, embora eles fossem certamente atraidos pela re-
putacao da universidade, a atragdo principal era a biblioteca de
Alexandria.|...|

[...] O sonho de Ptolomeu, de criar uma casa do conhecimento,
sobreviveu até a sua morte. Depois de sua morte, outros Ptolomeus
ascenderam ao trono do Egito, a Biblioteca continha cerca de 600
mil livros. Os matematicos podiam absorver todo o conhecimento
do mundo estudando em Alexandria. E 14, para ensina-los, estavam
os mais famosos professores. O primeiro diretor do departamento
de matemaética foi ninguém menos do que Euclides.|..|

[...] Os Elementos de Euclides é o livro-texto mais produzido e
estudado na histéria do mundo ocidental, o mais bem sucedido até
este século, trata-se do segundo maior best seller mundial, depois
da Biblia.|...] (p.64-65)

“Os Elementos™ tém uma importancia excepcional na Matematica. Partindo de
defini¢oes, axiomas e postulados, com regras logicas bem determinadas, admitidas sem
demonstragoes e as proposigoes e os teoremas aparecem expostos numa ordem perfeita com
demonstragoes rigorosas. Em particular, Euclides explorou uma légica muito conhecida
nos dias atuais como reductio ad absurdum, segundo Hefez[5], ou prova por contradigao.
Dos livros de “Os Elementos”, dez versam sobre geometria e trés (livros: VII, VIII e IX),
sobre a Teoria dos Numeros Naturais. Sempre com uma visao geométrica, os nimeros
representavam os segmentos de reta e os niimeros ao quadrado representavam as areas das
figuras geométricas. No livro VII, que é o inicio da aritmética de Euclides, sao definidos

os conceitos de divisibilidade, dos niimeros primos etc.

®Euclides (330 a.C - 260 a.C) - Nasceu na Siria e estudou em Atenas - Matematico.
OE recomendavel a leitura de Os Elementos de Euclides, de Pitombeira, J.B., RPM, Vol 5, N.1, 1994.



Encontra-se neste mesmo livro a divisao com resto, que denominamos  Divisao Eu-
clidiana. Os Elementos de Fuclides foram a base do ensino nas escolas e universidades

durante dois mil anos, segundo Carvalho [1].

O ultimo herdi da tradicional matematica grega, foi Diofanto de Alexandria [16],
matematico e filésofo grego, que tem seu nome ligado a cidade que foi o maior centro
de atividade matematica na Grécia Antiga. Foi considerado por muitos estudiosos como
“Pai da Algebra”. E o mais conhecido pelos seus livros “Arithmetica” (Diophanti, Alexan-
drini - Arithmeticorum), que foi escrita em treze volumes, sendo que existem apenas seis
dos livros originais, uma obra contendo 130 problemas algébricos. Trata-se do primeiro
livro totalmente algébrico, sem nenhuma interpretagao geométrica, segundo Hefez|7].

Pouco se sabe acerca de sua vida, presume-se que tenha nascido por volta do ano
de 250 d.C., por uns versos encontrados no timulo, escritos em forma de um enigmaético
problema, aparentemente criado por um amigo, Metrodorus, o enigma é o seguinte: “Aqui
jaz o matemaético que passou um sexto da sua vida como menino. Um doze avos da sua
vida passou como rapaz. Depois, viveu um sétimo da sua vida antes de casar. Cinco anos
apo6s nasceu seu filho, com quem conviveu metade de sua vida. Depois da morte de seu

filho, sofreu mais quatro anos antes de morrer”, acredita-se que viveu 84 anos|17].



Capitulo 2

Divisibilidade e Divisao Euclidiana

2.1 Divisibilidade e suas propriedades

O uso de divisibilidade é muito comum no Ensino Basico, sua definicao e propriedades
enriquecem o entendimento dos ntimeros de nosso dia-a-dia.

Considera-se nesta dissertacao o simbolo Z que representa os conjuntos dos niimeros
inteiros, N os conjuntos do nimeros naturais e N* os conjuntos do ntimeros naturais
excluindo o zero, considere também as operag¢oes de multiplicagao ( - ), adigdo ( + ) e
subtragao (- ). As notagdes que serao apresentadas tem como referenciais teéricos Hefez

[7], Zuckerman [13| e Domingues [4].

Definigao 2.1.1. Um numero a € Z* divide o nimero b € 7, se escreve a | b, se existe

um numero ¢ € Z tal que b=a - c

Se a divide b diremos que b é multiplo de a.

Se a nao divide b usaremos a notacao a 1t b.

Exemplo 2.1.1.

i) 210 pois 10 =2-5;
i) — 210 pois 10 = (=2) - (—5).

E muito importante a aplicacdo da divisibilidade nas séries iniciais, no quarto e quinto
ano do Ensino Fundamental, porém deve ser utilizado logo apds o aluno ter aprendido as
quatro operagoes: adigao, subtragao, multiplicacao e divisao dos Numeros Naturais. Esta
definicao pode ser estendida para os nimeros inteiros positivos e negativos. No sexto e
sétimo anos do Ensino Fundamental, os alunos terao um melhor entendimento com os

Nuameros Inteiros.



Principais Propriedades de Divisibilidade

Proposicao 2.1.1.
Sejam os ntmeros a,b € N* e ¢ € N. Temos que:
i)l|e, ala e alO.

ii)sea|b e blc, entdo alc

Demonstragao 2.1.1.
i) Na defini¢ao representada acima, temos:
c=1-¢, a=a-1 e 0=a-0
i1) Existem z, y € N, taisque: b=a-z e c=b-y

Substituindo o valor de b da primeira equacao na segunda equagao, obtemos:

c=b-y=(a-x)-y=a-(r-y), sendoalc
|

A conclusao do item (i) é que todo nimero natural diferente de zero é divisivel por 1
e por si mesmo, temos assim a propriedade reflexiva. E do item (éi) temos a propriedade

transitiva.

Exemplo 2.1.2.

i) 2|0pois0=2-0; 5|5poisb=5-1; 1|8pois8&8=1-8.
it) 3|15 e 15|45, logo 3 | 45.

Proposicao 2.1.2.
Sea,ceN*, b,deN, e al|b, c¢|d,entdo (a-c)]|(b-d)

Demonstracao 2.1.2.

Sea|b, e c|d, entdo existem x, y € N, tais que b=a -z e d = c¢-y. Portanto,

b-d=(a-z)-(c-y)=(a-c) (z-y)

Pela definigao da divisibilidade, concluimos que (a - ¢) | (b d)



Exemplo 2.1.3.

4112510 = 4-5|12-10 = 20 | 120.

Proposicao 2.1.3.
Se a € N* e b,ce N. Entao:
i) Quando a | (b+¢), temos a |b — alc

ii) Quando a | (b —¢) sendo b > ¢, temosa|b = alc

Demonstragao 2.1.3.

i) Pela hipotese, temos que a | (b + ¢), logo existe um z € N, tal que
b+c=2x-a
Se a | b, existe um y € N tal que
b=a-y

Juntando as duas equacoes acima, temos:

a-yt+c=x-a - cC=Tr-a—Y-a

Como c € N, logo ¢ > 0

a-x—a-y=a-(r—y)>0

portanto,

c=(x—y)-a = alc

ii) Pela hipotese, temos que a | (b —¢), sendo b > ¢,
logo existe um z € N, tal que

b—c=xz-a

Se a | b, existe um y € N tal que
b=a-y

Juntando as duas equacoes acima, temos:

a-y—c= x-a - c=y-a—2x-a



Como ¢ € N, logo ¢ > 0

a-y—a-x=a-(y—x) >0,

Portanto,

c=y—z)-a = alc

Exemplo 2.1.4.
i)Se 7| (84+56) e 7]|140. Entao, 7|84 <= 7|56
i) Se 7| (84 —56) e 7| 28. Entdo, 7|84 <= 7|56

Proposicao 2.1.4.
Sejam a € Neb e N, taisquea |b e b|a,entdo a=1>

Demonstracao 2.1.4.

Da hipdtese a | b e b a, existem z,y € N, tais que:

b=x-a

a=1vy-b

substituindo a 2% equacao na 1* equacgao, temos:

b=xz-y-b

i) Se b =0, qualquer que sejam x,y € N = a = 0.
ii) Seb#£0=x-y=1, logox =y =1 e portanto b =1 - a.

Conclusao: a = b.

Provamos assim, que a proposicao 2.1.4 é anti-simétrica.

10



2.2  Critérios de Divisibilidade.

Um numero ¢ divisivel por outro quando o resto da divisdo entre eles é igual a zero [8].

Regras de Divisibilidade
i) Divisibilidades por 1

Todo numero é divisivel por 1.
Exemplo 2.2.1.

12 _ 8 26

12: - = — = 26.
1 T 8e1 6

ii) Divisibilidades por 2
Dado o nimero a = a,a,_1a,_s...a1a¢ escrito na representacao decimal
a=apl0" + ap,_110" 1 4 ... + a; 10" + ag10°.

Observe que toda poténcia de 10™ = (2 - 5)" é divisivel por 2, entao,

a=a,10" + a,, 10" + ... + a; 10" + ag
=a,(2¢n) + an-1(2¢n-1) + ... + a1 (2q1) + ag
= ap + 2<anQn + p—1Qn-1 + ... + 01Q1)> q; € N72 = {17 2737 777/}

ou seja,

a=ag+2m, meN

m = anQp + Gp—1Qqn—1 + ... + a141,

como 2m é divisivel por 2,

entao, a é divisivel por 2 se, e somente se, ag é divisivel por 2.

Portanto, ag € {0,2,4,6,8}.

Assim, todo nimero terminado em 0, 2, 4, 6 e 8, isto é, os niimeros pares sao divisiveis

por 2.

Exemplo 2.2.2.

11



iii) Divisibilidades por 3 e 9
Dado o nimero a = a,a,_1a,_s...a1ag escrito na representacao decimal, temos:

a=a,10" +a, 110" + ... + a;10" + a¢10°.

Observe que o resto da divisao de 10", n > 0 por 3 e por 9 é sempre igual a 1,isto
¢, dividindo 10 por 3, temos, 10 = 3-3 4+ 1 e o resto é 1 e dividindo 10 por 9, temos,
10=1-94 1 eoresto é 1.

Entao,

a=a,10" 4+ a,_110" 1 + ...+ a; 10" + qq

a=0a,(3-34+1)"+a, 1(3-3+1)"+ ... +a(3-3+1) +ag

a=[a,(3-3)" +a,1(3-3)" "+ ... +a1(3-3)'+[an1+an 1.1+ ... +ar.1+ ag

como

an(3-3)" 4+ ap1(3-3)" 1+ ... +a,(3-3)!

é divisivel por 3 ou por 9. Assim, para que o ntimero

a=a,10" 4+ a,_110" 1+ ... + ;10 + qq

seja divisivel por 3 ou por 9, temos que a soma:

=ap.1l+a,_1.14+ ...+ a1.1+ ag,

seja divisivel por 3 ou por 9. Logo o ntmero

A = ApQAp—1Qp—2...A1040

¢é divisivel por 3 ou por 9, se, e somente se,

Qp + Qp_q1 + ... + a1+ ag
¢ divisivel por 3 ou por 9.

Portanto, um ntmero ¢ divisivel por 3 ou por 9 quando a soma dos seus algarismos é

um numero divisivel por 3 ou por 9.
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Exemplo 2.2.3.
Verificar se o naumero 7095 é divisivel por 3.
A soma dos algarismos do niimero 7095 é 740+ 9+ 5 = 21, é divisivel por 3.

Portanto, o nimero 7095 ¢é divisivel por 3

Exemplo 2.2.4.
Verificar se o ntimero 27495 ¢é divisivel por 9.

A soma dos algarismos do nimero 27495 é 2+ 7+ 4+ 9+ 5 = 27, é divisivel por 9.

Portanto, o niimero 27495 ¢ divisivel por 9

v) Divisibilidades por 5 e por 10
Dado o nimero a = a,a,_1a,_s...a1a¢ escrito na representacao decimal, temos:
a = a,10" + a,110" " 4+ .. + ;10" 4 a(10°.
Observe que toda poténcia de 10" = (2 - 5)™ é divisivel por 5 e por 10. Entao,
a=a,10" + a, 110" + ... + a;10' + ay = ag + 10(@nGn + @Gn_1Gn_1 + ... + a1q1),

ou seja, a = ag+ 10¢q, ¢ € N, como 10q ¢é divisivel por 5 e por 10, entao, a é divisivel por 5
se, e somente se, ag ¢ divisivel por 5, logo, ag = 0 ou ag = 5. Por outro lado, a ¢é divisivel

por 10 se, e somente se, ag é divisivel por 10, logo, ag = 0.

Assim, todo ntmero é divisivel por 5 quando terminam em 0 ou em 5 e é divisivel por

10 quando terminam em 0 .

Exemplo 2.2.5.

205 800 155
D22 4 22160 e —2 31,
)= - N

200 1800 15560
11 _:2' —:1 —:1 .
i) Do <200 — 80 e — 556

Existem outros critérios de divisibilidade[19], resultante da combinagao entre os numeros
apresentados, por exemplo o ntmero 15, para que um numero seja divisivel por 15 ele
tem que ser ao mesmo tempo divisivel por 3 e por 5. Com isso, os alunos do Ensino
Fundamental poderao encontrar com mais facilidades outros critérios de divisibilidade.
Estes critérios de Divisibilidade envolvendo congruéncia modular serao apresentadas no

capitulo 3.
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2.3 Divisao Euclidiana e suas Aplicacoes

Segundo Hefez [7] [...] “ Mesmo que um nimero natural a nao divide o nimero natural
b, Fuclides, nos seus Elementos, utiliza, sem enuncid-lo explicitamente, o fato de que é
sempre possivel efetuar a divisao de b por a, com resto. |...]” (p.35)

Apresentaremos a seguir o Teorema da Divisao Euclidiana, com exemplos e algumas

de suas aplicagoes.

Teorema 2.3.1. (Teorema da Divisao Euclidiana) [7]. Sejam a e b dois nimeros naturais
com 0 < a < b. Existem dois Gnicos nimeros naturais ¢ € N e r € N, ¢ é o quociente e r

¢ o resto, de modo que b=a-q+r, com r < a.

Demonstragao 2.3.1.

Suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, nos niimeros naturais
b, b—a, b—2a, ... ,b—n-a,

O conjunto X formado pelos elementos acima destacados é um subconjunto dos niimeros

naturais, diferente de vazio, pois b € X, por exemplo, segue pelo principio da boa ordem [9]

“Todo subconjunto nao vazio do conjunto dos numeros naturais possui um menor ele-

mento.”

Logo, o conjunto X formado pelos elementos acima, isto é,
X={zeN; z=b—aq, q €N}
tem um menor elemento r =b—¢q-a

i) Vamos demonstrar que r < a.

Se a | b, entdo r = 0 e nada mais temos a provar.

Se a1 b, entdao r # a, portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a.
De fato, se isso ocorresse, existiria um namero natural ¢ < r tal que r = ¢+ a.

Comor=c+a=b—q-a,teriamos: c=b—(qg+1)-a € X, com ¢ < r, e isto é uma

contradi¢ao pois r é o menor elemento de X.

Portanto, temos que b =a - ¢+ r com r < a, o que prova a existéncia de q e r.
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i1) Vamos demonstrar a unicidade.

Dados dois elementos distintos de X, a diferenga entre o maior e o menor desses ele-

mentos, sendo um maltiplo de a, é pelo menos a.

Logo,ser=b—a-q e r=b—a-q¢, comr <r <a, terfamos r' —r > a, o que

acarretaria r’ > r 4+ a > a, absurdo.
Portanto, r = /.
Dai segue-se que: b—a-qg=b—a-¢ , o que implica que a-q¢=a-¢.
Logo, ¢ = ¢ .

Conclusao, r e g sao tnicos tais que b=a-q+r, com 0 <r < a. u

Os livros de matematica do 3° ano do Ensino Fundamental expoe o algoritmo da divisao

euclidiana (Dividendo = Divisor - quociente + resto), veja figura 2.1, da seguinte maneira:

Dividendo | Divisor

Resto Quociente

Figura 2.1: algoritmo da divisao euclidiana.

Mostraremos alguns exemplos que serao tteis em suas Aplicagoes no Ensino Funda-

mental, segundo lezzi [8], relacionados com os niimeros de nosso dia a dia.

Exemplo 2.3.1.
Determinar o quociente e o resto da divisao de 45 por 6.

Sejam D dividendo, d divisor, ¢ quociente e r resto, D, d, q, » € N, pela divisao

euclidiana, temos: D =d - g+ r, com r < d, entao:

45=6-7+3
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Exemplo 2.3.2.
Em 28650 dias, calcule:
i) O namero de anos, considerando um ano igual a 365 dias.

ii) O namero de meses, considerando um més igual a 30 dias.

Resolugao:
i) 28655 = 365 - 78 + 185

Logo, 28650 corresponde a 78 anos e sobram(resto) 185 dias.

ii) 28655 = 30 - 955 + 5

Logo, 28655 corresponde a 955 meses e sobram(resto) 5 dias.

Exemplo 2.3.3.
Determinar quantos multiplos de 7 existem entre 1 e 2007

Pelo algoritmo da divisao euclidiana, temos que
200 =728 + 4,

portanto sao 28 miltiplos de 7.
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Capitulo 3

Congruéncia Modular

3.1 Um Pouco de Histéria da Congruéncia Modular

Leonard Euler! foi provavelmente o maior matematico de todos os tempos, es-
creveu mais de quinhentos livros e artigos sobre os mais diversos assuntos de Matemaética,
trabalhou durante 25 anos na academia de Berlim e produziu cerca de 300 trabalhos cien-
tificos. Ele foi o pioneiro na abordagem de congruéncia, por volta de 1750, introduziu a

ideia de congruéncia modulo um nimero natural.

Carl Friedrich Gauss ?, foi considerado como “o principe da matemdtica (princeps
mathematicorum)”, desenvolveu a aritmética modular (aritmética dos restos), em seu livro
Disquisitiones Arithmeticae - Indagagoes Aritméticas, publicado em 1801, no qual retine
as ideias que desenvolveu desde os 17 anos de idade. Observou com muita frequéncia
frases do tipo “a dd o mesmo resto de b quando divididos por m”, que chamamos de
“congruéncia”, introduziu uma notagao matematica abordando o assunto com simbologia e
definicoes utilizadas até hoje. Ele demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra, definiu
o conceito de Numeros Complexos, bem como sua representacao geométrica, formulou a

chamada Lei de Gauss, conforme Eves|5].

3.2 A Aritmética Modular

E de grande importancia aplicar na Teoria dos Numeros a Aritmética Modular, que
¢ um sistema de aritmética para niimeros inteiros, onde os nimeros ‘“voltam para tras”
quando atingem certo valor, que chamamos de Modulo [18|.

No dia-a-dia, aparecem nimeros que se repetem a intervalos regulares, estes niimeros
sao chamados de fen6menos periddicos, a Terra leva 24 horas para dar uma volta em torno

de si mesma, sendo o seu periodo de rotagao 24 horas.

'Euler, Leonhard Paul - (1707-1783) - nascido na Basiléia, Suiga - Matematico e Fisico Suico.
2Gauss, Johann Carl Friedrich - (1777-1855) - Matematico, Astrénomo e Fisico Alemao.
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Exemplo 3.2.1.

Suponha que hoje é dia 6 de novembro de 2013, quarta-feira, um aluno do ensino
fundamental, pergunta ao seu professor de matematica se no dia 24 de novembro de 2013

havera aula de matematica.

O professor, mostra matematicamente, sem olhar o calendario. Como hoje ¢ quarta-
feira 6 de novembro e 24 — 6 = 18, faltam 18 dias para o dia 24 de novembro. Por outro
lado, pelo algoritmo da divisao euclidiana, temos 18 = 2 -7+ 4, passado 2 -7 = 14 dias, ¢é
uma quarta-feira e a 4 dias desta quarta é um domingo.

Portanto nao havera aula neste dia.

No Exemplo 3.2.1 foi utilizado divisao de ntiimeros inteiros com resto, o resto se com-
porta de maneira periédica. Os miltiplos de 2 se repetem de dois em dois. Os multiplos
de 3 se repetem de trés em trés. Os miltiplos de 5 se repetem de cinco em cinco. Os
multiplos de 7 se repetem de sete em sete.

Dividindo os niimeros inteiros de 0 em diante por 7, obtém-se os restos como na tabela

de divisao por 7 3.3.

Inteiros |0 |12 (3(4|5|6|7[8[9|10 11|12 |13 |14 |15| 16|17 |18
Restos |0 |1]2|3 (4560|123 |4 |56 |01 |2]3]|4

Tabela 3.1: Restos da divisao por 7 dos ntimeros naturais

Os restos dos inteiros sucessivos na divisao por n inteiro qualquer, se repetem com
periodo n.

Generalizando:

Dados dois niimeros inteiros n e d, com d # 0, efetuando a divisao de n por d obtém
dois inteiros g e r tais que n=d-qg+r e 0<r < |[d|, sendo os numeros n, d, q e
r, nesta ordem, o dividendo, o divisor, o quociente e o resto. [3]

"Os Periodos Generalizados" no exemplo, dias da semana, 7 dias, sao chamados de

Modulos e envolvem Conceito de Congruéncia Modular.

3.3 Conceito de Congruéncia

Congruéncia modular foi publicado em muitos livros de matematica principalmente
nos que tratam sobre Teoria dos Numeros. E um conceito muito importante e que esté
relacionado com divisibilidade e os restos de uma divisao de numeros inteiros. O que
nao é muito comum e pouco utilizado em sala de aula sao as aplicacoes no cotidiano de
todas as pessoas. Este assunto, pode ser trabalhado ja nas classes do Ensino Fundamental
e Médio, é um gerador de excelentes oportunidades de contextualizagao no processo de

ensino-aprendizagem de matematica.
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Definicao 3.3.1.

Seja m um inteiro positivo. Dois ntimeros inteiros a e b sao congruentes moédulo m se

tiverem os mesmos restos na divisao euclidiana por m.

Notagao: a= b (mod m)

Quando a nao é congruente a b, moédulo m, é chamado de incongruente.
Notagao: a # b (mod m)

Observacao 3.3.1.

Dizemos que a = b (mod 1), qualquer que sejam os valores de a, b € N, pois o resto
da divisao de qualquer ntimero por 1 é sempre zero. veja a regra de divisibilidade por 1,

na sec¢ao(2.2).

Exemplo 3.3.1.

O ntmero 12 é congruente ao numero 7, médulo 5. Pois 12 e 7 deixam o mesmo resto

da divisao por 5 que é o nimero 2, veja figura 3.1, representamos esta congruéncia por:

12= 7 (mod 5)

12 |5 7 5
(211; (2]‘1

Figura 3.1: divisao euclidiana.

Exemplo 3.3.2.

O namero 47 nao é congruente ao nimero 15, moédulo 6. Pois, 47 deixa resto 5 na

divisao por 6 e 15 deixa resto 3 na divisao por 6, representamos esta incongruéncia por:

47# 15 (mod 6)
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3.4 Propriedades de Congruéncia Modular

O conhecimento das proposicoes nas congruéncias modulares, como uma relacao de
equivaléncia, sao importantes nas suas aplicagoes dos niimeros de nosso dia a dia, segundo
Hefez|[7].

Proposicao 3.4.1.

Suponha que a, b, m € N, sendo a >b e m > 1. Tem-se a= b (mod m) se, e

somente se, m | (a — b)

Demonstragao 3.4.1.

(=)

Sejam m, a, b, g1, @2 € 7 nameros naturais.

Pela divisao euclidiana|3], temos que:
a=m-q +r, ser <m. (3.1)

b=m-q+r ser <m. (3.2)

a e b sao os dividendos, m o divisor, ¢; e g2 0s quocientes e r o resto.
Subtraindo (3.3) com (3.4), tem-se:

a—b=m-qg+7r)—(Mm-@@+r)=m-q+r—m-q —r.
a—b=m- (g~ @)+ (1)
Logo: a —b=m- (q1 — ¢2) e segue dai que:

m | (a —b)

(<)
Suponhamos que:

m | (a—0)

Pela definicao da divisao euclidiana, existem ¢, g2, 71 e ro € N tais que:

a=m-q +r (3.3)
b:m.q2+r2 (34)
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Subtraindo (3.3) com (3.4), tem-se:
a—b=(m-q+nr)—(m-qg+r)) =m- q+ri—m-qg—rs.

a—b=m- (¢ —q)+ (r1 —1r2).

Como, por hipotese,

m | (a —b)

Temos que

r"—reo=0=>r =r9=r

Logo, a e b tem ambos os mesmo resto quando divididos por m, isto é:

a= b (mod m)

Portanto, a = b (mod m) se, e somente se, m | (a —b), sendo 1, = 19 m

Exemplo 3.4.1.
36 = 21 mod 5, pois 36 — 21 = 15 que é divisivel por 5.
36 = 21 mod 5, logo 5| (36 - 21)

Proposicao 3.4.2.
Sejam m € N, com m > 1. Para todos a, b, ¢ € N, tem-se que:
i) a = a (mod m)(propriedade reflexiva)
ii) Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m) (propriedade simétrica)

iii) Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdao a = ¢ (mod m) (propriedade transitiva)

Demonstragao 3.4.2.

i) a = a (mod m) é equivalente a dizer que ¢ = a (mod m) se, e somente se, m | (a—a).

Portanto, m | 0.

ii) Se a= b (mod m) <= m | (a—b),sea>bem| (b—a),se b> a, pela proposicao
3.4.1.

Portanto,
b= a (modm).
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iii) Pela proposigao 3.4.1, temos que:

a=b (mod m), b - a é divisivel por m

b= ¢ (mod m), ¢ - b é divisivel por m

Entao,
b—a=m-q, g €N (3.5)
c—b:m-qQ, QQEN (36)

Somando (3.5) de (3.6), tem-se:
(b—a)+(c—b) =mg +mg =m- (@ +q) > c—a=m-(q+q)

Portanto, a = ¢ (mod m) m

Exemplo 3.4.2.

97 =69 mod 7
69 = 34 mod 7

Os numeros 97 e 69 deixam o mesmo resto da divisao por 7 que é o niimero 6.
Os ntimeros 69 e 34 deixam o mesmo resto da divisao por 7 que é o niimero 6.

Logo, pela proposigao 3.4.2 (iii), temos:
97 = 34 mod 7

Uma relacao entre pares de elementos de um determinado conjunto, congruéncia mo-
dulo m é chamada relagao de equivaléncia, pois satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica

e transitiva.

Principais propriedades operacionais de congruéncia modular

Proposicao 3.4.3.
Sejama, b, ¢, m, €N comm>1 e z>1.
i) Se a=b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo (a+¢) = (b+ d) (mod m)
ii) Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entao (a — ¢) = (b —d) (mod m)
iii) Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo a-c¢ = b-d (mod m)

iv) Se a = b (mod m), entdao a® = b* (mod m)
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Demonstragao 3.4.3.

i) Suponha que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), sendo b >a e d > c,
prop 3.4.1 temos que

m|(b—a)em]|(d—c).
Observa-se que:  m | (b—a)+ (d —¢)
logo,
m | (b+d)— (a+c)
Portanto,
(a+c¢) = (b+d) (mod m)
ii) Observa=se também que: m | (b—a) — (d — ¢),
logo,
m|(b—d)—(a—rc)
Portanto,
(a —c¢) = (b—d) (mod m)

iii) Note também que bd — ac = bd — da + ad — ac = d(b — a) + a(d — ¢)
logo,

ml|b-d—a-c
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Portanto,
a-c=0b-d(mod m)
iv) Como,
a = b (mod m).

Pela proposigao 3.3.3 (i), temos que,
a+at+a+..+a=b+b+b+..+0b(modm).

r VeEZES T Vezes

Portanto,

a® = b*(modm)

Exemplo 3.4.3.
Se, 68 =53mod5 e 43 =28 mod 5. Entao:
i) (68 +43) = (5634 28) mod 5 = 111 = 81 mod 5.
i) (68 — 43) = (53 — 28) mod 5 = 25 = 25 mod 5.
iii) (68 - 43) = (53 - 28) mod 5 = 2924 = 1484 mod 5.

Exemplo 3.4.4.

2=1>5 mod 3

22 =52 mod 3
23 = 5% mod 3
2% = 5% mod 3

Exemplo 3.4.5.

Determinar o resto da divisao por 3 desta expressao (62468 + 25465 — 15463)

Como,

62468 = 2 mod 3

25465 = 1 mod 3

15463 = 1 mod 3

(62468 4 25465 — 15463) = (2+ 1 — 1) mod 3
(62468 + 25465 — 15463) = 2 mod 3

Logo, o resto é 2.
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Critérios de Divisibilidade Aplicando Congruéncia

No capitulo 2, discutimos critérios de divisibilidade por 2, 3, 5, 9 e 10. Neste capitulo,

aplicaremos os critérios de divisibilidade utilizando a noc¢ao de congruéncia modular.
i) Divisibilidade por 2, 5 e 10
Seja 0 nimero a = a,a,_10,_2...a10y €scrito na representacao decimal
a=a,10" + ap,_110" 1 4 ... + a; 10" + ag10°,
Observe que:
a) n.10" =0 mod 2, mod 5, mod 10, r > 1

b) a =ay mod 2, mod 5, mod 10

Conclusao: Um namero a = a,a,_10,_2...a1aq ¢ divisivel por 2, 5 ou 10 se, e somente

se, ag € divisivel por 2, 5 ou 10.

Exemplo 3.4.1.
O ntmero 122.960 é divisivel por 2, 5 e 10,
pois, 122.960 = 0 mod 2, mod 5, mod10

ii) Divisibilidade por 3 e 9

Seja 0 nimero a = a,a,_10,_2...a10¢ €scrito na representacao decimal

a=a,10" +a,_ 110" + ... + a;10" + a(10°.

Observe que o resto da divisao de 10", n > 0 por 3 e por 9 é sempre igual a 1, logo,
10"=1 mod 3, mod9, r>1
Entao,

a=a,10" +a,_110" '+ ... +a;10' +ap = an.1 4+ an_1.1+ ... +a;.1 +ap.1,

ou seja, 0 NUMero a = ay,Gy,_10,_2...a1a9 ¢ divisivel por 3 ou por 9, se, e somente se,

Gy + ap_1 + ... + a1 + ag é divisivel por 3 ou por 9.

a=(ap+ ap_1+ ... +a; +ag) mod3, mod9
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Portanto, um ntmero ¢é divisivel por 3 ou por 9 quando a soma dos seus algarismos é

um ndmero divisivel por 3 ou por 9.

Exemplo 3.4.2.

O numero 560.961 é divisivel por 3 e por 9, a soma de seus algarismos,
5464+0+9+64+1=27,
¢ um numero divisivel por 3 ou por 9, pois,
560.961 = 0 mod 3, mod 9
iii) Divisibilidade por 4
Dado o nimero a = a,a,_1a,_s...a1a¢ escrito na representacao decimal

a=a,10" +a, 110" + ... + a;10' + a(10°,

observe que toda poténcia de 10", n > 2 é divisivel por 4, entao,
a=a,10" + a,_ 110" 1 + ...+ a; 10" + ag = ap + 10a; + 100(anGn + an-1qn_1 + ... + az)

ou seja, a = aga; +100m, m € Nem = a,q¢, +an_1¢n_1+ ... +as, como 100m é divisivel

por 4, entao, a é divisivel por 4 se, e somente se, aga, é divisivel por 4.
a = aga; mod 4

Portanto, um numero ¢é divisivel por 4 quando termina em 00 ou os dois ultimos

algarismos é dividido por 4.

Exemplo 3.4.3.

O ntmero 126.128 ¢ divisivel por 4, pois os dois tltimos algarismos 28 ¢é divisivel por

4, logo,

126.128 = 0 mod 4
iv) Divisibilidade por 7, 11 e 13

Dado o nimero a = a,a,,_1a,_s...a1a¢ escrito na representacao decimal

a=a,10" + a,_110"" 4+ ... + a;10' + a¢10°,
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observe que:

1000 = 10® = —1 mod 7, mod 11, mod 13;
1000000 = 10°% = 1 mod 7, mod 11, mod 13;
10° = —1 mod 7, mod 11, mod 13;
102 = 1 mod 7, mod 11, mod 13;

(10%)® = (=1)* mod 7, mod 11, mod 13.

Portanto,

10%® =1 mod 7, mod 11, mod 13, se x for par;

10%* = —1 mod 7, mod 11, mod 13, se x for impar.

Decompondo o nimero a = a,a,_1G,_2...a1a9 em blocos de classes (unidade, dezena,
centena, ...), temos:

a = (aparaz(10®)° + azasas(10%)' + agazas(103)? + agajpar; (103)® + ...) mod 7, mod 11, mod 13.

a= (apaiay — azagas + agazag — agaipay; + ...) mod 7, mod 11, mod 13

ou (agasas + agajpa;; + ...) = (aparas + agarag + ...) mod 7, mod 11, mod 13

Conclusao:

Um ntmero a é divisivel por 7, 11 ou 13 quando a soma das classes impares menos a

soma das classes pares for um ntmero divisivel por 7, 11 ou 13.

Exemplo 3.4.4.

Determinar o resto da divisao de 2279788 por 7
(A soma das classes impares) — (a soma das classes pares) = (788 + 2) — 279 = 511,

logo,
2279788 =511 mod 7= 0 mod 7

Portanto, o resto da divisao ¢é igual a 0.

Exemplo 3.4.5.
Verificar se o niimero 514781575 é divisivel por 11
(A soma das classes impares)—(a soma das classes pares)= (575 + 514) — 781 = 308,
logo,
514781575 = 308 mod 11 = 0 mod 11
Portanto, 514781575 ¢ divisivel por 11.

27



Exemplo 3.4.6.
Determinar o resto da divisao de 475662395 por 13

(A soma das classes impares)—(a soma das classes pares) = (475 4+ 395) — 662= 208,
logo,

4756623958 = 208 mod 13 = 0 mod 13

Portanto, o resto da divisao é igual a 0.

Exemplo 3.4.7.

Qual & o resto da divisao de 22°!3 por 77
2 = 2mod7
22 = 4mod 7
28 = 1 mod 7

22 .22 =4 4dmod7T = 2* = 2mod 7

22 .22 =1 -4dmod7 = 2° = 4mod 7

20 .2 = 4 -4dmod7T = 2 = 2mod 7
21023 = 2 . 1mod 7 = 23 = 2mod 7
(219200 = 2 mod 7= 220 = 2 mod 7

22000 . 213 = 2 .2 mod 7T = 2?83 = 4 mod 7

Portanto o resto da divisao é o numero 4

Exemplo 3.4.8.
Qual ¢ o ultimo algarismo do ntimero 3597
Observe as primeiras poténcias na base 3:

3t =3, 32=9, 33 =27, 3* =81, 3% =243, 35 =729, ... Os tltimos algarismos das
primeiras 4 poténcias de 3 sao: 3, 9, 7 e 1. Elas se repetem periodicamente, de 4 em 4.
Logo, para calcular o ultimo algarismo de 3°° é s6 determinar o resto da divisao de 50 por
4, isto é, 50 = 2 mod 4. resto 2

Portanto, 3°° = 32 = 9.

Concluimos entao que o ultimo algarismo é o ntimero 9.
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Exemplo 3.4.9.
Verifique se 2339%°12 4 15412013 4 33292014 4 12532015 ¢ divisivel por 6.

Calculando as poténcias 23392012 15412013 33292014 ¢ 12532915 para depois dividir o
resultado por 6, é muito trabalhoso e nao é recomendével, Faremos entao por congruéncia

modular. Observe que:

2339 = —1mod 6 = 2339%°'2 = (—1)?"12 mod 6 = 2339?12 = 1 mod 6
1541 = —1mod 6 = 1541%18 = (=1)?"13 mod 6 = 1541?°1% = —1 mod 6
3329 = —1mod 6 = 33292 = (—1)?"" mod 6 = 3329%°" = 1 mod 6
1253 = —1mod 6 = 1253% = (—1)2% mod 6 = 125325 = —1 mod 6

Entao, 23392012 4+ 15412013 4 33292014 4 12532015 = (1 —1+1— 1) mod 6.
Logo, 23392012 4 15412913 4+ 33292014 1 12532915 = () mod 6, resto 0.
Portanto, 23392012 4 15412913 4 33292014 1 12532915 ¢ divisivel por 6.
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Capitulo 4

Aplicacoes de Congruéncia Para o

Ensino Basico

Segundol|20], as Aplica¢oes de Congruéncias modulares , que envolvem fenémenos per-
iodicos no nosso dia-a-dia serao exemplificados a seguir. Estes fenomenos sao encontrados
nos sistemas de identificagao que utilizam diversos cédigos numéricos como os coédigos de
barras, criptografia, documentos de identidade, CPF, CNPJ, ISBN, calendéarios e diversos

outros sistemas numeéricos.

4.1 Rel6gio Analogico

Um relégio analdgico, tem o intuito de contar o tempo. As horas, minutos e segundos,
embora conte o tempo ininterruptamente, o relégio nunca atinge grandes niimeros, pois
ele vai de O(zero)hora & 12 horas, este processo chamamos de “Aritmética do relogio”, que
aplicamos na Aritmética Modular. E um caso de congruéncia moédulo 12 (z = y mod 12),
para as horas e congruéncia modulo 60 (z = y mod 60), para os minutos e segundos.
Observe que 15 horas é congruente a 3 horas, no médulo 12, ambos divididos por 12,
deixam resto 3. E 22 horas (10 horas da noite) é congruente a 10 horas, modulo 12, tanto

22, como 10, divididos por 12, deixam resto 10 e assim em diante.

3=15=27... (mod 12)
10 =22 = 34... (mod 12)

Exemplo 4.1.1.

Num relégio analdgico, que horas estard marcando se forem transcorridas 46 horas,
depois das 7 horas da manha?

7446 = 53 horas, dividindo 53 por 12, é igual a 4 e tem resto 5. Logo, 53 = 5 (mod 12).
O relégio estard marcando 5 horas, como as 7 horas citadas é da manha, a resposta é 5

horas da manha, se fosse 19 horas (7 horas da noite) entao seria 5 horas da tarde.
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4.2 Teia de Aranha

Exemplo 4.2.1.

A, B,C,D, E, F, G e H sao os fios de apoio que uma aranha usa para construir sua teia,
conforme mostra a figura 4.1. A aranha continua seu trabalho. Sobre qual fio de apoio
estard o namero 1187 OBMEP-2010 (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas)

X% N P
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D >w//<\]\%\ls H

0 \7
19 1 3 2. /’
RO
’lé\\i,/ ¢
S | Si—

pas— = =

Figura 4.1: Teia de aranha

Aplicando no Ensino Médio, o aluno podera observar que os fios se repetem a cada oito
numeros e essa periodicidade faz com que os niimeros de cada fio formem uma progressao
aritmética de razao igual a 8, ou seja, aumentam de oito em oito e os niimeros divididos
por 8 deixam resto zero, que representa o fio A (8 -n). O fio B corresponde aos nimeros
que sao miltiplos de 8, mais 1, ou seja, nameros que divididos por 8 deixam resto 1
(8-n+41). O fio C corresponde aos numeros que sao multiplos de 8, mais 2, ou seja,
nameros que divididos por 8 deixam resto 2 (8 -n +2), e assim até o fio H, definido pelos
nameros que divididos por oito que deixam resto 7 (8 - n + 7).

E claro que para saber sobre qual fio estara o niimero 118, basta verificar qual dessas
familias tal nimero pertence e, isso pode ser facilmente obtido ao dividir 118 por 8, que
¢ igual a 14 e obtém resto 6. Tem-se: 118 = 8- 14 4+ 6. Como o resto da divisao ¢é igual
a 6, entao, sobre o fio G de apoio estara o nimero 118.

Todos os nimeros, do exemplo 4.2.1, que estao no mesmo fio, tem uma particulari-
dade em comum, deixam o mesmo resto ao serem divididos por 8, logo, sao congruentes
entre si, no moédulo 8.

O ntmero 118 é congruente ao nimero 14, no modulo 8, e isso significa que esses dois
nimeros deixam o mesmo resto 6, quando divididos por 8

Notagao: 118 = 14 (mod 8)
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4.3 ISBN

Um dos exemplos mais antigos é o sistema International Standard Book Number
(ISBN) de catalogagao de livros, CD-Roms e publicagoes em braile, que foi criado em
1969. A necessidade que as editoras tém de catalogar os seus livros e informatizar o
sistema de encomendas serviu de motivacao na geracao desse codigo.

A vantagem é que, por ser um co6digo numérico, ultrapassa as dificuldades geradas
pelos diversos idiomas do mundo, bem como a grande diversidade de alfabetos existentes.
Dessa forma, pode ser identificado através do ISBN um livro japonés.

Em tal sistema, as publicagoes sao identificadas através de 10 algarismos, sendo que
o ultimo (digito de controle) é calculado através da aritmética modular envolvendo
operagoes matematicas com os outros nove digitos. Esses nove primeiros digitos sao sem-
pre subdivididos em 3 partes, de tamanho variavel, separadas por hifen, que transmitem
informagoes sobre o pais, editora e sobre o livro em questao.

Por exemplo, a lingua inglesa ¢ identificada somente pelo algarismo 0 e a editora
McGraw-Hill tem um codigo de 2 algarismos que a identifica, dessa forma, restam ainda
6 algarismos para a identificacao de suas publicagoes, havendo pois a possibilidade de
105 = 1000000 de titulos.

Como se processa o calculo do digito final do ISBN (controle).

Representando por ajasasasasagaragag a sequéncia formada pelos 9 primeiros digitos,
devemos multiplica-los, nessa ordem, pela base 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 e somar os produtos
obtidos. O digito que esté faltando, que vamos representar por a;o deve ser tal que ao ser
acrescentado a soma obtida, deve gerar um multiplo de 11, isto é, se a soma obtida é S,

o nimero S + aig deve ser miltiplo de 11, ou seja,

S + aig = 0, modl11.

Exemplo 4.3.1.
Na contracapa do livro Temas e Problemas Elementares, da Colecao Professor de
Matematica, da SBM, temos o seguinte codigo do ISBN: 85-85818-29-8. O digito de

controle é o algarismo 8.

858581829
1098765432

Efetuando as multiplicagoes correspondentes e somando os produtos, tem-se:
8:1045-94-8-8+5-7+8-6+1-5+8-442:349-2 = 80+45+64+35+48+5+324+6+18 = 333
Dividindo 333 por 11 é igual a 30 e o resto ¢ 3 e 333 =11-30+3
Para obtermos um multiplo de 11, ao acrescentarmos o décimo algarismo, ele tera de

ser igual a 11 — 3 = 8. O que confere o valor apresentado no coédigo dado. Isso significa

dizer que 333 + 8 = 341 ¢ um miltiplo de 11, ou ainda, que
341 = 0 modl11.
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4.4 (Cadastro da Pessoa Fisica

Uma outra aplicagao de Congruéncia Modular é o Cadastro das Pessoas Fisicas da
Receita Federal - CPF. O nimero de CPF de uma pessoa, no Brasil, é constituido de
11 digitos, sendo um primeiro bloco com 9 algarismos e um segundo, com mais dois
algarismos, que sao chamados de digitos de controle ou de verificagao, como no ISBN.
A determinacao desses dois digitos de controle é feita através da congruéncia aritmética.
No caso do CPF, o décimo digito (que é o primeiro digito verificador) é o resultado de
uma congruéncia, médulo 11 de um ntmero obtido por uma operacao dos primeiros nove
algarismos.

Se ajasazasasagaragag ¢ a sequéncia formada pelos 9 primeiros digitos, devemos
multiplica-los, nessa ordem, pela base 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9, e somar os produtos
obtidos.

O digito que esta faltando, que vamos representar por a;y deve ser tal que ao ser
subtraido da soma obtida, deve gerar um miltiplo de 11, isto é, se a soma obtida é S, o

namero (S — ayp) deve ser multiplo de 11, ou seja,
(S —aip) =0 mod 11.

Note que tal namero serd o proprio resto da divisao por 11 da soma obtida. A deter-
minacao do segundo digito de controle (o tltimo digito) é feita de modo similar, sendo
que agora acrescenta o décimo digito (que é o que foi calculado) e usa uma base de

multiplicagao de 0 a 9.

Exemplo 4.4.1.
Os nove primeiros digitos do CPF é 411 134 977

Calculando o primeiro digito verificador, escrevendo os nove primeiros e, abaixo deles,

a base de multiplicacao com os digitos de 1 a 9.

411134977
123456789

Efetuando as multiplicagoes correspondentes:
4-1+1-24+1-3+1-44+3-5+4-6+9-7T+7-8+7-9=234.
Logo, dividindo 234 por 11 é igual a 21 e o resto é 3 e 234 = 11 - 21 + 3. Temos entao,

m = 0 mod 11.
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Dessa forma, o primeiro digito de controle serda o algarismo 3. A determinagao do
ultimo digito de controle(o décimo primeiro digito) é feita de modo similar, sendo que

agora acrescenta o décimo digito (que foi calculado) e usa uma base de multiplicagao de
0ao.

4111349773
0123456789

Efetuando as multiplicacoes correspondente:
4-0+1-1+1-2+1-34+3-44+4-5+9-6+7-7T+7-84+3-9=224.
Logo, dividindo 224 por 11 é igual a 20 e o resto é 4 e 224 = 11 - 20 + 4. Temos,

m = (0 mod 11.

Logo, o segundo digito de controle é o 4. Conclui-se entao que, o meu CPF completo é:

411 134 977 - 34

Se o resto da divisao fosse 10 em vez de 4, ou seja, se o niimero obtido fosse congruente

a 10 modulo 11, utilizaria, nesse caso, o digito zero.

4.5 Cadastro Nacional da Pessoa Juridica

Outra aplicagao de Congruéncia Modular é o Cadastro Nacional de Pessoa Juridica
- CNPJ. O namero de CNPJ de uma empresa, no Brasil, é constituido de 14 digitos,
sendo um primeiro bloco com 12 algarismos(os primeiros oito digitos sdo o ntimero-base,
os quatro seguintes, o numero de ordem das filiais da empresa) e um segundo bloco, com
mais dois algarismos, que sao chamados de digitos de controle ou de verificacao.

No caso do CNPJ, o décimo terceiro digito (que é o primeiro digito verificador) é o
resultado de uma congruéncia, moédulo 11 de um nimero obtido por uma operacao dos
primeiros doze algarismos.

Se ajasa3a4a5a6a708a9010011a12 € a sequéncia formada pelos 12 primeiros digitos, de-
vemos multiplica-los, nessa ordem, pela base 6, 7, 8, 9, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 ¢ 9 e somar os
produtos obtidos.

O digito que esta faltando, representado por a;3 deve ser tal que ao ser subtraido da
soma obtida, deve gerar um multiplo de 11, isto é, se a soma obtida é S, o ntimero S — a3

deve ser miltiplo de 11, ou seja,

(S — a13) = 0, mod11.
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Note que tal namero sera o proprio resto da divisdo por 11 da soma obtida. A determi-
nacao do segundo digito de controle (o dltimo digito verificador) é feita de modo similar,
sendo que agora acrescenta o décimo terceiro digito (o que foi calculado anteriormente) é
o resultado de uma congruéncia, médulo 11 de um ntimero obtido por uma operacao dos
primeiros treze algarismos.

Se  aya2a3a4a5a6a7080907100110A12013 € a sequéncia formada pelos 13 primeiros digitos,
devemos multiplica-los, nessa ordem, pela base 5, 6, 7, 8,9, 2, 3,4,5,6,7, 8¢9 e somar
os produtos obtidos.

O digito que esta faltando, representado por a4 deve ser tal que ao ser subtraido da
soma obtida, deve gerar um multiplo de 11, isto é, se a soma obtida é S, o ntimero S — a4

deve ser miltiplo de 11, ou seja,
(S — ayy) = 0,modl1.

Note que tal niimero seré o proprio resto da divisao por 11 da soma obtida.

Exemplo 4.5.1.
Veja o céalculo do digito verificador do CNPJ: 47.333.034/0001—77.

Obtém-se o primeiro digito de controle, escrevendo os doze primeiros e, abaixo deles,

a base de multiplicacao com os digitos 6, 7, 8,9, 2, 3,4,5,6,7,8¢ 9 .

473330340001
678923456789

Efetuando as multiplica¢oes correspondentes:
4.64+7-7T+3-8+3-94+3-240:-34+3-4+4-54+0-64+0-740-8+1-9=171.

Logo,
dividindo 171 por 11 é igual a 15 e oresto ¢ 6 e 171 =11 - 15 + 6.

Dessa forma, o primeiro digito de controle sera o algarismo 6.

A determinacao do segundo digito de controle é feita de modo similar, sendo que agora
acrescenta o décimo terceiro digito(que foi calculado) e usa uma base de multiplicagao os
digitos 5, 6, 7, 8,9,2,3,4,5,6,7,8¢€9 .

4733303400016
5678923456789

Efetuando as multiplica¢oes correspondentes:
4-54+7-64+3-7+3-84+3-940-2+3-34+4-440-5+0-64+0-74+1-8+6-9 = 221.
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Dividindo 221 por 11 é igual a 20 e o resto é 1, logo
221 =11-20+1.

o segundo digito de controle é o 1. Conclui-se entao que, o digito verificador é o 61.

Portanto, o CNPJ completo é:

47.333.034/0001 — 61

Observacgao 4.5.1.

Se o resto da divisao for 10 em vez de 1, é considerando 0, ou seja, se o nimero
obtido for congruente a 10, modulo 11, utilizariamos, nesse caso, o digito zero(algumas

instituigoes tratam o 10 como X).

4.6 Cobdigo de Barras

Hoje em dia, com avango de novas tecnologias, tornando relativamente baratos e
acessiveis os aparelhos de leitura oOptica e computadores, tornou-se mais viavel o uso
dos codigos de barras, que sao utilizados para representar a identificacao dos produtos,
unidades logisticas, localizacoes, documentos, contéineres, cargas etc. Com a praticidade
dos servigos, facilitando a captura de dados através de leitores (scanners) e coletores
de codigo de barras, que o transmite para o computador, propiciando a automagao de
processos, trazendo a eficiéncia, o maior controle e a confiabilidade para a empresa.

Mesmo assim, o estudo dos Codigos de Barras estao ausentes nas escolas do Ensino
Basico. Sua estrutura é muito simples e certamente poderiam ser usados para motivar
estudos sobre divisibilidade com ntimeros inteiros e até mesmo ter conhecimento sobre os
principais codigos que nos cercam no dia-a-dia.

O Codigo de Barras (BARCODE) obteve a primeira patente em outubro de 1952 -
figura 4.2 (EUA 2.612.994 - Método e Aparato de Classificacao) , por Norman Joseph

woodland ! e Bernard Silver ?[21].

lwoodland, Norman J. (1921-2012) - EUA - Fisico e Engenheiro Mecénico
2Silver, Bernard - (1924 - 1963) - Bacharel em Ciéncias em Engenharia Elétrica e Fisica
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Figura 4.2: primeiro Barcode

No inicio da década de 1970, George J. Laurer 3, um colega de Woodland na IBM
(onde o Engenheiro entrou em 1951 e permaneceu até a sua reforma em 1987) aperfeigoou
o codigo de barras, desenhando o retangulo com as barras a preto e os espagos a branco,
constituia uma sequéncia de 12 digitos, que seria lido por scanner de laser, o método s6
funcionou gragas as tecnologias do laser e dos microprocessadores.

Laurer inventou o primeiro cédigo de barras, veja figura 4.3, o Codigo Universal de
Produtos (UPC), adaptado para Industria nos Estados Unidos e no Canadé, maio 1973,
onde foi vendido o primeiro produto com cédigo de barras - era um pacote de pastilhas

elasticas a 67 céntimos (Guardian- Jornal Britanico)|21].

2

0% 12345 " 67891
Figura 4.3: 1° UPC - Laurer, G. J.

3Laurer, George Joseph (1623-1662) - Matematico, Fisico, Filosofo e Pesquisador Francés.
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O Codigo de Barras European Article Number (EAN) ¢ um Codigo de Barras definido
pela GS1, que é uma organizacao internacional, sem fins lucrativos, dedicada ao desen-
volvimento e implantacao de globais para a gestao eficientes de cadeias de suprimento,
registrado pelos principios da ISO/IEC 15459-2, utilizados em mais de 140 paises, para a
identificacao dos itens, principalmente nos pontos de venda a varejo. O EAN-13 codifica
13 nimeros divididos em quatro partes, doze sao dados referentes ao produto e um ¢é o
digito verificador (Codificagao EAN-13, 2007).

Por isso que a EAN tem um digito a mais em relacao a UPC, permitindo a identi-
ficacao do pais de origem do produto, de tal forma que a maquina leitora pudesse ler
indistintamente codigos UPC e EAN. Observe que na figura 4.4, representa o mesmo
c6digo numeérico escrito em ambos sistemas, com um 0 a mais no inicio da sequéncia que
representa os paises EUA e Canada, que sao identificados com um 0, na frente, e o resto

da codificagao ¢ a mesma do sistema anterior da UPC [21].

l

€78 6412

75
o 075676 164125

Figura 4.4: Codigos de Barras - UPC e EAN-13

Outros paises, os primeiros dois ou trés digitos, identificam o pafs, como exemplo
temos o codigo de Barras de todos os produtos produzidos no Brasil (decreto-lei
instituindo o coédigo de barras no Pais assinado pelo entao Presidente Joao Batista de
Oliveira Figueredo em 29 de novembro de 1984), que ficou estabelecida a sequéncia 789
(Numeros Identicadores de cada Pais), que é a identificacdo do pais, como exemplo, o
codigo 7898357410015, como vemos na figura 4.5 que comega com a sequéncia 789 (Pais
de origem Brasil)[22].
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Frh8398357 410015

Figura 4.5: Coédigo de Barras - Brasil

Exemplo 4.6.1.

Para calcular o digito verificador do Codigo de Barras do EAN - 13, tomando como
exemplo o namero 789100031550-7. Multiplicam-se os digitos por 1 ou 3, em sequéncia

repetitiva:

7-1=7,8-3=24,9-1=9,1-3=3,0-1=0, 0-3=0,
0-1=0,3-3=3,1-1=1,5-3=155-1=5, 0-3=0.

Depois somamos os resultados da multiplicagao (.S), e encontramos o multiplo de 10

maior ou igual, neste caso, a soma ¢ igual a 73 e o multiplo maior é o 80.
Subtraindo 80 - 73 = 7.

Logo, o digito verificador é o a;3 = 7.

S+ ai3 = 0 (mod 10)

Portanto, o Codigo de Barras completo do EAN-13 é o 7891000315507.

O Codigo de barras UPC tem 12 digitos, um a menos EAN que tem 13 digitos, seu

calculo é semelhante ao EAN.

4.7 Criptografia

Criptografia, vem do Grego, cryptos que representa secreto, oculto, escondido, e graphein
que representa escrita, de acordo com Severino Coutinho [2]. E o estudo dos principios,
métodos e técnicas para codificar uma mensagem de modo que s6 seu destinatéario consiga
interpretar, chamado de decriptacao que decifra os codigos criptograficos. Criptoandlise

é a ciéncia que estuda as formas de decifrar tais informagoes.

39



O objetivo da criptografia é transformar um conjunto de informacao legivel, como um
e-mail, por exemplo, em um emaranhado de caracteres impossivel de ser compreendido,
apenas quem tem a chave de decriptagao é capaz de recuperar o e-mail em formato legivel.
Mesmo conhecendo todos o processo para esconder e recuperar os dados, a pessoa nao

consegue descobrir a informagao sem a chave de decriptacao, veja figura 4.6 [23].

encryption decryption
plaintext ciphertext plaintext

Figura 4.6: Criptacao - decriptagao

Desde a antiguidade o homem tem interesse em enviar mensagens protegidas por codi-
gos, como os Egipcios, Gregos e Romanos que utilizavam técnicas tanto inteligentes quanto
criativas, prevenindo que caisse em maos erradas, em assuntos ligados com a guerra, a
religiao, ao amor e a diplomacia. Por volta de 3000 a.C, no Egito, escribas usavam hierogli-

fos*

, escrita de dificil interpretagao, que constitui provavelmente o mais antigo sistema
escrito organizado do mundo, feito nas paredes de templos e timulos.

Entre 600 a.C e 500 a.C, os hebreus utilizavam substitui¢ao simples, os caracteres sao
trocados um a um por outros, e com ela escreveram o Livro de Jeremias que é considerado
o segundo dos livros dos principais profetas da Biblia, no seu livro foi utilizado métodos
criptograficos.

Segundo Ricardo Vianna|23|,0 Cddigo de César *como era chamado de Codificador de
Julio César ou cifra de César, seu funcionamento era basico, é um exemplo de substituicao
simples, que substituia as letras do alfabeto avancando 3 casas, o codificador trocava cada
letra por outra situada a trés posicoes a frente no alfabeto, deslocando as letras do
alfabeto, de acordo com a figura 4.7, transformava a letra A em D, a letra B em E
e assim sucessivamente. Esse algoritmo, durante a guerra, foi responsével por enganar
muitos inimigos do Império Romano. No entanto, é extremamente inseguro, pois existem
apenas 26 variagoes possiveis, dado que o alfabeto tem 26 letras, apos ter sido descoberta
a chave, como todas, perdeu sua funcionalidade. Se trocarmos as letras do alfabeto por

numeros utilizando cédigo com nimeros, A—1, B—2, C—3, D—4, E—5, ..., Z—26, com

Lhierdglifos - € um termo origindrio de duas palavras gregas - hierds: sagrado e glyphein: escrita
5Jalio César - (100-44 a.C) - Imperador de Roma.
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os nameros maiores que 26 teriamos um caso de congruéncia modular, X = 0 (mod 26 ),
como o numero 28 é maior que 26, temos, 28 = 2 ( mod 26 ), que representa a letra B do
nosso alfabeto e o mesmo caso o ntimero 62, temos, 62 = 10 ( mod 26 ), que representa
a letra J.

(A[Bfc[p|E[F]

(a[Bfc[o[E[F]

Figura 4.7: Codigo de César

Procurou-se uma forma de aumentar a seguranca do Codigo de César, baseado em
permutar, que representa troca de posicao das letras, todas as 26 letras do alfabeto e
encontrou-se 26! (lé-se: vinte e seis fatorial). Fatorial de um namero natural n > 0 ¢ o
produto de todos seus antecessores, incluindo si préprio e excluindo o zero, representado
por: nl=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4)-...-3-2-1, logo, 26! = 26-25-24-23-...-3-2-1,
que é muito maior.

Uma outra maneira para criptografar uma mensagem, que é chamado de Co6digos em

Bloco, que consiste no seguinte:

Exemplo 4.7.1.
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

Criptografando esta frase nos c6digos em bloco, temos:

1° Passo: elimina os espacos e completa a mensagem com a letra A no final, caso tenha

uma quantidade fmpar de letras;
MESTRADOPROFISSIONALEMMATEMATICA
2° Passo: subdivide a mensagem em bloco de duas letras
ME-ST-RA-DO-PR-OF-IS-SI-ON-AL-EM-MA-TE-MA-TI-CA
3° Passo: reflete cada bloco
EM-TS-AR-OD-RP-FO-SI-IS-NO-LA-ME-AM-ET-AM-IT-AC

4° Passo: permuta os blocos, trocando o primeiro com o tltimo, o terceiro com o

antepenultimo, e assim sucessivamente, deixando os outros blocos como estao
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AC-TS-AM-OD-AM-FO-LA-IS-NO-SI-ME-RP-ET-AR-IT-EM
5° Passo: Por fim, retira-se os espacos e tém-se a mensagem codificada
ACTSAMODAMFOLAISNOSIMERPETARITEM

De fato, estes codigos sao melhores que o Coédigo de César, mas, para as aplicagoes
comerciais, os Codigos em Blocos apresentam uma grande desvantagem. Vejamos neste

exemplo.

Exemplo 4.7.2.

Uma pessoa pretende fazer uma compra em uma loja, pela primeira vez, por meio da
internet. Esta compra é feita com o cartao de crédito, sendo fornecido os dados do cartao,
numeros e data de vencimento, ao ser enviados para loja, o computador do cliente codifica
os dados. e a loja tem acesso da codificacao e decodifica a mensagem. Como foi dito,
os Codigos em Bloco, nao sao aplicados neste caso, sendo utilizados em linha telefénica
ou em banda larga, pois se fossem transmitidos em blocos, facilmente uma outra pessoa

conseguiria decodificar a mensagem e ler os dados do cartao.

Um outro processo chamado de chave de codificagao ou chave piiblica é o mais viavel
para ser utilizado no exemplo anterior, pois, mesmo que o computador seja invadido
por um “hacker”; interceptando a mensagem codificada teria um trabalho enorme para
decodificar e levaria muito tempo.

A Criptografia, sempre esteve subordinada a fins militares. Nos dias de hoje esta sendo
muito utilizada em transacoes bancarias e comerciais entre computadores em rede. Tal
mudanga tornou necesséria a criagao de uma chave publica (chave publica - ¢ um método
de criptografia que envia uma mensagem codificada ao destinatario, onde o destinatério
cifra a mensagem) idealizado em 1976 por Whitfield Diffie® e Edward Martin Hellman”,
da Universidade de Stanford - EUA.

A Criptografia de Chave Publica ou Assimétrica é um método utilizado por um par
de chaves: uma chave publica, que é distribuida a todos os correspondentes via e-mail, e
outra chave privada, que deve ser conhecida apenas pelos seus donos.

Em 1977, Ronald (Ron) Rivest Linn®, Adi Shamir ® e Max Leonard Adleman'®, que
trabalhavam no Institute of Technology - em Massachussets - EUA, inventaram a Crip-
tografia RSA, este simbolo representa iniciais das letras dos inventores, é o mais conhecido

método de chave-piblica utilizado em todo mundo.

6Diffie, Whitfield - nascido nos EUA, em 5 de junho de 1944 - Matemaético e criptografo.
"Hellman, E. Martin - nascido nos EUA, em 02 de outubro de 1945 - Matematico e criptografo.
8Rivest, Ron L. - nascido nos EUA, em 1947 - Matematico e criptoégrafo.

9Adi Shamir - nascido em Tel Aviv, Israel, em 1952 - criptografo.

10 Adleman, M. Leonard - nascido nos EUA, em 1945 - criptografo.
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RSA funciona com um par de chaves, uma ptublica, que todos podem ter conhecimento,
e uma privada, que se mantém em sigilo, Atuando diretamente na internet, por e-mails,
compras e outras transacgoes, sendo codificado e recodificado pela criptografia.

Para entender o funcionamento RSA, que estao relacionados com os nimeros, serao
utilizadas vérias técnicas matematicas. Como exemplo, uma loja comercial quer fazer a
codificacao dos dados de um cliente pela internet, primeiro escolhe dois nimeros naturais
primos distintos e multiplica-os, obtém-se um ntmero natural composto, veja Teorema
4.7.1. A loja mantera secreta a informagao sobre os ntimeros primos escolhidos, visto que
é necessario para codificar as mensagens enviadas pelo RSA. O ntmero inteiro resultante
do produto dos nimeros primos serd enviado por qualquer pessoa que compre na loja
pela web, porque sao os dados do cartao de crédito que o computador precisa. Uma chave
segura de RSA é gerada por ntimeros primos, muito grandes, de 100 algarismos cada e o
produto 200 algarismos. Isto pode levar muitos anos para fatorar!!, mesmo utilizando os

computadores mais poderosos.

Logo, o problema é "facil de fazer e dificil de desfazer"

Definicao 4.7.1. Numeros Primos:
“Todo nimero natural mator que 1, que so € divisivel por um e por st proprio € chamado

de numero primo.” [12]

Teorema 4.7.1. Teorema Fundamental da Aritmética|7].

Todo nimero natural n maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico como

um produto de nimeros primos(nimeros compostos).

Demonstracao 4.7.1.
Usando o Principio de Inducao Completa:

Para n = 2, o resultado é obviamente verificado, pois o nimero 2 é o Gnico nimero

primo par, ele é divisivel por um e por ele mesmo.

Para n > 2. Se n ¢ um ntmero primo, nada temos a demonstrar, pela definicao 4.7.1.
Suponha que n é um nimero que nao seja primo, existem ndmeros naturais n; e ng,
chamados de niimeros compostos, taisque n=mn;-ny, 1 <n <n e 1<ny <n.
Entao, pela hipotese de inducao, existem ntmeros primos pq, ..., p, € q1, ..., ¢s de modo que
Ny =p1...pr € N2 = (q1...45s.

Portanto, n = p1...p, - q1...qs.

Provar agora que esta decomposicao é tinica. Suponha que n = p;...p, = ¢1...qs, sendo
Pi € ¢; Numeros primos.

Como py | ¢1...gs, temos que p; = ¢;, para algum j, supoe-se que seja ;.

1A Decomposicdo de um Ntimero Natural em produtos de fatores primos é chamada de fatoracdo.
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Portanto, ps...p, = ¢s...qs.
Como, ps...pr < n, a hipétese de inducao acarreta que 7 =s e os p; e ¢; sao iguais

ao0s pares.
|

Exemplo 4.7.3.

Sejam dois nimeros primos distintos 53 e 37.
Os divisores de 53 sao 1 e 53.

Os divisores de 37 sao 1 e 37.

O produto de 53 e 37 ¢é igual a 1961.

Os divisores de 1961 sao 1, 37, 53 e 1961.

Exemplo 4.7.4.

O numero 9638129, ao fazer a decomposicao em fatores primos verificou-se que nao é
divisivel por 2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31, 37, ...,997, ..., 1657, ...

Depois de muitos célculos, verificou-se que os divisores de 9638129 sao 1, 2699, 3571
e 9638129.

Escolhemos um ntmero natural de 200 ou mais algarismos, sabendo que o produto dos
outros dois sao niimeros primos, como encontrar os dois ntimeros primos de 100 algarismos

que se multiplicam e d4 este resultado?

Portanto, vimos que o problema é facil de fazer e dificil de desfazer no exemplo anterior.

Para implementar o sistema RSA:

1° - Escolhe dois numeros primos p e ¢ distintos muito grandes, no minimo
100 algarismos cada.

2° - Multiplica estes ntimeros p - ¢ e obtém n, isto é, n =p-q

3° - Para codificar uma mensagem usa-se n.

4° - Para decodificar uma mensagem usam-se p e g.

5° - n pode tornar publico.

6° - p e ¢ devem ser mantidos em segredo.

7° - Quebrar o RSA consiste em fatorar n, que leva muito tempo.

Para que isso acontega, a mensagem deve ser um ndimero inteiro, nem sempre é um
nimero, a maior parte das mensagens ¢ um texto.

Utilizando o exemplo anterior:

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
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A[BJ[CID|E[F|[G[H[I[J[K|L][M
1011121314 15|16 | 17| 18] 19|20 | 21 | 22
NIO|P|Q|R|S|T|U|VI|X|W|Y]|Z
23242526 |27 | 2829 (30 |31 3233|3435

Tabela 4.1: pré-codificacao

Fazendo a pré-codificacao, convertendo as letras em nimeros, de pelo menos dois al-

garismos para que nao haja ambiguidades, de acordo com a tabela abaixo:

Acrescenta o niimero 99 no espaco entre duas palavras, logo:
2214282927101324992527241518282818242310219914229922102914221029181210

No sistema RSA, ao escolher os dois niimeros inteiros primos, cujo resto da divisao por
6 tem que ser 5, exemplo: 53 = 5 mod 6, pelo menos maior de 100 algarismos cada, a

codificacao da mensagem do exemplo acima, é menor que n = p - ¢:
2214282927101324992527241518282818242310219914229922102914221029181210
Fica dificil fazer o calculo do cubo deste ntimero moédulo n, representado abaixo:
22142829271013249925272415182828182423102199142299221029142210291812103mod(n)

Codificar uma mensagem no RSA ¢é calcular sua poténcia de um ntimero muito grande,
com moédulo n maior ainda, relativamente a um expoente escolhido, que utiliza aritmética
modular. Uma estimativa baseada em métodos de analise de algoritmos nos diz que o
tempo necessario para um computador moderno fatorar um niimero de 100 algarismos é
de aproximadamente 74 anos, enquanto um de 200 algarismos ¢ da ordem de 3,8 - 108

alnos.
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Capitulo 5

Os Numeros nos Calendarios

5.1 Introducao

E comum aparecer em programas de televisao pessoas que apresentam "habilidades
especiais" para memorizar dias da semana de anos anteriores. Estas pessoas nao tem
nada de especial, elas tém facilidade em utilizar algoritmos, que é acessivel para qualquer
pessoa que saiba fazer as quatro operacoes bésicas. O desafio, na verdade, é criar uma
sequéncia de passos que direcionem o exercicio mental. Com pouco treino é possivel até
impressionar seus amigos e familiares.

Saber criar e lidar com algoritmos é interessante e pode ser tutil no mundo informatizado
de hoje.

5.2 Um Breve Historico dos Niumeros nos Calendarios

A Data Juliana foi inventada pelo estudioso francés José Justo Escaligero (1540-1609)
e provavelmente recebeu este nome devido ao pai de Escaligero, o estudioso italiano Jilio
César Escaligero (1484-1558). Os astronomos tém utilizado a Data Juliana para atribuir
um ndmero Unico para cada dia a partir de 1 de janeiro de 4713 a.C. Esta é a tao falada
Data Juliana (DJ). DJ 0 (zero) designa as 24 horas que vao do meio-dia de 1 de janeiro
de 4713 a.C até o meio-dia de 2 de janeiro de 4713 a.C.

O calendario juliano foi implantado pelo lider romano Jilio César, em 46 a.C, como uma
importante e substancial alteracao no calendario romano, Julio César, percebendo que as
festas romanas em comemoracao a estagao mais florida do ano, marcadas para marco
(que era o primeiro més do ano), caifam em pleno Inverno, determinou que o astréonomo
alexandrino Sosigenes corrigisse o calendario.

As modificacoes realizadas a partir desses estudos modificaram radicalmente o ca-
lendério romano: dois meses, Unodecembris e Duocembris foram adicionados ao final do

ano de 46 a.C, deslocando assim Januarius e Februarius para o inicio do ano de 45 a.C.
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Os dias dos meses foram fixados numa sequéncia de 31, 30, 31, 30... de Januarius a
Decembris, a excecao de Februarius, que ficou com 29 dias e que, a cada trés anos, teria
30 dias. Em 44 a.C, o lider Julio César foi homenageado pelo senado, que mudou o nome
do més Quintilis para Julius, um més de 31 dias. Foi modificado ainda mais em 8 d.C.,
pelo imperador Augusto, e os nomes dos meses sofreram ainda véarias mudancas ao longo
do Império Romano.

O senado romano decidiu também homenagear seu primeiro imperador através da
mudanga do nome do més Sextilis para Augustus. O més de Februarius passou de 29 para
28 dias, cedendo um dia para o més em homenagem a Augusto, que passou de 30 para 31
dias, com mudanc¢a também nos demais meses, de 31 para 30 e vice e versa até o fim do

ano. Veja como ficaram os meses apo6s 8 d.C na figura 5.1.

No. Meés Dias

Januarius |31

o

2 \Februarius 28 ou 29
3 Martius |31
4 Abrilis |30
S Maius 31
6 Junius |30
7 Julius 31
8  Augustus |31
9  September 30

10 October |31
11 November 30
12 December 31

Figura 5.1: meses romano

No Calendério Juliano, o ano tropical é aproximado como 365 1/4 dias = 365,25 dias.
Isto ocasiona um erro de aproximadamente um dia a cada 128 anos. O calendario Juliano
continuou em uso corrente até 1582, vigorou até a Idade Média quando alguns paises
comecaram a mudar para o Calendéario Gregoriano.

O erro acumulado fez com que o Papa Gregorio XIII, Em 1582, convocasse uma equipe
de matematicos e astronomos para criar um calendério que se adequasse melhor a quan-
tidade de tempo que nosso planeta leva para dar uma volta completa em torno do Sol.
Depois de muitas propostas apresentadas, foi adotado o seguinte procedimento, com o ano
bissexto de 366 dias e ano normal de 365 dias. No Calendério Gregoriano o ano tropical
é aproximado como 365 + 97 / quatrocentos dias = 365,2425 dias.

Leva aproximadamente 3.300 anos para o ano tropical se deslocar um dia em relacao ao

Calendério Gregoriano. A aproximacgao 365+97/400 é obtida colocando 97 anos bissextos
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a cada quatrocentos anos, utilizando as seguintes regras:
- Todo ano divisivel por 4 é um ano bissexto.
- Entretanto, todo ano divisivel por 100 nao é um ano bissexto.

- Entretanto, todo ano divisivel por 400 é um ano bissexto sempre.

Portanto, 1700, 1800, 1900, 2100 e 2200 nao sao anos bissextos. Porém, 1600, 2000
e 2400 sao anos bissextos. Contrapondo, no antigo Calendario Juliano todos os anos

divisiveis por 4 sao bissextos.

A Bula Papal de fevereiro de 1582 decretou que deveriam ser retirados 10 dias de
outubro de 1582, fazendo com que 15 de outubro viesse imediatamente apos 4 de outubro,

conforme demonstrado, veja figura 5.2.

Outubro 1582
Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
1 2 3 4 15 16
17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30
31

Figura 5.2: Bula Papal

Sendo assim, o calendério gregoriano é respeitada na Italia, Polonia, Portugal e Es-
panha. Outros paises catolicos seguiram logo ap6s, mas os paises protestantes relutaram
em mudar. Os paises ortodoxos gregos nao mudaram até o inicio do século XX. A reforma
foi seguida pela Inglaterra e seus dominios, incluindo os EUA, em 1752.

Foram elaborados calendéarios diferentes em véarias partes do mundo. Muitos eram an-
teriores aos sistema Gregoriano, mas a importancia desse calendério catolico reside no
fato de incluirem um referencial que é a data de nascimento de Jesus Cristo. Diferente-
mente, o Calendéario Chinés, que remontaria ao século XIV a.C, s6 atendia o tempo de
existéncia de cada imperador. Duravam da posse até a morte do imperador; ap6s a morte
paravam de contar e s6 reiniciavam a contagem apoés a posse do novo imperador. Nesse
caso os historiadores tiveram que somar os dias da semana até que conseguiram chegar
ao Imperador Huangdi que nao inventou um calendario mas com certeza tomou posse
em 2637 a.C . A Republica Popular da China utiliza o Calendario Gregoriano para as
finalidades civis.

Em 2004, foi descoberto o calendario mais antigo, com pelo menos dez mil anos de

existéncia, na regiao de Aberdeen, na Escocia. Por arquedlogos britanicos, chefiada pelo
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professor de arqueologia Vince Gaffney. O monumento do periodo mesolitico capaz de
medir as fases da lua e os meses do ano. Um artigo publicado pela primeira vez na revista
"Internet Archaeology"

Segundo o professor, as evidéncias sugerem que essas sociedades tinham necessidade
e a sofisticacao de medir o tempo através dos anos, de corrigir as diferencas sazonais do
ano lunar. E isso aconteceu cinco mil anos antes dos primeiros calendarios formais con-
hecidos pelo homem, encontrados na antiga Mesopotéania. Ele conta que os pesquisadores
encontraram um conjunto de 12 pedras bastante peculiares de tamanhos diferentes, que
parecem as fases da lua, elas estava arrumadas por tamanhos, desde as menores as maiores,
voltando as menores novamente. E estavam orientadas em direcao ao lugar onde o sol
nascia, de uma passagem entre duas montanhas.

Ele afirma que os calendarios recém-descobertos podem nao ter apenas a divisao do
tempo em meses, mas em dias. No entanto, destacou que é necesséario encontrar provas

disso.
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Consideracoes Finais

Esta dissertacao assumiu como principal objetivo propor alguns topicos de congruéncia
modular que podem ser aplicados no Ensino Basico. Os temas escolhidos foram a divis-
ibilidade e a congruéncia modular com seus conceitos e propriedades. Esta ferramenta
permitira ao aluno tanto do Ensino Fundamental como do Ensino Médio, fazer investi-
gacoes matematicas, com seus fundamentos, como por exemplo, a divisibilidade e seus
critérios, permitindo uma melhor compreensao deste assunto sobre os ntimeros inteiros,
através do estudo de congruéncia modulo m.

Com este trabalho, observamos a necessidade e a viabilidade do aprofundamento signi-
ficativo da divisao euclidiana e seu desenvolvimento para congruéncia modular, que pouco
é comentado no Ensino Béasico. A divisao com resto bem conceituada, pode o professor
enfim apresentar o método de Euclides abertamente e utilizar de forma consciente.

Nos ntimeros no nosso dia a dia apresentamos diversas aplicagoes de congruéncia
modular, o ISBN, o cadastro de pessoa fisica e juridica, o coédigo de barras, a criptografia
e muitos outros. Enfim, apresentamos os nimeros nos calendérios, com os anos normais
e bissexto.

Acreditamos que este trabalho possa servir como um material de apoio para o docente
de matemaética da educacao basica, que possa sanar algumas dificuldades na érea da Arit-
mética. Servindo enfim de apoio, motivacao e inspiragao para um futuro aperfeigoamento
nos curso de pos-graduagao, podendo assim surgir contribuicoes para o Ensino e Apren-

dizagem de Matematica, em particular, nas aplica¢coes da Aritmética ao nosso cotidiano.
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