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Resumo

Na presente dissertagao estudamos o efeito de um campo elétrico uniforme, aplicado ao
longo de uma camada de grafeno, sobre o espectro dos niveis de Landau. Calculamos a
densidade de corrente dissipativa até segunda ordem da constante de interacao elétron-
fonon para um sistema composto por um gas de elétrons bidimensional interagindo com
féonons acusticos em uma rede de grafeno, nas condicoes do efeito Hall quantico em um
campo elétrico finito. Mostramos que apenas transicoes reais de energia contribuem para
a corrente dissipativa. Calculamos também a condutividade Hall do sistema, para a qual

recuperamos a expressao conhecida oy = 4(N + 1/2)e?/h.

Palavras-chave: Grafeno; Niveis de Landau; Corrente dissipativa; Condutividade Hall.
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Abstract

In the present work we studied the effect of an uniform electric field applied along a
graphene layer on the spectrum of Landau levels. We calculated the dissipative cur-
rent density until second order to constant of electron-phonon interaction for a system
composed of a two-dimensional gas of electrons interacting with acoustic phonons in a
network of graphene, under conditions of the quantum Hall effect in a finite electric field.
We show that only real energy transitions contribute to the dissipative current. We also
calculated the Hall conductivity of the system, for which we recover the known expression

o = 4(N +1/2)e?/h.

Keywords: Graphene; Landau levels; Dissipative current; Hall conductivity.
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Capitulo 1

Introducao

Grafeno é o nome dado a uma rede plana bidimensional (2D) formada exclusivamente por
dtomos de carbono fortemente ligados entre si em um arranjo hexagonal. Fulerenos sao
moléculas onde os dtomos de carbono estao arranjados esfericamente, constituindo obje-
tos zero-dimensionais (0D) com estados discretos de energia. A introdugao de pentagonos
no grafeno cria defeitos de curvatura positiva, possibilitando a formacao de fulerenos a
partir do "embrulho" de folhas de grafeno. Nanotubos de carbono sao folhas de grafeno
enroladas ao longo de um determinado eixo, formando um cilindro cujo didmetro é muito
menor do que o seu comprimento. De um ponto de vista fisico, os nanotubos de carbono
podem ser pensados como objetos unidimensionais (1D). Por sua vez, a grafite corre-
sponde aos diversos empilhamentos de folhas de grafeno que sao fracamente acopladas
por forgas de Van der Waals, constituindo um arranjo tridimensional (3D) de dtomos de
carbono [1] (Fig. 1.1).

Quando riscamos uma folha de papel com um lapis, estamos de fato produzindo em-
pilhamentos de grafeno, alguns dos quais podem até mesmo ser constituidos por camadas
individuais. Nao obstante, desde a invencao do ldpis em 1564 [2] até 2004 [3], portanto
passados 440 anos, o homem ainda nao tinha sido capaz de isolar experimentalmente

camadas individuais de grafite. Isto porque, em primeiro lugar, pensava-se que cristais
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Figura 1.1: O grafeno é um material de construgao 2D para materiais de carbono de
todas as outras dimensionalidades. Ele pode ser embrulhado em fulerenos 0D, enrolado
em nanotubos 1D ou empilhados em grafite 3D [1].

estritamente 2D fossem termodinamicamente instéveis e portanto, nao poderiam existir!
[4], [5], [6] e [7]; em segundo lugar, ndo existia tecnologia para pesquisar camadas com
a espessura de apenas um dtomo entre os tragos macroscépicos produzidos por um lépis
[8].

Em 2004, Novoselov e Geim [3] notaram que o grafeno poderia ser identificado a
partir de um efeito 6ptico sutil que ele cria sobre o topo de um substrato de SiO, apro-
priadamente escolhido, que permite sua observacao com um simples microscépio 6ptico.
Daf a seguinte conclusao: o grafeno é relativamente facil de fazer, mas nao tao fécil de
encontrar? [9].

A fabricagao do grafeno foi seguida pela busca de outros cristais bidimensionais (por

I Esta teoria, proposta por Landau e Peierls h4 quase 80 anos, destacava que uma contribuicdo diver-
gente de flutuacoes termais em redes cristalinas de baixa dimensionalidade deveria causar deslocamentos
atdomicos compardveis as distancias interatomicas, em qualquer temperatura finita [6].

2Por exemplo, apenas 5% de diferenga na espessura de SiO, (315 nm em vez da espessura padrao de
300 nm) pode tornar a camada de grafeno completamente invisivel.



exemplo, nitreto de boro e semicamada de BSCCO) que, no entanto, ndo possuem as
mesmas propriedades interessantes do grafeno [10]. Desde a sua descoberta até os dias
atuais, a quantidade de artigos publicados na literatura especializada sobre esse material
tem crescido vertiginosamente. Em 2010, Geim e Novoselov foram agraciados com o
Prémio Nobel de Fisica pelo feito histérico de terem sido os primeiros a isolar folhas de
grafeno, além de suas experiéncias inovadoras sobre este material.

As propriedades eletronicas do grafeno sao muito diferentes daquelas exibidas pelos
sistemas eletronicos bidimensionais convencionais (SE2DC), representados pelas estru-
turas tipo MOS (metal-oxide-semiconductor) e heteroestruturas. Por exemplo, quando
uma folha de grafeno dopada (de modo a ter condutancia eletronica) é suficientemente
limpa e fica sujeita a elevados campos magnéticos, observa-se um efeito Hall quéantico
relativistico (EHQR), o = 4(N +1/2)e?/h, diferentemente dos SE2DC, onde se observa
o efeito Hall quantico inteiro (EHQI), oy = 2(N + 1)e?/h. Desprezado o desdobramento
de spin, para o grafeno, N é o nimero do mais alto nivel de Landau ocupado, enquanto
para os SE2DC, N é o maior inteiro contido entre 0 e Er/hw,, onde Er é a energia de
Fermi e hw, é a energia ciclotronica. Esta nova regra de quantizacao pode ser atribuida
aos férmions de Dirac sem massa, conforme predito por vdrios autores [11], [12], [13] e
[14]. Além de ser qualitativamente diferente do EHQI observado em SE2DC, o EHQR
no grafeno pode ser observado em temperatura ambiente, devido as elevadas energias
ciclotronicas dos seus portadores de carga [15].

Em fisica da matéria condensada a equagao de Schrodinger é usada para descrever
as propriedades eletronicas da maioria dos materiais. Porém, para o grafeno ela nao se
aplica, uma vez que seus portadores de carga se assemelham a particulas relativisticas,
as quais sao melhor representadas pela equagao de Dirac [16], [17] e [18]. Apesar do
movimento dos elétrons em torno dos dtomos de carbono nao ter nada de relativistico,
sua interacao com o potencial periédico da rede cristalina do grafeno d& origem a novas
quasiparticulas que em baixas energias sao descritas pela equagao (241)-dimensional de

Dirac, com uma velocidade da luz efetiva aproximadamente igual a vp ~ ¢/300, onde ¢



¢ a velocidade da luz no vicuo®. Essas quasiparticulas, chamadas de férmions de Dirac
sem massa, podem ser encaradas como elétrons que perderam sua massa de repouso my,
ou analogamente, como neutrinos que adquiriram uma carga eletronica e.

No grafeno, os férmions de Dirac apresentam uma outra caracteristica particularmente
interessante que é a sua insensibilidade a potenciais eletrostéticos externos devido ao
fendmeno de tunelamento Klein, isto é, a sua perfeita transmissao através de barreiras
arbitrariamente altas e largas® [19] e [20].

Nesta dissertacao, estudamos o efeito de um campo elétrico uniforme, quando aplicado
ao longo de uma camada de grafeno, sobre o espectro dos niveis de Landau. Em seguida,
estudamos o comportamento de um gas de elétrons bidimensional interagindo com fénons
actsticos em uma rede de grafeno nas condigoes do efeito Hall quéntico num campo
elétrico finito, donde calculamos a densidade de corrente dissipativa até segunda ordem
com respeito & constante de interacao elétron-foénon, estendendo para o grafeno o método
da Ref. [21], aplicado a um sistema bidimensional elétro-fononico em heteroestruturas.

Por fim, calculamos a condutividade Hall do grafeno para um campo elétrico finito.

3Desde que o grafeno tem dois elétrons por célula unitédria, a banda de valéncia estd completamente
cheia e tipicamente as propriedades do sistema sao determinadas pela natureza do seu espectro nas
vizinhangas onde as bandas de valéncia e condugao se tocam. Existem seis desses pontos, chamados
pontos de Dirac (também sdo chamados de pontos de Fermi, como ocorre algumas vezes na literatura),
em cuja vizinhanga o espectro sem gap tem um formato conico e linear ao vetor de onda, o que confirma
o fato de estarmos lidando com particulas relativisticas.

4Dito de outra forma: os férmions de Dirac podem ser transmitidos com probabilidade unitéria sobre
uma regiao classicamente proibida.



Capitulo 2

Hamiltoniano de Dirac no grafeno

O grafeno ¢ uma folha plana de dtomos de carbono em ligacao sp® com espessura de
apenas um atomo, reunidos em uma estrutura cristalina hexagonal, podendo ser pensado
como formado por anéis de benzeno sem os atomos de hidrogénio. Sua estrutura cristalina
nao representa uma rede de Bravais, isto é, um conjunto infinito de pontos discretos com
arranjo e orientagao que parecem exatamente os mesmos, de qualquer um dos pontos do
qual o arranjo é visualizado.

Na Fig. 2.1 ilustramos a rede hexagonal do grafeno. Quando comparamos os pontos
A e B, notamos que os vizinhos desses dois pontos sao diferentes: enquanto o ponto A
tem vizinhos mais préximos nas direcoes nordeste, noroeste e sul, o ponto B tem vizinhos
mais préximos nas direcoes norte, sudeste e sudoeste. Isto significa que os dois pontos
nao sao equivalentes de um ponto de vista cristalografico — embora eles possam ser
equivalentes de um ponto de vista quimico, isto é, ocupado pelo mesmo tipo de dtomo
ou fon (carbono no caso do grafeno). Contudo, tanto os pontos A quanto os pontos B
formam uma subrede de Bravais triangular, de modo que a rede hexagonal do grafeno
pode ser visualizada como uma rede de Bravais triangular com uma base de dois dtomos
por célula unitdria.

Para calcularmos as bandas eletronicas em uma rede com N, subredes de Bravais, isto

é, uma base com N, pontos, precisamos descrever a funcao de onda eletrénica geral como



® : Subrede A O: Subrede B

Figura 2.1: Rede "favo de mel". Os vetores 91, d5 e d3 conectam os dtomos de carbono,
separados pela distancia a = 1.42 A. Os vetores a; e as sao os vetores base da rede de
Bravais triangular.

uma superposicao de N, diferentes fungoes de ondas, cada uma satisfazendo o Teorema
de Bloch para cada subrede [22]. Formalmente, isto pode ser descrito em termos de uma
matriz Ns; X Ny, cujos autovalores fornecem N, diferentes bandas de energias. Para o
grafeno N, = 2, portanto, sao obtidas duas diferentes bandas de energias: a banda de
conducao e a banda de valéncia.

O Hamiltoniano para os elétrons de baixa energia no espago reciproco é dado por

R (2.1)

Y O
o qual é obtido a partir da aproximagao tight-binding, onde t (=~ 2.8 eV) é a energia cor-
respondente aos saltos eletronicos entre os vizinhos mais préximos, isto é, entre os pontos
A e B; v, corresponde a soma dos fatores de fase de vizinhos mais préximos. Explicita-
mente, vy, = 1 + ek32 4 eikas onde a; = @ (/x\—k \/3@7), azg =ag — alg (—/m\-I— \/gi/\) e
a=|d3] =1.42 A ¢ a distancia entre os tomos de carbono vizinhos mais préximos (veja

Fig. 2.1).



Figura 2.2: Esquerda: espectro de energia (em unidades de ¢) para ¢t = 2.7 eV. Direita:
bandas de energia préximas a um dos pontos de Dirac [9].

A estrutura de banda do grafeno [23] é obtida diagonalizando-se o Hamiltoniano (2.1),
donde sao determinadas duas bandas, nomeadas por k = £, com €, (k) = kt |y, |, as quais
estao representadas na Fig. 2.2.

A hibridizacao sp? entre um orbital s e dois orbitais p levam a uma estrutura trigonal
planar com a formacao de uma ligacao o entre os 4&tomos de carbono, que estao separados
por 1.42 A A ligagao o é responsével pela robusteza da estrutura de rede em todas suas
formas alotrépicas. O orbital p nao-afetado, que é perpendicular a estrutura planar, pode
se ligar covalentemente com os dtomos de carbono vizinhos levando & formacao de uma
banda 7 superior (condugao) e uma banda 7* inferior (valéncia). Além disso, a banda
de valéncia (kK = —) toca a banda de condugao (k = +) em seis pontos nao equivalentes
K e K’ da primeira zona de Brillouin [9].

Nas vizinhancas dos pontos K e K’, a forma conica das duas bandas lembra a disper-
sao de energia de particulas relativisticas, & = ++/m?2c* + p2¢?, em termos da velocidade
da luz ¢ e da massa da particula m. Se m = 0, obtém-se £ = +c|p|, como no caso dos
elétrons de baixa energia no grafeno, os quais sao tratados como férmions de Dirac sem-
massa.

A analogia entre os elétrons no grafeno e as particulas relativisticas sem-massa é

corroborada pela expansao do Hamiltoniano (2.1) nas vizinhangas dos pontos de contato

7



K e K', k = +K + p/h, onde |p/h| < |K|. Expandindo a fungao vk, em primeira

ordem (em torno do ponto K'), obtemos

0 Vik P | 3ta 0 Pr — 1Py

Hp =t _ ola
p oh

Vg P 0

onde o = (04, 0,) sdo as matrizes de Pauli
Oy = : oy = (2.3)

e velocidade de Fermi vy desempenha o mesmo papel da velocidade da luz ¢, cujo valor
é cerca de 300 vezes maior, ¢ ~ 300vg.
Um cdleulo andlogo para a expansio da fungao v_g ., , em primeira ordem (em torno
do ponto K'), resulta
Hp = —vpp - o, (2.4)

com o* = (0,,—0,). Ambos os Hamiltonianos (2.2) e (2.4) possuem o mesmo espectro
de energia, o qual é portanto duplamente degenerado em relacao aos pontos de Dirac
K e K'. No que se segue, usaremos o Hamiltoniano (2.2), algumas vezes chamado de

Hamiltoniano de Dirac ou Hamiltoniano de Weyl.



Capitulo 3

Introducao ao efeito Hall

O efeito Hall foi descoberto por Edwin Herbert Hall em 1879 [24] quando ele trabalhava
em sua tese de doutorado em Fisica na Johns Hopkins University. No experimento de
Hall, uma fina folha de ouro exposta sobre uma placa de vidro foi submetida a um
campo magnético perpendicular ao seu plano. Hall observou uma diferenga de potencial
(voltagem Hall) entre os lados da amostra durante o fluxo de uma corrente elétrica
longitudinal’. A razao entre a voltagem Hall e a corrente elétrica longitudinal ficou
conhecida como resisténcia Hall, cujo valor é caracterfstico para cada material.

Em 1975, Kawaji et al. [25] foram os primeiros a realizar medi¢oes para as condutivi-
dades longitudinal e Hall em fortes campos magnéticos a baixas temperaturas. Entre-
tanto, a observagao dos platos Hall por Klitzing et al. [26], evidenciando a quantizagao
da resistividade (e consequentemente da condutividade) Hall, ocorreria apenas cinco anos
depois, em Fevereiro de 1980. Em 1985, Klitzing seria agraciado com o Prémio Nobel
de Fisica, pela descoberta do EHQI. Em 1982, Tsui, Stérmer e Gossard descobriram a
existéncia de platos Hall com nimeros quanticos fraciondrios [27], cuja explicagao tedrica
foi proposta no ano seguinte, em 1983, por Laughlin [28]. Pela descoberta e teoria do

efeito Hall quantico fracionario (EHQF'), Tsui, Stérmer e Laughlin receberam o Prémio

! Apesar de vérios experimentos em Fisica naquela época envolverem o uso de corrente elétrica, a
descoberta experimental do elétron somente ocorreria em 1897, por J. J. Thomson.
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Figura 3.1: Elétrons 2D em um campo magnético perpendicular. Uma corrente I é
dirigida através do sistema via os contatos C1 e C4. A resisténcia longitudinal pode ser
medida entre os contatos C5 e C6 (ou alternativamente entre os contatos C2 e C3). A
resisténcia transversal (ou Hall) é medida, por exemplo, entre os contatos C3 e C5.

Nobel de Fisica de 1998.
Mais recentemente, em 2005, Novoselov et al. [11] e Zhang et al. [12] observaram
experimentalmente o EHQR para o grafeno, cuja regra de quantizagao revelou uma série

de nimeros inteiros nao usual para os platos Hall, diferentemente daquela observada para,

os SE2DC.

3.1 Efeito Hall classico

Considere um sistema bidimensional submetido a um campo magnético perpendicular,
onde uma corrente I é dirigida através da amostra, podendo-se medir ambas as resistén-
cias longitudinal e transversal (também chamada de resisténcia Hall) (Fig. 3.1). Hall
mostrou que a resisténcia transversal de uma placa metélica fina varia linearmente com a
intensidade do campo magnético B [24], Ry = KB. Vamos demonstrar que a constante
de proporcionalidade K é igual a ﬁ, onde ¢ é a carga do elétron (¢ = —e, em termos
da carga elementar e, que definimos como positiva) e n. é a densidade de elétrons 2D.

O efeito Hall clédssico pode ser entendido a partir da aplicacao do modelo de Drude
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para transporte difusivo em um metal. Nesse modelo, consideram-se os portadores de
carga independentes uns dos outros (aproximagao do elétron independente), bem como
independentes dos fons da amostra (aproximacao do elétron livre) [22]. Um elétron de

momento p é descrito pela equacao de movimento:

dp P P
dt < my T ( )
onde E e B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente; m; é a massa de
banda do elétron. O 1ltimo termo corresponde aos processos de relaxacao devido a
difusdo de elétrons por impurezas genéricas do metal, onde 7 ¢ o tempo de relaxacao®.

2

As propriedades de transporte macroscépicas, isto €, resistividade e condutividade do

sistema, sao obtidas da solugao estdtica da equagao de movimento, i—‘; =0,
eB D
ek, = —p,—— 3.2
mbpy - ( )
el Dy
ek, = ——p, ——, 3.3
Yy mbpa: - (3.3)

onde p = (p,py.0), E = (E,, E,,0) e B = (0,0,B). Nas Egs. (3.2) e (3.3) notamos
o surgimento da frequéncia caracteristica, w. = fn—i, que é chamada de frequéncia ci-
clotrénica, porque ela representa o movimento ciclotréonico de uma particula carregada

num campo magnético. Podemos reescrever as Egs. (3.2) e (3.3) em termos da frequéncia

ciclotrénica e da condutividade de Drude oy = %%—ejT,
ook, = —enelp—x — enelp—y (weT) (3.4)
mp mp
Pz p
ooE, = enelgb (weT) — enelﬁyb. (3.5)

2Suponhamos que um elétron experimente uma colisdo (isto é, sofra uma alteracio repentina em sua
velocidade) com uma probabilidade por unidade de tempo igual a % Entao, a probabilidade de um
elétron sofrer uma colisdo em qualquer intervalo de tempo infinitesimal dt é exatamente %. O tempo 7
¢é conhecido como tempo de relaxagdo, tempo de colisdo ou tempo livre médio, tendo papel fundamental
na teoria da condugdo em metais. Deste modo, um elétron qualquer viajard, em média, por um tempo

7 antes da sua proxima colisdo [22].
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As Egs. (3.4) e (3.5) sao melhor representadas na forma matricial

Be) o _ena (1w ) [P ) (3.6)
E, gonmy \ —w.r 1 Dy
Em termos da densidade de corrente j = —enelm%, podemos usar E = pj para obter
o tensor resistividade
1 1 WeT
p=o0tl=— ‘ . (3.7)
%% \ —w. s 1

De (3.7), segue que a resistividade Hall (termos nao diagonais do tensor de resistivi-

dade p) é dada por

WeT B

= = . 3.8
Pu o eTe; ( )

Por sua vez, o tensor condutividade é obtido pela inversao da matriz (3.7),

0L —O0OH

Og OfL

onde o7, = 0¢/(1 + w?7?) e oy = oow.7/(1 + W2T?).
No limite tedrico para uma amostra sem impurezas, isto é, para longos tempos de

espalhamento 7 — 00, 0s tensores resistividade e condutividade sao dados respectiva-

mente por
B e
_ 0 ENel _ 0 _e%l
p= eo = . (3.10)
_ B ENel 0
eNnel B

As propriedades de transporte para uma amostra limpa sao completamente gover-
nadas, na presenca de um campo magnético, pelas componentes nao diagonais dos ten-

sores de resistividade e condutividade.
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Figura 3.2: Assinatura tipica do efeito Hall quéntico (medida por J. Smet, MPI-
Stuttgart). Cada platd na resisténcia Hall é acompanhado por um anulamento na
resisténcia longitudinal. A resisténcia Hall cldssica estd indicada pela linha trago-
pontilhada. Os nidmeros rotulando os platos: o inteiro N denota o EHQI e N = P/Q),
com P e (@ inteiros, indicam o efeito Hall quantico fracionario (EHQF).

3.2 Efeito Hall quantico inteiro

O EHQI é um dos mais interessantes fendmenos da mecénica quantica no transporte
de elétrons 2D em fortes campos magnéticos. Como mencionado anteriormente, foi de-
scoberto por Klitzing, Dorda e Pepper em 1980 [26]. A sua descoberta estd intimamente
relacionada aos avancos tecnoldgicos em ciéncia dos materiais, a saber, a fabricacao de
transistors de efeito de campo de alta qualidade para a realizacao de gases de elétrons
2D.

Em um SE2DC, o EHQI ocorre apenas em baixas temperaturas, quando a escala de
energia definida pela energia térmica, kg7', ¢ muito menor do que o espacamento dos
niveis de Landau, Aiw.. O EHQI consiste da quantizagao da resistividade Hall, que nao é

mais linear com B, conforme o tratamento cldssico da se¢ao anterior, porém, apresenta
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platos, os quais dependem das constantes universais e de um inteiro N,?

o = (e_};) + (3.11)

A quantizacdo da resistividade Hall (3.11) ¢ um fendémeno universal, isto é, nao
depende de propriedades particulares da amostra, tais como geometria, materiais hos-
pedeiros usados para fabricar o gds de elétrons 2D e, ainda mais importante, da con-
cetracao ou distribuicao de impurezas*. Esta universalidade ¢ a razao para a enorme
precisao da resisténcia Hall quantizada (da ordem de 107%), sendo usada, desde 1990,

como a resisténcia padrao’,
h
Ry 90 = — = 25812.8071, (3.12)
€

a qual ¢ atualmente chamada de constante de Klitzing [29].

3.3 Efeito Hall quantico fracionario

Trés anos apds a descoberta do EHQI, outro efeito ainda mais impressionante foi obser-
vado nos SE2DC de melhor qualidade (maior mobilidade dos portadores de carga): o
efeito Hall quantico fracionario (EHQF'). Como o préprio nome sugere, ao contrério do
EHQI, onde o nimero N na Eq. (3.11) é um inteiro, a quantizacao da resistividade Hall,
descoberta por Tsui, Stormer e Gossard, foi observada para um mimero fraciondrio, mais
especificamente para N = 1/3 [27]. Em ambos os efeitos a resisténcia longitudinal vai a

zero quando a resisténcia Hall é quantizada (Fig. 3.2). Porém, as origens desses efeitos

30 ntimero N determina o preenchimento dos niveis de Landau, usualmente descrito pela letra grega
v (fator de preenchimento).

4Na Fig. 3.2 notamos que nos platds a resistividade longitudinal ¢ nula, indicando que o tempo de
espalhamento tende ao infinito no EHQI. Esta é outra indicacao da universalidade deste efeito, ou seja,
o EHQI nao depende de um arranjo particular de impurezas.

50 subscrito K é em homenagem a K. von Klitzing e 90 refere-se ao ano de padronizacio da unidade
de resisténcia.
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sao completamente diferentes: enquanto o EHQI pode ser entendido a partir da quantiza-
¢ao da energia cinética dos elétrons independentes em um campo magnético (quantizagao
de Landau), o EHQF é devido as fortes correlagoes eletronicas, quando um nivel de Lan-
dau estd apenas parcialmente preenchido e as interacoes de Coulomb entre os elétrons
tornam-se relevantes. De fato, em 1983 Laughlin mostrou que a origem do EHQF com
N = 1/3, bem como para qualquer N = 1/, com () sendo um inteiro impar, é¢ devido
a formagao de um liquido eletronico incompressivel correlaciondvel, com propriedades
extremamente exéticas [28].

Ap6s a descoberta do EHQF para N = 1/3, uma grande variedade de outros tipos de
EHQF tem sido descobertos e teoricamente descritos. Por exemplo, os casos N = 2/5 e
N = 3/7, os quais pertencem & série P/(2Q P +1), onde P e () sao inteiros, possui uma
interpretagao convincente dentro da teoria dos compostos de férmions (CFs), de acordo
com a qual o EHQF pode ser visualizado como um EHQI de uma nova quasi-particula
consistindo de um elétron que captura um ndimero par de fluro quanta [30]. Outro
interessante caso de EHQF foi descoberto em 1987 por Willett et al., para N = 5/2 e
N =7/2 [31]. Até entao, apenas estados N = P/() com denominadores impares haviam
sido observados. Este tipo de EHQF foi descrito teoricamente em 1991 por Moore e Read
[32] e por Greiter et al. [33], em termos de fungdes de onda muito particulares chamadas
Pfaffian, envolvendo excitagbes de quasi-particulas com estatistica nao Abeliana. Por
fim, mencionamos um tipo de EHQF com N = 4/11 e N = 5/13, descoberto em 2003
por Pan et al. [34]°. Estas sequéncias de fragdes nio se ajustam muito bem as séries de
EHQI dos CFs citados acima. Nao obstante, podem ser consideradas como o EHQF dos

CF's para interagoes residuais entre esses compostos de particulas.

6Também foram observados estados mais fracos com N = 6/17,4/13,5/17 e 7/11.
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3.4 Efeito Hall quantico relativistico

Um outro efeito Hall quantico ainda mais impressionante foi descoberto em 2005 por
Novoselov et al. [11] e Zhang et al. [12]. Trata-se do EHQR no grafeno, onde os
portadores de carga comportam-se como particulas relativisticas sem massa. Como con-
sequéncia, a quantizagao de Landau da energia cinética dos elétrons no grafeno difere
sobremaneira daquela obtida nos SE2DC (nao relativistico), conforme discutiremos no
proximo capitulo. No grafeno, o efeito Hall quantico possui uma série nao usual para os
platos Hall. Em vez dos platds com quantizacao da resisténcia dada por Ry = %, onde
v = N, encontram-se platos com v = £2(2N + 1), onde N é um inteiro denotando o
iltimo nivel de Landau ocupado, com fatores de preenchimento v = +2, 46, +10,.... Os
sinais + indicam os dois diferentes tipos de portadores, elétrons na banda de conducao e
buracos na banda de valéncia.

Platos Hall com fatores de preenchimento v = 0, v = +1 e v = 44 foram observados
por Zhang et al. [35], indicando o surgimento dos estados Hall quantico quadruplamente
degenerados em v = £2(2N + 1). Por fim, destacamos a observagao de um EHQF com
v = 1/3 para o grafeno, realizada em 2009 pelos grupos Bolotin et al. [36] e Du et al.
[37].
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Capitulo 4

Niveis de Landau do grafeno em um

campo elétrico finito

O célculo dos niveis de Landau para o grafeno na presenc¢a de campos magnético e elétrico
perpendiculares entre si foi resolvido apenas em 2007 por Lukose et al. [38]. Para solu-

"l isto

cionar o problema, estes pesquisadores usaram a técnica de "empurrao de Lorentz
é, uma transformacao de Lorentz que nao envolve rotagao sobre o sistema de referéncia
do laboratério, implicando um referencial de Lorentz onde o campo elétrico é nulo e
as solucoes da equacao de Dirac sao conhecidas. Depois, basta aplicar a transformacao
inversa para se obter as autofungoes e autoenergias em um campo elétrico diferente de
zero. Os resultados tedricos deste trabalho foram notéveis, pois demonstraram um novo
fenomeno associado aos férmions de Dirac no grafeno: o colapso dos niveis de Landau
quando a razao entre os campos elétrico e magnético se aproxima de um determinado
valor critico. No mesmo ano, Peres e Castro [39] chegaram aos mesmos resultados, porém
diagonalizando diretamente o Hamiltoniano de Dirac.

Este capitulo ¢ dedicado & solucao da equacdo relativistica de Dirac?, isto é, cal-

culo das fungoes de onda e niveis de energia do Hamiltoniano de Dirac, considerando o

I Literalmente traduzido do inglés Lorentz boost.
2Seguimos a mesma linha de raciocinio proposta por N. M. R. Peres e E. V. Castro [39].
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seguinte caso: sistema bidimensional composto por um elétron na presenca de um campo
magnético perpendicular e um campo elétrico finito paralelo ao plano. Na secao (4.1)
formulamos o problema que iremos resolver; na segao (4.2) apresentamos o método de
diagonalizacao do Hamiltoniano, usando a técnica de segunda quantizagao; na segao (4.3)
resolvemos o problema sem campo elétrico; e na segao (4.4) resolvemos para um campo

elétrico finito.

4.1 Formulacao do problema

Partindo-se da equagao de Dirac dependente do tempo para uma particula que se move
no plano (z,y),

_hG\Il(r, t)

vpo - pY(r,t) =1 5 (4.1)

onde o = (0,,0,) sdo as matrizes de Pauli e p = (p,,p,) é 0 operador momento na
representagao da posicao, p = —ihV, consideraremos solugoes de estados estacionédrios,
isto ¢, tais que W(r,t) = ¥(r)e /", Desta forma, a equacio de Dirac transforma-se no

problema de autovalor,

vro - pib(r) = ei(r). (4.2)

A fim de se descrever o movimento dos elétrons em um campo magnético, precisamos
substituir o operador momento pela sua forma invariante de calibre p — II = p—qA(r),
conhecida como substitui¢ao de Peierls [40], onde ¢ é a carga da particula (como estamos
lidando com elétrons, facamos ¢ = —e, com e > 0) e A(r) é o potencial vetor que da
origem ao campo magnético B =V x A. Para que B tenha uma direcao perpendicular
ao nosso sistema bidimensional, podemos escolher o calibre de Landau [41], isto é, A =
B(—y,0).

Agora vamos incluir um campo elétrico uniforme E = (0, F') orientado na dire¢ao do
eixo y. Entao, devemos adicionar o termo eFyl ao Hamiltoniano, onde 1 é a matriz

unitaria 2 x 2.
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Assim, o problema de uma camada de grafeno na presenca de um campo magnético
perpendicular e de um campo elétrico paralelo ao plano tem seu Hamiltoniano dado por,
Hy=vpo - [p+eA(r)] + eEyl, ou

eby/v : —eBy —1
Hy = vp v/e p vt (4.3)

s — eBy +ip, eBy/vp

Uma autofuncao apropriada para o Hamiltoniano acima pode ser escrita na forma,

U(z,y) = ™ o(y), (4.4)

sugerida pela forma simétrica de Hy com respeito as direcoes = e y. O autoproblema

Ho(z,y) = eip(x,y) passa a ser dado por,

eEy/vp hk, — eBy — ip
Up T ely) = eoly). (4.5)
hk, — eBy +ip, eEy/vp

Para resolver a Eq. (4.5) é conveniente realizar a mudanga de varidvel y = ylp + % k,,
onde lp = \/h/(eB) é o comprimento magnético, de modo a introduzir os operadores

escada

os quais satisfazem a relacao de comutacao usual [a, aq = 1.
Entao, podemoso reescrever a Eq. (4.5) em termos dos operadores aniquilagdo e

criagao (4.6),

Eg (a + aT) + eEl%k, Eaa

y) = ep(y), (4.7)
Ejaf Eg (a+a') + eEl}k,

onde definimos F4 = —/2v rh/lp e Ep = eElg/ V2. A partir dessas consideragoes o
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problema a ser resolvido passa a ser

Eg (a + aT) Fa

Bt Ep(ara) )00 (4.9

onde € = € — eEl%k,. Entao, o Hamiltoniano a ser diagonalizado ¢é

E f 1)
p— | Belota) A . (4.9)
Eaf Ep (a + aT)

Porque H é uma matriz 2 x 2, os autoestados ¢(y) s@o vetores 2-spinors,

ey) = <u(y>> (4.10)

4.2 Meétodo de diagonalizacao do Hamiltoniano

A estratégia para diagonalizar H consiste em definirmos um operador auxiliar H que

satisfaga a seguinte propriedade [39]:
p(H+H)+vHH = J1+K, (4.11)

para algum operador simples J (ndo uma matriz cujos elementos sao operadores), alguma
matriz real 2 X 2 K, e reais u e v.

Aplicando ambos os membros de (4.11) no autoestado |¢) de H, obtemos,
(W (H+H) +vHH] |¢) = [0 (H+€) vHE] o) = (e + pH +veH) o). (4.12)

Escolhendo os valores © = € e v = —1, o problema se reduz a solugao da equagao
equivalente

(J1+K)[p) = ¢? o). (4.13)
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Neste caso, |p) também é um autoestado de J1 + K com autovalor €2. O spinor |p) fica

melhor representado sob a forma

) =17} x (4.14)

onde |j) é um autovetor do operador J e o spinor y é um autovetor da matriz K,

J1)=7li) e Kx=Ax. (4.15)
Contudo, ainda falta determinar H. Uma escolha apropriada para H &

— Eg(a+al —FEaa
7o [ P ) 4 _ (4.16)
—Ejsa" Ep(a+al)

De fato, temos que

¢ (H+H)—HH = [(E%—-2E%)N — Ej(aa+a'a’) + 2¢ Eg(a+a')] 1
% — E% E.Ep

(4.17)
—~E,Ep —F%
onde N = a'a é o operador nimero. Segue que o operador J e a matriz K ficam
determinados:
J = (E% —2FE%)N — E%(aa + a'a') + 2¢ Ez(a + a') (4.18)
E% — E% E4FEp
K= . (4.19)

—E.Ep —F%

3Repare que tomamos H = o, Ho .
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4.3 Campo elétrico nulo

Na auséncia de campo elétrico, temos £ = Fg = 0 e € = e¢. Como consequéncia o

operador J em (4.18) j4 estd na forma diagonal, cujo espectro é similar ao do oscilador

harmonico unidimensional, isto é,
J|n) = E%n|n). (4.20)

No que se refere a diagonalizacao da matriz K, a solucao também é trivial, fornecendo

os autovalores \; = F% e Ay = 0, com os respectivos autovetores:

=l Jee= . (4:21)

Retornando a Eq. (4.13), vemos facilmente que

e =Ein+A=¢e, =FEi(n+1)ce,, = Ein (4.22)

n,A1 n,A2

As Egs. (4.22) possuem duas solugoes, uma positiva e outra negativa, de modo
que precisamos introduzir um outro nimero quantico k = =, associado aos estados de
energia positiva e negativa, respectivamente. Este nimero quantico desempenha o mesmo
papel do indice de banda (k = + para a banda de condugao e K = — para a banda de
valéncia). Assim, obtemos as autoenergias do Hamiltoniano H (e consequentemente do

Hamiltoniano Hy) para o caso em que o campo elétrico é nulo:
hUF
e = KEAVD = €,, = Iil—\/ 2n, (4.23)
B

onde n = 1, 2, 3, .... Repare nas Eqs. (4.22) que €._, , = €., = Ejn, resultando

n,A2

em autovalores €, , duplamente degenerados. Portanto, os autoestados |p) consistem da
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combinagao linear desses autoestados degenerados,

B B In — 1)
[©) e =0 = 1) X1+ K[n) X2 = m ) (4.24)

Apenas o estado fundamental n = 0 é nao-degenerado, pois € o tinico estado de energia

zero, isto é, ¢y = 0,

"P>0 =10) xo = (4.25)

4.4 Campo elétrico finito

Com a anilise anterior em mente, procedemos com a diagonalizacao do nosso problema
definido pela Eq. (4.13), para o caso em que o campo elétrico ¢ diferente de zero.

Iniciamos resolvendo a Eq. (4.19), cujos autovalores sao dados por,

det(K — A1) = 0 — (4.26)
M =—-E}+1 (E‘j’1 + Eay/E? — 4E]23) el =—Ep+1 (E‘j’l — B/ E% — 4E]23> :
(4.27)

Um célculo simples, porém tedioso, permite-nos obter os autovetores normalizados asso-

ciados com A; e Ag,

VT

_ EB J— EB
o= /| B2 & % p , (4.28)
B\ o = va
com
2 2
01:%<§_3 +,/%—4)e02:§<§—g— %;—4)- (4.29)

Dos autovalores da matriz K (4.27), vemos que E4 e Ep devem satisfazer a relagdo

|Eal > 2Ep, (4.30)
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uma vez que os autovalores devem ser necessariamente reais. O significado desta de-
sigualdade serd discutido mais tarde.

Tendo resolvido a Eq. (4.19), resta-nos pensar na equagao

T1e) = (€ = N o). (4.31)

Primeiro de tudo, vamos escrever o operador J como a soma de dois outros operadores,
Ji1 + J5, dados por
Jy = (E% — 2E%)N — E%(aa + atal) (4.32)

Jo = 2¢ Eg(a + a'). (4.33)
O operador J; pode ser diagonalizado usando-se a transformacao

a = ycoshU —~'sinh U, (4.34)

onde os operadores v e v! satisfazem a relacio de comutacao usual [7, VT] = 1. Substi-

tuindo (4.34) em (4.32), obtemos

Jy = (E% — 2E%)sinh® U + 2E% cosh U sinh U
— [(E% — 2E%) cosh U sinh U + E(cosh® U + sinh® U)] (v'y" + 77)

+ [(E% — 2E%)(cosh® U + sinh? U) + 4E% cosh U sinh U] y1y. (4.35)

Para que J; seja diagonal é necessario que (E% — 2E%) cosh U sinh U + E%(cosh® U +
sinh® ) = 0, isto é
(E% — 2E%) sinh 2U + 2E% cosh 2U = 0. (4.36)

Usando a identidade cosh? 2U — sinh? 2U = 1, verificamos que

sinh2U = —2F% /¢ (4.37)
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cosh2U = (E5 — 2E%) /¢, (4.38)

onde £ = \/E% — 4E%F%. Substituindo (4.37) e (4.38) em (4.35), segue que

J1=z [ - (BA—-2ER)] + &y =€+ 61y, (4.39)

N =

com & = 3 [ — (B3 — 2E%)]. O operador J, escrito em termos dos operadores 7' e v

assume a forma
Jy = 2€ Eg(cosh U — sinh U) (7" + ) = &,(77 4+ 7), (4.40)

com &, = 2¢'Eg(coshU — sinh U).

Agora note que a transformacio 71 = g1 — &,/¢ leva J, + J; a

J=J1+J2:£1+5(6*—5—2>( 52)+£2 gt_S2,5_ 52)

3 3 3 3
2
— i ve (o0 - 201 254 é2) ve (s -2 g~ S aegs @
3 £ e 3 3

que possui a forma diagonal desejada. Agora, o espectro de energia do operador J é

trivial,
1 4¢ F% B2
het-Sra=le-@om) - L e

onde usamos &5 = 42 E4E? /€.
Os autovalores € do problema definido pela Eq. (4.13) sao obtidos de €7, — A = jn,

conforme a Eq. (4.31), levando a

. 1 4¢?, B3 F?
=B+ 3 (B3t Ea/B -8} ) + 3 [¢ - (B4 - 263)] - 2522 1 g

4E2E2 2
:>(1+—) 2 —E2+—Aig+

Ei |
52 9 —7+EB+§TL

3
2
] (4.43)

[ “(1+1)
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Na solucao (4.43), A = \; para o sinal positivo e A = Ay para o sinal negativo. Mais

. . A . 3 z z . z.
uma vez identificamos a dupla degenerescéncia €/?_ =¢?, = £ .n, além do dnico nivel
n—1,\1 n,A2 EL™

nao degenerado €, = 0. Os autovalores da Eq. (4.9) sdo dados por

& =0 (4.44)
AR2 3/4
€. =kE4 ( — —QB) Vvn, (4.45)
s EA

donde finalmente se obtém os autovalores ¢ do problema original dado pela Eq. (4.5)

lembrando que € = € — eEl%k,),
B

€ = eElLk, (4.46)

4E2

3/4
ennlks) = eElSk, + kE, (1 - fy) NG
A
(1—7*)**v2n, (4.47)

—> €nn(ka) = eElRk, + 5L

onden =1,2,3,...,n = UfB ¢ um parametro adimensional dependente do campo

elétrico. Os respectivos autovetores sao dados por,

—VC2

—_1n- _ Ep .
[P)o = 10;8) x2 = 1/ | B2 o 10; 8) (4.48)
Ep —|n—1;8) vVCi — K |n; B8) VCo
[0)e =0 =L B) X1 + K0 8) X =/ |52
In —1;8) VCs + £ |n; B) VCi

(4.49)

No espacgo de Hilbert, as autofuncoes sao escritas da seguinte forma,
o) = o [T )~ VTR Ty

P VLV A\VOR (T, (1) — sV (T, (1))

26



paran=1,2,3,...,¢€

ikyx

boae ) = S [ (V2 a0 (45

para n = 0; podemos reescrever C; e C5 em termos do pardmetro 7, por exemplo,

Ci=0++1-n*)/neCy=(1—-+/1—n?)/n. Em (4.50) e (4.51), ®,(y) sdo as usuais

fungoes normalizadas do oscilador harmonico, e

T ) = (L= ly — o™ (k)] (4.52)

onde y"(kz) = 1%k, — klpn (1 — 772)71/4\/% é o centro do oscilador harmonico. No
Apéndice A exibimos explicitamente as funcoes ©,,(y(y)).

Analogamente a se¢ao anterior, onde consideramos o caso de campo elétrico nulo, o
nimero quantico k se refere as bandas de conducao e de valéncia. Repare também que

as solugoes desta segao somente sao validas para n < 1.

4.5 Comentarios adicionais

Um gés de elétrons padrao bidimensional?, submetido a um campo magnético perpen-

dicular, tem um espectro de energia dado por [42]
1
€, = hw, <n+§) n=0,1,2,.. (4.53)

em completa analogia com o oscilador harmoénico quantico, onde w. = eB/m ¢é a fre-
quéncia ciclotronica para os elétrons com massa m. Os niveis de Landau sao igualmente

espacados com uma separagao hw., que aumenta linearmente com B. A introdugao de

“Entende-se por um gds de elétrons padrao um sistema cujo Hamiltoniano é essencialmente nao
relativistico.
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"

magnetic field B

Figura 4.1: Niveis de Landau como fungao do campo magnético. (a) Caso nao relativistico
com €, = hw.(n+1/2) x B(n+1/2). (b) Caso relativistico com €, , = k(hvr/lp)V2n
kv Bn [43].

um campo elétrico F paralelo ao plano desloca o espectro total,

E m (E\’ 1
En——thE—E<E) +ﬁwc (n+§) n—0,1,2, (454)

sem alteracao para a frequéncia ciclotronica.
No grafeno, os niveis de Landau mudam drasticamente. Conforme mencionado na

Secao 4.3, o espectro em um campo magnético perpendicular é dado por,
€nr = Khwe/n n=0,1,2,.. (4.55)

onde a frequéncia ciclotrénica relativistica ¢ W, = v2vp/lp. Comparando (4.53) com
(4.55) percebemos duas grandes diferencas: primeiro, o espagamento dos niveis de Landau
no grafeno nao é constante; segundo, o gds padrao tem w,. x B, enquanto no grafeno
@. o« VB (Fig. 4.1).

Quando da presenga de um campo elétrico paralelo ao plano e de um campo magnético
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£fgc o4

Figura 4.2: Primeiros dezenove niveis de Landau normalizados pela energia ciclotronica
€. = hiw,, em fungao do parametro n = E/vrB. O valor do momento k, foi tomado igual
a zero. O campo magnético é igual a B = 27 Tesla.

perpendicular no grafeno, os niveis de Landau sdo dados por (4.47), que podem ser

escritos sob a forma,
€nn(ky) = eBl5k, + khQu/n  n=0,1,2, ... (4.56)
onde a frequéncia ciclotronica agora é dada por
Q= (1-72)"". (4.57)

Comparando (4.54) e (4.56), observamos que a principal diferenga entre esses auto-
valores, além da dependéncia /n e VB, é que o espacamento dos niveis de Landau no
grafeno sao escalados por (1 — 7]2)3/ 4, enquanto o espacamento é independente do campo
elétrico para o caso nao relativistico. Comparando as autofungoes com e sem campo

elétrico (4.24) e (4.50), vemos que o efeito do campo elétrico é comprimir/esticar os es-
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a0 Consequencia

(4.30). Quando E

o

= 2.456 A é o espagamento da rede

Esta desigualdade é exatamente o que expressa a Eq.
30

tico n. k, = 27/600a’, onde a’ = a+/3

triangular. O campo magnético é igual a B = 27 Tesla.

A

O mais interessante que ainda nos resta discutir é o fato de que n < 1 deve ser

2

nimero quAn
tados do oscilador, bem como misturar as fun¢oes de onda de particulas e buracos (as

autofungoes na Eq. (4.50) podem ser expandidas como uma superposi¢ao dos estados na

Eq. (4.24)). Assim, diferentemente das amostras usuais semicondutoras, no grafeno o
satisfeito para que a frequéncia ciclotronica €1, e consequentemente as autoenergias €, ,,

Figura 4.3: Niveis de Landau normalizados pela energia ciclotronica €., em funcao do

campo elétrico causa a mistura dos niveis de Landau. Essas diferengas s

direta da natureza relativistica dos elétrons no grafeno.

sejam reais.



se aproxima de vpB (por baixo), 2. torna-se cada vez menor, e os niveis de Landau se
aproximam mais e mais uns dos outros. Eventualmente, quando £ = vpB, que implica
Q. = 0, temos um consequente colapso dos niveis de Landau. Na Fig. 4.2 sao mostrados
os dezenove primeiros niveis de Landau, para energias positivas e negativas, como fungao
do parametro 7. Na Fig. 4.3, iniciando pela figura superior & esquerda, onde n = 0,
seguindo no sentido hordrio, em que 7 é incrementado de 0.33, novamente observamos o
estreitamento dos niveis de Landau & medida que 1 se aproxima de 1. Repare também
na Fig. 4.3 que para n = 0.99 alguns estados de buracos possuem energias positivas®,
demonstrando uma sucessiva assimetria dos niveis de Landau & medida que 7 tende a
1. Naturalmente que este comportamento somente ocorre, para o0 caso em que O campo

elétrico ¢ diferente de zero, quando tomamos valores de momento k, nao nulos®.

SEste comportamento anoémalo, em que elétrons e buracos possuem energias positivas, evidencia a
mistura das suas fungdes de onda, bem como dos seus espectros de energia. Fixando B e 7, é facil

demonstrar que o nimero quantico n dos buracos com energias positivas deve satisfazer n < ny, =
Uskon®
2(1—n2)3/2"
pois ny, & 7.74.
6Quando o campo elétrico é nulo, os niveis de Landau sdo sempre simétricos.

Na Fig. 4.3, para o caso em que 1 = 0.99, os sete primeiros niveis de buracos sao positivos,
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Capitulo 5

Fluxos dissipativos e nao

dissipativos no grafeno

Neste capitulo vamos calcular a densidade de corrente dissipativa para uma lamina plana
de grafeno (de comprimento L, — oo e largura L, — o0, de modo que quaisquer efeitos
de borda podem ser desprezados) na presenga de um forte campo magnético B =BZ e de
um campo elétrico finito E = — Fy (mesmas condigdes do capitulo anterior). Assumimos
que o principal mecanismo de espalhamento é devido a interacao elétron-fénon.

Na representacao de segunda quantizacao, o Hamiltoniano do nosso problema é dado

por

H:ZEQQLCLQ Z hw! bITb] + Z . (5.1)

qj=L,T j=L,T
onde af , a, e bfj, bfl sao os operadores criagao e aniquilacao de elétrons e fonons, respecti-
vamente; €, € a energia de um elétron no estado |a) = |n, k;, k), isto é, sdo os autovalores
e autovetores da equagao Hy |a) = €, |a), resolvida na Secao 4.4.
Consideramos apenas os modos de vibragao no plano (longitudinal j = L e transversal

j=T). O termo de interagao elétron-fonon H, segue das Refs. [21] e [44],

Hi, =00t — A1) Y aba (bg + bqu> (o] 9°CE o), (5.2)

aa'q
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onde A(t) = 1 e 0 parat > 0 et < 0, respectivamente; At > 0 finito (repare que a
interacao entre elétrons e fonons inicia em ¢ = At). As constantes de interacdo elétron-

fonon sao dadas pelas matrizes abaixo

A —igqye®
CE = g, | —— noTe (5.3)
2,0qu igye=2 7
T . h 0 92€2iw
Cq =1q = : (5.4)
2pwg A goe 2% 0

onde as constantes de potencial de deformacao e de acoplamento sao respectivamente

estimadas como ¢g; ~ 20 — 30eV e g» ~ 1.52eV [45], [46] e [47]; A = L,L,. Aqui
wé = 514, wg = s7q, p= 7.6 x 1078g/cm? ¢ a densidade de massa; sy, ~ 2.1 x 10%cm /s
e sy ~ 1.4 x 105cm /s sao valores tipicos para o grafeno [44]; ¢ é o angulo entre o vetor

de onda q e o eixo x.

5.1 Equacoes de movimento de elétrons e fénons

As equagoes de movimento para os operadores de elétrons e fonons sao dadas por

m% = (a0, H] — i—h (a0 —a® () (5.5)
1
dal ih
iH— — [of I % S (V)
ih 5t lal, H| - (al, — alT (1)) (5.6)
- n,
ih— = v}, H] - ZT—2 (b5 — 1O (1)) (5.7)
ovit hooL
ma—; = [vif, H] - i—h (b2F = bIOT (#)) . (5.8)
2

Aqui, al? () e bé(o) (t) sao os operadores aniquilagao na auséncia de interagao, isto é,

ordem zero com respeito a constante de interagao CJ. O lado direito das Egs. (5.5)—(5.8)
incluem termos infinitesimalmente pequenos, 71 € 79 — 00, 08 quais garantem a inde-

pendéncia da densidade de corrente dissipativa em relacao ao tempo, condicao necesséria
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nas discussoes de problemas cinéticos [48], [49]. Calculando os comutadores,

(o H] = €ao +0(t — A S ag (bz1 + bqu) (&) (5.9)
o’'qj

[af, H] = —coal, — 0(t — At Z aly (0 +115) (@) (5.10)

(b3, H| = hwlbl +0(t — At) Z al o (o) aor (5.11)

(b2, H] = —hwibit — 0(t — A:)az al a0 (&) e, (5.12)

aa’

onde (d)aer = (a| €'97CJ|a’) € o elemento de matriz relativo a constante de interacao,

segue que

ih?el = e,a,(t) +0(t — At) 3 [BL(E) + 0y (D)]aw (£)(d)aer — Llaa(t) —a ()] (5.13)

a'qj

W2 = —cal (1) —0(t—At) T [b4(1)+1/ (D]al, (1) (o — L [al (1) a0 ()] (5.14)

«
a’'qj

ih?80 = bl (1) + 0(t — A1) S al (1w (1)(d oo — 240 ~BO ()] (5.15)

aa’

i = ~hufif (1) = 0t — A1) T al (t)or () (@ — S (1) = VO (1)) (5.16)

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os membros das Egs. (5.13)—(5.16),

obtemos

<F1w — ot T—”) ao(w) = iha,(0) + Lal?(w) + Z St b (t) + b ()] an (£)dt(d2) g

1

(5.17)
(oo &) al(w) = ihaa(0) + o) = 5 [T 4(6) + Vel (dt(d )
(5.18)
(hw—hwng %) bl (w) = ihb}(0) + 21O (w) + 3 [re™ al (D) aa (t)dt(d g)aor (5.19)

aa’

(e + Pod + 2 ) b3l ) = B0 (0) + 2610 (@) = 52 [R5 al (t) ()t (5:20)

aa’
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5.2 Expansao dos operadores eletrénicos e fonénicos

Nesta secao, apresentamos a expansao dos operadores eletronicos e fononicos em zero,
primeira e segunda ordem com respeito & constante de interacao elétron-fonon. Vamos
admitir que a interacao elétron-fénon é "ligada" em ¢t = At, de modo que a contribuicao
de ordem zero seja independente da constante de interacao elétron-fénon. Entao, no

dominio da frequéncia, os operadores aniquilagao de ordem zero sao dados por

ih i 6,0
(hw — et Z—) 0® () = ifiag (0) + a0 (1w) = 4 () = 192l0) (5.21)
T1 T1 W — Wy
AN o il : ib (0)
(hw — hwl + T—2> b (w) = kbl (0) + T—Qb{f’) (W) = bV (w) = ” < o (5.22)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace em (5.21) e (5.22), facilmente obtemos

esses operadores no dominio do tempo,

a0 (t) = a,(0)e et (5.23)
biO(t) = bl (0)e ™", (5.24)

A fim de expandir os operadores eletronicos e fondnicos em ordens maiores com re-
lacao a constante de interagao elétron-fonon, extenderemos para o grafeno a abordagem
utilizada por Balev [21] em seu cdlculo da densidade de corrente dissipativa de um gas
de elétrons 2D nao relativistico interagindo com fénons acisticos no plano. Para ilus-
trar essa metodologia, vamos usar a Eq. (5.17) como exemplo. Podemos reescrevé-la da

seguinte forma:

a0 (w) = V(W) + ——< > / h e (b2 (8) + b1 ()] aw (1) dt(d2) aer- (5.25)

ﬁ(w—wa—i-%) At

!

a'qj
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Por outro lado, a,(w) = al(w) + ol () + ai? (w) + - - -, onde
aM(w) = r@_ﬁ 3 /A e“tal OB (1) + T dH(d)aer  (5.26)
@ 7'1 OL . t

@) = T /A {00 + 5 (a0

+[bzf1>< >+ bi%”( )al ()}t () o (5.27)

e por af em diante!.
Pela Eq. (5.26), as aproximagoes de primeira ordem para os operadores eletronicos
e fondnicos sao obtidas desde que se conhecam os operadores de ordem zero. Entao,

substituindo (5.23) e (5.24) em (5.26), segue que
(1) _ 1 = iwt —dw gyt —zw jT iwl _t j
1 o'
w—wa/—wq

ei(wfwa,—wzl)At . ei(w w /+w i
- h w wa+ Zaa |: J bzl(o) + —bjT (0>:| (d‘21>060/

Daqui em diante vamos simplificar os resultados considerando At = 0. Assim,

_ ; it (O)a, .
aM(w) = i Z |:b{:1(0)a0,/(0j) + b 4(0)a, 5_0)} () e (5.28)

ﬁ(w wa+7_ ) (| wmwyr —wy wfwa/+w_q
1 Oc’q_]

Analogamente, pelas Egs. (5.18)—(5.20), obtemos respectivamente que
(1)t — 1 = wtj —iwlt Vil iwl _t7 1 Wt A
) = i Z/ 00 06 (0

4(0)al © b1 (0)al ,(0) ;
Z[ o tal | () - (5.29)

wtw s wq wHw s twg
/
BY)

= al(ll)T(w) zh w+wa+

[

1 As expressoes para os operadores criacao de elétrons e operadores criacio e aniquilacdo de fénons
sao obtidas pelo mesmo raciocinio.
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b ) = ez 2}/ ¢tal (0)¢ ago (0)e™ e dt(dL q)ocr

— bj(l) —i Z = _aa(O)a 1(0) (dj q)aa,_ (5.30)

—T——w)(—wa—l—w r—w)

i(1)t — 1 = wt T wat , —iw 1t j
bV (w) —n(wg%)z /0 ™'l (0)e™ an (0)e™ o dt(dl ) aa

— bj(l zh Z ( Wq aa(O)a ,(O) (dz{)aa’- (5.31)

7T—7w)( Watwyr—w)

aa’

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace nos operadores (5.28)—(5.31), obtemo-

los no dominio do tempo?:

— —4 —i(w wj . — 7«(“-/’ 1= W, )t
(1) o e—t(wa—i/T1)t _, : (w1 +wg)t e—iwa—i/T1)t_g a it
(t) =4 o a0) e b (0)
a’'qj 1 1

X o/ (0)(d]) aar (5.32)

Vit = 23" F(w“'“z‘”—e“wﬂ>tbf<o>+ ot ) _gloati/ it (g ﬂ

h wafwa/+wz1+% q Wa—Wq! wq+ s
a’qj
X CLL,(O) (dzl)a’a (5'33)
. —i(wy—wa)t _—i(wh—i/Ta)t .
) = 3 e a0 (0) (g (534)
; i(wa—wo )t _iwh+i/To)t ;
bzl(lﬁ(t) - _% - —wa-&-wa/j-wf;-% 2 al(o)aa,(o)(dzJO‘O‘I' (535)

aa’

Vamos simplificar ainda mais nossos resultados considerando t > 71, 7o, assim

(1) _ 1 —i(w /+wq)t . —i(w s — wq)t it j
00 =43 |0 + S0 aw O
2Utilizamos a propriedade da Transformada Inversa de Laplace £71 { (wl—w)l(wrw) } = 67;“(’22:3?)“’ 1
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aWt(t) = 12{ o ()l (0) + —£ Dt (0)al,(0)] (&) (5.37)

Wa—w /+wq+ i wafwa/quﬁ»% —q

7,(wa w /)t .

b](l) =1 Z o wq+7aT (0)aq (0)(d o)aar (5.38)
ei(w(y—wu,)t .

b = £ e al(0)aw (0)(d)a (5.39)

Agora que conhecemos as aproximagoes de primeira ordem, procederemos ao célculo
dos operadores eletronicos em segunda ordem. Pela Eq. (5.27), iniciamos o cédlculo para

o operador aniquilagao de elétrons,

./
—i(w ,/+w'7/)t f

0w —iwj j iwl e « a j
CLEE) (CU) h2 w Wa + Z fO t{ ot + bJj(l<0)e qt] Z [wa/—wan—wf;/_ilbél(())
a’'q'j’ T

77,(w 1 —w ,)t

+ b ()t (0) (A o + [Y ) ] (0) an (0)(d )

Wt —w gt Fw? ,—— —wytwon—wgt -
T1 ya!! 2

5 G 0 O s O B

Wy —W 11 wq

(2) - i’
o <w) lh2 - Z{ Z (w //+wq+w 70.))(0.} =W —Ww ,7% bil(o)b <O)

T1
aq_] a’q'j’!

L bL(0)'T,(0) + !
(wa//er%lfqu;,fw)(wa/fwa//erfll/f%) q( ) —q’( ) (wa//fw%ﬁrw]/,fw)(w/ —w i —w /7;)

-/

x b1 (0)6%,(0) + , —0"a(0 WL (0)]aar (0)(d)arn —

(wor wq—wq,—w)(w r—w i tw’ o 7T

1 T 1
Z[(wa//fw,ﬂrwa/fw)(fw,ﬂrwau7wf‘l+%)a7<0)aa"(0> + (Wt =Wy Fw s —w) (Wy—w g wq )

’YO(”

x ! (0)ag(0)]an (0)(d”q)yar }(d]) oo (5.40)

Procedimento similar permite obter o operador criacao de elétrons no dominio da fre-
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quéncia,

; i(w 7wj, t
(2)t § : zwt —iwlt it jwht E : e (@ar q’) Vi
a <W) h w+w +T1 / { 0)6 * + blq(())e * ] < wa/—wau-i-wf;,—l—% bq/ <0)

O[//(l J

i(wa//+w /)i .y v i(wa —w~y )t 1
mb{;(o)]a’r (0)(dzl,)aua/ — [Z WGL// (O)CL,Y(O)(dj,q)oéu,Y
T a//,y

’Y]al’ (0)€iwa,t}dt(dzl)o/a

_|_

+Z el (0)ay (0)(d o)

Wt — UJA,—wq 7_2

W) = Gy 2 2 e ot s O 0
o'qj a’q'j’
(wwﬂi’ﬁwﬂ;w)l(waffwaf/fwf;'ﬁ%)bz‘(o)bj‘li"(O) " <*wa~+wfé.'f*w?ﬂ>l(w oty )
x 071 (0)b7,(0) + - Y — e )bﬂq(o)bi' L (0)]al, (0)(d))ara
;[(—wau+ww—wa1—w)l(—wau+ww—w£+j2)al‘”(o)aw(o) + (—wau+ww—war—w§(wa~—ww—wq =)
(5.41)

x aly(0)ay (0)]al, (0)(d g)ar }H(dh)ara-

Aplicamos a Transformada Inversa de Laplace em (5.40) e (5.41) para levarmos esses

operadores para o dominio do tempo,

. -/
—i(wontwdtel Nt i(wa -t :
et T T 01 (0) 4

a - h E :{ § : i J i i q
w =W — w ,771 wa//+wq+wq, wa+7_1

a/qj a//q]

*i(wa//+wglfwj/)t —i(wa— )t .
— 1
L= —=e T (0] (0) + ——L——x
W —w u—l-w /—; wa//-i-wq—wq,—wa-‘r; e e
) ) . ] ) )
O A W W e e el T
— - - - — -
wa//fwﬁ]+wj,7wa+_% kS a W —w o +w? ,7% wa//fwflfwfl,fwaJr%
i _ —i(wa— =)t
Al 3’ i 1 e Hwan —wytwot_ T1
X b (0)0L g (0)]aar (O)(dg)orar = D oo o= I o i
@ vy @ @ T1 vy all q To

,Ya//
e—i(wa”—w +wa/)tie*i(wa*%)t . .
+ e ]al (0)aan (0)an (0)(d 4 )rar } (dy)aar (5.42)

Wy =W —Wg— ;
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1(wa+ )t
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w2 A1 b (0)0% (0)+
Wt —W,, //+w +* —wau-&-wq,-f—wq-i-wa—i—ﬁ

a'qj a’q'j’
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i J J . i
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— J i
o wa//+wq,+ 1

] iy
ez(wa+ 71 )

7'1 it i’ 1
B (0)7(0) +

—
—w ”‘H’J /*Wq+wa+ Wa/*wa//*wf],ﬁ*%

7(1.)&//

ei(wa// —wytw 1 )t

— - -
) ] 2
Wy wq+wa+7

7,(wa+ )t

X B (0671 (0)al, (0) () o

1

Yo

#(0)ay (0)al, (0)(d.

ei(wa// —wxy +wa/ )t

i(“’a"‘i)t
e 71 f
Ja,
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7 7 (l)& ’Y}(
Wott —Wy—Wg To

Considerando t > 71,7 em (5.42) e

Sy
—i(w //+wa+w] Dt

E 1
o — .
—Ww +0J—y—wa/+wa+%
J
& oo

(5.43), segue finalmente que

—wW +w,y—wq+z/7'2

(5.43)

. ]
7i(w //+w3 7wJ,)t

@) = L P08} (0)
o ( - Z Z{Z w //7wa+wq+w +—w r—wyn wjl,fi *

o’ qj q'y

b (ow'T 0 i =l bf_fq(O)b/(O)

Wy waerq w’ ,+—

. .
i J J
—i(w gy —wgyg—w’ ,)t
e ( o =Yy

- 7 - -
Wy —w? Jy i _ i’ _ i
Wa wq+wq/+7_1 Wt =Wt wq, =

—w i tw’ ,*% Wt

b” (007 *,(o>

i(w 1 —wytw s)t

- ———
Wy —wl —
W1 —Wa —Wg wq/JrTl

,] _
X w /—w II—H/J] ]aa”<0)(d ) ol Z waell—wj‘Fwa/—wZ“"%

a T

v

)l (0)aw (0)aw (O ¢} ()

Wy =W, 11 —wWg— T2

( 1

J 1
—Wy W, —wg+ =

(5.44)

i’ j . ./ . -/ .
2)t (t) { z(u) ” —wfl/ —wipt bfl((])b] ,(0) n ez(wa,,+wi‘, —wit
“ w2 2 0 M
« - Wa—w gy tw? ,+w +— W —w o w? ,+— wa—wau—wi;,—b—wzl—b—%
oo/ qj  dj’
j 4 . il ] . ./ . ./ .
bzl(o)bi:;/ (0) el(wa” 7w;,+wa)t bjjq(o)b;, (0) el(wa// +w? o +wfl)t
X — > _ R
wa/—wau—w;,—i-% wa—wau-i-wf],—wfl-i-% wa/—wau-i-wfl,-i—% Wa—w g —as wq-i-—

vt 0T, (0)

i(w 1 —wy+w s)t

—d —9q T jl e o «
W —w o *wfllfi’% ] o ( )( q/)a//a/ E P—— +w,\/+#
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+ ——L——)al, (0)a,(0)al, (0)(dq)ar }(d)ara-
a 7T WaT 7,
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5.3 Densidade de corrente dissipativa

Para o cédlculo da densidade de corrente dissipativa, usaremos a seguinte expressao, valida

para um sistema fora do equilibrio [21],

iy =11 2 falul o) {(ebBaw®)) (5.46)

Assumindo que aq(t) = > 7, al” (), onde al” () foram calculados na secdo anterior

para n = {0, 1,2}, podemos escrever a média dos operadores eletronicos dependentes do

tempo da seguinte forma:

ok (Daw (1)) = ([0 (8) + a1 (1) +aT(1) + - Nlag () + 0 (1) + aZ (0) + 1))
= (@ ()aD®)) + (@M ()al) (1)) + (@O ()l (£))) + (aPF($)al) (1)) +
(aDT®al (0))) + (@PT@)al () + (@@ )l () + (@@ )al) (1)) -+ (5.47)

Consideremos apenas as contribuigoes até segunda ordem com relagao as constantes

de interagao elétron-fonon Cg e C’é. Deste modo, a média (5.47) se reduz a

{(al(t)aw®))) = (@@ )al () + (@@ )l () + (a1 (t)al? (1))
H{aPT )l ())) + (@D ()al () + (@@ ()all (#))). (5.48)

Usaremos o Teorema de Bloch-De Dominicis® [50], [51] para calcular cada uma das

30 Teorema de Bloch-De Dominicis afirma que o valor esperado do produto de
operadores fermionicos ((A,An—1...41)) é igual a =zero se n ¢ {mpar, ou igual a
S (=) (A A)) ((Ap—1 o A1 A1 ... A1) se m & par.  Por exemplo para n = 4,

temos ((A4A3A4241)) = ((A443)) ((A241)) — ((Asd2)) ((A341)) + ((A4A1)) ((A342)).  Aqui
({AnAn)) = %, onde {4, An} = A A + A A, (relagdo de anticomutagao); £ = 1 se A,
¢ um operador criagdo ou £ = —1 se A,, é um operador aniquilacdo. Vale ressaltar que este teorema

somente ¢ vdlido para sistemas em equilibrio termodinamico, em nosso caso esta condicao ¢é satisfeita
para t = 0.
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médias em (5.48). Iniciamos pela média dos operadores de ordem zero:

(@M (1)al) (1)) = ({al (0)e an (0)e =)} = ({af (0)an (0))) e'o =)t = 5o fo.

(5.49)
Mais facilmente concluimos que
((aD()al) (1)) = (@l (£)al (1)) = 0, (5.50)

pois temos médias sobre um nimero impar de operadores.

Com um pouco mais de trabalho obtemos as expressoes para as demais médias. Para
<<a£j>*(t)afj) (t))) temos:

. ] i(w //7L/Jj —w ///*Wj, )t

1 1 (B (O (O™ " e

(0l (a2 (1)) = fx Sy Sl

- - 7 -
J ) J i
a=Wantwat 7o) (War —wam —w i = 77)

T
. . . ./
. ; i —wl— w? : : 3 wl — —
L G SR L ) L

- - 7 - - - ] -
J 7 _ J _ _.J K3 _ D A )
(wa_wu” +wq+r1 )(wu/ W +wq, = (wa W —wg+ = )(wu/ W —w, P

. -/
. , ; el
(W pT (o)) e T e g )t

T j i
- - 7 - a . O Q! O d‘j oo d ol
ol O (O 0ol

(aPT(®)al (1))

- 1 Z [ (4nd) for B (L4nd) for
@ h2(Wa—w,r+2i/71) wa—wa//—b—wfl—b—i/Tl wa/—wau—i-wfl—i/Tl
a’qj
J J . .
NG for NG for i & 5.51
- — - " 11 .
T Wa—wn—wq+i/T1 wa/—wau—wa—i/n]( q)a a( —q)a a ( )

Agora a média ((a&z)T(t)ag) (t))):

B4 (0)7, (0))) (!, (0)ay (0 s gty e
((agﬁ(t)agg)(t))) _ 1 » qu{zq/j/[« (0)6.,(0)))((a_,, (0)a,(0))) a

— h2? a’’

= —— +
. V (wa—wau+w;,+w{]+%)(wam—wau—i-wil,+ﬁ) .

. " i _ o + J +

(T, ) ({al, (0ag (@))ye o "o e T

(B (OB, ) (al, (O)ag (e o~ * i ~0"

S ——
—w o—w Jy i _ _ i
(Wa—wyr W Twat o, Ywgrmr—worr wor T )

’

(wafwa//erf:,7wé+%)(wa/u*wa//+wi,,+ﬁ)
. . Y L A
(16T () (al, ()a ())e o’ T T T

-/ . .
- - - - - d‘] 19— —W //—|—(,() —w]—l—i _1—|—
(wﬂ_wa”_qu,/_wa—‘r%)(wa”/_wa”_qull—‘r%) ]( q/)a a ny[( a v q TZ)
. : —i(w _r—w _r+wy—w_ )t
e — i — 17 M o
(warr — wy — = 2)71)

el (0)a (0)al (0)aw (0))) (@) He )
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(0 (Do) (0)) = g 2oy Lol ) L for (. gJavrar (@

wq+’L/T2 w —Z/T2
+ Z ( 1+nfl + n‘zl + 1—fom 1—fom )
" - - - - — — - -
« _ _ J 1 _ J 1 2 _ _ J 2
W =Wt wq-i-f_l W wa""_wq"'?l Wy —w ///-‘rwq T Wyt =W 111 —Wg Ty

X (d‘iq>a/am (d{l)ama] .

Substituindo o’ por o’ no terceiro somatério, resulta que

@t (4),© Ltng g
<<aa (t)aa, (t)>> - h2(wa—w /+ L ) Z w //7wa/7wé+i/71 + wa//fwa/+wé+i/7'1)

X (d‘iq)a/a//(dﬂ)a//a —|— ( jfaAN + 'fa.” )(dj,q)oc”oé”(d.(]‘:l)o/oc

wi+i/T2 wh—i/T2
. 1—f i . 1=fon J i
(wa/—wa// —wh—i/T2 Wt =Wt +w£_i/72)(d_q)a,a"(dq)a”a]. (552)

Por fim calculamos ((a&O)T(t)aS,) ())):
Ot (1 (@) (B (00 (0))) ah (@)agn (0)))e b
({as” (H)ag’ (1)) = =5z P amam qu{Zq/j/[ +

(Worr—w /+wq+w ,-‘r i )(w =W n— wzl ‘ril
. -/
. . i _ J oyl _ j .
(BT, ) (ah (0)agn @)y 72Tt ()b (0))){(ak () (0)ype e T 2
(W —w /*H«)zlfwj,ﬁri)(w "m—w //erj/, £ ) (wy, //fwa/fwé+wil,+7i Wwgrmr —wonm—w ,7;)

J
<<bJ_T (O)b] T,(0)>><<aa(0)a p (0)»6 i(w all —wWa— wq—wq/)t , . o
+ a ]<dzl)a//lall_Z’Y[(_w7+w0¢l/_wa—i_g) 1_|_

J VU
(W —wor wq—wq,—i-;)(w " —w //-'rwq,—;)

_ e_i(“)a” —wa—wytw )t i ;
(w — Wa —wJ 7_2) 1] - <<GL (0)@,‘;(0)0,&// (O)G(x’”<0)>> (d]—q)’ya”}<dz1)a'oé'”

W1 —W ot W ﬂmﬁ*%

0 2 .
(at (e () = — e Tailloim + s S fer (o (@)
1+’I’Lj ’I’LJ fa”’ fo/”
+ Zo‘/“(wa///*waﬁfl&)a*ﬁ + wa/ufwa(iwéf% o wa/ufwa%»wéf% + wa///fwafwzlfé)

X (dzl)oz’o/” (dij)oz’”a] .

Trocando o’ por o no terceiro somatorio, resulta finalmente que

2 14ni :
<<a(0‘0)T(t)a(0‘/)(t)>> = hQ(wa —w /Jrf) Z w //—wa::£—i/T1 + wa//—wan—qwzl—i/Tl)

al/

X (& g)ara(d)arar + (7222 + ) (@ )avrar (A

wi+i/T2 wi—i/T2
fa// fa// ] ;
+ (wa//fwafwzl*i/m N wa//qu+wz;*i/7'2)(d]*q)o‘//()‘(dgl)a/a”]' (553>
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Entao, uma aproximacao para a densidade de corrente dissipativa, até segunda ordem

da constante de interacao elétron-fénon, é dada pela expressao abaixo:

i == > (el ) [(@T(0)al) () + (T (Bal) (1)) + (DT @)al ().
" (5.54)
Repare que a média <<a&O)T(t)a£3) (t))), embora diferente de zero, ndo participa dos proces-
sos dissipativos, uma vez que os termos de ordem zero nao incluem qualquer interacao
elétron-fonon®.

Substituindo (5.51), (5.52) e (5.53) em (5.54), obtemos

j(2) — § E 04|U |Oé i [ fa(1+nq) _ 4 n{]fa‘ _ fafa//. .
Y 52 LmLy Y Wa—Ww ,+7 W — wa—O—wq—% wau—wa—wﬂl—% Wt wa—i-wq—%

qj aa’a”
fafor & & 1 S (140d) Forr(14nd)
- wa//fwafwzxfé]( q)o/o/’( 7(1)04”0( T wa—wa/ﬂ-% [wa//,wa,,wé+% wa//fwa*fd;*%
e MLt (1) () — L [0
wa//—wa—&-w{]—% wau—wa/—i-w{l—&-% ! UJu—wa/‘f‘Tl Wt =Wt wq—O—TZl
4 for _ far=fon) + for (A=Fo1) ](dj) . (dj ) o farUar=fa)
w1 —w /+wj+i w1 —w /—wj—b—i w1 —w /+wj+i q/ava —q/aa Wo—wW /+i
«@ a q T « a qT - a « qT - @ a T
1 2 2 1
1 1 i J
X (wé—i + w{ﬁ.L)(dq>a'a<d—Q>a”a”}' (555)

T2 T2

Aqui, fo = {exp[(éq — p)/kpTe] + 1} e nl, = [exp(hwq) /kpT — 1]7" sdo as fungdes
de distribuicao de Fermi-Dirac e de Planck, as quais apresentam as populagoes iniciais
de elétrons e fonons, respectivamente. T, representa a temperatura dos elétrons, T a
temperatura da rede cristalina e €, = mm%(l —n?)'/4 s3o os niveis de Landau em
um sistema de referéncia de Lorentz que se move com velocidade de deriva vp = nup (na
Secao 5.5 fazemos uma discussao sobre essa mudanca de referencial para a estimativa de
Jo)-

Como (a|vy| ') = i(wa —war) (a |yl ') € limy, , o0 o

Wa—Wy! -1
_WQ’+i/Tl,2 -

—0q.0r, podemos
,aly

4Esta média sers 1itil apenas no calculo da condutividade Hall, na secdo seguinte.
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reescrever a densidade de corrente dissipativa da seguinte forma

(2) i e 1 R / fa(l"'nzl) néftx fafar
E E — aly|a ' — — ;
Jy n2 LyLy ( 0‘70‘/)< |y‘ >{[wau—wa+wfl——_:l T wau—wa—w{l——fl Wt —wWatwl— L

T2

qj aa’a
fafon j 7 I //(1+’I’Lj) 1 //(1+nj) njf "
+ aly j_i](dgl)oc'oc”(dfq>0/’a +[ e ‘]3_1 - — a ]9 - — ala —
Woll ~Wa—Wg T 7 o.)a//—(,ua/—u.)q—i-q_1 Woll ~Wa—Wg T o wa//—wa—i-wq—Tl
n{;lfoz”A _ fa’(l—"_na) _ néfa’ _ _ + fa/(l_fa’_') _ fa,(l_fa’_') i ]
wau—wa/—o—wa—b—% wa//—wa/—qu—kﬁ wa//—wa/-i-wfl—ﬁ—% wau—wa/—wé—i-% wa”_wa"i_w{l'i_%
1 1 j J
(dj )a”a(d— )a ‘o T fa”(fa’ - fa)( Vi N )(d] )a’a(d— )a”a”}' (5'56)
q wi—+ wi+="114 a

T2 T2

1

Em (5.56) aplicaremos a férmula de Plemelj® [52] nos termos do tipo PP -
wy —wptwgti/T1,

com 712 — 00. A parte relacionada com os valores principais (transi¢oes virtuais) nao

:(2) :(2)

contribui para j, ', pois o seu somatério é nulo. Dai que j;~ possui apenas transicoes

reais, isto é, caracterizadas pelas delta-funcoes:

.7:1(/2) — h2 ToLy L Z Z Oé’y|0é> (aualvaﬂ)q’j)’ (557)
qj ad’a’
onde A(a, o, 0", q,j) = [§(wWar — wWa + wh) fa(l 4 1) + d(war — wa — wl)n, fo — 0(war —
WaFwh) fofar +8(war —wa —wh) fo farl (e |97 Chla”) (" |e7 97 CL g a) + [~ 8(war —war —
wl) far (1 +1d) = 6(war — wa — W) far (1 +nd) — 0(war — war + Wl for — 6(war — wa +
w{l)n{lfau +5(wa~ — Wy —w{l)fa/(l —|—TL{1> +5(wa~ —We! +wﬁl)n{1fa/ — 5(wa~ — Wy —wﬁl)fa/ (1 —
fa”) + 5(ch — Wy T+ w{l)fa/<1 — fa”)] <O//‘e7ﬁq-r0cj1’a> <Oé/‘€_iq.r01q‘a”>.

Usando a relagdo de completeza ) |a)(a| = 1 e permutando apropriadamente «
com o’ e q com —q, prova-se que > .. > on{elyla)Ala, o', 0", q,j) = 0. Em seguida,
apés algumas manipulagoes algébricas, obtemos que

2 iqr ) —iq-r VI j

3 = B Yy Taw (@ lyl @) (ale™*Clla) (0797 C g ) [§(wa — war — @) (fo +

nf]fa - fafa’ - ana') + 5(Wa’ - Wo — wa)(néfa + fafa’ - fa’ - nzlfo/)}

Por fim, permutando o com o’ e q com —q no segundo termo, segue a expressao

A férmula de Plemelj (ou férmula de Dirac) estabelece que lim, o ﬁ =Pl Find(w), onde P

é o valor principal de Cauchy.
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simplificada para a densidade de corrente dissipativa até segunda ordem com respeito &

constante de interacao elétron-fénon:

I =B D (ale v Clal) (@l O a)§(wa — war — o)

qj ao’
<[fa(l = far) + ng(fa = fa)ll{er |yl a) — (o’ [yl &))]. (5.58)
Aqui (a|y| o) = yy" (kz)—nlpr/n/2 (1 — 772)71/4, conforme esté demonstrado no Apéndice

B.

5.4 Condutividade Hall

A densidade de corrente perpendicular ao campo elétrico, isto é, na direcao x, pode ser

escrita de acordo com a férmula abaixo,

Je = =5 (ol (e #)al) (1)) (5.59)

Repare que consideramos apenas o termo de ordem zero com respeito & constante

de interacao elétron-fonon, uma vez que nesta direcao o transporte é nao dissipativo. O
: : 2 nNo__ K K

elemento de matriz da velocidade v, ¢ dado por, (a|v.|a’) = vp [driy ) (v)o.m 4 (r).

Ap6s algumas manipulagoes algébricas, (« |v,|a’) pode ser reduzido a

/ } La/2 i) Ly/2 N -
(o) = 225 [ dne e [ g0, 0) 0 T )+
— Ly /2 —Ly,/2

/

”“/(Pn—l@z,kz (y))anf—l@‘Z?,k; (y) — %’Qn(ngz (y))‘bn/-l@‘,’i/,k; (y))
— 20, 3 (U1, ()P (T 4, ()] (5.60)

Considerando condicoes periddicas de contorno na direcao do eixo x, resulta que

2 (La/2

L —i(ky—k} )z
Lod—L./2

dzxe = Ok, .k, - Além disso, as fungdes oscilatérias @, (yy; , (y)) e @ @Z;,k; (v))

~ . ~ . . . , o~ ~!
sao ortonormais, se e somente se, seus argumentos sao iguais, isto ¢ ¥, (y) = Yy v (¥)
b "Y'V
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(vide Apéndice A). Felizmente ((aéO)T(t)ag],) (1)) = da.or fa (Veja a seglo anterior), o que
nos permite aplicar a ortogonalidade das fungdes ®,, em (5.60), desde que consideremos
L, — oo. A densidade de corrente nao dissipativa (5.59) passa a ser expressa conforme

o resultado abaixo,

jx - _;g]:LFy Z(Sk'zJCm ( n,n + (5n 1,n—1 — 6nn 1 Tll(snfl,n> fa (561)
=53 foa (502
n,kz

Seja a condigao 0 < yo(k,) < Ly, onde yo(k,) = I3k, é o centro da érbita ciclotronica.

Como k, = 2—”]\7;%, segue que o somatério em k, na Eq. (5.62) tem como resultado
Ny, = gzL” Entao,

—<EN " fur (5.63)

Nas Egs. (5.61)—(5.63) estamos assumindo que a energia de Fermi estd entre dois
niveis de Landau da banda de condugao, conforme a Fig. 5.1.

Para n = 0 observamos dois modos de energia zero, um do tipo elétron e outro do
tipo buraco, uma vez que préximo da borda da amostra sua energia é curvada para
cima (elétron) e para baixo (buraco) [9]. Os outros niveis de Landau sdo duplamente
degenerados. Devemos, entao, contar quantos niveis de energia estao abaixo da energia
de Fermi (de natureza eletronica, pois a banda de valéncia estd totalmente preenchida e
portanto nao contribui para o transporte de corrente). Esta contagem é igual a 2N + 1,
com N =0,1,2,... (para o caso da Fig. 5.1 tem-se N = 2). Por fim, levando em conta
a degenerescéncia relacionada ao grau de liberdade de spin, multiplicamos a Eq. (5.63)
por dois,

o= —1E (N +1). (5.64)

Por fim obtemos a condutividade Hall,

oy =% (N+1). (5.65)
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Figura 5.1: Oito primeiros niveis de Landau no grafeno. Enquanto os NLs na banda de
conducao ficam curvados para cima quando se aproximam da borda da amostra, os NLs
na banda de valéncia sao curvados para baixo. O NL n = 0 aumenta no ponto de Dirac
K e diminui no ponto de Dirac K’.

Ressaltamos que o resultado (5.65) coincide com a expressao originalmente obtida por

Gusynin e Sharapov [14].

5.5 Consideracoes adicionais

A Eq. (5.58), obtida na Secao 5.3, estabelece que somente transigdes reais de energias,
devido ao espalhamento por fonons actisticos no plano, estao contribuindo para a den-
sidade de corrente dissipativa. Basicamente, um elétron com energia ¢, caracterizado
pelo estado |o') sofre um espalhamento para um estado |a) de energia €, emitindo con-
sequentemente um fonon de estado |q) e energia w, (Fig. 5.2).

Repare que a densidade de corrente (5.58) nao inclui transi¢oes do tipo d(w, — war +
w{l), as quais representam o espalhamento de elétrons por féonons com a absorcao de
energia. Esta auséncia é apenas aparente, uma vez a transicao de energia com absorgao

pode ser transformada em uma transicao de energia com emissao desde que, em um dado
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Figura 5.2: Acoplamento de elétrons a foénons actsticos no plano. As linhas retas repre-
sentam os elétrons, a linha ondulada representa fénons no plano.

somatorio, os estados |a) e |a') sejam permutados e a condi¢ao de paridade da fungao
delta de Dirac seja aplicada. Sendo assim, o termo f,(1 — f3) deve ser associado as
transi¢oes envolvendo emissao, enquanto o termo ng(fo — f3) deve estd relacionado as
transicoes envolvendo absorcao®.

Outro ponto que merece ser discutido refere-se a funcao de distribuicao de elétrons
fa, presente na densidade de corrente dissipativa (5.58). Na Sec¢ao 5.3 introduzimos esta
fungao como sendo f, = {exp|(é, — p)/kpT.] + 1}, onde ¢, = m/ﬁ%(l — )14,
Um leitor mais atento deve ter reparado que esta energia difere daquela obtida na Sec¢ao
4.4, a saber €, dada pela Eq. (4.47). De fato, as energias sao diferentes porque foram
calculadas em diferentes sistemas de referéncias. Enquanto ¢, representa as autoenergias
dos niveis de Landau para um observador no sistema de referéncia do laboratério, €,
representa esses mesmos niveis, porém para um sistema de referéncia de Lorentz que se
move junto com o elétron, com uma velocidade de deriva vp = nup. Esta mudanca de
sistema de referéncia foi necessédria pelo simples motivo de desconhecermos a fungao de

distribuicao de Fermi-Dirac para o sistema de referéncia do laboratério, onde o campo

SSuponha, por exemplo, que a temperatura da rede 7' seja igual a zero. Entdo nq = 0 e portanto
nenhuma transicao de energia com absor¢ao de foénons ocorre. Neste caso, as transigoes de energia devem
necessariamente ocorrer com emissao de fonons.
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elétrico é diferente de zero e o transporte dos portadores de carga é nao-linear. Nao
obstante, no sistema de referéncia transladante que se move com velocidade vp, o campo
elétrico é nulo, e portanto a funcao de distribuicao de Fermi-Dirac pode ser aplicada em
sua forma usual’. Note ainda que a energia €, corresponde & solugio (4.23) onde o campo
elétrico é nulo, porém com B=./1- n?B, o campo magnético no sistema de referéncia
transladante [38].

Com o pardgrafo anterior em mente, podemos mostrar que a densidade de corrente
dissipativa (5.58) ¢ nula quando o campo elétrico é nulo®. De fato, usando a condigao
imposta pela transicao de energia wg = Wy — Wy, Teescrevemos a distribuicao de fénons
n{;l em termos das distribuicoes de elétrons,

nj _ 1 . 1 o fa(l — fa')
9 hwlh/kpT _ 1 elea—ea)/ksT — 1 — f.—f,

(5.66)

onde estamos considerando o campo elétrico igual a zero, e portanto uma condicao de

equilibrio na qual T' = T. De (5.66) segue que o termo fo(1 — for) + 1 (fa — far) =0, €

(2 ,
consequentemente jz(, ) = 0, como querfamos demonstrar.

"Estamos partindo do pressuposto fisico de que a populacdo de elétrons é a mesma em qualquer
sistema de referéncia.

8Fsta condicdo deve ser satisfeita desde que a auséncia de campo elétrico deve implicar auséncia de
corrente dissipativa.

50



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos o transporte nao linear de elétrons no grafeno nas condigoes
do efeito Hall quantico, ou seja, submetendo os portadores de carga a um campo mag-
nético perpendicular e um campo elétrico finito paralelo ao plano. Admitimos que o tinico
mecanismo de espalhamento desses elétrons é devido & interagao com fénons acisticos
longitudinais e transversais da rede cristalina.

O calculo dos niveis de energia (chamados niveis de Landau), bem como das fungoes
de onda que caracterizam os estados quanticos do Hamiltoniano de Dirac de um 1nico
elétron, revelou um comportamento nao usual desses portadores no grafeno. Basicamente,
o espectro dos niveis de Landau se estreitam a medida que o campo elétrico se aproxima do
valor critico vp B (isto é, 7 — 1), culminando com o seu consequente colapso. Além disso,
para valores do vetor de onda k, diferentes de zero, a assimetria dos niveis de Landau
aumenta com 77 — 1, podendo ocorrer a mistura dos estados de elétrons e buracos,
quando ambos os portadores possuem energias positivas. Esse comportamento andémalo
dos niveis de energia nao é observado em um gés de elétrons padrao bidimensional, sendo
uma consequéncia direta da natureza relativistica dos elétrons no grafeno.

A densidade de corrente dissipativa foi calculada considerando uma aproximacao até
segunda ordem dos operadores eletronicos com relagao & constante de interagao elétron-

fonon. O transporte dissipativo nao linear exibe apenas transicoes reais de energia,
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caracterizadas pelas emissao ou absorcao de fonons acisticos por elétrons, quando estes
saltam para nfveis de menor ou maior energia, respectivamente. J& no transporte nao
dissipativo, para o qual apenas a aproximacao de ordem zero deve ser considerada, pode-
se recuperar correta e naturalmente a expressao da condutividade Hall quantizada no

grafeno, fortalecendo a nossa metodologia.
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Apéndice A

Autofuncoes do Hamiltoniano de

Dirac no espaco de Hilbert

Neste apéndice vamos determinar as autofungoes (y |n; 5) no espago de Hilbert, justifi-
cando o aparecimento das autofungées do oscilador harmonico em (4.50) e (4.51), bem
como o argumento (4.52).

Podemos reescrever o operador 81 em termos dos operadores posicao e momento:

1—p2)'/4 —1/4 —1/2
gt = a \/nill y — 15k, + klpn (1 — 772) "Van - I (1 - 772) / a%] ’ (A1)

ou mais apropriadamente,

B =, — 20 (A.2)

whe g d¢nr,’

% 1)/ —1/4
onde ¢, (5) = U2k~ [y — By + il (1 72) ™/ /2],
Como |n) sao autovetores do operador niimero ('3 com autovalores n, isto &, 815 |n) =

n |n), podemos escrever a seguinte equagao diferencial de segunda ordem’

d*®, (G k)

n,kz

G 2 201 -2 () i) =0 (A3)

'Para simplificar a notaciio consideramos |n; 3) = |n).
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K
n,kg

com @, ( ) = ((nk, I7). As solugoes normalizadas da Eq. (A.3) no dominio da varidvel

ko~
Cn.k, Sa0 dadas por,

1 "
\/% (%) ‘H, (CZIcJ) 6_(Cn,ka:)27 se n é par
®, (CZI%) :{ 9 '2 1~ (e )2 }7 (A~4)
o (;) * H, (anz) e omka)”se m é fmpar
onde os polindmios an sao obtidos pela férmula recursiva
—~ xﬁ;(x)—nﬁ:(z),senépar
Hy (2) = { o~ — o } (A.5)
dxH, (xr) —nH, 1 (z), se n é impar

Repare que os polindémios H,, nao correspondem exatamente aos polinémios de Her-

oK
n kg

Ynkg
IpV2’

mais claro logo abaixo. Reescrevendo as funcoes oscilatérias ®,, para a nova varidvel

mite. Vamos considerar entao a mudanga de varidvel ¢ , = cujo significado ficard

Yy 1., obtemos
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Do (Y ,) = Wge
2Tk _1<?727km>2
i) = s () e

7‘.1/4\/5\/5 I
:,7’{ 9 1 (gz,kq )
~ o\ 1 nke “\ s
2(Unn,) = wrieves 4( I ) 2} ¢

@3(@?,1%) - ,T1/4\/%\/3g?

~K 2
[ /= 3 ~ _1( ¥nk
. 8 (yi,kz> _ 123/;,1%} e 2 ( ZBI)

(1’4@5,1%) = 7T1/4\/%\/@

~K 2
~K 4 oK 2 _1 2
16 (“) — 48 (—“) +12] ~H8)
B B

(I)n (Z'Jz,kz) = F1/4\/%\/WH” ( l;;

ou em funcgao de y:

~K 2
1—n? 1/8 7 () 1 U kg (V)
) = et (B52) ) (A7)

Em (A.6), H, corresponde ao n-ésimo polinémio de Hermite, de modo que as fungoes
®,,(y: 1., ) representam os estados usuais normalizados do oscilador harménico unidimen-
sional, conforme haviamos afirmado no final da Secao 4.4. Isto justifica a mudanca de

varidvel para . .
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Apéndice B

Calculo do elemento de matriz

(aly|a)

Temos que (a|y|la) = [ dryl(r)yp,(r), onde |a) = |n, k,, k) e ¥, (r) é dado por (4.50).
Entao,

(alyla) = Z / Ooy[ O (Y 1, (9) + 2001 (T 1, (1) — 48P (T 1, (1)) P (T 1, ()] dy.

Realizando a mudancga de varidvel yr, = (1— )y — vo" (ky)], onde yo" (k) =
1%k, — knlp (1 — n?)"*/2n, obtemos

[ —1/4 ~; n,k ~K ~K
(alvla) =5 [ 1= ) ™ T+ 0 ()R + BT

[ee]

—206P0 (U 1) Pr1 (U 1, ) 1Ay 1, -

Mas f+oo Un qu)z (y k,)dyn ke — f+oo U k,(I)Z ( kl)dggk =0e
f+oo ?7n kz(b (yn7kz>©n 1(yn K dyn ke — lB\/ n Portanto

nlstiy/n (B.1)

(alyla) = yy" (k) — Vi)t
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