
Universidade Federal do Amazonas

Faculdade de Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Engenharia Elétrica

Equalização Adaptativa Utilizando Seleção de Dados

em Transceptores em Bloco com Redundância

Reduzida

Mauro Lopes de Freitas

Manaus – Amazonas

Setembro de 2014



Mauro Lopes de Freitas

Equalização Adaptativa Utilizando Seleção de Dados

em Transceptores em Bloco com Redundância

Reduzida

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-Graduação em Engenharia Elétrica,

como requisito parcial para obtenção do Tí-

tulo de Mestre em Engenharia Elétrica. Área

de concentração: Controle e Automação de

Sistemas.

Orientador: D. Sc. Eddie Batista de Lima Filho

Co-orientador: D. Sc. Wallace Alves Martins



Mauro Lopes de Freitas

Equalização Adaptativa Utilizando Seleção de Dados

em Transceptores em Bloco com Redundância

Reduzida

Banca Examinadora

Prof. Dr. Wallace Alves Martins – Presidente e Co-orientador

Universidade Federal do Rio de Janeiro

Prof. Dr. Jozias Parente de Oliveira

Universidade Estadual do Amazonas

Prof. Dr. Celso Barbosa Carvalho

Universidade Federal do Amazonas

Manaus – Amazonas

Setembro de 2014



Ficha Catalográfica

L864e    Equalização Adaptativa Utilizando Seleção de Dados em
Transceptores em Bloco com Redundância Reduzida / Mauro
Lopes de Freitas. 2014
   108 f.: il. color; 29,7 cm.

   Orientador: D. Sc. Eddie Batista de Lima Filho
   Coorientador: D. Sc. Wallace Alves Martins
   Dissertação (Mestrado em Engenharia Elétrica) - Universidade
Federal do Amazonas.

   1. Transceptores multicanais. 2. redundância reduzida. 3. Set-
membership affine projection. 4. equalização adaptativa. I. Lima
Filho, D. Sc. Eddie Batista de II. Universidade Federal do
Amazonas III. Título

Ficha catalográfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Lopes de Freitas, Mauro



Aos meus pais e minha esposa.



Agradecimentos

Agradeço primeiramente a Deus por me ajudar a conseguir todas as minhas

vitórias.

Agradeço à minha mãe, Lucimar Lopes de Freitas, por estar sempre do meu

lado, nos momentos de vitória e derrota, e cujo amor é incondicional. Ao meu pai,

Mauro Marques de Freitas, por ter me acompanhado nessa jornada e à minha esposa,

Izabel de Oliveira Fernandes, por sua paciência, compreensão, ajuda e pelo seu amor.

Agradeço aos meus amigos e colegas de mestrado da UFAM e da COPPE/UFRJ,

pela amizade e pela força nas longas horas de estudo.

Agradeço aos amigos e ex-colegas de graduação da UFAM, pela amizade e com-

panheirismo.

Agradeço aos Profs. Waldir Sabino, Eddie Batista e Lucas Cordeiro, pelo su-

porte, direcionamento, encorajamento e amizade essenciais para a realização desse

trabalho. Agradeço ao Prof. Wallace Martins pela oportunidade em fazer parte desta

pesquisa, pelos ótimos conselhos e direcionamentos durante minha estadia na UFRJ.



“Magic is just science that we don’t

understand yet”.

Arthur C. Clarke (1917-2008)



Resumo

Atualmente, os transceptores multicanais baseados em blocos são largamente

utilizados em sistemas de comunicação sem fio, muito devido a sua estrutura bem de-

finida e ao blockwise encoding. A respeito dos principais problemas encontrados em

aplicações móveis, podemos destacar a interferência entre blocos, em decorrência da

superposição de cópias atrasadas do sinal, a qual é usualmente eliminada com a adi-

ção de uma quantidade de redundância entre blocos de dados adjacentes. Adicional-

mente, a equalização é comumente aplicada para mitigar o efeito do canal. Entretanto,

a quantidade de redundância pode estar superestimada, abrindo oportunidade para

a utilização de transceptores multicanais super-rápidos e com redundância reduzida,

que possuem como característica uma alta eficiência espectral e baixa complexidade

computacional. Entretanto, a abordagem super-rápida ainda possui uma alta com-

plexidade para atualizar os coeficientes de equalização e a maioria das arquiteturas

propostas não utilizam metodologias visando à redução do número de operações. O

trabalho atual trata este problema e propõe uma nova arquitetura para tranceptores

multicanais com transmissão em blocos, que se utiliza de uma equalização semi-cega

com seleção de dados, além da abordagem generalizada, baseadas em transformadas

rápidas de Fourier e matrizes diagonais. Os resultados das simulações demonstram

que a abordagem permite atualizar menos de 60% dos coeficientes de equalização du-

rante o período supervisionado e não supervisionado de equalização e manter a taxa

de saída competitiva para sistemas monoportadora e multiportadora.

Palavras-chave: Transceptores multicanais, redundância reduzida, Set-membership affine

projection, equalização adaptativa.



Abstract

Currently, block-based transceivers are widely used in wireless communication

systems, mostly due to their welldefined structure and blockwise encoding. Among

the main challenges encountered by mobile applications, there is an inherent interblock

interference, due to superpositions of delayed signal copies, which is commonly elimi-

nated with the addition of redundancy between adjacent data blocks. In addition to

that, channel equalization is also usually employed, in order to further mitigate chan-

nel interferences. However, the amount of redundancy may be overestimated, which

opens an opportunity for reduced-redundancy superfast transceivers, whose features

include high spectral efficiency and low computational cost. Although the superfast

approach aims at achieving low complexity, equalizer-coefficient updates are still very

complex tasks due to channel variations, and most designs do not employ methodolo-

gies for computational-effort reduction. The present work addresses this problem and

proposes a new design strategy for block-based transceivers, which provides semi-

blind equalization with data-selective update, besides the possibility of a generalized

approach, based on the fast Fourier transform and diagonal matrices. Simulation re-

sults show that our approach updates less than 60% of the equalizer coefficients during

supervised and blind period and maintain a competitive throughput for single-carrier

and multicarrier transmissions.

Keywords: transceivers, reduced redundancy, set-membership affine projection, adap-

tive semi-blind equalization.
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Capítulo 1

Introdução

Análises de mercado [1] estimam um crescimento no número de usuários e do

tráfego de dados em comunicações móveis nos próximos anos. Esta tendência se deve,

entre outros fatores, à nova geração de sistemas móveis, à proliferação de sistemas

de alta velocidade e ao aumento da comunicação entre máquinas [1, 2]. Melhorias

nos sistemas de comunicação modernos tornam-se cada vez mais necessárias com o

intuito de transportar o máximo de informação possível por um meio físico de forma

confiável.

Em sistemas sem fio, que irradiam a energia eletromagnética no ar através de

antenas, podemos destacar como fator limitante da capacidade do sistema o próprio

espectro eletromagnético. O espectro é um recurso finito regulado pelos governos [3],

em sua maioria, com o intuito de que vários serviços possam coexistir sem interferên-

cias. Logo, busca-se uma melhor eficiência ao se utilizar esse recurso, pois deve-se

evitar o aumento da alocação de faixas de frequências a medida que os sistemas neces-

sitem de mais capacidade. Esta necesidade provém, muitas vezes, da incapacidade de

incorporar novas faixas espectrais sem causar interferência com os serviços já existen-

tes.

Manter a complexidade computacional baixa é fator determinante no custo de

um novo sistema, logo, visando uma menor complexidade computacional, a capaci-

dade de verificar a importância dos dados em um mundo com cada vez mais informa-

ção tem se tornado essencial, fato conhecido como seleção de dados. Essa metodologia

posteriormente gerou filtros com seleção de dados [4, 5], sendo responsáveis por selecio-

1



1. INTRODUÇÃO 2

nar quais informações são mais relevantes a partir do estado atual do sistema, o que

possibilita o descarte de informações caso se tenha atingido um nível em que o ga-

nho com a utilização da nova informação seja pequeno para os parâmetros de projeto.

Essa propriedade reduz os custos computacionais, energéticos e geram consequente

barateamento dos sistemas, pois o sistema não precisa processar tais informações, mas

mantendo o desempenho do sistema satisfatório.

Podemos adicionar a esses filtros com seleção de dados a capacidade de ajuste

durante o tempo, conhecido como processo de aprendizagem e assim criar filtros adap-

tativos com seleção de dados. Essa nova categoria de filtros é um meio efetivo para a

melhoria da camada física de sistemas de comunicações. É também interessante por

ser flexível, o que permite seu emprego em sistemas de comunicações, a fim de torná-

los robustos a erros ou retirar a necessidade de reprojetar o sistema a cada variação

ocorrida, mantendo a complexidade computacional reduzida.

Interferências e distorções geradas pelo meio de transmissão são um dos princi-

pais problemas enfrentados para se melhorar a eficiência espectral [6, 7]. A degradação

do sinal ocorre devido à superposição dos sinais transmitidos, que são agrupados em

blocos. Há dois principais efeitos que causam interferência: a interferência entre sím-

bolos (do inglês, intersymbol interference) e a interferência entre blocos (IBI, do inglês,

interblock interference). Objetivando a eliminação ou a redução do efeito de superposi-

ção dos blocos, técnicas como OFDM (do inglês, orthogonal frequency-division multiplex)

[8, 6] e SC-FD (do inglês, single-carrier frequency-domain equalizer) [9, 6] foram desenvol-

vidas e constituem os transceptores multicanais (do inglês, transmultiplexer) em blocos

sem memória LTI (do inglês, linear time-invariant) mais conhecidos.

Os transceptores multicanais, OFDM e SC-FD, enquadram-se como ótimos exem-

plos de sistemas de transmissão digitais pois são utilizados amplamente. O OFDM

se destaca em transmissões digitais de rádio como o sistema europeu DAB (sigla do

inglês, digital audio broadcasting) [10, 11], em redes sem fio baseados no padrão IEEE

802.11x [12, 13]. Ele é utilizado em muitos sistemas de transmissões de televisão digi-

tal, em especial podemos destacar o Sistema Brasileiro de Televisão Digital (SBTVD) e

em sistemas de transmissão com fio xDSL (do inglês, high-speed digital subscriber line)

[14, 15]. Está presente em sistemas 3G-LTE na conexão direta (do inglês, downlink con-
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nection) enquanto que sistemas SC-FD são representados, por exemplo, na conexão

reversa (em inglês, uplink connection).

Porém, em sistemas OFDM são conhecidas algumas desvantagens como a sen-

sibilidade ao CFO (sigla do inglês, carrier-frenquency offset) e um alto PAPR (sigla do

inglês, peak-to-average power ratio) e por isso SC-FD tem recebido atenção dos pesquisa-

dores ao remediar os problemas citados sem aumentar consideravelmente a comple-

xidade computacional, e por utilizar a mesma quantidade de banda para transmissão

de dados [16, 17, 18]. Ambos os sistemas inserem uma quantidade de redundância

na transmissão, a qual permite a diminuição dos efeitos do canal, entretanto, reduz

a transmissão efetiva de dados. Por este motivo, deve-se diminuir ao máximo esta

redundância inserida, mantendo a taxa de transmissão dentro dos parâmetros de pro-

jeto. Em um modelo de canal com memória L ∈ N, foi mostrado em [19, 20, 21] que

a mínima redundância para que se obtenha reconstrução perfeita do sinal transmitido

é dL/2e. Vários tipos de redundâncias podem ser inseridas, como a inclusão de zeros

(do inglês, zero padding) ou suas derivações, como o ZP-ZJ (sigla do inglês, zero padding

zero-jamming).

Em conjunto com os transceptores multicanais com redução da redundância,

é possível a realização da equalização adaptativa com seleção de dados, aquela que

emprega algoritmos adaptativos com seleção de dados. Entretando, estes algoritmos

normalmente necessitam de um período de treinamento, o que reduz o número de sím-

bolos contendo dados efetivamente, em decorrência da necessidade de símbolos piloto

ou de referência. Outra possibilidade consiste em uma equalização cega, mas esta pos-

sui uma complexidade maior e uma pior convergência em geral [22]. Percebeu-se que é

possível fazer a combinação da equalização cega e do período de treinamento gerando

uma solução que representa o compromisso entre a complexidade computacional e a

eficiência espectral desejada, gerando a equalização semi-cega [23, 24].

Apenas alguns trabalhos adotaram algorítmos super-rápidos, ou seja, aqueles

que empregam algorítmos que requerem O(m logd m) computações, sendo d ≤ 3 [25],

enquanto reduzem a quantidade de redundância [26, 27], se utilizando do fato de que

um menor número de redundância tem o potencial de ser benéfico para a taxa de trans-

missão e que a quantidade desta redundância pode estar superestimada. Devemos
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destacar o trabalho [28] que apresenta transceptores multiportadoras em bloco com re-

dundância reduzida (MCRRBT, do inglês, multicarrier reduced-redundancy block trancei-

vers) e transceptores monoportadoras em bloco com redundância reduzida (SCRRBT,

do inglês, singlecarrier reduced-redundancy block tranceivers) sendo considerado o estado

da arte neste tema. Isoladamente, a seleção de dados também já foi utilizada na equa-

lização de modulações QAM [29], e na utilização de sistemas subotimos (aqueles que

utilizam somente parte de suas estruturas objetivando redução computacional) [30, 6].

1.1 Motivação

Algoritmos adaptativos são empregados em diversos aparelhos eletrônicos, desde

brinquedos, celulares a microfones modernos, sendo sua implementação mais conhe-

cida o cancelamento de ruído. Este tipo de algoritmo pode ser utilizado em diversas

outras soluções de problemas modernos, como redução de ruído, predição de sinal e

equalização, sendo esta última a qual focaremos.

A equalização possui um importante papel em qualquer sistema de comuni-

cação moderno. Transceptores super-rápidos, monoportadora e multiportadora com

redundância reduzida possuem um papel importante na melhoria da eficiência es-

pectral ao tentar reduzir a quantidade de informação extra inserida durante a trans-

missão, porém estes possuem equalização com complexidade assintótica total igual

a O(Mlog2
2M) [31, 32]. Apesar dos avanços, essa complexidade pode ser proibitiva

para a implementação desses sistemas, além da estimação do canal, que é anterior ao

processo de equalização em si, a qual degrada a eficiência da transmissão.

Durante muito tempo, equalizadores lineares foram os mais utilizados devido

a sua simplicidade computacional. Com o advento de sistemas computacionais cada

vez mais rápidos, equalizadores não lineares tem ganhado força, sendo um desses os

equalizadores adaptativos. Equalizadores baseados em algoritmos adaptativos pos-

suem instruções para que os coeficientes dos filtros sejam atualizados, mas diferente-

mente dos problemas de otimização, eles não possuem condição de parada [4, 33, 29].

Com o advento de sistemas móveis dependentes do baixo consumo de energia, rea-

lizarmos a redução da energia para a atualização dos coeficientes. A atualização tem
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um valor fixo de energia gasto a cada iteração, o que deve ser evitado. É esperado que,

com o passar das iterações, o sistema ganhe conhecimento e necessite de uma menor

quantidade de iterações futuras. É exatamente isso que sistemas com seleção de dados

fazem, realizam uma verificação se a entrada oferece informações suficientes para uma

atualização e salvam energia que seria despendida quando julgam não ser necessário

uma atualização, sem falar na redução de complexidade obtida.

Como exemplo, o transceptor multicanal proposto com equalização possuindo

seleção de dados consegue uma redução de mais de 50% após um período que con-

sideramos de estado estacionário, em que a entrada do sistema já possui uma menor

influência sobre as atualizações como será visto durante este trabalho. Resumindo, a

utilização da seletividade de dados com sistemas de comunicação baseados em redun-

dância reduzida tem enorme apelo prático pela baixa complexidade.

1.2 Propósito do Trabalho

Esse trabalho tem por objetivo a utilização de transceptores super-rápidos MCR-

RBT e SCRRBT com equalização adaptativa e seleção de dados. Os transceptores utili-

zados possuem como característica o emprego, em sua estrutura, de algoritmos basea-

dos em FFT (do inglês, fast Fourier transform) [34, 35], considerados menos complexos

que tradicionais transceptores em bloco sem memória lineares e invariantes no tempo,

objetivando a melhoria da taxa de transmissão. Mas estes algoritmos, que possuem

equalizadores baseados em ZF (do inglês, zero forcing) [6, 7] e MMSE (do inglês, mini-

mum mean squared error) [6, 7] estão limitados por possuírem um custo computacional

relativamente alto para a estimação do canal, necessária ao problema de equalização,

o que restringe sua aplicação. Quando comparados aos sistemas MCRRBT e SCRRBT

anteriores, os transceptores propostos possuem as seguintes características:

• Complexidade computacional menor para o projeto dos equalizadores;

• Taxa de erro de bits similar;

• Throughput competitivo para canais com resposta ao impulso longa.
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Logo, para atingir esses objetivos este trabalho possui duas contribuições prin-

cipais: Primeiramente, a proposta de um transceptor multicanal com redundância re-

duzida com baixo custo computacional para a etapa de cálculo dos coeficientes do

equalizador. Para isso, utilizou-se algoritmos adaptativos com seleção de dados na

equalização, tais como SM-AP (do inglês, set-membership affine projection) e suas deriva-

ções. A importância desse algoritmo está em sua baixa complexidade computacional

inerente à atualização dos coeficientes, mas que possuam a capacidade de acompa-

nhar variações ocorridas no canal e retirar o efeito proveniente dele na degradação dos

símbolos transmitidos. Esta abordagem permite que os coeficientes sejam atualizados

tanto no período supervisionado, ou seja, quando os símbolos recebidos são símbolos

pilotos, quanto durante o período de equalização cega e se beneficiando das caracte-

rísticas de baixa complexidade computacional e, consequentemente, menor consumo

de energia, conforme ficará mais claro durante a dissertação.

A segunda mudança proposta consiste de uma nova estrutura de transceptor

com redundância reduzida e que utiliza zero-padding zero-jamming. A estrutura per-

mite o aumento dos ramos de equalização, em relação ao que foi proposto em [61].

Esta proposta permite a utilização das estruturas super-rápidas originais que são cons-

tituídas por FFT e IFFT (sigla do inglês, inverse fast Fourier transform), além de matrizes

diagonais, com a vantagem de aumentar a velocidade de convergência e permitir uma

melhora na taxa efetiva de dados, além da possibilidade de distribuir a carga compu-

tacional através da arquitura em paralelo que o sistema possui.

1.3 Organização da Dissertação

A introdução apresenta os objetivos e motivações da pesquisa feita durante a

realização desse trabalho. O restante dos capítulos estão divididos da seguinte forma:

O Capítulo 2, Transceptores como Banco de Filtros, apresenta uma revisão dos con-

ceitos básicos necessários a utilização de transceptores multicanais, tais como opera-

ções de mudanças de taxas, blocos de síntese e análise, e representação polifásica.

O Capítulo 3, Processamento de Adaptativo de Sinais, introduz ao leitor uma visão

geral do funcionamento de algoritmos adaptativos, em seguida, aborda a teoria de es-
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timação de conjunto e o algoritmo SM-AP, principal algoritmo utilizado na equalização

adaptativa desta dissertação.

O Capítulo 4, Transceptores Super-Rápidos em Bloco com Redundância Reduzida,

apresenta o processo de criação dos transceptores lineares e invariantes no tempo

super-rápidos que utilizam uma menor quantidade de redundância em sua transmis-

são [6, 28]. São demonstradas as mudanças realizadas nesse sistema com o intuito de

utilizar a abordagem de equalização adaptativa com seleção de dados, ao fazer uso de

equalização semi-cega. Também é demonstrada uma nova abordagem, em que a quan-

tidade de ramos dos transceptores é incrementada e é feita uma análise comparativa

entre as complexidades de sistemas.

O Capítulo 5, Simulações de Sistemas Transceptores com Equalização Adaptativa,

apresenta as simulações realizadas para comprovar o funcionamento da abordagem

proposta para sistemas monoportadora e multiportadora.

Por fim, o Capítulo 6, Conclusões, apresenta as contribuições do trabalho, além

de apresentar sugestões de trabalhos futuros.



Capítulo 2

Tranceptores como banco de filtros

2.1 Processamento Multitaxa e Multicanais

Alguns sistemas operam em diferentes taxas. Note que, nestes casos, os sinais

são gerados por meio do incremento ou da diminuição da taxa de amostragem. Nor-

malmente, esta mudança na taxa de amostragem é realizada por meio da inserção de

elementos nulos ou eliminação de amostras dos sinais. Matematicamente, isto pode

ser feito da seguinte maneira: considere as amostras de um sinal de entrada analógico

xa(n1T1), onde n1 ∈ N e T1 ∈ R é o período de amostragem. O operador mudança de

taxa, denominado T , produz o sinal de saída analógico ya(n2T2) = T {x(n1T1)}, sendo

n2 ∈ N e T2 ∈ R o novo período de amostragem. Usualmente, o fator de mudança de

taxa M = T1/T2 é um número racional [34, 36, 37, 38].

Os operadores de decimação e interpolação são comumente utilizados na mu-

dança da taxa de amostragem. Em uma breve descrição, podemos comentar que a

interpolação consiste na inserção de M− 1 valores nulos entre as amostras, o que re-

sulta em um sinal M vezes maior e a decimação, por um fator M, produz a redução da

taxa de amostragem, criando um sinal M vezes menor que o original ao eliminar M− 1

amostras. Os diagramas em blocos para decimação e interpolação estão representado

na Figura 2.1.

O operador de decimação pode ser descrito matematicamente como segue: po-

demos considerar um sinal digital xa(nTs) = x(n), sendo Ts o período de amostragem,

da seguinte forma:

8
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x(  )n xI( )k

(a)

x(  )n xd( )k

(b)

Figura 2.1: (a) Operador interpolação; (b) Operador decimação.

x(n) =
{

x0 x1 . . . xM xM+1 xM+2 . . .
}

(2.1)

posteriormente, podemos representar matematicamente a operação de decimação como

xd(n) = x(Mn), de forma que a operação de decimação sobre esse sinal utilizando um

fator M resulta em

xd(n) =
{

x0 xM x2M x3M x4M . . .
}

(2.2)

Perceba que esta operação seleciona os M-ésimos elementos do sinal x(n). Vale ressal-

tar que a decimação é variante no tempo [34, 39]. Assim considerando D o operador

de deslocamento, temos DM{x(m)} = xd(n), logo DM{x(m− k)} 6= xd(n− l).

A descrição matemática do operador interpolação pode ser feita, analogamente,

da seguinte maneira: supondo que o mesmo sinal de entrada x(n) seja interpolado por

um fator M, temos que o sinal interpolado resultante, denominado xI(n), é igual a:

xI(n) =
{

x0 01×(M−1) x1 01×(M−1) x2 . . .
}

(2.3)

onde 01×(M−1) representa um vetor de tamanho M− 1 contendo valores nulos. Perceba

que o sinal xI(n) possui as amostras de x(n) em instantes múltiplos de M. Dessa forma,

podemos escrever matematicamente que xI(n) = x(n/M). Em outras palavras, caso a

divisão n/M seja um valor inteiro, xI(n) terá o valor de x(n/M) ou 0 caso contrário.

Sinais com mudanças em sua taxa de amostragem podem ser analisados no

domínio da frequência. Para representar estes sinais neste domínio, podemos usar

a transformada de Fourier de tempo discreto (DFTF), representada pelo operador F .

Considerando um sinal qualquer x(n), sua transformada será igual a: F {x(n)} =

X(ejω). Portanto, um sinal decimado no tempo xd(n) resulta na seguinte relação na

frequência [34, 40]:
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Xd(ejω) =
1
M

M−1

∑
i=0

X
(

ej(ω−2iπ)/M
)

(2.4)

Adicionalmente, a interpolação de um sinal x(n) no tempo produz, no domínio da

frequência, a seguinte representação:

XI(ejω) = X
(

ejωM
)

(2.5)

As mudanças que os sinais originais sofrem após as operações de mudanças de

taxa podem ser percebidas se considerarmos as representações gráficas das equações

(2.4) e (2.5) ilustradas pela Figura 2.2. Pode ser visto que a interpolação resulta em uma

contração e na geração de um número maior de repetições espectrais, enquanto a de-

cimação cria uma expansão espectral no domínio da frequência. Esta expansão pode

causar a sobreposição das imagens espectrais ou aliasing [35, 34], que está indicado

por uma seta na Figura 2.2(b). É um efeito indesejado ocasionado devido a perda de

amostras no tempo em decorrência da decimação e que pode originar a impossibili-

dade de recuperação dessas informações se a quantidade de amostras suprimidas for

suficientemente grande.

A recuperação de sinais decimados e interpolados pode ser feita se conside-

rarmos alguns aspectos. Primeramente, com relação a decimação, note que os sinais

passa-baixa devem ser limitados a banda de π
M antes de usar a técnica de decimação

para que seja possível sua recuperação, como pode ser visto na Figura 2.3. Isso evita

que o sinal ultrapasse a frequência digital π após a decimação e assim ocorra sobre-

posição entre os espectros adjacentes. Com relação a interpolação, é sempre possível

recuperar esses sinais e os filtros são utilizados para eliminar as imagens espectrais do

sinal repetidas na frequência.

Para implementação de sistemas que utilizam a mudança de taxa é vantajoso

que as operações não ocorram em altas taxas, o que obriga os sistemas a realizarem

um maior número de operações em um menor tempo. Propriedades que comutam a

filtragem e a mudança de taxa de amostragem tem sido utilizadas com esse objetivo,

conhecidas como identidades nobres [34, 36] e seus diagramas em bloco podem ser

observados na Figura 2.4. Veja que esta propriedade comuta os blocos de forma que

a interpolação seja realizada após a filtragem, ou seja, o aumento da taxa de amostra-
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X(e
jω
)

0-2π 2π-4π 4π ωωp-ωp 2π-ωp-2π+ωp

(a)

aliasing

Xd

2 -π Mωp
0 Mωp 2π 4π-2π-4π -2 +π Mωp

-Mωp ω

(b)

ω

XI(e
jω
)

0 π
M

-π
M

- 2π
M

- 4π
M

- 6π
M

6π
M

4π
M

2π
M

(c)

Figura 2.2: (a) Módulo do sinal no domínio da frequência; (b) representação do sinal
após operação de decimação. (c) após a interpolação.

X(e
jω
)

-ωp
ωp

H z( )

X(e
jω
)

-ωp

M

ωp

M

XI(e
jω
)

-ωp
ωp

M

Figura 2.3: Mudança de taxa de amostragem.

gem é realizado após as operações. Analogamente, a identidade nobre permite que a

filtragem ocorra após a diminuição da taxa de amostragem na operação de decimação,

características consideradas vantajosas.

2.2 Banco de Filtros

A estrutura em banco de filtro, foi proposta primeiramente por Portnoff [41] ao

usar a técnica STFT (do inglês, short time Fourier transform), um caso específico de sis-

temas tempo-frequência baseado em banco de filtros. Se desconsiderarmos este caso,

podemos dizer que os primeiros banco de filtros foram sistemas TDM/FDM (do inglês,
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H z( ) Mx n( ) x kI( ) H z( )
M

Mx n( ) x kI( )

(a)

H z( )Mx n( ) x kd( ) H z( )
M

Mx n( ) x kd( )

(b)

Figura 2.4: (a) Identidade nobre para o interpolador e (b) para o decimador no domínio
do tempo.

time domain multiplexing/frequency domain multiplexing) [42] e os primeiros trabalhos de

processamento de voz na frequência [43].

Uma estrutura em banco de filtros é formada por blocos de interpolação e de-

cimação em conjunto com filtros de subbandas, resultando no sistema apresentado

na Figura 2.5. Este sistema é composto por duas estruturas básicas denominadas por

banco de análise e síntese. O banco de análise é o sistema que decompõe o sinal atra-

vés da série de filtros gm(n) onde m = {0, 1, . . . , M − 1} e M ∈ N. O sistema aplica

cada filtro em uma parcela do espectro do sinal x(n) e, em seguida, decima o sinal para

uma taxa M vezes mais baixa, gerando os sinais xm(n) que, em conjunto, formam a

subbanda do sinal x(n). Esses filtros possuem sua importância ao retirarem o efeito de

aliasing.

O banco de síntese é formado pela série de filtros fm(n). Esses filtros somam

os sinais xm(n) para formar uma única saída, ou multiplexar o sinal. Primeiramente,

cada xm(n) sofre um aumento na sua taxa de amostragem e as repetições do espectro

são eliminadas. Filtros de síntese selecionam quais subbandas estão contribuindo para

a formação do sinal x̂(n). Caso o sinal de saída x̂(n) seja idêntico ao sinal de entrada

x(n), a não ser por um atraso constante n0 ou um fator de escala, é dito que o banco

de filtros possui reconstrução perfeita [34, 44, 45, 46]. Vale ressaltar que ambos os

processamentos ocorrem em taxas de amostragem maiores, o que deve ser evitado se

possível [36, 34].

Conforme apresentada na Figura 2.6, temos três casos para a sobreposição es-

pectral, após os filtros de análise. Primeiramente, conforme a Figura 2.6(a), temos um

espectro sem sobreposição, neste as imagens no espectro estão separadas, ou seja, não

há interseção. Em um segundo caso, representado pela Figura 2.6(b), ocorre a sobre-
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g ( )0 n

g ( )1 n
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Banco de Análise

f0( )n

f1( )n

M

fM-1( )n

x n( )

Banco de Síntese

x k0( )

x k1( )

x kM-1( )

M

M

^

^

^

^

M

M

Figura 2.5: Banco de Análise e Síntese.

posição marginal. Note que a subbanda gerada pelo filtro G1(z) sobrepõe parcialmente

os espectros gerados por G0(z) e G2(z). Sistemas OFDM são os maiores exemplos de

sistemas projetados com esta característica, utilizando-se da ortogonalidade entre as

imagens espectrais adjacentes e assim evitando interferências entre as imagens, o que

resulta em um ganho de eficiência espectral. Por fim, o caso que desejamos evitar está

representado na Figura 2.6(c). Há elevada sobreposição entre a subbanda gerada pelo

filtro G1(z), impossibilitando a recuperação da informação.

2.3 Transceptores Multicanais

Podemos criar um sistema especial com múltiplas entradas [34], denominado

Transceptor Multicanal, se fizermos a utilização do banco de síntese como entrada do

banco de análise, conforme apresentado na Figura 2.7.

Podemos definir esse sistema da seguinte forma: suponha uma entrada sm(n) ∈

C ⊂ C, onde cada entrada pode ser proveniente de um usuário distinto, sendo C o con-

junto de símbolos da modulação e m ∈ {0, 1 . . . M− 1}. Os sinais a serem transmitidos

são processados por interpoladores e filtros de interpolação para, posteriormente, se-

rem somadas todas as subbandas geradas e temos como resultado o sinal w(k). Note a

diferença das variáveis temporais n e k, antes e após a mudança de taxa. Para a recupe-

ração do sinal original sm(n), se faz necessário o processo inverso no banco de análise,

ou seja, primeiramente é realizada a operação por meio dos filtros gm(n), em seguida
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G ( )z0
G ( )z1

G ( )z2

X(e
jω
)

ω

(a)

G ( )z0
G ( )z1

G ( )z2

X(e
jω
)

ω

(b)

G ( )z0
G ( )z1

G ( )z2

X(e
jω
)

ω

(c)

Figura 2.6: (a) Sem sobreposição; (b) sobreposição marginal; (c) com sobreposição ou
aliasing.

f0( )k

f1( )kM

M fM-1( )k

M g0( )n

g1( )n

gM-1( )n

s( )ns0( )n

M

^w k( )

s1( )n

sM-1( )n
M

M

Figura 2.7: Transceptor Multicanal segmentado pelos bancos de síntese e análise.

uma decimação buscando obter o sinal de saída ŝm(n).

Entretando, o sinal sofre distorções ao ser transmitido. Logo, o sistema apresen-

tado ainda carece de informações a respeito dos efeito de canal. A Figura 2.8 representa

um modelo mais abrangente, em que as distorções do canal são representadas pelos fil-

tros FIR h(n) ∈ C de ordem L ∈ N, além da inclusão do ruído aditivo v(k) ∈ C [6]. O

primeiro representa, por exemplo, distorções no espectro de frequência e, o segundo,
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ruídos térmicos no sistema.

Se faz necessária a eliminação dessas interferências, assim os filtros invariantes

no tempo fm(n) e gm(n) procuram mitigar alguma medida, como BER, para que ŝm(n)

se torne o mais próximo possível do símbolo transmitido. Esses filtros podem gerar

subbandas que não preservam individualmente a informação dos usuários, mas que

em conjunto possam reconstruir o sinal após os filtros de análise. Se analisarmos cada

saída individualmente, podemos definir matematicamente como ŝm(n − n0) = sm(n),

sendo n0 ∈N o atraso na transmissão.

f0(k)

f1(k)M

M fM-1(k)

x(k)
g0(n)

g1(n)

M

gM-1(n)

s(n)s0(n)

M

^
h(k)

v(k)

w(k) u(k)

s1(n)

sM-1(n)

M

M

Figura 2.8: Transceptor multicanal no domínio do tempo.

A relação entre o número de canais e a taxa de amostragem pode resultar na

perda de informações ou adição de redundância ao sistema. Perceba que se o número

de canais é M e a taxa de alteração das amostras é M, ou seja, são iguais, então as

bandas de cada sinal são incrementadas de M vezes. Assim, é esperado que se divida

o sinal em M subbandas iguais para manter o sinal sem interferência entre usuários.

Por outro lado, caso a taxa de amostragem seja menor que M, haverá perda de in-

formações. Em contrapartida, um número maior da taxa permite que sejam inseridas

mais informações, funcionando como uma espécie de redundância sem interferir na

transmissão original.

2.4 Representação Polifásica

Em um sistema transceptor busca-se a relação entre a informação transmitida e

recebida, no nosso caso, a relação do sinal de saída ŝ(n) com a entrada s(n). Para isso,
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primeiramente, devemos analisar a Figura 2.8 em blocos com o intuito de descrever

matematicamente esta relação no domínio do tempo. Se olharmos, primeiramente, a

saída do bloco de síntese, notamos a alteração da variável temporal n para k = Mn.

Isso ocorre devido a necessidade de sincronia dos sinais de entrada e dos interpolado-

res, o que proporciona uma correta realização das operações envolvidas. Ou seja, os

interpoladores só devem amostrar em instantes múltiplos n, o que transforma o sinal

de entrada em s′m(n) ∈ C, como a seguir:

s′m(n) = {sm(0), 0, 0, . . . sm(1), 0, 0, . . . sm(2), 0, 0, . . . } (2.6)

Desta forma, a convolução dos símbolos no tempo entre s′m(n) com cada filtro

fm(n) é descrita na Figura 2.9. Nota-se a representação dos instantes n = {0, 1, 2, . . . M}

desta operação, sendo o fator de interpolação M, evidenciando que existem M − 1

amostras nulas entre cada valor da resposta impulsiva w(k).

Como somente há operações em instantes múltiplos de M, podemos descrever

a soma das saídas dos filtros de síntese fm(k) como a seguinte convolução:

w(k) =
∞

∑
j=−∞

sm(j) fm(k− jM) (2.7)

Analisando o bloco de análise, a entrada é constituída pela conjunção da saída

do filtro de síntese e interferências causadas a este sinal na transmissão. Por isso, po-

demos descrever a entrada do filtro de análise u(k) como:

u(k) = h(k) ∗ w(k) + v(k) (2.8)

sendo h(k) ∈ C o filtro FIR representando o canal e v(k) ∈ C o ruído aditivo. Da mesma

forma, u(k) possui valores nulos em instantes não múltiplos de M. Logo, a saída do

filtro de análise é constuída como:

ŝm(n) =
∞

∑
j=−∞

gm(j)u(nM− j) (2.9)

sendo m ∈ {0, 1, . . . , M− 1}.
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w0(  )n

s0 (0)s0 (1) 0
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Figura 2.9: (a) Processo de convolução do filtro de síntese com sinal de entrada inter-
polado no instante n = 0; (b) n = 1; (c) n = 2; (d) n = M.

Substituindo as equações (2.10) e (2.8) em (2.9), encontramos a relação entrada-

saída desejada:

ŝ(n) =
∞

∑
j=−∞

∞

∑
i=−∞

∞

∑
l=−∞

gm(j)h(l)sm(i) fm(nM− j− l − iM) +
∞

∑
j=−∞

gm(j)v(nM− j) (2.10)

A análise no tempo pode se tornar complexa devido ao elevado número de ope-

rações envolvidas e sua complexidade. Procurando simplificar esta operação, é co-

mum a utilização de outras ferramentas alternativamente, como a representação poli-

fásica. Esta representação se utiliza da propriedade que um sistema pode se comportar

como um seletor de dados por meio da utilização de operadores de mudança de taxa

e deslocadores temporais. Para isso, podemos supor o sinal de entrada s(n):
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Figura 2.10: Chave seletora e sua equivalência utilizando atrasos e mudança de taxa
de amostragem.

s(n) =
{

s0 s1 s2 . . .
}

(2.11)

sendo este a entrada do sistema polifásico, que é formado por atrasos e decimações

pela taxa M, como ilustrado na Figura 2.10. A representação polifásica deste sinal,

gera um sinal de saída sm(n) descrito, matematicamente, como:

sm(n) =
{

sm sM+m s2M+m . . .
}

(2.12)

em que m ∈ {0, 1, 2 . . . M}. Note que, a seleção de dados tem a função de uma chave

seletora com periodicidade M.

Além disso, a representação dos componentes polifásicos [34, 40] do filtro fm(k)

pode ser representada no domínio Z como:

Fm(z) =
∞

∑
k=−∞

fm(k)z−k (2.13)

Fi,m(z) =
∞

∑
j=−∞

fm(jN + i)z−j (2.14)

Ao substituirmos k = jN + i na equação (2.14), geramos o resultado:

Fm(z) =
∞

∑
i=−∞

Fi,m(zN)z−i (2.15)

De forma análoga aos filtros de síntese, o banco de filtros gm(k) pode ser descrito no,

domínio Z , como:
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Gm(z) =
∞

∑
k=−∞

gm(k)z−k (2.16)

Gi,m(z) =
∞

∑
j=−∞

gm(jN + i)z−j (2.17)

ao substituirmos k = jN + i na equação (2.17), encontramos a expressão polifásica de-

sejada para o banco de filtros Gm(z) sendo igual a:

Gm(z) =
N−1

∑
i=0

Gi,m(zN)z−i (2.18)

onde m = {0, 1, . . . M − 1}. Lembrando que as variáveis N e M, respectivamente, o

número de decomposições polifásicas e o número de coeficientes do filtro, podem ser

distintas. Neste caso, são inseridos coeficientes com valor 0 a sequência, o que resulta

em decomposições polifásicas com diferentes quantidades de coeficientes com valores

nulos.

A representação polifásica pode ser vista também em sua forma matricial [6, 48].

Para isso, podemos reescrever a equação (2.15). A parcela referente aos atrasos z−i

pode ser redefinida como o vetor dT a seguir:

dT(z) =
[
1 z−1 . . . z−(M−1)

]
(2.19)

Adicionalmente, os filtros representados por Fi,m(zN) podem ser definidos como:

Fm∈N(z) =
[

F0,m(z) F1,m(z) F2,m(z) . . . FN−1,m(z)
]T

(2.20)

os elementos da (2.20) podem ser agrupados, matricialmente, para formarem:

F(zN) =
[
F0(z) F1(z) . . . FM−1(z)

]
(2.21)

Finalmente, podemos definir a representação matricial da equação (2.15) que

estamos procurando, ao agruparmos as equações (2.21) e (2.19), formando:

Fm(z) = dT(z)F(zN) (2.22)

Analogamente ao banco de síntese, temos a representação polifásica para o banco

de análise. O vetor de deslocamento temporal, diferentemente do banco de síntese, é
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Figura 2.11: Transceptor Multicanal.

formado por avanços temporais. Logo, podemos reescrever esta parcela da equação

(2.18) como:

d(z−1) =
[
1 z . . . z(M−1)

]T
(2.23)

Também podemos reescrever a parcela referente a Gi,m(zN) como:

Gm(z) =
[

G0,m(z) G1,m(z) G2,m(z) . . . GN−1,m(z)
]

(2.24)

os vetores apresentados na equação (2.24) podem ser agrupados de forma matricial,

formando:

G(zN) =
[
G0(z) G1(z) . . . GM−1(z)

]T
(2.25)

Assim, a equação (2.23) e (2.25) podem ser agrupadas para gerar a representação

matricial da equação (2.18), tal que:

Gm(z) = G(zN)d(z−1) (2.26)

Logo, o transceptor multicanal pode ser descrito em nova forma, basta utili-

zarmos o conjunto de equações (2.22) e (2.26) para formarmos o sistema descrito na

Figura 2.11. Observe que nessa representação as operações de filtragem ocorrem nas

taxas altas, o que é computacionalmente indesejado. Buscando maior eficiência nesse

sistema, é possível aplicar as identidades nobres apresentadas no sistema da Figura 2.4.

Com isso, geramos um sistema equivalente em que as operações ocorrem em taxa

baixa, ilustrado no sistema da Figura 2.12.
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Figura 2.12: Transceptor Multicanal com canal pseudocirculante.

Na Figura 2.12, os blocos destacados em tracejado, constituídos pelo filtro H(z),

os vetores de deslocamento (atraso e avanço), decimadores e interpoladores podem ser

agrupados para formar uma matriz pseudocirculante H(z). Isto pode ser realizado ao

supormos o filtro FIR do canal como:

h(k) =
{

h0 h1 h2 . . . hL

}
(2.27)

em seguida, este sinal pode ser representado no domínio Z em sua forma polifásica,

de forma que:

Hj(z) =
∞

∑
n=−∞

h(j + nN)z−n

H(z) =
N−1

∑
j=0

Hj(zM)z−j
(2.28)

sendo 0 ≤ j + nN ≤ L e N o fator de mudança de taxa.

Podemos representar os outros sinais da Figura 2.12 no domínio Z da seguinte



2. TRANCEPTORES COMO BANCO DE FILTROS 22

forma1,2:
Sm(z) , Z{sm(n)}

W(z) , Z{w(k)}

U(z) , Z{u(k)}

V(z) , Z{v(k)}

Y(z) , Z{y(k)}

Ŝm(z) , Z{ŝm(k)}

(2.29)

Assim, se desconsiderarmos o ruído aditivo v(k), podemos inferir a entrada do filtro

de análise se supormos que l é a variável referente a l-ésima entrada do transceptor, m

é referente a m-ésima saída e sendo ambos pertencentes ao conjunto {0, 1, 2 . . . N − 1},

assim podemos inferir a relação:

Um(z) =
[
z−l H(z)Wl(zN)zm

]
Um(z) = Wl(z)

[
zm−l H(z)

] (2.30)

sendo Um(z) a m-ésima saída da área tracejada e Wl(z) refere-se à l-ésima entrada. Caso

suponhamos que esta área em destaque da Figura 2.12 tem como matriz de transferên-

cia [H(z)]ml, podemos desenvolver a relação a seguir:

[H(z)]ml =
Um(z)
Wl(z)

= [zm−l H(z)]dec(N) (2.31)

onde dec(N) refere-se ao operador de decimação por um fator N. Assim, esta equação

pode ser reescrita, se utilizarmos o resultado da equação (2.28) para formar:

[H(z)]ml = [zm−l ∑
i

Hi(zN)z−i]dec(N)

=

[
∑

i
Hi(zN)zm−l−i

]
dec(N)

(2.32)

em que i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Esta equação ainda pode ser simplificada. Sabendo que somente valores múl-

tiplos de N ou, no domínio Z , aqueles que são potência de zN não serão anulados

pela operação de decimação e que m− l está restrito ao intervalo −(N − 1) ≤ m− l ≤
1O símbolo , significa equivalente
2O operador Z{·} equivale a transformada Z aplicado a um sinal. Logo, Z{x(n)} = X(z) =

∑∞
n=−∞ x(n)z−n
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(N − 1), podemos separar o resultado da equação 2.32 em dois casos. No primeiro,

quando m− l ≥ 0, os valores não nulos ocorrem quando m− l − i for igual a 0, já que

nenhum outro múltiplo de N respeita as restrições. Esse fato resulta em:

[H(z)]ml =
[

H(m−l)(zN)
]

dec(N)

= H(m−l)(z)
(2.33)

O segundo caso ocorre quando m− l < 0. Assim m− l − i deve ser igual a −N, pois é

a única condição que satisfaz as restrições, de modo que, obtemos a seguinte relação:

[H(z)]ml =
[
z−N H(N−(m−l))(zN)

]
dec(N)

= z−1H(N−(m−l))(z)
(2.34)

As equações (2.33) e (2.34) podem ser agrupadas em suas respectivas linhas e

colunas para formarmos a matriz pseudocirculante que procuramos:

H(z) ,


H0(z) z−1HN−1(z) z−1HN−2(z) . . . z−1H1(z)

H1(z) H0(z) z−1HN−1(z) . . . z−1H2(z)
...

... . . . ...
...

HN−1(z) HN−2(z) HN−3(z) . . . H0(z)

 (2.35)

Ainda a partir desse resultado, podemos inferir que a matrix de transferência

T(z), que representa a relação entrada-saída entre os vetores s(n) e ŝ(n), pode ser des-

crita como:

T(z) = G(z)H(z)F(z) (2.36)

A partir desta matriz T(z), podemos analisar se o sistema insere ou não interferências.

O sinal ideal requer que os elementos da matriz diagonal sejam somente atrasos e os

outros elementos sejam nulos, originando a propriedade conhecida como zero-forcing

[48].

Adicionalmente, podemos considerar neste modelo o erro aditivo, de forma que

a relação entre o sinal transmitido e o recebido se torne:

Ŝ(z) = G(z)(H(z)F(z)S(z) + V(z))

Ŝ(z) = T(z)S(z) + G(z)V(z)
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Figura 2.13: Efeito da interferência sobre o sinal transmitido.

O sinal transmitido irá sofrer interferências do canal caso o canal possua memó-

ria, fato bem comum em transmissões sem fio. Seu efeito pode ser visto na Figura 2.13,

onde está demonstrado que o sinal u(n) após o bloco do canal, sofre uma sobreposição

do bloco anterior u(n− 1). É esperado que estas interferências sejam eliminadas após

o bloco de recepção.

Podemos reescrever a matriz pseudocircular do canal H(z) de forma que os efei-

tos das interferências entre símbolos (ISI, do inglês intersymbol interference), bem como

entre blocos (IBI, do inglês interblock interference) fiquem separados em duas matri-

zes distintas. Suponha o caso em que N > L, sendo L a ordem do canal. Assim,

ao analisarmos a equação (2.27), notamos que o valor de n está limitado a inequação

0 ≤ nM + j ≤ L, portanto o único valor que respeita esta inequação é n = 0, produ-

zindo assim Hj(z) = h(j). Podemos então representar a equação (2.35) como a matriz

FIR, da seguinte maneira:
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H(z) =



h(0) 0 0 . . . 0

h(1) h(0) 0 . . . 0
...

...
...

...
...

h(L) h(L− 1) . . . . . . 0

0 h(L) . . . . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 h(L) . . . h(0)


︸ ︷︷ ︸

,HISI

+z−1



0 . . . 0 h(L) . . . h(1)

0 0 . . . 0 . . . ...
...

...
...

...
... h(L)

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

,HIBI

(2.37)

2.5 Transceptores em Bloco

Nesta seção, iremos apresentar os transceptores em bloco. Este tipo de trans-

ceptor é caracterizado por realizar trasmissões sem a necessidade de informações de

blocos anteriormente transmitidos ou recebidos, ou seja, para este transceptor é neces-

sário somente informações dos blocos do instante atual. Matematicamente, são então

definidos por F(z) = F e G(z) = G, sendo as matrizes de transmissão e recepção, res-

pectivamente, por serem considerados transceptores sem memória. Há a restrição dos

filtros { fm(k)}m e {gm(k)}m terem seu comprimento menor que N para que não pos-

suam memória.

Uma característica desejada em transceptores em bloco consiste na eliminação

de interferências sofridas durante a transmissão. Para tal, podemos analisar três casos

de escolha entre a quantidade de símbolos M em um bloco e o fator de mudança de

taxa N:

• N < M, neste caso, a informação não consegue ser recuperada, independente-

mente do canal utilizado em razão da própria estrutura do transceptor, pois são

eliminadas informações durante a mudança de taxa.

• N = M, temos um sistema conhecido como minimamente interpolado [49, 48].

Neste caso, também ocorre a impossibilidade de recuperação. Na pesquisa de-
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senvolvida por Lin [48], foi demonstrado para diversos tipos de transceptores

(tais como FIR ortogonais, não-ortogonais e IIR) as condições de recuperação.

Este fato pode ser verificado ao analisarmos a equação (2.36). Esta matriz de

transferência T(z) não gera interferência quando possui a propriedade de zero-

forcing, ou seja, quando gera uma matriz diagonal, o que torna a saída igual a

entrada, a despeito de atrasos e escalares. Para percebermos a impossibilidade

de recuperação, supomos que Z{h(n)} é FIR, o que produz det(H(z)) também

como FIR. Posteriormente, podemos calcular o determinante de T(z), tal que:

det(T(z)) = det(G(z)F(z))det(H(z)) (2.38)

Suponha um transceptor FIR, logo det(G(z)F(z)) também será FIR e consequen-

temente det(T(z)) se torna FIR, entretanto queremos que det(T(z)) gere atrasos.

Logo, o transceptor não pode ser FIR com N = M, a não ser que det(H(z)) seja

composto de atrasos, em outras palavaras, o canal deve ser ideal.

• Como alternativa surge o terceiro caso, conhecido como sobreinterpolação, carac-

terizado pela relação N > M. Esta relação permite a inserção de redundância na

transmissão, informações que não fazem parte efetiva do sinal, mas que ajudam

a combater efeitos de canal.

2.5.1 Sistemas Zero-Padded

Existem vários métodos para introduzir redundância nas mensagens, entre eles

os mais conhecidos são o zero padding (ZP) e o prefixo cíclico (CP) [50]. Esses siste-

mas são similares, mas se diferenciam no tipo da redundância que é introduzido. Para

o método zero padding primeiro é inserido uma quantidade de zeros e, no segundo,

uma cópia dos últimos K = L elementos são inseridos. Iremos nos ater ao zero padding

pois há algumas vantagens relacionadas com a equalização de canal, como a maior

capacidade de acompanhar variações no canal durante a estimação de canal. Tam-

bém por possibilitar a redução da potência de transmissão em comparação ao prefixo

cíclico [50].
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O processo de inserção do ZP pode ser visualizado na Figura 2.14. Suponha

que temos um sinal s(n) separado em blocos de M símbolos (Figura 2.14(b)). Em se-

guida, em cada bloco da sequência s(n) é inserido K elementos nulos ao final do si-

nal formando um novo sinal w(n), de forma que o tamanho do novo bloco se torne

N = M + K, como pode ser visto na Figura 2.14(c). Esse sinal é transmitido através do

canal H(z) transformando-se na sequência recebida x(n). Perceba, na Figura 2.14(d),

que os K elementos redundantes inseridos sofreram alterações durante a transmissão

e não são mais nulos devido ao processo de filtragem com o canal H(z). Se este canal

tem no máximo ordem K, o sinal x(n) será somente dependente dos M símbolos trans-

mitidos no bloco atual s(n). Dessa forma, a parte do sinal que foi corrompida pode ser

eliminada, juntamente com a interferência IBI, independente de qual seja a resposta ao

impulso h(n).

2.5.2 Transceptores em Bloco com Redundância Reduzida

Os sistemas zero padding usualmente evitam os efeitos de ISI e IBI ao inserir uma

quantidade de amostras ao menos igual a ordem do canal L com elementos nulos.

Uma alternativa para diminuir a redundância e, mesmo assim, permitir a eliminação

da interferência no sinal transmitido pode ser encontrada na pesquisa desenvolvida

por Lin e Phoong [48] o qual demonstrou-se a existência de uma quantidade mínima

de símbolos extras K , N−M ∈N transmitidos utilizando transceptores multicanais

em blocos e sem memória, sendo N o tamanho total da mensagem transmitida e M a

quantidade de símbolos, tal que:

Kmin ,


L
2 , se L é par

L+1
2 , se L é ímpar

=
⌈

L
2

⌉
(2.39)

onde dae é uma operação que forma o menor inteiro maior que a.

Adicionalmente, Lin e Phoong [19, 51] propuseram uma família de transcep-

tores DMT (do inglês, Discrete Multitone Transceivers) utilizando uma quantidade re-

duzida de redundância, ou seja, K ≥
⌈ L

2

⌉
. Entre eles há o sistema zero-padding zero-

jamming, composto da seguinte matriz de transmissão:
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Figura 2.14: (a) Diagrama em blocos da operação de zero padding; (b) representação do
sinal de entrada s(n), separado em dois blocos de tamanho M; (c) sinal w(n) com re-
dundância nula; (d) representação da saída x(n) demonstrando a interferência sofrida
nos elementos referentes a redundância, após a operação de filtragem.

F ,

 F0

0K×M


N×M

(2.40)
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onde F0 ∈ CM×M é a matriz de transmissão atual, encarregada de processar linear-

mente o sinal transmitido s(n) ∈ CM×1 ⊂ C, em que C é o conjunto de símbolos digitais

e n o índice temporal. O projeto da matriz de transmissão tem como objetivo preparar

a transmissão antes do efeito do canal FIR. A matriz 0K×M é responsável por adicionar

os elementos nulos redundantes.

Para estimar o vetor de saída ŝ(n) ∈ CM×1 no receptor, é aplicado uma nova

transformação linear através da matriz de recepção, expressa por:

G ,
[
0M×(L−K) G0

]
M×N

(2.41)

sendo G0 ∈ CM×(M+2K−L) o vetor de recepção atual e 0M×(L−K) é o responsável por eli-

minar o inter-block interference(IBI). Assim, a matriz de transferência, dada pela equação

(2.36), é transformada em:

T(z) = G H(z) F

= G0 H0 F0

= T

(2.42)

em que a matriz efetiva do canal é definida como a matriz complexa Toeplitz a seguir:

H0 ,



h(L− K) · · · h(0) 0 0 · · · 0
... h(L− K)

...

h(K) . . . . . . 0
... h(K) h(0)

h(L) . . . ...

0 h(L) h(L− K)
... . . . ...

0 · · · 0 0 h(L) · · · h(K)



∈ C(M+2K−L)×M (2.43)

A adição e remoção de zeros que resultam na matriz de transferência, dada pela

equação (2.42), eliminam os efeitos do canal. Suponha que desejamos recuperar o sinal

recebido ŝ(n) de forma que:

ŝ(n) , G HISI F s(n) + G HIBI F s(n− 1) + G v(n)︸ ︷︷ ︸
,v0(n)

(2.44)
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Para isso, podemos analisar a eliminação do efeito de IBI utilizando uma re-

dundância K = L. A matriz efetiva do canal H(z), que pode ser visualizada por meio

da equação (2.37), evidenciando o efeito de IBI através da matriz HIBI. A eliminação

desse efeito de canal, parte da necessidade de anular essa matriz. É possível perceber

a influência da matriz HIBI em H(z) se restringe a submatriz triangular, de tamanho L,

cujos vértices são formados por h(L), h(1) e h(L), localizada no canto superior direito

da matriz efetiva de canal H(z). Logo, sabendo que há N = M + L símbolos recebidos,

é realizada a retirada dos L primeiros elementos, eliminando assim a distorção IBI cau-

sada aos símbolos transmitidos, e, em contrapartida, reduzindo a eficiência espectral

devido à redundância inserida.

Essa abordagem pode ser estendida para o caso da transmissão contendo redu-

dância reduzida em que N = M + K > L. Observando na equação (2.44) a parcela de-

pendente de s(n− 1), percebemos que a matriz efetiva de canal, dada na equação (2.37),

quando multiplicada pela matriz de transmissão F, resulta em L−K elementos depen-

dentes de z−1, ao invés de L como anteriormente. Isso acontece em razão da redundân-

cia menor e da matriz 0K×M, que elimina a dependência das últimas K linhas da matriz

H(z). Assim, somente os L− K elementos necessitam ser eliminados, o que resulta em

L − (L − K) = K elementos afetados pela interferência. Porém, esses elementos são

justamente os inseridos como redundância durante a transmissão, resultando na eli-

minação do IBI. Sem o efeito de IBI, o sinal de saída estimado ŝ(n) na equação (2.44) se

torna:

ŝ(n) , G HISI Fs(n) + v0(n)

=
[
0M×(L−K) G0

]
HISI

 F0

0K×M

 s(n) + v0(n)

= G0 H0 F0s(n) + v0(n)

= T0 s(n) + v0(n)

ŝ , T0 s + v0

(2.45)

de forma que o índice temporal n é suprimido para enfatizar a dependência de infor-

mações somente ao instante atual.

A quantidade de redundância não pode ser reduzida de forma arbitrária, como
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representada na equação (2.39). Para entendermos isso, suponha a tentativa de elimi-

nação do efeito de ISI. Na equação (2.45), a matriz T0 deve ser inversível para que haja

uma solução zero forcing. Este caso será possível se, e somente se, a matriz T0 possuir

posto completo. Assim, ocorre a necessidade de posto(T0) = min{M + 2K− L, M}, im-

plicando em M ≤ M + 2K− L, de modo que 2K− L ≥ 0, resultando na equação (2.39)

que procuramos.

O projeto do transceptor multicanal com redução na quantidade de redundân-

cia não está completo sem a definição das matrizes atuais de transmissão e recepção.

Supondo que a matriz de transmissão F0 é unitária, ou seja, F−1
0 = FH

0 , e indepentende

do canal, a matriz de recepção atual G0, fica a cargo do projetista, que usualmente

tenta diminuir o ISI ou o erro médio quadrático, resultando nas soluções zero-forcing

e o MMSE (do inglês, minimum mean square error), respectivamente [52, 53, 28]. Essas

soluções podem ser expressas como [53, 52]:

G0ZF = FH
0 H†

0 (2.46)

G0MMSE = FH
0

(
HH

0 H0 + ρ IM

)−1
HH

0 (2.47)

sendo ρ , σ2
v

σ2
s
, onde σ2

v é referente a variância do ruído e σ2
s a variância do sinal de

entrada. Os sinais de entrada e o ruído são considerados não correlacionados e esta-

cionários em sentido amplo, provinientes de um processo estocástico branco e média

zero [52].

2.6 Considerações Finais

Neste capítulo, apresentamos as teorias fundamentais para a transmissão uti-

lizando transceptores multicanais em blocos. Primeiramente, foram explicitadas as

estruturas de operações básicas de mudança de taxa tais como, decimadores, interpo-

ladores e identidades nobres. A seguir, foi demonstrado o comportamento dos trans-

ceptores multicanais, além dos seus blocos fundamentais: banco de síntese e de análise.

Posteriormente, foi apresentada a representação polifásica, ferramenta matemática que

simplifica a análise dos transceptores. Ela nos permitiu representar a matriz do canal
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em uma forma pseudocirculante, formada por duas matrizes distintas referentes aos

efeitos de IBI e ISI e, consequentemente, a representação da matriz de transferência

do transceptor multicanal. Também foram apresentados os transceptores em bloco,

além da inserção de redundância para eliminação das interferências como o sistema

zero padding, reponsável pela inserção de elementos redundantes nulos. Por fim, foi re-

alizada a apresentação de sistemas com redundância reduzida por meio da utilização

do zero-padding zero-jamming.



Capítulo 3

Processamento Adaptativo de Sinais

3.1 Teoria de Estimação de Conjunto

Podemos destacar duas vertentes da teoria filtragem adaptativa. A primeira,

consiste a teoria clássica de estimação dos pontos, que constitui a maior parte dos mé-

todos, como o least-mean-square (LMS), o normalized-mean-square (NLMS), o binormalized

LMS (BNLMS) e o affine projection (AP). Nesta abordagem, os métodos propõem uma

solução única de uma função objetivo. A segunda, consiste em um paradigma de es-

timação de conjunto com pesquisas intensificadas nas últimas duas décadas. Esta se

baseia na busca de uma região que otimiza parâmetros da função objetivo. Alguns mé-

todos que utilizam esta abordagem denominam-se set-membership NLMS (SM-NLMS),

set-membership BNLMS (SM-BNLMS) e set-membership AP (SM-AP). Os algoritmos des-

tes métodos possuem ganhos em relação aos algoritmos dos métodos por teoria clás-

sica de estimação de pontos.

Uma importante vantagem do paradigma de estimação de conjunto reside no

fato que um processo é otimizado para uma região, o que gera maior confiabilidade

comparativamente a quando se busca um único ponto, em razão de imprecisões nas

medidas, modelagens ou interferências. Adicionalmente, é comum algum conheci-

mento sobre os fenômenos estudados, dessa forma, podemos estimar os erros no sis-

tema e utilizar esse conhecimento no conjunto de soluções durante o projeto de algo-

ritmos que utilizam o paradigma de estimação de conjunto.

33
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3.2 Set-Membership Affine Projection (SM-AP)

O SM-AP é um algoritmo que busca a minimização do mean squared error (MSE).

Isto é realizado utilizando algoritmos baseados em gradiente estocástico de modo que

seus vetores de coeficientes tentam seguir a direção oposta ao gradiente da função

MSE. Possui como característica a redução do custo computacional em relação ao affine

projection, robustez contra ruído, apesar de ser ainda relativamente pouco explorado.

Se comparado a outros algoritmos clássicos baseados em gradiente, como NLMS,

BNLMS e AP, ele possui baixa complexidade e rápida convergência. Muito dessa ve-

locidade rápida de convergência se deve a caraterística em comum do algoritmos AP,

o reuso de informação, criado originalmente para resolver o problema dos algoritmos

NLMS quando o sinal de entrada é colorido. Em contrapartida, ocorre um aumento da

complexidade e um erro em estado estacionário maior do AP em relação ao NLMS.

Adicionalmente, o algoritmo se destaca por combinar o reuso de informação

com a seleção de dados, compensando a maior complexidade ao se utilizar informa-

ções de estados anteriores com o uso mais eficiente das atualizações, principalmente

quando o sistema entra em estado estacionário, onde essas atualizações tendem a di-

minuir.

3.2.1 Set-Membership Filtering

Um dos fatores que gera os ganhos do SM-AP se baseia em processos denomi-

dos set-membership filtering (SMF). Este conceito é utilizado em filtros adaptativos com

parâmetros lineares e sua notável vantagem na junção da teoria de estimação de con-

junto com a seleção de dados, que avalia a inovação da informação antes de realizar a

atualização. Assim, pode operar em um estado de economia, em que em grande parte

do tempo não está atualizando os coeficientes dos filtros. Como consequência, temos

uma redução energética, menor complexidade computacional, robustez contra ruídos,

que pode ser acrescida da propriedade de atualização parcial dos coeficientes.

Suponha que tenhamos um vetor de coeficientes w(k) ∈ CN+1 que constitui o

filtro adaptativo que queremos projetar, definido como:
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w(k) ,
[
w0(k) w1(k) . . . wN(k)

]T

sendo N ∈N a ordem do filtro adaptativo. O sinal desejado é constituído por d(k) ∈ C

e o vetor de entrada x(k) ∈ CN+1, de tal forma que:

x(k) ,
[

x(k) x(k− 1) . . . x(k− N)
]T

formando uma estrutura chamada tapped-delay line [4, 54]. Considerando w(k) e x(k),

podemos definir o sistema que compõe a filtragem adaptativa, apresentado na Fi-

gura 3.1. O vetor de saída y(k) ∈ C é definido como:

+
Filtro

Adaptativo
x k( )

d k( )

y k( )

Algoritmo
Adaptativo

-

Figura 3.1: Sistema de filtragem adaptativa.

y(k) , wH(k)x(k)

Este sistema opera de forma que, a cada iteração, os valores de y(k) e d(k) se

tornem mais próximos. O sinal de erro e(k) ∈ C é definido como:

e(k) , d(k)− y(k) = wH(k)x(k). (3.1)

e espera-se que esse erro se aproxime do valor nulo a medida que k é incrementado.

Após estas definições, podemos analisar a estimação do vetor de coeficientes

w(k) em sistemas SMF. O erro gerado na equação (3.1), pode ser relacionado a uma

varíavel γ ∈ R+, sendo este último o erro máximo aceitável no sistema sem que seja
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necessária uma atualização dos coeficientes. O valor de γ está normalmente relacio-

nado a incerteza do sistema, que usualmente é referente ao ruído de medida, inter-

ferências ou erros no modelo. Sua definição pode ser feita em função de estimações

dessas incertezas, como a variância do ruído.

Matematicamente, o vetor w(k) está limitado a soluções que pertençam ao con-

junto de soluções aceitáveis Θ, definido por:

Θ ,
⋂

(x,d)

{
w(k) ∈ CN+1 : |d(k)−wH(k)x(k)|≤ γ

}
(3.2)

de maneira que (x, d) ∈ S , sendo este o conjunto de todos os pares gerados possíveis

da combinação do vetor de entradas e de valores desejados. Logo, a função do SMF é

encontrar um valor de w(k) ∈ Θ.

Infelizmente, encontrar essa solução aceitável Θ não é uma tarefa simples, prin-

cipalmente sem possuir as informações do conjunto S para estimar seus pontos. Para

isso, foram criados métodos iterativos que procuram utilizar variáveis conhecidas para

este fim. Buscando encontrar estas soluções, suponha que:

H(k) ,
{

w(k) ∈ CN+1 : |d(k)−wH(k)x(k)|≤ γ
}

(3.3)

Assim,H(k) representa o conjunto de restrições, onde o caso para duas dimensões está

representado pela Figura 3.2. Como cada par de informações gera um novo conjunto

de restrições, podemos utilizar a interseção destes conjuntos para gerar um novo con-

junto:

Ψ
k2
k1
,

k2⋂
k=k1

H(k), (3.4)

Como consequência, este conjunto, quando definido comoΨk
0, é conhecido como

exact membership set. Um dos principais objetivos do SMF é fazer com que limk→∞Ψ
k
0 =

Θ, sendo Θ ⊂ Ψk
0, ou seja, a medida o número de iterações aumenta, espera-se que o

conjunto de restrições se aproxime do conjunto de soluções que procuramos.

Seu funcionamento se baseia na quantidade de informação útil gerada pelo par

de entrada (x, d) ao sistema. Se analisarmos a equação (3.4), vemos que a região for-

mada por Ψk
0 tende a diminuir casoH(k) não esteja contida na mesma. Logo, a medida
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d k w k x k( ) - ( ) ( ) =
H

γ

d k w k x k( ) - ( ) ( ) = -
H

γ

H(k)

Figura 3.2: Conjunto de restrições para a variável w(k) no caso bidimensional.

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) =
H

γ

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) = -
H

γ

d k w k x k( ) - ( ) ( ) = -
H

γ
d k w k x k( ) - ( ) ( ) =

H
γ

Ψ
k
0

Θ

H(k)

H(k− 1)

Figura 3.3: Interpretação geométrica do conjunto Ψk
0.

que o número de iterações aumenta, espera-se um estreitamento do polígono formado

por essa região ao ponto de se aproximar do conjunto Θ, como pode ser visto em Fi-

gura 3.3.

A região do conjunto formado por Ψk
0 que esteja contida totalmente por H(k),

não necessita de atualização dos coeficientes, pois não existe informação nova para o

sistema. Isso gera a possibilidade de redução de consumo de energia e de operações

computacionais.

O SM-AP se enquadra nos algoritmos que utilizam o conceito SMF utilizando

uma quantidade finita do conjunto de restrições H(k) para aproximar o conjunto Ψk
0.



3. PROCESSAMENTO ADAPTATIVO DE SINAIS 38

Além disso, este algoritmo generaliza outros conhecidos, como o SM-NLMS e o SM-

BNLMS [4], sendo que o primeiro considera Ψk
k e o último utiliza o conjunto Ψk

k−1.

O SM-AP generaliza o efeito de memória presente nos algoritmos SM-NLMS

e SM-BNLMS ao estender a reutilização de L + 1 conjuntos anteriores na atualização

do vetor de coeficientes. O objetivo é que a atualização dos coeficientes pertença aos

últimos L + 1 conjuntos de restrições anteriores, ou w(k + 1) ∈ Ψk
k−L. Além disso, o SM-

AP engloba os algoritmos clássicos baseados em gradiente estocástico, como o NLMS,

BNLMS e AP [4, 5].

3.2.2 Algoritmo SM-AP Complexo

Esta seção visa apresentar o algoritmo SM-AP complexo. Para isso, deve-se

notar que a atualização dos coeficientes do SM-AP pode gerar um vetor de parâmetros

onde w(k + 1) /∈ Ψk−1
k−L−1. Este comportamento pode ser visto geometricamente através

da Figura 3.4.

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) =
H

γ

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) = -
H

γ

d k w k x k( ) - ( ) ( ) = -
H

γ
d k w k x k( ) - ( ) ( ) =

H
γ

w k( )

H(k)

H(k− 1)

Figura 3.4: Interpretação geométrica de Ψk−1
k−1 ∩ Ψ

k
k, onde a atualização do coeficiente

não pertence a essa interseção.

Para que a probabilidade deste evento seja minimizada, a atualização do vetor

de coeficientes segue o princípio da mínima perturbação, ou seja, ‖w(k + 1)−w(k)‖2
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deve ser minimizado. Portanto, para obtermos o algoritmo SM-AP, é necessário que os

seguintes objetivos sejam alcançados:

minimizar
1
2
‖w(k + 1)−w(k)‖2

de modo que d(k)− XT(k)w∗(k + 1) = γ(k).
(3.5)

supondo que o vetor de entradas x(k) ∈ CN×1 é definido por:

x(k) ,
[

x(k) x(k− 1) . . . x(k− N)
]T

Assim como no caso dos algoritmos AP, esses sinais são agrupados de forma a manter

os últimos L + 1 sinais de entrada:

X(k) ,
[
x(k) x(k− 1) . . . x(k− L)

]T

resultando em X(k) ∈ C(N+1)×(L+1). Além disso, o vetor de coeficientes é denotado por:

w(k) ,
[
w0(k) w1(k) . . . wN(k)

]T

enquanto o vetor de valores desejados se torna:

d(k) ,
[
d(k) d(k− 1) . . . d(k− L)

]T

onde d(k) ∈ C(L+1)×1 refere-se aos L + 1 instantes anteriores. O erro é definido como:

e(k) ,
[
e0(k) e1(k) . . . eL(k)

]T

onde ei = ε(k − i) = d(k − i) − xT(k − i)w(k), para i ∈ {1, . . . , L}, constitui o erro a

posteriori.

Adicionalmente, o vetor de restrições γ(k) que limita o valor dos erros aceitáveis

após a atualização dos coeficientes é definido por:

γ(k) ,
[
γ0(k) γ1(k) . . . γL(k)

]T

A solução da função objetivo que queremos minimizar, dada pela equação (3.5),

passa pela utilização do método dos multiplicadores de Lagrange [55], com o objetivo

de transformar uma minimização com restrições em uma sem restrições. Isso resulta

na seguinte função objetivo:
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F[w(k + 1)] =
1
2
‖w(k + 1)−w(k)‖ +<

{
λT(k)

[
d(k)− XT(k)w∗(k + 1)− γ(k)

]}
(3.6)

sendo o termo referente a parte real < utilizado de forma que toda a função objetivo

F[w(k + 1)] se torne real. Adicionalmente, deve-se notar que o vetor de multiplicadores

de Lagrange λ(k) ∈ C(L+1)×1.

Se realizarmos a operação de gradiente em F[w(k + 1)] com relação a w∗(k + 1) e

sabendo que <{υ} = 1
2 (υ + υ∗), sendo υ complexo, obtemos:

∂F[w(k + 1)]
∂w∗(k + 1)

=
1
2
[w(k + 1)−w(k)]− 1

2
X(k)λ(k) (3.7)

vale ressaltar que, neste caso, derivadas em relação a w(k + 1) são consideradas cons-

tantes. Posteriormente, podemos igualar a equação (3.7) a zero, de forma a encontrar-

mos um ponto crítico, o que resulta em:

w(k + 1) = w(k) + X(k)λ(k) (3.8)

Se utilizarmos a restrição imposta pela equação (3.5), podemos reescrevê-la uti-

lando a equação (3.8), como segue:

d∗(k)− XH(k) [w(k) + X(k)λ(k)] = γ∗ (3.9)

e partindo do princípio que e∗(k) , d∗(k)− XH(k)w(k), podemos reescrever a equação

(3.9), tornando-a:

e∗(k)− γ∗ = XH(k)X(k)λ(k)

Por fim, podemos resolver para o vetor dos multiplicadores de Lagrange λ(k),

resultando em:

λ(k) =
[
XH(k)X(k)

]−1
(e∗(k)− γ∗) (3.10)

Substituindo a equação (3.10) na equação (3.8), obtemos o valor do vetor de

coeficientes, tal que:
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w(k + 1) = w(k) + X(k)λ(k)

w(k + 1) , w(k) + X(k)
[
XH(k)X(k)

]−1
[e∗(k)− γ∗]

(3.11)

onde obtemos o algoritmo recursivo que forma o SM-AP complexo a seguir:

w(k + 1) ,

 w(k) + X(k)
[
XH(k)X(k) + δI

]−1
[e(k)∗ − γ∗] se |e0(k)|> γ,

w(k) caso contrário,
(3.12)

que demonstra que erros menores que γ são aceitáveis e não geram informações im-

portantes para atualizar o sistema. A variável δ � 1 é adicionada buscando evitar

singularidades.

Até este momento não foi definido um valor para os elementos do vetor γ. Esta

escolha é arbitrária, porém restrita a |γi|≤ γ. Um modo simples de definir esta variável

é utilizar o fato que os L erros anteriores já estão contidos no conjunto formado por

Ψ
k−1
k−L e não necessitam ser alterados. Desta maneira, podemos definir:

γ∗0(k) = γ
e∗0(k)
|e0(k)|

enquanto que, para anular os outros elementos do vetor e(k), é realizada a definição:

γi(k) = ei(k)

de modo que as L últimas componentes do vetor de erro e(k) são mantidas inalteradas.

Esta atualização pode ser vista de forma geométrica através da Figura 3.5, onde o vetor

w(k + 1) será posicionado na borda do conjunto de restriçõesH(k).

Em resumo, essa mudança permite que a equação (3.12) seja reescrita como:

w(k + 1) , w(k) + X(k)
[
XH(k)X(k) + δI

]−1
µ(k)e∗(k)u1 (3.13)

onde:

µ(k) =

 1− γ
|e(k)| se |e0(k)|> γ

0 caso contrário
(3.14)

que representa o algoritmo para atualizar o vetor de coeficientes w(k + 1) do SM-AP.



3. PROCESSAMENTO ADAPTATIVO DE SINAIS 42

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) =
H

γ

d k w k x k( -1) - ( -1) ( -1) = -
H

γ

d k w k x k( ) - ( ) ( ) = -
H

γ
d k w k x k( ) - ( ) ( ) =

H
γ

w k( )

w k( +1)

H(k)

H(k− 1)
Ψ

k
k−1

Figura 3.5: Interpretação geométrica de Ψk−1
k−1 ∩ Ψ

k
k, onde a atualização do coeficiente

do erro a posteriori é constante.



Capítulo 4

Transceptores Super-Rápidos em Bloco

com Redundância Reduzida

Em [28] os autores desenvolveram transceptores super-rápidos com redundân-

cia reduzida utilizando sistemas baseados em ZP-ZJ. Neste capítulo, serão apresenta-

dos tais sistemas. A seguir, descreveremos as modificações, que constituem a proposta

desta dissertação, em sistemas multiportadoras e monoportadoras, com o objetivo de

permitir a inserção de algoritmos com seleção de dados no processo de equalização,

bem como a generalização em torno do número de ramos do equalizador.

4.1 Sistemas com Redundância Reduzida

A complexidade em transceptores necessita ser reduzida sempre que possível,

pois possibilita a diminuição do consumo de energia e a implementação em sistemas

que dispõem de poucos recursos. Podemos destacar a complexidade em dois estágios

durante a recepção dos símbolos. Primeiramente, durante o estágio de equalização,

após o processo de ZP-ZJ, por meio da multiplicação pela matriz de recepção G0. Essa

operação requer uma complexidade O(M2), ao considerarmos matrizes não estrutura-

das. O segundo momento ocorre quando se faz necessário definir cada um dos coefi-

cientes que compõem a matriz G0. Isto eleva a complexidade do estágio de recepção

para O(M3) operações complexas.

A utilização de transceptores baseados em DFT tem obtido sucesso em sistemas

43
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OFDM e SC-FD, pois tal inclusão viabiliza o desacoplamento entre os sinais recebidos

[6]. Busca-se que esse desacoplamento e as operações de pseudo-inversas (necessá-

rias para a equalização) possam ser realizadas com um baixo número de operações

computacionais. A matriz H0 é uma matriz estruturada, ou seja, segue um padrão pré-

definido de formação dos seus elementos. Esta característica pode ser utilizada para

reduzir o número de operações. Essas estruturas estão naturalmente presentes nas

matrizes ou podem ser induzidas a apresentar esse padrão através de transformações

matriciais [56].

4.2 Representação de Matrizes Estruturadas

Uma matriz estruturada permite a redução da quantidade de parâmetros neces-

sários para descrevê-la. Além disso, podem explorar a forma estruturada para simpli-

ficar a computação das operações. Logo, iremos apresentar algumas matrizes estrutu-

radas, como diagonal, circulante, pseudo-circulante, Toeplitz, Vandermonde, Cauchy

e Bezoutiano, que formam a base para a criação dos transceptores super-rápidos apre-

sentados.

A matriz λ-circulante é um caso específico de uma matriz de Toeplitz dada por:

Zλ =
[
e1 . . . eM−1 λe0

]

,


0 λ

1 . . .
. . . . . .

1 0


(4.1)

sendo λ ∈ C uma constante e em um vetor de tamanho M × 1 em que todos seus

elementos são nulos, exceto pelo m-ésimo elemento, que possui o valor 1, ou seja, Zλ

em que a diagonal, abaixo da diagonal principal, é formada por valores iguais a 1 e

uma constante no último elemento da primeira linha.
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Adicionalmente, a matriz diagonal pode ser expressa como:

Dυ =
[
υ0e0 υ1e1 . . . υ(M−1)e(M−1)

]

=


υ0

υ1
. . .

υM−1


, diag{υ}

(4.2)

A fim de representar a matriz diagonal, podemos utilizar a notação diag{υ0}x

para os elementos da matriz, que equivale a uma matriz complexa possuir o valor

υ0 ∈ C em sua linha x e coluna x, sendo este um número natural.

Algumas propriedades em relação às inversas das matrizes Zλ e Dυ podem ser

demonstradas. A inversa da matriz λ-circulante é dada por:

Zλ Z−1
λ = I

0 λ

1 . . .
. . . . . .

1 0




0 1

0 . . . . . .
. . . . . . 1

1
λ 0 0

 =


1

. . .
. . .

1


De forma adicional, é possível afirmar a igualdade:

Z−1
λ = ZT

1
λ

(4.3)

Esta matriz pode ser modificada da seguinte forma:

ZT
1
λ

= ZT
1

(λ∗)∗

=
(

ZT
1

λ∗

)∗
= ZH

1
λ∗

(4.4)

Em relação à matriz diagonal, sabe-se que a inversa desta matriz é representada

pela inversa de cada elemento da diagonal principal, de modo que:

D−1
υ = diag

{
1
υ

}
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onde o vetor υ , {υ0 υ1 . . . υM−1}T, supondo que não há elementos nulos neste vetor.

As matrizes Toeplitz T são aquelas que possuem seus elementos fixos em suas

diagnonais. Suponha que T ∈ CM2×M1 , logo essa matriz pode ser visualizada por meio

da seguinte definição:

T =



t0 t−1 t−2 . . . t1−M1

t1 t0 t−1 . . . t2−M1

t2 t1 t0 . . . t3−M1
...

...
...

...
...

tM2−1 tM2−2 tM2−3 . . . tM2−M1


= toeplitz

{[
t0 t1 . . . tM2−1

]
,
[
t0 t−1 t−2 . . . t1−M1

]T
}

, toeplitz
{

c, rT
}

(4.5)

sendo c o vetor contendo a primeira coluna da matriz e r o vetor da primeira linha.

Note que esses vetores são suficientes para representar a matriz, pois podemos replicar

os elementos destes vetores em suas respectivas diagonais.

Vamos introduzir outro importante tipo de matriz, as matrizes Vandermonde.

Suponha a existência de um vetor υ , {υ0 υ1 . . . υM−1}T complexo de tamanho M× 1,

podemos gerar uma matriz Vandermonde de tamanho M×M, como segue:

Vυ =


υ0

0 υ1
0 . . . υM−1

0

υ0
1 υ1

1 . . . υM−1
1

υ0
M−2 υ1

M−2 . . . υM−1
M−2

υ0
M−1 υ1

M−1 . . . υM−1
M−1

 (4.6)

Perceba que os elementos que formam as linhas são provenientes de uma progressão

geométrica. Esta matriz estruturada possui uma relação com matrizes DFT. Para evi-

denciar este fato, suponha que um número complexo ζ e que desejamos encontrar as

M raizes de ζ. Partindo da igualdade εM = ζ, onde ε ∈ C, podemos reescrever ζ em
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sua forma polar, gerando:

εM = |ζ|ej∠ζ

εM = |ζ|ej∠ζe−j2πm

εm = |ζ| 1
M e

j∠ζ
M︸ ︷︷ ︸

ε0

e
−j2πm

M

εm = ε0Wm
M

(4.7)

deve-se perceber que εm representa cada um das M raízes complexas, sendo m ∈

{0, . . . , M − 1}. Vale notar que a fase do número complexo ε está limitada a fase

principal, ou seja, possui valores entre −π e π.

Posteriormente, podemos definir o vetor ε como a seguir:

ε ,
[
ε0 ε1 . . . εM−1

]T

isso nos permite criar a relação da matriz Vandermonde com a DFT, como segue:

Vε =



ε0
0 ε1

0 . . . εM−1
0

ε0
1 ε1

1 . . . εM−1
1

ε0
2 ε1

2 . . . εM−1
2

...
...

...
...

ε0
M−1 ε1

M−1 . . . εM−1
M−1



=



(ε0W0
M)0 (ε0W0

M)1 . . . (ε0W0
M)M−1

(ε0W0
M)0 (ε0WM)1 . . . (ε0WM)M−1

(ε0W0
M)0 (ε0W2

M)1 . . . (ε0W2
M)M−1

...
...

...
...

(ε0W0
M)0 (ε0WM−1

M )1 . . . (ε0WM−1
M )M−1



=



W0
M W0

M . . . W0
M

W0
M W1

M . . . WM−1
M

W0
M W2

M . . . W2M−2
M

...
...

...
...

W0
M WM−1

M . . . W(M−1)2

M





ε0
0 0 . . . 0

0 ε1
0 . . . 0

0 0 ε2
0 0

...
...

...
...

0 0 . . . εM−1
0


=
√

MWMdiag{εm
0 }

sendo m = {1, . . . , M− 1}, Wm a matriz de DFT unitária [34].
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Outra matriz estruturada é a de Cauchy. Ela é formada a partir de dois vetores

complexos:

υ ,
[
υ0 υ1 . . . υM−1

]T

e

λ ,
[
λ0 λ1 . . . λM−1

]T

sendo o primeiro de dimensões M1 × 1 e o segundo de tamanho M2 × 1. A matriz

Cauchy complexa pode ser descrita como:

Cυ,λ =



1
1−υ0λ0

1
1−υ0λ1

. . . 1
1−υ0λ(M2−1)

1
1−υ1λ0

1
1−υ1λ1

. . . 1
1−υ1λ(M2−1)

...
... . . . ...

1
1−υ( M1−1)λ0

1
1−υ0λ1

. . . 1
1−υ0λ(M2−1)


,
[

1
1−υm1 λm2

]
(m1,m2)

(4.8)

sendo m1 ∈ {0, 1, . . . , M1 − 1} e m2 ∈ {0, 1, . . . , M2 − 1}.

A última matriz estruturada é a Bezoutiana. Esta matriz se difere das demais por

não possuir uma regra de formação para seus elementos. Entretanto, existem formas

de representá-la através dos operadores de displacement-rank, que será visto na próxima

seção.

4.3 Abordagem por Displacement-Rank

Foram criados vários métodos visando medir o quanto uma matriz é estrutu-

rada, sendo o mais promissor a abordagem utilizando displacement-rank [57]. Sua sim-

plicidade se deve à análise do posto da matriz após esta operação, sendo o suficiente

para indicar o quanto esta matriz é estruturada. A quantidade reduzida de elementos

para representar uma matriz pode ser utilizada na diminuição das operações envol-

vendo estas matrizes.

Para definir os operadores de displacement-rank, vamos assumir duas matrizes

quadradas A ∈ CM1×M1 e B ∈ CM2×M2 , sendo M1, M2 ∈ N. Assim, podemos definir

os operadores de Sylvester e Stein [58, 59], respectivamente, como:
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∇A,B(C) , AC−CB (4.9)

ΔA,B(C) , C−ACB (4.10)

em que ∇A,B(C) e ΔA,B(C) transformam um matriz complexa C de tamanho M1 ×M2

em outra matriz CM1×M2 . Além disso, o posto da matriz C é indicado por R ∈ N.

As matrizes A e B devem ser escolhidas de forma a reduzir este posto, o que conse-

quentemente diminui o número de elementos distintos necessários para representar as

matrizes.

Deve-se ressaltar que o posto da matriz, definida por R, deve ser muito menor

em relação a cada dimensão das matrizes. No caso da matriz C, é reduzido de M1M2

para até R(M1 + M2) elementos. Este fato indica que quanto maior essa diferença,

menor será o número de elementos necessários para representar a matriz.

As equações (4.9) e (4.10) podem ser reescritas, respectivamente, como:

∇A,B(C) =
R−1

∑
r=0

prq
H
r

= PQH

e

ΔA,B(C) =
R−1

∑
r=0

prq
H
r

= PQH

(4.11)

em que o par de matrizes (P, Q) é conhecido como displacement-generator pair of matrices

e é definido para os operadores de Sylvester e Stein como:

P ,


p0,0 p0,1 . . . p0,(R−1)

p1,0 p1,1 . . . p1,(R−1)
...

...
...

...

p(M1−1),0 p(M1−1),1 . . . p(M1−1),(R−1)



Q ,


q0,0 q0,1 . . . q0,(R−1)

q1,0 q1,1 . . . q1,(R−1)
...

...
...

...

q(M2−1),0 q(M2−1),1 . . . q(M2−1),(R−1)


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onde P ∈ CM1×R, Q ∈ CM2×R. Note que pr ∈ CM1×1 e qr ∈ CM2×1 são os vetores que

formam a r-ésima linha destas matrizes, respectivamente.

Podemos mostrar como as matrizes estruturadas são comprimidas usando estes

operadores. Primeiramente, iremos utilizar o operador Sylvester em uma matriz de

Toeplitz T, apresentada na equação (4.5), utilizando a matriz λ-circulante que pode ser

vista na equação (4.1), tal que:

∇Zη ,Zε(T) = ZηT− TZε (4.12)

esta expressão, apresentada na equação (4.12), gera uma submatrix nula de dimensões

M2− 1×M1− 1, que somente não engloba a primeira linha e a última coluna da matriz

gerada por ∇Zη ,Zε(T). Este resultado faz sentido, pois uma matriz Toeplitz pode ser

representada somente por dois vetores, como visto na equação (4.5). Logo, podemos

reescrever a equação (4.12) como:

∇Zη ,Zε(T) =



1

0
...

0

0


[
ηtM2−1 − t−1 ηtM2−2 − t−2 . . . ηtM2−(M1−1) − t−(M1−1) ηtM2−M1

]

+



ηt0

t−(M1−1) − ηt1
...

tM2−M1−2 − ηtM2−2

tM2−M1−1 − ηtM2−1


[
0 0 . . . 0 1

]

= p1qH
1 + p2qH

2

=
[
p1 p2

] qH
1

qH
2


= PQH

(4.13)

onde as matrizes P ∈ CM2×2 e Q ∈ CM1×2.
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O mesmo pode ser feito para matrizes Vandermonde. Se aplicarmos o opera-

dor Sylvester a uma matriz Vandermonde M × M, representada pela equação (4.6),

teremos:

∇Dυ ,Z0(Vυ) =


0 . . . 0 υM

0

0 . . . 0 υM
1

...
...

...
...

0 . . . 0 υM
M−1


que gera uma matriz de posto 1 e que necessita somente de M elementos para ser

representada.

A matriz de Cauchy, definida na equação (4.8), pode ser transformada utili-

zando o operador de Stein em:

ΔDυ ,Dλ
(Cυ,λ) =


1 . . . 1
... . . . ...

1 . . . 1


= 1M1×M2

(4.14)

considerando que 1M1×M2 é uma matriz de tamanho M1 ×M2 formada por elementos

1. Esta matriz gerada possui posto 1.

Com as ferramentas matemáticas definidas nessa seção, podemos encontrar a

matriz Bezoutiana B que, apesar de não possuir uma regra de formação entre seus

elementos, pode ser descrita através dos operadores displacement-rank. Utilizando o

operador de Sylvester, obtemos:

∇Zυ ,Zλ
(B) = PQH (4.15)

para P ∈ CM1×R, Q ∈ CM2×R e υ, λ ∈ C. Isso demonstra que outras matrizes, como

Toeplitz, são na verdade matrizes Bezoutianas.

4.4 Desenvolvendo as Matrizes de Recepção

Nesta seção, apresentamos os receptores que utilizam estruturas super-rápidas

desenvolvidos em [28]. O canal efetivo modelado pela matriz H0, apresentada na equa-
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ção (2.35), é uma matriz Toeplitz retangular e, assim como nos equalizadores MMSE

e ZF obtidos em sistemas OFDM e SC-FD, é esperado que se possa utilizar tal estru-

tura na criação de novos equalizadores baseados em sistemas ZP-ZJ, de preferência

utilizando estruturas que necessitem de um número baixo de operações.

A matriz estruturada do canal efetivo G0MMSE , apresentada na equação (2.47),

pode ser comprimida. Com esse objetivo, podemos analisar o termo:

(HH
0 H0 + ρIM)−1HH

0 (4.16)

Esta parcela constitui uma matriz pseudo-inversa regularizada, ou seja, é formada pela

pseudo-inversa Moore-Penrose H†
0, dada por:

H†
0 = (HH

0 H0)−1HH
0

acrescida de um fator de regularização ρIM.

Como percebemos por meio da equação (4.5), a matriz H0 é de Toeplitz. Por-

tanto, suponha que há uma matriz de Toeplitz complexa H0 = T de tamanho M2×M1,

a fim de redefinir a equação (4.16) como:

T†
ρ , (THT + ρIM1)TH (4.17)

Esta mesma equação (4.17) pode ser descrita de forma equivalente. Basta apli-

carmos a seguinte identidade:

(A + BCDH)−1 = A−1 −A−1B(C−1 + DHA−1B)−1DHA−1

sendo A = ρIM1 , B = TH, C−1 = IM2 e DH = T e assumindo que as operações entre as

matrizes são possíveis, temos como resultado:

T†
ρ , TH(TTH + ρIM2)−1 (4.18)

Continuando, a matriz T†
ρ pode ser comprimida utilizando o operador de Syl-

vester, tal que:

∇Zε ,Zη (T†
ρ) = ZεT†

ρ − T†
ρZη

posteriormente, as duas parcelas em que existem a matriz T†
ρ podem ser substituidas,

respectivamente, pelas equações (4.18) e (4.17), formando:
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∇Zε ,Zη (T†
ρ) = ZεTH(TTH + ρIM2)−1 − (THT + ρIM1)−1THZη

=
(

THT + ρIM1

)−1 [(
THT + ρIM1

)
ZεTH − THZη(TTH + ρIM2)

]
(TTH + ρIM2)−1

=
(

THT + ρIM1

)−1 [
−TH∇Zη ,Zε(T)TH + ρ∇Zε ,Zη (TH)

] (
TTH + ρIM2

)−1

em que ∇Zε ,Zη (T) é definida na equação (4.12).

Agora podemos substituir∇Zη ,Zε(T) pelo par de matrizes geradoras P̂Q̂H e∇Zε ,Zη (TH)

por P̌Q̌H, de modo que obtemos:

∇Zε ,Zη (T†
ρ) =

[(
THT + ρIM1

)−1 P̌ −T†
ρP̂
] Q̌H

ρ(TTH + ρIM2)−1

Q̂HT†
ρ


= PQH

sendo P ∈ CM1×R e Q ∈ CM2×R e R = 4. Consequemente, é possível afirmar que a

matriz pseudo-inversa regularizada T†
ρ é Bezoutiana.

A matriz estruturada de Cauchy foi a matriz com a menor representação encon-

trada até o momento, como pode ser visto em (4.8). Sabemos que T†
ρ é Bezoutiana e,

consequentemente, G0MMSE se aproxima dessa matriz estruturada.

É possível transformar uma matriz Bezoutiana em uma matriz de Cauchy, a fim

de diminuir a complexidade computacional. Suponha uma matriz retangular Bezou-

tiana B ∈ CM1×M2 , sendo M1, M2 ∈ N em que o número de colunas é maior que o de

linhas. Em busca desta tranformação entre matrizes estruturadas, podemos escrever a

matriz Bezoutiana B como:

∇Zε ,Zη (B) = PQH

= ZεB− BZη

Como visto na equação (4.15), matrizes Bezoutianas são comprimidas pelo opera-

dor de Sylvester, enquanto matrizes Cauchy pelo de Stein, como pode ser visto em

(4.14). Para que possa haver a transformação matricial que procuramos, é esperado

que ocorra uma relação entre estes operadores. Em busca dessa relação, podemos re-
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escrever ∇Zε ,Zη (B) como:

∇Zε ,Zη (B) = (ZεBZ−1
η − B)Zη

= −(B− ZεBZ−1
η )Zη

e posteriormente utilizamos a equação (4.3) para gerar:

∇Zε ,Zη (B) = −(B− ZεBZT
1/η)Zη

e utilizando o fato de Zυ = V−1
υ DυVυ para as M raízes υ ∈ C\{0} de um vetor υ ∈

CM×1, temos que:

∇Zε ,Zη (B) = −(B−V−1
ε DεVεBVT

1/ηD1/ηV−T
1/η

)Zη

= −V−1
ε ΔDε ,D1/η

(VεBVT
1/η)V−T

1/η
Zη

podemos assim deixar em evidência o operador de Stein e utilizar a equação (4.4) para

chegarmos a relação entre os operadores que estamos procurando:

ΔDε ,D1/η
(VεBVT

1/η) = −Vε∇Zε ,Zη (B)ZH
1/η∗V

T
1/η

= −VεPQHZH
1/η∗V

T
1/η

= PQH

(4.19)

sendo
P = −VεP

QH = (V∗1/ηZ1/η∗Q)H
(4.20)

Vale ressaltar que M1 deve ser muito maior que o posto da matriz após o operador de

Stein.

A equação (4.19) é na verdade uma matriz generalizada de Cauchy. Esta matriz

estruturada é definida por:

ΔDε ,Dη(Yυ,η) =
R−1

∑
r=0

prq
H
r

Continuando o raciocínio, precisamos fazer a relação entre a matriz generalizada de

Cauchy e a matriz de Cauchy Cυ,λ. Isso pode ser realizado utilizando a igualdade ??:

[Yυ,λ]m1m2
=

[
R−1

∑
r=0

Dpr
Cυ,λD∗qr

]
m1m2

(4.21)
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sendo Dpr uma matriz complexa diagonal de tamanho e M1 × M1 e Dqr de tamanho

M2 ×M2.

Se utilizarmos dois vetores υ ∈ CM1×1 e λ ∈ CM2×1 com seus respectivos ele-

mentos υ e λ sendo suas raízes complexas, podemos reescrever a matriz de Cauchy de

tal forma que:

Cυ,λ = WM1

[
diag {(υ0λ0)m1}m1

0M1×(M2−M1)

]
WM2diag

{ √
M2M1

1− υλM1
m2

}
m2

(4.22)

onde m1 = {0, . . . , M1 − 1} e m2 = {0, . . . , M2 − 1}.

Podemos então reescrever a matriz de Cauchy generalizada Yυ,λ, ao substituir-

mos a equação (4.22) na equação (4.21), para formar:

Yυ,λ =
R−1

∑
r=0

Dpr
WM1

[
diag{(υ0λ0)m1}m1 0M1×(M2−M1)

]
WM2D∗qr

diag

{ √
M2M1

1− υλM1
m2

}
m2

(4.23)

Finalmente, podemos fazer a relação entre a matriz Bezoutiana e a de Cauchy,

se substituirmos υ por ε e λ por 1/η, obtendo:

VεBVT
1/η =

R−1

∑
r=0

Dpr
WM1

[
diag

{(
ε0

1
η0

)m1
}

m1

0M1×(M2−M1)

]

×WM2D∗qr
diag

{ √
M2M1

1− ε(1/ηm2)M1

}
m2

e deixando a matriz B em evidência, temos:

B = V−1
ε

[
R−1

∑
r=0

Dpr
WM1

[
diag

{(
ε0

1
η0

)m1
}

m1

0M1×(M2−M1)

]

×WM2D∗qr
diag

{ √
M2M1

1− ε(1/ηm2)M1

}
m2

]
V−T

1/η

(4.24)

Como visto, a matriz de pseudo-inversa regularizada também é uma matriz

Bezoutiana. Assim, podemos utilizar o resultado obtido em (4.20) que substitui os

vetores P e Q, respectivamente, por P e Q; transformando a equação (4.4) em:

B = T†
ρ = V−1

ε

[
R−1

∑
r=0

Dpr
WM1

[
diag

{(
ε0

1
η0

)m1
}

m1

0M1×(M2−M1)

]

×WM2D∗qr
diag

{ √
M2M1

1− ε(1/ηm2)M1

}
m2

]
V−T

1/η

(4.25)
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Obtemos, até então, a relação entre uma matriz Bezoutiana e uma matriz de

Cauchy. Entretanto, a matriz de recepção G0MMSE não é Bezoutiana. Para que ela se

torne, devemos multiplicá-la por F0 pela esquerda, gerando a matriz K definida a se-

guir:

K = F0G0

= (HH
0 H0 + ρIM)−1HH

0 ∈ CM×(M+2K−L)

A matrix K pode ser decomposta em matrizes diagonais, DFT e IDFT utilizando

a equação (4.25). Os valores de ε e η são arbitrários. Se escolhermos os valores como

ε = 1 e 1/η = e−j π
M a matriz K torna-se:

K = WH
M

[
3

∑
r=0

Dpr
WM

[
DM 0M×(2K−L)

]
WM+2K−LD∗qr

]
WH

M+2K−LDH
(M+2K−L)

(4.26)

sendo DM , diag
{

e
−jπm1

M(M+2K−L)

}
m1

, onde m1 = {0, . . . , M− 1} e DM+2K−L , diag
{

e
−jπm2

M(M+2K−L)

}
m2

,

sendo m2 = {0, . . . , M + 2K− L− 1}. Deve-se notar que para a definição das matrizes

de Vandermonde, a equação (4.2) é utilizada gerando:

Vε =
√

MWM

V1/η =
√

M + 2K− LWM+2K−Ldiag
{

e
−jπm

M(M+2K−L)

}
m

Adicionalmente, analisando a equação (4.20), as matrizes P e Q podem ser defi-

nidas como:

P = −VεP (4.27)

Q =
(

diag
{

1
1− ε ∗ (1/η∗m)M

}
m

)
V∗1/ηZ1/η∗Q (4.28)

onde m = {0, . . . , M + 2K− L− 1}.

Para a completa definição das equações (4.27) e (4.28), vemos que há a necessi-

dade de construir o par gerador (P, Q). Supondo:

∇Zη ,Zε(H0) = P̂Q̂H (4.29)
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sendo a matriz P̂ ∈ C(M+2K−L)×2 e Q̂ ∈ CM×2 e

∇Zε ,Zη (HH
0 ) = P̌Q̌H

onde P̌ ∈ CM×2 e Q̌ ∈ C(M+2K−L)×2 e

∇Zε ,Zη (K) = PQH

sendo P ∈ CM×4 e Q ∈ C(M+2K−L)×4, chegamos ao par gerador que procuramos:

P =
[
(HH

0 H0 + ρIM)−1HH
0 −KP̂

]
, (4.30)

Q =
[
ρ(H0HH

0 + ρI(M+2K−L))−HQ̌ KHQ̂
]

. (4.31)

4.5 Sistemas Multiportadoras baseados em DFT

Como visto na equação (4.4), a matriz K , F0G0. A matriz de transmissão F0

é uma escolha do projetista, logo podemos definir esta matriz para um sistema multi-

portadora como:

F0 = WH
M

e, consequentemente, a matriz de recepção pode ser reescrita como:

G0 = F−1
0 K

= WM K

=

[
3

∑
r=0

Dpr
WM

[
DM 0M×(2K−L)

]
WM+2K−LD∗qr

]
WH

M+2K−LDH
(M+2K−L)

(4.32)

O receptor G0 é constituído de matrizes diagonais, DFT e IDFT. Há DFTs de dois tama-

nhos, M e M− 2K− L, logo deve-se ter cuidado com o tamanho destas matrizes, pois

em implementações clássicas de FFT, necessita-se de dimensão múltipla de 2. As mul-

tiplicações por diagonais constituem mudanças de fase, pois são multiplicações por

ej πm
M(M+2K−L) . Adicionalmente, cada iteração que forma o somatório pode ser realizada

em paralelo, o que distribui a carga computacional. Assim, podemos formar Nb = 4

ramos em paralelo.
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Nota-se que todas as estruturas apresentadas não são dependentes do canal uti-

lizado. Na verdade, toda a informação do canal está contida nos vetores pr e qr, sendo

r = 0, . . . , 3, que posteriormente formam os vetores diagonais Dpr
e D∗qr

.

4.6 Sistemas Monoportadora Baseados em DFT

Para o caso monoportadora, podemos definir a matriz de transmissão como:

F0 = IM

como consequência, a matriz de recepção se torna:

G0 = F−1
0 K

= K

= WH
M

[
3

∑
r=0

Dpr
WM

[
DM 0M×(2K−L)

]
WM+2K−LD∗qr

]
WH

M+2K−LDH
(M+2K−L)

(4.33)

Percebe-se as matrizes de recepção, formadas pelas equações (4.32) e (4.33), são

dependentes da matriz de transmissão F0 escolhida. Essa escolha resulta na diferença

de uma IDFT na matriz de recepção, o que possibilita a reutilização de grande parte da

arquitetura caso seja necessária a troca entre transmissão multiportadora e monopor-

tadora.

4.7 Equalização Semi-Cega

A interferência intersimbólica é a interferência entre símbolos adjacentes em

uma transmissão. É causada por efeitos como multi-propagação ou não linearidades

inerentes a resposta ao impulso do canal que acabam se comportando como um ruído

no símbolo atual.

Para tentar corrigir esses erros, a equalização de canal visa compensar as mu-

danças sofridas após o canal. Podemos classificar a equalização adaptativa em su-

pervisionada e não supervisionada, ou cega. A equalização supervisionada estima as

mudanças de canal com uma sequência de treinamento, ou seja, são enviados símbolos

pilotos que servem como sinais de referência e que não são efetivamente dados, mas
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que têm a funcionalidade de ajudar na estimação de canal. Os canais normalmente são

variantes no tempo, o que acarreta uma retransmissão periódica de símbolos pilotos.

Mas há uma grande quantidade de situações em que o treinamento não é possí-

vel por inviabilidade ou devido ao seu uso ser evitado por questões de projeto, como

em redes com muitos pontos de acesso. A desvantagem reside na redução da banda

efetiva de transmissão ocasionada, pois faz-se necessária a transmissão da sequência

de treinamento que não são realmente dados. Assim, foram propostas equalizações

cegas que simplificam a sinalização e o gerenciamento das transmissões. São equaliza-

ções que não utilizam pilotos e assim podem aumentar a taxa da dados dos sistemas.

Porém, esses sistemas possuem uma taxa de convergência pior e são computacional-

mente mais despendiosos, além de serem menos robustos em sistemas com ambiente

não estacionário.

Como alternativa, surgiu a equalização semi-cega, que combina o período de

treinamento com a equalização cega em períodos distintos. Esta é uma boa maneira de

diminuir a quantidade de pilotos transmitidos e ainda tornar efetiva a equalização de

canal. A equalização semi-cega utiliza os pilotos transmititos como seu estado inicial

durante o período supervisionado e, com o fim da transmissão dos pilotos, começa a

estimar variações no canal. Como vantagem pode estimar o canal com uma menor

quantidade de símbolos piloto, aumentando o número de dados efetivos transmitidos.

A Figura 4.1 é a representação em blocos de uma equalização semi-cega. Nela

estão representados os dois estados de equalização. Suponha que todas as variáveis

são complexas, sendo x(k) a entrada, y(k) a saída dos coeficientes, e(k) o erro e yd(k)

o símbolo que possui maior probabilidade de ter sido transmitido. Isso nos permite

dizer que quando a chave seletora está conectada a d(k), ou o sinal de referência, a

equalização encontra-se no estado supervisionado. Assim que ela comuta para a po-

sição contendo yd(k), não mais recebe informações de amostras piloto, logo está ope-

rando no estado de equalização cega e tenta diminuir o erro baseado na saída após os

coeficientes do processo adaptativo.
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+

w k( )x k( )

d k( )

y k( )

Algoritmo
Adaptativo

-

y kd( )

e k( )

Figura 4.1: Sistema em blocos da equalização semi-cega.

4.8 Aplicando a Equalização Semi-Cega com seleção de

dados em transceptores em blocos com redundância

reduzida

Nesta seção iremos demonstrar a equalização semi-cega proposta para trans-

ceptores multicanais com redundância reduzida. Normalmente a utilização de filtros

adaptativos ocorre quando as especificações são desconhecidas ou não podem ser sa-

tisfeitas por um filtro invariante no tempo. Assim um filtro adaptativo considera as

estruturas de filtragem e o algoritmo escolhido para melhorar um critério de eficiência

desejado.

Como visto nas equações (4.32) e (4.33), as única estruturas dependentes do ca-

nal são as duas diagonais que constituem Dpr
e D∗qr

. Essas estruturas podem repre-

sentar soluções zero-forcing ou MMSE, por exemplo. Infelizmente, em canais variantes

no tempo essas propostas podem se tornar muito custosas para a estimação destas

estruturas.

A medida que o canal muda, os coeficientes que formam os equalizadores de-

vem ser atualizados para refletir o atual estado da transmissão. Durante a fase de

recepção, estamos assumindo até o momento que o par gerador (P, Q) é conhecido. Na

verdade, para calcular este par é necessária uma carga computacional de atéO(Mlog2
2M)

operações [60] se utilizado o algoritmo Pan’s divide-and-conquer algorithm. Essa necessi-
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dade de atualização é indispensável em sistemas sem fio, pois os canais são usualmente

variantes no tempo.

Baseado nisso, este trabalho propõe dois algoritmos para estimar os novos co-

eficientes dos equalizadores: o SM-AP e o SM-NLMS, sendo este último um caso es-

pecífico do primeiro. São os responsáveis pela estimação das matrizes (P, Q). Para

isso, devemos revisitar os transceptores multicanais apresentados nas equações (4.33)

e (4.32), mas em uma forma matricial:

G0 = A
[
Dp1

Dp2
Dp3

Dp4

]︸ ︷︷ ︸
,X1

×


WMDWN 0 0 0

0 WMDWN 0 0

0 0 WMDWN 0

0 0 0 WMDWN


︸ ︷︷ ︸

,C


Dq1

Dq2

Dq3

Dq4


︸ ︷︷ ︸

,X2

B

= AX1CX2B,

(4.34)

considerando D = [DM 0M×(2K−L)] e N = M + 2K − L. Para sistemas multiportadora,

devemos definir A = IM e, para sistemas monoportadora, essa igualdade é alterada

para A = WH
M. Além disso, B , WH

NDH
N.

Uma análise rápida revela que as matrizes X1 e X2 compreendem os bancos de

equalização e por isso são as matrizes consideradas dependentes do canal, logo, a cada

variação do canal esses coeficientes devem ser atualizados para tentar minimizar o

erro médio quadrático E
[
‖s− ŝ‖2

2

]
e refletir o estado atual do meio de transmissão,

enquanto as outras matrizes são constantes.

A partir da representação matricial representado em (4.34), o transceptor mul-

ticanal proposto que inclui a equalização adaptativa pode ser apresentado. Primeira-

mente, devemos realizar mudanças nas estruturas dos bancos de equalização. Supo-

nha a equação (2.45) de forma que:

ŝ = G0 (H0(z) F0 s + v0)︸ ︷︷ ︸
y′

= G0 y′
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assim y′ representa a entrada do receptor. Note que a variável temporal está sendo

suprimida por simplificação.

Para facilitar a análise das modificações no banco de equalização representado

pela matrix X2, podemos inferir que a saída após a matrix B é composta por t = By′.

Dessa maneira, a equação matricial (4.34) pode ser transformada da seguinte forma:

Xnew
2 , diag

{[
qT

1 qT
2 qT

3 qT
4

]}
(4.35)

e

tnew ,


t

t

t

t

 , (4.36)

onde Xnew
2 ∈ C4N×4N refere-se ao novo banco de equalização X2 e tnew ∈ C4N×1 à nova

entrada deste equalizador.

Estas modificações, apesar de aumentarem o número de elementos da matriz

de entrada através de replicações e da matriz em relação ao equalizador X2 original,

ao transformar as 4 diagonais em apenas uma diagonal principal de tamanho 4N ele-

mentos, não alteram as operações entre as matrizes. Essa mudança é realizada para

nos mostrar que as operações são feitas elemento a elemento entre os coeficientes da

matriz de equalização e a matriz de entrada tnew, o que facilitará nossa análise quando

adicionarmos o algoritmo adaptativo ao equalizador.

Mudando o foco para o banco de equalizadores X1, estamos em busca de modifi-

car a estrutura deste banco para agrupar os coeficientes deste equalizador que alteram

cada saída do transceptor. Com isso em mente, a entrada desse equalizador pode ser

reescrita primeiramente como:

y′′ = CXnew
2 tnew

sendo y′′ ∈ C4M×1.

Em seguida, como X1 é formada por diagonais, podemos reescrever a relação

entre esta matriz de equalização e sua entrada y′′ para cada saída k. Devemos definir
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o novo vetor de entrada como:

ynew
k =


y′′(k)

y′′(k+M)

y′′(k+2M)

y′′(k+3M)


onde [y′′]k = y′′(k). Para os elementos não nulos de cada linha k da matriz X1, podemos

agrupá-los em um vetor, formando:

xnew
k =

[
p̂(k) p̂(k+M) p̂(k+2M) p̂(k+3M)

]
,

onde os elementos p̂(k) são na verdade os elementos da linha k do vetor p̂ a seguir:

p̂ =


p̂(k)

p̂(k+M)

p̂(k+2M)

p̂(k+3M)

 ∈ C4M×1

Assim, a saída de cada símbolo do novo equalizador X1, pode ser calculado

como um produto interno entre os vetores xnew
k e ynew

k , formando:

ok = xnew
k ynew

k

Estendendo este resultado, pode-se agrupar estas saídas ok em um vetor o. Para isso,

suponha que k é a linha do vetor o, então, matematicamente, [o]k = ok. Após esta

definição, a saída do transceptor ŝ se transforma em:

ŝ , A Xnew
1 C Xnew

2 tnew︸ ︷︷ ︸
o

= A o

(4.37)

em que Xnew
1 , refere-se ao novo equalizor X1 e está relacionado ao vetor xnew

k de forma

que [Xnew
1 ]kj , [xnew

k ]l, sendo j = k + lM e l ∈ {0, 1, 2, 3}. O valor de l está limitado

a 4 elementos, pois esta é a quantidade de ramos quando se implementa as estruturas

das matrizes de recepção G0 nos casos de multiportadora e monoportadora. E sendo a

matriz Xnew
2 a definida na equação (4.8).
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Após esta nova estrutura entre os bancos de equalizadores e as outras estruturas

do sistema que formam os tranceptores multicanais, podemos aplicar aos bancos de fil-

tros os algoritmos desenvolvivos na Seção 3. Dessa forma, o SM-AP e seus algoritmos

derivados podem ser utilizados para a atualização dos coeficientes dos equalizadores

Xnew
1 e Xnew

2 .

Com este intuito, podemos analisar as equações (3.13) e (3.14) e relacionar suas

variáveis aos bancos de equalizadores. Para o banco mais externo, ou seja, referente ao

antigo banco de equalização X1, podemos definir para cada instante:

wX1
k , (xnew

k )H

para k = {0, 1, . . . , M− 1}. Lembrando que o vetor xnew
k é formado por elementos da

matrix Xnew
1 .

Para produzir os novos coeficientes referentes ao novo banco interno de equali-

zação X2, podemos relacionar os coeficientes do algoritmo SM-AP a matriz de equali-

zação do transceptor de forma a produzir:

wX2
j , [Xnew

2 ]∗jj

onde j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Agora que já possuimos a relação entre os coeficientes do algoritmo adaptativo

e a matriz de equalização, podemos desfazer as operações criadas nas equações (4.8) e

(4.36) que exigem um número maior de elementos. Desta maneira, criamos as matrizes

Xnew
2 e t a seguir:
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Xnew
2 tnew = Xnew

2 t =



(wX2
0 )∗

. . .

(wX2
N−1)∗

(wX2
N )∗

. . .

(wX2
2N−1)∗

(wX2
2N)∗

. . .

(wX2
3N−1)∗

(wX2
3N)∗

. . .

(wX2
4N−1)∗



t (4.38)

de modo que a equação do símbolo de saída estimado, equivalente a expressão dada

na equação (4.37) se torna:

ŝ = A Xnew
1 C Xnew

2 t

ŝ , A Xnew
1 C Xnew

2 B s
(4.39)

Continuando com a relação entre as variáveis do SM-AP ao transceptor, deve-

mos definir quem são os símbolos de saída desejados do algoritmo. Estes símbolos

desejados formam as saídas de referência dos equalizadores. Com isso em mente, po-

demos separar em dois casos a atribuição do valor desejado para os equalizadores.

Primeiramente, durante o período supervisionado, o símbolo de saída do trans-

ceptor que procuramos é o símbolo transmitido s. Assim, devemos descobrir quais são

os valores de saída dos novos bancos de equalizadores que geram esse vetor de saída

ideal. Ao analisarmos a matriz de recepção dada pela equação 4.34, percebemos que a

saída desejada para o banco Xnew
1 é dada por:

dX1 = A−1s

durante este período de equalização.

No segundo caso, devemos procurar quais são os símbolos desejados para o

banco de filtros Xnew
1 durante o período de equalização cega. Neste estado, procura-se
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atualizar os coeficientes baseados no símbolo transmitido estimado ŝ, de forma que o

vetor desejado torna-se:

dX1 = A−1ŝ

De forma análoga, devemos definir os vetores desejados para o equalizador

Xnew
2 . Para o estado supervisionado de atualização dos vetores, temos:

dX2 = (AXnew
1 C)−1s

e, durante o período de equalização cega, obtemos:

dX2 = (AXnew
1 C)−1ŝ

Percebe-se que diferença para determinar o vetor de sinais desejados entre os períodos,

quando comparando o mesmo equalizador, reside na troca do símbolo de saída s e ŝ.

Vale ressaltar que a complexidade em encontrar o valor de dX2 é maior que en-

contrar dX1 . Analisando o sistema multiportadora, percebemos que para encontrar

o valor de dX1 precisamos usar até O(MlogM) operações, referente a DFT. Para dX2 ,

temos a mesma complexidade para a matriz A anterior. Adicionalmente, temos de

calcular Xnew
1 que é considerada simples computacionalmente por ser formada por di-

agonais. Temos também a matriz C formada por DFTs e mudanças de fases, além da

operação de inversa. A maior complexidade também ocorre em sistemas monoporta-

dora.

Essa diferença de complexidade permite a criação de prioridade de atualização

entre os bancos de equalizadores, em que atualizar os coeficientes de X1 deve possuir

maior prioridade por necessitar de menos carga computacional.

Neste ponto, devemos definir as entradas dos filtros adaptativos. Devido à téc-

nica affine projection, podemos ter na matriz de entradas elementos referentes a instan-

tes anteriores. Assim, para o equalizador X2 sua matriz de entrada será:

YX2(i) , [tnew(i) . . . tnew(i− Pk + 1)]

Da mesma forma para X1, devemos definir cada matriz de equalização referente a saída

k como YX1
k [i], que é definido por:

YX1
k (i) ,

[
ynew

k (i) ynew
k (i− 1) . . . ynew

k (i− Pk + 1)
]



4. TRANSCEPTORES SUPER-RÁPIDOS EM BLOCO COM REDUNDÂNCIA REDUZIDA 67

Bloco
de dados

P/S

Canal

Ruído

S/P

Equalizador

Equalizador

Equalizador

DFT

DFT

DFT

1 1

DFT

Ignorar

Símbolo estimado 0

M

IDFT Rotação IDFT

EqualizadorDFT

Ignorar

1 1

DFT

M

1 1

DFT

M

1 1

DFT

M

4

4

4

4

Adiciona
Período

de Guarda

Remove
Período

de Guarda

Rotação

Rotação

Ignorar

Ignorar

Equalizador

Equalizador

Equalizador
Símbolo estimado 2

Símbolo estimado 1

Símbolo estimado M
Equalizador

Rotação

Rotação

Figura 4.2: Arquitetura proposta com 4 ramos do transceptor com redundância redu-
zida e seletividade de dados.

A Figura 4.2 demonstra a arquitetura prosposta para o caso multiportadora.

Note que os coeficientes dos equalizadores Xnew
1 estão agrupados para cada saída do

transceptor multicanal. Perceba que há 4 coeficientes a serem atualizados por bloco de

equalização deste banco. No caso do equalizador Xnew
2 , há 4N saídas e um coeficiente

de equalização para cada saída. Portanto, em cada bloco de equalização há algoritmos

SM-AP operando, equivalentes ao apresentado na Figura 4.1 sem levar em conta suas

dimensões apropriadas.

4.9 Generalização do Número de Ramos do Transceptor

Trabalhos recentes, tais como [30], propõem transceptores multicanais com re-

dundância reduzida com um número reduzido de ramos em sua arquitetura. Neste
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trabalho, estamos interessados em uma nova arquitetura em que a quantidade de ra-

mos é incrementada, o que aumenta consequentemente o número de coeficientes dos

equalizadores adaptativos e que utiliza o algoritmo SM-AP complexo.

Essas modificações podem ser observadas ao estendermos os resultados matri-

ciais apresentados na Seção 4.8. O aumento do número de coeficientes melhora a velo-

cidade de convergência e também a taxa de saída do sistema. De forma complementar,

a complexidade é mantida, pois a arquitetura se mantém em ramos, que podem ser

computados de forma paralela, além de manter a caracterísita de seletividade de da-

dos do SM-AP que permite um número de atualizações menor.

Em busca desse incremento no número de coeficientes na equalização adapta-

tiva, podemos criar um banco de equalizadores, tal que:

Xsup
2 = diag

{[
wX2

0 . . . wX2
(Nb−1)N

]∗}
onde Nb é o número total de ramos em paralelo na estrutura do transceptor. Em outras

palavras, se analisarmos a equação que forma a matriz de recepção, é formado pelos

elementos que compõe o somatório. Dessa forma, Xsup
2 representa o novo equalizador

X2 com um número superior de ramos. A partir desta mudança, podemos definir

tsup ∈ C(Nb N)×1, que é composta de Nb vetores coluna t replicados e devemos restringir

a Nb > 4, para que o número de ramos seja maior que a quantidade original.

Devido à relação:

Xsup
2 tsup = Xsup

2 t =



(wX2
0 )∗

. . .

(wX2
N−1)∗

(wX2
N )∗

. . .

(wX2
2N−1)∗

...

(wX2
(Nb−1)N)∗

. . .

(wX2
Nb N−1)∗



t (4.40)
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Continuando com a redefinição de tamanho das matrizes, devemos modificar C

para formar:

Csup ,


WMDWN

. . .

WMDWN

 ∈ C(Nb M)×(Nb N)

Portanto, a entrada do equalizador Xsup
1 , que é a versão com mais ramos do equaliza-

dor X1 pode ser definida por y = CsupXsup
2 t. Posteriormente, a saída do novo equaliza-

dor X1 pode ser definida como:

osup
k =

[
wX1

k wX1
(k+N) . . . wX1

(k+(Nb−1)N)

]∗


y(k)

y(k+M)
...

y(k+(Nb−1)M)


ou seja, o novo equalizador Xsup

1 é formado por elementos do vetor xsup
k através da

relação [Xsup
1 ]kj , [xsup

k ]l, para j , k + lM e l ∈ {0, . . . , (Nb − 1)}.

Devemos agora definir as matrizes de entrada dos algoritmos adaptativos para

essas novas estruturas. Podemos definir para Xsup
1 sua entrada como:

YX1
k (i) ,

[
yk(i) . . . y(k−(Nb−1)M)(i− Pk + 1)

]
∈ CNb×Pk

sendo k ∈ {0, . . . , M− 1}.

Estes resultados geram um novo transceptor generalizado, definido como:

G0 = AXsup
1 CsupXsup

2 B

A nova arquitetura está demonstrada pela Figura 4.3. De fato, uma análise

rápida nos permite ver que em Xsup
2 o número de coeficientes é incrementado em

N = M + 2K − L elementos para cada ramo adicionado. Para a matriz referente ao

outro equalizador, Xsup
1 , o número de coeficientes de equalização para cada saída é

proporcional ao número de ramos Nb.

A vantagem dessa arquitetura reside na forma paralela de computação, pois a

carga computacional pode ser compartilhada. Esta vantagem pode ser utilizada para

modificar a quantidade de ramos Nb dependendo da situação. Por exemplo, Nb pode
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Figura 4.3: Arquitetura do transceptor multicanal generalizada.

ser incrementado se as interferências são mais severas ou reduzidas para manter a

complexidade baixa, ou seja, é um sistema que permite a troca entre complexidade e

eficiência.

Os equalizadores permitem o uso de informações anteriores, com um fator de

memória de Pk ∈ N elementos. Essa quantidade de memória pode ser ajustada para

aumentar a taxa de convergência ou mesmo o erro médio quadrático, ao despeito de

uma maior complexidade computacional.

Também devemos citar que a atualização do equalizador Xsup
2 pode ser realizada

em uma taxa diferente de Xsup
1 , pois o primeiro é mais despendioso do ponto de vista

computacional. De modo que o equalizador Xsup
1 é atualizado com maior frequência

e Xsup
2 é atualizado somente quando o primeiro não consegue lidar com a tarefa de

equalização, dada alguma medida, neste caso o MSE. Estas mudanças permitem uma

redução da complexidade durante os períodos supervisionados e não supervisionados.
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4.10 Análise de Complexidade

Nas seções anteriores, os fundamentos que demonstram nossa abordagem fo-

ram explicitados. Entretando, como em qualquer desenvolvimento, é interessante pro-

ver análises de complexidade, de modo que o futuro projetista possa criar um sistema

sabendo das suas vantagens e desvantagens em relação ao custo computacional.

Primeiramente, o processo de equalização de fato é considerado. Suponha que

uma multiplicação compléxica genérica necessite de Tm segundos e Ta segundos para

uma operação de adição. Considere o número de ramos originalmente como 4. Desde

modo, uma operação de FFT necessitará de M
2 log2M− 3M

2 + 2 multiplicações comple-

xicas. Consequentemente, a Tabela 4.1 pode ser gerada [28]:

Tabela 4.1: Número de operações complexas relacionadas ao processo de equalização,
durante o estágio de recepção.

Sistema Multiplicações (Tms) Adições (Tas)
MCRRBT 7Mlog2M− 3M + 18 + 5(2K− L) 10M + 14Mlog2M
SCRRBT 15M/2log2M− 9M/2 + 20 + 5(2K− L) 10M + 15Mlog2M

MCRRBT Paralela 5/2Mlog2M-3/2M+6-2(2K+L) 4M + 5Mlog2M
SCRRBT Paralela 3Mlog2M− 3M + 8− 2(2K + L) 4M + 6Mlog2M

Pode-se perceber que a quantidade de operações necessárias são distribuidas

quando se utiliza das estruturas em paralelo na arquitetura, o que reduz o tempo des-

pendido.

O par gerador (P, Q) que define os equalizadores do transceptor com redundân-

cia reduzida, possui a informação do canal, mas sua estimação não foi levada em conta

até o momento na análise de complexidade. Sendo assim, é sabido que o algoritmo

SM-NLMS requer 2M + 4 multiplicações e 2M + 6 adições, assim como o SM-BNLMS

necessita de 3M + 4 multiplicações e 3M + 7 adições [4]. Assim, é possível fazer a se-

guinte tabela comparativa das complexidades por iteração:

relembrando que M é o número de símbolos e N = M + 2K− L. A Tabela 4.2 demonstra

a complexidade quando todos os coeficientes são atualizados. Vale notar que a abor-

dagem utilizada se vale da seletividade de dados presente no SM-AP o que permite

reduzir a quantidade dessas operações, já que nem todos os coeficientes serão atuali-

zados ao mesmo instante. O parâmetro γ presente na equação (3.12) que controlará
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Tabela 4.2: Número de operações complexas relacionadas ao procedimento de atuali-
zação, durante o estágio de recepção.

Algoritmo adaptativo Multiplicações Adições
X1 SM-NLMS (2Nb + 4)M (2Nb + 6)M

X1 SM-BNLMS (3Nb + 4)M (3Nb + 7)M
X2 SM-NLMS 2NbN + 4 2NbN + 6

X2 SM-BNLMS 3NbN + 4 3NbN + 7

esse procedimento de atualização quando o erro a priori permanecer em um intervalo

aceitável definido pelo projetista.

Além disso, a possível relação de atualização entre os bancos de equalizadores

relacionados às matrizes X1 e X2, visa reduzir a complexidade, pois permite que um

banco atualize enquanto o outro permanece em seu estado anterior se o erro de símbolo

é considerado pequeno o suficiente.

Em resumo, para verificarmos a complexidade do sistema, podemos analisar o

caso da transmissão envolvendo multiportadora. A presente proposta reduz a comple-

xidade computacional de O(Mlog2
2M) para uma complexidade linear O(M) quando

somente o banco de equalização externo X1 é atualizado ou O(Mlog2M) quando a

atualização necessita de ambos bancos de equalizadores. Tal diferença reside na com-

plexidade em se calcular o vetor desejado maior para X2, como já foi apresentado. Ou

seja, tal abordagem continua mantendo uma baixa complexidade total.



Capítulo 5

Simulações de Sistemas Transceptores

com Equalização Adaptativa Proposta

Esta seção apresenta a avaliação da eficiência dos transceptores com redundân-

cia reduzida e a inclusão da equalização adaptativa por meio do algoritmo SM-AP.

Esta abordagem se utiliza da seletividade de dados que diminui o número de opera-

ções por controlar a quantidade de atualizações dos coeficientes de equalização. Além

disso, é utilizada uma prioridade entre os bancos de filtros para atualizar ambos so-

mente quando uma medida de erro é superada, o que possibilita economia de energia

pelo número menor de atualizações.

As figuras de mérito escolhidas são a taxa de bits de saída e o número de coefi-

cientes do equalizador que estão sendo atualizados, durante a transmissão dos blocos.

A taxa de bits (do inglês, throughput) é definida por:

b
M

M + K
(1− BLER) fsrc

onde b é a quantidade de bits que representam a constelação utilizada na transmissão,

M representa o tamanho do bloco de dados utilizado, K é a quantidade de redundân-

cia, fs é a frequência de amostragem e o símbolo e os modelos dos canais usam essa

mesma frequência de amostragem, rc representa a taxa de código, referente a codifi-

cação de canal e, por último, o BLER indica o block-error rate, ou seja, a quantidade de

blocos descartados se ao menos um bit deste bloco é incorretamente decodificado no

receptor.

73
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Dentre os fatores que alteram a taxa de bits transmitidos podemos destacar o

ruído que este sistema sofre. Para medir esta quantidade de ruído é usualmente uti-

lizada a razão sinal ruído (SNR, do inglês signal-to-noise ratio), que por definição é a

média de energia dos símbolos transmitidos na entrada do canal e a densidade espec-

tral do ruído aditivo no receptor.

Pesquisas têm demonstrado que transceptores com redundância mínima ou re-

duzida podem aumentar a eficiência da taxa de dados em transmissões monopor-

tadora e multiportadora [56, 28]. Entretando, diversos trabalhos na área, tais como

[28, 61], dependem de um perfeito conhecimento das matrizes referentes ao canal de

transmissão durante o processo de equalização.

Foi proposto a utilização de um algoritmo adaptativo para mitigar os efeitos

desse canal sem a necessidade de se conhecê-lo previamente. Considerou-se um mo-

delo de canal que opera na mesma frequência dos símbolos e com um canal com res-

posta ao impulso longo da ordem L = 30 [60]. Os coeficientes do canal foram criados

aleatoriamente através de uma distribuição gaussiana com σ = 1, µ = 0.

Utilizando este cenário, nós transmitimos 10000 blocos carregando M = 32 sím-

bolos e uma constelação QPSK (b = 2). Os primeiros 200 blocos são utilizados para

treinamento, desta maneira, o restante dos blocos são utilizados na transmissão efe-

tivamente, o que identifica o processo semi-cego de equalização. A taxa de código

escolhida foi rc = 1
2 e a codificação de canal com tamanho 7 [60]. Os geradores octais

são g0 = [133] e g1 = [165], valores adaptados da especificação do LTE [62] e o mesmo

utilizado nos trabalhos [28, 61], para fins comparativos. Foi escolhido como frequência

de amostragem fs = 1000 MHz. Como estado inicial para a equalização adaptativa

definimos pr composta por elementos nulos e qr ∼ N (0, σ).

Em relação às transmissões simuladas, diferentes cenários foram utilizados para

sistemas multiportadora e monoportadora. As simulações foram divididas em gran-

des e pequenas mudanças no canal h(k) ∈ C(L+1)×1, durante a transmissão dos blocos

de dados. Nós assumimos um ruído gaussiano branco hx(k) ∼ N (0, σ2
1 ) ∈ C(L+1)×1

que altera o valor da resposta ao impulso do canal durante a transmissão. Matema-

ticamente isso é apresentado como:
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Figura 5.1: Canal original e modificado após 200 transmissões de blocos.

h(k + 1) = hx(k) +< {h(k)} + 1ihx(k) + 1i= {h(k)} (5.1)

onde, para pequenas variações no canal, foi assumido σ1 = 0.0005 a cada 10 blocos.

Adicionalmente, σ1 cresce em 10 vezes para o valor 0.005 e altera o canal a cada 201

blocos. A diferença entre a resposta ao impulso do canal original e a modificada, de-

vido ao ruído, pode ser vista na Figura 5.1.

Com relação ao algoritmo adaptativo SM-AP, foram determinados os valores de

γ1 e γ2 como 0.575 e 0.9, respectivamente quando se utiliza transmissões monopor-

tadora. Para sistemas multiportadora, alterou-se seus valores para 0.7 e 0.8 respecti-

vamente. Esses valores foram obtidos por método de busca exaustiva no intervalo de

(0, 1] [4] com um passo de 0.025 entre os valores verificados.

Nas simulações desenvolvidas, foram utilizados 6 valores de redundância, tais

que fossem respeitadas a inequação
⌈ L

2

⌉
≤ K ≤ L. Os valores de K escolhidos per-

tecem ao conjunto {15, 18, 21, 24, 27, 30}. Os valores de Pk foram utilizados 0 e 1, res-

pectivamente, para formar os algoritmos SM-NLMS e SM-BNLMS. Os valores de SNR

utilizados para as simulações foram de 10 a 40, com passo de 3.

Adicionalmente, foram definidas relações de atualização entre os bancos repre-

sentados pelas matrizes X1 e X2. Esta propriedade se baseia no custo computacional

maior de atualização dos coeficientes do banco de equalidores X2 em comparação ao

X1.
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5.1 Simulação Monoportadora

• Cenário 1: A Figura 5.2(a) demonstra a taxa de bits de saída ao utilizar os 4 ramos

originais da estrutura com a nova abordagem de equalização adaptativa. Nesta

simulação são verificados os sistemas com o cenário de mudanças grandes no ca-

nal. Além disso, a taxa de reuso Pk = 0, o que define o algoritmo SM-NLMS. Foi

utilizado uma relação entre as atualizações dos dois bancos de filtros representa-

dos por X1 e X2, de tal forma que o equalizador externo X1 é sempre atualizado,

enquanto o externo é atualizado somente quando mais de 10% dos coeficientes

pertencentes ao primeiro são alterados, o que diminui a quantidade de opera-

ções que envolvem as atualizações e diminui o consumo de energia quando as

mudanças nos canais conseguem ser suportadas somente pelo equalizador ex-

terno e quando não são, o segundo começa a operar em conjunto.

O sistema transceptor multicanal em blocos monoportadora com redundância

reduzida e seletividade de dados, para este cenário, utilizando redundância K =

15 não produz estimativas confiáveis para os bits transmitidos para a faixa SNR

de 10 dB a 40 dB verificados. O mesmo ocorre para redundâncias um pouco

maiores, como K = 18 e K = 21. Entretanto, o incremento para uma quantidade

de redundância reduzida K = 24 é suficiente para superar os resultados de taxa

de saída de dados no MMSE-SC-FD com a redundância máxima. Isso pode ser

visto a medida que o valor de SNR cresce, onde um ganho de 6% é obtido com

valor de SNR igual a 16 dB, como exemplo. Quando analisamos K = 27, vemos

um ganho maior na taxa de dados em valores menores de SNR, alcançando um

aumento de 3% para SNR 16 dB em comparação a nossa medida de comparação

MMSE-SC-FD.

Esse cenário ocorre devido ao menor número de redundância reduzido inserido

que, consequentemente, aumenta o número efetivo de dados úteis da transmis-

são, mas mantem o compromisso com a quantidade mínima necessária para ha-

ver redundância suficiente que mitigue os efeitos do canal. Isso pode ser visto

quando K = 24, onde há um ganho na taxa em comparação com K = 27 a medida

que o SNR aumenta, justamente no cenário em que uma proteção devido aos
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efeitos do canal podem ser menores. A medida que o número de redundância

aumenta, os resultados tornam-se similares aos encontrados por MMSE-SC-FD.

A Figura 5.2(b) representa o mesmo cenário para a taxa de bits, mas com uma taxa

de atualização (do inglês, update rate) entre os bancos de equilizadores aumentada

para 20% dos coeficientes do equalizador X1. Os resultados obtidos para a taxa

de bits são similares para as três primeiras redundâncias utilizadas: 15, 18 e 21.

Quando analisamos as outras redundâncias, vemos que para os valores de SNR

maiores são obtidas medidas similares ao cenário com 10% de atualizações. Isso

ocorre pois como há uma menor quantidade de ruído, onde necessita-se menos

dos processos de equalização.

A quantidade de coeficientes atualizados são analisadas durante o período de

equalização supervisionada e não supervisionada. Primeiramente, quando ana-

lisamos para o período supervisionado, obtemos a Figura 5.3(a). Quando veri-

ficamos as redundâncias de K = 24 a K = 30, quando 10% dos coeficientes do

banco de equalização externo não são suficientes para lidar com as mudanças do

canal. Perceba, que neste período, a atualização dos coeficientes do equalizador

externo X1 possui um máximo de 45% dos número de saídas dos coeficientes

quando analisamos 10 dB de SNR, mas logo esse valor é reduzido para próximo

de 35% a medida que esse valor de SNR cresce para K = 24 e menos de 20% para

K = 27. Quando olhamos o número de atualizações, para o equalizador X2 na

Figura 5.3(b), é visto um número muito baixo de atualizações. Como esperado,

grande parte do esforço computacional é transferido para o banco de equaliza-

dores mais externo.

Posteriormente são mostrados dois resultados da quantidade de coeficientes atu-

alizados durante o período não supervisionado. A Figura 5.3(c) representa o nú-

mero de atualizações para o equalizador X1, onde percebe-se um número maior

de atualizações em comparação com o período não supervisionado para SNR 10

dB, mas essa quantidade fica abaixo comparativamente a medida que a quanti-

dade de ruído diminui. A Figura 5.3(d) apresenta uma quantidade pequena de

atualizações em todos os casos para o banco de equalização X2, mostrando que

grande parte da aprendizagem do sistema ocorreu no período supervisionado.
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(a)

(b)

Figura 5.2: Taxa de bits [Mbps] × SNR [dB] do cenário 1; (a) utilizando uma taxa de
atualização para quando mais de 10% dos equalizadores de X1 são atualizados e (b)
quando esse valor é 20%.

A Figura 5.4 representa o mesmo cenário, com 4 ramos, 10% de atualização, SM-

NLMS, mas com uma variação diferente do canal. Desta vez, somente peque-

nas variações são sofridas pelo canal, ou seja, a variância de hx, pertencente a

equação (5.1), é limitada a σ1 = 0.0005 e o canal sofre variação a cada 10 blocos

transmitidos. Podemos destacar que, apesar das simulações envolvendo as ou-

tras redundâncias terem um comportamento similar, K = 24 conseguiu superar o

MMSE-SC-FD logo a 16 dB, além de um incremento em torno de 9% na taxa de

bits para SNRs maiores.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.3: Taxa de atualização × SNR [dB] para o cenário 1: (a) e (b) representam a
taxa de atualização durante o período supervisionado, (c) e (d) são os resultados para
o período não supervisionado dos equalizadores X1 e X2, respectivamente.

• Cenário 2: A Figura 5.5 demonstra a taxa de bits para uma solução generalizada,

ou seja, com um número maior de ramos que o original, neste caso, 6 ramos.

Os equalizadores de X2 são atualizados somente quando mais de 10% dos coe-

ficientes do equalizador X1 são modificados e o canal é longo de ordem 30. Do

mesmo modo, as duas menores redundâncias não conseguem resultar em uma

boa estimação dos símbolos transmitidos, principalmente quando o SNR é pró-

ximo a 10 dB. Entretanto, para as quatro maiores redundâncias, há ganhos com o

aumento dos ramos, pois isso permite um maior uso de coeficientes no processo

de equalização. Analisando quando K = 21, percebe-se que houve uma melhora

em relação a sua eficiência quando comparado com um número menor de ramos,

principalmente quando olhamos valores de SNR maiores que superam o MMSE-

SC-FD em até 7%. Continuando a análise, quando a quantidade de redundância

é K = 24, atinge valores maiores que a nossa medida de comparação já em 16

dB, onde percebe-se uma estabilização em uma de taxa 8% maior. No caso de

K = 27, o aumento dos números de ramos cresce significativamente a taxa de bits
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Figura 5.4: Throughput [Mbps] × SNR [dB] of Scenario 1: transmissão monoportadora
utilizando 4 ramos e com uma taxa de atualização entre os banco de equalizadores de
10% e com pequenas variações no canal.

quando analisamos os valores de SNR mais baixos, como em 10 dB que aumenta

de valores próximos a 100 Mbps a próximo de 400 Mbps. Além disso, com 13 dB

há uma diferença de apenas 4% em comparação a nossa referência.

Figura 5.5: Throughput [Mbps] × SNR [dB] para o cenário 2: Transmissão monoporta-
dora utilizando solução generalizada com 6 ramos e taxa de atualização entre os banco
de equalizadores de 10%.

Outra medida que podemos analisar é a MSE para este cenário. A Figura 5.6

mostra esse resultado para K = 27 e 16 dB de SNR, demonstrando uma rápida

convergência em menos de 15 símbolos até alcançar o estado estacionário.

Além disso, a Figura 5.7 mostra a taxa de bits quando o canal varia somente
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Figura 5.6: MSE [dB] × número de blocos: demonstração da taxa de convergência
através do uso de 6 ramos, uma taxa de atualização entre os bancos de equalizadores
de 10%, K = 27 and SNR igual a 16 dB.

em pequenas taxas e percebe-se, por exemplo em K = 27, que se atinge valores

mais altos de throughput, principalmente quando se analisa em 10 e 13 dB quando

comparados com o cenário 1 para pequenas mudanças no canal.

Figura 5.7: Throughput [Mbps]× SNR [dB] para o cenário 2: monoportadora utilizando
6 ramos e taxa de atualização de 10% para os equalizadores e o canal com pequenas
variações.

• Cenário 3: Nestas simulações são utilizados um valor de reuso Pk = 1, o que trans-

forma o SM-AP no caso específico SM-BNLMS, com o ruído que modifica o canal

possuindo um desvio padrão de σ1 = 0.0005 a cada 201 blocos e σ1 = 5× 10−4

a cada 10 blocos. A Figura 5.8(a) demonstra que para K = 27 e K = 30 obtemos

valores similares quando olhamos valores de SNR maiores que 20 dB. Entretanto

quando analisamos os outros valores de SNR e também para os demais valores

de redundância percebe-se uma deteriorização da taxa de saída geral. Buscando
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uma melhoria dos resultados, analisamos as simulações por meio da Figura 5.8(b)

que representa um transceptor generalizado de 6 ramos. Assim, analisamos as re-

dundâncias maiores que K = 24, e observamos resultados similares aos do cenário

1. Apesar da utilização de informações de instantes anteriores, não houve uma

maior eficiência e estes resultados podem ser atribuídos à rápida mudança da res-

posta ao impulso do canal em um curto intervalo, o que limita a velocidade de

convergência e, consequentemente, a eficiência do algoritmo SM-BNLMS. Tam-

bém é sabido que apesar da convergência mais rápida o valor em estado estacio-

nário, em algoritmos derivados do affine projection, também aumenta [4, 63].

5.2 Simulação Multiportadora

• Cenário 4: Nesta seção, analisamos as simulações de sistemas multiportadora uti-

lizando 12 ramos e um fator de 20% dos coeficientes do equalizador externo para

atualizar o interno. As Figuras 5.9(a) e 5.9(b) ilustram a taxa de bits de saída

utilizando-se de σ1 = 0.0005 a cada 10 blocos e σ1 = 5× 10−4 a cada 201 blocos

para simular as mudanças do canal. As redundâncias K = 27 e K = 30 demons-

tram um resultado que, apesar de não superar a nossa medida de referência, pos-

sui uma diferença de menos de 4% e 1% quando olhamos o valores maiores que

20 dB de SNR, respectivamente. Entretanto, para SNR menores, não se consegue

uma estimação de símbolo com resultados significativos.

Quando analisamos as atualizações referentes a esse cenário com Pk = 1, deve-

mos destacar que a quantidade de atualizações para este cenário são significati-

vamente baixas para as redundâncias K = {24, 27, 30}. Na 5.9(b), o equalizador

X1 para o período supervisionado tem uma taxa de atualização de menos de 30%

e, para X2, menos de 10% de atualizações dos coeficientes.

A Figura 5.10(c) representa as taxas de atualização dos coeficientes do equali-

zador X1 durante o período não supervisionado. Assim, verificamos uma taxa

de atualização de menos de 30% para as redundâncias K = {24, 27, 30}. Para

este mesmo cenário, a Figura 5.10(d) demonstra uma taxa atualização também

de menos de 30% do total de coeficientes. Com isso percebemos que há grande
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(a)

(b)

Figura 5.8: Throughput [Mbps] × SNR [dB] no cenário 3: (a) e (b) representam os re-
sultados de um sistema monoportadora utilizando o fato que 10% dos coeficientes do
equalizador externo precisam ser modificados para atualizarmos o banco externo. É
utilizado Pk = 1; 4 e 6 ramos, respectively.

economia de recursos pela baixa quantidade de atualizações neste cenário.

Procurando um melhor cenário, mantivemos os parâmetros anteriores, mas fi-

zemos a análise da transmissão utilizando transceptor multicanal com multipor-

tadora com uma variação do canal menor, somente com σ1 = 0.0005 a cada 10

blocos. A representação das taxas de dados pode ser vista na Figura 5.11. Nele

verificamos que são obtidos resultados maiores que a nossa medida de referência

para a redundância reduzida K = 27.
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(a)

(b)

Figura 5.9: Throughput [Mbps] × SNR [dB] no cenário 4: Simulação para multiporta-
dora utilizando 12 ramos e uma taxa de 20% para a relação entre os equalizadores. (a)
Pk = 0 e (b) Pk = 1.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.10: Taxa de atualização × SNR [dB] no cenário 4: Simulação com transmissão
multiportadora utilizando 12 ramos e Pk = 1. (a) e (b) representam a taxa de atualização
durante o período supervisionado. (c) e (d) representam a taxa de atualização durante
o período não supervisionado do banco de equalizadores X1 e X2, respectivamente.

Figura 5.11: Throughput [Mbps] × SNR [dB] do cenário 4: Transceptor multicanal ge-
neralizado com 12 ramos, Pk = 1 utilizando pequenas variações no canal.



Capítulo 6

Conclusões

Nesse trabalho, pesquisamos transceptores multicanais para sistemas monopor-

tadora e multiportadora utilizando redundância reduzida com uma arquitetura que

envolve DFTs, DFTs inversas, matrizes diagonais e equalização semi-cega adaptativa.

Isto nos permite criar transceptores que são computacionalmente econômicos, deriva-

dos de matrizes estruturadas como Toeplitz, Vandermonde, Bezoutianas e Bezoutianas

generalizadas. A equalização adaptativa utilizou o algoritmo set-membership affine pro-

jection, que permitiu mitigar os efeitos do canal, além de acompanhar variações deste

durante a transmissão, com um baixo número de operações. Esta arquitetura permite

a generalização para utilizar informações de instantes anteriores para o processo de

equalização, como a utilização do algoritmo SM-BNLMS. Foi proposta uma nova ar-

quitetura em que o número de ramos é incrementado, alcançando um crescimento no

número de coeficientes de equalização, o que possibilita uma convergência mais rápida

dos algoritmos adaptativos, gerando melhores taxas de saída sem aumentar de forma

considerável a complexidade devido à possibilidade de distruibuir a carga computaci-

onal por conta do paralelismo inerente à arquitetura do transceptor. Foi utilizada uma

relação de atualização entre os bancos de equalização, que cria prioridade maior para

os equalizadores que possuem menor complexidade computacional, sem prejudicar a

eficiência do sistema.

Simulações demonstraram que as taxas de saídas superam as medidas de com-

paração em determinados cenários com canais longos. Mesmos os cenários que não

conseguiram taxas de saídas relevantes, obtiveram uma grande redução no número de
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operações no processo de equalização e se tornaram mais robustas a variações.

6.1 Sugestões de Trabalhos Futuros

Segue a lista de possíveis trabalhos futuros:

• Realizar um estudo para encontrar os valores ótimos de γ que determinam a

região de erro admissível dos algoritmos SM-AP, no contexto dos transceptores

apresentados.

• Utilizar outros algoritmos adaptativos nos banco de equalizadores.

• Aumentar o controle da quantidade de operações ao utilizar algoritmos com atu-

alização parcial (do inglês, partial-update algorithms), o que permitiria compensar

o aumento da complexidade devido ao maior número de ramos nos transcepto-

res generalizados.

• Desenvolver uma abordagem adaptativa para otimizar a quantidade de coefi-

cientes atualizados máxima no banco de equalizadores X1 mais externo, para

somente assim atualizar o banco de equalização mais interno X2.

• Realizar a transmissão variando a quantidade de redundância utilizada depen-

dendo das características do cenário no instante da transmissão.

• Estudar a quantidade de reuso de dados no SM-AP entre os períodos de equali-

zação, a fim de diminuir a quantidade de símbolos-piloto necessários.
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