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Resumo

Neste trabalho consideramos uma variedade Riemanniana (M™, g) um grupo
de Lie com métrica invariante & esquerda G™*, uma aplicacao diferencidvel
N : M — S" CT,G e apresentamos condicoes necessarias e suficientes para
que exista uma imersao isométrica f : M 3 G de tal forma que N seja a

aplicacao de Gauss da imersao f.

Palavras-chave: Imersoes isométricas em grupos de Lie, grupos de Lie

métricos, aplicacao de Gauss prescrita, hipersuperficies em grupos de Lie.



Abstract

In this work we consider a Riemannian manifold (M", g) a Lie group G™**
with left invariant metric and a smooth map N : M — S" C T,G. We give
necessary and sufficient conditions for the existence of an isometric immersion

f M 3 G such that N is the Gauss map of f.

Keywords: Isometric immersions into Lie Groups, metric Lie groups,

prescribed Gauss map, hypersurfaces on Lie groups.
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Introducao

Hipersuperficies de variedades Riemannianas (M", g) isometricamente imersas
no espaco Euclidiano R™*! sao caracterizadas por sua primeira e sequnda for-
mas fundamentais g e h. Um classico teorema, devido a O. Bonnet, garante
que a imersao existe e € Uinica, a menos de movimentos Euclidianos, desde que

o par (g, h) satisfaca as equagoes de Gauss e Codazzi.

Mas, o que acontece quando a segunda forma fundamental for substituida
pela aplicacao de Gauss?

No artigo indicado na referéncia [§] os autores consideraram uma variedade
Riemanniana (M", g), uma aplicacao suave v : M™ — S™ C R"*! e obtiveram

uma solucao para a seguinte questao:

“Quando é que os dados (g,v) sao a primeira forma fundamental e a

aplicacdo de Gauss para uma imersao u : M™ — R+ 27

Nesse caso dizemos que os dados (g, v) sdo admissiveis e u sera chamada uma
solugao para (g,v).
O principal resultado do referido artigo, é um teorema que pressupoe que

a derivada de v seja nao degenerada.

No presente trabalho, consideramos a questao acima para o caso em que
temos o espaco ambiente como sendo um grupo de Lie G™*! com métrica
invariante a esquerda e a aplicacdo suave N : M"™ — S" C T.G, definida
em M e tomando valores na esfera unitaria do espaco tangente a G em seu

elemento identidade.

No Teorema a seguir, encontramos as condi¢oes necessarias e suficientes

para que os dados (g, V) sejam admissiveis para o problema que nos propuse-



mos.

Teorema 1 (i) Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana simplesmente

(i)

conexa com métrica g, G um grupo de Lie com métrica invariante a

esquerda e g a dlgebra de Lie de G.

Seja N : M™ — S* C ToG e seja [, ], o produto da dlgebra de Lie de G,
definido em ToG.

Denote por E o fibrado vetorial M™ x R"*! sobre M, onde R"! =
(TG, [, ],) e considere em E a conezxao D, tal que Dx& = 0 para todo

¢ = (p,w) com w=constante e X € TM.

Entao, os dados sao admissiveis se, e somente se, existe uma isometria

V:TM — E ortogonal a N, satisfazendo

(1) (DxV) (Y) = (DyV) (X) = = [V(X), V(Y) ],
Neste caso, a imersao isométrica f: M % G satisfaz

(2) Qodf =V

onde ® : f*T'G — E € uma isometria paralela.

Além disso, se a isometria V ewiste, entao satisfaz as equacoes diferen-
c1ais
m 1
(3)  (Dxv )™ = V(VxY) = A{IV(X), V()]
— Lo(V(X),V(Y))}™")

onde, se X, Y sao campos quaisquer em G e X, Y sao campos invari-

antes a esquerda em G que, no ponto, coincidem com X eY, entdao
Lo(X,Y) = ad%Y + ady X

Ao longo de geodésicas de M estas equacoes podem ser escritas como as

equacoes diferenciais ordindrias

4)  (DyV)(Y) = —%{[ V(), V(Y) ]y — Lo(V(), V(Y))}

FS VO VI 1oy N) = [VE), N, VY )
(V) N1y V) ) = 2{V(Y), DyN IN



satisfazendo as condicoes iniciais em um ponto p de M
(5) (V(Y), DxN)—(V(X), DyN) = ([V(X),V(Y)], N)

onde ' € o vetor tangente a geodésica vy de M.

No caso em que a métrica de G no item (i) é biinvariante, as equagoes

diferenciais serao dadas por

6) DV =V (TxY) — V), V)

e as equagoes diferenciais ordindrias se reduzem a
1

(M) (DWV)Y) = —5 [V V)t 5 LIVE), V)], V)

—2(V(),D,N)}N
com as condigoes iniciais (5).

Por este resultado, se considerarmos G"*! = R**! obteremos uma solucao
para a questao resolvida no artigo citado acima, sem a necessidade da condi¢ao
imposta. Nesse sentido, obtivemos para o R™"! um resultado mais geral que

o conhecido anteriormente.

Nossa proposta inicial era encontrar uma solucao para o caso de hipersu-
perficies imersas em grupos de Lie com métrica invariante a esquerda. Entre-
tanto, obtivemos um resultado para a admissibilidade dos dados, mesmo em

codimensao arbitraria, de acordo com o

Teorema 2 (i) Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa com métrica g, G"* um grupo de Lie com métrica invariante a

esquerda e g a dlgebra de Lie de G.
Considere R"** ¢ o fibrado E sobre M definidos como no Teorema .

Seja a aplicacao suave N : M"™ — G, (‘ﬁ”““) tomando valores no Gras-

smanniano de k-planos em R"F.

Entao, os dados sao admissiveis se, e somente se, existe uma isometria

V :TM — FE, satisfazendo .

Neste caso, a imersdo isométrica f : M & G satisfaz (2), onde P :

TG — E € uma isometria paralela.



(ii) Além disso, se a isometria V' eziste, entdo satisfaz as equagoes diferen-
clais , que podem ser escritas, ao longo de geodésicas de M, passando

por p, como as equagdes diferenciais ordindrias

8 (D)) = S (VO V) ]y — iy V(Y) = adiyy V()
LS V), V) o N [V, N7 V)
(V) Nl V) ) — 2 V(Y), DN )N

com as condicoes iniciais

(9) Z ), DxN®) = (V(X), DyN®)) =
Z (V) ]gs N*)

onde (N®),_, _ € uma base ortonormal de N (p).

No caso em que a métrica de G no item (i) é biinvariante, as equagoes

diferenciais serao dadas por @, e as equacgoes diferenciais ordindrias se

reduzem a
(10)  (DyV)(Y) = [ V(y), V(Y)
%2{ V(¥) ] N*) = 2{V(Y), DyN® )} N°

com as condicoes iniciais @D

Os teoremas citados até agora, utilizam técnicas bem distintas daquelas que
foram utilizadas pelos autores do artigo ao qual nos referimos anteriormente.
Mas, em alguns outros resultados, utilizamos diretamente as ferramentas que
foram disponibilizadas por aqueles autores. Ou ainda, propusemos algumas

alteragoes a essas ferramentas para a obtencao de resultados.

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo contem
as generalidades e a notacao que estaremos utilizando. Nesse capitulo, as
demonstragoes serao omitidas, uma vez que os assuntos abordados sao de uso
corrente na literatura e podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias

indicadas.



No segundo capitulo estao os resultados que consideramos mais robustos,
que sao os teoremas citados acima. O Teoremall]é, certamente, nosso principal
resultado. Ele esta dividido em dois itens. No primeiro item estao as condigoes
necessarias e suficientes para obtermos uma imersao de uma n-dimensional
variedade Riemanniana em um (n + 1)-dimensional grupo de Lie métrico com
aplicacao de Gauss prescrita, i.e., condicoes necessarias e suficientes para que
tenhamos dados (g, N') admissiveis. Isso serd conseguido através da existéncia
de uma isometria, entre fibrados sobre M, com a qual estaremos lidando ao
longo de todo nosso trabalho. Uma vez assegurada a existéncia dessa isometria,
o item (ii) do teorema disponibilizard meios de consegui-la, através de equagoes
diferenciais, que foram transformadas em equagoes diferenciais ordindrias ao

longo de geodésicas de M, com uma dada condicao inicial.

Ainda nesse capitulo estd o Teorema [2] que aponta uma solugao para que
tenhamos dados (g, V) admissiveis, para uma imersao isométrica de uma n-
dimensional variedade Riemanniana em um (n + k)-dimensional grupo de Lie

com métrica invariante a esquerda.

Finalmente, no terceiro capitulo, mostraremos que, em certos casos, é
possivel obtermos solugao para o problema abordado, sem o uso das equagoes
diferenciais mencionadas anteriormente. Nesse sentido, alguns resultados serao
conseguidos usando o mesmo instrumento que solucionou o problema no R+,

ainda que sob outras hipdteses.

E nesse capitulo que faremos uma abordagem mais detalhada para o caso
da imersao de superficies regulares do R® em 3-dimensionais grupos de Lie
métricos, com a mesma aplicacao de Gauss, e provamos, como aplicacao de

nossos resultados, o

Teorema 3 Seja M? C R3 uma superficie reqular de R3 com aplicacdo de
Gauss N e curvatura média H. Entao, existe uma imersao isométrica f :
M? 95 S3 de M? no grupo de Lie S* com a mesma aplicagcdo de Gauss N se,

e somente se, H for constante e |H| > 1.

Alguns exemplos serao mostrados, a partir dos resultados obtidos ao longo

do capitulo. Terminamos considerando hipéteses para a solugao do problema,



sem o uso das equacoes diferenciais ordindarias, no caso de imersoes isométricas
de n-dimensionais variedades Riemannianas em n + 1-dimensionais grupos de
Lie munidos de uma métrica invariante a esquerda, com aplicacao de Gauss

prescrita.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixaremos notacoes que serao utilizadas ao longo do trabalho e
disponibilizaremos algumas definicoes e resultados gerais relacionados as vari-

edades diferencidveis.

1.1 Fibrados Vetoriais

Para detalhes desta segao, veja o Apéndice na pagina 14 da referéncia [5].
Sejam E e M variedades diferencidveis e seja w : E — M uma aplicacao
diferenciavel. Dizemos que 7 : £ — M é um fibrado vetorial de dimensao k

quando para cada ponto ¢ € M tem-se:

1. 771(q) é um espaco vetorial real de dimensao k;

2. existe uma vizinhanga aberta U de ¢ em M e um difeomorfismo ¢ :

7Y U) — U x R* para cada y € U.

Seja 7 : ' — M um fibrado vetorial. Para cada p € M chamamos o espaco

E

» =7 '(p) a fibra de 7 sobre p. Uma segao local sobre um conjunto aberto

U C M é uma aplicacao diferenciavel € : U — F tal que moe = idy;se U = M
dizemos que € : M — E é uma secgao global ou simplesmente secao de .
E possivel mostrar que para todo e € E existe uma se¢ao ¢ tal que e(r(e)) =

e, em particular isto mostra que o conjunto I'(7) das se¢bes de 7 é nao vazio.



Exemplo 1.1 (Fibrado tangente) O fibrado tangente de uma variedade di-
ferencidvel M™, dado por TM = {(p,v);p € M,v € T,M} é um fibrado veto-
rial de posto n sobre M e os campos diferencidveis de M sdo secoes de T M,

ou seja T'(TM) = X(M).

Consideremos m : E' — M e my : E? — M fibrados vetoriais. Definimos
uma projecao 7 : Hom(E", E*) — M pondo 7~ '(p) = Hom(E}, E7), de modo
que o conjunto Hom(E', E?) é a uniao disjunta dos espagos das aplicacao line-
ares de E}) em E7, p € M. Munindo Hom(E', E®) com a natural estrutura
diferenciavel induzida pela projecao, ele torna-se um fibrado vetorial, chamado
fibrado de homomorfismos.

Dados os fibrados vetoriais 7 : B — M e g : F' — M sobre M, um
homomorfismo de F para F' é uma aplicacao diferencidavel ® : F — F tal
que Tp o ® = g e P, : £, = F, ¢ uma transformagao linear, para todo
p e M.

Dois fibrados vetoriais E e F' sobre M, sao ditos isomorfos se existir um
homomorfismo ® : £ — F que é um difeomorfismo. Nesse caso, um tal ® é
um isomorfismo entre os fibrados em questao.

Se M e S sao variedades diferenciaveis, dados © € M e f : M — S uma
aplicacao diferenciavel, chamamos fibrado pull-back (ou fibrado induzido)

de T'S, e representamos por f*T'S ou f~'T'S ao conjunto
E=fTS ={(m,v);me M,v e TS}

Uma métrica Riemanniana (, ) sobre um fibrado vetorial £ — M é uma
aplicacao

(,): T(m) x (x) = D(M),

bilinear sobre o anel D(M) de fungoes diferenciaveis sobre M, que é simétrica

e positiva definida.

1.2 Conexoes lineares

Para detalhes do conteiddo desta secao, referimos [6] capitulo II.



Seja m : E — M um fibrado vetorial e seja X(M) o conjunto dos cam-

pos de vetores diferenciaveis sobre M. Uma conexao linear é uma aplicacao
R—bilinear
V:X(M) x TI'(rm)—T(n)
(X ,E ) — Vxe

satisfazendo, para cada f € D(M), X € X(M) e ¢ € I'(m), as propriedades

(i) fo€ = fVX€,
(i)  Vx(fe) =X(f)e + fVxe.

Seja M uma variedade diferenciavel com fibrado tangente 7'M, a conexao
de Levi-Civita de M é uma conexao linear V no fibrado tangente T'M com

as seguintes propriedades:

L VyY —VyX =[X,Y],

i X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ).

para todo X,Y,Z € T'M.

Se m: . — M é um fibrado vetorial com uma conexao linear V, dizemos

que a secao ¢ € I'(m) é paralela quando Vxe = 0 para todo X € X(M).

1.3 Tensores em Variedades

Para detalhes do conteido desta secao, referimos [6] capitulo IV secao 5.

Os tensores generalizam a idéia de campos de vetores. Assim como o0s

campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente.

Um tensor 7" de ordem r em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao
multilinear

T:X(M) x...x X(M) = X(M).

Com r fatores. Isto significa que, dados Y3,...,Y, € X(M), T(Yy,...,Y,) é

uma aplicagao diferenciavel em M e que T ¢é linear em cada argumento, isto



é,
Ty, ..., fX+qgY,....Y)=fTV,....X,....Y.) +¢gT(Y1,....Y,....Y,)

Para todo X,Y € X(M), f,g € D(M)

Seja T" um tensor de ordem r. A diferencial covariante V1 de T é um

tensor de ordem r + 1 dado por
(VT)(Ka s 7}/;’72) = VZT(Yia s 7}/;“) _T<VZ}/17 e aY;”) - T(YI» c 7VZ}/7")

Um tensor T é um objeto pontual em um sentido que passamos a explicar.
Fixe um ponto p € M e seja U uma vizinhaga de p em M onde é possivel
definir campos F1, ..., E, € X(M), de modo que em cada p € U, os vetores
Ei(q),...,E,(¢q) formam uma base de T,M. Neste caso, diremos que {E;} é

um referencial mével em U.

Sejam Yy = >y, Eiy, Yo = >y E; com iy,....i. € {1,...,n} as res-

71 Tp
trigoes a U dos campos Y7, ..., Y, expressas no referencial mével {F;}.

Por linearidade, temos

T(Yi,...Yi) = > iy T(Eiy,.. By,
i1y
As aplicacoes T'(E;,, ..., E;,) =T, i, sao chamadas as componentes de 7" no
referencial {E;}.
Da expressao acima, decorre que o valor de T(Y7,...,Y,) em um ponto

p € M depende apenas dos valores em p das componentes de 1" e dos valores

de Yy,...,Y, em p. E neste sentido que dizemos que T é pontual.

O tensor curvatura de um fibrado vetorial 7 : £ — M com conexao

linear V é a aplicagao R—trilinear
R: X(M)xX(M)xT(r)— [(m)

definida por R(X, Y)€ = VvaéT — VYVXéT — V[X,y]g.
E bem conhecido que R é trilinear sobre D.

Seja M uma variedade diferenciavel e V uma derivada covariante em T'M.

Entao a expressao T': TM x TM — TM,

T(X,Y)=VxY —VyX — [ X,V]

10



para todos campos vetoriais X, Y € T'M, é um tensor chamado tensor torgao.

Uma derivada covariante V é chamada torgao livre se T' = 0.

1.4 Grupos e Algebras de Lie

As demonstragoes, bem como os detalhes sobre o contetido desta secao, podem

ser encontradas, dentre outras, nas referéncias [12], [21], [22], [23], [24] e [25].

Um grupo de Lie é um grupo abstrato G com uma estrutura diferenciavel

tal que as aplicagoes
G—-G e GxG—=G
g g7 (9,h) = g.h
sao diferenciaveis. Decorre da definicao de grupo de Lie que as aplicacoes
L,:G—=G e R,:G—=G
g ag g ga

sao difeomorfismos, para cada a € G
Estas aplicagoes sao chamadas respectivamente translagao a esquerda por
a e translagao a direita por a.

O elemento identidade de G serd indicado por e.

Exemplos de grupos de Lie

e R"” com a operacgao adicao

St ¢ C com o produto dos complexos

H o grupo dos quatérnios com a estrutura quaternionica.

GL(n,R), o grupo linear geral das matrizes n x n sobre R que sao

nao singulares,

GL(n,R) ={A € M(n,R);det(A) # 0}

SO(n) = {A € GL(n,R); A" = A1 det(A) = 1}, o grupo ortogonal

especial

11



e 3, o grupo de Heisenberg de dimensao 3 formado pelo conjunto das
matrizes triangulares superiores com entradas reais e 1 na diagonal, onde

o produto do grupo ¢é o produto usual das matrizes 3 x 3.

e Se GG e H sao grupos de Lie, entao a variedade produto G x H munida

da estrutura de produto direto de grupos, também é um grupo de Lie.

e Se G é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de G entao H

também é um grupo de Lie.

e S? como um subgrupo fechado de H.

1.4.1 Campos invariantes

Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G ¢ dito

e invariante & esquerda se para todo g € G, d(L,)n(X(h)) = X(gh)
para todo g, h € G

e invariante a direita se para todo g € G, d(R,)n(X(h)) = X(hg)
para todo g, h € G

Os campos invariantes a esquerda ficam inteiramente determinados por
seus valores no elemento identidade e € G, uma vez que, para todo g € G
temos X (g) = d(Ly)eX (e). Portanto, cada elemento do espaco tangente T.G
determina um unico campo invariante a esquerda.

Na verdade, vale a seguinte

Proposicao 1.1 Se denotarmos por g o conjunto de todos os campos vetoriais
invariantes a esquerda, entao a aplicagdo linear L : g — ToG com L(X) =

X(e) € um isomorfismo.

Em particular, isso implica que um grupo de Lie é paralelizavel, i.e., seu
fibrado tangente é trivial.

Temos que dim g = dim TG = dim G

12



1.4.2 Algebra de Lie

Uma Algebra de Lie é um espago vetorial g munido de um produto (colchete)

[+,-]:8 X g— g que satisfaz as propriedades:

1. O colchete [+, -] é bilinear
2. Anti-simetria, isto é [ X, Y | =—[Y, X |
3. Identidade de Jacobi:
XY L2+ [V, 2L, X+ [[Z, X, Y] =0

para todos X, Y, Z € g

Dizemos que g é abeliana quando a operacao colchete é trivial, isto é,
quando [ X, Y | =0, para todo X, Y € g.

Um subespaco H de g é denominado subalgebra de Lie de g quando H
for fechado em relagao ao colchete, ou seja, [ X, Y | € H para todo X, Y € H

Se G é um grupo de Lie, a algebra de Lie de G ¢é a subalgebra de Lie de

X(G) formada pelos campos invariantes a esquerda.

Exemplo 1.2 (Algebras de Lie) e Se M ¢ uma variedade diferencidvel,
entao X(M), munido com o colchete de campos de vetores, € uma dlgebra
de Lie, uma vez que X(M) é um espago vetorial e o colchete de campos

de vetores satisfaz a identidade de Jacobi.

Para os grupos exemplificados acima temos,

A dlgebra de Lie de (R™,+) € dada pelo campo de vetores constantes.

Para St temos que sua dlgebra de Lie é isomorfa a R, i.e., s* =R

A dlgebra de Lie do grupo GL(n,R) é o proprio espago vetorial M (n,R)
das matrizes n X n com entradas reais com o comutador de matrizes

(A, B] = AB — BA.

e SO(n) tem como dlgebra de Lie so(n) = {A € GL(n,R); AT = —A, trA =
0}
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e b, a dalgebra de Lie do grupo de Heisenberg de dimensao 3 é dada pelo
conjunto das matrizes triangulares superiores com entradas reais e 0 na

diagonal, com o comutador de matrizes [A, B] = AB — BA.

3

e 53, a dlgebra de Lie do grupo S® € isomorfa ao R3 com o produto dado

por [X,Y]=2(X xY), onde x representa o produto vetorial do R3.

Seja g uma algebra de Lie, definimos indutivamente sua série decrescente

central como sendo

=9 ¢ =[g9], =[[o0],8] - o =[d"09

onde, para quaisquer dois subespagos lineares A, B C g, a notagao [ A, B]
refere-se a subdlgebra gerada pelos colchetes de Lie [a,b], onde a € A e

be B.

Definicao 1.4.1 Uma dlgebra de Lie g é chamada nilpotente a k-passos se

gk:0€gk_17é0

Um grupo de Lie G conexo é chamado nilpotente se sua algebra de Lie g é
nilpotente.
Desse modo, uma algebra de Lie g de dimensao finita é nilpotente a 2-passos

se g é nao abelianae [[g,9],9] =0

1.4.3 Meétricas invariantes em grupos de Lie

Uma métrica Riemanniana (-,-) em um grupo de Lie G ¢é invariante a

esquerda se L, : G — G for uma isometria para todo g € G, i.e,

(u,v )y, = ((dLg)nu, (dLg)pv >Lgh

para todo g,h € G, wu,v € T,G

Analogamente, uma métrica Riemanniana em G ¢ invariante a direita

se Ry : G — G for uma isometria para todo g € G.
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Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, tome um produto

interno qualquer (, ), em g e defina
(u,v >g = ((dLg-1)g (u), (dLg1)g (v) )., 9€G, uveT,G

Como L, depende diferenciavelmente de g isto fornece uma métrica Rieman-

niana invariante a esquerda.

As vezes nos referiremos a um grupo de Lie com métrica invariante a es-
querda, como sendo um grupo de Lie métrico e com métrica biinvariante

como sendo um grupo Riemanniano.

Uma métrica Riemanniana invariante a esquerda e a direita é chamada

biinvariante.

Relacionadas as métricas biinvariantes, sao bem conhecidos os seguintes

resultados:

Teorema 4 (Weyl) Todo grupo de Lie compacto e conexo pode ser munido

de uma métrica biinvariante.

Proposicao 1 (Weyl) Se G é um grupo de Lie munido de uma métrica bi-

invariante ( -, - ), entdo
<[X7Y]7Z>:<X7[Y’Z]>

para campos invariantes a esquerda.

1.4.4 Conexoes invariantes a esquerda em um grupo de
Lie
Para mais detalhes sobre conexoes em grupos de Lie, indicamos o Capitulo 6
de [20].
Uma conexao V em um grupo de Lie G é dita ser invariante a esquerda

se para quaisquer dois campos de vetores invariantes a esquerda X e Y, o

campo VxY é também invariante a esquerda.
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Um subgrupo a 1-parametro em um grupo de Lie G é um homomorfismo
diferenciavel p : R — G

Para uma dada conexao em G e para cada vetor v € T,G temos duas curvas
passando por e que tém vetor tangente v em e: sao o subgrupo a l-parametro
B, e a geodésica 7,.

Uma conexao invariante a esquerda V em um grupo de Lie G é chamada
uma conexao de Cartan se para qualquer vetor v € T,G, as curvas 3, e 7,

coincidem

ﬁv = Vv, v E TeG

Em qualquer grupo de Lie, existem duas conexdes de Cartan invariantes a

esquerda cujo tensor curvatura é identicamente nulo, R = 0, que sao
i. (4)-conexao definida como sendo VxY =[X,Y] X Y eg
ii. (—)-conexao definida como sendo VxY =0 X,Y €g¢g

Existe, também, uma conexao invariante a esquerda cujo tensor curvatura

1
éR(X,Y)Z:—1[[X,Y],Z],paraX,Y,Z€g, que é a

iii. (0)-conexao definida como sendo VxY = -[X,Y] X, Y eg

N | —

Seus nomes estao relacionados ao fato que seus tensores torcao sao
i. T(X,Y)=[X,Y | para a (+)-conexao
ii. T(X,Y)=—[X,Y ] para a (—)-conexao
iii. T(X,Y) = 0 para a (0)-conexao
Podemos ver que a conexao do item (iii.)

VY =-[X,Y] X,Yeg

N | —

¢ a conexao Riemanniana do grupo de Lie.
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1.4.5 Aplicacao de Gauss em grupos de Lie métricos

Dado um grupo de Lie (n+1)-dimensional G"™' com uma métrica invariante
a esquerda e uma hypersuperficie orientavel M de G, definimos a aplicagao
de Gauss de M como sendo a aplicacao N : M™ — S", onde S™ denota a

esfera unitaria centrada na origem de 7T.G dada por

N(p) = d(L,")p(n(p)), p € M

onde L, ¢ a translacao a esquerda em G, L,(¢) = pg, e n um campo vetorial

unitario em G que é normal a M, escolhido continuamente.
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Capitulo 2

Resultados principais

No artigo indicado na referéncia [9], os autores consideraram uma variedade
Riemanniana (M™, g), uma aplicagao suave v : M™ — S™ C R™"! ¢ apresen-

taram uma solucao para a seguinte questao:

“Quando é que os dados (g,v) sao a primeira forma fundamental e a

aplicag¢io de Gauss para uma imersao u : M™ — R™+L 77

Nesse caso dizemos que os dados (g, v) sao admissiveis e u serd chamada
uma solugdo para (g,v).

Na primeira secao deste capitulo, estaremos considerando uma variedade
Riemanniana simplesmente conexa (M™, g), uma aplicacao suave N : M™ —
S™ C g, onde g é a dlgebra de Lie do grupo de Lie (n+1)-dimensional G"*!
munido de uma métrica invariante a esquerda, e propondo uma solucao para

o problema:

“Quando é que os dados (g, V) s@o admissiveis com solucao f, onde

foMm e Grt

Na segunda secao do capitulo, mostraremos um resultado para o caso de

imersoes f : M™ 9 Gk k> 2.
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2.1 Hipersuperficies imersas em grupos de Lie

métricos com aplicacao de Gauss prescrita

Se considerarmos uma variedade Riemanniana simplesmente conexa (M™, g)

e uma aplicagao suave N : M™ — S™ C g, onde g ¢ a algebra de Lie do grupo

de Lie (n+1)-dimensional G"™! munido de uma métrica invariante & esquerda,

o préximo teorema fornecera condigoes necessarias e suficientes para para que

N seja a aplicacao de Gauss de uma imersao isométrica f : M & G.

Teorema 2.1 (i) Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana simplesmente

(ii)

conexa com métrica g, G um grupo de Lie com métrica invariante a

esquerda e g a dlgebra de Lie de G.

Seja N : M™ — S" C TG e seja [, |, o produto da dlgebra de Lie de G,
definido em T,G.

Denote por E o fibrado vetorial M™ x R"! sobre M, onde R"! =

(TG, [, ],) e considere em E a conexao D, tal que Dx& = 0 para todo

¢ = (p,w) com w=constante e X € TM.

Entao, os dados sao admissiveis se, e somente se, existe uma isometria

V:TM — E ortogonal a N, satisfazendo

21)  (DxV) (V) — (DyV) (X) = — [V(X), V(V) ],
Neste caso, a imersao isométrica f : M & G satisfaz
(2.2) Sodf =V

onde ® : f*T'G — E € uma isometria paralela.

Além disso, se a isometria V existe, entao satisfaz as equacoes diferen-
clais
23) DV = V(Vx¥) - {IVX), V)],
— Lo(V(X),V(¥)pm®
onde, se X, Y sao campos quaisquer em G e )Z, Y sdo campos 1nvari-

antes a esquerda em G que, no ponto, coincidem com X eY , entdo

Lo(X,Y) = ad%Y + ads X
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Ao longo de geodésicas de M estas equacoes podem ser escritas como as

equagoes diferenciais ordindrias
(24) (DyV)(Y) = —%{[ V(Y), VIY) o = Lo(V(¥), VI(Y))}
+%{< [V(Y), V) o, N) = ([V(Y), N, VI(Y))
—([VY), N, V(7)) = 2(V(Y), DyN)}N
satisfazendo as condicdes iniciais em um ponto p de M
(25)(V(Y), DxN) = (V(X), DyN) = ([V(X), V(Y) ], N)
onde o' € o vetor tangente o geodésica v de M.

No caso em que a métrica de G no item (i) é biinvariante, as equagoes

diferenciais serao dadas por

(26)  (DxV(Y)'™Y) =V (Vi) = 2 [V(xX), v(y) i)

2 0
e as equacoes diferenciais ordindrias se reduzem a
1 1
EIDV)Y) = —5 [VE), V) o+ 5 (VG V)] )
—2(V(Y),DyN )} N

com as condigoes iniciais ([2.5)).
Demonstracgao:

(i) Para provar o itm (i) serd usado o seguinte teorema, obtido por J. Es-

chenburg e R. Tribuzy no artigo ([9])

Teorema 2.2 (Eschenburg-Tribuzy) Seja S uma variedade diferencidvel
com conexdo V°, com tensor torcio T® e tensor curvatura R° paralelos.
Seja M uma variedade diferencidvel simplesmente conexa e seja E um

fibrado vetorial sobre M, equipado com uma conexdo D tendo a estrutura
algébrica (TS, RS) de S.

Seja F': TM — E um homomorfismo de fibrados vetoriais satisfazendo

as equacoes

(2.8) Dy F(W) = DwE(V) - F(V,W]) = TFEWV),F(W))
(2.9) DyDw¢ — DwDv& — Div,wi§ = R(F(V),F(W))E
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onde V,W sao secoes de TM e & ¢ secao de E.

Entao existem uma aplicacao suave f : M — S e um homomorfismo

paralelo de fibrados ® : f*T'S — E preservando T e R tal que
(2.10) dodf = F

Se S € simplesmente conexa, entdo F' € unica a menos de difeomorfismos

afim de Sl

Como o Teorema 2.2 sera nossa ferramenta, faremos um detalhamento

do seu significado.

A variedade S tem uma conexao V° que d4 origem a uma curvatura R°

e uma torcdo T que sdo paralelos com respeito a V¥, ou seja,
(VER%) = 0= (VT?).

O fibrado E, sobre M, tem uma conexao, que chamaremos de D que da
origem a uma curvatura, que chamaremos de R¥. Além disso, E tem a

estrutura algébrica de S (TS, R® ) significando que existem os tensores

R:ExExE—FE, (AB,C)— R(A B,C)

T-ExE—E, (AB)—T(AB) ABEE

que sao paralelos com respeito a conexao D, i.e., (DR)=0e (DT) =0
e que existe, também, um isomorfismo ®, : £, — 1,5 para algum p €
M, g € S, com p,q pontos fixados, que preserva R e 7. Ou seja, se

X.,Y, Z sao campos diferencidveis em M, entdao em q € S,

P(R(X,Y)Z) = R (D4(X), ®y(Y))2y(2)

O (T(X)Y)) = T7(2,(X), De(Y))

Nessas condicoes, se F' : M — FE satisfaz, para X,)Y € TM e € E

10s difeomorfismos afim de S sdo definidos por g : S — S com ¢*D = D
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o RE(X,Y)¢ = R(F(X), F(Y))E, com

DxDy& —DyDxé —D £ =RE(X,Y)E

[X,Y]

o DyF(Y) ~ DyF(X) - F(|X,Y]) = T(F(X), F(Y))

entao, existem uma aplicacao diferenciavel f : M — S e um homomor-

fismo paralelo de fibrados ® : f*T'S — E preservando T" e R tal que
bodf =F
Verificaremos, agora, que nossas hipoteses satisfazem as condicoes do

Teorema [2.2]

Para isso, consideraremos em G a (—)-conexao de Cartan, que é a co-

~ . . < G . . N
nexao invariante a esquerda dada por DY = 0, Y campo invariante a
esquerda em G e comecaremos mostrando que os tensores curvatura R e
torciio T¢ de G sao paralelos com respeito a essa conexao. De fato, para

X,Y, Z campos invariantes a esquerda em G, temos, evidentemente,
R(X,Y)Z = D\DyZ — DyDYZ — D{x y,Z =0

Segue da defini¢ao de derivada tensorial, que (DGRG> = 0 e, consequen-
temente, R® é paralelo com respeito a conexao D°.

Para verificarmos o paralelismo da torcao T¢ com respeito a DG, lem-
bremos que

TYX,Y)=DY%Y —DyX — [ X,Y]=—[X,Y]

para X,Y campos invariantes a esquerda.

Assim,

(DS76) (v, 2) = DSTO(Y,2) - T(DSY, 2) - T(Y, D} 2)

= —DY[X,Y]=0

pois [ X, Y ] é invariante & esquerda. Isso mostra o paralelismo de T¢

. G
com respeito a D .
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Em seguida, consideraremos os tensores

R:ExExE—=E, (90— R0 =0

T:ExE—=E,  ((9)~T(9)=-[¢9],

Verificaremos que R e T sao paralelos com respeito a conexao D do

fibrado E.
Pelas definigdo de R e de derivada tensorial, temos que (DR) = 0.

Para o tensor T, sejap € M, X € T,M e ¢,V € E, constantes. Segue

que

(DXT> (Caﬁ) = DXT(Caﬂ) _T(DXCa'&) _T(Ca DX'&)
= _DX [C’ﬁ]o
= 0

pois o produto ([, ],) de vetores constantes é constante. Isso mostra o

paralelismo de 7 com respeito a conexao D.

Para concluirmos que D tem a estrutura algébrica (RG, T G) de G, sejam
p € M e e € G pontos fixados, onde e é o elemento identidade de G.
Desse modo, considere o isomorfismo trivial ®¢ : £, — T.G tal que
Pe(p, X) = (e, X), que identifica a fibra E,, p € M com T.G e observe

que a curvatura R% e R sdo tensores nulos.

Por outro lado, a torgao de D foi definida como —[, ],, onde [, |, é o
produto da algebra de Lie em T.G, ou seja, ®, preserva R e 7. Com

isso concluimos o que queriamos.

Logo, se existir a isometria V satisfazendo a condigao (2.1]), o Teorema

(2.2) garante a existéncia da imersao isométrica f : M™ ¢ G"+1,

Para finalizarmos a demonstragao do item (i), é preciso justificar porque
os dados (g, V) sdo admissiveis. Para isso, verificaremos antes que as

~ G ~ , . sy . .
conexoes D~ e D sao compativeis com as métricas de G e M, respecti-

vamente, as quais estaremos representando pelo mesmo simbolo (, ).
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De fato, se X, Y, Z sao campos invariantes a esquerda em G entao, deri-

vando (Y, Z ), com respeito a X,
X(Y,Z)=0

pois a métrica de G é invariante a esquerda, e nesse caso, a aplicacao

h—(, ),, h € G é constante.

Por outro lado, pela definicao de D
<D§§Y,Z>+<Y,D§Z>:o
Assim, temos que
X(Y,Z)= <D§’;Y,Z>+<Y,D§Z>

G , .
o que mostra que D~ é compativel com a métrica.

Para a conexao D, sejam X € T,M e ¢,V € E secoes triviais, ou seja,

secoes do tipo (p, X), onde X é constante. Entao,
X(¢0)=0
Além disso,
(Dx(,9) +(¢ Dx9) =0

pela definicao de D. Logo, D também é compativel com a métrica.

Observe ainda que o isomorfismo ®., que preserva as estruturas algébricas
R e T, assim como V, sao isometrias. Com isso, temos que o homo-
morfismo ® em também sera uma isometria. Portanto, leva a
aplicacao normal de Gauss da imersao f, em N, uma vez que V chega

em FE perpendicular a N.

Desse modo, temos que os dados sdo admissiveis, e o item (i) estd pro-

vado.

Passaremos, em seguida, para a demonstracao do item
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(ii) Vamos recordar que as conexdes D e D¢ sao compativeis com a métrica,
ou seja a métrica é paralela. Pela observacao que ®, e V' sao isometrias,
temos que f : M"™ — G""! ¢ uma imersao isométrica. Por este motivo,
a conexao V de M é a projecao tangente da conexao de Levi-Civita v©
de G. Como f*T'G é um fibrado sobre M, entao as derivagao usando

VY serdo feitas com respeito a X tangente a M.

Dessa forma, temos que

(2.11) dfVyY = {vidfy}T

Afirmagao 2.1 Se G estd munido com uma métrica invariante a es-

querda, temos que VY ¢ dada por

1
(2.12) VY = D§Y+§{[X,Y]O — Lo(X,Y)}
onde

(2.13)  (Lo(X,Y),Z2) =([X,Z],, Y ) +([Y,Z], X)

Ver Observagao 7?7 no final do capitulo.

Demonstragao:[Da afirmagao] Dado p € G considere a base ortonormal
{E;}* de campos invariantes & esquerda em p. Seja Y =Y, Y(p)E..

Derivando Y com respeito a campos de M, temos que,

(2.14) VLY = vi(ZY"(zz)&)
= 2 X (V') Ei+ Y Y (p)VxE;

Como

DXY = X (V') Bt )Y (0)DxE,
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a expressao [2.14] torna-se

VAY = DAY SV ONIX, By~ LY, B)

— D§Y+%{ X,ZYi(p)EZ- O—Lo(X,ZYi(p)Ei)}
= D§Y+%{[X,Y]O—L0(X,Y)}

o que prova a Afirmacao [2.1]

Pelo item (i), temos que ® o df = V', o que nos permite escrever
(2.15) O(dfVxY)=V(VxY)

Como f : M % G é uma imersao isométrica, segue da Afirmacao [2.1

que
(2.16)  dfVyY = {vf;;dfy}T
~ {ptary + XYl - Ly )
Logo,
¢ 1 T
(217)  ®(dfVyY) = @{Dxde+5{[X,Y]O—L0(X,Y)}}

_ { Dx@(dfY) + 3 ([ B(dfX), 2(dfY) ],
—Lo(®(df X), ®(dfY))}} ™"
_ {DXV(Y)Jr%{[V(X)aV(Y)]o

~Lo(V(X), V(¥))}m

De (2.15) e (2.17) temos

DV )™ = V (V) = LVX), V)],
— Lo(V(X), V)Y

que sao as equagoes diferenciais ([2.3)).

Agora, seja v uma geodésica em M passando por p € M com vetor tan-

gente 7/(t) em p. Consideremos X = +/(t), entao as equagoes diferenciais
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(2.3) tornam-se

(218) (DY) = V(TY) - VA, V),
LoV, VYY)

Por outro lado,

(219)(D, V)™ —V(V,Y) = (DV(Y)) =V (V,Y)
)
(

= (DyV)(Y)+ (D V(Y),N)
(2.20) (V) V(Y) ]y = Lo(V(), V(Y)Y =
{[ V(’Yl)a V(Y) ]0 - LO(V(')/)v V(Y))}

Por ([2.13)), temos que
(221)  (Lo(V(¥),V(Y),N) = (V(Y),[V(y), N]y)
+ (V) [VY), Ny)

Se substituirmos ([2.21)) em ([2.20]) e o resultado for levado para (2.18) jun-
tamente com ([2.19)) obteremos as equacoes diferenciais ordinarias (2.4)).

No caso em que a métrica de G é biinvariante, a conexao de Levi-Civita

VY de G é dada por

(2.22) Vel = [X,Y]

N | —

Y campo invariante a esquerda em G. Entretanto, se Y é um campo nao

invariante a esquerda, entao de acordo com a Afirmacao [2.1
1
VyY = DYY + 5 XY

pois, nesse caso Lo = 0.

Portanto,

.
(2.23) dfVxY = {vide}T = {Df;dfy + % [df X, dfY ]0}
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de onde segue que,

.
(2.24) @{vide}T = <I>{D;G<de+%[de,de]o}

Im(V)
— {DX@(de) + 1 [@(df X), ®(dfY) ]0}

N}

. Im(V)
- {DXV(Y) +5 [V(X)), V(Y)) ]0}

Logo, de (2.15)), (2.23)) e (2.24)), temos ([2.6]).

Para completarmos a demonstragao do item (ii), precisamos mostrar que,

se 7 é uma geodésica em M passando por p € M com vetor tangente
7' (t) em p, entao, considerando X = +/(t), as equagoes diferenciais ({2.6))
podem ser escritas como (2.7)).

De fato, com estas hipdtese, as equagoes diferenciais (2.6]) tornam-se

(225) (D, V)™ =V (V.,Y) = 2 [V(v), V(Y) ")

2
de onde temos que,
DAV(Y)~ (DyV(Y), NIN = V (V%) ~ 2 [VE), V(Y)],
b (VO V)] NN
que podemos escrever como
(DV) ()~ (DyV(V, NN = 2 [V(), V)],
bV V)] NN
(DV) (V) +{VV), DyN) N =~ [V, V(Y) g
bV V)] NN

de onde obtemos as equagoes diferenciais ordindarias (2.7)).

Com isso, concluimos a demonstracao do item (ii) e, consequentemente,

fica provado o Teorema. O
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No artigo citado no inicio do capitulo, onde o espaco ambiente é o R,
o resultado apresentado pressupoe que a diferencial da aplicacao v seja nao-
degenerada. Nesse sentido, se considerarmos G"*! como sendo R"*!, obtemos

com 0 Teorema 2.1 um resultado mais geral.
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2.2 Imersoes em grupos de Lie métricos com

aplicacao de Gauss prescrita

Como mencionamos no inicio do capitulo, nesta secao estaremos apresentando
um resultado para imersoes com codimensao maior que 1. Nesse caso, as
condigoes necessarias e suficientes para que os dados (g, V) sejam admissiveis,
sao obtidas da mesma forma que no Teorema 2.Jl Uma vez obtida a imersao
que é solugao para (g, N), as equagoes que nao envolvem componentes nas
dire¢oes do complemento ortogonal N(p) dessa imersao, também nao sofrem
alteragoes. A diferenca, com relacao as hipersuperficies, sera na complexidade
das equacoes diferenciais ordinarias obtidas ao longo de geodésicas de M, pois
envolvem termos nas varias direcoes dadas por uma base ortonormal desse

complemento ortogonal.

Teorema 2.3 (i) Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa com métrica g, G"* um grupo de Lie com métrica invariante a

esquerda e g a dlgebra de Lie de G.
Considere R"** ¢ o fibrado E sobre M definidos como no Teorema .

Seja a aplicacao suave N : M"™ — G, (9%”““) tomando valores no Gras-

smanniano de k-planos em R"F.

Entao, os dados sao admissiveis se, e somente se, existe uma isometria

V:TM — E, satisfazendo (2.1]).

Neste caso, a imersao isométrica f : M & G satisfaz (2.2)), onde ® :

TG — E € uma isometria paralela.

(i1) Além disso, se a isometria V' existe, entao satisfaz as equagoes diferenci-
ais (2.3), que podem ser escritas, ao longo de geodésicas de M, passando

por p, como as equagoes diferenciais ordindrias
1 * *
(2.26) (D V) (Y) = =5 A[V(7), V(Y) |y — ady) VY) = ady ) V(7))

5 VA, V) oy M) = (V) N7y, V(Y))

—([V(Y), N"]o, V(7)) =2(V(Y), Dy N* )} N*

30



com as condicoes iniciais

(2.27) Y (V(Y), DxN*) = (V(X), DyN)) =

> AIVX), V(Y) ]y, N)

onde (N®),_, _ € uma base ortonormal de N (p).

No caso em que a métrica de G no item (i) é biinvariante, as equagoes
diferenciais serao dadas por (2.6)), e as equagoes diferenciais ordindrias

se reduzem a

(238) (DY) (V)= 5 [V, V(Y)],
5 VA, V) g N*) = 2(V(Y), DyN* )} N°

com as condigoes iniciais ([2.27)).

Demonstragao:

(1)

As condigbes necessdrias e suficientes para que os dados (g, V) sejam
admissiveis, pela existéncia da isometria V' e da isometria paralela ® tal

que ®odf =V, sao obtidas da mesma forma que no item (i) do Teorema

21

Seja G™** um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda, as equacoes
diferenciais sao obtidas das mesmas expressoes e pelos mesmos ar-
gumentos usados na demonstracao correspondente no Teorema 2.1 Por
esse motivo, nossas consideragoes recairao sobre as equagoes diferenciais
ordindrias ao longo de geodésicas deM por p € M com condicoes
iniciais .

Seja v uma geodésica em M passando por p € M com vetor tangente
7' (t) em p. Consideremos X = ~+/(t), entao as equagodes diferenciais

tornam-se (2.18)) que escreveremos como

(229)  (DVON™Y) — V(TLY) = VG V),
advm V(Y) - ad*V(y)V(Vl)}Im(v)

31



A imagem de V', agora, tem como complemento ortogonal N(p), com dim
N(p) = k. Entao, se considerarmos (N®)_,_, , uma base ortonormal de
N(p), teremos que (D,YIV(Y))N(Z’ ) serd a combinacéo linear das projecoes
de (D, V(Y)) sobre cada N®. Isto é,

(Dy V()M =3 (D, V(Y), N*) N

a=1

Pelo mesmo motivo temos que

(2.30) {{V(®),VvI¥) ], — ad}k/('y/)v(y) — ady (v, V(’yl)}N(p) =

DIV, V) ] N = ([V(Y), N, V(Y))

a=1

—([V(Y), N* o, V() )} N®

Desse modo, o lado esquerdo da expressao ([2.29)) sera escrito do seguinte

modo,

(231)  (DyV(Y)™ — V(YY) = (DyV)(Y)

e o lado direito ficara

(232) V), V¥ ]y~ adioy VIY) — adi V()Y

VOV ]y = adiy VY) — adi) V()

5 U IVE V) V) = { [V, N ], V(Y) )

a=1

—([V(Y), N o, V(¥) ) }N®

Substituindo (2.32) e (2.31) em ([2.29)), obtemos ([2.26)).

No caso em que a métrica de G"* no item (i) é biinvariante, as equacoes

diferenciais serao obtidas das mesmas expressoes e pelos mesmos
argumentos usados na demonstracao correspondente no Teorema 2.1

Por isso, iremos considerar apenas as equagoes diferenciais ordinarias

(2.28) com condiges iniciais ([2.27)).
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Seja v uma geodésica em M passando por p € M com vetor tangente
v'(t). Consideremos X = ~/(t), entdo as equagoes diferenciais ({2.6))
tornam-se (2.25)) que podemos escrever da seguinte maneira,

(233) (DY Y)Y~V (V) = —L{[V(y), V(Y) i)

: o
Como
2:30) = VO, VOO ™Y = V), V),

+s Z (V) V) ]y N N
entdo, substituindo (2:34) e (2:31) em (2:33) obtemos (2.25). 0
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Capitulo 3

Observacoes e exemplos

No capitulo anterior, foram dadas condigoes necessarias e suficientes para que
os dados (g, N) fossem admissiveis, no item (i) do Teorema 2.1} Além disso,
supondo a existéncia da isometria V', no item (ii) daquele teorema, foram

dadas as ferramentas para se obter V' através de equacoes diferenciais.

Neste capitulo, mostraremos que, em alguns casos, existem alternativas
para a obtencao de V' sem usar aquelas equagoes diferenciais.

Nossa primeira abordagem sera feita a partir do resultado apresentado
pelos autores no artigo citado em [8], onde foram consideradas condigoes para
que os dados (g,v) fossem admissiveis, com solugao u : M™ & R™"! princi-

palmente através do seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Eschenburg-Kruglikov-Metveev-Tribuzy) Sejam (M™, g)

uma variedade Riemanniana ev : M™ — S™ C R™ ! uma aplicacdo suave.
Seja A=dv : TM™ — vt+. Assuma que A seja invertivel, e seja k definida
por k(v,w) = (Av, Aw) = (A*Av,w), para todos v,w € TM. Entao, os dados

(g,v) sdo admissiveis se, e somente se existe h € S*T*M com
h* = k.
tal que o homomorfismo de fibrados vetoriais
U=—(A")"h:TM — v+

¢ isométrico e paralelo com respeito a conexdo de Levi-Civita em TM e a

€L

conexao projecao em v—. Na verdade, a itmersao correspondente u : M™ —

34



R™ ¢ determinada por du = U, e h € a sequnda forma fundamental de u,

1.€. hij = <Uij,V>.

3.1 A isometria U

Nessa secao, mostraremos um resultado para imersoes em grupos de Lie com
métrica invariante a esquerda, analogo ao obtido no Teorema A analogia
refere-se ao fato de estarmos usando o homomorfismo isométrico U do Teorema

B.1] ainda que sem a exigéncia de seu paralelismo.

Proposicao 3.1 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana simplesmente co-
nexa, G" um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda e g a
algebra de Lie de G. Seja a aplicacao suave N : M"™ — S" C T.G.

Suponha que ( [u,v |y, N ) =0Vu,v € TM e que existe raiz quadrada simétrica
h de ANAN*, nao degenerada. Denote por E o fibrado M xR e considere em
E a conexdo flat D tal que Dx& = 0 para todo £ = (p,v) com v = constante.

Entdo, existe uma imersdao isométrica f : M™ — G"*L tal que
af =U,

a menos de isomorfismos paralelos de G, onde U = —(dN*)"'h se, e somente
se,

€1

(3.1)  (DxU(Y)—DyU(X)+[UX),UY)])" =U(X,Y])

Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que U ¢ de fato uma isometria,

ou seja,

(3.2) (UX),U(Y))={X,Y)
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Para isso, substituiremos U = —(dN*)"'h no lado esquerdo desta expressao,

usaremos a definicao de adjunta e consideraremos que h é auto-adjunta,

(UX),U(Y)) = (~(dN")"'h(X), —(dN")'h(Y) )
(h*(dN)"HdN*)"'h(X),Y")
{ W (dN*dN)""h(X),Y )
{ h(hh)"'h(X) Y>

= (hh'h7'W(X),Y )
= (X,Y >
Em seguida, mostraremos que
(33) (DxU(Y), N) = (DyU(X), N)

Para isso, além da definigdo de U usaremos o fato que (U(X), N) = 0,
DxN = dN(X) e h ¢ simétrica,

(DxU(Y),N)—(DyU(X),N) = _<U<Y)aDXN>+<U(X>vDYN>
= —(—(dN*)""h(Y), DxN )+ { —(dN*)"h(X), Dy N )
= ((dN")"'h(Y),dN(X) ) — ((dN")"'h(X),dN(Y) )
= (AN*(dN*)R(Y), X ) — ( dN*(dN*) " h(X), Y )
= (h(Y), X) = (hX),Y)
= 0

o que mostra a igualdade ({3.3]).

A partir dessa igualdade, temos que

(DxUY), N) = (DyU(X), N) =0

Como U toma valores em N, entdo (U([X,Y]), N) = 0. Além disso, por
hipotese,
([UX),U(Y)]y, N ) =0, o que nos permite escrever

<DXU(Y)7N> - <DYU(X)aN>+<[U(X)aU<Y)]0>N> = <U([X,Y]),N>
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ou seja,
(DxUY) = DyU(X) + [U(X), UY) ]y N) = (U([ X, Y ]), N)

Mas isso significa que

(34) (DxU(Y) = DyU(X) + [U(X),U(Y) o))" =U([X,Y])" =0

Portanto, se tivermos

(35) (DxU(Y) — DyU(X) + [U(X), UV ])Y = U(X,Y))

a soma das igualdades acima, + (3.5), resulta em

DxUY) = DyUX) - U([X,Y]) = —[UX),U(Y)],

que é a equagao de compatibilidade (2.1) para o homomorfismo U. 0

3.2 A isometria V

De um modo geral nao sera possivel encontrar a imersao a partir do homo-
morfismo isométrico U dado no Teoremd3.1] Nesse caso, recorreremos a um
operador ortogonal O : T,M — T,M, p € M, que deverd “arrumar”os vetores

de T, M para obtermos a solucgao.

Assim, teremos uma nova isometria V' : TM — E dada por
(3.6) V=UoO

que iré satisfazer a condi¢do de integrabilidade ([2.1).

Como é necesséario que V([ X, Y ]) € Im(V), entdo a condi¢ao para que
os dados sejam admissiveis no Teorema [2.1] nos permite considerar que uma

condigao necessaria sobre V' é que
B.7)  (DxV(Y)—-DyV(X),N)=—([V(X),V(Y)]p, N)

X,Y € TM.

Dessa forma, temos o seguinte
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Teorema 3.2 Seja (M™,g) wuma variedade Riemanniana simplesmente co-
nexa, G" um grupo de Lie com wma métrica invariante a esquerda e g a
dalgebra de Lie de G. Seja a aplicagao suave N : M™ — S" C T,G.

Denote por E o fibrado M x R"™! e considere em E a conexdo flat D tal
que Dx& = 0 para todo £ = (p,v) com v = constante.

Uma condicdo necessdria para que exista uma isometria f € que exista um

operador ortogonal O : T,M — T,M, p € M tal que

(3.8) V=UoO

onde U é como na Proposicao satisfaz

(3.9)  (DxV(Y) = DyV(X), N} = = ([V(X), V(Y)]p, N')

X,Y € TM.

Além disso, a condigcao € também suficiente se V' satisfaz

L 1

(3.10) (DxV(Y) = DyV(X) = V[ X, Y ])¥ = ([V(X),V(Y)])"

Neste caso,

af =V,

a menos de isomorfismo paralelo de G.

3.3 Imersoes em 3-dimensionais grupos de Lie

com aplicacao de (Gauss prescrita

Nesta secao estaremos utilizando os resultados da secao anterior para obter-
mos condigoes necessarias e suficientes para que a segunda forma fundamental
de uma superficie regular M? C R3, seja a mesma segunda forma fundamental
da imersio de M? em um grupo de Lie G de dimensao 3. Inicialmente de-
monstraremos um teorema geral para esta situagao. Em seguida faremos uma
abordagem para alguns grupos de Lie especificos. Abordaremos mais detalha-
damente o grupo de Lie S* com alguns resultados e exemplos e finalizaremos
a secao mostrando um exemplo no 3-dimensional grupo de Heisenberg Hs,

também conhecido na literatura como Nils.
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3.3.1 Imersoes M? 3 G3 com aplicagao de Gauss pres-

crita

Conforme mencionamos acima, iniciaremos os resultados obtidos para esta

secao, com o seguinte corolario do Teorema [2.1

Corolério 3.1 Sejam (M?, g) uma 2-variedade Riemanniana e G* um grupo
de Lie tri-dimensional com métrica invariante & esquerda. Seja N : M? —
S? c T,G uma aplicacdo suave. Denote por E o fibrado vetorial M? xR3 sobre
M e considere em E a conexdo flat D tal que Dx& = 0, para todo & = (p,v),
com v =constante e X € T'M. Suponha a existéncia de U como na Proposi¢ao
. Entao, uma condigdo necessdaria para os dados (g, N) sejam admissiveis,
preservando a orientacao dada por U, € que exista 6 tal que

([UX), U(Y) ps N)

(3.11) senf = =T U(X) + DyU(Y), N}’

X, Y base ortonormal de T,M, p € M, e U é como no Teoremd3.1]

Além disso, a condicao € também suficiente se
(3.12) V=UoR,

onde Ry € a rotagao de um angulo 0 em T,M, satisfaz

1 L

(3.13) (DxV(Y) = DyV(X) = V([ X, Y)Y =[V(X), V()]
Neste caso,
daf =V,

a menos de isomorfismo paralelo de G.

Demonstragao: Seja (M?, g) uma variedade Riemaniana de dimensao 2 e G
um grupo de Lie de dimensao 3 com uma métrica invariante a esquerda.
Dado p € M, seja fi, fo um referencial ortonormal em W C M contendo p

e Ry : T,M — T,M a rotacao de um angulo 0,

cosf) —senb
Ry =
senf cosf
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A condigao (3.9)) agora significa

(3'14) <Df1v(f2) - szv(fl)a N> = < [V(fl)a V(f2) ]07 N)

Temos,

Ry(f1) = cosOf; + senbf,

Ro(f2) = —senf; + cos Ofy

V(f1) =U o Ry(f1) = cosOU(f1) + senfU(fy)
V(f2) = —senfU(f;) + cos OU(fz)

Mas,

DpV(fa) = Dy (—senfU(f)) + cos U (L))

= —sen®Dy, U(fy) — cos 0dO(,)U(E,) + cos 8Dy, U(Ly) — sen0do(f,)U(E)
DiV(fi) = Dy, (cosOU(f,) + senfU(fy))

= cos0D,U(f1) — sen0d0(f,)U(f;) + sen 0Dy, U(fy) + cos 0d0(f)U(f)

Portanto,

(DpV(f2) = DgV(f1), N) = —senf (D U(f;), N )+ cosf (D U(fz), N)
— cosO(DpU(f1), N ) —senf (D U(fz), N)

uma vez que (U(f;), N) =0.
Como de (3.3), ( DpU(f2), N) = (DgU(f1), N ), temos que

(3.15) (D, V(fa) — D, V(f1), N) = —senf (DgU(fy) + D, U(fz), N)
Por outro lado,

(VA), V(f2)], = [cosOU(f)+ senfU(f), —senU(f,) + cos OU(E) ],
— 08?0 [U(S), U(f2) |y + sen®8 [ U(E), U(t) ],
= (cos? 0+ sen20) [U(f,), U(fy) ],

(3.16) = [U(f1): U(f2) ]

Recordando que, de acordo com (3.14) devemos ter

(DpV(fa) = DpV(f), N) = (TV(£), V(f2) ]o, N)
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os resultados (3.15]) e (3.16) nos permitem escrever
—senf ( Dy, U(f;) + D, U(fy), N) = ([U(f1), U(f2) ], N)

Logo,
([U(f1), Ultz) Jo, N)

< DflU(fl) + Df2U(f2)’ N >

como queriamos. O

senf) = —

Observacao 3.1 Se senf = 0, entao ([U(f1),U(f2) o, N) = 0 e recaimos

no caso anterior onde V =U.

Observacgao 3.2 O resultado acima significa que DpU(f1) + DpU(f2) # 0
na diregio de N. Ou seja, (D, N, U(f1) )+ (DpN,U(f2)) # 0. Mas o lado
esquerda desta expressao nada mais € que o traco de DN. Entao, o resultado

acima significa que tr(DN) # 0.

Nosso proximo objetivo serd verificar o que acontece em alguns grupos de

Lie de dimensao 3 especificos. Comecaremos verificando as

3.4 Imersoes no grupo de Lie S° com aplicacao

de (Gauss prescrita

Nessa secao faremos uma sintese do grupo de Lie S?. Em seguida mostrare-
mos alguns resultados obtidos e finalizaremos a se¢ao com alguns exemplos.
Estaremos considerando S* como um subgrupo fechado do grupo de Lie dos

quatérnios, por onde iniciaremos nossa sintese.

3.4.1 O grupo de Lie dos quatérnios H

Dada a base de R*, 1 = (1,0,0,0),7 = (0,1,0,0), 5 = (0,0,1,0), k =

(0,0,0,1), se definirmos as relagoes
(3.17) ==k =ijk=—1, ij=k; jk=1i; ki=]j

chamaremos o R* com essa estrutura de espagco dos quatérnios e represen-

taremos por H. Desse modo, H = R + Ri + Rj + Rk, com as relagoes (3.17)).
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Dados p,q € H, com p=a+bi+cj+dk e g = a+ [i+ ]+ 0k, as operagoes
ptg=(a+a)+b+p)i+ (c+7)]+ (d+ 5k e Ap = Aa+ \bi + Acj + Mk,
A € R, tornam H um espaco vetorial.

Definindo o produto pg = (ac — b3 — ¢y — dd) + (aff + ba + ¢d — dvy)i + (ay —
bo + ca+ df)j + (ad + by — ¢f + da)k, verifica-se que:

e lp=pl=p=e=1
e Sep=a—bi—cj—dk=|p| =D

e Sep # 0, p‘lzﬁjpplzp1p:1:>Héumgrupocomo

produto acima

Além disso,

* [pg| = Ipllg| pgeH
Com a estrutura {(R* — {0}, )}, v(a,b,c,d) = a + bi + c¢j + dk, H torna-se
uma variedade diferenciavel de dimensao 4.

Como as operagoes

(p,q)—=pg e p—=pt,  pgeR —{0}

sdo diferencidveis em R* — {0}, entao H ¢ um grupo de Lie.

Faremos, agora, uma réapida inspegao no objeto de nosso interesse nesse

momento

3.4.2 O grupo de Lie S*

Como o conjunto dos quatérnios unitarios é fechado sob a multiplicagao qua-

ternionica e |pg| = |p||q|, segue que a esfera unitdria
S* = {(zo, x1, T2, x3) €RY;, 23 + 22 + 23 + 22 =1}
pode ser vista também como o subconjunto de H

S*:={peH; |p|=1}
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que é, na verdade, um subgrupo de H. Além disso, como a aplicacao inclusao
L+ S — R*— {0}, é um mergulho, temos que S* ¢ um grupo de Lie de
dimensao 3.

Verifica-se que o grupo de Lie S3
e ¢ compacto e nao-abeliano;
e tem espaco tangente na identidade isomorfo ao R3, i.e., T,S? ~ R3;
e admite uma tinica métrica biinvariante, que é a métrica induzida de R*.

A translagdo a esquerda L, por p € S® no grupo de Lie S* é definida pelo

produto quaternionico
L,:S*—=§? L,(q) :==pq

Um campo vetorial X é invariante a esquerda, se X o L, = dL,(X), entdao, no

ponto e € S? a translacao a esquerda tem diferencial

dL, : T.S* — T.S?, dL,(X) = pX

3.4.3 Um pouco da geometria de S3

Sejam X;, X;, Xj, com X;(e) =1, X,(e) = j, Xy(e) = k campos invariantes a

esquerda em S?, a estrutura da algebra de Lie é dada por

ou seja, o produto entre dois campos invariantes a esquerda na algebra de Lie
de S§? é duas vezes o produto vetorial do R? entre esses dois campos.

A conexao Riemanniana VS3 de S? ¢ dada por

inXi:vXij:VXka:()v VXin:Xk) vXij:Xia VXkXi:Xj

ou seja,

(3.19) VY =
O tensor curvatura R satisfaz,

R(X;, X)X, =0 e R(X;,X;))X;=X,
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para indices distintos 7, j e k.

A curvatura seccional o, evidentemente, é igual a,

O'(Xl,X]) = O'(X],Xk) = U(XZ,Xk) = 1

3.5 Resultados obtidos

O Lema a seguir serd usado para obtermos um teorema que mostrard que
as Unicas superficies regulares de R3 com aplicacao de Gauss N e curvatura
média H que podem ser imersas no grupo de Lie S?, tendo N como aplicacao de
Gauss, sao as superficies com curvatura média constante com mddulo maiores

ou iguais a 1.

Lema 3.1 Seja M? C R3 uma superficie reqular com aplicacao de Gauss N e
curvatura média H. Entao, uma uma condicao necessaria para que N seja a
aplicacio de Gauss de uma imersao isométrica f : M? & S* de M no grupo

de Lie S3, € que exista 0 tal que

1
2 - —
(3.20) senf 0

Além disso, se a condicdo abaizo for satisfeita
(3.21) (DxReY — DyRoX)Y = Ry([X,Y))
onde {X,Y} € uma base ortonormal de T,M, p € M e Ry € a rotagdo de um
angulo 0 em T,M, a condi¢ao serd também suficiente.
Neste caso,
df = R,

a menos de isomorfismo paralelo de S3.

Demonstragao:
Provaremos inicialmente a condi¢ao necessaria.

Pelo Coroldrio [3.1) sabemos que, para que os dados sejam admissiveis é

necessario que exista 6 tal que

< [U(fl)a U(f2) ]05 N>
<Df1U(f1)+Df2U(f2)’N>
< [U(fl)a U(f2> ]oa N>
<f17Df1N> +<f27Df2N>

(3.22) senf)l = —
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Como, o numerador de (3.22)) é igual a

[U(f),U(f2) g = [ f1s falo = 2N

e o denominador de (3.22), é igual a

<f17Df1N>+<f2,Df2N> = (fl, /flf1>+<f2, /€2f2> =K1 + ko = 2H,

onde K1 e kg sao as curvaturas principais de M em p e H a curvatura média

de M neste ponto, entdo podemos escrever (3.22) da seguinte forma,

(2N,N) 2 1
0 = ee—— T e— T —
sen 2H °9H H

o que prova a condicao “necessaria’da proposicao.

Por outro lado, recordemos a seguinte definicao: Seja M uma variedade
Riemanniana de dimensao n e p € M. Existe uma vizinhanca W C M de p
e n campos de vetores Ey, B, ..., E, € X(W), ortogonais em cada ponto de
W, tais que, em p, Vg, Ej(p) = 0. Uma tal familia £;, 1 =1, ..., n, de campos
de vetores é chamada referencial (local) geodésico em p.

Portanto, dado p € M, seja fi, fo um referencial geodésico em p, i.e., em p,
Vife =0, i,k =1,2. Do Coroldrio[3.1, sabemos que para N ser a aplicacao

de Gauss de uma imersio isométrica f : M? 9 S3 ¢ suficiente que tenhamos

V =UoR,y

satisfazendo,

(3:23) Dy V(o) — DRV ()~ V(L DY = VU, VR Y

Mas, para a imersao de uma superficie regular M do R3 em S* devemos ter
U=1:TM — N l, onde ¢ ¢é a aplicagao de inclusao.

Portanto, V = UoRy = toRy = Ry. Logo, o lado direito da igualdade
serd igual a [ Ry f1, Ry f2 ]évl. Mas, [, ], é obtido do produto na algebra de Lie
de S? que, como sabemos, ¢ igual a duas vezes o produto vetorial de R3, ou seja,
se X,Y e N", [ X, Y], estd na direcao de N. Portanto [ Ry f1, Rgfo ]éVL =0,

uma vez que Ry fi, Rofo € N . Além disso, supondo que f1, fo € um referencial
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geodésico em p, entao [ f1, fo] = 0 em p. Como a projecao da conexao D sobre
N™ éa conexdo V de M, o fato de termos um referencial geodésico em p € M,

anula o lado esquerdo de (3.23)), o que mostra ser verdadeira essa igualdade.
Assim, a condicao “suficiente”do teorema estd provada. 0

Veremos, em seguida, o teorema comentado no inicio dessa segao.

Teorema 3.3 Seja M? C R® uma superficie reqular de R3 com aplicagdo
de Gauss N e curvatura média H. FEntao, existe uma imersao isométrica
f iM% S de M? no grupo de Lie S* com a mesma aplicacio de Gauss N

se, e somente se, H for constante e |H| > 1.

Demonstracgao:

Iniciaremos a demonstracao mostrando que se H nao for constante, nao

existira a imersao.
Suponha H nao constante.
Dado p € M, seja f1, fo um referencial geodésico em W C M contendo p.

Pelo Lema sabemos que para existir a imersao, é necessario e suficiente

que exista f tal que

senf) = —

H

e, além disso, vale a condigao (3.21)). Como estamos supondo H nao constante,
senfl = o significa que 0 esta variando.
Observe que no referencial geodésico fi, f2, a condigao (3.21)) serd dada por

1

(3.24) (DpRofs = D Rof1)™ =0

Lembrando que Ryf; = cosf f1 +senf f, e Rygfs = —senf fi + cosl fo, e que
1
(Dfifj>N =V, fi = 0 entao

(3.25) DjRofs = Dy (—senff, + cosdf)
= —cosOdO(f1)fi —sendDyfi
— senfd(f)fs + cos Dy fo
— _cos0dO(fi) f1 — sen0dO(f)f
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Analogamente,

(326) Df2R9f1 = —sené’ de(f2>f1 —+ cos 9 de(fg)fg
Calculando a diferenga (3.25)) - (3.26)) obtemos
DpRofo — Dy Rofi = — cos0di(fi)fi —sen8di(fi)fe

= (senf df(f) — cos 0 dO(f)) f1

+ senfdl(fy)fi — cosOdO(f)f
)
— (sen@dO(f1) + cos6do(f))

2

Agora, de acordo com (3.24]) os coeficientes de f1, fo devem ser nulos, o que

nos fornece o sistema

senf df(fy) = cos 0 do(f)
senf dd(f;) = —cos 0 df(f)

cos 6
Da primeira equagao do sistema (x) obtemos df(fy) =

df(fy). Substi-

senf
tuindo este resultado na segunda equagao teremos,

cos? 6

senfdo(f,) = — ond

do(f,) = (sen® + @ cos®6) dO(f,) = 0 = dé(f;) =0

o que implica que 0 é constante na direcao de f;.

De modo semelhante concluiremos que df(f,) = 0, o que implica 6 constante

também na direcao de fs.

Portanto, 6 é constante. Mas isso contradiz nossa suposi¢ao que 6 estd

variando.

Essa contradi¢ao significa que a condigao (3.21) nao pode ser verificada

para 6 variando. Logo nao existe a imersao nesse caso.

1
Por outro lado, supondo H constante, sent = o significa que 6 é constante.

Como

(3.27) Dy Rofr = DpRofi = (DpRe) (f2) — (DpRo) (f1)
+ Ro([ f1, f2])

onde (Dy, Ry) (f;) representa a derivada tensorial de Ry na diregao de f; apli-

cada a f;, e 0 é constante, o que implica que Ry ¢ paralelo com respeito a
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conexao D, ou seja, (DRy) = 0, entdo, por (3.27) temos que

Dy Rofs — Dy, Rof1 = Ro([ f1, f2])

Portanto,

L L

(Dp,Rofa — D, Rof1)" = (Ro([ f1, 2 ) = Ro([ f1, f2])

e a condicao ([3.21)) esta verificada.

Logo, o Lema garante a existéncia de uma imersao isométrica f : M? 9

S? com aplicagao de Gauss N e senf = 7 ou seja, com |H| > 1. O

Observacao 3.3 Uma superficie no R® ¢ dita minima se sua curvatura
média H for constante e igual a zero. Uma consequéncia do Teorema
¢ que se uma superficie minima do R3 tiver aplicagcio de Gauss N, entdo ndo

existe imersdo dessa superficie em S® com N como aplicacio de Gauss.

3.5.1 Exemplos

Nosso primeiro exemplo é, provavelmente, o mais simples para a imersao de

uma superficie cme do espaco Euclidiano no grupo de Lie S?.

Exemplo 3.1 (Esfera) Para uma esfera de raio r, com aplica¢ao de Gauss
1

N, S? € R®, a curvatura média é dada por H = —. Logo, pelo C’oroldm'
r

existird a imersao S? & S* com a mesma aplicagao de Gauss N se, e somente

se, |r| < 1.

Nosso proximo exemplo de superficie cmc, sera um cilindro.

Exemplo 3.2 Um cilindro circular reto C no R3, pode ser pensado como o
produto St xR de um circulo de raio r, por uma reta. Logo, a curvatura média
. . . . 1
H desse cilindro serd a média aritmética H = =(k1 + k) das curvaturas rq
2
de uma reta, e da curvatura ke de um circulo de raio r. Como k1 serd sempre
K2

1
wqual a zero, H = 2 = 7 Portanto, pelo Teorema existird a 1mersao
r

C+ S com a mesma aplicagio de Gauss N, se, e somente se, r < 5
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A proxima superficie que iremos abordar é uma superficie de revolucao cmc,

menos conhecida que as anteriores.

Exemplo 3.3 (Onduléide) A roulette de uma elipse, é a curva descrita por
um dos focos dessa elipse quando esta “rola”sobre uma reta, sem escorregar.
Ao girarmos a roulette em torno da reta sobre a qual a elipse girou, obtemos
uma superficie de revolucao tendo a roulette como meridiano e a reta como
eizo de revolucdo. A superficie assim obtida tem curvatura média constante, e
¢ chamada Onduloide. FEla € uma das superficies de Delaunay. Se a elipse
que gerou a roulette tiver o eizo maior igual a a, entao a curvatura média do
oduloide serd dada por H = %. Para maiores detalhes sobre as superficies de

Delaunay, citamos [3].

Seja O C R? um onduldide contido no espaco Euclidiano, com aplicacdo
de Gauss N e curvatura média H. Como vimos acima, H = %, onde a € o
eizo maior da elipse que originou o onduldide. Entao o Coroldarid3.3, garante
a existéncia da imersao O & S* com a mesma aplicagio de Gauss N, se, e

1
somente se, a < 5

Observacao 3.4 O grupo de Lie S® € compacto, portanto admite uma métrica
biinvariante. Além deste, os outros grupos de Lie de dimensdo 3 que admitem

métrica biinvariante, sio ( [10] )
R? S'xS' xS, R*x S e SO(3).

Para esses grupos, as consideracoes sobre U sao mais simples. O que nos
pareceu mais interessante para alguma abordagem foi SO(3) dos movimentos
rigidos no espaco Euclidiano. Acontece que SO(3) tem S* como recobrimento
universal. Por isso, as consideragoes que fariamos aqui seriam praticamente

as mesmas para S3.

Consideremos em seguida, um exemplo em um grupo de Lie que nao admite

métrica biinvariante
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3.5.2 O grupo de Lie H; e sua algebra de Lie b3

Hs, o grupo de Heisenberg de dimensao 3, é um grupo de Lie simplesmente
conexo, nilpotente a 2-passos formado pelo conjunto das matrizes triangulares
superiores com entradas reais e 1 na diagonal, onde o produto do grupo é o

produto usual das matrizes 3 x 3. Assim, H3 C GL(3,R) é o grupo dado por

1 a c
Hs = 01 b |; (abec)eRy,
0 0 1

com a mesma estrutura de grupo de GL(3,R).

Os elementos da algebra de Lie h3 do grupo Hs sao da forma
0 = =
A= 0 0 vy com (x,y,2z) €R?
0 0 =

Mostra-se que Hs pode ser identificado com o R?® munido do produto

1
(r1,y1,21) (T2, Y2, 22) = | 21 + 22,1 + Y2, 21 + 22 + §($1y2 — Toy1)

Os campos invariantes a esquerda

o yo 0 x0 0
p=-2_Y49 2.9 p_2
YT or 202 2 8y+20z’ 7 02

geram a algebra de Lie b3 cujos colchetes sao dados por

[ Ey, Ey | = E; e [ Es, By | =[FEs, E1]=0

3.5.3 Um pouco da geometria de H;

Para cada p = (z,y, 2) € Hs a translacdo a esquerda L, : Hs — Hs, L,)q) =
pq, q € Hs tem sua diferencial na identidade dada por

1 00
dL, = 0 10
¥z

2 2
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portanto, dados v = (vq,v2,v3), w = (w1, ws, ws) € T,Hs, através do produto
interno ( dL,*(v), dL;*(w) >R3 obtemos uma métrica invariante a esquerda em
‘Hs dada por

ds® = da? + di? Yy~ %Y
= Y+ dz—|—2dy 5

Com respeito a essa métrica, a conexdo Riemanniana V** de H3 na base

{E1, E, E3} é dada por

1
ngEQ == §E3:—Vg§E1

V,}E?Eg = —§E2 == Vgg’El
1
V,;E-[;EQJ, - §E1 - Vg; E2

VieE, = 0, i=1,2,3.

O tensor curvatura R de Hj calculado na base {E, Es, E5} com R;j, =

R(E;, E;)E), resulta em

3 3 1
Rijj =0, Rign=—Es, Rizpo=—-E1, Rip3=0, Riz1 =—-ELs,

4 4 4

1 1 1
Riz2 =0, Rz = ZEI; Ro31 =0, Roso = _ZE3 e Rogs = ZEQ.

Para a curvatura seccional K de Hs obtemos, em termos da mesma base,

3 3

K(E), Ey) = < o > -3
1

K(BLE) = (~1Buba) =]

1 1
K(BuB) = ( ~jBabs )=

Portanto, a curvatura seccional de H3 nao é constante.

3.5.4 Exemplo

Para imersoes de superficies do R? em Hj, com curvatura de Gauss prescrita,
é possivel encontrar exemplo em que nao necessitemos do operador ortogonal
Ry, ou seja, podemos encontrar U e as hipoteses necessarias para a aplicagao

da Proposigao (3.1}
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Dada a base canonica {ey, ez, e3} do R3, sabemos, pelas consideracoes do
grupo de Heisenberg H3, que o produto (colchete) da algebra de Lie b3, que

N0 Nosso caso € [, |y, para os vetores ej, ey € ez é
[e1,ea]y=es3 e leises],=0,i=1,2,3

Ou seja, ker [, ], = {es}. Entdo, a idéia é encontrar uma superficie em R?
em que, para qualquer ponto, seja possivel deixar esse nticleo sempre no plano

tangente a superficie naquele ponto.

Um cilindro no R3, obtido a partir da rotacao de uma geratriz vertical em

torno de um circulo, tem essa propriedade.

Entao, seja f : W C R? — R3 o cilindro C dado por
(3.28) f(0,7r) = (cosh, send,r)

Consideremos, por exemplo, (1,0,7), a <r < b, a,b € R a geratriz de C. Essa
geratriz é paralela a e3. Como uma base ortonormal do plano tangente em

p € C, T,C é dada por
(3.29) fo = —senfe; + cos ey e fr =es3
entao, o vetor /N unitario e normal a C em p, sera

_ f9 X fr
(3.50) N=Trx i

Portanto, N estd na diregao do vetor posigao do circulo (cos, senf,0), que é

= cos fe; + senfe,y

normal ao plano tangente a C em p.

Agora, se u,v € T,C, entao
u=ufotuf, e v=uvfotuf
com u;,v; € R. Logo,
[uy v ]g = [ur fo+us fryvr fo +va fr ]y = (uava — uava) [ fo, fr ]

Mas, f. = e3 que é o nicleo de [, |,. Entao, [ fy, fr ], = 0. O que implica
[u, v ], = 0. Portanto, conseguimos a hipdtese que precisamos para aplicar a

Proposicao que é ([u,v],, N ) =0, para u,v € T,C.
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Como U é dado pela aplicagao identidade, U(fy) = fo e U(f) = f-. Além
disso, [ fg, fr |, = 0. Logo, a condigdo (3.1)) para este caso, sera

(3.31) (Dpfo — Dy fo)~ = for ]

~ . L . . ~
Lembrando que a conexao D projetada sobre N~ coincide com a conexao V

de R3, podemos escrever (3.31)) como

Vi Jo =V fo=1[fos fr]

o que garante a condicao (|3.31]).

3.6 Imersoes M" % G""! com n > 3

A finalidade desta secao, é mostrar algumas condigoes segundo as quais seja
possivel obter resultados para a existéncia de imersoes de variedades n-dimensionais
em n + 1-dimensionais grupos de Lie, com aplicagao de Gauss prescrita, no

caso em que a isometria U estd definida.

Proposigao 3.2 Seja (M, g) uma variedade Riemaniana de dimensdo 2k e
G2+ k> 2 um grupo de Lie de dimensao 2k +1 com uma métrica invariante

a esquerda.

Seja N : M?** — S?*  T.G uma aplicacdo suave. Denote por E o fibrado
vetorial M x R+ sobre M e considere em E a conexdo flat D tal que
Dx& = 0, para todo & = (p,v), com v =constante e X € TM. Suponha
que TM =T & T*® - ®T*, com dim(T*) = 2. Suponha também que,
DyiN CU(T?) e [U(T?), U(TY) ]y =0 sei#j, comi,j=1,...,2k

Uma condi¢ao necessdria para que exista uma isometria f tal que N seja

a aplicagcao de Gauss, € que exista 0, tal que

([U(fa—1), Ulfar) Jgs N)
( Dy, Ulfax—1) + Dr, U(fn), N)

onde fi,..., fax € base ortonormal de T,M, p € M, eU € como no Teorem.

(3.32) senf = —

Além disso, a condicao € também suficiente se
(3.33) V=UoO

onde O : T,M — T,M ¢ o operador ortogonal dado por
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cosf; —senb,

senf; cosb;

cos ), —senby

senf, cosb,

onde os termos nao expostos sao iguais a zero, e V satisfaz

L s

(334) (DR V(f;) = D V() = V(L fis D) =1V, V)Y

Neste caso,

df =V,

a menos de isomorfismo paralelo de G.

Demonstracao: Dado p € M, seja fi,..., for um referencial ortonormal em

W C M contendo p.

Como,

O(fx) = cos O%fk + Sené%fkﬂ,

se k é fmpar e

O(fr) = —senégfk_l + cosﬁgfk,

se k é par, entao

V(fy) = Uo O(fx) = cos 8% U(fr) + seng% U(fxs1),

se k é impar e

V(fk) = —senﬁg U(fkfl) + cos 0% U(fk),

se k é par.

Portanto, de acordo com

(DgV(f;) = DrV(fi), N ) = ([V(£:), V() oy V)

onde,7 =1,2,...,2k e as nossas hipdtese, obtemos as k seguintes expressoes,

(V(11); DpN) = (V(f2), DN ) = ([V(f1), V(2) ]o, V)
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a partir da qual obtemos

~ ([U(f), U(f2) s N)
(Dg U(f1) + Dg, U(fy), N)

senf; =

<V(f2k—1)’Df2k <V f% ‘Dka 1N> - f2k 1) (f2k>]07N>

a partir da qual obtemos

([U(fax-1), Ulfar) oo N)
{ Dy, Ulfax—1) + Dr, U(fn), N )

senf, = —

Portanto, para cada valor de k, reobteremos a Proposigad3.1], com 0 = 0.

Uma vez conseguido 6, teremos V(f;), e logo a imersao. 0
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