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Resumo
Neste trabalho faremos um estudo teórico acerca de propriedades dos magneto-

plasmons de borda (MPB) �excitações quirais coletivas e que se propagam nas bordas

de um plasma de estado sólido bidimensional (comumente cunhado como um sistema

eletrônico bidimensional - SE2D) - sob o regime Hall quântico inteiro (RHQI) com fator

de preenchimento � = 1(2) e com muito-forte dissipação nas regiões de estados de borda,

onde os níveis de Landau (NL) cruzam o nível de Fermi (NF). Serão considerados neste

trabalho apenas amostras homogêneas, ou seja, sem a consideração de um gate ou uma

camada de ar sobre a heteroestrutura; cujo compartamento dos MPB�s, especialmente a

qualidade do MPB, tem forte vínculo com propriedades do meio em questão. Os primeiros

MPB�s foram descorbertos na década de 1980, e têm despertado um grande interesse na

última década, com o advento de novas nanoestruturas eletrônicas bidimensionais, novos

métodos experimentais - como por exemplo os experimentos com tempo-resolvido (time-

resolved) e aplicacões diretas em nanoeletrônica. Adotando-se um modelo miscroscópico,

pudemos con�rmar resultados de tabalhos recentes (2010), e con�rmamos que mesmo

no regime de muito-forte dissipação, aqui considerado, ainda há um modo que persiste,

um Helicon de Borda (HB), com excelente qualidade - equanto que todos os outros mo-

dos são fortemente amortecidos. Encontramos também novas interessantes propriedades

deste HB, em particular, mostramos que "janela de transparencia" deste HB é 10 vezes

maior do que o valor conhecido na literatura, a estrutura espacial do HB também foi aqui

obtida com melhor precisão; e exibe um comporatmento mais suave que o apresentado

em trabalhos recentes.
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Abstract
In this work we will make a theoretical investigation over some general properties

of edge magnetoplasmos (EMP) - collective quiral excitations which propagates at the

edges of a bidimensional solid state plasma (often called bidimensional electronic system

- 2DES) under the quantum Hall regime (QHR) with �lling factor of � = 1(2),with

very strong dissipation in the edges, where the Landau levels (LL) intercept the Fermi

levels (FL). We will take into account only homogenuous samples, that means, without

a consideration of a gate nor an air substrate over the heterostructure; pointed out that

the EMP behaviour, especially the wave quality, has a strong dependence on the gate.

EMP�s were �rst reported in the 80�s, and have attracted much attention in the past

decade with advent of some new nano-2DES, new experimental methods - as the time-

resolved experiments, and nano electronic aplications. Adopting a microscopic model, we

could con�rm recent works (2010), and we con�rmed that even in the strong dissipation

regime, here considered, there is still a mode that persists, an edge helicon (EH), with

excelent quality - when all other modes are very damped. We also �nd new interesting

properties of this EH, in fact, we can show that the "window of transparency" of this EH

is 10 times bigger then the value so far known from the scienti�c literature, its spatial

structure was also here accquired with better precision; and it exibits a more smooth

behavior if compared to recent articles.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Plasmas, plasmons e magnetoplasmons

A existência de oscilações de plasmas, em diferentes materiais - quer se apresentem

eles em qualquer estado da matéria, se deve a interação coulombiana dos portadores de

carga. Uma perturbação nessa densidade de carga, gera campos elétricos cujas correntes

tendem a restabelecer a neutralidade elétrica; mas devido a inércia desses portadores de

carga, estes acabam se deslocando além de suas posições de equilíbrio, e como consequên-

cia, há o surgimento de excitações coletivas. Assim, se um plasma for submetido a uma

perturbação de uma maneira coerente, necessária para que as contribuições individuais

estejam em fase umas com as outras, o mesmo apresentará pelo menos um modo coletivo

longitudinal caracterizado por uma relação de dispersão da frequência, !p, denominada

frequência característica do plasma. Neste caso, para um tal modo coletivo, a onda de

densidade de carga longitudinal é denominada plasmon[1-4].

As propriedades das oscilacões de plasma em um sólido, dependem da estrutura

de bandas deste, da efetiva dimensão da amostra, e da presença de interfaces e campos

magnéticos. Em geral, o espectro dos plasmons está relacionado com a estrutura de

bandas do sólido de uma forma bem mais complexa. Por exemplo, existem dois tipos

de plasmons, um de alta-frequência e um outro de baixa-frequência, em semicondutores
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dopados. O primeiro possui uma energia grande, quando comparada a energia da banda

proibida Eg, e relaciona-se com as oscilações de todos os elétrons (de ambas as bandas

de valência e de condução). Já o segundo plasmon (~!3D � Eg) é devido as oscilações

dos elétrons (ou buracos) da banda de condução (valência); cujas energias típicas não são

superiores a 0; 1 eV (implicitemos desde já, que estes são os plasmons abordados neste

trabalho).

Existem dois principais mecanismos relacionados ao amortecimento de tais plas-

mons: o amortecimento colisional, que é determinado pelas colisões dos elétrons com

fônons, impurezas e outras imperfeições da rede; tal processo é pequeno quando !3Dp � �

1, onde � é o tempo de relaxação dos elétrons. Já o processo não-colisional (também

conhecido como amortecimento de Landau) que se dá sempre quando os modos cole-

tivos decaem devido a interações entre a onda e as partículas no plasma1. Sob intensos

campos magnéticos B (!c� � 1) os elétrons giram ao longo de helicóides com frequên-

cia ciclotrônica !c = jejB=m�c; onde e é a carga do portador, m� é a massa efetiva do

portador e c é a velocidade da luz. Assim, um plasmon imerso num campo magnético

(magnetoplasmon) não é tipicamente uma onda puramente longitudinal, mas parcial-

mente transversal - pois contém correntes tranversais (Hall)2.

Como dito anteriormente, a efetiva dimensão da amostra3 altera emmuito, as pro-

priedades dos plasmons. As oscilações de plasma em sistemas eletrônicos bi-dimensionais

(SE2D) diferem-se essencialmente das de bulk (caso 3D) e das de plasmons super�ciais

(superfícies de um SE3D). Ritchie (1957)[5] foi o primeiro a mostrar que, diferentemente

do que acontece no caso tridimensional, a frequência dos plasmons 2D !p tende a zero no

limite de longo compriemento de onda (q ! 0), onde �!q = �!q (qx; qy) é o vetor de onda

de um plasmon 2D. Este fato pode ser entendido da seguinte maneira: consideremos as

�utuações da densidade de carga eletrônica, na forma de planos carregados (no caso de

1o amortecimento de Landau ocorre devido a uma troca de energia entre a onda com velocidade de
fase �p e partículas no plasma com velocidade próxima a �p, que interage fortemente com a onda.

2no caso geral, o campo elétrico de tal magnetoplasmon não é puramente potencial
3ao que parece, devido a maior concentração de portadores de carga
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bulk) ou linhas na superfície (no caso 2D) colocados periodicamente (com período 2�=q).

O campo elétrico que surge, e com isso a força restauradora (elástica), que dá origem as

oscilações de plasma - não depende do período no primeiro caso e diminui com o inverso

do período no segundo caso. Assim, o quadrado da frequência de plasma não depende de

q no caso de bulk (3D), e é proporcional a q no caso dos plasmons 2D. Na verdade este

fato representa a blindagem incompleta em 2D porque o sistema está con�nado a duas

dimensões, mas a interação coulombiana é tridimensional, ou seja, as linhas de campo

saem do plano dos elétrons. Em outras palavras, a lei de dispersão dos plasmons 2D

!p(q) depende das propriedades do meio onde o sistema está embebido.

No início da década de oitenta (1980) vários trabalhos apontavam para novos

modos (dos magnetoplasmons) descobertos em SE2D, mas ao contrário das frequências

típicas encontradas, estes possuiam frequências inferiores a !c; e diminuiam conforme

se aumentava a intensidade de B; tais frequências podiam ser encontradas desde o mais

distante infra-vermelho, passando por micro-ondas, e sendo encontradas até mesmo em

uma certa faixa das radio-frequências, onde (nestas) a condição !� > 1 era violada. Tais

modos (2D) eram análogos aos encontrados nas bordas de um plasma tridimensional;

foram então chamados de magnetoplasmon de borda (MPB) por Mast et al. (1985)[6].

1.2 Motivação

A medida em que cresce o interesse em SE2D, SE1D (�o-quântico) e SE0D (ponto

quântico), surge também a necessidade de se estudar novos efeitos físicos relacionados a

aplicabilidade de diversos componentes eletrônicos, optotrônicos e spintrônicos - cada vez

mais e�cazes, mais bem elaborados e capazes de acompanhar tal miniaturização; e é aqui

que os MPB�s entram em foco - possuídores de características únicas, a serem exploradas

do ponto de vista tecnológico. Esses MPB�s possuem freqüência ajustável através de

um extenso intervalo de freqüências ( de � 1 kHz até � 1THz ), e em contraste com os

plasmons e magnetoplasmons de bulk seu amortecimento em geral é pequeno não somente
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em !� � 1, mas em qualquer valor de !� - caso a intensidade do campo magnético seja

su�cientemente alta; e ainda são detectáveis sob altas temperaturas (� 100K). Portanto,

o estudo dos MPB�s tem aplicação direta na construção de detectores e espectrômetros

de radiação. E apesar de tais aplicações tecnológicas servirem por si só como motivação

su�ciente para qualquer estudo teórico acerca dos MPB�s, podemos ainda aditar que o

estudo dos estados de borda é de grande interesse da física fundamental.

Neste trabalho, propomos investigar algumas propriedades dos MPB�s em SE2D,

sob o regime Hall quântico inteiro (RHQI) com fator de preenchimento � = 1(2), em

temperaturas não-muito-baixas kbT � ~vg=2l0; em particular os modos sobreviventes

destes MPB�s no regime de muito-forte dissipação �t & ln (1=kxlt)� 1.

4



Capítulo 2

Plasmas

2.1 Uma breve história sobre plasmas

Na segunda metade do século XIX o �siologista tcheco Jan Evangelist Purkinjie

utilizou-se da palavra grega plasma (cujo signi�cado é "formado ou moldado") para de-

notar o �uido transparente que permanece após terem sido removidos todos os materiais

corpusculares do sangue humano. Mais de meio século depois, o cientista americano Irv-

ing Langmuir (em 1922) propôs também chamar de plasma - uma região que continha

cargas de elétrons e íons praticamente na mesma proporção, num trecho do próprio ar-

tigo de Langmuir - "Except near electrodes, where there are sheaths containing very few

electrons, the ionized gas contains ions and electrons in about equal numbers so that the

resultant space charge is very small. We shall use the name �plasma� to describe this

region containing balanced charges of ions and electrons" [7]. Langmuir lembrou-se da

forma como o plasma sangüíneo transportava os glóbulos brancos e vermelhos, da mesma

forma com que a eletricidade transportava os elétrons e os íons. Langmuir, juntamente

com Lewi Tonks (1927), estavam investigando a física e a química por trás dos bulbos

com �lamentos de tungstênio, com a esperança de prolongar a vida útil do �lamento (e

eles alcançaram tal meta). No processo, desenvolveram a teoria das bainhas de plasma

- as camadas do contorno que se formam entre os plasmas ionizados e em superfícies
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sólidas. Descobriram também que certas regiões do tubo de descargas de plasma exibiam

variações periódicas da densidade eletrônica, e que hoje em dia chamamos de ondas de

Langmuir. Essa foi a gênese da física do plasma. Não surpreendentemente, as pesquisas

de Langmuir hoje formam toda a base teórica da maioria das técnicas de processos de

plasma na fabricação de circuitos integrados. Após Langmuir, a pesquisa do plasma se

diversi�cou bastante; e por muito tempo houve uma confusão entre os cientistas, que

achavam que seus colegas físicos e químicos estavam a estudar o sangue humano. E

como Langmuir estudava descargas elétricas em tubo de gases, acreditava-se que este

comportamento era inerente a este estado da matéria; em muitos livros [8], e para �ns

didáticos, costuma-se dizer que plasma é o quarto estado da matéria. Em uma escala de

temperaturas, pode-se a�rmar: à baixas temperaturas temos os sólidos (à temperaturas

ainda mais baixas temos o condensado de Bose-Einstein), a medida em que se aumenta

a temperatura o sólido se funde (fusão) e se torna líquido, aumentando ainda mais a

temperatura este líquido vira vapor (gás). E se aumentarmos ainda mais a temperatura

deste gás, o mesmo se ioniza podendo vir a formar um plasma. Este termo - ionizar - se

refere justamente a uma separação atômica, em que os elétrons da camada mais externa

(camada de valência) se "soltam" do núcleo (caroço) do átomo.

Em geral, o termo plasma é associado a qualquer sistema estatístico que con-

tenha portadores de cargas móveis - logo, interagem via forças coulumbianas - (tal como

os elétrons e/ou os íons de um plasma gasoso); asssim sendo, o plasma não é uma mani-

festação exclusiva à ionização térmica, podemos também encontrar o comportamento de

plasma em sólidos - os fenômenos eletrônicos em semi-condutores, semimetais e metais

podem ser vistos como efeitos de plasma em sólidos. Íons produzidos pela remoção de al-

guns (ou todos) elétrons de valência de átomos ou moléculas formam portadores de carga

positivos, e o sistema formado por estas partículas carregadas constituem um plasma.

No caso de elétrons em metais e semimetais, a densidade eletrônica pode ser tão alta que

a degenerescência tradiza pelo princípio da exclusão de Pauli deve ser levada em con-

sideração - tal degenerescência eletrônica condiz com os tratamento mecânico quântico
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dado a estes plasmas.

Muitas áreas contibuíram ao longo dos anos, desde Langmuir, para o entendi-

mento básico dos fenômenos de plasma, sobretudo ramos da física de plasmas relevates

às aplicacoes para problemas de fusão termonuclear controlável, cosmologia, astrofísica,

radioastronomia, propagação de ondas, física de plasmas em estado sólido, geofísica, etc.

Tal como o estudo da propagação da radiação eletromagnética na ionosfera terrestre, a

dinâmica da magnetosfera terrestre, o comportamento turbulento da matéria ionizada e

dos campos magnéticos na superfície do Sol e de outras estrelas; mecanismos de emissão

de pulsares e fontes de rádio e muitos outros exemplos abundantes nessas áreas. Para

uma leitura mais aprofundada sobre física do plasma, sugerimos [3,4].

2.2 Propriedades de um plasma

Um plasma é uma coleção de partículas carregadas relativamente móveis que in-

teragem umas com as outras via forças coulombianas. A sensibilidade de um plasma é

uma consequência direta da mobilidade de seus constituintes, e ocorre somente quando

as partículas carregadas que o compreendem são relativamente livres. Por essa razão,

os diferentes tipos de plasmas encontrados na natureza (ou mesmo os obtidos em labo-

ratório) possuem também diferentes escalas de temperatura e de densidade de portadores

(e vários outros parâmetros também). É conveniente então de�nir um parâmetro crucial

que distingüa estes diferentes plasmas; conhecido como parâmetro de plasma - � (ou

mais tecnicamente - parâmetro de acoplamento de Coulomb), ele caracteriza a intensi-

dade das interações entre as partículas neste sistema de várias partículas carregadas. Tal

parâmetro ajuda a descrever quais efeitos quânticos devem ser levados em consideração,

o parâmetro de plasma é a razão entre a média da energia de interação coulombiana - V

e a média da energia cinética - K. Em geral, o termo de energia cinética costuma de�nir

que modelos são adotados no estudo de um plasma, ou seja, a diferença entre modelos
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clássicos e modelos quânticos e/ou microscópicos.

� =
V

K
(2.1)

Assim sendo, plasmas com parâmetro de plasma muito menor que a unidade �� 1 são

denominados plasmas fracamente acoplados e aqueles com parâmetro de plasma igual

ou maior que a unidade � � 1 são denominados plasmas fortemente acoplados. Não

há um único valor geral para todos eles, podendo-se apenas de�nir intervalos. Plasmas

em sólidos costumam varrer um intervalo de � � 1 a � ' 5. Para plasmas fracamente

acoplados - � � 1, precisão e cálculos de primeiros princípios podem ser executados;

teorias que se baseiam nessa condição, tal como a teoria de pertubação, ilustram muitas

das características importantes do comportamento desses plasmas, e são as únicas para

os quais cálculos microscópicos detalhados podem ser "facilmente" realizados. Plasmas

fortemente ou fracamente acoplados podem ocorrer independente da escala de temper-

atura.

Os plasmas ainda podem ser classi�cados em plasmas densos - ou plasmas degen-

erados e plasmas diluídos - ou plasma não-degenerados. Para plasmas não-degenerados,

típicos de plasmas em gases à alta temperatura, bem como de plasmas obtidos por

con�namento eletrônico sob a superfície de Hélio líquido à baixa temperatura, o com-

portamento dos portadores de carga é governado pela estatística clássica de Maxwell-

Boltzmann, sendo o termo cinético medido pela energia térmica kBT , onde kB é a con-

stante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta. Por sua vez, para plasmas degenera-

dos, típicos de plasmas em sólidos à baixa temperatura, o comportamento dos portadores

é governado pela estatística quântica de Fermi-Dirac, sendo, nesse caso, o termo cinético

medido pela energia de Fermi EF , antes do que kBT . Em ambos os casos a energia

cinética é muito maior do que a energia coulombiana média dos portadores.

Quando uma pertubação qualquer (campos externos, impurezas, etc) atinge um

plasma - assim sendo, atinge os portadores de carga que constituem o plasma - estes

portadores reagem a esta perturbação por efeito de blindagem (polarização induzida

8



em torno da perturbação); os demais portadores �vêem�tal perturbação se mover cer-

cado por uma distribuição ou �nuvem�de carga (oposta) induzida por polarização, cujo

campo induzido, tomado como um todo, tende a compensar o campo da carga pertur-

badora em questão, forçando o mesmo a ser atenuado mesmo a grandes distâncias. E

somado a natureza de longo alcance da interação coulombiana, os portadores de carga

reagem coletivamente a essa perturbação, é possível então, gerar campos elétricos de

tamanho considerável em plasmas por pertubar o meio sobre um grande volume e somar

as individualmente fracas contribuições das muitas partículas. Dessa maneira, mesmo

em plasmas que são fracamente acoplados, perturbações podem atenuar a energia de in-

teração coulombiana - e esta acaba por dominar o comportamento do plasma; esta é uma

característica sem igual que torna o estudo de plasmas particularmente interessante.

Dessa forma, a blindagem pode ser vista como um fenômeno de �utuações na

densidade de carga dos portadores, que são induzidas por polarização quando uma per-

turbação ocorre no plasma. Entretanto, o modo como tais �utuações se propagam no

plasma, ou seja, a maneira como o plasma responde a tal perturbação, é determinada

principalmente pelo comprimento de onda � (ou momento q) e pela energia de tal per-

turbação. Assim, dependendo do comprimento de onda (ou momento) e da energia com

os quais o plasma é perturbado, o mesmo pode apresentar dois comportamentos distin-

tamente diferentes, a saber, o do tipo partícula e o do tipo onda. Excitações do tipo

partícula ocorrem quando as �utuações, decorrentes da perturbação se propagam no

plasma através da troca de momentos entre pares de partículas carregadas interagentes,

as quais são constantemente excitadas. Já as excitações do tipo onda ocorrem quando

as �utuações decorridas de uma perturbação tendem a se propagar como ondas (de com-

pressão/rarefação) de densidade de carga, em que o plasma responde de maneira coletiva

à perturbação; de certo modo, a consideração de partículas individuais perde seu signi�-

cado. Este é um fenômeno adicional ao da blindagem, em que o campo médio efetivo da

interação coulombiana age como uma força restauradora responsável pela oscilação das

partículas carregadas.
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Entretanto, diferentemente da blindagem, que está sempre presente no plasma

sob qualquer tipo de perturbação, a existência de oscilações organizadas no plasma so-

mente é possível para pertubações de longo comprimento de onda (pequeno momento),

� > �c (q < qc ); aqui �c (qc) é um comprimento (momento) característico que serve como

um parâmetro de separação espacial entre excitações coletivas e tipo partícula. Assim,

se o plasma for submetido a uma perturbação de longo comprimento de onda (pequeno

momento) de uma maneira coerente, necessária para que as contribuições individuais es-

tejam em fase umas com as outras, o mesmo apresentará pelo menos um modo coletivo

longitudinal caracterizado por uma relação de dispersão da freqüência, !p, também de-

nominada de freqüência característica do plasma. Neste caso, para um tal modo coletivo

a onda de densidade de carga longitudinal é denominada de plasmon.

Existem dois principais mecanismos relacionados ao amortecimento de tais excitações

coletivas: o amortecimento colisional, que é determinado pelas colisões dos elétrons com

fônons, impurezas e outras imperfeições da rede. Já o processo não-colisional (também

conhecido como amortecimento de Landau) que se dá sempre quando os modos coletivos

decaem devido a interações entre a onda e as partículas no plasma. Embora uma estima-

tiva para valores de qc dependa do plasma em questão e da aproximação usada em seu

cálculo, é certo que para valores de q � qc o modo coletivo estará imerso no contínuo de

amortecimentos colisionais, o que possibilita o decaimento do plasmon nestas excitações

do tipo partícula. Tal situação faz com que o plasmon tenha um curto tempo de vida,

de forma que ele não representa uma excitação bem de�nida do sistema.
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Capítulo 3

Efeito Hall Quântico

3.1 Efeito Hall clássico

Em 1879 Edwing Hall [9]tentava determinar a força experimentada por uma corrente

em um �o condutor carregado quando um campo magnético era aplicado sobre este. Ele

suspeitava que a corrente que percorria o �o condutor deveria sofrer alguma de�exão

devido ao campo magnético aplicado, e assim a resistência deveria de certa forma au-

mentar um pouco. E apesar de não ter obtido sucesso em detectar algum aumento na

resistência do �o, ele conseguiu observar o surgimento de uma tensão tranversal (tensão

Hall), que em seu trabalho[9], publicara como "estado de stress"4. Um esquema que

ilustra o experimento Hall é apresentada na �gura 3.1,em suma, quando uma corrente

percorre um material condutor (no caso ilustrado, uma densidade corrente elétrica na

direção x -
�!
j = bxjx - em um condutor em forma de paralelepípedo), e este é imerso num

campo magnético perpendicular à direção de propagação da corrente (
�!
B = bzB). Os

elétrons experimentam a força de Lorentz 5, e são de�etidos na direção y, acumulando-se

nas bordas deste e dando origem a um campo tranversal (campo Hall -
�!
EH = �byEy).

Uma vez atingido o equilíbrio, o campo Hall se equilibra com a força de Lorentz, e a

4vide referência [9] - Hall
5na verdade a força magnética contida na força de Lorentz, vide referência [3] - Ashcroft

11



Figura 3.1: Esquema ilustrativo do efeito Hall clássico numa barra condutora retangular

corrente �ui normalmente. Duas quantidades envolvidas neste fenômeno despertam um

grande interesse, uma delas é a magnetorresistência longitudinal � - que Hall observou

ser independente do campo magnético

� =
Ex
jx

(3.1)

aqui Ex é o campo elétrico ao longo do condutor, e jx é a densidade de corrente associada

ao mesmo. E uma outra quantidade conhecida como resistência Hall - RH , dada por

RH =
Ey
jx

(3.2)

onde Ey é o supracitado campo Hall. Note que o campo Hall se encontra na direcão

negativa do eixo y - portanto RH deve ser negativo, no entanto, se os portadores de

carga fossem positivos, o sinal de sua velocidade (na direção x) seria contrário, e por

conseguinte a força de Lorentz, o campo Hall e etc. A partir do modelo de Drude6,

6vide referência [4] Ashcroft página 13
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pode-se chegar a uma expressão �nal para a resistência Hall

RH = �
B

n jej c (3.3)

onde, n é a densidade dos portadores de carga, e é a carga elementar e c - é a velocidade

da luz no vácuo. Note que nenhum outro parâmetro eletrônico, tal como sua massa,

nem quaisquer outros parâmetros materiais entram no cálculo - somente a densidade

eletrônica. Mais notavelmente, RH não depende da forma da amostra. De fato, mesmo

um conjunto de buracos perfurados na amostra não alteraria o resultado. Uma folha

de metal perfurada mostra a mesma resistência Hall que uma folha perfeita, contanto

que todos os contatos elétricos permaneçam mutuamente conectados. Devido a sua inde-

pendência de todos os parâmetros intrínsecos e extrínsecos, o efeito Hall tem se tornado

uma �ferramenta�padrão para a determinação tanto da natureza dos portadores de carga

(se elétrons ou buracos), quanto da densidade dos mesmos nos sistemas eletrônicos. Em

particular, a densidade de carga em amostras semicondutoras, que pode variar largamente

dependendo da preparação, é medida via efeito Hall. Além disso, quando analisamos o

efeito Hall em SE2D, veri�camos que a resistência Hall RH é exatamente igual a resis-

tividade Hall - �xy, sem qualquer fator geométrico das dimensões físicas da amostra 2D

sendo envolvido, e desde que, na prática, voltagens e correntes é que são medidas, ao

invés de campos elétricos e densidades de correntes, implica que a resistência Hall em

SE2D tem um caráter completamente microscópico.

3.2 Efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI)

O EHQI é uma versão quântica do efeito Hall clássico, observada em SE2D ( ou em

sistemas eletrônicos quase-unidimensionais - SEQ1D) quando estes se encontram à baixas

temperaturas (� 4K) e sob intensos campos magnéticos (� 10T): Descoberto por Klauss

von Klitzing em 1980[10], o qual lhe rendeu o prêmio Nobel em 1985. Klitzing percebeu

que para certos valores do campo magnético, a resistividade longitudinal de suas amostras
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Figura 3.2: Efeito Hall quântico inteiro, grá�co das resistividades longitudinal e transver-
sal (Hall) pelo campo magnético

tornava-se bem pequena. E para estes valores de campo, quando se plotava o grá�co da

resistividade Hall pelo campo magnético, este grá�co exibia regiões achatadas (conforme

ilustrado na �gura 3.2), ou platôs. Ele então percebeu que a resistividade Hall nas regiões

de platôs era constante para cada amostra, e aproximadamente h= (�e2). Conforme a

precisão de seus experimentos melhorava, �cava cada vez mais claro que � era um número

inteiro com altíssima precisão, na qual a condutividade Hall assumia valores quantizados

� =
h

�e2
(3.4)

onde e é a carga elementar, h é a constante de Planck e � é um número inteiro.

Uma explicação simpli�cada apenas em termos de bulk do sistema e partícula

única (elétron independente) pode esclarecer os resultados do EHQI: num campo mag-

nético su�cientemente intenso os níveis de energia de um elétron num SE2D colapsam,

como um resultado da quantização de Landau - que é a quantização das órbitas ciclotrôni-

cas de partículas carregadas em campos magnéticos - como resultado as partículas car-

regadas podem ocupar apenas as órbitas com valores discretos de energia, os chamados

níveis de Landau (NL) - En = (n+1=2)~!c; n = 0; 1; 2; :::, onde !c = jejB=(m�c) é a fre-

quência ciclotrônica. Os elétrons podem se estabelecer somente nestas energias, mas não

14



nos grandes gaps7 entre elas. Cada NL pode acomodar um grande número de elétrons,

todos com a mesma energia. Isto se deve ao fato de ser possível posicionar o centro de

cada órbita em muitos diferentes lugares no plano bidimensional. Assim, esta chamada

degenerescência dos NL, dada por nB = jejB=(hc), é uma função crescente do campo

magnético, uma vez que o raio l0 /
�
1=
p
B
�
de cada órbita é reduzido com o seu au-

mento. Assim, para uma dada densidade eletrônica n0 e para um dado campo magnético

B o número de NL preenchidos é dado por

� =
n0
nB

=
n0hc

eB
(3.5)

o chamado fator de preenchimento dos NL. Dessa forma, substituindo o valor de n0, em

termos de �, na expressão da resistência Hall, obtemos

RH = �yx =
B

n0 jej c
=

h

e2�
(3.6)

Portanto, para alguns valores especiais de n0 (ou B) � deve ser um número in-

teiro, resultando em um número inteiro de NL completamente preenchidos e, conseqüen-

temente, na quantização inteira da resistência Hall. Por mais cauteloso que tenha sido

o processo de preparação da amostra, sempre permanece algum grau de desordem, seja

devido a vibrações térmicas, ou defeitos e/ou impurezas residuais, estes "defeitos" (que

parecem propositais) introduzem variações na energia em torno de cada NL, alargando-os

e forçando os mesmos a se alargarem em bandas de energia. Entretanto, apesar das ex-

tensas regiões situadas entre os NL originais (sem alargamento) passarem a ser de estados

de energia permitidos, eles não podem transportar corrente, uma vez que os mesmos são

originados exclusivamente pelos potenciais de desordem e, portanto, qualquer elétron que

aí esteja estará capturado e isolado (localizado) por este potencial; por esse motivo tais

regiões são chamadas de regiões de estados localizados, ou gaps de mobilidade. Por outro

7também chamados de gaps de mobilidade
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Figura 3.3: Densidade de estados D(E) como função da energia. (esquerda) NL de um
SE2D submetido a um forte campo magnético

�!
B perpendicular ao plano de cargas.

lado, as regiões centradas em torno dos NL originais, que são associadas a estados capazes

de transportar corrente, são chamadas de regiões de estados estendidos (ver Figura 3.3).

3.3 Efeitos de borda no Regime Hall Quântico In-

teiro (RHQI)

Conforme comentado anteriormente, é fato aceito que se no bulk o NF está na região

de estados localizados, tais estados não podem transportar corrente. Entretanto, con-

forme mostrado em trabalhos anteriores - refs. [11-17], quando levamos em conta no

modelo as bordas do SE2D, que são descritas pelo seu correspondente potencial de con-

�namento lateral, as energias dos NL devem aumentar conforme se aproximam dessas

bordas e, conseqüentemente, se interceptam com o NF (Fig. 3.4). Essas interseções

formam verdadeiros canais unidimensionais que, por sua vez, devem governar as pro-

priedades de transporte quando o RHQI se mantém, ou seja, quando o NF está num

estado localizado no bulk.

Classicamente estes estados de borda correspondem às órbitas saltitantes (skip-

ping orbits) e eles são os únicos estados estendidos no NF. No regime linear (voltagens
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Figura 3.4: Esquema ilustrativo do movimento eletrônico. O círculo fechado representa
o movimento ciclotrônico clássico dos elétrons de bulk. Os círculos abertos representam
a trajetória clássica dos elétrons saltitantes se movendo ao longo das bordas da amostra
num campo magnético normal

�!
B , desde que os estados de borda estejam em diferentes

níveis de energia. Conforme ref.[28]

aplicadas muito menores do que a separação dos NL), por exemplo, estes são os únicos

estados relevantes para a determinação das propriedades de transporte. Uma corrente

conjunta �ui através da amostra se os estados de borda são ocupados em diferentes níveis

de energia, com os elétrons nas bordas opostas movendo-se em direções opostas.

Um importante resultado, que deve ser considerado ao se tratar os efeitos acima,

estabeleceu que um possível �achatamento�dos estados de borda associados ao mais alto

NL ocupado na vizinhança do NF ([18]) pode ser evitado se o potencial de con�namento

lateral �nu� for su�cientemente íngreme [19,20]; em adição, a formação de alternadas

fases incompressíveis (faixa dipolar [18-20]) e compressíveis nas bordas do SE2D não

pode ocorrer[20]. Ao que segue, nesta dissertação estaremos assumindo que não temos

tal achatamento[18] ou que os NL têm inclinações �nitas no NF.
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Capítulo 4

Magnetoplasmons de borda

Depois de trabalhos pioneiros sobre MPB [6,21], muitos experimentos têm sido re-

alizados com SE2D em heteroestruturas semicondutoras de AlGaAs-GaAs [22-26]. Além

disso, quanto ao estudo dos MPB no RHQI, este passou a atrair uma maior atenção após

o advento de experimentos de transporte com resolução temporal (time-resolved)[26],

que, conforme veri�cado na ref. [26], foi capaz de mostrar uma estrutura de platô no

atraso do tempo que re�ete os próprios platôs do RHQI. Quanto ao seu estudo teórico,

dentro de determinados modelos essencialmente clássicos ou quânticos, diferentes mecan-

ismos de ondas de borda têm sido propostos ou utilizados [27-30]. Entretanto, em se

tratando de MPB no RHQI tais modelos apresentam algumas de�ciências. Por exem-

plo, dentro de um mecanismo de onda de borda completamente clássico [28,30], em que

foi primeiramente determinada a quiralidade8[28], e a existência (para intensos B) de

modos MPB acústicos [30], os autores das respectivas referências assumiram per�s de

densidade linear de carga abrupto e suave, respectivamente, mas independentes do fator

de preenchimento �. Como conseqüência, estes per�s não levam em conta uma carac-

terística mecânica quântica essencial ao RHQI, a estrutura dos NL. Tal inadequação foi

posteriormente comprovada no experimento da ref. [26]. Em adição, para uma dissipação

8A quiralidade é propriedade dos magneto-plasmmons se propagarem em direções opostas em bordas
diferentes.

18



espacialmente homogênea dentro do canal, o amortecimento do MPB foi encontrado como

sendo quantizado e independente da temperatura [28], com taxas de amortecimento forte-

mente super-estimadas quando comparadas com os resultados experimentais [26]. Estes

desvios são atribuídos à inadequação do mecanismo clássico de ondas de borda, que em

efeito é empregado pelas teorias das refs. [28] e [30].

Por outro lado, dentro de mecanismos de ondas de borda mecânico-quânticos [29,31,32],

para o RHQI com � = 1 somente a posição da borda do SE2D incompressível varia,

sendo o tratamento ainda limitado ao subespaço das funções de onda do NL mais baixo,

desprezando-se, assim, a mistura dos níveis e a dissipação, o que por sua vez conduz a

um único MPB quiral com dispersão similar àquela do modo fundamental encontrada no

tratamento clássico de Volkov e Mikhailov[28] e Aleiner e Glazman[30], ou seja,

!mpb(qx) / qx ln (1=lqx) , (4.1)

onde l é o comprimento característico do MPB.

Então, em linhas gerais podemos dizer que dentro de um mecanismo de onda de

borda essencialmente clássico [28,30] a densidade de carga varia na borda, mas a posição

da borda do SE2D é mantida constante. Por sua vez, dentro dos diferentes mecanismos de

ondas de borda mecânico-quânticos[29,31,32] somente a borda do SE2D varia, enquanto

que o per�l da densidade com respeito à borda �utuante coincide com aquela do SE2D

não perturbado.

A�m de contornar estes prolemas, modelos microscópicos especí�cos no RHQI

para canais eletrônicos largos (SE2D), baseados numa combinação das equações da den-

sidade de corrente linearizada, Poisson e continuidade, foram posteriormente propostos

na refs.[33-36]. Estes modelos efetivamente incorporam os dois distintos mecanismos de

onda de borda mencionados acima. Enquanto os MPB neste novo mecanismo de ondas

de borda foram estudados na ref.[33-36] para o limite de baixas temperaturas, o trata-

mento da ref.[36] foi estendido à temperaturas não-muito-baixas, ~!c � kBT � ~�g=2l0,

onde �g é a velocidade de grupo dos estados de borda e l0 =
p
~=m�!c o comprimento
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magnético. Neste caso, o efeito da temperatura se manifesta por mudar a escala típica do

comprimento de l0 para lT = l20kBT=~�g � l0=2, o que permitiu a importante introdução

de um novo per�l de densidade não pertubada cuja aproximação analítica, além de levar

em conta a estrutura do NL no RHQI, também permitiu tornar o cálculo da dissipação

mais simples.

Neste capítulo apresentaremos o desenvolvimento teórico para obtenção das equações

que descrevem a dispersão da freqüência e a estrutura espacial dos MPB num SE2D no

RHQI, com � = 1(2), no mais baixo NL, n = 0, em temperaturas não muito baixas,

~!c � kBT � ~�g=2l0, que é baseado numa combinação de equações de densidade de

corrente, equação de Poisson e equação da continuidade, conforme desenvolvido original-

mente nas Refs. [35,36] para um SE2D.

4.1 Sistema Eletrônico Bi-dimensional sob um in-

tenso campo magnético transversal

Seguindo o tratamento dado na ref. [36], assumimos SE2D no plano (x,y) de largura

efetiva Ly = W e comprimento Lx = L no plano-(x, y), sujeito a um intenso campo

magnético
�!
B = Bbz capaz de manter o RHQI, de tal forma que se possa ajustar o fator

de preenchimento para � = 1(2), quando somente o mais baixo NL, n = 0, é ocupado.

Neste caso, é assumido ainda que em � = 1 o desdobramento de spin, causado por efeitos

de muitos corpos, é forte o bastante para desprezar a contribuição do NL com spin para

baixo, enquanto que em � = 2 o próprio desdobramento de spin é desprezado. Além disso,

por se tratar o SE2D como um canal eletrônico largo (aqui, por simplicidade, canal largo),

o potencial de con�namento lateral simétrico associado a ele e ao longo de y é parabólico

somente nas suas bordas, ou seja, Vy = 0 para yl < y < yr, Vy = m�
2 (y � yr)2 =2

para y > yr > 0 e Vy = m�
2 (y � yl)2 =2 para y < yl < 0, onde yr(l) delimita a borda

direita (esquerda) da parte plana de Vy; yr = �yl, m� é a massa efetiva e 
 a freqüência

do con�namento; inclusive, podemos fazer a suposição de que Vy aproxima-se bem do
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potencial de con�namento lateral �vestido�com a interação elétron-elétron recebido na

aproximação Hartree (AH). Assim, no gauge de Landau, onde o potencial vetor é dado

por
�!
A = �Bybx , o Hamiltoniano de partícula única é dado por

bh0 = �(bpx + eBy=c)2 + bp2y�
2m� + Vy (4.2)

onde bp é o operador momento. Em adição, nós assumimos que o potencial de con�na-

mento lateral é suave sobre a escala do comprimeto magnético l0 = (~=m�!c)
1=2, onde

!c = jejB=m�c é a freqüência ciclotrônica, e a condição 
 � !c é satisfeita; e e c são

respectivamente a carga eletrônica e a rapidez da luz. Aqui, para o RHQI para � = 1(2),

o espectro de energia de um elétron do n-ésimo NL é

�n = ~!c(n+ 1=2) (4.3)

para a parte plana, e

�n;kx = ~!c(n+ 1=2) +m�
2[y0(kx)� yr(l)]2=2 (4.4)

para a região de borda direita (esquerda) y0(kx) > yr (esquerda - y0(kx) < yl) onde,

y0(kx) = l
2
0kx, o que por sua vez conduz à velocidade de grupo dos correspondentes estados

de borda direita (esquerda), referente ao nível de Fermi (NF) do n-ésimo NL, com �gn =

@�
n;k

(n)
re
=~@kx = ~
2k(n)e =m�!2c , onde k

(n)
re = kr+k

(n)
e é o vetor de Fermi associado a borda

direita y(n)re = l20k
(n)
re = yr + l

2
0k
(n)
e , kr = yr=l20, W = 2y

(0)
re e k

(n)
e = (!c=~
)

p
2m��Fné o

número de onda de borda característico, com �Fn = EF � (n + 1=2)~!c, e EF = �n;k(n)re

é o NF medido da mais baixa sub-banda elétrica; aqui (conforme o formalismo típico)

tomamos a constante dielétrica " como sendo espacialmente homogênea.
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4.1.1 O per�l da densidade eletrônica

Conforme discutido acima, o comportamento da densidade eletrônica (não per-

tubada) - n0(y) transversal a borda é determinante para as propriedades de borda do

canal eletrônico largo, devendo uma apropriada escolha para seu per�l de densidade

trazer importantes conseqüências no estudo dos MPB. Além disso, em vista que es-

tamos considerando mpb no RHQI ( e em temperaturas não-muito-baixas), seria de

grande importância que tal n0(y) levasse em conta o efeito mecânico quântico da es-

trutura do NL. Assim, seguindo os mesmo passos da ref.[36], propomos um n0(y), nor-

malizado pelo valor de bulk n0, como correspondendo a função distribuição de Fermi-

Dirac f0(y) = 1=f1 + exp[(�n;y=l20 � EF )=kBT ]g. Desta forma, considerando uma pe-

quena variação yn em torno da n-ésima borda no NL, y(n)re , tal que yn = y � y(n)re , e a

condição k(n)e � kBT=~�gn � 1=2l0 como sendo satisfeita, é possível obter a aproximação

exp[(�n;y=l20 � EF )=kBT ] � exp(yn=lTn), onde lTn � l20kBT=~�gn � l0=2 de�ne a escala

característica associada à borda em questão. Portanto, para � = 1(2) temos apenas uma

única variação em trono da borda y0re [36]. A�m de simpli�carmos as notações, omitire-

mos os expoentes ou índices 0 nos valores pertinentes ao NL n = 0, ou seja, lT0 = lT ,

�g0 = �g, �F0 = �F , k0e = ke, etc.

4.1.2 Densidade de corrente

Desde que o MPB é obtido a partir de uma apropriada perturbação (com uma dada

freqüência ! � !c e o comprimento de onda � = 2�=qx � l0 . 10�6 cm) na densidade
de craga, cuja onda pode ser descrita por �(qx; y; !), e desde que para temperaturas

não-muito-baixas a escala característica ao longo de y é tipicamente lT � l0=2, é de

se esperar que os campos elétricos gerados autoconssistentemente por �(qx; y; !) sejam

também suaves sobre a escala l0 em ambas as direções. Assim, dentro da aproximação

quase-estática e no regime de resposta linear a densidade de corrente pode ser escrita

como [33,37]

jy(qx; y; !) = �yy(y)Ey(qx; y; !) + �
0
yx(y)Ex(qx; y; !) (4.5)
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Figura 4.1: Con�guração energética (escala à esquerda) e do per�l da densidade eletrônica
não-perturbada, n0(y), (escala à direita) do SE2D no RHQI para o caso � = 2 (n = 0)
degenerado por spin: A curva tracejada verde corresponde ao potencial de con�namento
lateral Vy = m�
2y2=2 (sem escala). As curvas sólidas vermelhas representam os NL,
encurvados devido ao efeito de Vy ; os pontos pretos indicam, de forma ilustrativa, o
preenchimento do mais baixo NL (n = 0) por elétrons até o NF (linha tracejada ver-
melha). Por �m, a curva sólida azul representa n0(y). y

(r)
F se refere à borda direita do

SE2D.

jx(qx; y; !) = �xx(y)Ex(qx; y; !) + �
0
xy(y)Ey(qx; y; !) + �g�(qx; y; !) (4.6)

onde o termo �g�(qx; y; !) representa uma contribuição de advecção causada por uma

distorção da carga �(qx; y; !) localizada próxima à borda yre do mais baixo NL n = 0,

��
(y) é a componente do tensor de condutividade, e Ex(qx; y; !) = �iqx�(qx; y; !) e

Ex(qx; y; !) = �@�(qx; y; !)=@y são as componentes do campo elétrico autoconsistente

(ver apêndice A). Quanto ao potencial �, este pode ser obtido a partir da equação de

Poisson como

�(qx; y; !) =
2

"

Z
dy0 [K0 (jqxjjy � y0j)] �(qx; y0; !) (4.7)

onde o termo K0(x) é a função de Bessel modi�cada, e " é a constante dielétrica de fundo

homogêneo. Aqui, consideraremos o SE2D em amostras "homogêneas" apenas; oberve

que assim como �, � também pertence ao plano 2D. Neste ponto é útil, então, deescrever

as pertinentes condutividades.
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4.1.3 Condutividade Hall

A condutividade Hall (na ausência de qualquer espalhamento) pode ser obtida do

cálculo da densidade de corrente na direção x, jx = �0yx(y)Ey(y). Seguindo os passos das

refs.[33,37] obtemos a condutividade Hall como

�0yx(y) =
e2

2�~
X
n=0

Z 1

�1
dy0fn (y0)	

2
n (y � y0) (4.8)

onde 	n(y) é a função do oscilador harmônico. Levando em conta que em nosso regime

de temperatura lT � l0=2, e que a escala típica de fn(y0) e 	n(y � y0) são lT e l0,

respectivamente, a integral da eq. (4.8) pode ser aproximada por fn(y). Assim, podemos

reescrever a eq. (4.8) como

�0yx(y) �
X
n=0

�0(n)xy (yn) (4.9)

onde �0(n)yx (yn) � (e2=2�~) fn(yn). Observemos que a equação acima demonstra a rápida

variação de �0yx(y) na escala de lT conforme nos aproximamos da borda, e que também

recupera a condutividade Hall para o interior do canal largo �0yx(y) = e2�=2�~. Além

disso, também temos que �0yx(y) = ��0xy(y).

4.1.4 Condutividade longitudinal

Desde que o RHQI é considerado aqui em amostras com dimensões super�ciais su-

�cientemente grandes [33,36], as transições eletrônicas e a interação Coulombiana inter-

borda podem ser desprezadas. Por outro lado, conforme mostrado na ref.[36], para um

con�namento su�cientemente suave a dissipação vem das transições eletrônicas intranível-

intraborda devido a fônons piezoacústicos (PA), ocorrendo principalmente próximo às

bordas do canal largo, e sendo exponencialmente suprimida no bulk para ~!c=kBT � 1.

No regime de resposta linear este é o principal mecanismo de dissipação se �g > s, onde

s é a velocidade do som, por exemplo, para canais de largura W . 100�m e T . 100K.
Assim, no cálculo da condutividade longitudinal ���(y), onde �xx(y) ' �yy(y),
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o tratamento dado na ref.[37], juntamente com o da ref.[36], forneceram como resultado,

para �g & s, a expressão
���(y) �

X
n=0

e�(n)��Rn(yn) (4.10)

onde e�(n)�� = e2l20c0kBT=4�2~4 (�gn)3, e c0 = ~ (eh14)2 =2�V s é a constante de acoplamento
elétron-fônon para heteroestruturas baseadas em GaAs, com h14 = 1:2 � 107V= cm,

�V = 5:31 g= cm
3, e s = 2:5� 105 cm= s. Quanto a Rn(yn), este valor vem da derivada do

n-ésimo termo de �0yx(y), ou seja, d�
(0)
yx (y)=dy = ��0yx(y)R0(y), onde Rn(y) � Rn(yn) =

�dfn(y)=dy � (4lT )
�1 cosh�2 (yn=2lTn), indicando que ���(y) também está fortemente

concentrada próximo à borda. Por sua vez, para �g < s a contribuição de ���(y) é

exponencialmente suprimida[33,37]. As propriedades apresentadas acima são essenciais

sob o efeito de temperaturas não-muito-baixas no RHQI e devem ser levadas em conta a

�m de se determinar a relação de dispersão e a estrutura espacial dos mpb.

4.2 Equações integrais para os Magnetoplasmons de

Borda em um Sistema Eletrônico Bi-dimensional

Seguindo o mesmo tratamento dado na ref.[36], partindo-se da equação de Poisson,

utilizando-se da transforma de Fourier, juntamente com a equação de corrente linearizada

- equações eq. (4.5) e eq. (4.6) - e a eq. (4.7) combinadas na equação da continuidade

@�(x; y; t)=@t+
�!r � �!j (x; y; t) = 0, obtemos

�i (! � qx�g) � (qx; y; !)

+
2

�

�
q2x�xx (y)� iqx

d

dy

�
�(0)yx (y)

�
� �yy(y)

d2

dy2
� d

dy
[�yy(y)]

d

dy

�
(4.11)

�
Z 1

�1
dy0 [K0 (jqxjjy � y0j)�K0 (jqxjjy + y0j)] � (qx; y0; !) = 0

25



donde no integrando da equação acima foram considerados ambos os termos da exponen-

cial - aqui os sinais + (�) correspondem aos mpb simétrico �s (anti-simétrico - �a) - uma

descrição mais pormenorizada de tal desenvolvimento pode ser encontrada no apêndice

C.

Note que na eq. (4.11) - � (qx; y; !) � � (qx; y; !) também está centrado próximo

da borda no mais baixo NL n = 0 dentro de uma região da ordem de lT . Além do mais,

a equação eq. (4.11) é invariante com respeito a uma mudança de y ! �y para um mpb

de modo par (simétrico) - � (qx; y; !) � � (qx;�y; !), ou para um mpb de modo ímpar

(anti-simétrico) - � (qx;�y; !) � �� (qx; y; !). Isto nos mostra que estes modos dos mpb

da eq. (4.11), ambos o espacialmente simétrico (par) como o espacialmente anti-simétrico

(ímpar) no mais baixo NL n = 0 na borda yre, são totalmente independentes um do outro.

Seguindo a "linha" da ref.[36], admitindo-se que uma solução para a eq. (4.11)

deve ser necessariamente proporcional à densidade eletrônica não-perturbada n0(y)=n0,

que pode ser reescrita aproximadamente como eR0(Y ) � exp(Y )�R0(Y ), então os critérios
de ortogonalidade indicam que tal solução pode ser escrita como uma expansão em série

de termos do polinômio de Laguerre Ln(Y ) no intervalo 0 � Y � 1 - fazendo-se uso

aqui da variável adimensional Y = y=lT . Assim, como solução exata da eq. (4.11) para

ambos os MPB simétricos e anti-simétricos, temos

�s;a (qx; y; !) = eR0(Y )e�Y 1X
n=0

�(n)s;a (qx; !)Ln(Y ) (4.12)

Para y � 0, a expressão para �s (qx; y; !) segue trivialmente da eq. (4.12), apenas usando

jY j no lado direito da equação. Tal expansão é útil somente quando o mais baixo NL

n = 0 está ocupado. Apontemos que eR0(Y ) é de certa forma fracamente dependente
de Y , especialmente para Y � 1, e tende para 1=4lT conforme Y ! 1. Para os mpb

anti-simétricos, a eq. (4.12) deve satisfazer condições de contorno óbvias, tais como:

�a (qx; y; !) = 0, que assegurem a continuidade de �a (qx; y; !) na vizinhança de y = 0;

por exemplo, para ambos y ! +0 e y ! �0. A paridade ímpar de �a (qx; y; !) impõe a
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seguinte condição sobre �(n)a (qx; !)

1X
n=0

�(n)a (qx; !) = 0 (4.13)

Assim, para y < 0, �a (qx; y; !) pode ser obtida da eq. (4.12), valendo-se da seguinte

propriedade �a (qx;��; !) = ��a (qx; �; !). Então, após essas considerações, podemos

reescrever a eq. (4.11) como

(! � kx�g) �s;a (kx; y; !)

�2
�

��
kx�

(0)
yx � ik2xe�xx�+ ie�yy ddy

�
R0(y)

d

dy

��
(4.14)

�
Z 1

�1
dy0 [K0 (jkxjjy � y0j)�K0 (jkxjjy + y0j)] �s;a (qx; y0; !) = 0

donde tomou-se qx ! kx ; y ! y ; � (qx; y; !) ! �s;a (kx; y; !), lembrando ainda que

d�
(0)
yx (y)=dy = ��(0)yxR0(y) e �yy(y) = e�yyR0(y).

Finalmente, após multiplicar a eq. (4.14) por Ln(Y ) eR�10 (Y ) e integrá-la sobre Y
de 0 a 1 , então, juntamente com as eqs. (4.12) e (4.13), as equações de dispersão para

os modos simétricos e anti-simétricos seguem como

(! � kx�g) �(m)s;a (kx; !)�
1X
n=0

[Srs;amn (kx) + S
0gs;amn (kx)] �

(n)
s;a (kx; !) = 0 (4.15)

onde, para � = 1, S = (2=�)
�
kx�

0
yx � ik2xe�yy�, com �0yx = e

2=2�~, S 0 = �2ie�yy=�l2T ,
rs;amn (kx) = lT

Z 1

0

dY e�YLm (Y )

�
Z 1

0

dY 0 [K0 (jkxjlT jY � Y 0j)�K0 (jkxjlT jY + Y 0j)] (4.16)

� eR0(Y 0)e�Y 0Ln(Y 0)
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gs;amn (kx) = jkxjl2T
Z 1

0

dY e�Y
�
e�Y=2

Lm (Y )

cosh(Y=2)
� m
Y
[Lm (Y )� Lm�1 (Y )]

�
�
Z 1

0

dY 0 [sign (Y � Y 0)K1 (jkxjlT jY � Y 0j)�K1 (jkxjlT jY + Y 0j)] (4.17)

� eR0(Y 0)e�Y 0Ln(Y 0) + �gs;amn
aqui, sign(x) = 1 (�1) para x > 0 (x < 0), e K0 (x) e K1 (x) são as funções de Bessel

modi�cadas. Aqui,

�gsmn = 0 (4.18)

para modos simétricos, e

�gamn = 2jkxjl2T
Z 1

0

dY 0K1 (jkxjlTY 0) eR0(Y 0)e�Y 0Ln(Y 0) (4.19)

para modos anti-simétricos. Em adição às equações acima, para os mpb anti-simétricos,

devemos considerar a condição dada pela eq. (4.13), que é essencial para eliminar uma

divergância logarítmica na última integral da eq. (4.17), depois da pertinente soma sobre

n na eq. (4.15). Vale ainda observar que rs;amn 6= rs;anm, gs;amn 6= gs;anm.

Como é próprio do estudo de modos coletivos, na solução das eqs. (4.15) a (4.17)

estaremos tomando o limite de longo comprimento de onda, jkxjlT � 1, tal que podemos

aproximarK0 (jkxjlT jX) � ln (2=jkxjlT )�
� ln(X) e K1 (jkxjlTX) � (jkxjlTX)�1, onde 


é a constante de Euler. Também faremos uso da notação ! � !�kx�g, onde tipicamente

�g � !=kx para os mpb mais rápidos, os mpb monopolares renormalizados. Assim, é

válido denominar !=kx como a velocidade de fase da onda tanto quanto !=kx. Note que

aqui Im!(kx) � Im!(kx), pois somente kx reais são utilizados.

Devido a jkxjlT � 1 e aos intensos campos magnéticos assumidos, onde � =e�yy= �lT�0yx� � 1, podemos aproximar S � (2=�) =
�
kx�

0
yx

��1
, ou seja, desprezar a parte

imaginária de S. Desta forma, as equações de dispersão têm toda sua dissipação evi-

denciada por S 0, e por conseguinte, é possível introduzir um parâmetro �T = jS 0j=S =

�=jkxjlT capaz de estabelecer diferentes regimes de dissipação para os mpb da seguinte

28



forma[33,36]: �T � 1 (ou �T & ln (1=jkxjlT ) � 1 se ln (1=jkxjlT ) � 1) para muito forte

dissipação.
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Capítulo 5

Resultados

Antes de apresentarmos e discutirmos os resultados obtidos através de avaliações

numéricas das equações dos mpb em um SE2D no RHQI, com fator de preenchimento

� = 1, e no mais baixo NL n = 0, em temperaturas não-muito-baixas ~!c � kBT �

~�g=2l0, atentemos para o conjunto de parâmetros utilizados para tal, a seguir. Em

particular, investigamos a relação de dispersão da velocidade de fase e a estrutura espacial

dos MPB apenas para amostras homogêneas (� = 0) - ver apêndice B. Neste caso, o uso

da velocidade de fase adimensional é mais apropriado do que o da freqüência, pois esse

nos fornece um quadro mais bem de�nido no intervalo de longo comprimento de onda

(pequeno momento), jkxj lT � 1, intervalo este considerado em todo nosso estudo.

Considerando uma amostra baseada em GaAs=AlxGa1�xAs, com massa efetiva

m� = 0:06m0 (onde m0 é a massa de repouso do elétron) e constante dielétrica de permis-

sividade � = 12:5, �xamos os valores da temperatura (T ), do campo magnético (B) e da

razão entre as freqüências ciclotrônica e de con�namento (!c=
) como 9K, 4:0 � 104G

e 30, respectivamente. Do uso destes valores como parâmetros de entrada, obtivemos

os seguintes valores para parâmetros adicionais: !c ' 1:05 � 1013 s�1 (freqüência ci-

clotrônica), 
 ' 3:49� 1011 s�1 (freqüência de con�namento), l0 ' 1:28� 10�6 cm (com-

primento magnético), lT ' 4:33�10�6 cm (comprimento característico). Adicionalmente,

~!c ' 6:881�10�3 eV, kBT ' 0:776�10�3 eV e ~�g=2l0 ' 0:114�10�3 eV, con�rmando
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a manutenção da condição de temperaturas não-muito-baixa, ~!c � kBT � ~�g=2l0.

Vale ainda lembrar que, nas avaliações numéricas foram considerados expansões

com um, dois, sete e quinze termos (polinômios de Laguerre) na eq. (4.15).

5.1 Relação de dispersão da velocidade de fase adi-

mensional do helicon de borda (HB)

Nas �guras 5.1, 5.2 e 5.3, nas quais são consideradas apenas os modos simétricos do

HB sobrevivente, haja vista o regime de muito forte dissipação; descrevemos a relação

de dispersão de sua velocidade de fase adimensional Re(!)=Re(S) como uma função

de u = (kxlT )
�1. Neste caso, a curva traceja-pontilhada (cor magenta) representa uma

expansão com um termo (apenas �gura 5.1), a curva pontilhada (cor vermelha) representa

uma expanão com dois termos, a curva tracejada (cor azul) representa uma expansão com

sete termos, a exemplo da referêcia [37] que serviu como comparação, e a curva sólida (cor

preta) representa uma expansão com quinze termos; as �guras 5.1, 5.2 e 5.3 representam

respectivamente � = 10�1, � = 10�2 e � = 10�3 - todas para amostras homogêneas.

Vale ainda ressaltar que, apesar de termos considerado dois, sete e quinze termos

na expansão da eq. (4.15), uma completa convergência dos modos dos mpb já ocorre

com apenas dois termos na expansão (levando-se em conta a região em que u converge),

embora a consideração de apenas um termo já dê uma boa aproximação para o regime

de forte dissipação; a expansão em mais termos serviu como valiosa fonte de comparação

com referências anteriores [39], haja vista os novos cenários investigados - � = 10�2 e

� = 10�3. No geral, idependentemente dos modos dos mpb considerados, a introdução

de novos modos (associados ao acréscimo de mais termos na referida expansão) faz com

que o modo sobrevivente convirja.

Ao que se percebe, por comparação direta das �guras 5.1, 5.2 e 5.3, o intervalo

com muito boa convergência, considerando-se apenas dois termos na expansão da eq.

(4.15), de u = (kxlT )
�1 aumenta conforme a redução do parâmetro � - para � = 10�1
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Figura 5.1: Relação de dispersão da velocidade de fase adimensional do HB sobrevivente.
Para � = 10�1, expansão com um termo (curva tracejada pontilhada - cor magenta),
expansão com dois termos (curva pontilhada - cor vermelha), com sete termos (curva
tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva sólida - cor preta); para amostras
homogêneas.

Figura 5.2: Relação de dispersão da velocidade de fase adimensional do modo HB sobre-
vivente. Para � = 10�2, expansão com dois termos (curva pontilhada - cor vermelha),
com sete termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva sólida - cor
preta); para amostras homogêneas.

32



Figura 5.3: Relação de dispersão da velocidade de fase adimensional do modo HB sobre-
vivente. Para � = 10�3, expansão com dois termos (curva pontilha - cor vermelha), com
sete termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva sólida - cor preta);
para amostras homogêneas.

(�gura 5.1) u � 40, para � = 10�2 (�gura 5.2) u � 500, e para � = 10�3 (�gura 5.3)

u � 9000. Vale lembrar que o termo � não está apenas caracterizando intensos campos

magnéticos, ele também desempenha papel importante na determinação do termo que

indica o regime de dissipação �T , conforme visto no capítulo anterior - � = (�yy) = (lT�yx)

e após várias considerações - é permitido escrever �T ' �u. Ou seja, quanto menor a

dissipação (ou quanto menor também o termo �) maior o intervalo de convergência de

u, isto vem a ser precisamente o que autores de referências supracitadas [35-39] chamam

de "janela de transparência" - um pequeno amortecimento dos modos sobreviventes,

mesmo num regime de muito-forte dissipação; em outras palavras - apesar de o regime

ser caracterizado como de muito-forte dissipação, é mantida uma "qualidade da onda"

(pequeno amortecimento nos modos sobreviventes). Tal fato, é melhor evidenciado nos

grá�cos das �guras 5.4, 5.5 e 5.6, nos quais plotamos a razão Re (!) =[� Im (!)] dos

modos sobreviventes (renormalizados) por u = (jkxj lT )�1. Assim, nessa região de u, tais

modos sobreviventes são muito fracamente amortecidos, apesar do regime de muito-forte
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Figura 5.4: Grá�co de Re(!)= [� Im(!)] em função de u = (kxlT )
�1, para o regime de

muito-forte dissipação, para � = 10�1, a expansão com dois termos (curva pontilhada -
cor vermelha), com sete termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva
sólida - cor preta); para amostras homogêneas.

dissipação ser mantido. Ressaltamos que nossa análise numérica mostra que todos (ou em

sua maioria) os outros modos, ambos simétricos e anti-simétricos, são muito fortemente

amortecidos - com � Im (!) =Re (!) & �T � 1.

Analisando-se ainda os grá�cos das �guras 5.4, 5.5 e 5.6 percebemos a perda

de continuidade destes, conforme é perdido o regime de muito forte dissipação (haja

vista nosso modelo considerado); ou seja, quanto menor o termo � for, maiores serão

os intervalos de u em que a continuidade destes grá�cos será mantida; perceba ainda

que, quão menor for o número de termos utilizados na expansão da eq. (4.15), mais

rapidamente é perdido o intervalo de convergência de u. De fato, para apenas 2 termos

na expansão, uma boa consideração de convergência só pode ser considerada até u � 70,

para valores de u maiores, depois de um pico e uma abrupta queda de sua imagem,

temos ainda uma mudança de sinal, desconsiderada na �gura 5.4 por motivos físicos

óbvios; sendo o valor de corte de u � 6000 e u � 50000, para sete e quinze termos na

expansão da eq. (4.15),respectivamente - para � = 10�1.

Para os grá�cos que levam em conta � = 10�2 (�gura 5.5) e � = 10�3 (�gura 5.6),
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Figura 5.5: Grá�co de Re(!)= [� Im(!)] em função de u = (kxlT )
�1, para o regime de

muito-forte dissipação, para � = 10�2, e expansão com dois termos (curva pontilhada -
cor vermelha), com sete termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva
sólida - cor preta); para amostras homogêneas.

Figura 5.6: Grá�co de Re(!)= [� Im(!)] em função de u = (kxlT )
�1, para o regime de

muito-forte dissipação, para � = 10�3, e expansão com dois termos (curva pontilhada -
cor vermelha), com sete termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva
sólida - cor preta); para amostras homogêneas.
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Figura 5.7: Grá�co de Re(!)= [� Im(!)] em função de u = (kxlT )
�1, para o regime

de muito-forte dissipação, para � = 10�1, a expansão com um termo (curva tracejada
pontilhada - cor magenta), com dois termos (curva pontilhada - cor vermelha), com sete
termos (curva tracejada - cor azul) e com quinze termos (curva sólida - cor preta); para
amostras homogêneas.

percebemos, além das análogas características à �gura 5.4, uma queda suave (apesar de

proporcional) mais rápida que no grá�co da �gura 5.4 - na região de convergência de

u. Sendo que para � = 10�3 (�gura 5.6) tal queda suave é ainda mais rápida que para

� = 10�2. Aditamos ainda aqui, um grá�co adicional (�gura 5.7) da qualidade de onda

(na mesma linha da �gura 5.4) porém, com uma expansão contendo apenas um termo

na eq. (4.15); para que melhor discutamos os inesperados resultados obtidos.

5.2 Estrutura espacial do helicon de borda

Uma vez que a relação de dispersão da velocidade de fase adimensional para os MPB�s

já foi analisada, selecionamos um dado valor do momento kx e de seu correspondente valor

da velocidade de fase adimensional !, tal que possamos agora calcular o per�l da estrutura

espacial dos mesmos. Assim, da eq. (4.12) nós obtemos a forma geral para descrevermos

a estrutura espacial dos mpb em SE2D no RHQI, com fator de preenchimento � = 1, no
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Figura 5.8: Per�l da densidade de carga adimensional, para amostras homogêneas e
� = 10�1. As curvas sólidas (cor preta), tracejadas (cor azul) e pontilhada (cor vermelha)
correspondem a �T = 1,10 e 10

2, respectivamente.

mais baixo NL n = 0, em temperaturas não-muito-baixas, ou seja,

4lT�s (kx; y; !) = cosh
�2 (Y=2)

1X
m=0

�(m)s (kx; !)Lm(Y ) (5.1)

Nas �guras 5.8, 5.9 e 5.10, respectivamente, para � = 10�1, � = 10�2 e para

� = 10�3, descrevemos o per�l da estrutura espacial (ou per�l da densidade de carga

adimensional) dos modos simétricos do HB sobrevivente, somente para amostras ho-

mogêneas, onde os mesmos foram obtidos com expansões contendo quinze termos. Per�l

da densidade de carga adimensional - refere-se a uma adequação da eq. (5.1) para:

e�s (kx; y; !) = cosh�2 (Y=2)
"
1 +

14X
m=1

�
(m)
s (kx; !)Lm(Y )

�
(0)
s (kx; !)

#
(5.2)

onde e�s (kx; y; !) = 4lT�s (kx; y; !) =�(0)s (kx; !), e desde que esta é uma função complexa,

plotamos na �gura 5.8 o per�l da densidade de carga adimensional � (Y ) = �s (kx; Y; ) =

Re
�
[�s (kx; jY j ; !)] ei�

	
para duas distintas fases de onda �. As curvas mais e menos
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Figura 5.9: Per�l da densidade de carga adimensional, para amostras homogêneas e
� = 10�2. As curvas sólidas (cor preta), tracejadas (cor azul) e pontilhada (cor vermelha)
correspondem a �T = 1,10 e 10

2, respectivamente.

Figura 5.10: Per�l da densidade de carga adimensional, para amostras homogêneas e
� = 10�3. As curvas sólidas (cor preta), tracejadas (cor azul) e pontilhada (cor vermelha)
correspondem a �T = 1,10 e 10

2, respectivamente.
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Figura 5.11: Per�l da densidade de carga adimensional, para amostras homogêneas e
� = 10�1. As curvas sólidas (cor preta), tracejadas (cor azul) e pontilhada (cor vermelha)
correspondem a �T = 1,10 e 10

2, respectivamente. Expansão com sete termos.

espessas correspondem a � = 2�N� e � = �=2 + 2�N�, respectivamente; onde N� e

N� são números inteiros. Tais per�s de estrutura espacial foram calculados levando-se

em conta um sistema de equações não-homogêneas 14 � 14, para as curvas sólidas (cor

preta) u = 10, para as curvas tracejadas (cor azul) u = 100 e para as curvas pontilhadas

(cor vermelha) u = 1000, todas estas para � = 10�1. Analogamente, na �gura 5.9

também são plotados, com mesmas considerações, exceto - que para curvas sólidas (cor

preta) temos u = 100, para curvas tracejadas (cor azul) temos u = 1000, e para curvas

pontilhadas (cor vermelha) temos u = 10000, na qual � = 10�2. E �nalmente, na �gura

5.10, também temos plotados - curvas sólidas (cor preta) - u = 1000, curvas tracejadas

(cor azul) u = 10000 e curvas pontilhadas (cor vermelha) u = 100000, na qual � = 10�3.

Adicionalmente, plotamos na �gura 5.11 o per�l da densidade de carga adimensional, nas

mesmas condições da �gura 5.8 - porém levando-se em conta uma expansão com apenas

sete termos (como na ref.[39]), para comparação com esta.
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Capítulo 6

Conclusão

Na presente dissertação investigamos propriedades dos MPB�s em SE2D sob o RHQI

com � = 1(2), e no mais baixo NL n = 0, em temperaturas não-muito-baixas, ~!c �

kBT � ~�g=2l0. Para isso, estendemos o tratamento microscópico da ref. [39], na qual as

equações da densidade de corrente linearizada e Poisson, são combinadas com a transfor-

mada de Fourier na equação da continuidade. Em particular, tal investigação envolveu

o estudo da relação de dispersão e da estrutura espacial do modo HB sobrevivente, con-

siderando apenas amostras homogêneas. Devido o fato de tratarmos o SE2D como um

canal eletrônico largo os efeitos interborda foram aqui desconsiderados.

O estudo aqui desenvolvido investiga como a "janela de transparência" do modo

HB sobrevivente (apenas o modo simétrico) é mantida em condições ainda não estudados

na ref. [39]; aqui nos referimos aos novos cenários investigados - � = 10�1; 10�2 e 10�3.

Analisando-se, a relação de dispersão da velocidade de fase do modo HB sobrevivente,

no regime de muito-forte dissipação, para � = 10�1; 10�2 e 10�3 - �guras 5.1, 5.2 e 5.3,

respectivamente, encontramos:

(i) pouquíssima mudança na parte real da freqüência do HB quando comparamos

nossos resultados com resultados contendo apenas um termo na expansão da eq. (4.15)

- (observar �guras 5.1 e 5.7), em uma região bem maior do que a estudada na ref. [39],

mostrando ainda que, este é mantido mesmo nos novos cenários investigados.
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(ii) aditando-se a análise deste grá�cos, uma rápida análise dos grá�cos das �g-

uras 5.4, 5.5 e 5.6 (nos quais estão plotados Re(!)=[� Im(!)] por u, para � = 10�1,

� = 10�2 e � = 10�3, respectivamente), percebemos uma extensão da "janela de

transparência", na qual a qualidade da onda (razão Re(!)=[� Im(!)]) ao invés de cair

abruptamente, como se imaginava (e de fato, o que indicavam resultados anteriores -

expansão com um termo - ver �gura 5.7) esta se manteve até (junto com aumento de

qualidade de onda, ou seja, da razão Re(!)=[� Im(!)] em tal intervalo) de u acima de

90000. O que é supreendente, haja vista o regime de muito-forte dissipação aqui anal-

isado. Vale aqui lembrar que, a velocidade de fase, em princípio, deveria ser fortemente

dependente dos processos dissipativos da onda, mas como percebemos, para o modo HB

sobrevivente, este não é o caso.

Quanto ao estudo da estrutura espacial do HB, (grá�cos das �guras 5.8, 5.8 e

5.10), podemos inferir:

(i) uma grande suavização da contribuição de monopolo e multipolos, no que

tange ao efeito de distorção de carga observada na ref. [39].

(ii) e tal como sugere a ref.[39], este cenário de fato é mantido para � = 10�1; 10�2

e � = 10�3 - �guras 5,7,5.8 e 5.9, respectivamente; o que aparentemente nos revela,

que o sistema de equações não-homogêneas 14 � 14 de fato re�naram, os resultados

anteriormente obtidos.

Para �nalizar, como proposta de trabalhos futuros, pretendemos adicionar a este

re�namento númerico aqui obtido, outros efeitos de grande interesse - como a análise de

um gate e de uma camada de ar; analisar ainda a correção devido a esfeitos de bulk, e

analisar todos estes novos cenários (� = 10�2 e � = 10�3) com uma expansão contendo

um número de termos (ainda maior que os quinze termos aqui considerados). No que

tange aos objetivos propostos, nos surpreendemos como uma expansão da eq. (4.15)

contendo mais termos (oito a mais que o da ref.[39]), pode de fato revelar a manutenção

da "janela de transparência".
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Apêndice A

Cálculo do comprimento

característico

Do argumento da função distribuição de Fermi-Dirac, f (e)n (y) = 1=f1 + exp[(�n(y)�

�F )=kBT ]g, centrada sobre a correspondente borda e = r; l, onde f0
�
y
(e)
F0

�
= 1=2, ex-

pandimos o argumento de sua exponencial, tal que

�n(yn)� �F
kBT

=
��Fn

kBT
+
m�


2
�
l20k

(e)
Fn

�2
2kBT

 
1 +

y(e)n

l20k
(e)
Fn

!2
(A.1)

Desde que y(e)Fn = l
2
0k
(e)
Fn é o valor referente a borda, enquanto que y

(e)
n = y� y(e)Fn é apenas

uma pequena variação em torno da mesma, então, devido a condição
���l20k(e)Fn��� � ��y(e)n ��

podemos aproximar o binômio quadrático da equação (A.1) para

 
1 +

y(e)n

l20k
(e)
Fn

!2
' 1 + 2 y

(e)
n

l20k
(e)
Fn

(A.2)
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Assim, substituindo-se a eq. (A.2) na eq. (A.1) e fazendo um pequeno desenvolvimento

algébrico, chegamos a expressão

�n(yn)� �F
kBT

=
y(e)n

l
(e)
Tn

(A.3)

Aqui,

l
(e)
Tn �

l20kBT

~�(e)gn
(A.4)

de�ne o comprimento característico de nosso modelo. Além do mais, desde que l(e)Tn �

l0=2, da eq. (A.4), e do fato de que ~!c � kBT , determinamos a condição de temperatura

não-muito-baixa,

~!c � kBT � ~�(e)gn=2l0 (A.5)
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Apêndice B

Cálculo do potencial elétrico

Consideremos um SE2D con�nado lateralmente na direção y, partindo-se da equação

do campo potencial
�!
E = ��!r�(�!r ; t) (B.1)

e da equação de Maxwell para um SE2D

�!r � �!E =
4�

�
� (�!r ; t) � (z) (B.2)

o que resulta na equação de Poisson em �!r e t,

r2� (�!r ; z; t) = �4�
�
� (�!r ; t) � (z) (B.3)

onde o termo � (z) é devido ao nosso SE2D, lembrando que �!r = �!r (x; y).

Agora, tomando-se a transformada de Fourier (TF) de � (�!r ; z; t) e de � (�!r ; t) -
�!r ! �!q e t! ! - e substituindo-se as mesmas na eq. (B.3), teremos:

�

�
q2 � @2

@z2

�
� (�!q ; z; !) = 4�� (�!q ; !) � (z) (B.4)

que vem a ser a representação da equação de Poisson no conveniente espaço dos momen-
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tos, �!q = �!q (qx; qy), e freqüência !. Para região z < 0 , temos

�� (
�!q ; z; !) = A (�!q ; !) eqz (B.5)

e para região z > 0, temos

�+ (
�!q ; z; !) = B (�!q ; !) eqz + C (�!q ; !) e�qz (B.6)

integrando-se a eq. (B.4) nos limites z = �0 (inferior) a z = +0 (superior), obtemos

�

��
@�+ (

�!q ; z; !)
@z

�
z=+0

�
�
@�� (

�!q ; z; !)
@z

�
z=�0

�
= �4�� (�!q ; !) (B.7)

e agora, utilizando-se de uma condição de contorno apropriada - �+ (
�!q ; z = +0; !) =

�� (
�!q ; z = �0; !) - e um pouco de álgebra, chegamos a uma expressão para � (�!q ; !) em

termos de � (�!q ; !) para z = 0, da forma

� (�!q ; z = 0; !) = 2�� (�!q ; !)
�q

(B.8)

e como o con�namento é lateral e na direção y, tal coordenada deve ser explicitada neste

potencial, de tal forma que devemos voltar da coordena qy ! y através de uma TF

(transforma inversa!). Logo � (qx; qy; !) ! � (qx; y; !) e como � (
�!q ; !) está em função

de � (�!q ; !); então � (qx; qy; !)! � (qx; y
0; !) (pois se encontra dentro da integral da TF),

assim

� (qx; y; !) =
1

�

Z 1

�1
dy0dqy

eiqy(y�y
0)� (qx; y

0; !)p
q2x + q

2
y

(B.9)

tomando-se a parte simétrica de eiqy(y�y
0) e mudando-se o limite inferior da integração

em dqy, �camos com:

� (qx; y; !) =
2

�

Z 1

�1

 Z 1

0

cos [qy(y � y0)]p
q2x + q

2
y

dqy

!
� (qx; y

0; !) dy0 (B.10)
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no entanto,

1Z
0

cos ax
(x2+b2)

dx = K0(ab) - conforme a ref. [38] pág. 429, logo

� (qx; y; !) =
2

�

Z 1

�1
dy0K0 (jqxj jy � y0j) � (qx; y0; !) (B.11)

que vem a ser o potencial na forma apropriada para o uso em nosso modelo; aqui K0

representa a função de Bessel modi�cada e os módulos em jqxj e jy � y0j se justi�cam

pela natureza dos mesmos. Embora ausente neste trabalho, a consideração de um gate

ou uma camada de ar a uma distância d do SE2D, altera signi�cativamente a eq. B.11,

de forma a modi�cá-la para

� (qx; y; !) =
2

�

Z 1

�1
dy0
�
K0 (jqxj jy � y0j) + �K0

�
jqxj

q
(y � y0)2 + 4d2

��
� (qx; y

0; !)

(B.12)

onde � = �1 - para o gate - e � = ��1
�+1

- para a camada de ar.
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Apêndice C

Cálculo da equação integral em um

SE2D

Aplicando-se a transformada de Fourier em �!r ! �!q e t ! ! sobre a equação da

continuidade
@� (�!r ; t)
@t

+r � �!j (�!r ; t) = 0 (C.1)

teremos, para cada um dos termos, a seguinte expressão:

@� (�!r ; t)
@t

=

�
1

2�

�2 Z 1

�1
dqxd! [� (qx; y; !)] (�i!) e�(i!t�xqx) (C.2)

@jx (
�!r :t)
@x

=

�
1

2�

�2 Z 1

�1
dqxd! [jx (qx; y; !)] (�iqx) e�(i!t�xqx) (C.3)

@jy (
�!r :t)
@x

=

�
1

2�

�2 Z 1

�1
dqxd!

�
@jy (qx; y; !)

@y

�
e�(i!t�xqx) (C.4)

e substituindo-se estas equações, eqs. (C.2), (C.3) e (C.4), na equação da continuidade -

eq. (C.1), obteremos

�i!� (qx; y; !) + iqxjx (qx; y; !) +
@jy (qx; y; !)

@y
= 0: (C.5)
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A partir da equação da densidade de corrente na aproximação quase-estática e

no regime de resposta linear,

jx (qx; y; !) = �xx(y)Ex(qx; y; !) + �xy(y)Ey(qx; y; !) + �g�(qx; y; !) (C.6)

jy (qx; y; !) = �yx(y)Ex(qx; y; !) + �yy(y)Ey(qx; y; !) (C.7)

aqui, o termo �g�(qx; y; !) representa uma contribuição de advecção causada por uma

distorção da carga �(qx; y; !) localizada próxima à borda do SE2D, enquanto que ��
(y)

representa a componente do tensor de condutividade. Por sua vez,

Ex(qx; y; !) = �iqx� (qx; y; !) (C.8)

e

Ey(qx; y; !) = �
@� (qx; y; !)

@y
(C.9)

são as componentes do campo elétrico autoconsistente, avaliados a partir da equação do

campo potencial
�!
E = ��!r� (r; t), reescrita na representação do espaço do momento qx

e da freqüência !. Assim, substituindo-se as eqs. (C.8) e (C.9), nas eqs. (C.6) e (C.7),

�caremos com:

jx (qx; y; !) = �xx(y) [�iqx� (qx; y; !)] + �xy(y)
�
�@� (qx; y; !)

@y

�
+ �g�(qx; y; !) (C.10)

jy (qx; y; !) = �yx(y) [�iqx� (qx; y; !)] + �yy(y)
�
�@� (qx; y; !)

@y

�
(C.11)

assim, substituindo-se estas eqs. (C.10) e (C.11) na eq. (C.5), encontramos

�i (! � qx�g) � (qx; y; !)

+
2

�

�
q2x�xx (y)� iqx

d

dy
�(0)yx (y)� �yy (y)

d2

dy2
� d

dy
[�yy (y)]

d

dy

�
� (qx; y; !) = 0 (C.12)
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que é a equação integral que serve como ponto de partida para o desenvolvimento das

equações dos mpb em um SE2D.
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