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RESUMO

UM ALGORITMO MATEMATICO PARA
PROGRAMACAO VETORIAL

Neste trabalho, apresenta-se um algoritmo que utiliza o método de descida para
resolver um problema de otimizagao vetorial ou multiobjetivo irrestrito, onde as fun-
¢oes consideradas sao continuamente diferencidveis. Apresenta-se um estudo sobre os
fundamentos tedricos, a saber: elementos da anélise convexa, ordem parcial induzida
por um cone K convexo, fechado, pontiagudo e com o interior nao vazio bem como
alguns fundamentos para programacao multiobjetivo e vetorial, necesséarios para for-
mulacao do modelo matematico. Para o calculo da direcao de descida, utiliza-se uma
funcao auxiliar fortemente convexa e, para o tamanho do passo, um procedimento tipo
Armijo. Demonstra-se que todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada por esse
algoritmo é K-critico.

Palavras-chave Otimizacao vetorial, método de descida, cone, k-critico.



ABSTRACT

ALGORITHM FOR MATHEMATICAL PROGRAMMING
VECTOR

This paper presents an algorithm that uses the descent method to for solve a vector
optimization problem unconstrained multiobjective where the functions considered are
continuously differentiable. It will also be a study on the theoretical foundations,
namely: elements of convex analysis, induced partial order by a generic cone K, as well
as multi-objective and vectorial programming fundamentals, required for formulation
of the mathematical model. To calculate the direction of descent, an auxiliary function
strongly convex and is used for the step size, the Armijo rule type. It is shown that
the whole point of accumulation of the generated sequence the algorithm is K-critical
for the vector.

Keywords Optimization vector, descent method, cone, k-critical.
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Introducao

Em otimizacao multiobjetivo ou vetorial, procuramos resolver o problema de mi-
nimizac¢ao de varias fungoes objetivos, considerando que é muito raro a existéncia de
uma solucao que minimize todas as fungoes objetivos ao mesmo tempo, pois em geral
esses objetivos sao conflitantes. Dessa forma, resolver um problema com mais de um
objetivo é buscar dentro de um conjunto de decisoes admissiveis (variaveis de decisao),
solugoes que reinam melhores caracteristicas de um certo equilibrio entre os objetivos,
ou seja, temos que entender o conceito de solugao eficiente (também conhecidas como
nao dominadas, 6timo Pareto) introduzido por Pareto (Oliveira, 2011).

Uma das caracteristicas da otimizacgao vetorial é a perda total da ordenacao no
espaco de objetivos, onde se encontra a fronteira de solugoes ou fronteira de Pareto,
que contém as solugoes nao dominadas ou 6timo Pareto. Em geral, nao é possivel
comparar todas as solugoes vidveis porque a compara¢ao com base em uma fungao
objetivo pode contradizer a comparagao com base em outra funcao objetivo e isso a
diferencia da otimizagao com um tnico objetivo (Cohon, 1978). Esta teoria se aplica em
diversas areas do conhecimento, tais como: economia, engenharia, design, estatisticas
ciéncias sociais, ciéncias naturais e varias outras. Devido a diversidade de aplicagoes
e, por se tratar de um tema de extrema relevancia, apresentaremos um método de
méxima descida para otimizagao multiobjetivo.

Conceitos importantes como ponto K-critico, Pareto-6timo, sao fundamentais para
estabelecer condi¢oes necessarias de primeira ordem. Desta forma, quando garanti-
mos que o algoritmo que apresentamos gera uma sequéncia infinita sob a hipotese de
existéncia de ponto de acumulagao dizemos que é K-critico. Portanto, faremos uma
analise desse algoritmo, que foi inicialmente proposto em (Fliege e Svaiter, 2000) e
generalizado por (Grafia e Svaiter, 2005), fazendo, ao mesmo tempo, um estudo de
caso juntamente com implementacoes computacionais.

Objetivos

Objetivo geral

Apresentar a partir de um método de descida com busca direcional linear, um
algoritmo para otimizacdo vetorial(multiobjetivo).

Objetivos especificos

Esta dissertagao objetiva conceituar elementos da otimiza¢ao multiobjetivo (veto-
rial) e da anélise convexa, assim como ordem parcial induzida por um cone genérico,



fundamental para o modelo matematico investigado. Pretende-se investigar proprieda-
des de convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo estudado.

Além disso, aplicar o caso generalizado para otimizag¢ao multiobjetivo onde o cone
em estudo é o ortante nao negativo.

Descricao da dissertacao

Esta dissertacao esté organizada em trés capitulos. O capitulo 1 trata de alguns
elementos da analise convexa, fundamentos da otimizagao multiobjetivo (vetorial), bem
como a formulagao do problema multiobjetivo (vetorial), definimos o conceito de K-
critico e apresentamos um procedimento tipo Armijo (adaptado para otimizagao veto-
rial). No capitulo 2, apresenta-se o principal resultado deste trabalho, um método de
descida para programacao vetorial irrestrita, demonstrando, finalmente que todo ponto
de acumulagao da sequéncia gerada pelo algoritmo (AMKdG) é K-critico. No capitulo
3, aplica-se o caso geral para otimizacao multiobjetivo e faz-se algumas implementagoes
computacionais do Algoritmo (AMKdG). Por fim, algumas consideragoes relevantes ao
método sao feitas com perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

A finalidade deste capitulo é facilitar a compreensao da leitura desta dissertacao
fornecendo as defini¢oes e propriedades que sao necessarias para o desenvolvimento dos
demais capitulos. Informacoes mais detalhadas podem ser encontradas nas referéncias

bibliogréficas.

1.1 Definicoes e resultados de otimizagao com tinico
objetivo

Nesta secao estudaremos alguns resultados basicos sobre os problemas de otimiza-
¢ao, que serao necessarios ao longo desta dissertagao. Serao apresentados os resultados
de existéncia de solugoes e as condigoes necessarias e suficientes de otimalidade para
problemas irrestritos. Sejam D C R™ e f: D — R. Estamos interessados em encontrar

um minimizador de f no conjunto D. Este problema sera formulado como

min f(x)

saxe€D

(1.1)

Considerando D = R™, o problema (1.1) passa a ser chamado de problema de minimi-

zac¢ao irrestrilo e escrevemos como



min f(z)

s.a reR"”

(1.2)
Em (1.1) o conjunto D é o conjunto vidvel do problema, os pontos de D serao
chamados de vidveis, e f é denominada func¢ao objetivo.
Definicao 1. Dizemos que um ponto z € D ¢é

1. a) minimizador global de (1.2), se

f(z) < f(z) Ve e D (1.3)

2. b) minimizador local de (1.2), se existir € > 0 tal que,

£(7) < f(z) Va € B(z,¢) (1.4)

Se para todo x # T a desigualdade (1.2) ou (1.3) é estrita, entdo = serd chamado

de minimizador estrito global ou local, respectivamente.

Defini¢ao 2. Dizemos que v € [—00, +00) definido por

v = inf f(z) (1.5)

zeD

é o valor 6timo do problema (1.1).
Uma funcao pode admitir varios minimizadores globais e locais, mas o valor 6timo do
problema é sempre o mesmo.

A seguir apresentaremos condi¢oes que garantem a existéncia de solugao global.

Teorema 1.1. (Teorema de Weierstrass)Sejam D C R™ um cojunto compacto
nao-vazio e [ : D — R uma fun¢io continua. Entao o problema (1.2) tem solugdo

global.

Demonstragao. Ver [22]. O



1.2 Elementos de analise convexa

Definicao 3. Um conjunto D C R™ é chamado conjunto convexo, se dados quaisquer

reD,yeDeacll], tem-se que (1 —a)r+ay € D.

Exemplo 1. Seja D = {z € R"|(a,z) < ¢}, onde a € R" ¢ ¢ € R. Afirmamos que D &
um subconjunto convexo do R™.
Com efeito,dados * € D, y € D, temos (a,z) < c e {(a,y) < c¢. Para qualquer

a € [0,1] vale ¢ = (1 — a)c + ac, logo
(a,(1 —a)r+ay) = (1 —a){a,z)+ afa,y) < (1 —a)c+ac=c (1.6)

Exemplo 2. Seja D = {(z,y) € R?| y < 2?}. Afirmamos que o conjunto D C R? nao
é convexo. De fato,
,poisz € D,y € Dmas (1—3)z+3y =

basta tomarmos z = (—1,1),y = (1,1)ea =1

(0,1) nao pertnce a D.

O conjunto vazio, o espago R”, e um conjunto que contém um ponto s6, sao trivi-

almente convexos.

Definigao 4. (Combinagao Convexa) Sejam z1,s,...,2, € R" e a; € [0,1],i =
1,2,...,p. Chama-se combinacdo convexa de pontos z° € R™ com parametros a; €

[0,1],i =1,2,...,p, a0 ponto

p p
Zaixi com Zai =1 (1.7)
i=1 i=1
Definicao 5. Um conjunto K C R™ é um cone, se paratodod € K, t >0, td € K

Exemplo 3. O conjunto R", e qualquer subespaco é cone.
Defini¢ao 6. Dizemos que um cone K é pontiagudo se K N —K = {0}

Definicao 7. Seja K C R™ um cone. K é um cone convexo, se K é convexo.



Figura 1.1: Um exemplo de cone
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Figura 1.2: Um exemplo de cone nao convexo

Exemplo 4. Em R" o ortante nao-negativo

R+n:{ﬂf:(ﬂf1,ﬂf2,...,$n)/ﬂfi 2071 SZSTL} (18)

¢ exemplo de cone convexo, fechado e pontiagudo.

Proposicao 1.2. Seja K C R™ um cone. FEntdo, K € convexo se, e somente se,

K=K+K.
Demonstragao. Ver [15]. O

Defini¢ao 8. (Fecho convexo) Seja D C R™ um conjunto qualquer. O fecho con-
vexo de D, denotado convD, é o menor conjunto convexo em R™ que contém D (ou,

equivalente, a interse¢ao de todos os conjuntos convexos em R™ que contém D).



Exemplo 5. O Fecho convexo da esfera é a bola, isto é, para

D ={z e R ||lz| = c}, (1.9)

onde ¢ € R, tem-se

convD = {z € R"| ||z|| < ¢}. (1.10)

Defini¢ao 9. (Fecho conico) Seja D C R™ um conjunto qualquer. O fecho conico de
D, denotado coneD, é o menor cone convexo em R" que contém D(ou, equivalente, a
interse¢ao de todos os cones convexos em R™ que contém D).

Para um conjunto convexo, o fecho conico é composto por todos os miltiplos nao

negativos de elementos do conjunto.

Proposicao 1.3. (Fecho conico de um conjunto convexo)Seja D C R™ um con-

junto convexo. Tem-se que

coneD ={d e R"|d=azx,xr € D,a € R, } (1.11)

Defini¢ao 10. (Cone normal)Sejam D C R™ um conjunto convexo e T € D. O cone

normal(cone das diregoes normais) no ponto Z em relagao ao conjunto D é dado por

Now = {d € R (d,x — %) < 0Vz € D}. (1.12)
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Figura 1.3: Exemplo de cone normal de um conjunto convexo.

1.2.1 Funcoes convexas

Definicao 11. Seja D C R™ um conjunto convexo, diz-se que a funcao f : D — R é

convexa em D quando para quaisquer x € D, y € D e a € [0, 1], tem-se que

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y). (1.13)

A funcao f diz-se estritamente convexa quando

flax+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y) Ve #yea e (0,1) (1.14)

A funcao f diz-se fortemente convexa com modulo v > 0, quando para quaisquer

reD, yeDeace|01], tem-se

flaz + (1= a)y) < af(z) + (1 - a)f(y) — ya(l — a)llz -yl (1.15)

Exemplo 6. A fungao f : R" — R dada por f(z) = ||z||* ¢ fortemente convexa com

modulo v = 1.
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De fato, dados x € D, y € D e a € [0, 1]
flaz+(1—a)y) = (az+(1-a)y,az+(1-a)y)
= o?|lz]]* +2a(1 — a)(z,y) + (1 - a)?|ly|”
= |zl + a(l = ) (=l + yl* = = = ylI*) + (1 — a)?[ly]?

= a2+ (1 = )lly|* - a(l — )]z — y|

= af(z)+(1-a)f(y) —a(l —a)z —y|

Defini¢ao 12. (Epigrafo) Sejam D C R" e f: D — R. O epigrafo de f é o conjunto

Ef ={(z,c) e D xR |f(x) <c}. (1.16)

Teorema 1.4. Seja D C R™ um conjunto convexo. Uma fun¢ao f: D — R € conveza

em D se, e somente se, o epigrafo de f € um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiro que Ef seja convexo. Sejam x € D, y € D
quaisquer. Obviamente, (z, f(x)) € Ey e (y, f(y)) € Ef. Pela convexidade de Ef, para

todo a € [0, 1] temos que

(ax + (1 =)y, af (@) + (1 -a)f(y) = (az,af(z))+ (1 -ay+(1-a)f(y))

= a(z, f(z)) + (1 —a)(y, f(y) € E.

Pela definicao do epigrafo, segue que

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y)

logo, é convexa. Suponhamos agora que f seja convexa. Dados (z,¢1) € Ef e (y,c2) €

E¢ temos que f(z) <ce f(y) <c, para todo a € [0, 1] vale

af(r) <ace(1—a)f(y) < (1 —a)c (1.17)
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e pela convexidade de f, tem-se

flax+(1—a)y) < af(z)+(1—-a)f(y)

< acp + (1 —a)e (1.18)

O que significa que

a(z,e) + (1 —a)(y,c2) = (ax+ (1 —a)y,ac + (1 — o)) € Ey,

isto ¢, Iy é convexo.

[]

Teorema 1.5. (Teorema de minimizacdo convexa)Sejam D C R™ um conjunto
convexo e f : D — R uma fun¢ao convera em D.

Entao todo minimizador local do problema (1.1) é global. Além disso, o conjunto de
minimizadores € cONVETo.

Se f € estritamente convexa, nao pode haver mais de um minizador.

Demonstracao. Seja & € D um minimizador local da fungao convexa f : D — R. Se
existisse y € D tal que f(y) < f(Z), entdao para todo o € [0, 1] e pela convexidade de
D terfamos, (1 — a)y + az € D. Agora pela convexidade de f, para todo a € (0, 1],
terfamos, f((1 — )y +az) < (1—a)f(y) +of(2) < (1—a)f(y) +af(y) = f(y). Pondo
z(a) = (1 — a)y + ar e assim tomando o > 0 suficientemente pequeno, poderiamos
garantir o ponto z(«) tao proximo de z quando se queira, com f(z(a)) < f(Z). Isto
contradiz o fato de que z é minimizador local do problema (1.1). Portanto qualquer
solugao local dever ser global.

Sejam S C D o conjunto de minimizadores globais e ¥ € R o valor 6timo do problema.
Para quaisquer x € S, 7 € S e a € [0, 1], pela convexidade de f, obtemos
flaz+(1—a)z) <af(x)+(1—a)f(Z) =av+(1—a)o =0 =>flaxr+ (1 —a)z) =0
e portanto, axr + (1 — @)z € S. Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e

que existam x € S ez € S, x # Z. Seja o € (0,1). Como = e T sao minimizadores
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globais e ax + (1 — )z € D, pela convexidade de D, segue que

flox+ (1 —a)r) = f(z) = f(Z) =0

Por outro lado, pela convexidade estrita,

flaz+ (1 —a)z) <af(x)+ (1 —a)f(Z)av+ (1 —a)v =0

O que resulta em contradi¢ao. Portanto, concluimos que o minimizador é tinico. O

1.2.2 Funcoes convexas nao diferenciaveis

A seguir estudaremos as propriedades de fungoes convexas nao diferenciaveis. Esta
classe de fung¢oes é muito importante pois de acordo com Solodov (2009) a perda da
diferencibilidade acontece em otmizacao com freqiiéncia. Mostraremos, no entanto,
que uma funcao convexa possui derivadas direcionais e possui ainda uma derivada

generalizada, que se chama subdiferencial.

Teorema 1.6. (Derivada direcional de uma funcao convexa) Seja f : R" — R
uma funcao convera. FEntdao para todo x € R", f € diferencidvel em cada diregao

d e R™ Além disso,

flx+ad) > f(x)+af (z;d) VaeRy.

Demonstragao. Ver [22]. O

Definicao 13. Seja f : R — R uma funcao convexa. Dizemos que y € R" é um

subgradiente de f no ponto x € R” se

f(z) > f(z)+(y,z2 —x) VzeR"™ (1.19)

O conjunto de todos os subdgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em

x, o denotamos por df(x).
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Caracterizacao do subdiferencial de uma funcao convexa

Seja y € df(x) e pondo z = x + ad, onde d € R", o > 0 Vz € R", tem-se

fR) 2z (@) +(y,z =) & fle+ad) = f(z) + (y,x +ad —z) &

Flo+ad) > f(z) +aly,d) & L&) ZI@)

(6%
lim LEFD =@ S g (1.20)
a—0t « a—0t

Pelo teorema (1.5) o limite existe quando o — 07, logo f'(z;d) > (y,d) . Portanto,

of(x) ={y € R"|f(x;d) > (y,d) Vd € R"}. (1.21)

Exemplo 7. A fungao f : R — R dada por f(z) = |z| é convexa e ndo possui derivada
no Zero.

Note que o ponto Z = 0 é o tinico minimizador global irrestrito de f. Afirmamos que
0 € 9f(z) & & = 0. Com efeito, pela caracterizagao do subdiferencial de f em z, dado
y € of(z) < f'(x;d) > (y,dy Vd € R. Calculando a derivada direcional quando d > 0
e d < 0, respectivamente, obtemos

d= f(0;d) >yde—d=f(0d <yd=y <1 y>-1=09f(z) = [-11].
0]

Proposicao 1.7. Uma funcao convezxa f : R™ — R € diferencidvel no ponto x € R", se,

e somente se, o conjunto Of(x) contém um elemento sé. Neste caso, Of (z) = {Vf(z)}
Demonstragao. Ver [22]. O

A seguir iremos mostrar alguns resultados do subdiferencial através de exemplifica-
¢oes, importantes para o desenvolvimento da teoria da otimizagao imprescindiveis para

o entendimento dos resultados posteriores.



15

O subdiferencial de uma funcao convexa

Teorema 1.8. (Condicoes de otimimalidade para minimizagcao de uma fun-
¢a@o convexra num conjunto compacto) Sejam f : R" — R uma fungao convezxa
e D C R™ um conjunto convero. Entdio x € R™ é um minimizador de f em D se,e

somente se,
Jy € 0f(z) tal que (y,x —x) >0 Vo € D, (1.22)
ou equivalentemente,
0 € df(z) + Npw. (1.23)

Em particular, T é um minimizador de f no R™ se, e somente se, 0 € Of(Z).
Demonstragao. Ver [22]. O

Proposicao 1.9. (O subdiferencial da soma de fungoes convexas) Sejam f; :

R" = R, 7=1,...,p funcoes convexras. Entao

8(2 fi(x)) = Zﬁfz(f) (1.24)

Demonstragao. Ver [22]. O

Teorema 1.10. (A derivada direcional e o subdiferencial do mdximo de fun-
¢oes convexas) Suponhamos que Z seja um conjunto compacto qualquer. Suponhamos
que ¥ : R" x Z — R seja uma fungao continua tal que ¥(-,z) : R" — R seja conveza
para todo z € Z. Seja

f:R" =R, f(xr)=maxy(x,z).

z2€Z

Entao:
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1. (a) A fungdo f € convexa no R"™, e para todo x € R", tem-se

f'(w;d) = max ¢f(z,7d) Vd €R", (1.25)
onde
Z(x) ={z € Z] f(2) = ¥(w,2) = maxi(w, 2)}. (1.26)

Em particular, se Z(x) = {Z} e ¢(-, 2Z) € diferencidvel no ponto x € R™, entao f

¢ diferencidvel em x e V f(x) = . (z, 2).

2. b) Se (-, z) € diferencidvel para todo z € Z e Y (x,-)é continua em Z para todo

r € R", entao

Of (x) = conv{yl(z,2z)| z € Z(x)}, x€R"™ (1.27)

Demonstragao. Ver [22]. O

Exemplo 8. Sejam f; : R” — R funcgoes convexas diferenciaveis, 1 = 1,...,p e
[R5 R, fz) = max fi(z).
=1,...p

onde I(x) = {i = 1,...,p| f(z) = fi(x)} é o conjunto de indices ativos em x. Pelo

teorema acima, temos que
Of(z) = conv{Vfi(z),i € I(x)}, ze&R" (1.28)

Exemplo 9. Resolver o problema de minf(z), € R", onde

£() = 3l +1(a,2) + 1 (1.29)

e a € R™ é um parametro.
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Solugdo. Sejam fi(z) = 3||z||* e fo(z) = [{a,z) + 1] = max{(a,z) + 1, —({a,z) + 1)}

Temos que f(x) = fi(z) + fo(z) é fortemente convexa, pois é a soma de uma fungao
f1 fortemente convexa com a funcao f, convexa. Logo, o problema irrestrito possui
solucdo e é tnica para qualquer parametro a € R™. Pelas proposi¢oes (1.7) e (1.9)

temos que

Of(r) =0 fi(z) + 0fz(x)

Assim, dfi(x) = Vfi(z) = z, 0fs(x) = Vfo(z) = a para (a,x) > —1 e dfa(x) =
V fa(x) = —a para (a,x) < —1

Agora pelo teorema (1.10)

Ofa(x) = conv{—a;a} desde que (a,z) = —1.

Pelo teorema (1.8) o zero pertence ao subdiferencial, segue que

0€0f(x) =a+ 0fa(x)

Consideramos as trés possibilidades na definigdo de 0 fs(z).

Para dfs(z) = a, devemos satisfazer

O=zxz4+a=z= —a, <CL,ZE> = <CL, —(l> = —||CL||2 >—-1= ||6L||2 <L
Assim, a soluc¢do do problema existe e ¢ tnica para T = —a desde que ||al| < 1.
Para dfs(x) = —a, devemos satisfazer

O=z—a=z=a, {a,7) = (a,a) = |la]|* < —1 absurdo.
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Para Jfy(z) = conv{—a; a}, devemos satisfazer

O=2x+1—-t)(—a)+ta=z+2ta—a=2+ 2t —1la=1—-2t= “TalE onde t € [0,1]
a
{a,7) = {a,(1 —2t)a) = (1 —2t)||a|]|* = =1 = |la|* > 1, ¥Vt € (0,1].
Portanto, a solugdo do problema existe e é tnica para T = (1 — 2t)a = —W desde

que |la|| > 1.

1.3 Fundamentos de programacao multiobjetivo

De acordo com Cohon(1978), a otimiza¢ao multiobjetivo ou vetorial consiste em
minimizar duas ou mais funcoes objetivos em geral conflitantes o que diferencia da
otimizacao cléssica, ou seja, enquanto o valor 6timo na cléassica é Gnico, nao podemos
dizer o mesmo para problemas multiobjetivos porque uma solug¢ao que minimiza uma
das fungoes objetivos nao sera, em geral, qualquer minimizacao das demais funcgoes
objetivos em questao. O que é melhor em termos de um dos objetivos geralmente
resulta na piora para outras. Dessa forma, pretendemos na realidade encontrar, dentro
do conjunto de decisoes admissiveis ou vidveis, um vetor de variaveis de decisao que
otimize um vetor de fungodes cujas componentes representam as fungoes objetivos. Para
entender esses conceitos, precisamos da definicao do conceito de solucao eficiente ou
Pareto-6timo introduzido por Vilfredo Pareto (1848 — 1923).

Formalmente, queremos resolver o seguinte problema

min F(x) = (Fi(x), ..., F(x))

(1.30)
saxz€eD

F:R* —- R™ D C R"é o conjunto viavel ou espago de decisoes e F; : R” — R é a

i-ésima funcao objetivo.
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Resolver o problema (1.31), significa encontrar solugoes com todos os valores dos
objetivos que nao podem ser melhorados simultaneamente. Neste contexto chamaremos

x € R™ de wvetor decisor, F(z) de vetor objetivo e F(D) de espago de objetivos.

1.4 Relacao de ordem parcial

Um problema vetorial ou multiobjetivo difere do problema classico, justamente por-
que o espacgo vetorial R™ nao é ordenado, ou seja, dado dois vetores z,y € R™, em
geral sao nao comparéveis, no sentido de que nao podemos dizer explicitamente se x é
"menor do que" y ou y é "menor do que" x, como ocorre em R e também porque na
otimizacao classica o valor 6timo é tnico. O mesmo nao acontece na otimizagao veto-
rial. Assim, encontrar uma solucao "eficiente" ou 6tima para o problema vetorial ou
multiobjetivo, tal qual na otimizagao classica torna-se inviavel. Dessa forma, conceitos
como ordenacao parcial induzida por um cone convexo fechado com interior nao vazio
e dominancia (nao-dominéncia, ou nao (eficientes), sdo essenciais para entendermos,
por solugao 6tima, de um problema vetorial ou multiobjetivo.

Uma relagao binaria A em R"™ é um subconjunto do produto catersiano R™ x R"™.

Assim, diz-se que um elemento x € R™ esta relacionado com y € R™ por A se (z,y) € A.

Definicao 14. Seja A uma relacao binaria em R”. Dizemos que ela é;

1. reflexiva, se (z,z) € A para todo x € R";
2. anti-simétrica, se (z,y) € A e se (y,z) € A implica que z = y para z,y € R";
3. transitiva, se (z,y) € A e se (y,2) € A implica que (z,z) € A para x,y,z € A;

4. completo ou conectado, se (z,y) € A ou (y,z) € A para todo z,y € R" com

T F

5. linear, se (x1,41), (x2,y2) € A et > 0 entdo (txy,ty;) e (x1 + x2,y1 + y2) € A.
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Defini¢ao 15. (Conjunto parcialmente ordenado) Sejam X C R". Dizemos que

um conjunto X é parcialmente ordenado se para todo z,y € X valem as propriedades

1,2 e 3 da defini¢ao (15).

Vale destacar que uma ordem parcial ¢ uma relagao binaria que possui as propri-
edades (1);(2);(3). Se além disso, satisfaz a propriedade (5), dizemos que a ordem
parcial é linear. Quando uma ordem parcial satisfaz a propriedade (4), ela é chamada
de ordem total. Por exemplo, o conjunto dos ntimeros reais é totalmente ordenado.

E claro que o espaco vetorial R™ ndo é totalmente ordenado, no entanto podemos

estabelecer em R"™ varias relagoes de ordem parcial. A saber,

Defini¢ao 16. (Comparacao entre vetores) Sejam x,y € R™. As relagoes de "<",

"<"e "="sao definidas da seguinte forma:
r<yer;<y,i=1...n; (1.31)
r<ysr<y,i=1...n (1.32)
r=ye v =y,i=1...n (1.33)

as relagoes ">"e ">" sao definidas de forma analoga. Ja a relagao "#"é definida como:

r4ye iz #y. (1.34)

Quando entre os vetores = e y nao for possivel relaciona-los atraves de "<"(ou seja,
nao for possivel escrever z < y) ou y < x)), serd utilizada a notagao = £ y.

As Figuras 1(a) e 1(b) ilustram os casos (1.32) e (1.33), respectivamente.
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o

(@) {z |z <7} () {z|z <7}
Figura 1.4: Relagoes < e < no R™ . Fonte Sampaio (2011).

Exemplo 10. [18] Considere os vetores u,v,w € X C R? tais que:

Entao verificam-se as seguintes relagoes: v < v, u < w, v ﬁ we w ﬁ V.

Defini¢ao 17. (Pareto Dominancia no espago de objetivos) Sejam y;,y2 € Y,
dois vetores no espaco de objetivos. Diz-se que y; domina ys se y; < 4o € y1 # yo. Em
outras palavras, y1; < ya, Vi € {1,...,m} e y1; < yo; para pelo menos um i € {1, ..., m}.
Caso aconteca que y; £ y2 € ya % y1 (y1 ndo domina y, e yo nao domina y;), entao

Y1, Y2 sao chamados indiferentes.
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fz = *
\ Espago objetivo factivel Z = f(X ) ']:2
G G dominados por C
o o
E E
Q\ 2 oF © indiferentes com C 2 oF
, c o
\\‘ o C
\\ A %—
9 £
. oD o D
~~. B B
/ ~ou, o indiferentes com C
"‘-o-..,____ dominam C o
Fronteira Pareto-étima B’ o
>/ > fi
(@) (b)

Figura 1.5: Dominéncia de Pareto no espago de objetivos .Fonte Arroyo (2002).

Na Figura 1.5 (b), o ponto C domina os pontos pertencentes ao retangulo superior
direito (subconjunto do espago de objetivos). Os pontos pertencentes ao retangulo

inferior esquerdo dominam o ponto C. Os pontos G, C e D sao indiferentes.

Defini¢ao 18. ( Dominancia de Pareto no espago de decisao) Sejam x, x5 € X.
Diz-se que z; domina x5 se f(z1) dominar f(xs), ouseja, f(x1) < f(xz) e f(x1) # f(22).

Caso ocorra f(x1) £ f(xa) e f(z2) £ f(x1), entdo x1, x9 sdo chamados indiferentes.

Defini¢ao 19. (Conjunto Pareto-6timo) Um vetor de decisdo z € X é uma solugao
Pareto-6tima se nao existe outro vetor de decisao = € X tal que f(x) < f(Z) e f(x) #
f(x), em outras palavras, se nenhum x € X dominar z € X, entdo T é pareto-6timo.
O conjunto de todas as solu¢oes Pareto-6timas é denominado Conjunto Pareto-6timo.

A imagem do conjunto Pareto-6timo em Y = f(X) é chamada fronteira Pareto-Otima.

Defini¢ao 20. (Solugao localmente Pareto-6tima) Um vetor de decisao & € X é
localmente Pareto-6timo se existe § > 0 tal que  é Pareto-6timo em X N B(z,4). Ou
seja, se T nao é dominado por nenhum ponto da bola B(z,d). Um vetor de objetivos
y* €Y é localmente Pareto-6timo se seu vetor de decisao correspondente é localmente

Pareto-6timo.

Definigao 21. (Programagao Multiobjetivo Convexa) O problema de otimizacao

multiobjetivo definido em (1.31) é convexo se todas as fungoes coordenadas da fungao
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vetorial F' e o conjunto D C R" forem convexos.

Teorema 1.11. Se o problema de otimizacao definido em ((1.31)) for convexo, entdo

toda solugao localmente Pareto-otima é também globalmente Pareto-otima.

Demonstracao. Seja x € D localmente Pareto-6timo, isto €, existem J > 0 e uma
bola B(7;0) tal que ndo existe um = € D N B(z;0) para os quais f;(z) < f;(z) para
todo j = 1,2,...,m e fi(x) < f;(Z) para algum i. Suponhamos que T € D nao seja

Pareto-6timo global, isto é, existe £ € D tal que

fi(2) < f;(z) paratodo j = 1,2,...,me f;(Z) < fi(T) para algum . (1.35)

Defina y(t) = (1 —t)Z+1tz, onde t € (0, 1) é tomado de modo que y(t) € B(Z;J) . Pela

convexidade de D tem-se y(t) € D. Por outro lado, pela convexidade de cada f;

fity() = fi(1 =) +tz) < (1 —1)f;(2) +tf;(2) (1.36)

Por (1.35) tem-se,

fi(y(®))

IN

(1 =) f;() +tf;(T) (1.37)

logo,

Ji(y(®) < f(@) Vi =12..m. (1.38)

Assim, pela hipotese de Z ser localmente Pareto-6timo e y(t) € B(Z;0), logo f;(y(t)) =
f;(z) para todo j = 1,2,...,m, e por (1.38), obtemos (1 —t)f;(z) < (1 —t)f;(Z) para
todo j =1,2,...,m, sendo (1 — ) > 0, logo f;(z) < f;(2) Vj =1,2...,m, o que é uma
contradigao, pois supomos f;(Z) < fi(Z) para algum i. Portanto, Z € D é Pareto-6timo

global. O

A seguir mostraremos exemplos de programacao vetorial e as defini¢oes que as
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compoem.

1.5 Fundamentos de programacao vetorial

Definicao 22. Seja A CR™. O cone polar positivo de A é definido por

A" ={w e R™/ (y,w) > 0Vy € A} (1.39)

Figura 1.6: Exemplo de um cone polar positivo.

Afirmamos que A* é fechado. Com efeito,
sejay € A, logo y = limy, y* onde y* € A*V k. Assim, (y*,d) >0 V k.
Passando ao limite quando (k — 00), pela continuidade do produto interno obtemos

que (y,d) > 0. Portanto y € A*.

Exemplo 11. Seja A = [0,+00). O cone polar positivo de A é o conjunto A* =
[0, +00). De fato,

dadoz€ A* = 2-d>0Vde A. Sendod >0, tomandod =1,logo z-1=22>0=
z € A.

Reciprocamente, dado 2z € A = 2> 0=d-z2 >0V d > 0. Portanto, z € A*.

Proposicao 1.12. Seja @ # K C R™ um cone convezo e fechado. Tem-se que

K = (K*)". (1.40)
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Demonstragao. Ver [15]. O

Pela proposicao acima podemos reescrever o cone K da seguinte forma,

K={yeR"/ (y,w) >0Vw e K*} (1.41)
—-K={yeR"/ (y,w) <0Vwe K"} (1.42)
intK = {y € R"/ (y,w) >0Vw € K*\ {0}} (1.43)
—intK = {y € R"/ (y,w) < 0Vw € K*\ {0}} (1.44)

Caracterizagao do cone. Seja C' C R™ um compacto tal que
1.0€C
2. cone(convC) = K*

Como int(K) # 0 e C C K*\ {0}, segue que 0 ¢ conv(C). Consequentemente

—K={ueR"/ (u,w) <0Vw e C}, (1.45)

—intK = {u € R"/ (u,w) < 0 Vw € C}. (1.46)

Note que para otimizacao classica, basta fazer K = R, e C' = {1}. Assim temos,
Rt = {weR™/ y-w>0vyeR,} =R,

0¢C={1}

convC = conv{1l} = {1}

Por outro lado, cone(convC) = cone({1}) = R, ou seja, intK # (), C' = {1} C K*\{0},

logo 0 & convC.
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Além disso, por (1.46) e (1.47), obtemos

—K={ueR/u-w<0Vwe(C}=-Ry, (1.47)

—intK={ueR/u-w<0VweC}=-R4y. (1.48)

No caso multiobjetivo, K, K* sao os ortantes positivos do R” e C' uma base candnica
do R™.
Para um cone K genérico(convexo, fechado, pontiagudo e com o interior nao vazio),

o conjunto

C={weK/|w| =1} (1.49)

Cumpre as condigdes (1) e (2) da caracterizagao.

Definicao 23. Dado K C R™, um cone nao vazio, convexo, fechado e pontiagudo. A

relacao binaria associada a K , denotada por <k, é definida como:

lLayz gy y—xeK

Neste caso, diz-se que © domina y

2. b)x<xy<ey—xcint(K)

Neste caso, diz-se que * domina estritamente y.

Definigao 24. Dizemos que um ponto z* € R™ ¢ K-minimizador irrestrito(ou K-

6timo) se nao existe um y € R™ com F(y) <k F(2*) e F(y) # F(z*).

Exemplo 12. Sejam K = R%, F : R? — R? dada por F(z,y) = (2* + 1,2* + ¢?)
Temos que (0,0) é um ponto K-6timo de F, pois 22 + 1 < 1 e 22 + 4> < 0 nao
possuem solugao para nenhum par (z,y) € R%. Assim, nao existe um (z,y) € R? com

F((z,y)) 2k F((0,0)) e F((z,y)) # F((0,0)).
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Definicao 25. Dizemos que um ponto x € R" é K-critico de F' quando

ImJF(x) N —int(K) =0 (1.50)

Dizer que um ponto x € R™ nao é K-critico significa que existe uma dire¢ao de descida

v € R™ satisfazendo JF(z)v € —int(K) isto é, JF(z)v < 0.
Definicao 26. [10] Seja x € R™ um ponto nao K-critico. Dizemos que v € R" é uma
K-direcao de descida de F' em x quando

JF(z)v € —int(K) ou seja, JF(x)v <k 0. (1.51)

Defini¢ao 27. [10]| Dizemos que um ponto v € R"™ é uma K-dire¢ao de descida em z,
se satisfaz (1.52). Além disso, existe um t > 0 tal que F(x + tv) <x F(x) para todo

t € (0,1).

Definigao 28. Seja v uma K-diregao de descida em z dizemos que t > 0 satisfaz uma
regra tipo Armijo para € (0,1) se F(x + tv) <k F(x) + StJF(z)v.
Como no caso real, dada uma dire¢ao de descida, a regra tipo Armijo é satisfeita para

alguns t,.

Proposigao 1.13. Seja 5 € (0,1) . Se JF(x)v <k 0, entao existe um t > 0 tal que,

F(z+tv) <k F(z) + ftJF(x)v Yt e (0,t)

Demonstracao. Sendo F diferencidvel, temos que,
F(zx+tv) = F(x) + tJF(x)v + tR(t) (1.52)

onde Pm R(t) = 0. Assumimos que JF(z)v € —int(K). Sendo 5 € (0,1) implica que

—0
R(t - -
(1=p)JF(x)v € —int(K). De lim % = 0, existe t > 0 tal que para todo t € (0,t) a

t—0
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norma || R(t)|| é suficientemente pequena de modo que, R(t)+(1—3)JF(z)v € —int(K)
o que significa dizer que tR(t) <x —t(1—)JF(x)v. Combinando esta K-desigualdade

com (1.53) obtemos,

Fz+tv) = F(z)+tJF(x)v+tR(1) (1.53)
<k F(z) +tJF()v — t(1 — B)JF(x)v) (1.54)
<k F(z) +tJF(x)v — tJF(z)v + tBJF(z)v (1.55)
= F(x)+ BtIF(x)v. (1.56)



Capitulo 2

Um Algoritmo para Programacao

Vetorial

Neste capitulo consideramos uma funcao vetorial F' : R" — R™ continuamente
diferenciavel. Estamos interessados em resolver o problema de otimizacao vetorial
irrestrito onde a ordem parcial é induzida por um cone K genérico(convexo, fechado,
pontiagudo e com interior nao vazio), ou seja, buscamos um minimizador irrestrito da

funcao F' no sentido de Pareto. Mais precisamente resolveremos o seguinte problema:

min 1 F(@) = (R} (@), .. Fu(2)) )

sa re€R"”

2.1 Algoritmo para o método K-direcao de descida
genérico (AMKAG)
1. Passo 1. Tomar 3 € (0,1), 2 €e R". k:=0
2. Passo 2. Se x* for K-critico Pare! Caso contrério
k

3. Passo 3. Calcule v*, uma K-direcdo de descida em z*.

4. Passo 4. Calcule o comprimento do passo t; > 0 tal que F(aF + t;0%) =g

29
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F(2%) + BtpJF (xF)o*
5. Passo 5. Fazer 2! := 2% + ;0% k := k + 1 e volte passo 2.

Definigao 29. Dizemos que uma seqiiéncia {2*}, C R" é K-decrescente com relagao

ao cone K quando, 2% <x 2! VEk,le k> I

Proposigao 2.1. Seja {x*}, uma seqiiéncia infinita gerada pelo algoritmo(AMKdG).

Se T ¢ um ponto de acumulagio de {x*};,, entdo

F(T) <x F(z*) V ke lirf F(2*) = F(Z). Em particular, F é constante no conjunto
Tr—>+00

de pontos de acumulagdo de {z*}.

Demonstragdo. Suponha que a seqiiéncia {x*}; gerada pelo algoritmo seja infinita.
Portanto, para cada k& € N, z* nao é K-critico. Isto é, existe uma direcio v* €
R" satisfazendo JF(zF)v* € —int(K), logo Bty JF(a*)v* € —int(K) Vk € N, o que

equivale dizer que JF(2%)v* < 0 e pelo algoritmo no passo 4, temos,
F(a* + tpo") < F(2") + Bt JF(z")o" =g F(2F).

Donde
F([L’k+1) <K F(:vk)

Logo {F(z*)}x ¢ K-decrescente. Por hipotese T é ponto de acumulagio de {z*}4,
isto ¢, existe uma subseqiiéncia {z"}; C {z"}; tal que jli}rgloo 2% = T. Seja N} C N
um subconjunto infinito de indices. Assim para £ € N 3 k; € Ny, k; > k com
F(z%) <k F(2*) passando ao limite quando (j — o0o) e pela continuidade de F
obtemos, F(T) <x F(z¥) Vk € N.

Seja # outro ponto de acumulagao de {z*};. Assim, existe uma subseqiiéncia {x*»}, C
{2*}, tal que pginoo a* = 2. Seja Ny C N, logo F(T) < F(a"), pois F(T) <x F(z*)
Vk € N. Novamente, passando ao limite quando (p — o), pela continuidade de F

obtemos, F(Z) <k F(z) Yk € N, donde F(z) — F(Z) € K. Pelo mesmo argumento
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anterior, mas comecando por  em lugar de z, obtemos

donde

Como K N —K = {0}, logo F (&) — F(z) = 0 = F(&) = F(Z) e conseqiientemente
lim F(2*) = F(z) O

k—+o0

2.1.1 Comentarios sobre a convergéncia do algoritmo AMKdG

Em relagao a escolha do tamanho dos passos, se forem tomados demasiadamente
pequenos a seqiiéncia {2*};, gerada pelo algoritmo( AMKdG) pode ndo convergir para
um ponto K-critico. Assim, devemos caminhar sobre dire¢oes que promovam redugoes
da fungao, pois segundo Solodov2 (2009) a regra de Armijo, nao deixa de ser uma busca
linear, mas é mais econémica computacionalmente em relacao a busca unidimensional.

A regra de Armijo consiste em computar um comprimento de passo que resulte em
decréscimo suficiente da fungao objetivo, garantindo assim convergéncia. Dessa forma,
afim de escolher um comprimento de passo adequado na iterada k, prescrevemos o
procedimento backtracking usual que consiste em estimar o passo retornando a uma
fracao do passo anterior, se houver fracasso no passo vigente doo teste, ou seja, quando

fracassa Armijo. Vejamos tal procedimento:

1. definat:=1

2. Se F(z* + tv*) g F(2*) + BtJF(2*)v*. Entao t, =t e ( of backtracking)

Caso contrario,

3. Defina t := £, volte 2

DO |+

Note que o procedimento (critério) backtracking acima é finito, no sentido que
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termina em namero finito de passos pela proposicao (1.13)

Além disso,

tr = max{277/j €N, F(a" +2770") < F(a*) + p277 JF (a*)0*} (2.2)

Acabamos de ver como se da a relacao da escolha dos passos. Em seguida vamos apre-
sentar, como se calcular a direcao de descida através de uma funcao auxiliar fortemente

convexa.

2.2  Calculo da direcao de descida

Algoritmos para otimizagao irrestrita se diferenciam pela maneira como se obtém
a direcao de descida e também pela maneira de como se realizam o tamanho do passo.
Dessa forma, apresentaremos uma maneira de como calcular a direcao de descida, ou
seja, a escolha de v* exigida no passo 2 do algoritmo (AMKAG).

Pelo que vimos na se¢ao 1.5 um conjunto compacto C' C R™ foi fundamental para
caracterizar o cone polar positivo de K. Assim, para um cone genérico K (convexo,
fechado, pontiagudo e com o interior ndo vazio) em um espago m-dimensional defi-
niremos o conjunto compacto C' que também ird satisfazer as condigoes (1) e (2) da
caracterizacao. Além disso, definiremos uma fun¢ao auxiliar neste compacto funda-
mental para a escolha da direcao K-descida.

Seja C' = {w € K*/||w|| = 1}.
O conjunto C' cumpre as condigoes (1) e (2) da caracterizacao

Seja ¢ : R™ — R, dada por

o(y) := sup(y, w) (2.3)

weC



33

Por (1.46), (1.47) e pela compacidade de C', temos

—K ={y e R"/ p(y) <0}, (2.4)

—intK ={y e R"/ p(y) <0 }. (2.5)
A seguir o lema estabelece algumas propriedades fundamentais da funcao ¢ que
sera ulilizada na seqiiéncia.

Lema 2.2. 1. Sejam y,y € R™, entdao

oy +y) <o)+ o)

e ainda

e(y) — o) < ply—y).

2. Sejam y,y' € R™, sey <k v (y 2k '), entdao
p(y) <)o) < ey)).

3. A funcao ¢ : R — R € Lipschitz continua.

Demonstragao. 1. Pela definicao da . Dados y,y’ € R™, temos

ely+y) = Sug<y + 4, w)
we

= sup((y,w) + sup((y', w))
wel wel

< sup(y,w) + sup(y’, w)
wel welC

= o)+ o)

Além disso, como ¢(A\y) = A¢(y). Em particular, A = —1 = p(—y) = —¢(y)
logo,

oy + (=) < ely) + (=)
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< o(y) —e¥)

Por outro lado,

—oy+ (=) = —(e(y) — o))
o(—y+y) > —oy) + o)
oW —y) = ly) —ly)

2. Sendo y <k ¥/, temos que ¢y —y € int(K) = (y —y') € —int(K) e por (i), temos
Py —9) <0=w(y) —ey) <0= ey <e/)

Sey=2ky Sy-yve-K=0y—v)<0= 0y —v¥) <0=0y) <o)

3. Dados y,y € R™, por (i) tem-se

o) — o) < ely—y)

o) —oly) <oy —y)

Isto é, p(y — V'), (v’ — y) sdo cotas superiores, logo

lo(y) — o) < sup{ely —¥), 0¥ —y)}

Suponha que o supremo seja atingido em ¢(y’ — y), temos

lo(y) — oW <ely—v) = zgg(y -y, w)

<sup [(y — ¢, w)| <sup[ly —¢[|.||lw]| = [ly — /[ sup [|w]]
wel wel wel

Donde,

lo(y) — ()| < Llly — ¢/l

onde L = sup ||w]|| é a constante de Lipschitz.
weC
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Definamos agora a funcao f, : R" — R, dada por

fz(v) == @(JF(z)v) = sup(w, JF(x)v) (2.6)

wel

Observacao 2.2.1 Note que v € R™ é uma K-direcao de descida em z € R", se e
somente se, f,(v) < 0. De fato,
(=) Seja v € R™ uma K-diregdo de descida em x € R", logo JF(z)v € —intK por

(2.5) e (2.6), temos

folv) = p(JF(2)v) < 0= fo(v) <0 (2.7)

(<) Sendo f,(v) < 0= ¢(JF(z)v) < 0= JF(z)v € —intK = JF(x)v <k 0
Portanto, por (1.52) v € R™ uma K-diregao de descida em z € R™. O
E claro que 2 € R™ é K-critico, se e somente se, f,(v) > 0V v € R".

Observagao 2.2.2. A fungao definida em (2.6) é convexa. De fato,

dados v,0 € R" e t € [0, 1], tem-se que

f(1=t)w+tv) = sup(w, JF(z)((1—t)v+tv))

— ilégaw, JE(z)(1 = t)v)) + (w, JF(x)(tv)))
< i&fé(“” JF(z)(1— t)v) + sup (w, JF ()(tv))

< (1 —1t)sup(w, JF(z)v) + t sup(w, JF(x)v)

wel welC

= (1-t)fu(v) +tf0).

A seguir a defini¢ao de fun¢ao homogénea é importante para continuidade do trabalho.

Definicao 30. Seja f: R® — R. Dizemos que f é homogénea de grau n quando

f(Az) =X"f(z) VA eR.
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Quando A € R, dizemos que f é homogénea positiva .

Observagao 2.2.3. A func¢ao definida em (2.6) é um exemplo de fungao homogénea

de grau 1. A prova segue os passos da observacao 2.2, com as devidas adaptacoes.

2.3 Meétodo K-descida

Nesta secao, estenderemos a nocao de direcao de descida para o caso vetorial onde
o cone K satisfaz as condigoes estabelecidas em (2.1) e apresentamos o método de K-
descida (K-steepest descent method). Para isso, necessitamos das seguintes definiges

e resultados, a seguir.

Definicao 31. Dado x € R"”, a K-dire¢ao de descida para F' em z, denotada por v, ¢é

a solucao do problema

min f,(v) + 1lv[? (2.8)

s.a veR"

e a, o valor 6timo do problema.
Observagao 2.3.1. Como f, : R* — R dado por f,(v) = sup(w, JF(z)v) é uma
welC
funcao real, convexa e fechada.Temos que «, e v, estao bem definidos. Além disso, como

F' é continuamente diferenciavel e ¢ é Lipschtitzina continua, a aplicagao (z,v) — f.(v)

também é continua.
Lema 2.3.
1. Se x é K-critico entao v, =0 e o, =0

2. Se x nio € K-critico entio v, #0 e ay <0 fy(vy) < —3lvg| <0

e v, € uma K-direcao de descida.

3. As aplicacoes x — v, T+  $Go continuas.

Demonstrag¢ao. 1 Sabemos que x é K-critico < f.(v) > 0 Vv € R". Como f,(v) :=

sup(w, JF(x)v) . Tomamos v = 0 e obtemos f,(0) = 0. Pela defini¢ao de v, segue
weC



37

que fo(vz) + gllvel|? < £2(0) + 3110 = 0 = fu(ve) + 5llval® <0 = Fllval* < fulve) +
vl <0 = Jlog]|* =0 < v, =0 e como a, = min{ f,(v,) + 3[|vz||*} = a, =0

]

Demonstragao. 2 Se x nao é K-critico, logo existe uma diregao v € R™ tal que (v # 0)

fz(v) < 0. Tomando t = —£=20) 5 = fy, obtemos,

[[o]]?

f2(0) 4+ 5110)17 = foltv) + 3lltv]]® = ife(v) + 58]0
_ —f”(v)f,;(v) + 1(_fx(v))2||U”2 _ _[f)? + 1 [fz ()]

el 24 ul? [0l 2 ]2

L AP 1 )P
= (14 )5p = s o <0=

o = min{ f5(vz) + 3[Jva|I?} < fo(0) + 5102 < 0= < 0,0, #0 €

folvs) < —3llual* <0
[l

Demonstragdo. 3 tome z° € R" e € > 0. Defina S = {v € R" | ||[v0 —v|| = €}, onde v 0
¢ a solucao do problema (2.8) com z = z°. Pondo g,(v) = f,(v) + 3|v||?, dessa forma

temos que g, é fortemente convexa com modulo v = % Logo

Ga0 (Va0 + (0 = 030)) < gy0(Va0) + (g (V) — g (Va0)) — %tﬂ —1)|ve0 — U||2

920 (V0 + (v — V30)) — gpo (Vo) < (g2 (v) — gu(vp0)) — %t(l —t)]|vg0 — v]|? (2.9)

0< gz0 (Uaro + t(v _tvxo)) — Gz0 (Uaco)

< 02(0) = (020) = 51 = Do — ol (2:10)
(passando o limite quando ¢ — 07 ) obtemos,

0< 0u(0) ~ gu(0) ~ g lls — ol @.11)
logo,

1 1 1
fao(vg0) + §||vgco||2 + 562 < foo(v) + §||v||2, Yv e S. (2.12)
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1 1
36 > 0 talque ||x — 2% <6 = fo(vg) + §||Um0||2 < fo(v) + §||v||2 YoelS (2.13)

Tomemos agora z € R", ||z — 2°|| < §. Da convexidade da fungao v — f,(v) + 3||v

1 1
fx(vx)TLEHUa:HQ < fx(U>+§||’U||2 Vv € R"™.

1 1
Fa(va) + Sllvall® < fa(vao) + S llvaoll”

I

(2.14)

Assim, pela desigualdade (2.14), concluimos que v,, o minimizador de f,(.)+ 3]|.||* ndo

pode pertencer a regiao ||[v — vyo|| > €. Significa que temos que analisar dois casos, a

saber
|ve — vao|| < €0u |jv, — ve0|| > €. Se ||v, — vpol| > €
Da desigualdade (2.12) fazendo v = v, obtemos,
1 1 1
Jovao) + 5 vl < falv) + Sllvall® = S llvs — vaol|?
2 2 2
Donde,
1 1
562 < EHUI — Ux0||2 <0.

O que é uma contradicao, logo

|z —2°| <0 = |Jv, — vl < e

Portanto, v, é continua e como consequéncia «, também é continua.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Uma possivel escolha para v¥ no AMKAG é v, ou seja, a K-direcao de descida em
2¥. Uma vez que o calculo de v, requer a solucdo de
min f,(v) + 3|

(2.19)
s.a veR"

Seria interessante trabalhar com a solucao aproximada deste problema.

Definigao 32. Sejao € [0,1). Dizemos que v ¢ uma K-diregao de descida o —aproximada

em z € R"” se f,(v) + 1[|v[|* < (1 — o), ou, equivalente,

fow) + 310117 = (falve) + 3ll0:]?) < ofel.
Observagao2.3.2. Observa-se que a K-diregao de descida exata em x é sempre uma
K-diregao de descida o—aproximada, porque assumimos o € [0,1). A K-diregao de
descida exata em x é a tnica K-dire¢ao de descida o —aproximada. Basta tomar

o =0.

Lema 2.4. Seja 0 € [0,1). Se v € uma K-dire¢ao de descida o—aproximada em x,

entao

lve = vl* < 20|

Demonstragao. Defina g,(v) = f,(v) + 3/|v||* e sendo g, fortemente convexa com mo-
dulo v = 5. Assim,

dados v,,v € R" e t € [0,1) onde v, é o minimizador de g,, segue que

0ot 10— 0) € gu0) + s (0) — 0a(02)) — 51— D) — o]
0< guln 410 = 02) = galv2) < 1gu0) = ga(0a)) — 511 — 1) — o]

G (V2 + (0 — ;) — G (V) < .(v) = gulvs) — %(1 —1)||vy — UHZ

0<
= ; =

(2.20)
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(passando o limite quando ¢ — 0% ) obtemos,

1
9o (V) + 5“% - UHQ < G.(v)

AN
Q
8
—~

<
~—

1
gz(vm) + EHUJC - U“Q

1 1 1
fo(va) + Sllvall* + Sllve — vl < folv) + Sllvfl?
2 2 2
(2.21)
Pela hipotese v ¢ uma K-direcao de descida o —aproximada em z, logo
1 2 Lo 1 2
Sllve =oll® < folv) + Sloll” = (folve) + Sllvall) < o]
(2.22)
Portanto,
lve = vl < 200y
(2.23)
O

Observacao 2.3.3. Note que v = 0 é uma K-diregao de descida o-aproximada em
x, se e somente se, r é K-critico. De fato,

(=) seja v = 0 é uma K-diregao de descida o-aproximada em x, logo

|lve. — 0|> < 20|a,| Yo €0,1)

(2.24)

Em particular, tomando ¢ = 0 obtemos,

el < 2:0-]ag] =0=|jv > =0= v, =0
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Sendo que, o, = fi(vz) + 3||va]|? = f(0) + 30> =0=a, =0
Logo, pelo lema(2.3) x é K-critico.

(<) Seja v € R™ uma K-dire¢ao de descida o-aproximada em x. Pelo lema (2.4), temos
[vz = v[|* < 2010
Por hipotese = é K-critico, logo pelo lema (2.3), temos que v, = 0 e a, = 0. Assim,
tem-se
10 —v]|> <20/0| =0 Voel0,1).
Concluimos que,

Hv||2:0:>v:0

Portanto, v = 0 é uma K-direcao de descida o-aproximada em .
Observagao 2.3.4. Se x nao é K-critico, entao pelo lema (2.3) temos que v, # 0,

a, < 0 e como v é uma K-direcao de descida o-aproximada em x, logo
Lo
fa) < folv) + SlolI" = (1 = 0)as| <0 (2.25)

O que resulta em f,(v) < 0 e por (2.6) segue que v é uma K-dire¢ao de descida onde
v # 0.

A seguir formalizaremos o método K-descida com a regra tipo K-Armijo, implemen-
tando o processo de retrocesso backtracking . Trata-se na verdade das adaptagoes do

AMKAG.

2.4 Adaptagoes do Algoritmo(AMKdG)
1. Passo 1. Tomar 3 € (0,1),0 € [0,1) 2° e R", k:=0

2. Passo 2. Se x* for K-critico(f,x(v) > 0V v € R")Pare! Caso contrério
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3. Passo 3 Calcule v*, uma K-direcdo de descida o-aproximada em z*.

4. Passo 4. Calcule o comprimento do passo t; € (0, 1] da seguinte maneira:

ty, := max{t = 2—1]/j €N, o(F(z* +2790%) — F(2%) — p277 JF(2")0F) <0}

5. Passo 5. Fazer 2! := 2F +t,0%, k := k + 1 e volte passo 2.

k

Com relacao ao algoritmo AMKdG adaptado, vemos que se z" nao for K-critico,

v* obtida no passo 3 ¢ uma K-dire¢ao de descida por (2.6) e o calculo para o tamanho
do passo t; estd bem definido, isto é, o conjunto dos t; é nao vazio. Além disso, cada
tr pode ser obtido por um procedimento de retrocesso, conhecido por backtracking tal
como discutido anteriormente.

Concluimos nossas analises a respeito do AMKdG adaptado, notando que em vir-

tude de (2.5) e pelo passo 4, obtemos

ty, := max{t = 2%/] €N, F(z" +2790%) < F(aF) + B2 JF(z")W®)}  (2.26)

k

Além disso, z**! satisfaz a desigualdade

F(aFth) <k F(2%).
Assim, obtemos uma sequéncia {F(z*)} K-nio crescente. Com efeito,
1 4 4
t = max{t = 5/] €N, o(F(z* +2790%) — F(2%) — p277 JF(2")0F) <0}

o(F(z* +2790k) — F(2k) — p277JF (2%)v*) <0
F(xk +2790k) — F(2%) — B277 JF (2*)0%) € — K

—(F(2F +2770F) — F(2%) — p277JF(aF)0%)) € K
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F(2%) + B279 JF (2*)0k) — F(2k + 2790%) € K
F(z* + 2790F) 2 F(2%) + B2 JF (2*)0F)

O proximo resultado é uma generalizagao da proposigao(Armijo) que é uma simples

consequéncia do fato de que F é continuamente diferenciavel.

Proposicao 2.5. Sejam € (0,1), x e v tais que JF(x)v < 0. Entao existem

t,6,8" > 0 tais que:
1. v' € uma K-direcao de descida em x'.

2. F(a' +tv') =g F(2')+ ptJF(z)', para todo t € (0,1),2' € B(x;6),v' € B(v; ).

Demonstragao. Temos por hipotese que JF(z)v <xg 0 & —JF(x)v € int(K)
< JF(r)v € —int(K). Assim, 3 ¢ > 0 tal que JF(z)v +y € —int(K) Vy €
R™, lyll < e.

Pela continudade da jacobiana, existem 9, ¢" > 0 tais que,

2" —z|| <6, | =] £ 62 = || JF (2" )V = JF(x)v|| < § = JF(2')v € —int(K)
= JF(2')v" <k 0. Logo, v" € uma K-dire¢ao de descida em 2’ e pela continuidade

diferenciavel de F', temos;
F(z+tu) = F(z) + tJF(z)u + tR(z,tu) com PH& |R(z,tu)|| =0
%

uniformemente para z e u num compacto. Portanto, existe £ > 0 tal que , para
€ (0,1), [l =zl < &1, [[v' —v]| <82 = [|R(2', )] < 5(1 = B).

Agora, assumimos que ¢ € (0,1),||2" — z|| < &y, ||[v" — v|| < J,, entdo,

F(' +t') = F(a') + tJF(2')v' + tR(2', tv')
F(2'+t') = F(2') + tJF (2" )0 + tR(2, tv") + tBJF (2" )" — tJF (' )V
= F(2') +tBJF ()0 +t(1 — B)JF(z')v' + tR(a', tv")
_F

() +tBJF () + t[(1 — B)JF (2" )V + R(a', tv')]
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Definindo
R(2' tv")

temos que,

F(x' +t') = F(2') + tBJF (2 )v" + t[{(1 — B)]u

Basta ver que u < 0. Com efeito,

pondo u = JF(x)v + g, onde,

g=JF (@)W — JF(x)v+ B;ix:t;)/)
I = 1P = R+ D)
< @) = TF (ol + =5 IR )]
€ 1 € -

§§+(1_6)§(1—6>:e = [yl < e
logo

u=JF(z)v+7g¢e —int(K) = u <0
Assim,

—t(1 = B)u=F(2')— F(2") +tBJF ("W — tBJF (2" )" —t(1 — Bu

=F(@)+tpJF@@ W — (F(a') + tBJF (2" )V 4+ t(1 — f)u) € int(K) =
F(z') +tBJF ()0 + (1 — B)u) <k F(z') + tBJF (2" ).

Por outro lado, como

F(x' +t') = F(2') + tBJF (2" )" + t(1 — p)u) <k F(2") +tBJF (2" )0 =

F(a' +t") <g F(2') + tBJF (2 )V
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2.5 Analise de Convergéncia:Caso Geral

A partir de agora, {z*}, {v*} e {4} sdo seqiiéncias geradas pelo algoritmo (AMKdG)
adaptado. Se o algoritmo termina depois de um ntumero finito de iteracoes, ele termina
em um ponto K-critico. Nesta secao, supomos que a seqiiéncia gerada pelo AMKdG
adaptado seja infinita. Assim, em vista do lema (2.3), defini¢do (32) e a proposigao

(2.5), para todo k € N, temos
1. ay <0
2. ka(v’“) + %HUkH2 <(1=0)ag <0

3. F(z") 2g F(ak) + Bt JF(2*)ok <k F(2%).
Em Particular a seqiiéncia {F(2%)} ¢ K-decrescente. Usando a K-desigualdade

acima, lema (2.2) e a homogeneidade de ¢, obtemos:

p(F*h) =k @(F(") + ptpd F(a*)o")
<k p(F(")) + p(Btp] F(a*)0")
= o(F(")) + Btep(JF (z*)v")
<k p(F(@*) + Bty for (V")

<k @(F () + pul(1 — o) — oH). (227)

Como conseqiiéncia deste resultado obtemos o seguinte lema.

Lema 2.6. Se {F(z%)} ¢ K-limitada inferiormente (isto é, se existe ij tal que §j <k

F(z*) para todo k € N). Entao,

(o) oo
S o] <00, St < oo
k=0 k=0

Demonstragao. Pela K-desigualdade (2.27), temos,
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p(F(2"1) < o(F(2%)) + Bta[(1 — o)age — 5[[v*[|’]
para k =0,

p(F(2') < o(F(2°)) + Bto[(1 — o) azo — 5[[v°[|]
para k =1,

p(F(a?) < @(F(2") + Bta[(1 — o)am — 5[0]|°]

para k = k + 1, temos
p(F (") < o(F (%)) + Btr[(1 — o)age — 5]1v"[1%]
Comparando as K+1- desigualdades obtemos,

p(F(2+1) < (F(2%)) + Bto[(1 — o)amo — 3l[v°7] + Bta[(1 — o)agr — [0 "] + -+ +

n

Btel(1 = o)agr — 5[0 17T = @(F(2%) + ) Btl(1 — o)y — %Hvkllz]

=3 st =) oY) = o) =3 tal (1=l 51

Como {F(z )} ¢ K-limitada inferiormente, logo existe y tal que ¥ =g F(mk) para

todo k € N= () < p(F() > ¢(7) < o(F Zﬁtk (1= ool + 5 141
< o(F@) ~ 3 Btu(L — o)]a| - Zﬁtkénv’fn?

= () — p(F(a9)) < = 3" ptull — o)lox] = 3 B

= p(F(z%) —p(y)) > Zﬁtk(l —o)|ag| + Zﬁtk%||vk||2 (Fazendo n — oco) obtemos,

k=0 k=0
o (o] 1
P(F(x) = o(5)) = > Btn(1 — o) || + ;Oﬂtk§\|vk|!2
O que prova o enunciado. O

Agora estamos em condicoes de estudar as propriedades de convergéncia do Algo-

ritmo (AMKdG).

Teorema 2.7. Todo ponto de acumulagdo da seqiiéncia {x*} é K-critico.

Demonstragdo. Seja T um ponto de acumulacao de {x¥},, isto é, existe uma subseqiién-
cia {z%}; C {2*}4 tal que lim 2" =7Z. Pelo lema 2.3 item 3 segue que as sequéncias
Jj—+oo

{v,x} e {ax, } sdo limitadas , pois lim v x, = vz e lim a_x, = ag, respectivamente.
j—+oo j—+oo
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Logo, [[v_x, || < c1 e |ax| < ¢z, onde ¢p, c; € Ry. Pelo lema 2.5

W1 =l | < 0% = v [l < 4 /200
W1 < y/20lagm |+ v || < V20er + e

|v¥ || < ¢, onde ¢ = v20¢; + cs.

Logo {v*} & limitada. (passando a uma subseqiiéncia se necessario). Assumimos,

k;

lim v% =7.

j—+oo

Como [, (vF) + L{|v*]|> < (1 — 0)a,w Vk € N. Seja Ny € N um subconjunto infinito de

indices. Assim para k € N 3 k; € N; tal que para k; > k tem-se
P S,
£ (09) 4 S < (1= ras,.
Fazendo j — oo, temos

() + %H@H? <(1-0)as (2.98)

Pela proposicao 2.1, F(z) <x F(z*) Vk € N, ou seja, a seqiiéncia { F(2*)} ¢ K-limitada
inferiormente, logo pelo lema 2.6
k|2 : _ - ki _
D il < oo, D tllof]* < o0 = lim_tlogi| =0e lim tflv*]] =0

k=0 k=0
Passando a subseqiiéncia, obtemos,

Hm ty;fa k]| =0 (2.29)
J—+oo
e
. kil
jEI—Pootkj”U il=0 (2.30)

Afirmamos que v = 0 . Com efeito, se fosse v # 0 e como az < 0, usando (2.28)
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f2(0) < fz(0)+3[[0]? < (1—0)az < 0= fz(v) < 0= JF(Z)v <k 0 e pela proposi¢ao
2.5. Concluimos que existe £ > 0 tal que para j suficientemente grande (maior do que

algum 7jp).
F(a® +t0h) 2 F(2") + ptJF (2% vt € (0,1). (2.31)
Agora vamos mostrar que para j maior que tal j,
2t),, > min{1,}. (2.32)

De fato, seja j > jo. Se ty; =1 é 6bvio.

Se t, < 1, entao este tamanho de passo foi obtido por um procedimento backtracking,
onde o tamanho de passo anterior possivel 2¢;,, nao pertence ao conjunto (2.26), pois
tx; ¢ o maximo dos comprimentos de passos que satisfaz a condigao tipo Armijo. Por
(2.31) concluimos que 2t;, > t.

Segue que da hipétese v # 0 e por 2.30, tem- se lim #,, = 0. Mas isso contradiz

J—+o0

(2.32), logo v = 0. Usando (2.28) segue que (1 — o)az > 0 = az > 0. Por outro lado,

k

agr < 0, pois " nao é K-critico. Passando a subseqiiéncia(neste caso) ar < 0=

lim o« = oz <0, logo az = 0. Portanto,  é K-critico.
j—otoo T



Capitulo 3

Aplicagao do Algoritmo (AMKdG) ao

caso K = RT

Neste capitulo, aplicaremos o algoritmo (AMKdG), estudado no capitulo anterior,
no caso quando o cone K considerado é o ortante nao negativo do R™. Uma vez que
fizermos esta consideragao, a comparagao entre seus vetores se reduz a definigao (16).
Assim, a solugao para o problema definido em (1.31) é a de encontrar solu¢ao Pareto
Otima, isto €, um ponto z € R™ tal que nao existe outro ponto y € R™ com F(y) < F(z)
e Fly) # F(2).

A seguir uma condi¢ao necessaria para que um ponto xr € R” seja Pareto 6timo de

F.

Teorema 3.1. Seja F' diferencidvel em x € R™. Uma condi¢ao necessdria para que x

seja Pareto-otimo é:

Demonstragao. Suponha por absurdo que Im(JF(x)) N (=R, )™ # (), isto é, existe
uma dire¢do de descida v € R” tal que JF(z)v € (=R )™ = (VFi(z),v) <0 Vi=
1,...,m. Assim, v é uma direcao de descida para cada F; a partir de x, ou seja , existe

A > 0 tal que Fi(z + M) < Fy(x) Vi=1,...,m, Y\ € (0, ).

49
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Logo,

F(z + \v) <mrp F(z) o que é uma contradigao, pois supomos que x é pareto. ]

Os pontos que satisfazem a condi¢do (3.1) acima sdo chamados de Pareto critico.
Observacao 3.1. Podemos observar que o teorema acima generaliza o conceito de
ponto critico para otimizagao mono-objetivo. Basta fazer m =1 e K = [0, +00). Seja
F : R™ — R diferenciavel e seja z € R” um ponto Pareto-6timo, tem-se

JF(x) = VF(z) e como -int K = —R, ;| logo
Im(VE(z))N(—Ry4) =0 (3.2)

Vv e R", VF(z)v € (—Ry4) = (VF(z),v) > 0. Tomando v = —VF(z) temos que
(VF(z),-VF(2)) >20= |[VF(x)|? <0= ||[VF(2)|]|*=0= VF(z) =0.
Observagao 3.2. A condigao (3.1) é necessaria, mas nao suficiente para que um ponto

x € R" seja Pareto-6timo de F.

Exemplo 13. Sejam K = R%, F' : R? — R? dada por F(z,y) = (2% — 32,2 — ?)
Temos que (0,0) satisfaz (2.1), mas ndo é um ponto Pareto-6timo de F. De fato, a

jacobiana de F' é

2 —2y
JF (z,y) =
2r  —3y?

JF(0,0) =

Logo, JF(0,0)v =0 Vv € R2.
Portanto,

ImJF(0,0) N (—R%,) =0

Porém, afirmamos que existe um par (z,y) € R? tal que F(z,y) <gz F(0,0), ou seja,
F(0,0) — F(z,y) € R%. Com efeito,
basta tomarmos qualquer solucdo das desigualdes 22 — y?> < 0 e 22 — y®> < 0. Neste

caso x = 1 e y = 2. Portanto, existe um par (1,2) € R? tal que F(1,2) <gz F(0,0).
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3.1 Calculo da direcao de busca

Uma caracteristica do método de descida em otimizacao é buscar uma direcao
v € R” e partindo de um ponto ¥ ao longo desta direcao obter outro ponto z**! que
promova um descenso da fungao objetivo. Para isso, defina a seguinte funcao auxiliar:
Sejam x € R™ fixo (porém arbitrario) e f, : R” — R™ dada por

fe(v) := max {(VFEF(z),v)}. (3.3)

i=1,2,....m

Note que f, é convexa e positivamente homogénea. De fato,
a convexidade é pelo fato de f, ser o maximo de funcoes lineares. A homogeneidade,

segue de

fe(v) := max {(VFEi(z),v)} = f.(\v) = iirlnaxm{(VFi(x),)\v}}

fe(Av) i= Afa(v) (3.4)

Observagao 3.2.1. Observamos que a fungao de definida em (3.3) é exatamente
a mesma fungao definida em (2.6). Basta considerarmos C' = {ey, ey, ..., €, } uma base
canonica do R™.

Uma estratégia para calculo da diregao de descida é considerar o seguinte problema

de minimizagao irrestrito auxiliar:

min f,(v) + %HU\P

s.a v e R
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O problema auxiliar (3.5) possui solu¢do(tnica), pois sua fungao objetivo é fortemente

convexa. Dessa forma, chamaremos v(z) a solugao do problema (3.5), ou seja,
. Lo
v(z) = argmin{f;(v) + 7lv/"} (3.6)
e a(x) o valor 6timo do Problema (3.5), ou seja,
: Lo
a(x) = min{f,(v) + o[- (3.7)

Observe que fazendo m = 1 e K = Ry em (2.1) recuperamos o método de descida
da otimizacao monobjetivo. Neste caso, a escolha natural é tomar a direcao oposta
do gradiente da funcio F, ou seja, v* = —VF(2*)(maxima descida) que passa a ser a

solugao do problema irrestrito:

min (v, VF(2*)) + 1|jv]|]?
( (%)) + 3llvl (38)
s.aa veR”

Lema 3.2. Sejam v(z) e a(zx) a solugdo e o valor dtimo do Problema (3.5) respectiva-

mente, ou seja

) 1
v(w) = argming f.(v) + SJv[|*}
: Lo
a(z) = min{f;(v) + 5[0}
1. Se x € critico Pareto, entao v(x) =0 € R™ e a(z) = 0.
2. Se x nao € critico Pareto, entao a(x) <0 e
1 2
fa(v(@)) < =5 |lv(@)[]" <0
(JF@o@): < flo(@) i=12..n

3. As fungoes v(z) e a(x) sdo continuas.



53

Demonstra¢ao. 1. Suponha que v(z) # 0 e como v(z) é solugao de (3.5), logo v(z) =
fo(v(@)) + 3v(@)]* < fo(v) + 3]lv||* Vv € R".Em particular tomando v = 0
= fo(v(@)) + 3lo@)I* < £o(0) + 3101 = 0 = fo(v(@)) + 5lv(@)]* < 0 =
fz(v(z)) < 0, pois v(z) # 0. Portanto, JF(z)v(z) € (—R,1)™ = JF(x)v(x) €
ImJF(z) N (—=R;y1)™ =0 = x nao é critico Pareto. Agora se a(x) # 0 e sendo
v(z) solugdo de (3.4). Segue que a(z) = fo(v(z)) + 3llv()|]* < fulv) + 30|
Vv € R". Tomando v = 0 = a(z) = f,(v(z)) + 3[lv(2)||* < f2(0) + 1[j0]*> =0
= a(z) = fo(v(2)) + 3llv(z)]|* < 0, por hipétese a(z) # 0, logo fu(v(z)) <

fo(v(@)) + 3|lv()|]* < 0= fo(v(z)) < 0. Portanto 2 nao ¢ critico Pareto.

2. Se x nao é critico Pareto, logo existe 0 # v € R" tal que JF(z)v € (—Ryy)™ =
JF(z)(tv) € (=Ryy)™ Vit > 0. Por outro lado, a(z) = f,(v(z)) + 3llv(z)|* <
fol(tv) + 31t = alz) < tfo(v) +5[v[I* = t(fo(v) + 5 [[v]]?). Como fu(v) <

e para t > 0 suficientemente pequeno,temos f,(v) + 5[[v]|* < 0 Jogo a(z) <

o O

onde t € (0, —2|}|cz|(| )) e conseqiietemente f,(v(z)) < —1v(z)|

3. Considere a funcdo g : R* — R dada por g(v) = f.(v) + 3||v||*.Assim o problema

de minimizagao irrestrito:

min g (3.9)
s.a veR”

tem como solugao v(a:) logo 0 € ag(v(x)). Contudo ag( (x )) = Of.(v(x)) +

Ot |v(@)|?) = dg(v ZAVF Z/\VF 0 que
mostra que v é continua, p01s F é continuamente dlferenmavel Consequetemente
a fun¢do = — a(z) é continua, pois a(z) = fu(v(z)) + 5[ v(z)|>.

]

Para efeito de implementagao algoritmica é interessante trabalhar com solugoes
inexatas, ou seja, aproximadas ao invés de atacar o problema (3.5) de forma exata. A

seguir damos alguns passos nesta diregao.

Definigao 33. Dizemos que v € R™ é uma solugao aproximada de (3.4) com tolerancia
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o€ (0,1] se
Lo
folv) + Sl0lI” < oa(z) (3.10)
E claro que para o = 1 somente a solucio exata satisfaz a (3.10) uma vez que a(z)

¢ o valor 6timo de (3.5).

Definicao 34. Seja A € R™*" ¢ x € R". Definimos a norma || - |2 em R™ " por

[ A2 oo

]2

[Allsoz = max (3.11)

Lema 3.3. Suponha que x nao seja critico Pareto e que v seja uma solugcao aproximada

de (3.10) com tolerancia o € (0,1]. Entao
o]l < 2| Alloo,2 (3.12)

onde A = JF(z).

Demonstra¢ao. Como x nao é critico Pareto pelo lema (3.2) a(z) < 0 e como o € (0, 1]

= oa(z) < 0. Seja v uma solugao aproximada de (3.10)
Lo Lo e 2
fo(0) + 510" < oalz) < 0= Slol]” < —fa(v) < [fo(v)] = [lo]I” < 2] fu(v)]

mas,

i=1,2,...,

()] = [max(JF(z)v)i| = | maXn(ZAijUj)l

i=12,...n

< max |Y Ayy|=|JF(@)v]e  (3.13)
j=1

F F
@0l g TP (@0

1
SIoll* < 1TF@)vlle = ol < 2
2 [v]] CEI |

(3.14)
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Portanto,

1
Sl < ITE @)oo = [|Alloc,2 (3.15)

3.1.1 Outra possibilidade para a diregcao de busca

Uma outra possibilidade para a escolha da direcao de descida em x € R™ consiste

em tomar v € R" como uma soluc¢ao do seguinte problema restrito

min f,(v
) (3.16)
sa D={veR/ [v] < 1}
Note ainda, que podemos reformular este problema como
min [
sa (VFi(z),v) <B, i=1,....m (3.17)

D={veR"/[v]e <1}
Que é um problema linear.

Lema 3.4. Sejam V (z), 5(z) o conjunto solugao e o valor dtimo do problema (3.16),

respectivamente.
1. Se x € critico Pareto, entao 0 € V(x) e f(x) = 0.

2. Se x nao € critico Pareto, entiao 5(x) < 0 e para todo v € V(z) temos

(JF(z)v); < fo(v) <0 i=1,2,...m

3. A funcgao B(z) € continua.
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4. Se {x*} converge para T e v € V(2*) converge para v, entio v € V(Z).

Demonstracao. 1. Como z é critico Pareto, temos que JF(xz)v > 0 Yo € R™. O que

implica

Segue da definigao de f,

fx(0) =0

donde, f,(0) = 0 < f.(v) V v € R", consequentemente 5(z) = f.(0) = 0.
Portanto, 0 € V(x) e B(z) =0 .

2. Se x nao é critico pareto, logo existe uma diregao v € R" tal que JF(z)v €
(—Ry4)™ = JF(z)(tv) € (=Ry4)™ ¥V t > 0. Por outro lado, B(z) é o valor
otimo de (3.14). Logo
B(z) < fo(v) YveR"com ||v||w <1= p(z) < fu(tv) =tf.(v) Ve (0, m]

como f,(v) :=max{(VF;(x),v)|i=1,...,m} <0 = p(z) <0Vte (0, ﬁ]

Consequetemente,

(JF(z)v); < fo(v) <0 i=1,2,...,m.

3. A funcao § : R" — R é continua. De fato,

F — x. Assim,

sejam z € R" e {2} C R", uma sequéncia em R™ tal que klirf x
—+00
para cada k € N, 8(z¥) ¢ o valor 6timo do problema (2.14), isto é, B(z*) =

for(v) = max (VF(2%),v) paraalgum v € V(z*).

i=1,2,....m

Sabemos que o maximo ¢é atingido para algum ¢ € {1,...,m} fixo (porém arbtra-
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rio) e usando a desigualdade de Cauchy- Schwarz, tem-se

Ba") ~ 8| = | _max {(VF(*).0)}— max (VE(@),0)}
— [VE(").v) = (VE(2).0)]
= (VR - VE@),v)
< [VF@) = VE@ - o]l

< |[VF(a") = VE (2l pois, [[v]le < 1.

Agora, pela continuidade do VFj,

Dado € > 0, existe § > 0 tal que ||zF — z|| < 6 implica |VFj(2*) — VE;(7)]|0 < €

Portanto,

B(z") = B2)] < e lim Ba*) = B().

k—+o0

. Por hipétese para cada k € N, v* € V(z*), logo por definicao de V (z¥), temos

for(0") < far(v) Vo, fuflee <1

Assim, fu(v¥) é o valor 6timo de (3.14), logo

Ba*) = fur (W) = max (VF(a"),v") < max (VF(a")v)

1=1,2,....m 1=1,2,....m

Além disso, por hipotese klim v* = 7, pela continuidade de 8 e VF, Vi =
—+00

1,2,...,m, tem-se

: (kY Ry ok
S, (VR s e (YRGS, 0)
_max (VF;(2),0) < _max (VF,(z),v)

fz(v)

IN
&
=
<
M
=
s
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3.2 C(Calculo do Comprimento do Passo

Lema 3.5. Se F' ¢ diferencidvel e JF(x)v < 0, entdo existe algum € > 0 (depende de

zw e ) tal que F(x + tv) < F(z) 4+ StJF(x)v para todo t € (0, €].

Demonstragao. Como F ¢ diferenciavel, temos que F(z 4+ h) = F(x) + JF(xz)h + R(h)

com lim w = 0 o que é equivalente a
h—=0 ||h| - 4 4
Fi(x + h) = Fy(z) + (VF;(x),h) + R;(h) (3.18)

com

- |R(R)]

}lbli% A =0,1=1,2,...,m. (3.19)
Defina

a= max {(VF(2).h)}

Note que

fz(v) <0 e v#0.

(h
Assim de fllin%%:0<:>V5>0,E|6>0talque0<t§€:> |R;(tv)| < dltv]| =
—

t||v||6. Como

(1= 8).Jal

>0
v

pe(0,1] e a<0,pondod =

Vi=1,2,..,m. Logo, para 0 < t < e = |R;(tv)| < (1_5|)|'|a‘.tHvH =t(1 — p)|a|. Porém,

l[v

la| = —a = —max{(VF;(z),v)Vi =1,2,...,m}.
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la| = —a = min{—(V Fj(z),v) Vi =1,2,....m}.
consequentemente, vVt € (0, €], tem-se

|Ri(tv)] < t(1 — B)min{—(VF,(z),v)/¥i = 1,2,...,m} (3.20)

|[Ri(to)] < t(1 = B)(=(VEi(2),v)) = =t(1 = B){VFi(z),v) (3.21)

Logo, por (3.18) e (3.19) temos,

Fi(z+tv) = F(z)+ (VFi(x),tv) + R;i(tv)
< Fi(x)+ t(VF(x),v) —t(1 — B)(VFi(x),v)

= Fj(x)+t(VF(z),v) Yi=1,2,...,m.

Portanto, F(x +tv) < F(z) +tBJF(x)v, Vt e (0,€]

3.3 O algoritmo
1. Passo 1. Escolha duas constantes 3 € (0,1),0 € (0,1] e x! € R", k:=1
2. Passo 2. Se 2* for critico Pareto Pare! Caso contrario.

3. Passo 3 Calcule v*, uma solugao aproximada do problema (3.5) para x = z* com

tolerancia o.

4. Passo 4. Calcule o comprimento do passo t; € (0, 1] como o maximo

Ty = {t = 5/j € N, F(a* + to*) < F(z*) + ptJF (a*)v*}

5. Passo 5. Fazer 2*+! := 2% + 0%, k := k + 1 e volte passo 2.
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3.3.1 Comentarios sobre o algoritmo

k

Caso o passo 3 seja atingido na iteracao k, entao =" nao é critico Pareto e portanto

temos,

1
_max (VEF;(aF), o) < _max <VFi(xk),vk>+§Hka2 < 0= (VF(a*),0") <0 Vi=

1,2,...,m e pelo lema (3.5) vale a regra de armijo, logo Ty # 0, ou seja, estd bem

definido.

3.4 Convergéncia do Algoritmo

Nesta se¢ao faremos uma analise da convergéncia do AMKdAG, ou seja, mostraremos
que todo ponto de acumulacio da sequéncia gerada pelo AMKAG é critico Pareto. E
importante observar que, se o Algoritmo para ap6s um numero finito & de iteragoes,
ele termina num ponto Pareto, pois a(z*) = 0 para algum k € N. Assim, vamos supor

que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 seja infinito, isto é, a(z¥) # 0 Vk € N.

Teorema 3.6. Todo o ponto de acumula¢io da sequéncia {x*}ren gerada pelo Al-
goritmo 1 € critico pareto. Se a funcao F' tem conjunto de nivel limitado, ou seja,
L = {z € R" F(x) < F(2')} ¢ limitado, entio a sequéncia {x*}ren € limitada e

portanto, tem pelo menos um ponto de acumulacao critico Pareto.

Demonstragio. Seja y um ponto de acumulagdo da sequéncia {z*} ey e {2} ey uma

subsequéncia de {2*}reny com lim 2% = g. Pelo Lema é suficiente mostrarmos que
Jj—+oo
a(y) =0.

Como z*

nao é critico pelo passo 4, isto é,
F(a* +t0%) < F(2®) + BtpJF(2*)0" Vk € N (3.22)

Consequentemente {F(z*)};, é decrescente. Passando a subsequéncia, obtemos

F(a*1) < F(a™) + By, JF (%)™ Vj € N. Logo, (3.23)
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0 < =Bty JE ()M < F(a¥) — F(aht). (3.24)

Pela continuidade de F', lim F(2%) = F(y) = .ligrn | F (%) — F(y)|| = 0,
Jj—+oo

j—+o0

sendo que || F'(z*7) — F(z% || < [|F(a™) — Fy)[| + | F (%) = F(y)]|

Passando o limite quando (j — o)

logo, ,hljp | F(z%) — F(2**Y|| = 0. Donde, por (3.24) concluimos
j—+4oo
lim ¢, JF(2")0" =0 onde ty, € (0,1] (3.25)
J—+oo

Agora, temos dois casos a analisar: a saber,

L. lim suptg;, >0

Jj—+oo

Tomemos uma subsequéncia {tx, }, tal que 1ir+n tr, = t > 0 e por (3.25)
uU—r—+00

lim JE(z* )™ = 0.

u—-+00

Sendo, fx; (V%) = _max (VEy(x*7),v"7) tem-se que,

- ku J— 1 ; ku ku 1 ku —

A S (07) = o (B (VL) v)= i o (07) =0

Como firu (V%) < fomu (V) + 3|07 || < 0, mas c(a™) = fora (V**) + 5 [[0F||> < 0

donde concluimos que lim «a(z*) = 0 e pela continuidade de o lim a(z**) =
u—+00 U—+00

a(y)= aly) =0 ..y é critico Pareto.

2. lim supty, =0

Jj—+oo

Sabemos que pelo Lema (3.3) a sequéncia {v*}; é limitada, pois

W1 < 2l TF (2%)]|oc,2- (3.26)

Assim, existe uma subsequéncia {v*"}, de {v¥}; tal que lim v, =ve lim 2% =
T—+00 r—+00

Y.

Note que para todo r € N, temos

1
max (VE;(z"), ") < for (vF7) + §||Uk*||2 < oa(z") <0 (3.27)

i=12,...m
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Passando o limite quando (r — o0)

. (ke ky < . ky .
max (VF(y),v)) < oa(y) <0 (3.29)

i=12,...m

Seja ¢ € N. Como lim supty;, = 0, para r € N suficientemente grande tem-se

te, < 2%1 Assim, a i(_));;géo de Armijo nao é satisfeita para t = 2%1, ou seja,
F(a* + (o) £ F() 4 B ) TF (ol (3.30)
logo, para algum j € {1,2,...,m} temos,
Ryt + (5, 00) > Fy(a*) + B,V E (), o) (3:31)
Passando o limite quando (r — o)
Fyly + (5)8) = Fy(y) + B (VE (1), 7) (3.52)
Pelo Lema (3.5) temos que,
max (VE(y),0) 20 (3.33)
Comparando (3.29) e (3.33)
0< mpx (VE()0) < - max (VE()0) Saly) <0 (33)

Donde concluimos que a(y) = 0 e portanto, y é critico Pareto.
Afirmamos que o conjunto L = {x € R"| F(x) < F(x')} é compacto. Com efeito,

seja y € L, logo y = khrf 2* onde 2 € L Vk. Assim, F(2%) < F(z2') Vk.
400



63

Passando ao limite quando (k — 00), pela continuidade de F' obtemos que
F(y) < F(z'). Logo y € L sendo L limitado = L ¢ compacto. Por outro lado,
{F(2*)}x é decrescente = {z*}, C L logo, {x*}; ¢ limitada e portanto possui

pelo menos um ponto de acumulacao.

3.5 Implementacao Computacional

Nesta secao apresentaremos resultados de algumas simulacoes computacionais feitas
em ambiente Matlab desenvolvidas com o intuito de mostrar a viabilidade do algoritmo
(AMKdG). Em todas as simulagoes computacionais, o valor de tolerancia utilizada no
célculo da direcao de busca foi o usualmente adotado: o = 10719,

As figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostram a convergéncia do AMKdG para o ponto critico Pareto

e AAAAS . 3
I /\/ LN
N
Pos P AN
Figura 3.1: Comportamento do Figura 3.2: Comportamento do
AMKdG quando g = 0.9 AMKdG quando g = 0.6

da fungao dada por f(z,y) = ((z —1)*+ (y —2)?, (x —1)? + (y — 2)?). Observamos que
quanto menor o valor de 3, maior o tamanho do passo em cada iteracao diminuindo,
assim, o nimero de iteragoes necessarias para se chegar a uma boa aproximacgao do

ponto critico Pareto.
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Figura 3.3: Comportamento do AMKdG quando § = 0.5

1 0.9
350 e f2 . . 1 o
& solugdes eficientes

3t i a7l
06+
05+
04t
CES
1 0ok

01h

-1 -05 0 05 1 15 2

Figura 3.5: Aproximagao da curva de
Pareto de f(z) = (2%, (v — 1)?) gerada
pelo AMKdG

Figura 3.4: Conjunto das solucoes efi-
cientes de f(z) = (22, (z — 1)?)

Nas figuras 3.4 e 3.5 podemos ver o resultado do AMKdG na busca da curva de
Pareto da fungao dada por f(z) = (z?, (z—1)?). Observamos neste caso que o AMKdG
produziu uma boa aproximagcao da curva de Pareto, como era de se esperar.

Aplicando o AMKdG na busca da curva de Pareto da funcao f : R?> — R? dada
por f(z,y) = (z*+y? (x —1)?> + (y — 2)?), cujos objetivos sao conflitantes, o resultado

também foi bastante satisfatorio como mostram as figuras 3.6 e 3.7.
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*  pontos dtimos
¢ valores 6timos em 1
X valores 6timos em {2

45

5

&

4% .
35+ 8

Figura 3.7: Aproximagao da curva de Pareto de f(x,y) = (2?2 + 32, (z —1)* + (y — 2)?)
gerada pelo AMKdG

Finalmente, aplicamos o AMKdG na busca das solugoes eficientes e da curva de Pa-
reto da fungao f : R? — R? dada por f(x,y) = (2®+¢2, (x—1)*+(y—2)% (z—1)*+(y—
3)?), atendendo nossas expectativas quanto aos resultados obtidos nas aproximacoes,

como mostram as figuras 3.8 e 3.9.
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05k f*

I35k ..............

***ﬁ

e
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¥ ek Hek
*%*ae*mm
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Figura 3.8: Conjunto das solugoes eficientes de f(z,y) = (22 + v* (x — 1)* + (y —

2)%),(x = 1)+ (y = 3)?)

Figura 3.9: Aproximagao da curva de Pareto de f(z,y) = (2% + % (v — 1)? + (y —

2)% (x — 1)* + (y — 3)?) gerada pelo AMKdG



Conclusao

Neste trabalho, apresentou-se um método de descida com busca linear tipo Armijo
para otimizacao vetorial irrestrito, onde a ordem parcial induzida por um cone K con-
vexo, fechado, pontiagudo e com o interior nao vazio foi fundamental para entendimento
do conceito de dominéncia ou eficiéncia no sentido de Pareto. O resultado alcancado
trata-se de uma extensao do método classico (otimizagao de um tnico objetivo), o qual
mostrou-se que sob certas condi¢oes necessérias de primeira ordem, K-otimalidade, o
algoritmo (AMKdAG) é globalmente convergente, ou seja, todo ponto de acumulacao da
sequéncia gerada pelo algoritmo é K-critico.

Apresentou-se também como aplicacao do caso vetorial um método de descida tipo
Cauchy para otimizagao multiobjetivo. Neste caso, considerou-se a ordem parcial o
ortante nao negativo do R™ de forma a definir solu¢des do problema multiobjetivo,
isto ¢, K = R7'. Por fim, verificou-se que o algoritmo (AMKdG) gerou aproximacoes
para as curvas de Pareto de forma bastante razoavel cumprindo condigoes de tolerancia
predeterminadas. Uma outra vantagem que observamos do AMKdG é que, na sua
implementacao nao houve a necessidade de se escalarizar as fungoes objetivos que
demandam acréscimos de parametros desconhecidos a priori, deixando a escolha dos

mesmos para o modelador ou tomador de decisao.

3.6 Sugestoes para trabalhos futuros

Buscar mais robustez nas implementagoes computacionais do algoritmo estudado

através de rotinas que observem as estruturas das matrizes e vetores envolvidos nos
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calculos abrangendo, assim, um maior niimero de casos.
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