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Resumo

Diz-se que uma variedade Riemanniana M? é uma superficie com vetor curvatura
meédia normalizado paralelo se o seu vetor curvatura média é nao-nulo e se o vetor unitéario
dado por esta direcao é paralelo no fibrado normal. Nesta dissertacao é demonstrado que
toda superficie analitica em E™ com vetor curvatura médio normalizado paralelo deve
ou estar em E* ou em uma hiperesfera de E™ como uma superficie minima. Além disso,
prova-se que se uma esfera de Riemann em E™ tem vetor curvatura médio normalizado
e paralelo, entdao ou ela estd em E? ou em uma hiperesfera de E™ como uma superficie
minima.

Palavras-chave: Superficies Minimas, curvatura média, paralelo.
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Abstract

A surface M in a Riemannian manifold is said to have parallel normalized mean curva-
ture vector if the mean curvature vector is nonzero and the unit vector in the direction of
the mean curvature vector is parallel in the normal bundle. In this dissertation, it is pro-
ved that every analytic surface in a euclidean m-space E™ with parallel normalized mean
curvature vector must lie either in E* or lies in an hypersphere of E™ as a minimal sur-
face. Moreover, it is proved that if a Riemann sphere in E™ has parallel normalized mean

curvature vector, then it lies either in a E3 or in a hypersphere of E™ as a minimal surfaces.

Keywords: Minimal surfaces, mean curvature, parallel.
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Introducao

Em [1] e [9] Chen e Yau provaram que uma superficie M em um espago m-euclidiano
E™ tem vetor curvatura média paralelo se, e somente se, M é uma superficie minima em
E™, ou uma superficie minima de uma hiperesfera de £™ ou uma superficie em E* o qual

estd em E? ou uma hiperesfera de E* com curvatura média constante.

Dizemos que uma superficie M tem o vetor curvatura média H normalizado paralelo
se H nao se anula e se o campo % ¢ paralelo. E imediato deduzir que toda superficie
em um espaco 3-dimensional tem vetor curvatura média normalizado paralelo em um
subconjunto em que H seja nao-nulo. De fato, como o espago ¢ 3-dimensional sabemos
que dim(T,S)* = 1. Se H(p) # 0, para todo p € U C S com U aberto, consideremos o
vetor curvatura média normalizado paralelo n = %, entdo (n,n) = 1. Derivando, obtemos
0= X({n,n)) = 2(Vxn,n). Por outro lado, como dim(T,5)* =1 temos Vxn = An, A €
R(Vxn € (T,5)*), dai 0 = 2(An,m) = 2A(n,n) = X = 0 = Vxn = 0, ou seja, n é

paralelo.

Em [7], Leung prova que existem muitas superficies analiticas em uma variedade Rie-
manniana 4-dimensional cujo vetor curvatura média normalizado seja paralelo. Em geral,

tais superficies tem vetor curvatura média nao-paralelo.

No primeiro capitulo desta dissertacao, apresentaremos as ferramentas basicas neces-
sarias para a compreensao deste trabalho. Mais precisamente veremos alguns conceitos e
resultados basicos da Geometria Riemanniana, como por exemplo, o conceito de variedade
diferenciavel, hipersuperficies, imersoes isométricas, espago tangente, fibrado tangente,

etc.



O objetivo do segundo capitulo desta dissertagao é tratar de maneira geral de alguns
dos conceitos e resultados centrais para a demonstragao do teorema principal, que sera
demonstrado no capitulo 3. Muitos resultados serao admitidos neste capitulo sem as de-

monstragoes, que podem ser encontradas nas referéncias desta dissertacao.

No terceiro e ultimo capitulo desta dissertacao, nés provaremos que nao ha superficie
analitica M em E™ com vetor curvatura média normalizado paralelo exceto se ou M esté
em E* ou M estd em uma hiperesfera de E™ como uma superficie minima. Em verdade,

temos o seguinte:

Teorema Principal. Seja M uma superficie analitica em uma variedade Riemanniana
R™(c), completa, simplesmente conezxa e de curvatura seccional constante iqual a c. Se M
tem vetor curvatura média normalizado paralelo, entdo ou M estd em uma hiperesfera de

R™(c) como uma superficie minima ou M estd em uma subvariedade totalmente geodésica

de R™(c).

Como consequéncia ou aplicacao do Teorema Principal obtemos o resultado a seguir,

que também sera provado no tltimo capitulo desta dissertacao.

Aplicagao do Teorema Principal. Seja M uma superficie analitica orientada com-
pacta e de género zero em um espaco euclidiano E™. Se M tem vetor curvatura média
normalizado paralelo, entao ou M estd em uma hiperesfera de E™ como uma superficie

minima ou M estd em um espaco linear E3.



Capitulo 1

Conceitos Basicos (Gerais

Neste capitulo vamos exibir defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica geral
da geometria Riemanniana, os quais serao utilizados no decorrer desta dissertagao. Es-
pecificamente, vamos disponibilizar os conceitos de variedades diferencidveis, métricas,
conexoes, curvaturas e as equacgoes fundamentais das imersdes isométricas. As demons-
tracoes dos resultados serao, por conveniéncia, omitidas. Para mais detalhes sobre este

capitulo, ver [5].
1.1 Variedades Diferenciaveis

Comegamos essa segao com o primordial conceito de variedade diferenciavel.

Definigao 1.1 (Variedade Diferenciavel). Dizemos que um conjunto M e uma familia
de aplicagoes injetivas x, : U, C R* — M de abertos U, C R" é uma variedade

diferencidvel de dimensdo n, se satisfazem as sequintes propriedades:
(1) UJJQ(Ua) =M
(2) Para todo par a, B, com x4(Us) Nwg(Ug) = W # 0, os conjuntos x,* (W) e x/gl(W)
sao abertos do R™ e as aplicacoes a:gl 0 X, SGo diferencidveis.
(3) A familia {(Us,x4)} € mazimal relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (U,,z,) com p € 2,(U,) é chamado uma parametrizacio (ou sistemas de
coordenadas) de M em p; z,(U,) é entdo chamada uma vizinhan¢a coordenada em p;
Uma familia {(U,, x,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferencidvel em M.

A condigao (3) aparece na defini¢ao acima por razoes técnicas.

3



1.1. Variedades Diferencidveis 4

Exemplo 1.1 (Espago Euclidiano). O espago euclideano R™ de dimensao n é uma va-
riedade diferencidvel determinada pela estrutura diferencidvel {(R™, i)}, a qual consiste
apenas da aplicacao identidade em R™. Tal estrutura é chamada de estrutura diferencidvel
padrao e o sistema de coordenadas correspondente € chamado de sistema de coordenadas

padrao. No que seque, usaremos sempre este sistema de coordenadas em R™.

Exemplo 1.2 (Espago Vetorial Finito). Seja V' um espago vetorial qualquer de dimensao
finita. Qualquer norma em M determina uma topologia em V', a qual independe da es-
colha da norma. Com esta topologia, V tem uma estrutura diferencidvel natural definida
como seque: qualquer base ordenada {ey,...,e,} de V' define um isomorfismo de espagos

vetoriais ¢ : R" — V' dado por
Y(z) = Z Ti€;
i=1

Esta aplicacao € um homeomorfismo, entao a estrutura diferencidvel consistindo apenas

da parametrizagao (R™, 1) define uma estrutura diferencidvel em V.

Exemplo 1.3 (Espaco das Matrizes). Denote por M, xm(R) o espago das matrizes de
ordem n X m que tem como entrada nimeros reais. Sabemos que este € um espago veto-
rial sobre R com as operagoes usuais de adigao e produto por escalar. Seque entao que
M (R) € uma variedade diferencidvel de dimensao nm. De maneira andloga, o espago
M5 (C) das matrizes com entradas complexas de ordem n x m é um espago vetorial de

dimensao 2nm sobre R e, entao é uma variedade diferencidvel de dimensao 2nm.

Exemplo 1.4 (Esfera Unitaria S™). Vamos denotar por S™ a esfera unitdria de dimensao
n de R™"H:

S" = {z e R™! ; |z| =1}

Para cada indice i = 1,...,n + 1, vamos denotar por U} C R"™ o conjunto onde a

1-ésima coordenada € sempre positiva:

U+:{($1,,l‘n) esS"; IZ>O}

7

De forma andloga, U, € o conjunto onde x; < 0. Para cada i, defina aplicagdes ¢ : U —



1.1. Variedades Diferencidveis 5

R™ por

@%(I‘l, Ce ,$n+1) = (.fl}'l, Ce 7/1‘\1', Ce 7,I‘n+1)

onde o chapéu sobre x; significa que x; estd omitido. Cada gogt € uma aplicagao continua,
sendo esta um restricao a S™ de uma aplicacao linear em R™. Temos que esta aplicacao
¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, a bola unitdria B™ C R"™, pois tem uma inversa

continua dada por

((pii)*l(ul, CeUy) = (ul, ce Uiy, BT = |l g, ,un) )

Além disso, para quaisquer indices distintos © < j, a aplicagdo transi¢ao (goji) o(pF) ™t e

dada por

(gof) o () Muy, ... ,uy) = (ul,...,fii,...,:lz\/l = |u|2,...,un>

e o mesmo vale quando v > j, v = j. Desta forma a familia {(gpf),Uii} define uma

estrutura diferencidvel para a variedade de dimensao S™.

Antes de apresentarmos mais exemplos de variedades diferenciaveis, vamos estender

para variedades a nogao do Célculo Diferencial.

Definicao 1.2 (Aplicacao Diferenciavel). Sejam M} e M3* variedades diferencidveis.
Uma aplicacao ¢ : My — My € diferencidvel em p € My, se dada uma parametriza¢ao
y:V CR™ — My em o(p) existe uma parametrizacao x : U C R" — M; em p tal que

o(xz(U)) C y(V) e a aplicagao
y topox:UCR" — R™

¢ diferencidvel em x~1(p).

Pela condigao (2) da defini¢ao 1 temos que a definigao dada acima independe da es-
colha das parametrizacoes e a aplicacio y topox : U C R* — R™ & chamada de

expressao de ¢ nas parametriza¢oes x e y.



1.1. Variedades Diferencidveis 6

Definigao 1.3 (Vetor Tangente). Seja M uma variedade de diferencidvel. Uma aplicagdo
diferencidvel o : (—€,€) — M ¢é chamada uma curva diferencidvel em M. Suponha que
a(0) = p € M, e seja D o conjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O wvetor

tangente a curva o emt =0 € a funcao o/(0) : D — R dada por

d(f o
o/<0)f=% _, [feD

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva « : (—e€,€) — M

com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Observacao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel, vamos mostrar que o conjunto de
todos os vetores tangentes em p € M, T,M, torna-se um espaco vetorial n-dimensional
sobre R. Para isso, escolha uma parametrizacao f : U C R" — M em torno de p =
f(0,...,0). Entao a curva o : I C R — M e a fung¢io ¢ € D podem ser expressas,

respectivamente, por

floalt)=(z1,...,2,) e wof(q)=wp(x1,...,1,), q=(x1,...,1,) €U.

Entao seque que,

o0 = Spoa)| = Lolna(r), .. alt)

- (Z 0 aa)) .

Logo, o vetor tangente o' (0) pode ser expresso como combinagao linear dos vetores (8‘9 ) ,
Ti/Jo

(3

08 quais sao tangentes as curvas coordenadas
xi— f(0,... 24 ...,0).

Vamos denotar por Ty o espago vetorial gerado por {(%)0}?:1.

Lema 1.1. O conjunto T,M de todos os vetores tangentes a M em m € igual a T}.
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Assim T),M é um espaco vetorial n-dimensional sobre R chamado de espago tangente

a M no ponto p e a base {(32 )0}, é chamada base associada & parametrizagao f.

Proposicao 1.1. Sejam M7 e M3 variedades diferencidveis e seja ¢ : My — Mo
uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva
diferencidvel o : (—e,€) — My com a(0) = p, &/(0) = v. Faga f = p o a. A aplicagio
dop : TyMy — Ty My dada por dy,(v) = 5'(0) € uma aplicagao linear que nao depende

da escolha de «.

Definicao 1.4 (Aplicacao Diferencial). A aplicagdo linear dy, dada acima é chamada de

diferencial de ¢ em p.

Definigao 1.5 (Difeomorfismo). Sejam M; e My variedades diferencidveis. Uma aplica-
cao o : My — My é um difeomorfismo se é uma bijecao diferencidvel com inversa ¢~ *
diferencidvel. @ € um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhang¢as U de p e V

de o(p) tais que @ : U — V' € um difeomorfismo.

Provavelmente, o teorema local mais importante no Célculo é o teorema da funcao

inversa. Sendo um teorema local, este se estende naturalmente a variedades diferenciaveis.

Teorema da Funcgao Inversa. Suponha M e N variedades diferencidveis e o : M —
N uma aplicagao diferencidvel. Se ¢ € invertivel em todo ponto p € M, entdo existem

vizinhangas U C M dep e V C N de p(p) tais que ¢ : U — N € um difeomorfismo.
Definigao 1.6 (Imersoes e Mergulhos). Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis.

(a) Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N € uma imersao se dy, : T, M — TN

¢ injetiva para todo p € M.

(b) Se, além disso, ¢ € um homeomorfismo sobre p(M) C N, onde p(M) tem a topologia

induzida por N, diz-se que @ € um merqulho.

(¢) Se M C N eainclusioi: M — N éum mergulho, diz-se que M € uma subvariedade
de N. Observe que se ¢ : M™ — N™ € uma tmersao, entao p < n e a diferenca

n —m € chamada a codimensao da imersao ¢.
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Uma importante consequéncia do teorema da fungao inversa é o seguinte.

Proposicao 1.2. Suponha que M e N sejam variedades diferencidveis de mesma dimen-
sao e : M — N um imersao. Entao ¢ € um difeomorfismo local. Se ¢ € bijetiva, entao

w € um difeomorfismo.
A seguir vejamos outros exemplos de variedades.

Exemplo 1.5 (O Fibrado Tangente). Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional.
Considere

TM ={(p,v); pe M,veT,M}

ou seja, TM € o conjunto formado por todos os vetores tangentes a M. Vamos introduzir
uma estrutura diferencidvel (de dimensao 2n ), com esta estrutura TM ¢é chamado de

fibrado tangente de M.

Seja x4 : Uy, C R" — M wma parametrizagao de M com (z¢,...,x%) € U,. Para

w e Ty oM, q € Uy, podemos escrever

o O

Defina uma aplicagio X, : Uy X R® — T'M por

(0% o (0% (0% « (0% (0% 8
Xo(zf, . xd yl, o y) = (a:a(ajl,...,a:n),Zyi %> .

-

Seque que, se {(Uy, o)} € uma estrutura diferencidvel para M entao {(U, x R™ X,)} €

uma estrutura diferencidvel para TM .

Exemplo 1.6 (Superficies Regulares do R™). Um subconjunto S* C R"™ € uma superficie
reqular de dimensao k em R™ se para cada p € S existir uma vizinhangca V de p em R™ e

uma aplicacio f: U C RF — SNV de uma aberto U C R* sobre SNV tais que:
(a) f € um homeomorfismo diferencidvel;

(b) (df)q: RF — R™ € injetiva para todo q € U.
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Uma superficie S¥ C R™ ¢ uma subvariedade de R™.

Definigao 1.7 (Orientagao). Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é ori-

entdvel se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, x4)} tal que:

(o) Para todo par o, 3, com x4(Uy) Nag(Usg) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas x/gl o x, tem determinante positivo.

Caso contrério, diz-se que M é nao-orientével. Se M é orientével, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo a condigao (e) é chamada uma orientacao de M e M é,
entao, orientada. Duas estruturas diferenciaveis que satisfazem a condicado (e) determinam

a mesma orientagao se a uniao delas ainda satisfaz a condigao (e).

Exemplo 1.7. A esfera unitdria de dimensao n

n+1
S" = {(xl,...,xnﬂ) eR™ Y 2l = 1} c R

i=1
€ orientavel.

Definicao 1.8 (Campo de Vetores). Um campo de vetores X em uma variedade diferen-
cidqvel M é uma correspondéncia p — X (p) que a cada ponto p € M associa um vetor
tangente X (p) € T,M. Em termos de aplicagoes, X € uma aplicagcao de M no fibrado
tangente T M. Dizemos que o campo X € diferencidvel se a aplicagao X : M — TM é

diferencidvel.

Lema 1.2. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entao existe um unico campo de vetores Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY —
YX)f.

O campo de vetores Z = [X,Y] : D — D dado por [X,Y] = XY — Y X é chamado

de colchete de X e Y, o qual possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3. Se X, Y e Z sao campos de vetores diferencidveis em M, o, sdo

numeros reais, e f,qg sao fungoes diferencidveis, entao valem as sequintes propriedades:

(a) [X,Y] = —[Y, X]| (anti-comutatividade)
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(b) [aX + BY, Z] = alX, Z] + BIY, Z] (linearidade)
() [[X,Y],Z)+ Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi)

(d) [fX,9Y]=fg[X,Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

1.2 Meétricas Riemannianas

Nesta secao veremos a definicao de métrica Riemanniana e através dessa métrica ve-

remos também o importante conceito de imersao isométrica.

Definigao 1.9 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana em uma variedade
diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M a um produto
interno ( , )p, ou seja, uma forma bilinear simétrica positiva definida, no espaco tan-
gente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se v : U C R" — M

é um sistema de coordenadas locais em p, com x(x1,...,2,) = q € x(U) e 52(q) =

dx(0,...,1,...,0), entao <a§;- (q), i(q)> = g;j(z1,...,2,) € uma funcao diferencidvel
! q

em U.

Defini¢ao 1.10 (Isometria). Sejam M e N variedade Riemannianas. Um difeomorfismo

f:M — N ¢é chamado de isometria se:
(©)  (u,v), = (dfp(u), dfp(v)>f(p), para todo p € M e para todos u,v € T,M

Definigao 1.11 (Isometria Local). Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplica-
cao diferencidvel f : M — N € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga

UCM dep tal que f:U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo ().

Exemplo 1.8 (M = R"). Considere M = R™ o espaco euclideano de dimensao n com %
identificado com e; = (0,...,1,...,0), entdo a métrica é dada por (e;, e;) = d;j, chamada

de geometria métrica euclideana.

Exemplo 1.9 (Variedades Imersas). Seja f : M™ — N™™* uma imersao, ou seja, tem-se
que f € diferencidvel e df, : T,M — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se N tem uma

estrutura Riemanniana, entao f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(u,v),, = (dfy(u), dfp(V) (),  wv € T,M.
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Desta forma, como df, € injetiva seque que ( )p € bilinear e positiva definida. A métrica

em M € entao chamada de métrica induzida em M e f € chamada de imersao isométrica.

Exemplo 1.10 (Métrica Produto). Sejam M, e M,y variedades Riemannianas e con-
sideremos o produto cartesiano M; X My com estrutura diferencidvel produto. Sejam
m o My x My — My e m @ My X My — My as projecoes naturais. Vamos munir

M; x My com uma métrica Riemanniana pondo:
(U, 0) (. = (dmi(u), dmi(v)), + (dma(u), dm2(v)),

para todos (p,q) € My x My e u,v € Ty o (My x My). Como exemplo, temos que o toro
St x S = T? tem uma estrutura Riemannianna obtida escolhendo no circulo St C R?
a métrica induzida por R? e tomando a métrica produto. O toro T? com tal métrica é

chamado toro plano.

Definigao 1.12 (Curva Parametrizada). Uma aplicagio ¢ : I — M de um intervalo
aberto I C R em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva parametrizada.

Observe que uma curva parametrizada pode admitir auto-intersec¢oes ou pontas.

Definigao 1.13 (Campo ao longo de uma curva). Um campo vetorial V' ao longo de uma
curva ¢ : I — M € um aplicagao t — V (t) que a cada t € I associa um vetor tangente
V(t) € TewyM . Dizemos que V' € diferencidvel se para toda funcao diferencidvel f em M,
a fungao t — V(t)f € uma fungao diferencidvel em 1.

dc

o> € chamado campo velocidade ou tangente

O campo vetorial dc (%), indicado por
de ¢. A restri¢gao de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.

Se M é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b dc dc
1= — —\dt.
@ /a\/<dt’dt>

O teorema a seguir garante a existéncia de métricas Riemannianas.

Teorema 1.1. Uma variedade diferencidvel M, a qual satisfaz os aziomas de Hausdorff

e da base enumerdvel, possut uma métrica Riemanniana.
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1.3 Conexoes

Nesta se¢ao vamos indicar por X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*

em M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definigao 1.14 (Conexao Afim). Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel
M € uma aplicagao

ViXM)x X(M)— X(M)
indicada por (X,Y) N VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2Z)=VxY +VxZ,
(1)) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
A seguir, temos uma proposicao que esclarecer um pouco a definicao dada acima.

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidavel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia

D
dt

que associa a cada campo de vetores V' ao longo de um curva diferencidavel ¢ : I — M

um outro campo de vetores % ao longo da curva c, denominado deriwvada covariante de

V' ao longo de c, tal que:

D DV DW
(@) GV +W) =2+
D, . df DV
B) S(fV) = SV + =l

fungao diferencidavel em 1.

onde V' € um campo de vetores ao longo de ¢ e f é uma

(c) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X (M), ou seja, V(t) = Y (c(t)),

DV
tao — = Vye/atY .
entao dt de/dt
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Observacao 1.2. A Proposicao acima mostra que a escolha de uma conexdo afim V em
M dd origem a uma derivada satisfazendo as condigoes (a) e (b) de campos de vetores ao
longo de curvas. A conexao, desta forma, fornece uma forma de derivar vetores ao longo

de curvas. Surge de maneira natural a nocao de paralelismo.
Veremos na defini¢ao a seguir o conceito de campo paralelo.

Definig¢ao 1.15 (Campo Paralelo). Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M € chamado campo

paralelo quando % =0, para todo t € I

Proposicao 1.5. Seja (M,V) uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V.
Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty),
to € I, ou seja, Vo € Ty )M . Entao existe um tinico campo de vetores paralelo V' ao longo

de ¢, tal que V (to) = Vb.
A partir da proposi¢ao acima podemos definir o seguinte objeto.

Definigao 1.16 (Transporte Paralelo). Seja M wma variedade diferencidvel com uma
conexao afim V. Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente
a M em c(ty). O campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢ : I — M tal que V (ty) = Vo,

¢ chamado o transporte paralelo de V (to) ao longo de c.

Definigao 1.17 (Conexao compativel com a métrica). Seja M uma variedade diferencid-
vel com uma conexdao afim V e uma métrica Riemanniana ( , ). A conexdo é dita ser com-
pativel com a métrica { , ), quando para toda curva diferencidvel o : I — M e quaisquer

pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de «, tivermos (P, P') = constante.

Observacgao 1.3. A proposicio a sequir garante que se a conexao V em uma variedade
Riemanniana M € compativel com a métrica, entao podemos diferenciar produto interno

pela regra do produto usual, fato que justifica a definicao dada acima.

Proposicao 1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é compa-

tivel com a métrica se, e somente se, para todo par' Ve W de campos de vetores ao longo
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da curva diferencidvel o : I — M tem-se:

d DV DW
(1) E(MW>_<EaW>+<V:7>7t€I'

Corolario 1.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,

Definicao 1.18 (Conexao Simétrica). Uma conexdo afim V em uma variedade diferen-

ciavel M € dita ser simétrica quando:
(3) VxY = VyX = [X|Y] VXY € X(M).

Observagao 1.4. Em um sistema de coordenadas (U, x), dizer que V é simétrica implica

que, para todo 1,7 =1,...,n, tem-se

0

(3) Vx,X; —Vx, Xi = [X;, X;] =0, X

O teorema a seguir (teorema de Levi-Civita) é o principal resultado desta se¢ao.

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe um unica co-

nezxao afim V em M satisfazendo as condigoes:
(a) V € simétrica.
(b) V é compativel com a métrica
Tal conexao € chamada de conexao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana de M.

1.4 Curvaturas

O objetivo dessa secao seréd explorar o conceito de curvatura que sera de muita impor-

tancia para compreensao dos proximos capitulos.
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Definigao 1.19 (Curvatura). A curvatura K de uma variedade Riemanniana M € uma
correspondéncia (X,Y) — K(X,Y') que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio
K(X,)Y): X(M) — X(M) dada por

K(X, Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ V[va}Z, Z € X(M),

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.7. A curvatura K de uma variedade Riemanniana possui as sequintes

propriedades:

(1) K € bilinear em X (M) x X (M), ou seja,

K(fX1+9X3, Y1) = fK(X1, Y1) + gK(X2,11)

onde f,g € D(M), X, Y, e X(M).

(17) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura K(X,Y) : X(M) — X (M) é

linear, ou seja,

KX, Y)Z+W)=K(X,Y)Z+K(X,Y)W,

KX, Y)fZ=fK(X,Y)Z,
onde f € D(M), Z,W e X(M).

Proposicao 1.8 (Primeira Identidade de Bianchi).

K(X,V)Z+K(Y,2)X + K(Z,X)Y =0

Por questoes de conveniéncia, identificamos o operador quadrilinear

(K(-, ), ) X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R,
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que para cada quadrupla (X,Y,Z W) € (X(M))* associa o ntmero (K (X,Y)Z, W),
simplesmente por

(X,Y, Z W)= (K(X,Y)Z,W).
Proposicao 1.9. O operador definido acima possui as sequintes propriedades:
(a) (X, Y, Z W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z,X,)Y,W)=0
b)) (X,)Y,Z,W)=—(Y,X,Z,W)
(¢) (X,)Y,Z,W)=—(X,Y, W, Z)
(d) (X,Y, 2, W) = (2,W, X,Y)

No que segue, vamos usar a seguinte notacao: dado um espago vetorial V| indicaremos

por |z A y| a expressao

2
Visllyl2 = (2.9)
que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelos vetores z,y € V.

Proposicao 1.10. Seja o C T,M um subespago de dimensao 2 do espago tangente T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao,

(aj? y? x’ y)

k(x,y) = PYNTE

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

A defini¢ao acima permite definirmos o seguinte objeto.

Definigao 1.20 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p € M e um subespago bi-
dimensional o C T,M o nimero real k(x,y) = k(o), onde {x,y} € uma base qualquer

de o, € chamado curvatura seccional de o em p.

Lema 1.3. Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno ( , ), com dim'V" >
2. Sejam
K:VxVxV-—V e K:VxVxV-—V
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aplicagoes tri-lineares tais que as condigoes (a), (b), (¢) e (d) da proposicio 9 sejam

satisfeitas para

(v,9,2,t) = (K(z,y)z,y),  (z,y,20) = (K'(2,9)7,9).
Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, vamos escrever,

<x7 y? 'Z7 t) / (x7 y7 Z7t)/
k' = k = -
(o) lz Ayl? (o) lz Ayl?

onde o = [z,y] € o subespago bi-dimensional gerado por x,y. Se para todo o C V, k(o) =
k'(o), entio K = K'.

Lema 1.4. Sejam M wuma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma

aplicagao tri-linear K': T,M x T,M x T,M — T,M dada por
<KI(X7 Ya W),Z> = <X7 W> <Y7 Z> - <K W> <X7 Z>

para todo X, Y, W, Z € T,,M. Entao M tem curvatura seccional constante k se, e somente

se, K =kK', onde K € a curvatura de M.

A seguir vamos apresentar algumas combinacoes das curvaturas seccionais de uma

variedade.

Definicao 1.21 (Curvatura de Ricci). Para qualquer vetor unitdrio e qualquer v € T, M,

a curvatura de Ricci de M na diregao do vetor v € T,M ¢€ definida pela média

n—1 1 n—1
Ric, (v — =7 E (R(v,v;)v,v;)
i=1 i=1
das curvaturas seccionais k(v,v;), onde {v,vy,...,v,—1} € uma base ortonormal de T,M.

Definigao 1.22 (Curvatura Escalar). A Curvatura Escalar (ou média) de M no ponto

p € M € definida pela média

n

ZRmp v;) = (nl_ 0 > (R(vi,v;)vi,05)

i,j=1
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das curvaturas de Ricci Ric,(v;), onde {vy,...,v,} € qualquer base ortonormal de T,M .

Observacgao 1.5. A sequir, vamos mostrar que as defini¢oes acima nao dependem da
escolha das parametrizagoes. Primeiro, vamos definir uma forma bilinear em T,M como

seque: Sejam v,w € T,M e faca
Q(v,w) = trago da aplicagio [z — K (v, 2)w].

Temos que @) € bilinear e, além disso, escolhendo wm vetor unitdrio v € T,M e comple-

tando em uma base ortonormal {v,vq,...,v,_1} de T,M temos que

n

Qv,w) = Z(K(U,w)w,vi)

= Z (K (w,v;)v,v;)

i=1

- Q(’LU, U)

ou seja, isso mostra que Q(v,w) = Q(w,v) e Q(v,v) = (n — 1) Ric,,(v); isto prova que
Ric,(v) (sd depende de v € T,M ) é um conceito intrinseco. Por outro lado, a forma

bilinear QQ em T,M corresponde uma aplicagao linear auto-adjunta R dada por

Tomando uma base ortonormal {vy,...,v,} de T,M, temos que

n

trR = Y (R(v;),v)

j=1

= ) Qv v))
=1

= (n—1) Z Ricp, (v;)

= n(n—1)R(m).

o que prova o que foi afirmado, em que trR indica o trago da aplicag¢ao linear R. A forma
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bilinear ﬁ@ €, algumas vezes, chamada de tensor de Ricci.

1.5 Imersoes Isométricas

Nesta secao iremos ver o conceito de vetor curvatura média e apresentar as importantes
equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi.

Seja f: M" — M uma imersdo. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca
U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isso significa que existem uma
vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R*¥ em um aberto do R¥,

tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do espaco R C R*.

Vamos identificar U com f(U) e cada vetor v € T,M, q € U, com df,(v) € Ty M.

Para cada p € M, o produto interno em T, M decompde T, M numa soma direta
TPM =T,M& (TPM)J_7

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M, p € M, entio
podemos escrever v = v + vV, com v € T,M e vV € (T,M)*. Neste caso, denominamos
v’ a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Essa decomposicao é

diferenciavel no sentido que as aplicacdes de TM em TM dadas por

(p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,o")

sao diferenciaveis. A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X, Y s@o campos
locais de vetores em M, e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos VxV = (VgY)T.
Pelo teorema de existéncia e unicidade de Levi-Civita, sabemos que esta é a conexao

Riemanniana relativa a métrica induzida de M.

Definicao 1.23. Sejam X,Y campos locais a M, entdo vamos definir uma aplica¢ao h

da sequinte forma

h(X,Y)=VxY — VyxY.

Segue que A(X,Y) ¢ um campo local em M normal a M e h(X,Y) ndo depende das
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extensdes X, Y. Portanto h(X,Y) estd bem definida. Daqui em diante, vamos indicar por

X (M)* os campos diferenciaveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Proposigao 1.11. Se X,Y € X (M), a aplicagdo h : X(M) x X(M) — X(M)* dada
por

h(X,Y)=VxY - VxY
€ bilinear e simétrica.

Este fato decorre diretamente da bilinearidade e simetria das conexoes Riemannianas

VeV.

Observagao 1.6. Sejap € M en € (T,M)*. A aplicagio H, : T,M x T,M — R dada
por

Hn($7y): <h($7y)777>7 x7yETpM7
€, pela proposicao anterior, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.24 (Segunda Forma Fundamental). A forma quadrdtica 11, definida em
T,M por

¢ chamada a seqgunda forma fundamental de f em p € M sequndo o vetor normal n.

Observacao 1.7. As vezes (€ o caso deste trabalho ) se utiliza a expressao sequnda forma
fundamental para designar a aplicagao h que em cada p € M é uma aplicagao bilinear
simétrica, tomando valores em (T,M)*. Observe que a aplicagdo bilinear H,, fica associada

uma aplicagao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M por

(Ay(x),y) = Hy(z,y) = (h(2,y),m) .

A proposicao a seguir relaciona a segunda forma fundamental com a derivada covari-

ante.

Proposigao 1.12. Sejap € M, z € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de
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n normal a M. Entao

A, (z) = —(V.N).

Se v,w € T,,M C T,,M, sio linearmente independentes, indicaremos por k(v,w) e

k(v,w) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por v e w.

Teorema 1.3 (Formula de Gauss). Sejam m € M e v,w € T,,M wvetores ortonormais.

Entao
(1) k(v,w) — k(v,w) = (h(v,v), h(w,w)) — |h(v,w)|>.

Definicao 1.25 (Imersio Totalmente Geodésica). Uma imersio f : M — M ¢ geodésica
em p € M se para todo n € (T,M)* a sequnda forma fundamental I1, € identicamente
nula em p, ou seja, se A, = 0 ou equivalentemente h = 0. Dizemos que a imersao [ €

totalmente geodésica se ela é geodésica para todo ponto p € M.

Proposicao 1.13. Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se, e somente se,

toda geodésica v de M partindo de m ¢ geodésica de M em p.

Exemplo 1.11. No caso em que M = R", as variedades totalmente geodésicas sio os
subespacos lineares de R™. No caso em que M = S* C R™, as variedades totalmente

geodésicas sio as intersecgoes Y, de subespacos lineares de R™™ com S™.

A seguir vamos apresentar uma condi¢ao mais fraca do que a condi¢ao de totalmente

geodésica.

Definigao 1.26 (Vetor Curvatura Média). Sejam {ey,...,e,} uma base ortonormal de

T,M. O vetor curvatura média H de M € definido como sendo
1 I
H=—tr h=-— h(e;, e;
tr . ZZI (e;,€;)

o qual nao depende da escolha da base.

p

Observagao 1.8. Sejam {e;}]_, , uma base ortonormal de (T,M)* e, por simplicidade,
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denotemos A.; por Aj, onde j =n+1,...,p. Observe que, para todo i =1,...,n, tem-se

Zh(@i,ei): Z < h(eiaei)7€j>€j

j=n+1 \i=

Logo,

1 n
H = =3 hles, e
@ 2 e

1 & -
= - h iy6i), €4 j
o Z < 1 (€:, €:) 6]>€J

j=n+1 \i=

_ 1 | (Z (h(ei,ei),e])> e;
1 & g
= = (Z <Aj(ei>7€l>> €;
j=nt1 \i=1
1 p

Definicao 1.27 (Imersdo Minima). Uma imersao f : M — M ¢ dita ser minima se
para todo p € M e todo n € (T,M)* tem-se que trA, = 0. Ou, de forma equivalente,

dizemos que a tmersao f é minima se, e somente se, o vetor curvatura média de f

1 2 1 p n
H=1 35 (r4)e, = (5) 3 (Z <Aj<ei>,ei>> ‘,
j=n+1 j=n+1 \i=1
¢ nulo para todo ponto p € M.
Observacao 1.9. De agora em diante, vamos usar as letras X,Y, Z, ..., para indicar os
campos diferencidveis de vetores tangentes e as letras v,&,n, ..., para indicar os campos

diferencidveis normais. Dados X en, sabemos que a componente tangente de ¥V xn € dada

por (Vxn)" = —A,(X).

Definicao 1.28 (Conexdo Normal). A componente normal de V xn é chamada de conexdo

normal V* da imersio. A saber,

(1) Vxn = (Vxn)¥ =Vxn— (Vxn)" = Vxn+ 4,(X)



1.5. Imersoes Isométricas 23

Observacgao 1.10. Desta forma a conexao normal V* possui as propriedades usuais de

conexao, as quais sao a linearidade em X, aditividade em n e vale que

Vx(fn) = fVxn+X(f)n, feDM).

Definigao 1.29 (Curvatura Normal). De forma andloga ao caso do fibrado tangente,
vamos introduzir via conexdo normal V* uma nogio de curvatura no fibrado normal

TM* a qual serd chamada de curvatura normal K~ da imersio e definida por
EN¥(X,Y)n = VyVxn = Vi Vi + Vigy.

Observagao 1.11. Para a sequnda forma h a derivag¢ao covariante pode ser estendida de

forma natural da seguinte maneira:
(Vxh)(Y, Z) = V4 (h(Y, 2)) - h(VxY, Z) - h(Y,Vx Z). (1.1)

O objetivo desta segao é apresentar as seguintes relagoes:
Proposicao 1.14 (Equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi). Valem as sequintes equagoes:

(a) Equagao de Gauss:

(R(X,Y)Z,W) = (K(X,Y)Z, W) — (h(Y, W), h(X, Z)) + (h(X, W), (Y, Z)) .
(1.2)

(b) Equagao de Ricci:
(R(X,Y)Em) — (KY(X. V)6 n) = (e AJX.T), (13)

onde [A,, Ay] = A, 0A,—A,0A,.

(¢) Equagao de Codazzi:

K(X,Y)Z = (Vyh)(X,Z) — (Vxh)(Y, 2). (1.4)
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Observagao 1.12. A importdincia das equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi é que, no caso
em que o espaco ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel
andlogo aos das equacoes de compatibilidade na teoria local das superficies. Na verdade,
as equagoes de compatibilidade da teoria das superficies sao apenas casos particulares das

equacoes de Gauss e Codazzi.



Capitulo 2

Conceitos Basicos Especificos

Neste capitulo procuramos reunir os principais conceitos e resultados que serao refe-

renciados no capitulo 3.

2.1 Alguns conceitos e resultados iniciais

Nesta secao vamos estabelecer algumas definigoes e resultados que serao utilizados

especificamente nas demonstracoes dos lemas e teoremas feitas no capitulo 3.

Definigao 2.1. Uma variedade complexa M de dimensao (complexa) n € uma variedade
diferencidvel 2n-dimensional (dimensao real), munida de um atlas formado por cartas
Yo : Uy = C" & R* satisfazendo a sequinte condi¢ao: sempre que U, N Uz # &, a
mudanga de coordenadas pgopy’ : o (UsNUs) = 05(UaNUg) € uma funcao holomorfa de
n varidveis complexas. Nesse caso, cada o, : Uy, — C" € uma carta coordenada holomorfa
ou ainda um sistema de coordenadas complexas em M, e o conjunto das <p/of ¢ um atlas

complexo de M.

Toda variedade complexa é uma variedade analitica real; além disso, se ¢ : U — C"
¢ uma carta coordenada holomorfa em M com ¢ = (21,...,2,) € 2; = z; + iy;, para
1 <7 <n,entdao p(x1,y1,...,Tn, Ys) € uma carta coordenada analitica de M, vista como

variedade analitica real.

Observacao 2.1. As variedades analiticas complexas de dimensao 1 sao as superficies

de Riemann.

25
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Seja M uma superficie analitica conexa em uma variedade Riemanniana analitica R™.
Considere V e V' as derivadas covariantes de M e R respectivamente. Sejam X e Y
campos vetoriais tangentes em M. Ja vimos que a segunda forma fundamental h é dada

por

Y = VY + h(X,Y) (2.1)

Sabemos que h(X,Y’) é um campo vetorial normal em M e que h é simétrico em X e

Y. Considere um campo vetorial normal qualquer £ em M e escrevamos:

k€= —Ae(X) + Vx¢ (2.2)

onde —A¢(X) e V£ denotam respectivamente os componentes tangencial e normal do
vetor V/y&, entdao obtemos

{(Ae(X),Y) = (h(X,Y),E) (2.3)

onde (,) denota a métrica riemanniana de R. Diz-se que um campo normal & em M ¢é
paralelo no fibrado normal se V¢ = 0. Para cada campo tangente X € X (M) o vetor
curvatura média H é definido por:

1

Um conceito que aparecera muito no decorrer desta dissertagao ¢ o conceito de sub-

variedade minima apresentado a seguir.

Definigao 2.2 (Subvariedade minima). Se H = 0, entdo dizemos que M ¢é uma subvari-

edade (neste caso, superficie) minima em R™.

Sendo assim, dizer que uma subvariedade é minima significa dizer que seu vetor cur-
vatura média é nulo. Outro conceito importante é o de variedade compacta que veremos

na proxima definigao.

Definigao 2.3. Se para todo sistema de vizinhangas coordenadas cobrindo a variedade M,
existe um niumero finito de vizinhancas coordenadas que cobrem toda a variedade, entdo

a variedade M € dita compacta.
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Um campo vetorial normal unitario de M em R ¢é, as vezes, chamado de uma secao

normal em M, ou uma dire¢ao normal em M.

Para uma se¢ao normal £ em M, se A for proporcional a identidade, isto ¢, A = pI,
para alguma funcao p, entao & é chamada se¢cao umbilica em M, ou M é chamada umbilica
com respeito a £. Se a subvariedade M é umbilica com respeito a toda secao normal local

em M, entao M é chamada de totalmente umbilica.

Para um campo vetorial normal £ de M em R, se %tTAE = 0, entao £ é chamado uma

secao minima em M.

Para a proposicao que se segue, precisamos saber o que significa a conexao normal V+

ser flat, esse é o contetido da defini¢ao abaixo.

Definicao 2.4. Dizemos que a conexdo normal V+ ¢ flat se o tensor curvatura média

KN se anula, isto é, KN = 0.

Proposicao 2.1. Seja M™ uma subvariedade de N™. Entdo a conexio normal V+ de M
em N ¢€ flat se, e somente se, existem (m —mn) campos ortonormais e paralelos no fibrado

normal.

Demonstracio. (<) Temos V& = 0 para j = 1,...,m — 2 para todo X € X(M). Logo

KM (X,Y)¢ = 0. Dado qualquer campo normal > i1 fi€; de M. Entao temos:

n m—2 m—2 m—2
EY(X,Y) (Z fj@) = VxVy (Z fjsj) — VyVx (Z f@) — Vixy] ( f;@-)
j=1 j=1 j=1

= (XY =Y X)f]& — Z ([X,Y]f5)& =0 (2.5)

Portanto, a conexao normal V= ¢ flat.
(=) Assumamos que V+ ¢ flat. Entdo para quaisquer conjunto de (m—n) campos normais

ortonormais & de M, temos:

VxVyé — ViVx& = Vikné =0, VXY € X(M)
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Definindo Vy&; = Y77 | w!(X)&;, temos w) = —w! e também

n

0= [Xw/(Y) = Y/ (X) =] (X, Y] + D { D_wi (Vwi(X) — wF(X)wi(V)]}¢
j=1 j k
ou seja, dw! = — S wWF AWl e w! = —w. E possivel entdo obter uma matriz de ordem

(m —n), A= (a}) de fungdes a] satisfazendo:
dA = —Aw; At =A"1 (2.6)

onde w = (w/). Esta equacdo (2.6) tem a expressao local:

daf = Z alw] = — Zagwf (2.7)

fazendo

§=> al (2.8)

J

os campos & sao também m — n campos ortonormais.

Usando (2.7) e (2.8) obtemos:

ng a;‘? = da¥ + a{wf =0, onde ng sao definidos por V+¢/ = ng €. Isto prova que cada & é
paralelo no fibrado normal.

Proposicao 2.2. Seja M uma subvariedade n-dimensional de uma variedade N de cur-
vatura constante. Entdao a conexdo normal V* € flat se, e somente se, todos os tensores

sequnda forma A¢ sao diagonalizados simultaneamente.
A demonstragao dessa proposicao segue da equagao de Ricci.

Proposicao 2.3. Seja M uma subvariedade n-dimensional de uma variedade rieman-
niana m-dimensional N. Sejam {&} e {&} conjuntos de (m — n) campos normais or-
tonormais de M, ambos conjuntos de campos paralelos no fibrado normal. Se tivermos
& = Zj aféj em uma componente de intersecao dos dominios de definicao dos campos,

entdo as fungoes a sao todas constantes. Em particular, se cada & = & em um ponto,
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entdo (al) = (87).

A proposic¢ao acima é consequéncia da definigdo de campos paralelos.
E possivel escolher um sistema de coordenadas isotérmicas {x, x5} cobrindo M. O

tensor métrica induzida g tem a seguinte forma:

g9 =E{(dz1)* + (dz2)*}. (2.9)

A seguir, fixaremos a notagao X; = 0/0z; e consideremos,

L =h(Xy, Xy), M = h(X1, X5), N = h(X3, Xs). (2.10)

Para as coordenadas isotérmicas x,zy com tensor métrico dado por (2.9), veremos

que
i X1(F) Xo(F)
9ij = fja [y =Tl =—Tg = o [ =T =-T% = oF (2.11)
em que os F;?i sao dados por
Vx,Xi =Tl X (2.12)

De fato, como g(X;, X;) = E = g(Xs, X3), obtemos:

1 1 1 1 1
§X1(E) = §X1[9(X1aX1)] = 5[29(VX1X17X1)] = 5[9@%1)(1 +T1 X2, X1)] = §2EF%1 =

Xu(E),

:>F%1 - T,

1 1 1 1
§X2(E) = 5[29(VX2X1,X1)] = 5[29(F12X1 +I%,X5, X1)] = §2EF12 =T, =

X5(E).
2F
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] 1 1 1 X (F
LXu(E) = LRg(T, X0, Xa)] = SRg(TN X0 + T2,X, X)) = L2813, = 1%, = 21U,
5 3 5 9 2F
] 1 1 1 Xo(FE

E ainda,
9(X1,X2) =0= g(Vx, X1, Xo) +9(X1,Vx, X3) =0= EI'}, + EI'}, = 0= T, = T

9(X1,X2) =0= g(Vx, X1, Xo) +9(X1,Vx,Xo) =0= El'}, + BT}, = 0= 1%, = —T}3,

Pela equacgdo de Codazzi, temos (Vx,h)(X2, X1) = (Vx,h)(X1, X1) e pela equacio

(1.1), tem-se

(Vx,h)(Xa, X1) = Vi, (M(X2, X1)) = h(Vx, X2, X1) — M(X2, Vx, X1),

(Vx,h) (X1, X1) = Vi, (M(X1, X1)) — h(Vx, X1, X1) — h(X1, Vi, X1)

Logo,
Vi, M — h(Vx,Xo, X1) — h(X2, Vx, X1) = Vy,L — h(Vx, X1, X1) — h(X1, Vi, X1)
Devido h ser bilinear e simétrica e Vx, X7 = Vx, X5, temos

Vy,L -V, M = h(VxXi, X1) — h(Xs, Vx, X1)
= h(T1,X: +T5X,, X)) — h(Xy, TH X, +17,X5)

= Dph(X1, X1) + THA(X, X1) — T h(Xs, X1) — T A(X, Xo)
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Vi, L =V, M =T}, [h(X1, X1) + h(Xa, X5)].
Uma vez que

H = trh = 3 3 g(h(X:, X0), X0) = S[g(A(X1, Xa), X2) + g(h(Xa, Xa), Xa)] =

=1

1.1 1
H = §[Eh(X1’X1) + Eh(XQ,XQ)] = h(X1,X1) + h(Xs, Xo) =2FEH
e, = X;SEE), temos

Xy(E Xy(E
Vy,L— Vi M= ;(E ) [h(X1, X1) + h( Xy, Xo)] = %QEH = X,(E)H.  (2.13)
Analogamente,
—X,(E
Vi, M —Vy N = %[h()(l, X))+ h(Xa, Xo)] = — X, (E)H. (2.14)

Pela defini¢cao de vetor curvatura média H, temos

1

Vx.(EH) = EVx H+X,(E)H = X;(E)H = —EVx H+Vx [E——(h(X1, X1)+h(X2, X5))] =

2F
1
= Xi;(E)H = —EVy,H + 3 (Vx,L+VxN).

Substituindo X;(E)H em (2.13) e (2.14), obtemos:

1
Vy,L —Vy,M=—EVy H+ §V§2(L +N) =

L—-N

V_J)_(z( 2

) —Vy,M = —EVx, H, (2.15)
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L—-N
2

1
Vy,M -V, N=FEVy H— §V§1(L+N) = Vy,( )+Vx,M = EVy H. (2.16)

Assim, temos o seguinte lema.

Lema 2.1. Seja M uma superficie em uma variedade Riemanniana m-dimensional de

curvatura constante. Se existe uma se¢ao isoperimétrica paralela & em M, entao a fun¢ao

L—-N
2

€)= (M, &) (2.17)

€ analitica em z = x1 + 1xy para todo conjunto de coordenadas isotérmicas x1, T, onde
uma se¢ao & isoperimétrica em M significa um campo vetorial normal unitdrio definido
globalmente em M com %tTAE =constante. Em particular, se o vetor curvatura média H

¢ paralelo e nao-nulo, entao a fungao

=) = (S 177) = (M, 7)1 (2.18)

€ analitica em z = x1 + i22.
A demonstracao desse lema pode ser encontrada em [1], pagina 103.

2.2 Fibrados Vetoriais

Esta secao é necessaria para a compreensao do Teorema de Erbach que seré enunciado

na proxima segao.

Definicao 2.5. Sejam E e M wvariedades diferencidaveis e seja p : E — M uma aplicagao

diferencidvel. Dizemos que p € um fibrado vetorial de dimensao k quando para cada P € M
(i) p~'(p) € um espago vetorial real de dimensao k; e

(ii) existe uma vizinhanca aberta U de p em M e um difeomorfismo ¢ : p~*(U) — U xR*

cuja restrigio p~t(q) € um isomorfismo sobre {q} x R*, para cada q € U.
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Dado um fibrado vetorial p : E — M e um subconjunto F' C FE tal que a restricao
p |p: F'— M é também um fibrado vetorial, dizemos que F' é um subfibrado vetorial de
E se ainclusdo i : F — F leva (p |p)~!(p) linearmente sobre p~!(p), para todo p € M.

Por abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicagao p : £ — M quando

trabalhamos com fibrados cuja aplicacao é natural, mas sim as variedades E e M.

Definicao 2.6. Seja p : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M chamamos o
espago E, = p~t(p) a fibra de p sobre p. Uma se¢io de um espago fibrado é uma aplicagio

o: M — E tal que po o =idyy.

Exemplo 2.1. Seja TM = (p,v,)| € M,v, € T,M. A aplicacio p : TM — M dada
P
por p(p,v,) = p, € um espago fibrado vetorial de classe C*°, chamado o espago fibrado

tangente a M.

Uma sec¢ao do espago fibrado tangente T'M ¢é um campo de vetores em M. Assim,um

campo de vetores X, é para todos os efeitos,uma aplicacao que a cada p € M associa o

vetor X (p) € T,M

Exemplo 2.2. Seja (, ) um métrica Riemanniana em M™ e seja N™ C M™ uma sub-
variedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,M o subespago de vetores normais a
T,N; definimos w(N) = (p,v,);p € N,v, € T,N*+. A aplicagio p : w(N) — N, dada por

p(p,v,) = p € um espago fibrado vetorial, chamado o espago fibrado normal.

Definigao 2.7. Sejam p : E — M um fibrado vetorial com uma conezao linear V e I'(p)
o conjunto das se¢oes de p. Dizemos que a se¢io o € I'(p) € paralela quando V% = 0 para
todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F de E ¢é dito paralelo se, para toda segao n de

F e todo X € X(M), tivermos que V' é uma se¢cao paralela de F'.

2.3 Resultados Importantes

Nesta secao iremos apresentar os importantes Teorema de Erbach e Teorema de Riemann-
Roch que serao fundamentais para as demonstragoes que serao feitas no capitulo 3. O

primeiro resultado importante, apresentado a seguir, pode ser encontrado em [9).
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Lema 2.2. Seja M? uma superficie com vetor curvatura média paralelo em uma variedade
com curvatura constante N. Entio ou M? € uma superficie minima de uma subvariedade
umbilica de N ou a sequnda forma fundamental de M? pode ser diagonalizada simultane-

amente.

Lema 2.3. [Chen, 1973; Yau, 1973] Seja M uma superficie em um m-espago forma R™(c)
de curvatura seccional c. Se o vetor curvatura média H € paralelo no fibrado normal, entdo

M € uma das sequintes superficies:

(1) superficie minima de R™(c);

(ii) superficie minima de uma hiperesfera de R™(c);

(iii) superficie com vetor curvatura média constante em uma 3-esfera de R™(c).

Para a demonstracao ver Teorema 2.1 de [1], pagina 106.
Se denotarmos o espago nulo da aplicagao linear £ — A¢ por Ny(z), entdo o comple-
mento ortogonal de Ny(z) no espago normal TpLM ¢ chamado o primeiro espago normal

em x.

Proposicao 2.4 (Teorema de Erbach). Considere ¢ : M, — M

. uma imersao iso-

métrica de uma variedade riemanniana conexa n-dimensional M™ em uma variedade ri-
emanniana (n + p)-dimensional Mzﬂ) de curvatura seccional constante c. Se o primeiro
espag¢o normal Ni(x) € invariante por transporte paralelo com respeito a conerdo no fi-
brado normal e a dimensao de Ny € constante igual a [, entao existe uma subvariedade

(n + 1)-dimensional L™ totalmente geodésica de M. ", tal que (M) C L.

Seja M uma variedade n-dimensional de uma variedade Riemanniana m-dimensional
e E um subfibrado do fibrado normal T+ M. Entao E ¢ dito paralelo no fibrado normal
se, para toda secao £ de E e todo vetor X tangente a M, tivermos Vx& € FE.

O teorema de reducao de J. Erbacher (1971) (2.4) afirma o seguinte:
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Corolario 2.1. Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana m-dimensional
R™(c) completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante c. Se existe um
subfibrado normal E de dimensao | que € paralelo no fibrado normal e o primeiro espaco
normal N}, gerado por {h(X,Y); X,Y € T,M}, estd contido em E, para cada x € M,
entio M estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica (n + l)-dimensional de

R™(c).
Para a demonstracao do Teorema de Erbacher, ver [6].

2.3.1 O Famoso Teorema de Riemann-Roch

Devido este teorema vir de uma érea diferente da tratada nesta dissertacao, ele vem
da Geometria Algébrica, preferimos colocéa-lo em uma segao a parte para podermos apre-

sentar, a seguir, algumas definicoes e nomenclaturas necessarias para seu enunciado.

Definicao 2.8. Uma superficie de Riemann é um espaco topologico de Hausdorff, conexo,

com base enumerdvel e uma estrutura complexa definida.

Definigao 2.9. Uma n-diferencial meromorfa sobre um conjunto V-C C é uma expressao
i do tipo
p=f(2)(dz)",

onde f € uma fungao meromorfa sobre V. Diremos que p € uma n- diferencial meromorfa

na coordenada z.

Sejam X uma superficie de Riemann e D : X — Z uma func¢ao. O suporte de D,

denotado por supp(D), é o conjunto

supp(D) = {p € X/D(p) # 0}.
O principal conceito necessario para o enunciado do teorema de Riemann-Roch ¢é o de
divisores que sera apresentado na defini¢ao a seguir.

Definigao 2.10. Um divisor sobre X ¢é uma funcao D : X — 7Z cujo suporte € um

subconjunto discreto de X . Denotaremos por Div(X) o conjunto dos divisores sobre X.
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Vamos definir a seguir o grau de um divisor sobre uma superficie compacta.

Definicao 2.11. O grau de um divisor D sobre uma superficie de Riemann compacta,

denotado por deg(D), é a soma

deg(D) =>_ D(p)

peX

Sejam X uma superficie de Riemann e f uma fun¢ao meromorfa nao-nula sobre X.

Podemos associar um divisor a f.

Definicao 2.12. O divisor da fung¢ao meromorfa f, denotado por divf, € o divisor

div(f) = _ordy(f).p

peX

Divisores desse tipo sao chamados de divisores principais sobre X, e o conjunto de tais

divisores ¢ denotado por PDiv(X).

Definigao 2.13. Sejam X wma superficie de Riemann e D € Div(X). O espago das

fungoes meromorfas sobre X com pdlos limitados por D, denotado por L(D), € o conjunto
£(D) = {f € M(X)/div(f) > ~D}.

Em que M(X) = {f: X — C/fé meromorfa}

Definigao 2.14. Seja X uma superficie de Riemann e D € Div(X). O espago das n-
diferenciais meromorfas sobre X com pdlos limitados por D, denotado por L™(D), € o
conjunto

L"(D) = {n — diferenciais meromor fas p/div(u) > —D}

Definigao 2.15. Seja X uma superficie de Riemann. Para cada ponto p € X, firemos
uma coordenada local z, prozima de p. Um divisor de truncamento de Laurent sobre X €

uma soma formal finita

Z rp(2p)-p;

peX
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onde 1,(z,) € um polinomio de Laurent. Os divisores de truncamento de Laurent formam

um grupo com relagao a adi¢ao, denotado por T (X).

A cada divisor D € Div(X) associamos um subespago de T (X), definido por

T[D|(X) = {er.p / deg(r,) < —D(p), para todo r, # 0} .

peX

Definimos a aplicacao de truncamento de Laurent por

ap : M(X) — T[D](X)

fr— er.p

peX

onde 7, é o truncamento de Laurent com termos de ordem menor que —D(p) da série de
Laurent de f em torno de p com respeito a coordenada local z, fixada. Podemos notar

que esta é uma aplicacao linear.

O conucleo de ap, recebe a seguinte notacao:
HY(D) := coker(ap).

Apos as seguidas definigoes podemos, enfim, enunciar o importante teorema de Riemann-

Roch.

Teorema 2.1 (Primeira Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma curva algé-

brica. Entao, para todo divisor D € Div(X) temos
dimL(D) — dimH* (D) = deg(D) + 1 — dimH"'(0).

Teorema 2.2 (Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X wma curva

algébrica de género g. Entao, para todo divisor D €Div(X) e todo divisor canénico

K €KDiv(X), temos

dimL(D) — dimL(K — D) = deg(D)+1—g.



Capitulo 3

Classificacao de Superficies com Vetor Curva-

tura Média Normalizado Paralelo

Neste tltimo capitulo vamos mostrar o teorema principal desta dissertacao, este foi

demonstrado por Chen na referéncia [2] em 1973.

3.1 Resultados especificos auxiliares

Nosso objetivo nesta secao é fazer uma preparagao para a demonstracao do principal

teorema desta dissertacao, que serd apresentada na proxima sec¢ao.

Seja M uma superficie analitica em uma variedade riemanniana R™(c) completa, sim-
plesmente conexa e de curvatura seccional constante c¢. Entdo, sabe-se (podemos ver em
[1], pag. 21 e 22) que R™(c) é analitica e ¢ isométrica a uma das formas espaciais a seguir:
eliptica, hiperbodlica ou ou euclidiana, de acordo que a curvatura seccional seja positiva,
negativa ou nula.

Considere K’, K, K os tensores curvaturas associados com V', V e V*. Entao para
quaisquer campos de vetores tangentes X, Y, Z, W e campos normais £, em M, as equa-

¢oes de Gauss e Ricci sao, respectivamente, dadas pela proposi¢ao (1.14):

(K'(X,Y)Z,W) =
— (K(X,Y)Z,W) + (h(X, Z), h(Y,W)) — (WY, Z), (X, W)). (3.1)
(KN(X,Y)E,m) = ([Ae, An)(X),Y) (3.2)

38
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Para a segunda forma fundamental h, definimos a derivada covariante, denotada por V xh,

através da equacgao:
(Vxh)(Y, Z) = V4 (h(Y. Z)) = h(VxY, Z) = h(Y, Vx ) (3.3)

Uma vez que R™(c) tem curvatura seccional constante, a equagao de Codazzi reduz-se

(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) (3.4)

Por hipotese, assumimos que M tem vetor curvatura média normalizado paralelo e por-

tanto podemos considerar campos unitérios e mutuamente ortogonais &3, ..., &, com &3 =

%. Entao temos para cada campo X € X'(M)

Vx&s =0. (3.5)
Assim pela equagao (3.2) de Ricci temos:
(KM(X,Y)&, &) = ([A3, A)(X),Y)
como KN (X,Y)& = ViVx&s — Vi Vi&s + Vixy&s = 0, teremos:
[A3, A;] =0 (3.6)

para cadar =4,...,monde A, = A, . Por outro lado, sendo &, ..., &, uma base ortonormal

do espaco normal T:-(M), entao H = 3" ,(trA,)&, e usando que & = ‘—EI' obtemos:
Hl|&s = L A Ly A ! A H Ly A =
[H|& = 5(trds)& + 5 > (tra)g = (trds — |H|)& + 5 > (tra)g =0

r=4 r=4

Como &3, ..., &, sao linearmente independentes, concluimos que:

trA, =0parar=4,...m (3.7)
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Por (3.6) e (3.7), tem-se , respectivamente, que [A3, A,] = 0 e trA, = 0 para cada
r =4, ...,m, podemos mostrar que se A3 nao for proporcional a transformacao identidade
I em um ponto p € M, entao [A,, As] = 0 em p para todos r,s = 3, ...,m.
De fato, sabendo que A, é auto-adjunta e que trA, = 0 para todo r = 4, ..., m. Existe

uma base ortonormal 3, do espaco tangente, tal que

a 0 oy P q
[As]g =  [Ar]p =  [Aslg =
0 b Yy —I q —Dp
ASSiHl, [AT,AS] =0« [AT]IB[AS]B = [As],B[Ar]B = Iq = py. Mas, [Ag,Ar] =0=
[As]s[Ar]s = [Ar]glAs]s = ay = yb = (a — b)y = 0 como A3 # A temos y = 0. E ainda,
[A3, A,] = 0 = [As]s[As]s = [As]s[As]s = ag = gb = (a — b)g = 0, logo ¢ = 0. Sendo

assim, vemos que xq = 0 = py, ou seja, [A,, A;] = 0, para todo r = 3,...,m.

Consequentemente, de (3.6) e (3.7), obtemos o seguinte:

Lema 3.1. Seja M, = {p € M; A3 = M em algum X € R}. Entao KY = 0 sobre o fecho
de M\Ml(M — Ml)

Demonstragao. De fato, em M \ M; tem-se Az # \,VA € R, assim vimos anteriormente
que [A,, A;] =0, para todo r =3, ...,m em p € M \ M;. Dai, pela equagao de Ricci (3.2),
temos

(KN(X, V)6, &) = (A, AJ(X),Y) = KN =0.

Agora, considerando que &3 é paralelo, temos pela equagao (3.3):

(Vxh)(Y,2),&) = (Vx(MY,Z)),&) — (M(VxY, Z),&) — (h(Y,VxZ), &)

= (Vx(MY.2)),&) — (As(VxY), Z) — (A3(Y), Vx Z)

Como X (MY, Z2),&) = (Vx (MY, Z)),&) + (MY, 2)), V&) = (Vx(h(Y, 2)),&), te-

(Vxh)(Y,Z),&) = X(MY, Z),&) — (A3(VxY), Z) — (A43(Y). VxZ)  (3.8)
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Sobre o interior de M; que denotaremos por int(M;), temos A3 = Al. Logo, usando

(3.8), obtemos

(Vxh)(Y,Z),&) = X (MY, Z),&) — (A\VxY,Z) — (\Y,VxZ)
— X {(A4(Y), Z) — A(VxY, Z) — MY,V Z)
— XY, Z)) = A(VxY. Z) + (Y, Vx Z))

= XY, 2)+ XN Y, Z) = X (Y, Z)
o que implica,
(Vxh)(Y, Z), &) = X(M(Y, Z) (3.9)

Utilizando o mesmo raciocinio, obtemos

(Vyh)(X,Z),&) = Y(A(X, Z) (3.10)

Da equacao de Codazzi, (3.4), sabemos que: (Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z). Entao de (3.9)

e (3.10) obtemos:

XOWY, Z) = YO\)(X, Z) (3.11)

Uma vez que a equagao anterior vale para quaisquer X,Y e Z tangentes a int(M)

vemos que A é constante em cada componente de int(M;). De fato, de (3.11) temos

XN, 2) =YW (X, Z) =0= (X(\Y = Y(N)X,Z) =0= X(\)Y = Y(\)X = 0.

para todo X,Y,Z tangentes a int(M;). Logo, X(\) = 0 e Y(A) = 0, ou seja, A serd

constante.

Devido a funcao (H, H) ser analitica em M e igual a A\* em M, tem-se que (H, H) ou
é constante em toda M ou nao é constante em qualquer aberto de M.
No primeiro caso temos que o vetor curvatura média H é paralelo e aplicando um

resultado de Chen e You, Lema 2.3 e Lema 2.2, temos que M ¢é uma superficie como
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descrita no teorema.
No segundo caso, temos int(M;) vazio e portanto pelo Lema 3.1 tem-se que o tensor
curvatura normal KV é nula em M.

Estes fatos ficam sumarizados no seguinte lema.

Lema 3.2. Sob as hipoteses do Teorema Principal, ou M é uma superficie minima de

uma hiperesfera de R™(c) ou M tem o tensor curvatura normal nulo.

Agora, assumiremos que o tensor curvatura normal K~ de M ¢ nulo. Seja TPLM 0
espago normal de M em R™(c) no ponto p € M, colocaremos N, = {¢ € Tle; (¢, H) =
0}. Vamos definir uma aplica¢do linear v entre N, e o espago das matrizes de ordem 2,

simétricas:

Y(€) = Ae (3.12)

Consideremos O, = v~ (0) e NI; o subespaco de N, dado por

N, =N, & O,, N, 10,

Definimos M, = {p €M/dimN, = 0} e M3 = {p € M/dimN, = 1}. Entdo M =
My U Mj. De fato, para todo p € M podemos ter v = 0 ou v # 0. Se v = 0 entao
dimN;7 = dimIm(y) = 0 e assim p € My.Por outro lado, se v # 0, sabemos, pela

proposicao 2.2, que existe uma base 3 de T, M que diagonaliza simultaneamente todos os

a 0 ,
A¢ com & L H, isto é, [A¢]p = , assim se 7 # 0 entao dimN,, = dimIm(y) = 1,
0 —a

ou seja, p € Ms.

Além disso, é facil ver que M3 é um subconjunto aberto de M. Com efeito, para todo
p € M; tem-se dimIm(vy) = dz’mN;’, = 1, ou seja, dimIm(vy) # 0. Porém, isso acontece
se, e somente se, existe n € N, tal que y(n) = A, # 0. Vamos utilizar v(p,n) = A,, com
pe Mene T;M(n 1 H), para denotar 7. Logo como 7 é continua entao existe um
aberto V. C M3 com p € V e v(q,n) # 0 para todo g € V, isso nos diz que V é uma

vizinhanga aberta de p em Mj3, e portanto, M3 é aberto.
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Lema 3.3. O fecho de cada componente de int(Ms) estd em uma subvariedade totalmente

geodésica 3-dimensional de R™(c).

Demonstra¢ao. Uma vez que Imh = {h(X,Y)/X,Y € x(M)}, em p €int(M;) tem-se
A, =0,Vn € N,, dai (h(X.Y),n) = (A,(X),Y) = 0, para todo n € N,(n L H), entdo
h esta na direcao de H, para todo p €int(my), assim I'mh = spn{H}. Logo, Imh é um
subfibrado normal de dimensao 1 sobre My e também é paralelo, entao o resultado de
Erbacher, corolario (2.1), implica que cada componente conexa de int(Ms) e assim seu

fecho estd uma subvariedade totalmente geodésica de dimensao 3 de R™(c).

Lema 3.4. O fecho de cada componente conexa de Ms estd em uma subvariedade total-

mente geodésica 4-dimensional em R™(c).

Demonstragao. Consideremos uma componente conexa MY de M;z. Considerando que

dimNI; = 1 para cada p € MY, podemos escolher um vetor &; € Nz;' Assim temos :
A, =0, r=>5.,m (3.13)
Utilizando a equagao (3.3), obtemos:
(Vxh)(Y, Z),&) = (Vx (Y, 2)),&) = —(h(Y, Z), V&)

Observando a igualdade anterior e a equagao de Codazzi,(3.4), vemos que:

(W(Y.2),V46) = ((X.2).V56)  r=5...m (3.14)
Fazendo
Vié = Zwﬁ(X)ﬁs, r=3,..,m (3.15)
5=3
temos w?(X) 4+ w’(X) = 0. Além disso, usando que V& = 0 vemos que w? = 0 .

Consequentemente a partir de (3.14) e (3.15) obtemos a seguinte igualdade,
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VXN AY), Z) = W (YN A(X), Z) 7 =5,.im (3.16)

Uma vez que A4 é ndo-singular em M3, tem-se de (3.16) que w? = 0 para cadar =5, ..., m.
Por outro lado, usando que wi = 0 e w? é anti-simétrico obtemos que &; é paralelo.
Concluimos portanto que Imh é um subfibrado normal bi-dimensional e paralelo sobre
int(Ms). Assim, o resultado de Erbacher, corolario (2.1), implica que cada componente

de Mj estda em uma subvariedade 4-dimensional e totalmente geodésica de R™(c). |

Lema 3.5. Se KV ¢ identicamente nulo entio ou My € a superficie M inteira ou o fecho

de M3 € toda a superficie M.

Demonstrag¢ao. O subconjunto M, é fechado em M. Se M, é um subconjunto proprio
de M entao M3 é um subconjunto nao-vazio e aberto de M. Assumiremos que M, tem
interior nao-vazio e que p é um ponto comum aos bordos de int(M,) e M3. Entao devido
ao anulamento de K pela proposicio (2.1) garantimos a existéncia de (m — 2) campos
vetoriais ortonormais 73, ..., 7, em uma vizinhanca U de p € M, suficientemente pequena
tal que 7, é paralelo no fibrado normal (veja a Proposigao 1.1 de [1] pag 99). Além disso,
uma vez que &3 é paralelo em M e & € N é paralelo em Mj, a proposicio (2.3) nos diz
que podemos escolher 73, ..., 1, em U tais que n3 =& em U e ny =& em U N M;.

Seja x1, xo um sistema de coordenadas isotérmicas em U, com o tensor métrico induzido
g dado por

9= E((dz1)* + (d»)?)

9

5.~ € definimos:
Ty

Consideramos X; =
L= h(Xl,Xl),M = h(Xl,XQ) e N = h(XQ,XQ)

Entao, de acordo com (2.15) e (2.16), obtemos:

L—N

L—-N

V§(1< 2

)—Vyx,M=—-EVy H (3.18)
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Considerando que 74 é uma se¢gdo minima no fibrado normal e ainda das equagoes (3.17)

e (3.18) temos:

0O L—N 0

8_:152<T’774> - 8_901<M’ 774> =0 (3-19)
0 L—N 0

8_x1<T’774> + 8_x2<M’ n1) =0 (3.20)

Isso implica a analiticidade da fungao f(z), em que z = 1 + iy, dada abaixo:

() — (M, ma)i,i = v/—1

Desse modo, devemos ter f = 0 em U, uma vez que no subconjunto aberto e nao-vazio

U N M a fungao f é nula. Em particular, temos entao:

(L;ma) = (N, 1) (3.21)

Por outro lado, uma vez que 7, é uma se¢ao minima

<L7 774> + <Nv 774> = (3.22)

Assim provamos que A,y = 0 em U N M;. Isso contradiz a defini¢cao de M3 e portanto o

Lema esta provado. [ |

3.2 Demonstragcao do Teorema Principal:

Veremos a seguir, a demonstracao do teorema principal desta dissertagao, que sera

feita utilizando-se os lemas 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 vistos anteriormente.

Teorema Principal. Seja M uwma superficie analitica em uma variedade Riemanniana
R™(c), completa, simplesmente coneza e de curvatura seccional constante igual a c. Se M
tem vetor curvatura média normalizado paralelo, entao ou M esta em uma hiperesfera de

R™(c) como uma superficie minima ou M estd em uma subvariedade totalmente geodésica

de R™(c).
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Demonstracao. Para demonstrar o Teorema Principal, observamos pelos lemas 3.2, 3.3 e

3.5 que uma das 3 afirmagoes seguintes é valida:
(i) A superficie M ¢é minima em uma hiperesfera de R™(c);
(ii) A superficie M estd em uma subvariedade 3-dimensional de R™(c) ;

(iii) O fecho de Mj ¢ toda a superficie M e o tensor curvatura normal ¢ identicamente

zero em M.

No caso em que a terceira afirmacao acima é vélida e que M3 tenha apenas uma compo-
nente conexa, entao pelo lema 3.4, a superficie M estd em uma subvariedade totalmente

geodésica 4-dimensional de R™(c) e o teorema principal é verdadeiro.

Agora assumamos que aconteca (iii) mas que Mj tenha mais de uma componente
conexa. Sejam N; e Ny componentes de M3 tais que N; e Ny tenham um ponto p €
ON, NON; em comum. Devido o anulamento de K em M e a proposicao 2.1, existe uma
vizinhanca U de p suficientemente pequena e existem m — 2 campos ,normais unitarios e
mutuamente ortogonais, paralelos em U, digamos 73, ..., 7, tais que 13 = &3 = % em U
eny =& € N em UNN;. Uma vez que cada 1, com r = 5, ...,m é uma secdo minima
paralela em U temos, usando o Lema 2.1, que as fungoes f,.(z) com z = x; + ixs dadas a

seguir sao analiticas:
Jr= <%ﬂ7¢> +(M,n,) comr =5, ...m

Considerando que (L,n,) = (M,n,) = (N,n,) = 0 com r = 5,...,m em U N Ny, temos

fr =0 em U. Combinando isto com a condicao
(Lyn) +(N,n.) =0comr=>5,...m

vemos que A, = 0 em U. Isto implica que N; e Ny estdao em uma mesma subvariedade
totalmente geodésica 4-dimensional de R™(c). Isto conclui a prova do Teorema Principal.
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3.3 Aplicacao do Teorema Principal

Nesta ultima se¢ao de nossa dissertagao apresentamos a seguinte aplicacao do teorema

demonstrado na segao anterior:

Aplicacao do Teorema Principal. Seja M uma superficie analitica orientada com-
pacta e de género zero em um espag¢o euclidiano E™. Se M tem wvetor curvatura média
normalizado paralelo, entao ou M estd em uma hiperesfera de E™ como uma superficie

minima ou M estd em um espaco linear E3.

Demonstragao. Seja M uma superficie analitica orientada, compacta e de género zero em
um espaco euclidiano E™. Se M tem vetor curvatura média normalizado paralelo, entao
ou M é uma superficie minima de uma hiperesfera de E™ ou M tem o tensor curvatura
normal nulo. Assumiremos que ocorre o segundo caso. Assim, pela proposicao 2.1, existem
| ¢ unitéario,

. . H
(m — 2) campos normais &s, ..., &, ortonormais e paralelos. Uma vez que Il

podemos considerar &3 = ‘—g| Além disso, sendo M simplesmente conexa, estes campos

podem ser escolhidos de modo a estarem globalmente definidos, ou seja, definidos em toda

M.

Uma vez que &4, ..., &, sao se¢oes minimas paralelas, o Lema 2.1 mostra que as fungoes:

pr = (555,&) — (M, & )i
com r = 4, ..., m sao analiticas em 2z = x1 +x5i. Como M pode ser coberta por um sistema
de coordenadas isotérmicas nos obtemos (m — 3) diferenciais quadraticas globalmente
analiticas ¢,, com r = 4,...,m, localmente definidas por ¢, = ©,dz?>. Sendo M uma
superficie orientada e compacta de género zero, o famoso Teorema de Riemann-Roch,
2.2, implica que ¢, = 0 em toda M. Consequentemente, usando trA, = 0 obtemos que
A, = 0 para r = 4,...,m. Como &3 é paralelo, podemos assim concluir que M esté
em um subespago linear 3-dimensional de R™(c). Isto completa a prova do teorema em

questao. |
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