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Apresenta-se, nesta dissertacdo, uma extensdo do modelo de andlise fatorial, atra-
vés da flexibilizacao da suposicdo de normalidade dos fatores e dos erros de observacao.
Assume-se que a distribuicao conjunta do vetor de erros de observacdo e do vetor de
fatores ¢ uma mistura de escala da distribuicio normal assimétrica, o que possibilita a
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Vi



Abstract of Dissertation presented to Postgraduate in Mathematics, of the Federal

University of Amazonas, as a partial fulfillment of the requirements for the degree of
Master of Mathematics. (M.Sc.)

A ROBUST ASYMMETRIC MODEL OF FACTOR ANALY SIS

Silvia Viviane Oliveira Carvalho

May/2014

Advisor: Celso Romulo Barbosa Cabral

Research lines: Statistics

In this work we develop an extension of the classic factor analysis model, by relaxing
the assumption of normality of the factors. Instead, we suppose that the joint distribution
of the factors and observational errors is a scale mixture of skew-normal distributions,
allowing us to model data following a nonstandard pattern, presenting skewness and heavy
tails at the same time. A relevant feature of the model is the parametrization used for the
scale mixture, defined in such a way that all the elements of the shape vector but the first
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Introducao

Algumas Notacoes

Antes de comegarmos, precisamos de algumas notagdes: no que segue, em geral,
usamos a convengao tradicional denotando uma varidvel aleatdria por uma letra maidscula
e sua realizacdo pela sua minudscula correspondente (usamos letras em negrito no caso de
vetores e matrizes aleat6rios ou ndo). A;; € a (i, j)—entrada da matriz A. A’ é a transposta
de A. 0,4 € I, sdo a matriz nula de ordem p X g e a matriz identidade de dimensdo g X ¢,
respectivamente (omitiremos os indices quando nao houver possibilidade de confusao).
diag{ai,...,a,} denota uma matriz diagonal p x p com elementos diagonais ay,...,a,.

D = bloco diag{D;;,D»,} é uma matriz particionada, chamada bloco diagonal,

Dy 0
0 Dy

N did .. C o A
A notacdio ~ significa "independente e identicamente distribuida", = significa "tem a
e , ind . . - \
mesma distribuicio que" e "~ significa "independente”. Y ~ N,(p,X) denota um vetor
aleatdrio g—variado com distribuicdo normal com vetor de média p e matriz de covarian-

cias 3. A respectiva densidade ¢ escrita como N (-, X).

O Modelo Fatorial Normal

O cléssico modelo de andlise fatorial normal é definido como
Y, =BF;+e;, i=1,...,n, (1)

onde Y; : p x 1 € um vetor de observacdes feitas no individuo i, F; : ¢ x 1 (com ¢ < p
) € um vetor aleatério ndo observavel com coordenadas chamadas fatores, B : p x g é
uma matriz de cargas fatoriais e e; : p X 1 € um vetor aleatdrio de erros de observacao

relacionados ao individuo i. A seguinte suposi¢do sobre a distribuicdo conjunta do vetor



de fatores e o vetor de erros € geralmente feita

, iid

R; = (F,e}) ¥ Ny, (0,E), i=1,...,n, (2)
onde

E = bloco diag{I,,D} e 3)

D = diag{o7,...,0;} & positiva definida. 4)

Os elementos diagonais de D sdo chamados varidncias idiossincrdticas. Existe bastante
literatura sobre este modelo. Uma moderna exposi¢do pode ser vista em Bartholomew
etal [11].
Usando propriedades padrao da distribuicdo normal, € facil provar que a distribuicdo
marginal de Y; é
Y; ~N,(0,%), onde X =BB'+D. (5)

Observe que o modelo € néo identificdvel: se 3 = BB’ + D, entio ¥ = BCC'B' +D =
B*(B*)' + D, onde B* = BC, para qualquer matriz ortonormal C : ¢ x g. Ha vdrias res-
tricdes que podem ser impostas a B tornando o modelo identificavel. Por exemplo, B’'DB
pode ser restrita a ser diagonal com elementos diagonais positivos, ver Seber [32, pp. 214].
Aqui seguimos Geweke & Zhou [18] e Lopes & West [22], assumindo que B tem posto
completo e uma estrutura triangular inferior com elementos diagonais estritamente posi-

tivos. Para ser mais preciso, a i-ésima linha de B € dada por

(Bil,...,Bii,O,...,O), N i=1,...,q—1;

. (0)
(Bi17"'7Biq)7 Se l1=q,...,p,

onde B;; >0,i=1,...,q.

A principal caracteristica do modelo de anélise fatorial € a chamada reducdo de di-
mensdo. Especificamente, através de alguns critérios de sele¢ao de modelos, por exemplo,
podemos escolher g suficientemente pequeno afim de reduzir o nimero de parametros a
serem estimados, mantendo um nivel adequado a fim de explicar da estrutura de correla-
cdo da varidvel resposta. Isso pode ser ttil, por exemplo, quando um estudo é resultado
de uma aplicagc@o de um questiondrio com 50 itens a 1.000 sujeitos. Nesse tipo de estudo,
o objetivo principal é compreender as relacdes entre as varidveis em conjunto, € ndo de
uma forma uni ou bivariada, que pode nos conduzir a interpretagdes enganosas.

Este modelo também € aplicavel em varias dreas em que o estudo de varidveis latentes
¢ de interesse. Na psicologia, por exemplo, pode ser de interesse para obter mensura-
coes de inteligéncia. Na economia, a confian¢a no mercado pode ser util para ajudar as
empresas e os investidores a tomarem decisdes. Na avaliacdo educacional, o nivel de sa-

tisfacdo de alguns alunos de graduag@o em relacdo a alguns aspectos como corpo docente,
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estrutura de ensino, etc. que é um assunto importante.
Com relacdo a estimacdo, esta pode ser explorada, através do seguinte esquema em

dados aumentados
Y,‘|Fi:fl'NNp<Bfi,D); F,‘NNq(O,I), = 1,...,71. (7)

Com este proposito, Geweke & Zhou [18] desenvolveram um algoritmo de Gibbs
para realizar inferéncia Bayesiana, aplicando seu método para estimar a média dos erros
quadrados de precos em um modelo de precos ativos (que €, em esséncia, um modelo
normal). Lopes & West [22], também € considerada uma abordagem Bayesiana, mas,
ao contrario de Geweke & Zhou [18], consideram o numero de fatores latentes como
um parametro desconhecido e os estimaram através de um algoritmo MCMC de saltos
reversiveis. Além disso, eles compararam este método com outras abordagens de selecio
de modelos, com base no célculo da probabilidade marginal, como o método de Laplace-
Metropolis [19] ou 0 método bridge sampling Meng & Wong [24].

Embora o modelo fatorial normal tenha sido aplicado com sucesso em diversas areas,
durante muitos anos, claramente hé situacdes em que ndo € adequado. Por exemplo,
o pressuposto de normalidade para os fatores e os erros pode ser restritivo, e solucdes
tais como as transformacdes da resposta se revelam frustrantes, levando a interpretagcdes
errOneas.

Na prética, € comum lidar com dados discrepantes, entdo parece ser uma boa proposta
substituir o pressuposto de normalidade por uma distribuicdo com caudas mais pesadas.
Isto foi realizado por Zhang et al. [37], usando a distribuicdo t de Student, ver também
os trabalhos de McLachlan et al. [23], Andrews & McNicholas [4], Wang & Lin [35].
Chamamos este modelo o modelo fatorial t de Student. Para ser mais precisa, a ideia
consiste em substituir (2) por

Ri[S; = si ~ Ngip ( s;7'E);  S;~Gama(n/2,n/2), i=1,...,n,

/
q+p

onde E foi definido em (3). Assim, marginalmente, a distribuicdo de R; € t de Student
com 1) graus de liberdade. A distribui¢cao marginal de Y; pode ser obtida observando que,

por definicao,
d .
Yil(Si = S,') = B(Fi|S,' = Si) -+ (ei|S,~ = S,’), i=1,...,n.

Por hipétese, dado S; = s;, F; e e; sdo independentes. Usando propriedades padrdao de

transformacoes lineares de vetores aleatorios normais, temos

Y ~1,(0,%,9), i=1,....n,



onde X foi dado em (5) e t,(,3,1) denota a distribui¢do p-variada t de Student com
vetor de locacdo p, matriz de escala X e ) graus de liberdade.

Outra desvantagem do modelo fatorial normal € que ele nao € adequado para modelar
dados assimétricos. Para superar esse problema, Adcock [1] sugeriu uma extensao substi-
tuindo o pressuposto de normalidade pela hipdtese de distorcdo da normalidade conjunta
dos fatores e erros usando a normal assimétrica de Azzalini & Dalla Valle [9]. Montanari
& Viroli [25] usaram uma simples versdo do modelo fatorial normal assimétrico Azza-
lini & Dalla Valle’s para estender. Permitindo maior flexibilidade, Lin, Wu, McLachlan
& Lee [20], modelaram os fatores e erros conjuntamente usando a entdo chamada dis-
tribuicdo t-assimétrica restrita, que se baseia em uma restrita variacao das distribui¢cdes
elipticas-assimétricas de Sahu et al. [30].

Ha algumas diferencas entre a nossa proposta e a de Montanari & Viroli e Lin et al.
jé citado. Em primeiro lugar, ambos usam uma abordagem de verossimilhanca para fazer
inferéncia, enquanto nossa abordagem € Bayesiana. Em segundo lugar, nossos resultados
sd0 mais gerais, no sentido de que sdo vdlidos para uma familia de distribui¢cdes que
incluem versdes das distribuicoes normal-assimétrica e t-assimétrica. Finalmente, embora
nosso modelo tenha, como os modelos Lin, Wu, McLachlan & Lee’s, a flexibilidade
como o recurso principal, sendo robusta contra assimetria e valores atipicos, sua vantagem
€ parcimOnia, gragas a parametrizacdo utilizada para a distribui¢io normal assimétrica
(nesse sentido, nosso modelo € similar ao modelo Montanari & Viroli’s, pois ambos usam

a mesma versdao normal-assimétrica para definir um modelo fatorial.)



Capitulo 1

A Normal Assimétrica e Mistura de

Escala da Normal Assimétrica

1.1 Conceitos Basicos

Precisamos de um pouco mais de notacdo para continuar. Dada a matriz positiva
definida A, A2 ¢ a raiz quadrada de A, i.e., a matriz que satisfaz Al/2ZA1/2 — A esta raiz
quadrada é unica veja, por exemplo, Teorema 3.5 em Zhang [36]. Nesta notagao, A1/2
quer dizer a raiz quadrada de A~!. ®(-) representa a fungio distribui¢io da distribui¢io
normal padrdo uni-variada. A varidvel aleatéria com uma distribui¢do normal truncada no
conjunto de Borel A é tal que Y 4 X|(X € A), onde X ~ N(u,?) (note que quando g = 1
omitimos o fndice, ou seja, ndo escrevemos Ny (i, 62)). Neste caso, dizemos que i e 62
sdo a média e a varidncia antes do truncamento. A notacio usada aqui é Y ~ TN(u,62,A).

A distribuicdo Normal Assimétrica (SN, Skew Normal, em inglés) € uma distribuicao
que estende a distribui¢do normal através da introdu¢do de um parametro adicional, o qual
regula a assimetria. Algumas versdes desta distribui¢io, sdo cuidadosamente detalhadas
nos trabalhos de Azzalini [6] e Arellano-Valle & Azzalini [5]. Veja também o livro editado
por Genton [17]. Aqui usaremos a popular versao definida por Azzalini & Dalla Valle [9],
veja também Azzalini & Capitanio [8] para detalhes adicionais. Por uma questao de rigor,
revemos algumas definicdes e propriedades.

Na Definicdo seguinte, uma matriz de correlagdo é uma matriz simétrica, positiva

definida com elementos diagonais iguais a um.

Definicdo 1. Dizemos que Y = (Y1,...,Y,) tem distribui¢do normal assimétrica se
Yi=86T+(1-6)%X;, i=1,...,q,

onde 6; € (—1,1), T ~HN(0,1), X = (X1,...,X;)  ~Ny(0,X), T e X sdo indepen-

dentes e 3 ¢é uma matriz de correlagdo.



A densidade de 'Y ¢é dada por

SNy (|92, ) = 2N, (2[0,€2,)® (y) (1.1)
onde
Q, = AZAL+6, 6=(5,...,9,), (1.2)
A = diag{(1-87)"%,. ... (1-82)"%} (1.3)
9;16

Ji-oo s

Os parametros de locacdo e escala podem ser introduzidos se nds considerarmos a se-

guinte transformacdo Z = £ +wY, onde & = (&;,...,&,;)" € um vetor de locagdo e
w = diag{®,...,0,} : é uma matriz de escala definida positiva. Neste caso, podemos
escrever cada coordenada de Z = (Zi,...,Z,)' como

Zl':§i+(1)i5iT—|—COi(1—5i2)l/2Xi, i=1,...,q. (1.5)

E simples provar que a densidade de Z é dada por
SN, (z[¢,Q, @) = 2N, (2/¢, Q)P (dw (2 ¢)), (1.6)

em que
Q=ww. (1.7)

Para enxergarmos isso, basta usarmos o método do jacobiano e a Equacdo (1.1). Note
que, por (1.2),
()i = (1-8)%u+ 87,

o que implica em (£2y); =1, pois X; =1, jadque X ¢ uma matriz de correlagdo.
Assim, como €2 = wyw, temos que 2; = a)l-z. Em outras palavras, w € uma matriz
diagonal com os desvios padrao de 2. A relagdo (2, ) +— (3,8) € uma fungdo um a
um. Para recuperarmos d e X usamos as seguintes equagoes
5 — wlQw o (1.8)
(1+dw 1Qw1a)l/2
Y = AlwTlQw AT AN, (1.9)

onde A= (Ar,...,A,) com A =8&/(1—8%)12 w=dag{Q/*. .. Q' eAc¢
dado em (1.3).
Se o vetor aleatério Z tem uma distribui¢do normal assimétrica com densidade dada

por (1.6) nés escrevemos Z ~ SN, (§,92, ). E importante salientar que o caso o = 0,



ou equivalentemente, =0 corresponde a distribui¢do normal g-variada. Assim como a
distribui¢do normal a distribui¢do normal assimétrica também € fechada por marginaliza-
cdo e transformacdes afins, que sao propriedades desejaveis. De fato, é possivel mostrar

o seguinte resultado. Para uma prova veja Azzalini & Capitanio [7, Se¢do 5.1].

Proposicdo 1. Seja Z ~ SN, (§,Q,a), A:gxp e b:gx 1. Entdo,

Z* =A'Z+b~SN,(£,Q°, ), (1.10)
com
& = A€+b;
QF = AQA;
* Q* 71A/Q —1
ot = w () w @ (1.11)

{1+ o/ [w ' Qw ! — w IQA(Q) w 1QA)]a}/?

onde w = diag{Q}}*,..., "} e w* =diag{(Q]))"/%,...,(25,) /).

Um importante caso particular para nds é em relagdo a distribuicdo marginal de um

vetor com a seguinte distribui¢do normal assimétrica
(X, Y') ~ SN, [(€x,&y)', bloco diag{Qx, Qy }, (ay,0,)'}] - (1.12)

Aplicando a Proposi¢do 1 com A’ =[I, 0,.,4] ¢ b=0,,;, temos que &" =&y,
Q" = Qx, w = bloco diag{w*,w**}, onde w* = diag{(QX)}{z, e (QX)M,Z} e w =
0
Isto ¢, temos que X ~ SN, (&x,€2x,ax). Para maiores detalhes, veja o Apéndice Secdo
(6.4).
Os dois primeiros momentos de Z ~ SN, (&,€2, o) sdo dados por

diag{(ﬂy)l/2 (Qy);c/lz} Ap6s alguns calculos, podemos mostrar que a* = ay.

E[Z]=¢+(2/n) Pwé e Var[Z]=Q— (2/7)wdd w. (1.13)



1.2 Mistura de Escala da Normal Assimétrica

Definiremos agora a familia de mistura de escala da distribuicao normal assimétrica.

Definicao 2. Dizemos que a distribuicdo do vetor aleatério Y : q X 1 é uma mistura de

escala da normal assimétrica (SMSN) de distribui¢des quando
d
Y=¢£(£4+S5Z,

onde § : g x 1 é vetor de constantes, Z ~ SN4(0,€2, o), onde §2 € positiva definida e S é
uma varidvel aleatéria com fun¢do de distribuicdo H(-|y), independente de Z e positiva
(com probabilidade 1).

A familia Mistura de Escala Normal Assimétrica (SMSN, Scale Mixture of Skew Nor-
mal, em inglés) foi definida inicialmente por Branco & Dey [12], estendendo o trabalho
de Andrews & Mallows [3], onde é assumido distribuicao normal para Z. Neste caso,
temos uma mistura de escala da distribuicdo normal (SMN). A varidvel aleatéria S é cha-
mada fator de escala e H(-|y) é a distribui¢do de mistura. Permitindo-nos um pouco de
abuso de notagdo, omitimos H(-|n), escrevemos simplesmente Y ~ SMSN,(§,€2, o, 1)
(ou' Y ~ SMN,(§,£2,1), no caso SMN). Na literatura, em vez de SMSN, também ¢é co-
mum a utiliza¢do do termo SNI (Skew Normal Independent, em inglés), ou seja, Normal
Assimétrica Independente.

Dependendo da distribuic@o do fator de escala S, uma distribui¢do diferente da fa-
milia SMSN aparece. Neste trabalho, nosso foco serd em dois casos (além da normal, t
de Student e normal assimétrica) a saber as distribuicdes t assimétrica e slash assimétrica,
que pensamos ser suficiente, para ilustrar, nossa proposta porque talvez sejam as mais
comuns utilizadas na pratica. A distribuicao normal assimétrica € recuperada se fizermos
P(S=1)=1. Se considerarmos S = U /2, onde U ~ Gama(1/2,1/2), com 1 > 0, temos
a distribuigdo ¢ de Student assimétrica, ou simplesmente f-assimétrica (aqui estamos tra-
balhando com a notagio Gama(a,b) para a distribui¢dio Gama com média a/b e varincia
a/b?). O caso S =U~'/9, onde U tem uma distribui¢io uniforme no intervalo (0, 1), com
n > 0, corresponde a distribui¢do slash assimétrica, Wang & Genton [34]. As notacdes
especificas sdao Y ~ St,(£,Q,a,y) (para o caso t assimétrico) e Y ~ SSL,(§,92, o, 1)
(para o caso slash assimétrico) respectivamente. As distribui¢des simétricas t e slash sdao
casos particulares quando fixamos o = 0.

Pela Defini¢do 2 e pela expressao da densidade da normal assimétrica dada em (1.6),

temos a seguinte representacdo para uma distribui¢ao na familia SMSN

YI(S =) ~ SNy(£,822,0), S~ h(-|n).



Entdo, uma expressdo geral para qualquer densidade SMSN ¢é
SMSN,(y[¢, 2, o, ) =2 / Ny(2/¢,5°Q)® (s 'w ™! (z— &) dH (s]y).
0

Particularizando para o caso t-assimétrico, podemos provar que

St(316 2 0) = 2,016 )T (@' 5=/ 10 Lo+,

onde t,(-|€,€2,1) e T(:|n + g) denotam, respectivamente, a densidade da distribuicdo t de

Student g—variada com vetor de locagdo &, matriz de escala €2 e 1 graus de liberdade e
a funcdo de distribuicao padrao t de Student com 1) 4 g graus de liberdade, que €, uma
distribuigdo t,(0,L,y+¢q) e da(y,€) = (y — &)’ (y — &) é o quadrado da distancia de
Mahalanobis entre y e £ com respeito a €2 . Para o caso slash assimétrico nao é possivel
obter uma expressdo fechada para a densidade, e temos que recorrer a procedimentos

numéricos para avaliar a integral

1
SSLy(y1€. 2 am) =2 [ !N, (vlE w20 (ol Pw (v - €)) du
0

A seguir, apresentamos os graficos e suas respectivas curvas de contorno de algumas

destas distribuicdes.

Figura 1.1: Densidade da distribui¢do SN com & = (0,1)",Q = diag{2,1.5},A = (5,10)’
en=2.

Na Figura 1.1 temos um gréfico de uma SN bivariada. Nesta, podemos observar ape-

nas a existéncia de assimetria.



1
|

-2 -1 0

Figura 1.2: Densidade da distribui¢cdo ST com & = (0, 1), = diag{2,1.5}, A = (5, 10)’
en=2.

Na Figura 1.2 temos um grafico de uma ST bivariada. Onde podemos observar clara-
mente além da existéncia de assimetria, caudas pesadas se compararmos com a distribui-

cao SN bivariada vista na Figura 1.1.

Figura 1.3: Densidade da distribui¢cdo SSL com &€ = (0,1)’, Q2 = diag{2,1.5}, A = (5,10)’
en=2.

Na Figura 1.3 temos um griafico de uma SSL bivariada. Esta, assim como a
distribuicdo t assimétrica, também agrega a estrutura de caudas pesadas e assimetria

simultaneamente.

Para nossos propdsitos, assumimos que E[S?] < . Os dois primeiros momentos das
distribui¢des que pertencem a familia SMSN sdo dados por

E[Y] =&+ (2/7)' ?E[S|wd e Var[Y] =E[$?]Q— (2/7)E*[S|wdd'w’.  (1.14)

10



Se U ~ Gama(y,/2,9/2), é simples mostrar que
E[S] = E[U™"?] = (y/2)'*T((n - 1)/2)/T(n/2),
e que
E[S’] =E[U""] = (n/2)T((n—2)/2)/T(v/2).

Se U ~ Unif(0, 1), é possivel mostrar que

E[S]=v/(y—1)
e que

E[S’] =1/(y—2),

onde S = U~'/9. Para maiores detalhes, veja o Apéndice Secdo (6.3).

Entao, temos que

_ ey /DT =1/2)
E[Y] = &+ T00/2) wd

_ 0D((0=2)/2), y (D =1)/2)\* o
wil = St 0w () @

para a distribui¢do t-assimétrica e

E[Y] = E—i—wwd e

p—1
2
0 g 2( 0 ) s
Var[Y] = U—ZQ n<0—1> wdd'w

para a distribuicao slash assimétrica.

Note que dada uma matriz A : g x p,um vetorb: px1e Y ~ SMSN,(§,Q,a,1), é
fécil obter a distribuicdo de A'Y +b. Pela defini¢do 2, temos que Y 4 & + SZ para algum
vetor aleatorio Z ~ SN, (&,9, ), com S ~ H(:|n). Entdo, A’'Y +b 4 A¢E+b+SA'Z.
Pela Proposigdo 1, temos que A’Z ~ SN, (A’(,A'QA, a*), onde a* ¢ dado em (1.11).

Usando novamente a Definicdo 2, este resultado implica que

A’Y +b ~ SMSN, (A€ +b,A'QA, a* ).

11



1.3 Uma Parametrizacao Alternativa

Agora, apresentaremos uma parametrizacdo alternativa da distribui¢do normal assi-
métrica que serd dtil para a implementacdo do algoritmo tipo MCMC que proporemos.

Considere a representacio estocdstica dada em (1.5). Entdo, podemos escrever
Y =£+woT +wAX,

onde 7 ~HN(0,1) e X ~ N,y(0,X) sdo independentes. Como consequéncia disto,

obtemos a seguinte representagao
Y|(T =1) ~Ny(€ +wdr,wAXA'W'), T ~HN(0,1).

Com base nisso, temos o seguinte resultado
Proposiciio 2. Seja Y ~ SN,(§,92, «). Entdo Y admite a seguinte representagdo esto-
cdstica
Y|(T =1) ~Ny(€+B1,T), T~HN(,1),
onde B=wd, T =Q—-83,8 édadoem (1.2) e w = diag{Qi{z, ... ,chléz .

Prova: Fazendo I' = wAXA'w' e usando a Equacgio de X dada em (1.9), temos:

I'=wAIA'W =wAA W IQw AT - AN) AW
=wAA ' WTIQWTTATTA W — wAAN AW
=Q—wAMA'W =Q —wdd'’
=Q-88 (1.15)

onde A = diag{(1—-8%)7,...,(1-82)2} e A= (Ai,...,A,), com A= &/(1— &)/
Para recuperar os parametros originais € suficiente usar as seguintes relacoes
w18
1-ga'g

Isso também € possivel para obter um resultado para uma distribui¢do na familia

Q=I+80 eca= (1.16)

SMSN. Isso é uma consequéncia direta da Proposicao 2 e da Definicao 2.

Proposicdo 3. Seja Y ~ SMSN,(§,92,a,1). Entdo Y admite a seguinte representagdo

hierdrquica
Y|(T =1,5 = 5) ~ Ng(£+B1,°T), T|(S=s) ~HN(0,2), S~ h(y),

onde B e T' sdo definidos na Proposigdo 2.
Prova: Aplicacao direta da Proposicao 2 dada em (1.15)

12



1.3.1 Formas Canoénicas
A Forma Canoénica da Distribuicio Normal Assimétrica

Hé uma transformacio afim particular de um vetor aleatdrio com distribui¢do nor-
mal assimétrica que € crucial para nossos propositos. Em esséncia, o vetor aleatério
g—dimensional resultante tem uma distribuicio normal assimétrica com parametro de
forma que tem, somente a primeira coordenada diferente de zero. Mais do que isso a
primeira coordenada tem uma distribui¢ao normal assimétrica, enquanto as restantes tem
distribui¢io normal padrio, e elas sdo conjuntamente independentes. E conhecida como
A forma canénica da distribuicdo normal assimétrica. Este resultado, ¢ detalhado na
préxima proposicao.

Proposiciio 4. Seja Z ~ SN, (£,Q,a), w = diag{Q!/*,....Ql"} ¢ Q) = w1 Qw .

Considere a decomposi¢do C'C = ), e a matriz ortogonal P : g X g com as primeiras

colunas proporcionais a Ca.. Entdo, o vetor aleatorio
7' =(C'Pwl(Z-¢ (1.17)

é tal que Z* ~ SN, (0,1, az+), onde oz = (/' Qye)'/2,0,....,0).
Prova: Aplicacao direta da Proposicao 4 de Azzalini & Capitanio [7].

Corolario 1. O vetor aleatorio " = (Z’f,...,Z;;)’ da Proposicdo 4 é tal que Z] ~
SN(0, 1, (/) '/?) e ZF ~ N(0,1), i =2,...,q. Além disso, Z} sdo varidveis alea-

torias independentes, i = 1,...,q.

Prova: A prova deste coroldrio segue aplicando as Proposi¢des 5 e 6 de Azzalini & Capi-
tanio [7].

A Forma Canoénica da Mistura de Escala da Distribuicao Normal Assimétrica

2

E simples de obter a forma candnica de uma distribui¢do na familia SMSN. Como
na Defini¢do 2, seja Z ~ SN, (§,92,c¢) e S ~ H(-|y) independentes. Entdo Z —§& ~
SNy(0,2,) e Y =&+ S(Z—&) ~ SMSN,(&,92,a,9). Entdo, considere a transformagdo

Y = (C'PYw l(Y-¢) =S(C'P)w ! (Z-¢) =52, (1.18)

onde Z* = (C™'P)'w!(Z — &) foi definido em (1.17). Note que Z* é independente de
S e, pela Proposicio 4, Z* ~ SN, (0,1, az+), onde az+ = ((/Qyx)!/2,0,...,0). Assim,
temos que

Y* ~ SMSN, (0,1, arz+, 1),

que € a forma canonica desejada.
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A relagdo (1.18) mostra que a forma candnica de uma distribui¢do na familia SMSN
é obtida exatamente da mesma maneira como obtemos a de uma distribui¢io SN. E claro

que
Y; ~SMSN(0, 1, (/)2 p) e ¥ ~ SMN(0,1,p), i=2,...,q,

onde Y* = (Y,... ,Yq*)’ . Além disso, essas varidveis aleatdrias sdo nao correlacionadas.
Para confirmar isto, note que, por (1.18) e pela Proposicao 4, dado que S = s, entdo Y;* e

Y7 sio independentes para todo i # j. Portanto, para i # j,
EY;Y;] =E{E[Y;Y}|S]} = E{E[Y]|S|E[Y]|S]}.

Mas, para i > 2, E[Y*|S = 5] = sE[Z]|S = 5] = sE[Z] = 0, pois Z] e S sdo independentes

e Z' ~N(0,1). Para uma exposi¢do mais detalhada, veja Capitanio [14].
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Capitulo 2

O Modelo Fatorial SMSN

2.1 O Modelo

Agora apresentamos nossa extensao dos modelos apresentados anteriormente. A prin-
cipal motivacdo € a modelagem flexivel dos fatores, permitindo a acomodacdo simultanea
de assimetria e caudas pesadas.

Vamos supor que, para cada individuo i = 1,...,n, mantemos a forma estrutural (1) e
com as restri¢coes (6), mas agora modelamos os vetores de fatores e erros conjuntamente
da seguinte maneira

R; " SMSN, 1, [0+ 5, bloco diag{I,, D}, (e, 0,) ,p], i=1,....n,
onde @ = (1,0,...,0) : g x 1 e D é dada em (4).

A Proposicao 4 e o Coroldrio 1 da Secdo 1.3.1 ddo a base tedrica que justificam a
validade deste modelo. Uma importante propriedade é que os fatores sdo ndo correla-
cionados, como no modelo cldssico. Para ver isso, considere a expressdao da matriz de

covariancia de uma distribuicio SMSN dada em (1.14). Temos
Var[F;] = bloco diag {E[S7] — (2/7)E*[Si]oif /(1 + o), E[SHT,—1 },

onde S; € o fator de escala da distribui¢do de R,;.
A fim de lidar com os fatores centrados, o que € uma abordagem comum na andlise

fatorial tradicional, consideramos
* *
F,=F,—(",

onde
¢*=E[F;] = (Cf‘(ocl,t)),o,...,O)':qx 1,

onde {;(a,v) = (2/7) ' 2E[Si]ou /(1 + af)' /2.
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Por uma questio de simplicidade de notagdo, agora abandonaremos o simbolo *. Em

seguida, reescrevemos o modelo da seguinte forma

Y; =BF;+e;, com 2.1)
R; = (Fj,¢}) ~ SMSN,., [(—C’,O;)',bloco diag{I,, D}, (o/,o;,)’,g} .

Il
—
=

lembrando que D € dada em (4).
As vezes é importante escrever o modelo na parametrizagio dada na Proposicio 3.

Para fazer isto, € suficiente para identificar

Q =bloco diag{I,,D}; w = bloco diag{Iq,D_]/z};
B = bloco diag{L,,D~1/2} [§' 0']' = [§' 0']';
I' = Q — 38" = bloco diag{I, — §8',D},

onde
8=(8,0,...,0) :qgx1, com & =& (a;)=oy/(1+0f)/? (2.2)

implicando em
Ri|(S; = 5, T = 1) ~ Nosp [(—c’ +0';,0)' s2bloco diag{Iy — 55’,D}] :
onde
¢=(6,0,...,0) :gx1, com & =C(ar,y)=2/m)E[S]ar/(1+a?)?, (2.3)

o que implica que, condicionado a S; = s; e T; = t;, F; e e; sdo vetores aleatorios indepen-

dentes com distribui¢cdes
Fi|(Si = si,Tr = 1i) ~ Ny [~C + 01,57 (Ig = 88')] e eilS; =s; ~Np(0,57D).
Pela Defini¢do (2.1),
Yi|(Si = 51.T; = 1;) < BFi|(Si = 51, T = 1)) + (&4]S; = 51).
Usando propriedades da distribui¢do normal multivariada, obtemos
Y|(Si =i, T; = ;) ~ N, [-B +Bdt;,s7 (B(I—36')B' +D)] . (2.4)

Entdo, usando a Proposicao 3, podemos ver que a distribuicdo marginal de Y; é SMSN.
Se nds quisermos usar a forma parametrizada definida na Proposi¢do 2, temos que o

parametro de locacdo é —B(, o parametro de forma é B4, a matriz de escala é
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B(I—66’)B’ + D e o parametro fator de escala é . Entdo, podemos escrever
Y; ~ SMSN,(—{ib1, A, 81by,y),

onde A = B(I—848")B’ +D. Para expressar esta distribuigio marginal em termos dos
parametros originais, € suficiente usar as formulas que recuperam (1.16).

A distribuicdo marginal de Y; também pode ser obtida usando uma transformacao
afim do vetor de fatores e erros aleatdrios, observando que Y; = A/R;, onde A} = [B L,].

Pela Defini¢do 2, a distribui¢do do vetor R; pode ser escrita como
d
R = ((=¢)0,)" +5:(Z4,25)', 2.5)
onde

( /1>Z/2) ~ SNq+p [(0;,0;)/,blOCO diag{1q7D}7 (a/70;)/} , o Siry H(‘U)

e (Z},Z)) e S; sdo independentes. Mas a distribuicdo de (Z/,Z)) tem exatamente a forma
(1.12), implicando que Z; ~ SN, (0,I, ) e Z, ~ N, (0,D). Assim,

F; ~ SMSN,(—¢,I,a,9) e e; ~NI,(0,D,y).
Usando a relagdo (2.5), a Definicdo 2 e a Proposicdo 1, obtemos
Y; ~ SMSN,(={ib1, ¥, ay,v), (2.6)
onde ¥ = BB’ +D, b; é a primeira coluna de B e

. 1/2 1/2 _
o aydiag{ @)%, WY 21w 'b,

[1+a2(1—b,wb))]

Os resultados abaixo sdo representagdes hierarquicas do modelo fatorial SMSN. Eles
sdo consequéncias das discussOes acima e sdo uteis para obter um algoritmo tipo MCMC
para inferéncia Bayesiana. A segunda representacdo € obtida integrando os fatores F;, veja
a Equacdo (2.4). Esta representacio alternativa serd ttil para desenvolver um algoritmo

mais eficiente, como veremos mais adiante.
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Teorema 1. O modelo fatorial SMSN admite a seguinte representacdo hierdrquica:

Y;|(F; =£;,S; = 5;) ~ N,(Bf;,s7D); 2.7)
Fi|(Si = 5i, T = ;) ~ Ny(—C + 8t;, 57 (1— 88')); (2.8)
Ti[S; = si ~ TN(0, 57, (0,%));
S;i~H(y), i=1,...,n,

onde § e € sdao dados em (2.2) e (2.3), respectivamente.
Teorema 2. O modelo fatorial SMSN admite a seguinte representacdo hierdrquica:
Yi|(Si = si,T; = 1;) ~ Np, (= &by + &by 1,57 A)

T;|S; = si ~ TN(0, 57, (0,00));
Si~H(ly), i=1,...n,

onde by denota a primeira coluna de B, A =B(I1— 388" )B'+D, &, e ¢, sd@o Definidos em
(2.2) e (2.3), respectivamente.

O Teorema 1 € o suficiente para obter um algoritmo tipo MCMC para realizar infe-
réncia Bayesiana. Mas podemos refinar essa representacdo um pouco mais. Note que a

matriz I — 86’ é inversivel: temos
(I—66")"! =diag{1+0a?,1,...,1}.

Entdo, podemos introduzir uma nova parametrizacao multiplicando o lado esquerdo de

(2.8) por (I—88")~!/2. Assim, temos um novo vetor de fatores
G = (1-68")""F;,

que, condicionado a S; = s;,T; = t;, tem uma distribui¢do normal g—variada com o se-

guinte vetor de média e matriz de covariancia

E[G,"(Si =si,1; = l‘i)] = (I— 55/)71/2(—4’ +6ti) =0 (K',—l—ti), Var[Gl-|(S,~ = S,‘)] = Sizlq,
onde k= (k,0,...,0), Kk =—(2/m)'?E[S] e t;i=(10,...,0).

Para manter a estrutura do modelo inalterado, vamos definir a matriz de cargas correspon-
dente. E claro que a matriz L = B(I—- 65’)1/ 2 desempenha esse papel. Nio é dificil ver
que a primeira coluna de L é (1 + 0612)_1/ b, enquanto que o restante dos elementos de
L sdo iguais aos restantes elementos de B. Assim, L. pode ser construida na mesma forma

de (6) sem qualquer problema adicional. Entdo, podemos anunciar o seguinte Teorema:
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Teorema 3. O modelo fatorial SMSN admite a seguinte representacdo hierdrquica:

Yi|(G; = g;,S; = 5i) ~ N, (Lg;,s7D); 2.9)
Gi|(Si=si,T;=1;) ~Ng (a1 (k+1), )
T|S; —s,NTN( 2.(0,%));
|

(U)? izl,...,l’l,

onde k = (x1,0,...,0), ¥ = —(2/m)"2E[S}], t: = (1;,0,...,0)", G; = (I1—&8")"'/?F,
i=1,...,n,e L=B(I—-488")"/2

A importancia desses Teoremas estd diretamente ligada a facilidade que teremos para

construir um algoritmo tipo MCMC usando estas representacdes estocasticas.
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Capitulo 3
Inferéncia Bayesiana

Nesta se¢@o, nds precisamos de algumas novas defini¢des: Seja X ~ N(u, 62) eY =
exp(X). Neste caso, dizemos que Y tem uma distribui¢io lognormal, e usamos a nota¢ao
Y ~LN(u,c?).

E claro que a distribuicdo posterior do modelo fatorial SMSN tem uma forma extre-
mamente complicada. Entdo, a inferéncia Bayesiana s6 pode ser obtida de modo satis-
fatério através de procedimentos computacionais. Aqui, apresentamos um algoritmo do

tipo MCMC, com base nas representacdes hierarquicas dadas nos Teoremas 2 e 3.

3.1 Distribuicoes a Priori

No contexto Bayesiano fixamos distribuicdes a priori para os parametros. Considere a
matriz de cargas L. do Teorema 3 expressa em termos de suas linhas dada por (6), mudando

B;j por L;;. Nossa especifica¢do a priori € definida como segue:

L ~TN(0,75,(0,2)), Lij~N(0,%), i>j, i=1,...,p, j=1,....q, (3.1)
onde a independéncia entre L;; € assumida para todo i e j. Além disso, fixamos

7 = 0, 2 ~ Gama(cg,dy), i=1,...,p, (3.2)
assumindo novamente independéncia entre estes pardmetros. Esta especificagdo a priori
¢ a mesma definida por Geweke & Zhou [18] e Lopes & West [22].
Para completar a especificacdo a priori vamos assumir uma distribuicdo normal para
o parametro de forma
o ~N(la, 07). (3.3)

No caso do fator de fator de escala 1y existe uma dificuldade para encontrarmos prioris
conjugadas. Na literatura hd vdrias sugestdes para estimar os graus de liberdade desco-

nhecidos do modelo t de Student. Para uma discussdo, veja Fonseca et al. [15]. Um
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estudo interessante € feito em Garay et al. [16], no contexto de modelos de regressdo com
respostas censuradas, onde vérias propostas de distribui¢do a priori sdo comparadas atra-
vés de experimentos de simulacdo intensiva. Com base nestes resultados, nés adotamos a
seguinte estrutura, que tem sido utilizada com sucesso em outros trabalhos, como Cabral
etal. [13]

p~exp(A), A~ Unif(Ao, A1),

onde 0 < Ay < A4 s@o conhecidos. Ou seja, y tem uma distribui¢@o a priori exponencial
com média 1/A e para A é dada uma priori uniforme no intervalo (g, ;).
Todos os valores dos hiperparametros yg, co» do, ta, G2, A9 € A sdo assumidos co-

nhecidos.

3.1.1 O Algoritmo tipo MCMC

Agora, apresentamos um algoritmo tipo MCMC para gerar amostras da distribui¢do a
posteriori dos parametros do modelo fatorial SMSN. Basicamente, nossa proposta € uma
adaptacgdo do algoritmo proposto por Lopes & West [22].

Doravante, designaremos a densidade de um vetor aleatério Y por 7(y), a densidade
condicional de Y|X = x por 7(y|x) e assim por diante. Para facilitar a notacéo, e lem-
brando que L;; € a (i, j)—entrada da matriz de cargas L, vamos definir os vetores linha
%= (Ljy,...,Li): 1 xi,i=1,...,qg— 1. Entao, relembrando a equag@o (6) (substituindo
B;j por L;j), as primeiras ¢ — 1 linhas de L sdo (.%;,0,...,0) e as linhas restantes sdo
%= (La,...,Lig), i=q,...,p. Além disso, é¢ mais conveniente trabalhar com a varidvel
latente U; = S; 2, lembrando que U; tem uma distribuicio Gama no caso t-assimétrico e
U =S, Y lembrando que U; tem uma distribuicio uniforme no caso slash assimétrico, veja
a Secdo (1.2).

Agora apresentamos os passos do algoritmo. Detalhes podem ser encontrados no
Apéndice Secgao (6.2).

Passo 1. Paracadai=1,...,n, gere G; independentemente a partir das distribui¢des

Nq (EG [L,D_lyi + 0 (K, —Fti)} ,ui_lE(;) ,

em que
Y= (LD 'L+I) ",

Passo 2(a) — O caso t de Student assimétrico. Para cadai=1,...,n, gere U; independen-
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temente a partir das distribuicdes

+p+1 _
Gama (%, (yi+ Gibi — &ibiti) A~ (yi+ Siby — Sibiti) +9 +fi2) :
Passo 2(b) — O caso Slash assimétrico. Paracadai=1,...,n, gere U; independentemente

a partir das distribui¢cdes

1
Gmna(Ej;élt_

,(yi+Ciby — 8ibit) A7 (yi+ &iby — Sibyty) +ti2) -

Passo 3. Paracadai=1,...,n, gere T; independentemente a partir das distribuicdes

TN (51 G%[(yi + Clbl)/A_lbl],G%,, ((),oo)) ,

onde
B 1

" u(14+ 8 A b))

A

Passo 4. Gere amostras da distribuicio posterior de L da seguinte maneira: defina Y; =

si_lY,-, G,-:si_]Gi, i=1,....n,Y= [sl_]Yl ---s;lYn}/eG: [sl_]G1~-~s;1Gn]/. Entao,

(i) Gere amostras da distribuicdo posterior de .Z;, i = 1,...,q independentemente, a

partir da distribuicao

1 ~ .
TN; <gszigi/Y(i) » XLy R;) )

1

onde
1 - 1.\ !
Y, = (—2%/%'+ —21i> ;
0; 1)

¢ € a matriz com as primeiras i colunas de G e Y ;) € a j-ésima coluna de Y.

(i) Gere amostras da distribuicdo posterior de .%;, i = g+ 1,..., p independentemente,
a partir da distribuicao

1 ~
Nq (?EL“G/YU); EL]i) )

1

onde

1o~ = 1.\!
.= =GG+—=I .
Ly; <Gi2 yg tl)
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2

Passo 5. Para gerar amostras da distribui¢ao posterior de o; ~, consideremos dois casos:

(i) Parai=1,...,q, gere independentemente amostras da distribuicao
Gama (co + g,do + %(% — LY (Y5 — g‘;g,f)) :

(i) Parai=¢g+1,...,p, gere independentemente amostras da distribui¢ao
Gama (c + 5o+ 5V - G2/ (¥ - 6:2))

Passo 6. Denotando por gi; o primeiro elemento de g;, gere amostras da distribui¢ao

posterior de 1 a partir de uma distribuicdo normal com média e varidncia

—1
n 1 n
Eu = 0g “—§+Zs?ti(gu—r<1> e 0g=(=+Xst]
Oy =1 Sa 01

respectivamente.

Os proximos passos se referem ao parametro fator de escala 1.

Passo 7(a) — O caso t de Student assimétrico.

(i) A condicional completa da distribui¢do de A: é simples provar que esta distribui-

¢do é TGama(2,v, (Ao, A1)), que é uma distribuicio Gamma truncada no intervalo

(Ao, A1);

(i1) Usando passos de Metropolis-Hastings, tomamos amostras de 1) a partir da distri-

bui¢do condicional marginal

n

E(U|y7B7D7 al) o< exp{—?LU}HStp(yl\ - Clblv‘IlvaINU)' (34)
i=1

Dada a observacao 1)(’ —1) obtida na etapa t — 1, geramos um candidato a valor H°¢
de uma distribui¢do lognormal LN(U(’ -1, ng) Este candidato € aceito com proba-
bilidade

o z(vly,B,D, o) p°
¢ min { 7 (v D]y, B,D,a) n 1’

Passo 7(b) — O caso Slash assimétrico.

Aqui procedemos exatamente da mesma forma como no Passo 7(a), substituindo St por
SSL em (3.4).
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3.2 Comparacao de Modelos

Estudamos até aqui diferentes tipos de modelos, mas partindo de um problema real
como saberemos qual o melhor modelo a ser usado? Considere o problema de comparar
varios modelos SMSN, com diferentes fatores de escala, tamanhos amostrais e nimero
de iteragcdes. Assim, faz-se necessario uma regra para mensurar a modelagem. Na lite-
ratura existem varios critérios para a comparacido de modelos, principalmente para mo-
delos classicos com abordagem frequentista como AIC (Akaike Information Criterion),
BIC(Bayesian Information Criterion) e EDC (Efficient Determination Criterion). Para
maiores detalhes veja Akaike [2], Schwarz [31], Bai et al. [10], respectivamente. Porém
como nossa abordagem € Bayesiana, usaremos dois critérios para selecionarmos o melhor
modelo, a saber o DIC (Deviance Information Criterion) e o PED (Penalized Expected
Deviance). Para maiores detalhes veja Spiegelhalter [33] e Plummer [26], respectiva-

mente.
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Capitulo 4
Aplicacao com dados reais

Apresentaremos agora a parte pratica do nosso trabalho, onde faremos a verificacao da
eficdcia e adequacdo dos modelos fatoriais SMSN. Como ilustracdo, aplicaremos a nossa
metodologia na andlise de um conjunto de dados retirado do texto de Keytz e Flieger
(1971) que é um conjunto de dados que se referem a expectativa de vida na década de
1960. Esses dados, encontram-se dispostos na tabela abaixo de acordo com o pais, idade
e sexo. Por exemplo, as varidveis w25 e w50 referem-se as mulheres com 25 e 50 anos de
idade, respectivamente. De forma anéloga, as varidveis m0 e m50 referem-se aos homens
quando nascem e com 50 anos de idade, respectivamente. Toda a andlise foi realizada
utilizando a linguagem JAGS [27], via pacote rjags [28] do sistema R [29].

Tabela 4.1: Expectativa de vida para diferentes paises relacionando a idade e o sexo de
seus habitantes.

Paises m0 m25 m50 m75 w0 w25 w50 w75
Algeria 63 51 30 13 67 54 34 15
Cameroon 34 29 13 5 38 32 17 6
Madagascar 38 30 17 7 38 34 20 7
Mauritius 59 42 20 6 64 46 25 8
Reunion 56 38 18 7 62 46 25 10
Seychelles 62 44 24 7 69 50 28 14
South Africa (C) 50 39 20 7 55 43 23 8
South Africa (W) 65 44 22 7 72 50 27 9
Tunisia 56 46 24 11 63 54 33 19
Canada 69 47 24 8 75 53 29 10
Costa Rica 65 48 26 9 68 50 27 10
Dominican Rep. 64 50 28 11 66 51 29 11
El Salvador 56 44 25 10 61 48 27 12
Greenland 60 44 22 6 65 45 25 9
Grenada 61 45 22 8 65 49 27 10
Guatemala 49 40 22 9 51 41 23 8
Honduras 59 42 22 6 61 43 22 7
Jamaica 63 44 23 8 67 48 26 9
Mexico 59 44 24 8 63 46 25 8
Nicaragua 65 48 28 14 68 51 29 13
Panama 65 48 26 9 67 49 27 10
Trinidad (62) 64 63 21 7 68 47 25 9
Trinidad (67) 64 43 21 6 68 47 24 8
United States (66) 67 45 23 8 74 51 28 10
United States (NW66) 61 40 21 10 67 46 25 11
United States (W66) 68 46 23 8 75 52 29 10
United States (67) 67 45 23 8 74 51 28 10
Argentina 65 46 24 9 71 51 28 10
Chile 59 43 23 10 66 49 27 12
Colombia 58 44 24 9 62 47 25 10
Ecuador 57 46 28 9 60 49 28 11
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A seguir, apresentamos a andlise grifica das varidveis para ilustracao.
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Figura 4.1: Histograma; Grafico de Probabilidade Normal; Box-Plot das varidveis w25 e
w50.
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Figura 4.2: Histograma; Gréafico de Probabilidade Normal; Box-Plot das varidveis mO e
m50.
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Figura 4.3: Histograma; Grafico de Probabilidade Normal; Box-Plot das varidveis m25 e
m75.
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Figura 4.4: Histograma; Grafico de Probabilidade Normal; Box-Plot das varidveis w0 e
w75.
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Como podemos observar, a andlise grafica dos dados de Keytz e Flieger (1971), su-
gere um comportamento assimétrico e de caudas pesadas, dai faz-se necessdrio realizar a
modelagem com modelos que incorporem essas caracteristicas.

Para realizacdo desta estimacdo usamos um algoritmo com n = 1.000.000 iteracoes,
onde em cada iteragdo cada componente do vetor de pardmetros € atualizado uma vez e
no final usamos uma técnica chamada burn-in na qual, descartamos as 100.000 primeiras
amostras MCMC. Como a estimacao € feita através da média das amostras MCMC, a téc-
nica de burn-in aqui empregada, permite que as estimativas nao sofram tanto a influéncia
das amostras obtidas no inicio do processo de geracdo. A fim de diminuir o efeito da
auto-correlagdo que ocorre por conta da cadeia do algoritmo de Gibbs guardamos ape-
nas as observagdes geradas de 20 em 20 interacdes, esse procedimento, é denominado

thinning, totalizando ao final uma amostra de tamanho 45.000.
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Tabela 4.2: Estimativas dos parametros para diferentes modelos fatoriais para os dados de

Keytz e Flieger (1971).
N T SN ST SSL

Parmetros g=1 g=2 g=3 q= qg=2 q =3 q= g=2 g=3 q= qg=2 q =3 q= qg=2 q =3
Ly 2.03 56.33 58.18 5.88 9.08 7.52 17.49 14.90 7.25 4.39 391 3.63 4.55 6.19 5.06
Ly, -43.89 41.50 42.85 421 6.52 5.38 12.92 10.98 5.34 3.11 2.74 2.57 3.27 4.48 3.64
Ly -22.86 21.55 2223 2.19 3.40 2.82 6.73 5.70 2.78 1.61 1.42 1.34 1.70 2.33 1.91
Ly -8.37 7.85 8.08 0.77 1.20 0.99 2.46 2.08 1.01 0.56 0.50 0.46 0.60 0.82 0.67
Ls; -63.99 60.67 62.67 6.35 9.80 8.11 18.84 16.05 7.81 475 4.24 3.92 492 6.67 5.45
Le; -47.32 44.65 46.07 4.60 7.12 5.87 13.92 11.82 5.75 3.42 3.03 2.81 3.57 4.86 3.97
Ly -26.22 24.69 2545 2.52 3.91 3.21 7.71 6.53 3.18 1.87 1.66 1.54 1.96 2.66 2.17
Lg; -10.15 9.49 9.77 0.92 1.43 1.18 2.99 2.51 122 0.67 0.59 0.55 0.72 0.98 0.80
Ly 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Ly 0.36 2.36 2.72 3.32 1.92 2.37 2.97 3.39 0.18 2.20
L3 -2.28 2.76 2.62 2.99 2.31 2.75 2.72 3.05 -1.56 2.09
Ly -1.74 1.57 1.69 1.60 1.76 1.57 1.51 1.60 -1.14 1.18
Lsy -0.20 -1.34 -0.71 -1.45 0.23 -1.37 -1.55 -1.78 0.17 -0.78
Lep -3.37 1.56 2.40 1.78 342 1.58 1.53 1.55 -1.80 1.41
L7y -3.09 1.58 2.02 1.51 3.12 1.60 1.18 1.28 -1.58 1.23
Lg, -2.56 1.03 1.60 1.16 2.58 1.05 1.01 1.09 -1.26 0.95
L3 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
L3 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Las 0.91 0.28 0.90 0.25 0.21
Ly 0.99 0.79 0.99 0.79 -0.37
Lss 1.14 1.30 1.18 1.35 -1.01
Le3 291 1.88 2.92 1.72 -1.29
Ly 2.54 1.77 2.55 1.68 -1.14
Lg3 2.28 1.57 2.30 1.39 -1.02
o -13.43 -8.86 -10.69 -1.73 -10.46 -14.45 -1.01 -1.51 -1.70 0.40 0.38 0.37
D) 2.93 3.84 2.72 1.04 0.94 0.94 0.97 0.96 0.97
o) 4134.77 0.33 0.17 7.84 1.40 0.67 16.27 0.33 0.15 6.58 1.20 0.62 4.34 0.53 0.19
[ 17.82 20.01 14.84 5.56 5.59 0.53 17.72 16.71 14.74 4.89 1.97 0.33 2.82 6.85 0.59
o3 4.96 4.45 1.31 3.77 2.76 1.04 5.03 4.44 1.40 3.41 0.75 0.77 1.97 2.01 0.36
oy 3.10 2.06 1.53 1.87 1.19 1.05 3.13 2.05 1.56 1.62 0.82 0.85 1.03 0.71 0.52
o5 19.94 3.07 0.50 10.93 1.32 0.20 19.02 3.04 0.43 9.94 0.20 0.17 5.88 1.36 0.25
[ 0.22 1.17 1.18 0.05 0.75 0.67 0.10 1.17 1.19 0.04 0.79 0.58 0.03 0.37 0.35
o7 1.48 0.05 0.09 0.46 0.40 0.18 1.54 0.06 0.09 0.36 0.63 0.20 0.25 0.07 0.08
og 4.25 1.61 1.53 1.67 1.21 0.88 4.30 1.61 1.52 1.35 1.02 0.68 0.92 0.55 0.48

Ajustamos os modelos fatoriais N, T, SN, ST e SSL. Na Tabela 4.2 encontram-se as

estimativas para os parametros de todos os modelos fatoriais e na Tabela 4.3 os interva-

los de credibilidade somente para os dois melhores modelos fatoriais de acordo com os

critérios DIC e PED.
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Tabela 4.3: Intervalos de credibilidade para estimagdo dos parametros dos modelos fato-
riais ST e SSL, ambos com g = 1, para os dados de Keytz e Flieger (1971), com 95% de
credibilidade.

ST SSL
Parametros | limite inferior limite superior | limite inferior limite superior

Ly 2.4893 6.9764 2.7977 6.3728
Lo 1.7675 4.9623 2.0035 4.5892
L3 0.9095 2.5675 1.0451 2.4028
Ly 0.3188 0.9078 0.3687 0.8632
Ls; 2.6980 7.5521 3.0126 6.8743
Le 1.9558 5.4494 2.1986 5.0025
Ly 1.0683 2.9822 1.1983 2.7387
Lg, 0.3826 1.0812 0.4426 1.0286
o -2.0786 -0.0779 0.0255 0.8550

) 1.0084 1.0771 0.9487 0.9991
o] 2.2824 11.8995 1.9699 7.2128
o 1.5684 9.1625 1.1742 4.8524
o3 1.2047 6.1363 0.9342 3.2245
(o7 0.5797 2.9293 0.4645 1.7099
Os 3.5846 17.7691 2.7049 9.7351
06 0.0002 0.1830 0.0002 0.1493
o7 0.1167 0.6757 0.0998 0.4415
o3 0.4384 2.5249 0.3923 1.5602

Adotamos aqui, dois critérios de selecao de modelos, dispostos na Tabela 4.4 e na Ta-
bela 4.5, respectivamente. Com base nestes resultados, concluimos que o melhor modelo

foi o modelo fatorial SSL que obteve o menor DIC e o menor PED, ambos para g = 1.

Tabela 4.4: Critério DIC dos modelos fatoriais ajustados para os dados de Keytz e Flieger
(1971).

N T SN ST SSL
g=1 qg=2 q=3 g=1 g=2 g=3 g=1 qg=2 qg=3 qg=1 g=2 qg=3 g=1 qg=2 qg=3
Meédia dos desvios 991.6 696.8 550.2 879.4 695.2 473.1 992.3 697.2 534.8 866.9 667 426.6 900.3 742.6 496.7
Penalidades 630.6 1668 2553 470.9 11306 5108 589.5 1877 5610 465.1 1673 10923 337.6 1270 4228
Desvios penalizados 1622 2365 3103 1350 12001 5581 1582 2574 6144 1332 2340 11349 1238 2013 4725

Tabela 4.5: Critério PED dos modelos fatoriais ajustados para os dados de Keytz e Flieger
(1971).

N T SN ST SSL

g=1 q=2 q=3 qg=1 q=2 q=3 qg=1 q=2 q=3 g=1 q=2 q=3 g=1 q=2 q=3
Média dos desvios 1083 697.1 535 880.9 708.4 460 992.3 701.2 535.1 867.6 663.4 431.4 899.2 739.6 4933
Penalidades 11003 3067 3632 1619 4668 4545 2029 3501 3779 1964 3828 5038 1290 2277 3356
Desvios penalizados 12086 3764 4167 2500 5377 5005 3021 4202 4314 2832 4492 5470 2189 3016 3849

30



La

° T T T
04 06 08 1.0

N =45000 Bandwidth = 0.01488

2

Oy
s
8
c |
o
9
S
o
8 | .
s L
5 10 15
N'=45000 Bandwidth = 0.1396
2
Os
o
8 4
s
o
S
S
s
8
s T
5 10 15 20

N =45000 Bandwidth = 0.1867

La

o

2

®

3

©

S

<

3

0 20000 40000
Iterations

A

o

9

S

S

»

0 20000 40000
Iterations

o

S

Q

o

9

S

S

»

0 20000 40000

Iterations

Le

2.0

0.0
L

N =45000 Bandwidth =0.01771

0.4

0.2
I

T T T
0 5 10 15

N =45000 Bandwidth = 0.09561

2
96

10 20 30 40

0
L

N =45000 Bandwidth = 0.00298¢

Ls
~
3
©
3
<
S

0 20000 40000
Iterations

o

2
o
S

0 20000 40000

Iterations

2
T

0 20000

40000

Iterations

31

oy

vl

@

e 4

=

v |

S

< |

e T T T T 1

0.0 1.0 2.0

N =45000 Bandwidth = 0.02436
2
O3

<o

o

=

=

o

o

< |

e LB e

2 4 6 8

N =45000 Bandwidth = 0.06051
2
o7

o

<

o

~

-

o

N=45000 Bandwidth = 0.008977

[¢53
o
&
°
=
°
s
0 20000 40000
Iterations
2
O3
@
©
<«
o
0 20000 40000
Iterations
&2
7
0 20000 40000
Iterations

15 25
L L

5
L

0

LA B
0.90 0094 098

N =45000 Bandwidth = 0.001514

>
Oy

00 04 08 12

N=45000 Bandwidth =0.03295

15

N=45000 Bandwidth =0.03131

Figura 4.5: Grafico de Densidade de alguns parametros do modelo fatorial SSL.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma extensao flexivel do modelo de andlise fatorial,
substituindo a clédssica suposi¢do de normalidade pela suposi¢do de que a distribuicdo
conjunta do vetor de erros de observacdo e do vetor de fatores ¢ uma mistura de escala
da normal assimétrica. Isto permite modelar dados com comportamento assimétrico e
de caudas pesadas, muito frequentes em aplicacdes da anélise fatorial. E utilizada a pa-
rametriza¢ao canOnica da mistura de escala da normal assimétrica, obtida de tal maneira
que o vetor de forma tem todas as coordenadas nulas, com exce¢do de possivelmente uma.
Obtém-se entdo um modelo que mantém caracteristicas similares as modelo fatorial tradi-
cional, como fatores ndo correlacionados. A eficdcia da metodologia proposta é mostrada
através da andlise de um conjunto de dados reais com observagdes de expectativas de vida

em diversos paises.

5.1 Trabalhos Futuros

Um possivel trabalho futuro € analisar a possibilidade de inclusdo de censura na res-

posta.

32



Capitulo 6

Apéndice

6.1 Condicionais completas das distribuicoes da matriz
de cargas e das variacoes idiossincraticas para o mo-

delo normal de analise fatorial

O modelo de andlise fatorial pode ser reescrito da seguinte maneira

Y =FB +e,
onde Y = [Yl---Y,,]' ce=le ---en]/ sd0 matrizes n X p, com €q,...,e, id N,(0,D) e
F =[F,---F,] é uman x ¢ matriz.
A densidade da matriz aleatéria Y é dada por
1
7(Y[B,F,D,s) < det(D) /2 exp {tr {—EDI(Y —FB’)’(Y—FB’)] } (6.1)

1
o det(D) " *exp { —5tr [D~' (-Y'FB' —BF'Y + BF'FB')] } , (6.2)
onde det(+) e tr(-) denotam o determinante e a fungdo trago respectivamente. Entdo,

FB' = | 715, 7% - F, B, ¥,

) FZ,, - ¥, |, 6.3)

onde .%; é a matriz com as primeiras i colunas de F. Outra matriz de interesse ¢ BF'FB’.

Temos que a (i, j)—entrada da matriz dada por

BF|F; B, i (i,7) €{1,....q} x{1,....q}:
(BFFB');j = BFFB, if (i,j)e{g+1,....p} x{q+1,....,p} (6.4)
B FRB; if (i,j) €{l,....,q} x{q+1,....,p}.
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Usando (6.3), podemos obter as (i, j)—entradas da matriz BF'Y, que sdo

BiF! Xy if i=1,....,q, j=1,....p;
(BFY);=4 it " _ (6.5)
BE¥Y ;) if i=q+1,....p, j=1,...,p,
onde Y( j) sdo as j-ésimas colunas de Y. Usando (6.4) e (6.5), obtemos
41
tr[D~! (BFFB')] = ,Z{ 6_12% Tl 7, %’+l Z %’F 'FA;,; (6.6)
= q—H
41
D' (BFY)] =Y S%.7Y;+ Z %’FY (6.7)
i=1 0j i= q—H

Além disso, temos
(D" (Y'FB')] =u D~ (BF'Y)].

Agora, lembramos que por (3.1), a distribui¢@o a priori para as (i, j)—entradas da matriz

B sdo dadas por

Bii ~TN(0,1,(0,00)); Bij~N(0,58) para i>j, i=1,....p, j=1,...,q.
(6.8)
Também assumimos independéncia a priori entre estes parametros € impomos a restri¢ao
B;j=0fori<j.
Agora obteremos as condicionais completas das linhas %;,i =g+ 1,..., p. Note que,
neste caso, a distribui¢do a priori é %B; ~ Nq(O,ygl). Usando (6.2), (6.6), (6.7) e (6.8),
obtemos a seguinte distribui¢do condicional completa

n(%i|Y,F,D) < (Y| %;,F,D)n(%;)

1 2 1 1
x< — = ——%iF/Y ; —@iF/F%{ —@V%ﬂ
{3 [ e s |

[ 2 1 1
= |- = BFY,+ % FF+—=1,| 2|},
oo {3 [y s (e ) #]

que é o nucleo de uma distribuicio normal q—dimensional com matriz de covariancia
1
Sp, = (GL[ZF’F+ yigl‘l) e vetor de médias pp, = s L35 FY.
Paraocasoi=1,...,q, aindependéncia entre B,, s implica que a distribui¢do a priori
de %i é

1
ﬂ(,@,) < eXp {—2—’}/2%,@1/} HR; (@l’),
0

onde RQ_ ={(x1,...,x); x;>0, j=1,...,i}. Agregando isso com a verossimilhanca
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(6.2) produz a seguinte distribui¢ao condicional completa

n(%i|Y,F,D) < (Y| %;,F,D)n(%;)

1 2 1 1
o< ——= ——f%)iff/Yi — B F F B+ —B:B.| i (B
exp{ 2{ o2 i ()+62 i 1_'_%% l:|} RJr( )

i i
1 2 ! 1 / ar. 1 /
2| o o2 'y
i i 0
que é o niicleo de uma distribuicio normal truncada i—dimensional em R/, , com matriz
-1
de covariancias antes do truncamento g, = (é%’ Fi+ yigll) e vetor de média Mg, =
1
6_12232 ﬁ/Y(l)
Relembrando as distribui¢cdes condicionais completas dos parametros de precisdo
Tiz = Gi—z’ i=1,...,p, precisamos da distribui¢do a priori, que é a distribuicdo gama
com parametros cq € dy e a expressdo para a verossimilhanga é dada em (6.1). Primeiro,

note que, usando (6.3),

g+1 Yp) _F‘@fv ] :

Y-FB' = | Y\~ 7% Y- % - Y

Entao, € facil ver que

q
tr[D~'(Y—FB') (Y- FB')] Z

Assim, parai = 1,...,q, a distribui¢do condicional completa de ,L.iz ¢ dada por
2 N ? P o
(% [Y (i), i, F) o< (17) " exp — (Yo = Fi%) (Y - Fi%;)
x (1) exp{~dot?}

n Cco)— 1
— ()" exp {—rf [do + (Y — FiB) (Y5~ %%’{)} } ,
que é o ndcleo da distribuigdo Gama ((n/2+ co),do + %(Y(i) — FiB)) (X i) — FiB))).

Analogamente parai =gq+1,..., p, a distribui¢do condicional completa de Tiz ¢ dada

por
2 2\ (n/24¢co)—1 2 1 'y e
71'(1'1- |Y %Z7F> ( ) exXp Ti d0+ 2(Y(l) F‘%l) (Y(l) F‘@l) N

que ¢ o niicleo da distribuigo Gama ((n/2+ co),do + 5 (Y5 —F2)) (Y1) —~F%})).
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6.2 Detalhes do algoritmo tipo MCMC

A condicional completa de G; € obtida usando o Teorema 3. Temos

m(gilyi ti, si, L, D, 0, ) o< w(y;|L, D, g;,s;) w(gilti, si, 01,9)

1 _ _
o« exp? —— (gL'D™'Lg; — 2gIL'D'y))
253

1

1
X exp{—ﬁ [g;gi — Z(K + Oclt,-)'gi] }

1

1 _ _
= exp {—Esi g/ [L'D 'L+1]g

572 [2LD ly — 2(k+ onty)] } :

Isto é, para obter amostras da distribuicao posterior de G;, i = 1,...,n, nés geramos amos-
tras independentes a partir de uma distribui¢gdo normal com média pi, € matriz de cova-

ridncia Xg;, onde
g =wl'D'L+T e pg =uT LD yi+r+ot],

lembrando que podemos recuperar os parametros originais usando B = (I—§ 6/)’1/ Le
F, = (I1-68")"/%G;.

Para gerar amostras da distribui¢ao posterior de U;, usamos o Teorema 2. A principal
razdo € que isto nos permite elaborar um passo do algoritmo via marginalizacdo, isto é,
integrando o vetor latente f;. E bem conhecido que este método conduz a um algoritmo
mais eficiente do que a amostragem de parametros da verdadeira distribuicao condicional
completa, isto é, a obtida usando o Teorema 1, o que muitas vezes gera convergéncia lenta
e amostras altamente correlacionadas. Veja Liu [21] para maiores detalhes.

Primeiro, vamos considerar o caso t de Student assimétrico, onde
U; ~ Gama(y/2,1/2). Temos

n(ui|yi7ti7B7D7a17r)) o< n(yi|ui7li7B7D7al?U)n<ti|ui)7r(ui)
u; _
oc I exp {—5 (yi+ Ciby — 8ibity) A1 (yi+ {iby — 51b11i)}

1/2 U; 21
% ul/ exp{—jtiz}uiz exp{—gui}.

1

Assim, para gerar amostras da distribui¢do a posteriori de U;, i = 1,...,n, nds geramos

independentemente a partir de uma distribuicio Gama com parametros

p+y+1

5 (yi+ &by — &ibity) A7 (yi+ §iby — Sibity) + 9 +17.
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Para gerar amostras da distribui¢do posterior de 7;, i = 1,...,n, nés faremos uso do

Teorema 2, novamente. Temos

n(ti|Yi;Si7B7D; (Xl,t]) o< ”(Yi|fi75iaB7D7 al?U)n(ti’si)

. exp{—z—i2 v+ &ib1) — Sibut) A (3 Giby) — Sibuty) 477 }Hm,m)(n)

1

1 _ _
o< exp{—z—s.2 [(512b/1A lbl -+ 1)l‘l~2 —2(y,~—|— Clbl)/A 151])11}} }H(O’m)(l‘,‘),

1

onde [y .) () denota a fungdo indicadora no intervalo (0, ).

Assim, geramos independentemente amostras da varidvel aleatéria com distribui¢do
TN (51 G%,[(yi + Clbl)/A_lbl],G%_, (0,00)) ,

onde
1

T (14820 A b))

S

Com relacdo as amostras da distribui¢do a posteriori de L;, observe que, pela Equacao
(2.9), temos
Yil(Gi = &5 = si) ~N,(Lg,D),
onde Y; = s; ly; e gi= sl._1 g;. Assim, condicionado a S; = s;, 0 modelo pode ser reescrito

da seguinte maneira

Y =GL'+¢, (6.9)
onde Y = [slel---s,jlYn}/ e & = [ ---&,) sdo n x p matrizes, com &,...,8&, id

N,(0,D) e G = [sl_lGl E ~s;1Gn}/ ¢ uma matriz n X g. Entdo a solu¢do pode ser ob-
tida exatamente como no modelo de andlise fatorial normal, veja o Apéndice Se¢do (6.1).

Isto €,

(i) Gere amostras da distribuicdo posterior de .%Z;, i = 1,...,q independentemente a

partir de uma distribui¢do
1 . :
TNi <gEL2ig[,Y(i)’ EszRl—}—) )
i

onde

1, 1\
2L2,‘ = _zgl % + _ZIZ )
i %
<, é a matriz com as primeiras i colunas de G e Y(i) é a j-ésima coluna de Y.

(ii) Gere amostras da distribuicdo posterior de .%;, i = g+ 1,..., p independentemente
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a partir de uma distribuicdo

1 ~
Na (?ELHG’YWEL”) !

1

onde
¥, = ! GG+ 11 B
Ly — Giz ,},g q .

Para gerar amostras da distribui¢io posterior de Gl._z

, usamos novamente o fato que,
condicionado a S; = s;, temos um modelo fatorial normal dado pela Equacgao (6.9), de

acordo com a solug@o obtida no Apéndice Secdo (6.1).

(1) Para gerar amostras da distribuicdo posterior de o; 2, i=1,...,q, gere independen-
g ¢aop ; q, g p

temente amostras a partir da distribui¢ao

Gama (n Yo | [vom + (Y (i) = 4:2) (Y iy - 94))] ) ;

2 2

(ii) Para gerar amostras da distribuicdo posterior de 6, 2,i =g+ 1,..., p, gere indepen-
g gaop i q g P

dentemente amostras a partir da distribui¢ao

n+vy 1 - ~ . ~
Gama ( R [vom(z) + (Y(,-) - GZ’)’(Y(,') — GZ/)]) .
Para obter amostras da distribui¢do posterior de &, consideremos o Teorema 3 e a

distribui¢@o a priori em (3.3). Definindo t = (¢,...,1,) e s = (s1,...,5,), temos

75(061|g1>~--7gn7t7570) o< n(gla'-'7gn‘a1707t7s)7r<a1)
n
=n(on) | | 7(gilan,y,t,s:)
i=1

11 n
“GXP{—E g(al—Ha)2+zsiz((gi—'</)—Oilti)/((gi—'%)—%ti)]}
| “a i=1
1 1 2 < 2 . lq. 24/¢
o< eXp —E g ((Xl —ZHQ(Xl) + ZS,' [-2@1 (g, _K) t,—}—OCl titl]
| Oa i=1

{1 ¢ n
=expq—= || =5+ Y sititi | of —2 “—§‘+Zs%(g,-—n)’ti o | v,
2|\%a = Ca iz

respectivamente. Denotando por gj; o primeiro elemento de g;, temos que a condicional

completa da distribuicao de o é normal com média e variancia

-1
‘Ll, n 1 n

Ea=05 | =+ Y.sitilgri—x1) | e dg=|=+Lst]
Oa i1 Oa 21

[0
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respectivamente.

Com relacdo ao parametro fator de escala 1, vamos considerar primeiro o caso t de
Student assimétrico. E fécil provar que a condicional completa da distribuicdo de A é
TGamma(2,1v, (Ao, 1)), que é uma distribui¢io Gamma truncada no intervalo (A9, 4;).

Uma vez que a distribui¢do condicional completa ou distribui¢des condicionais par-
cialmente marginalizadas do 1 ndo estdo disponiveis em um formulédrio padrdo, nossa
escolha € marginalizar tanto quanto possivel, integrando em uma forma padrdo as va-
ridveis latentes no modelo, e retirar a amostra da distribui¢do condicional do parametro
de interesse dada a amostra e os outros pardmetros. Liu [21] observou que esse mé-
todo € mais eficiente do que atualizar os parametros um de cada vez, o que muitas vezes
gera convergéncia lenta e amostras altamente correlacionadas. Assim, usando o passo de

Metropolis-Hastings, mostramos a distribui¢do condicional marginal de

n(yly,B,D,aq) o< 7(y[B,D, 0,9)7(n)

o< exp{_lU}HStp(yzl - C]bb\:[l?aY,U)?
i=1

veja Equacgdo (2.6). Dada a observagao 1)(’ —1 obtida na etapar — 1, geramos )¢ a partir de

uma distribui¢do lognormal LN(U(’ -1, n&) Esse candidato € aceito com probabilidade

. ﬂ(nc|y7B7D7al)Uc
Q_mm{ﬂ(n(f”Iy,B,D,al)o“—” gk

6.3 Calculo das esperancas de S e de S°

Se U ~ Gama(y/2, 1)/2) temos:
ParaS=U"'"2=82=U""e f(u) = 0/2}3/)2 (0/2)=1=(/2)4  Agsim,

00 v/2
IS = B0 = [ Qe e 0

_ (n/2)"? / (9-3)/2,~ (02
= F(U/Z) u e du.
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Fazendo x = (/2)u = u=2x/y e du=(2/y)dx, parau — 0= x — 0 e para u — oo =

X — oo, Temos entao:

12 e
£t = £ = W [ a0 22 jv)a

_ (/2" (v/2)*> 1 /mx(n—3)/2e—xdx
T(v/2) (9/2)7/2(n/2) Jo

/2 e

_F(U/Z)/oxn e Ydx

1/2
= O Tl0/2) - 1/2),

Calculemos agora, E[S?].

B =EU)= [ —(g(/j};/;u<v/2>—le—<v/2>uu—1du
0

(v/2)" /°° (9-4)/2,—(v/2)u
Tly/2) Jo u e du.

Fazendo x = (n/2)u = u=2x/y e du=(2/9)dx, parau — 0= x — 0 e para u — oo =

X — oo, Temos entao:

/2 oo
B = B0} = P2 [T a0 e o yax

SO O 1 o
L(/2) (v/2)2/2(n/2) Jo
_ 0/2) 1% w211 -,
= o !
_ (/2 N
Se U ~ Unif(0, 1), temos:
ParaS=U"'""= 82 =U"2Ye f(u) = 1. Assim,

E[S|]=E[U'/Y = /Olu_l/"f(u)du

— /1u_1/"du: {M]l
0 (=1/9)+1],

=n/(9—1).

40



Calculemos agora, E[S?].

E[S?| = E[U?) = /O L f(u)du
1

2
0 (=2/9)+1],

=1/(h-2).

6.4 Detalhes da expressao (1.12)

Seja (X', Y')" ~ SN, [(€x,€y)",bloco diag{€x,Qy}, (ak,0,)'}] . Temos dai que
X ~ SNP(fx,Qx,Otx).

X
Prova: Fazendo Z = v ) Al = ( I, 0, >, b =0, e aplicando a Proposi-

¢do 1, temos que X =Z* = A’Z+b. Segue entdo, que sendo & = ( &x > e =

&y
Qxy 0
, temos:
0 Qy

‘S*:Alﬁ—l-b:(lp ()pxq>>< (EX

&

. Q 0 I,
cormon- (10 (0 )1 ):
pxq
I
:<Qx 0pxq>><<0p )ZQX-

pxq

>+b:£X+b:§X.

. w*(QH A Qw'a
{1+ w1 QW - W IRAR) (w1 QAY]a}
Desenvolveremos primeiro o numerador e depois o denominador desse quociente.

W) A o = W () A Qo = W () (QX opxq)w—la

- w*( Lxp Opxg ) ( W O )wfla

= ( w* 0)xq ) ( Q(J) wo )

- ( W' Opxg ) ( wo (w**)—l )O‘

= ( pxp Opxq >OC: ( Ipxp Opxq ) X ( Oji(q ) = oy.
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w 0w — WA T (W IQAY
(i)
! (i) (iii)

{l—f—a'

-1
w Qw1 = “ 0 X
T N0 e

w QA =wlnA(Qx) !

| (w)! 0 y Qx 0 y (Qx)~!

B 0 (w)! 0 Q (I

_ (w*) "1 0 " (Qx)~! _ (w*)!
0 (w™) "1y 0,xq 0,

(W QA =A'Q (w1 =A'Quw™!
———
(i)
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Substituindo os resultados obtidos em (6.10), temos:

1/2
1+o 0 X o
e (6 ot )

0 0 o V1"
= {1-1—( an 0q><61 > X < 0 (w**)—lﬂy(w**)fl ) % ( quq >}

:{1+(0 o)x((}ji)}l/zy
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6.5 Programas em WinBugs para estimacao dos modelos

6.5.1 Modelo Fatorial N

HH#HHHH R R R
### MODELO FATORIAL N ###
HURFHHEH R R

### GERANDO VEROSSIMILHANGA ###

model
{
for (i in 1:n) {
uli] <- 1
tli] <- 0
tt[i] ~ dnorm(0, 1)I(0,)
G[i,1] =~ dnorm(0,uli])
for(1 in 2:q){
G[i,1] ~ dnorm(0,u[il)
}

for(j in 1:p) {
prec.yl[i,j] <- ulil/sig2[j]
mean.y[i,j] <- inprod(L[j,],G[i,])
Y[i,j] ~ dnorm(mean.y[i,jl, prec.yli,jl)
}

for(j in 1:p) {

invsig2[j] ~ dgamma(0.001,0.001)
sig2[j] <- 1/invsig2[j]

}

for(i in 1:q){
L[i,i] ~ dnorm(0,0.001)I(0,) #matrix L
}

for(i in 2:9){
for(j in 1:(i-1)){
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L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in (g+1):p){
for(j in 1:9){
L[i,j] 7 dnorm(0,0.001) #tmatrix L

for(i in 1:9){
for(j in (i+1):q){
L[i,j] <- 0 #matrix L

6.5.2 Modelo Fatorial T

HUFHHAH R H AR
### MODELO FATORIAL T ###
HERHHAFH AR HH AR H B FH AR HHAFH B HY

### GERANDO VEROSSIMILHANGA ###

model
{
kappal <- -sqrt(2/3.141593)
for (i in 1:n) {
ul[i] ~ dgamma(nul,nul)
t[i] <- 0
G[i,1] = dnorm(alphal*(kappal+t[i]),uli])
for(l in 2:q){
G[i,1] ~ dnorm(O,uli])
}

for(j in 1:p) {
prec.y[i,j] <- ulil/sig2[j]
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mean.y[i,j] <- inprod(L[j,],G[i,])
Y[i,j] ~ dnorm(mean.y[i,jl, prec.yli,jl)
}

for(j in 1:p) {

invsig2[j] ~ dgamma(0.001,0.001)
sig2[j] <- 1/invsig2[j]

}

#alphal ~ dnorm(0,0.001)

h ~ dgamma(1,1)

pre.alpha <-2xh

alphal ~ dnorm(0,pre.alpha)

for(i in 1:q){
L[i,i] ~ dnorm(0,0.001)I(0,) #matrix L
}

for(i in 2:q){
for(j in 1:(i-1)){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in (g+1):p){
for(j in 1:9){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in 1:q){
for(j in (i+1):q){
L[i,j] <- 0 #matrix L
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nul <- 0.5*nu # t-Student

nu ~ dexp(lambda) # t-Student
lambda ~ dunif(0.02,0.5)
}

6.5.3 Modelo Fatorial SN

HURFHHAH R R
### MODELO FATORIAL SN ###
HERFHHAHH AR AR R R Y

### GERANDO VEROSSIMILHANGA ###

model

{
kappal <- -sqrt(2/3.141593)
for (i in 1:n) {

uli] <- 1

t[i] <- tt[il/sqrt(ulil)
tt[i] ~ dnorm(0, 1)I(0,)
G[i,1] ~ dnorm(alphal*(kappal+t[i]),uli])

for(1 in 2:q){

G[i,1] ~ dnorm(O,ulil)

}

for(j in 1:p) {
prec.yl[i,jl <- ulil/sig2[j]
mean.y[i,j] <- inprod(L[j,],G[i,])
Y[i,j] ~ dnorm(mean.y[i,jl, prec.yli,jl)
}

for(j in 1:p) {

invsig2[j] ~ dgamma(0.001,0.001)
sig2[j] <- 1/invsig2[j]

}

h 7 dgamma(1,1)
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pre.alpha <-2xh
alphal ~ dnorm(0,pre.alpha)

for(i in 1:q){
L[i,i] ~ dnorm(0,0.001)I(0,) #matrix L
}

for(i in 2:q){
for(j in 1:(i-1)){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in (g+1):p){
for(j in 1:9){
L[i,j] = dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in 1:9){
for(j in (i+1):q){
L[i,j] <- 0 #matrix L

6.5.4 Modelo Fatorial ST

HURFHHAH R H AR R
### MODELO FATORIAL ST ###
HURHHAFH A HH AR H B H AR HHAFH R HY

### GERANDO VEROSSIMILHANCA ###
model

{
kappal <- -sqrt(2/3.141593)
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for (i in 1:n) {
uli] <- 1
t[i] <- tt[i]/sqrt(ulil)
tt[i] ~ dnorm(0, 1)I(0,)
G[i,1] ~ dnorm(alphal*(kappal+t[i]),uli])
for(1 in 2:q){
G[i,1] ~ dnorm(0,ulil)
}

for(j in 1:p) {
prec.y[i,j] <- ulil/sig2[j]
mean.y[i,j] <- inprod(L[j,],G[i,])
Y[i,j] ~ dnorm(mean.y[i,j], prec.yli,jl)
}

for(j in 1:p) {

invsig2[j] ~ dgamma(0.001,0.001)
sig2[j] <- 1/invsig2[j]

}

h ~ dgamma(1,1)
pre.alpha <-2xh
alphal ~ dnorm(0,pre.alpha)

for(i in 1:q){
L[i,i] ~ dnorm(0,0.001)I(0,) #matrix L
}

for(i in 2:q){
for(j in 1:(i-1)){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in (g+1):p){
for(j in 1:9){
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L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in 1:q){
for(j in (i+1):q){
L[i,j] <- 0 #matrix L

6.5.5 Modelo Fatorial SSL

HH#H R R R
### MODELO FATORIAL SSL ###
HH#HHHHH R R R

### GERANDO VEROSSIMILHANGA ###

model
{
kappal <- -sqrt(2/3.141593)*(nu/(nu-1))
for (i in 1:n) {
ul[i] ~ dbeta(nu,1)
t[i] <- tt[il/sqrt(ulil)
tt[i] ~ dnorm(0, 1)I(0,)
G[i,1] = dnorm(alphal*(kappal+t[i]),uli])
for(1 in 2:q){
G[i,1] ~ dnorm(O,ulil)
}

for(j in 1:p) {
prec.yli,jl <- ulil/sig2[j]
mean.y[i,j] <- inprod(L[j,],G[i,])
Y[i,j] ~ dnorm(mean.y[i,jl, prec.yli,jl)
}
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for(j in 1:p) {

invsig2[j] ~ dgamma(0.001,0.001)
sig2[j] <- 1/invsig2[j]

}

#alphal ~ dnorm(0,0.001)

h ~ dgamma(1,1)

pre.alpha <-2xh

alphal ~ dnorm(0,pre.alpha)

for(i in 1:q){
L[i,i] ~ dnorm(0,0.001)I(0,) #matrix L
}

for(i in 2:q){
for(j in 1:(i-1)){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in (g+1):p){
for(j in 1:9){
L[i,j] ~ dnorm(0,0.001) #matrix L

for(i in 1:q){
for(j in (i+1):q){
L[i,j] <- 0 #matrix L

}
}
nu ~ dexp(lambda) # t-Student
lambda ~ dunif(0.02,0.5)
}
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