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Resumo

Depois de descrevermos algumas importantes classes de grupos, verificamos que local
nilpoténcia e local supersolubilidade sao propriedades de Frattrini de PC-grupos, grupos

cujas classes de conjugacao sao policiclicas por finito. Particularmente, verificamos que se

G é um PC-grupo entao é localmente nilpotente (supersoluvel) se, e somente se, G

G
®(G)

é localmente nilpotente (supersolivel).
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Abstract

After describing some important classes of groups, we found that nilpoténcia site

and supersolubilidade site are properties of Frattrini PC-groups, groups whose conjugacy

G
(@)

is locally nilpotent (supersoluvel) if and only if G is locally nilpotent (supersolavel).

classes are polycyclic by finite. Particularly, we note that if G is a PC-group then



Lista de Simbolos

|G|: O(g) = |(g9)| : ordem do grupo G; ordem do elemento g € G

ACB : A é subconjunto proprio de B

ACB : A é subconjunto de B

H<L<G : H é subgrupo do grupo G

H<G : H é subgrupo proprio do grupo G

NG : N é subgrupo normal do grupo G

N Q4G : N é subgrupo subnormal do grupo G
M<d : M é subgrupo maximal do grupo G

(9) <G : subgrupo de G gerado pelo elemento g € G
(X) : subgrupo gerado pelo conjunto X

|G : H| : 0 indice do subgrupo H em G

G’ : 0 subgrupo comutador de GG

" : h=tgh, conjugado de g por h

lg, R : g 'h~'gh = g '¢", comutador de g e h

a%; (a%) : {a% g € G}; o subgrupo gerado pelo fecho normal de a
[A, B] : 0 subgrupo comutador de A e B

Ca(z) : centralizador de x em ¢

Ca(X) : centralizador de X em G

Nea(X) : normalizador de X em G

nG : conjunto dos subgrupos normais de G

mG : conjunto dos subgrupos maximais de G
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Z(QG) : centro do grupo G

G, = Gy : o grupo (7 é isomorfo ao grupo Go

XY H{rzy:x € X eyeY} oproduto de X por Y
G

N : grupo quociente de G por N, quando N <G
HE¢ : fecho normal de H em G

Aut(G)  : grupo dos automorfismos de G
Fit(G)  : subgrupo de Fitting de G

o(G) : subgrupo de Frattini de G

2 : classe dos grupos abelianos

8, : classe dos grupos n-gerados

(o) : classe dos grupos finitamente gerados

S : classe dos grupos finitos

N : classe dos grupos nilpotentes

N, : classe dos grupos nilpotentes com classe de nilpoténcia < ¢
NG : conjunto dos subgrupos nilpotentes de G
66 : classe dos grupos supersoliuveis

B : classe dos grupos policiclicos

PBF : classe dos grupo policiclico-por-finito

£Nn : classe dos grupos localmente nilpotentes
L£66 : classe dos grupos localmente supersoliveis
X : classe dos poli-X grupos

LX : classe dos localmente-X grupos

HX : classe dos hiper-X grupos
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Introducao

As principais discussoes deste trabalho tratam de grupos G com classes de conjuga-

¢ao policiclicas-por-finito, i. é., para cada x € G, o grupo é policiclico-por-finito.

G
Ca((z%))

Se X é uma propriedade de grupos, dizemos que X é uma propriedade de Frattini se

G é X-grupo sempre que é X-grupo.

(@)

Um estudo mais detalhado dos PC-grupos foi feito em 1990, por F. de Giovani, S.
Franciosi e M. J. Tomkinson, apresentado no artigo intitulado: "Groups with Polycyclic-
by-finite Conjugacy Classes". E, em 1996, F. de Giovani e S. Franciosi fizeram um estudo
aprofundado de propriedades de Frattini em grupos com classe de conjugacao policiclica-
por-finito, no artigo que recebeu o nome: "Properties of Groups with Polycyclic-by-finite

Conjugacy Classes". Artigo ao qual nos baseamos para realizarmos nosso trabalho.

Provaremos que para PC-grupos, nilpoténcia local e supersolubilidade local sao pro-
priedades de Frattini. Conhecido é que, para grupos finitos, nilpoténcia e supersolubilidade

sao propriedades de Frattini.

No capitulo 1, realizaremos uma breve descricao de algumas propriedades de grupos.
Destacaremos os grupos noetherianos, nilpotentes, localmente nilpotentes, policiclicos,
localmente policiclicos, supersoliveis e localmente supersoluveis. Além da descri¢ao, mos-
traremos o fechamento dessas propriedades para subgrupos quocientes e produto direto

(de dois fatores). Dedicaremos um paragrafo para ®(G), o subgrupo de Frattini de um



dado grupo G. Devido a Hirsch e Plotikin, provaremos que local nilpoténcia é uma pro-
priedade radical. De maneira analoga mostraremos que em todo grupo G sempre existe o

maior subgrupo normal localmente policiclico.

No capitulo 2, mostraremos que subgrupos, quociente e produtos direto de subgrupos
de PC-grupo sao PC-grupos. E que G é um PC-grupo, se e somente se, G é coberto
por subgrupos normais policiclico-por-finito. Mostraremos também que nilpoténcia local
e supersolubilidade local sao propriedades de Frattini que é o nosso principal resultado.

E terminamos o capitulo com algumas conseqiiéncias desses resultados.



Capitulo 1

Preliminares

Inicialmente apresentaremos a definicao de classes de grupos. Dentre essas classes
de grupos citaremos as classes dos grupos nilpotentes e supersoluveis e destacaremos as
classes dos grupos localmente nilpotente e localmente supersoliiveis. Mostraremos que nil-
poténcia e supersolubilidade sao fechadas a subgrupos, quocientes e produto direto de um
ntmero finito de subgrupos. Na classe LT mostraremos que o produto de dois subgrupos
normais localmente nilpotentes é localmente nilpotente, um resultado de Hirsch-Plotikin
que mostra que existe um tnico subgrupo normal localmente nilpotente maximal con-
tendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G. E na classe dos grupos
localmente supersoliveis mostraremos que um grupo G € LEG satisfaz Max-n se, e so-

mente se, é supersolavel.

Dizemos que X é uma classe ou propriedade de grupos se para cada grupo G podemos
decidir se G possui ou nao a propriedade X, ou seja, G € X ou G ¢ X. Comumente

dizemos que G é um X-grupo se G possui a propriedade X.

Definicao 1.1. Seja X uma classe ou propriedade de grupos.

i) Dizemos que G é um grupo poli-X se, e somente se, em G existe uma cadeia subnormal

1=Go<9G12..4G, 1 4G, =

onde cada quociente € um X-grupo, para todo v = 1,2,....,n. Indicamos por X*° a

1—1



classe dos poli-X grupos;

ii) Sejam X e ) propriedades de grupos. Um grupo G € dito X-por-Q), se em G existe
um subgrupo normal N, tal que N possui a propriedade X e % possui a propriedade 9).
Indicamos a classe dos grupos X-por-2) por X%);

iii) Um grupo G € dito localmente-X grupo se, e somente se, todo subgrupo de G finita-
mente gerado € um X-grupo. Indicamos a classe dos localmente-X grupos por LX;

iv) Um grupo G € dito hiper-X grupo, se toda imagem homomorfica nao-trivial de G pos-
sutir um X-subgrupo normal nao-trivial. Em outras palavras, para todo N <1 G eziste um

M
M<AG com N < M e N € X. Indicamos a classe dos hiper-X grupos por HX.

Exemplo 1.1. Com as defini¢ées acima, considerando as classes B (policiclico), § (fi-
nito), A (abeliano), & (solivel), &S (supersolivel) e N (nilpotente), surgem as clas-
ses de grupos: hiperabelianos, hipercentrais, localmente finitos, localmente soluveis, local-
mente supersoluveis, localmente policiclicos, localmente nilpotentes, policiclicos-por-finito
e hiperabelianos-por-(localmente finito). Particularmente, se G € LSS, todo subgrupo
finitamente gerado de G € supersolivel. £ se G € BF, nele existe um subgrupo normal N
policiclico de indice finito. Claramente temos que 0s grupos policiclicos e 0s grupos finitos

pertencem a classe P§.

Definigao 1.2. Se n é um inteiro positivo, dizemos que um grupo G € n-gerado se ele é
gerado por um n-subconjunto {xy,zs,...,x,} de G. Um grupo G € dito finitamente gerado

se ele for n-gerado para algum 1 < n € N.

Se {X,/A € A} é um conjunto de subgrupos de G, o subgrupo gerado pelos X\s, com
A € A, é definido por (Uyep X ). Este conjunto sera escrito, por (X,/A € A) ou no caso
de um conjunto finito A = {Ay, ..., A\, }, escrevemos (X, ..., X,,). Indicamos por &,, e &

as classes dos grupos n-gerado e finitamente gerado, respectivamente.

Observacao 1.1. A classe & dos grupos finitamente gerados € fechada a quociente.

- . G
Demonstragao: Se G = (x1, s, ..., z,) e se NG, entao temos N (x1N, 23N, ...,x,N).



Portanto, todo quociente de G € finitamente gerado. B

Observacao 1.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G tal que que N € n-

G
gerado, digamos N (x1N, 29N, ...,x,N). Entao temos G = NH, com H = (x1, %3, ..., T,)

Em geral, a classe & dos grupos finitamente gerados nao é fechada a subgrupos. No

entanto, sob certas condi¢oes vale o seguinte

Teorema 1.1 (Schreier). Seja G um grupo finitamente gerado e H é um subgrupo de G
com indice finito. Entao H € finitamente gerado.
Demonstragio: Se |G : H| = r, com r € N, temos que G = Ht,|JHt,\J...\JHt,, com
t; = 1, é a unido disjunta de r classes laterais (a direita de H em G). Temos também
G =(X), com X CGel|X|< .

Agora, consideremos o conjunto T'(X UX 1T onde T = {t,1s,...,t,} é 0 conjunto
dos representantes das classes laterais citadas acima. Esse conjunto é claramente finito.

Além disso, para todo a € H < @, sendo G finitamente gerado por X, existem um
inteiro s e elementos 1, s, ...,2s em X U X! com a = 2,29...75.

Para todo g € G e todo i = {1,2,...,7}, existem h = h(i,g) € H e j = (i,g) tais
que t;,g = ht;. Assim, h = tigtj’l € TgT~' e como G = (X), g ¢ um produto de ele-
mentos do conjunto X U X! e por isso, vale que h € (T(X U X HT~1). Logo, para

cada um dos ;s acima vao existir hjs em T(X U X~ )T~

e t;js em T, de modo que
tixy = ity e trxj = hjat;,,,, com j = 1,2,..,s — 1. Portanto, podemos escrever
a igualdade a = tia = tyz29..205 = (121) 2205 = (hity))xe..xs = hy(tyx2)Ts.. 05 =
hy(hatiy)xs... x5 = hiho(ti,x3)2s...x5. Em finitos passos teremos a = hyhg...hs_1hgt;,, se e
somente se, t;, = h;'...hyhi'a € H, ja que os h’s e a sdo elementos de H. Entao t;, € H
e assim t;, = t; = 1. Consequentemente, a = hihs...h, pertence a (T'(X U X "1)T~1 N H).
Segue que H < (T(XUX YT 'NH) e obviamente, (T(XUX T 'NH) < H. Portanto,

vale que H ¢ finitamente gerado pelo conjunto (finito) (X U X )7 A



Se G é um grupo, indicamos por P(G) = {W/W C G} o conjunto das partes de G.
Todo subconjunto F' de P(G) é denominado de uma familia de subconjuntos de G.
Por XG = {H < G/H € X} denotamos a familia dos X-subgrupos de G, isto é, a

familia dos subgrupos de GG que possuem a propriedade X.

Definigao 1.3. Sejam G um grupo e C C P(G) uma familia de G. Dizemos que C' é uma
cadeia se, e somente se, valem as sequintes condigoes:

i) C#0;

i) VX, Y € C, vale que X <Y ou Y < X.

Definigao 1.4. Dados um conjunto A e M C P(A) uma familia de subconjunto de A.
Um elemento M € M (caso exista) € dito

i) o maior elemento de M se X C M para todo X € M;

ii) um elemento maximal de M se M C X € M implica que X = M. Denotamos por

M < M.

Podemos observar que um maior elemento M € M (caso exista) é tinico e ele é o inico
elemento maximal de M. Se nao existe um maior elemento em M, podem existir varios
elementos maximais em M (ou nenhum).

Indicamos por mM = {M /M ¢é elemento maximal de M} o conjunto dos elementos

maximais de M. Podemos ter mM = () mesmo se M # ().

Exemplo 1.2. i) Seja G um grupo abeliano. Entao M <G se, e somente se, |G : M| = p,
com p primo;

ii) O grupo aditivo (Q,+) dos nimeros racionais nao possui subgrupos mazimais: Todo
subgrupo proprio de Q tem indice infinito;

iii) Seja G = Sa, o grupo simétrico sobre A com |A| # 2. Seja k € A. Entao

M=G,={9eG/kg=Fk} <G.



Associando-se o : Mg — kg temos que a é uma bijecao de G : M sobre A. Particu-
larmente a cardinalidade |A| = |G : M|. Ainda, se |A| = n < oo, entao |G : M| = n.
Portanto, sobre o indice de qualquer subgrupo mazximal, nao podemos estabelecer nenhuma
restricao.

Demonstragao: i) Se G é abeliano, entao todo subgrupo de G é normal. Se temos

.G L .
M < (G, entao — é um grupo nao trivial sem subgrupos proprios se, e somente se,

%' = |G : M| = p, com p primo.

ii) Suponhamos que U < Q e |Q : U| = n < oo. Considere

en: Q—Q
r— nr
para todo r € Q. Temos que ¢, ¢ um endomorfismo de (Q,r). Para todo r € Q, temos
n(r+U) =nr+ U = U (identidade), para todo r + U € % Logo, nr € U < Q e ¢, nao
é sobrejetor: o, (G) C U < Q. Isto contradiz o fato de que para todo r € Q, r = ¢, (%),
ou seja, ¢, é sobrejetor. Logo, |G : U| = oo.
iii) Claro que M < G, pois |A| # 2. Seja X < G, com M < X < G. Existe gy € X\ M,
com kgg # k. Seja g um elemento qualquer de G. Se kg =k, ge M C X e X =G.
Suponhamos que kg # k. Seja a permutagao y = (kgkgo)(k) € M. Temos kgoy = kg
edal k =kgytg;" onde gy~ lgo' € M C X.Dai, g€ XgoyC X e X =G.
a: Mg — kg é uma bijecao: De fato,

(a) Para todo g1, g2 € G, temos
Mgy = Mg, & g19,' € M & kgigy ' = k< kg = kga.

Logo, « é injetiva.
(b) Para todo [ € A, defina g, = (kl) entdao o : Mg, — kg, = [ e dai a sobrejetividade.

Portanto « é bijetiva. H

Definicao 1.5. Dizemos que uma familia F' de subconjuntos de um grupo G € induti-

vamente ordenada se, e somente se, F' sempre contém U W, a uniao dos termos de
weC



qualquer cadeia C' dentro de F'.

Exemplo 1.3. Seja G um grupo e seja
F={H/H<G e H € LN}

a familia dos subgrupos normais localmente nilpotentes de G. Para qualquer cadeia C
de F', consideremos a uniao L = U A. Segue de breves argumentos que L < G. Agora,
dados finitos elementos [y, s, ...,lkAGECL, com k € N, vale que na pior das hipoteses, cada
l; € A;, onde cada A; é um elemento da cadeia C, para todo 1 = 1,2, ..., k. Portanto, temos

que li,ly, ..., i, € Aj, para algum j € {1,2,....k}. Como A; € F, seque que o subgrupo

(l1,1s, ..., lg) € nilpotente. Seque entdo que L € F' e a familia F' ¢ indutivamente ordenada.

Para investigar grupos mais gerais podemos usar o seguinte

Lema 1.1 (Lema de Zorn). Toda familia de subgrupos indutivamente ordenada possui um

elemento mazimal.

Olhando novamente para o Exemplo 1.3, pelo Lema de Zorn, o conjunto mF' dos sub-
grupos maximais de F' é nao vazio. Ou seja, para todo grupo GG podemos considerar um

maior subgrupo normal localmente nilpotente.

Definicao 1.6. Uma familia ) # M C P(A) satisfaz a condi¢ao mazimal, se qualquer

cadeia C C M possui um maior elemento.

Neste sentido fazemos a



Definicao 1.7. Seja G um grupo.

i) Se S consiste de todos os subgrupos de G, dizemos que G satisfaz a condi¢ao mazimal
quando S satisfaz a condi¢ao maximal; analogamente, dizemos que G satisfaz a condi¢ao
minimal quando S satisfaz a condi¢cao minimal. Denotamos estas condicoes por Max e
Min, respectivamente;

ii) Se N consiste de todos os subgrupos normais de G, dizemos que G satisfaz a condi¢do
maximal sobre os subgrupos normais quando N satisfaz a condicao mazimal. Analoga-
mente, dizemos que G satisfaz a condicao minimal sobre os subgrupos normais quando N
satisfaz a condi¢ao minimal. Denotamos estas condicoes por Max-n e Min-n, respectiva-
mente;

iii) Se 2 consiste de todos os subgrupos abelianos de G, dizemos que G satisfaz a condi¢ao
maximal sobre subgrupos abelianos quando A satisfaz a condi¢cao mazrimal. Analogamente,
dizemos que G satisfaz a condicao minimal sobre subgrupos abelianos quando 2 satisfaz

a condi¢cao minimal. Denotamos estas condicoes por Maz-ab e Min-ab, respectivamente.

Teorema 1.2. As classes Max, Maz-n, Min ou Min-n sao fechadas para subgrupos e
extensoes.
Demonstracao: Faremos a demonstracao para a classe Max.

Sejam G um grupo e H < G. Considere H; < Hy < ... uma série ascendente infinita
de subgrupos subnormais de H. Agora H; NG é subnormal em G. Se G satisfaz a condi¢ao
Max, entao existe n > 0 tal que H, NG = H, .1 N G. De onde segue que H, = H, .
Portanto, a série dada possui um elemento maximal, logo, H satisfaz a condicao Max.

Seja N um subgrupo normal de G. Suponhamos que N e N possui a condicao maxi-

mal e seja G; < G < ... uma série ascendente infinita de subgrupos subnormais de G.

i

G .
Agora G; N N é subnormal em N e é subnormal em N Portanto, existe um r > 0
tal que G, NN =G,.1 NN e G.N = G, 1N. Dai, seque que G, = G,1. Assim, a série

possui elemento maximal e, portanto, G satisfaz a condicao Max. W

Na direcao dos grupos maximais temos a seguinte



Observagao 1.3. Sejam G um grupo, U < G um subgrupo préprio de G e x € G\U.
Pondo V = (U, x), temos U < V. Entao existe M com U < M < G. Particularmente, se
G = (U, x), entao eziste subgrupo mazimal M em G com U < M < G.

Demonstracao: Considere a familia
M=AX/U<X<V,x¢ X}

Temos U € M e assim M # (). Seja C C M uma cadeia e J = U Y. Claramente,
U<J<Vex¢J, senao x esta em algum Y € C. Logo J € M e .Xflcé indutivamente
ordenada.

Seja M um elemento maximal em M (pelo Lema de Zorn). Entao U < M <V com
x ¢ M. Particularmente, temos M < V.

M € mazimal em V: Seja M < L < V. Entao L ¢ M com U < L <V e assim,
x € L.

Agora, V=(U,x) < L<VeV =L oquenosda M<V. R

Definigao 1.8. Dizemos que um grupo G é noetheriano (ou satisfazendo a condi¢ao ma-
zimal para subgrupos) se ocorre(m) uma (todas) da (as) propriedade (s) sequintes:

i) Toda familia nao vazia de subgrupos de G possui um elemento mazimal;

ii) Toda cadeia ascendente Uy < Uy < ... < U, < ... de subgrupos de G € finita;

iii) Todo subgrupo de G € finitamente gerado.

Lema 1.2 (de Dedeking). Sejam H, K, L subgrupos de G, com L < H, entao temos que:
LIHNK)=HNLK e(HNK)L=HNKL.

Vale lembrar que, em geral KL # LK, isto é, tanto LK e KL quanto H N KL e
H N LK nao precisam ser subgrupos de G.
Demonstragao: Mostraremos que L(HNK) = HNLK. Claro que L(HNK) C HNLK.

Sejax=h=Ilke HNLK,comh & H ke Kel & L.Segue que k =1"*h € HNK, pois
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L<Hedaiz € L(HNK). Logo, HNLK C L(HNK) e, portanto, LIHNK) = HNLK. A

Proposicao 1.1. Seja G um grupo, N I G. Entao G € noetheriano se, e somente se, N
e — sao noetherianos.
N

Demonstracao: Consideremos uma cadeia ascendente de subgrupos de G

H <H<.<H;<..<G

G
Como N e N sao noetheriano, existe n € N tal que ;"N = H, "N e H;N = H,N,

para todo i > n. Agora,
H,=H,Nn(H;N)=H,Nn(H,N)=H,(H;NN)=H,(H,"N)=H,,Vi>n;

ou seja, a cadeia considerada é finita. Portanto GG é noetheriano.

Agora, seja N < G. Se G é noetheriano, entao existe uma cadeia ascendente finita

de subgrupos de G. Consideremos N; = N N G; para ¢ = 0,1,...,n. Assim, temos uma

cadeia ascendente finita

de subgrupos de N.
Em N podemos construir uma cadeia ascendente finita

N  GoN G1N< <GnN_G
N N -7 N N

IN

sao noetherianos. W

zlQ

N
G
de subgrupos de N Portanto, N e

1.1 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.9. Um grupo G é dito nilpotente se em G existe uma série finita de subgrupos

1=G <G <..<G,.1 <G, =G

11



talqueGiﬁGeGGi §Z< ¢

para todo v = 1,2, ...,n.
i1 Gil)

Indicamos por Dt a classe dos grupos nilpotentes.

Proposicao 1.2. A classe M dos grupos nilpotentes € fechada a subgrupos, quocientes e
produtos diretos de dois fatores.
Demonstragao: Sejam G um grupo nilpotente com cl(G) = c e H < G. Sendo G

nilpotente de classe ¢, temos que existe uma série

1=Gp <G <..5G1 £G. =G,

onde G; <G e chil <7 (Cfl

1:H0SH1§...§HC,1SHC:H,

), para ¢ = 1, ..., c. Considere a série

onde H; = G; N H, para j = 0,1, ..., c. Temos que H; < H, para todo j = 0,1, ..., ¢, pois
G; <G.

H
Vamos mostrar que i L <Z (

), para todo i =1,2,...,c.
i—1

H;

H;
Sejam xH;_1, hH;_; elementos quaisquer de AR Temos que [tH;_1,hH; 1| = [z, h|H;_1.
i—1
Agora, x € H; y edai z € G;_1 e h € H, ou seja, h € G, logo [x,h] € G,y N H = H,;_q,
H H; H
isto é, [tH;_1,hH; 1] = H;_y, ou seja, vH; | € Z (Hi1> e dai T <Z (Hil)

Agora, seja N <G, cl(G) = c e considere a série

N GyN _G|N G..1.N _G.N GN
— = < <. < < =

N N - N -7~ N — N N’
Temos que ]ZV ﬁ%, pois G; <G e N<G. Dai, G; N <G e pelo teorema da correspondéncia
G;N G
temos o resultado. Assim, basta mostrar que N < Z _N , isto é, temos
Gi N Gi N
N N

G;N G
< Z .
GioiN — Gio1N

G;N
Gi_lN Gi—lN
que [xG;_1N,g9G;_1N] = [x,9]G;_1N. Agora, z € G;N e g € G, isto é, x = hn, onde

Sejam xG; N €

€ gGi_lN S

elementos quaisquer. Temos entao,

h € G; e n € N. Temos entao [x,g] = [hn, g] = [h,g|"[n,g] € G;_1N. Assim, segue que

G G;N G
. i < .
xG,_ 1N € Z <Gi—1N) e dai, G NS Z (Gi_1N>
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Finalmente, consideremos G = M x N, onde M e N tem classe de nilpoténcia igual a

c. Desta forma existe uma série

l=My<M <..<M =M,

M.
com M; < M e ! <Z<

S ) em M, para todo i =1,2,...,c e uma série
i—1

M;—

1=N,<N,<..<N.=N,

N, N
N, <N <7
com N; I N e NS (Ni—l

i1
Considere a série

> em N, para todo7=1,2,...,c.

1 - M()NO S M1N1 S S Mclecfl S MCNC = MN = G,

M;N;
B P4l (R
M;,_ 1Ny — (Mi—lNi—l
entdo M;N; < Z(MN) = Z(G), ja que

temos M;N; <G e ) De fato, se M; < Z(M),N; < Z(N),

[M;N;, MN] = [M;, MN][N;, MN] = [M;, M][M;, N|[N;, M][N;, M] < M;_1N;_ <

M;N; MN
— < | —.
M;_1N;_y — M;_1N;_q

Portanto, a classe 91 dos grupos nilpotentes é fechada a subgrupos, quocientes e produto

direto de dois fatores. l

Observacao 1.4. A classe M nao € fechada a extensoes de subgrupos. Um contra exemplo
: ‘ Sy .. N
€ o grupo simétrico Sz, onde temos que o0s grupos Az e A_3 sao nilpotentes, porém Sz nao
3
€ nilpotente.

O seguinte resultado nos diz que a classe dos grupos nilpotentes finitamente ¢é fechada

para subgrupos.

Proposicao 1.3. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Entao todo subgrupo

de G € finitamente gerado.

13



Demonstragao: Seja G = (g1, g2, ..., g:) € podemos supor que G € N \N._1, com ¢ > 2.
Se
1:G0§G1§§GCZG

é uma série central de GG, entao
1=Gy<Gi<..<G.=G

e Gy £ Z(G) (pois G ¢ N._1). Coloquemos R = G5 e N = [G, G|, isto é, substituimos
G
G por [Ga, G| > 1. Temos que N (91N, 2N, ..., GyN) ¢é finitamente gerado e que o

G G
grupo N tem classe de nilpoténcia cl (N) = ¢ — 1. Por hipotese de inducao podemos

i

sao finitamente gerados para

: G :
i = 2,...,c (2° Teorema do Isomorfismo). Particularmente N - 2_ ¢ finitamente

[GQ ) G]

supor que N ¢ Noetheriano. Logo todos os quocientes
i—1

gerado, digamos

R
N —_ <T1N’T2N’...,TSN>

com certos r1, 7y, ...,7s € R. Falta provar que N é finitamente gerado: Temos N < Z(G),

R G
e <Z (N) Assim, [g;,r;] € N, para todo i = 1,2,....t e j = 1,2, ..., s. Afirmamos
que

N = {([gi,r]l <i<t;1<j<s),

isto é, estes ts comutadores geram N: Coloquemos
Y = {[gi,r]|]1 <i<t;1<j <),

e temos Y < N < Z(G), particularmente, Y 1 G.

) : : . R .
— é 0 maior quociente central de R. Se conseguirmos provar que % <Z v/ seguira

N
N<YedaiY = N.
T1,79, ..., Ts) N
Agora, para todo elemento u € R temos que ulN € G 2’N’ 5) e portanto

u € (ry,re,...,rs) N, digamos u = xn, com = € (ry,rq,....,75) e n € N. Pela defini¢ao

G
de Y,  comuta com os geradores g; de v isto é, [z, ¢;] € Y(1 <i <t). A centralidade de
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R
N em G fornece [u, g;] = [zn, ¢;] = [z, 9:]"[n, 9] = [z, 9] € Y. Logo, v ¢ central e temos

Y =[R,G]=N.®

G
Proposicao 1.4. Sejam G um grupo e N IG. Se N < Z(G) e N é nilpotente, entao

G € nilpotente. Em particular, se € nilpotente de classe no mdzrimo n, entio G €

G
Z(G)
nilpotente de classe no mdzimo n + 1.

Demonstracao: Consideremos a série subnormal

1:N0§N1§§N7.:N

N; G
de N. Claramente N <Z (Gi—l

— €M, ou seja, existe uma série ascendente

), para todo ¢ = 1,2, ...r. Por outro lado, temos que

N
N Gy G Gs G
—= =< =< .. < == —.
N N—-N—- — N N
G
G; G G N .
ComﬁﬂﬁeGi_ng G]X1 , paratodoi=1,2, ..., s.

Dai, temos a série

1:N0§N1§SNr:N:GoéGlggGSZG

de G, cujos termos sao normais em G e os fatores sao centrais. Portanto, G é nilpotente. B

Proposi¢ao 1.5 (Teorema de Fitting). Sejam G um grupo, A, B dois subgrupos normais
nilpotentes de classes cl(A) = a e cl(B) = b de G. Entao AB ¢é nilpotente de classe
cl(AB) <a+b.
Demonstragao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que G = AB (ja que em AB
as hipoteses sao validas). Vamos usar indugao sobre as classes de nilpoténcia.

Sea=0,entdo A=1edai G=DBecd(G)=0+b.

Seb=0,entdo B=1edai G=A¢ cl(G) =a+0.
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Podemos supor que a,b > 1, isto é, A, B > 1. Dai, Z(A) é nao trivial normal ca-
BZ, 4 G

racteristico em A, assim, Z(A) < G. Colocando Z; = Z(A), temos que —, —— < —.
ARV Z1

A BZ
Dai, temos que cl (Z) = a — 1. Temos também, le = BNz e, pela proposicao 1.4,
BZ;
l =b.
c Z
G A BZ G
Agora, segue que 7 = (Z) (711), logo, cl <Z) = (a — 1) 4+ b, por indugao.

Analogamente, colocando Z, = Z(B)<G, temos que A tem classe de nilpoténcia igual
2

AZ G
ab—1le 72 tem classe de nilpoténcia igual a a, logo por inducao, cl (7) =a+(b—1).
2 2

Segue entao que cl( ) =a+b—1. Mas, Z3 N7y < Z(G), logo, temos que

Zy N Zo
G
cl (%) =a+b—1,jaque Z(GG) = ZEPG% . E assim, cl(G) =a+b. A
Zy N Zy

Corolario 1.1. Para todo grupo G e todos os Ny, No, ..., N, subgrupos normais nilpotentes
de G, vale que N1Ns...N, € nilpotente.

Demonstracao: Sejam Ny, Ns, ..., N, subgrupos normais nilpotentes de G. Pelo teorema
anterior, temos que N; Ny é nilpotente. Agora supondo, por inducao, que NyNs...N,_1 é

nilpotente, novamente pelo Teorema anterior, temos que N;N,...N, é nilpotente. B

J&a vimos que a classe 91 dos grupos nilpotentes nao é fechada a extensao, no entanto,

temos o seguinte teorema que nos fornece um importante resultado.

G
Teorema 1.3 (P. Hall). Sejam G um grupo e N <G. Se N e N sao nilpotentes, entao
G € nilpotente.

Demonstragao: (Ver [4/, pdg. )

G
Seja G um p-grupo finito de ordem > 1. Assim, temos que Z(G) # 1, portanto, m
é nilpotente por inducao na ordem de G. Assim, pela Proposicao 1.4., segue que G é

nilpotente. Neste sentido, podemos concluir que os P-subgrupos de Sylow de um grupo G
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sao nilpotentes e, portanto, se G é o produto direto de seus P-subgrupos de Sylow entao,
pela Proposicao 1.2, G é nilpotente.

Seja G um grupo nilpotente de classe ¢. Se H < G, entdao HZ;(G) < HZ;1(G) desde
Zi1(G) _z G
Zi(G) Zi(G)

é subnormal em G. Se ¢ é o menor inteiro positivo tal que H # H;, entao H = H; 1 < H;

). Portanto, H = HZo(G) < HZ1(G) < ... <HZ.(G) =G e H

e Hi < Ng(H). Se M é um subgrupo maximal de G, entao M < Ng(M), assim pela
maximalidade de M temos Ng(M) =G e M < @G. Agora, se P é um Sylow subgrupo de
G e P nao é normal em G, entdo Ng(P) < G e, portanto, esta contido em um subgrupo
maximal M de G. Entao M < G, porém isso contradiz o fato de que se Ng(P) < H < G,
entdo H = Ng(H). Portanto, cada Sylow subgrupo de G é normal e existe exatamente
um Sylow p-subgrupo para cada primo p, uma vez que todos sao conjugados. O produto

de todos os Sylow é claramente um produto direto e é igual a G.

Dizemos que um grupo G é solivel se existe uma série subnormal

com quociente abeliano, para todo 1 = 1,2,...,n.

i—1
Assim, claramente a classe 91 dos grupos nilpotentes esta contida na classe & dos

grupos soliveis. E, se G é um p-grupo solivel fintamente gerado, temos que Yel é um p-

grupo (nilpotente) finitamente gerado. Entao, é p-grupo policiclico e, por isso, finito.

G
. G .. .

Mas sendo G finitamente gerado e vl finito, temos que G’ é finitamente gerado, o que

implica que G’ é nilpotente.

Agora, G’ & nilpotente finitamente gerado, dai G’ & (um p-grupo) policiclico. Logo, G’

é finito. Segue entao que G é um p-grupo finito e por isso G é nilpotente.

1.2 O subgrupo de Fitting

Definicao 1.10. Para todo grupo G seja

FitGy= ] N

NenGe NeENG
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o gerado de todos o0s subgrupos normais nilpotentes de G. Tem-se que Fit(G) é um sub-

grupo caracteristico de G.

O subgrupo F'it(G) chama-se o o subgrupo de Fitting de G.

Um grupo G ¢é dito grupo de Fitting, se Fit(G) = G, isto é, se G é um produto de
subgrupos normais nilpotentes de G. Assim, temos uma descri¢ao alternativa de grupos

de Fitting.

Teorema 1.4. Um grupo G € um grupo de Fitting se, e somente se, todo elemento de G

esta contido em um subgrupo normal nilpotente de G.

Se G satisfaz a condicao Max-n (ou é finito), o subgrupo F'it(G) de Fitting ¢é nil-
potente, e evidentemente é o tinico maior subgrupo normal nilpotente de G. Claro que
Fit(G) pode ser trivial. Por outro lado, se G é um grupo solavel nao trivial, o subgrupo de

Fitting de G contém o menor termo nao trivial da série derivada e, portanto, nao é trivial.

Proposigao 1.6. Para todo grupo G wvale que Fit(G) = {x € G/(z%) € NG}, isto ¢,
Fit(G) € o conjunto dos elementos de G que geram um subgrupo normal nilpotente de G.
Demonstragao: Se z € G é tal que (z) é nilpotente, entdo temos que = € Fit(G).

Reciprocamente seja x € Fit(G). Entao existem subgrupos N, Na, ..., N, normais e nil-
potentes de G, com © € N;N,...N, e dai <;1:G> < NiN,...N,.. Mas pelo Teorema de Fitting,

temos que N;N,...N, € N e, pela Proposicio 1.2, (z%) ¢é nilpotente. W

Proposicao 1.7. Se G é um grupo finito, entao Fit(G) € a intersec¢ao dos centralizadores
dos fatores principais de G.

Demonstracgao: Seja

1:G0<]G1<]<]Gn:G

G; :
uma série de GG e seja [ a intersecao de todos os Cg <7+1>, para todo ¢ = 0,1, ...,n. En-

tao, [Giy1, 1] < G, para todo i =0,1,...,n. Porisso 7,41 = 1 e I & nilpotente: claramente
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I <G, assim I < Fit(G). Por outro lado, temos que |Gy, Fit(G)| <G e |Gy, Fit(G)] < Gy.
Se (G; é um subgrupo normal minimal de G, ou [Gy, F'it(G)] = 1 ou |Gy, Fit(G)] = Gy:
neste iltimo caso, a comutacao repetida com o F'it(G) nos da Gy < .41 Fit(G) = 1 para
algum ¢, uma contradigdo. Dai Fit(G) deve centralizar G. Se n > 1, a indugao em n

1 . Gip .
e, portanto, F' centraliza sei>1. 1
1 i

mostra que

Lema 1.3. Sejam G um grupo finito e M < G. Valem:

i) se M ¢é subnormal em G, entio, Fit(G) = M N Fit(G);

ii) M ¢é nilpotente e subnormal se, e somente se, M < Fit(G).

Demonstragao: i) Podemos considerar dois casos:

Caso 1: Seja M normal em G. Temos que M N Fit(G) é normal em M. Como M N Fit(G)
¢ nilpotente, temos que M N Fit(G) C Fit(M). Por outro lado, Fit(G) é caracteristico
em M, logo Fit(G) é normal em G. Mas Fit(G) é nilpotente, assim Fit(M) C Fit(G).
Claramente temos que Fit(M) C M, logo Fit(M) C M N Fit(G).

Caso 2: Seja M subnormal em G. Consideremos a série

M:MoslMlS]ﬁMr:G

Aplicando-se o Caso 1, r vezes, temos Fit(M,_1) = M,_1 N Fit(G)

Fit(M,_y) = Fit(M,_)) N My_y M,_; N Fit(G) N M,_y = Fit(G) N M,_s, ..., Fit(M)
MNFit(My) = ... = M N Fit(G).

ii) Suponhamos que M < Fit(G). Como Fit(G) é nilpotente, temos que M ¢é nilpo-
tente e subnormal em Fit(G) logo, M é subnormal em G. Reciprocamente, suponhamos
que M é nilpotente e subnormal em G. Temos que Fit(M) = M. Por (i), segue que
M = Fit(M) = M N Fit(G) logo, M < Fit(G).
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1.3 Grupos Localmente Nilpotentes

Proposicao 1.8. A classe L2t dos grupos localmente nilpotentes sao fechadas para sub-
grupos e quocientes.

Demonstracao: Sejam G um grupo localmente nilpotente, H um subgrupo de G e
K < H um subgrupo finitamente gerado de H. Assim, K também é finitamente ge-
rado em G e, sendo GG localmente nilpotente, segue que K é nilpotente. Portanto, H é
localmente nilpotente.

K
Agora, sejam N um subgrupo normal de G e N um subgrupo finitamente gerado de

G .
—. Assim, temos que
N )

(kiN, koN, .., ke Ny (ky, ko, oo k)N

N N

K
N
Dai, segue que N é isomorfo a um subgrupo finitamente gerado de G. Como G é local-

. K . G .
mente nilpotente, segue que N é nilpotente e, portanto, N é localmente nilpotente. ll

Utilizando a idéia do conjugado de um elemento de um grupo G, podemos consi-
derar X C G e H < GG e definir o fecho normal de X em H como sendo o conjunto
XH = (2" = h='zh/r € X e h € H). Claro que temos X C X? < (X, H) e assim, vale

que XH = X{XH),

Antes de verificarmos um importante resultado para a classe dos grupos localmente

nilpotentes, temos a

Observacgao 1.5. Sejam G um grupo; H K < G e M, N C G. Entao, valem as sequintes
tqualdades:

i) MK = (M, M, K));

i) [M, K|¥ = [M, K]|;

iii) [M, N]¥ = [M, K], se K = (N);
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iv) [H,K] = [M,N|#5 se H= (M) e K = (N);

v) Sejam H,K e L subgrupos de um grupo G, tais que K < Ng(H)()Ng(L). Entao,
[HEK, L] = [H, L][K, L]

Demonstragao: i) Mostra-se a partir da identidade z* = x|z, k[;

ii) O subgrupo [X, K]¥ ¢ gerado por todo [z, k]*2, onde x € X e k; € K. Agora temos
que [z, ki])"? = [z, ko] ~[x, k1ko], assim [z, k]* € [X, K] e [X, KX = [X, K];

iii) Por (ii) basta mostrar que [z, k] € [X,Y]* Vo € X e k € K. Agora vamos escrever
k= ySys . ys com y; € Y e ¢ = +1. Primeiramente [z, y;'] = ([, ]V )~ € [X, Y],
assim [z, k] € [X, K]¥ se r = 1. Seja r > 1 e colocando k' = y'ys*...y." 7', temos entdo
[z, k] = [z, K'y] =[x,y ][z, kK']»", um produto que pertence a [X, Y] por indugio em
n;

iv) Segue de (iii). De fato, sendo [M, N] = [N, M|}, temos que
[M, N = ([M,NJ")¥ = ([N,M]")~% = [N,H]"" = [H,N]* = [H, K];

v) De K < Ng(H), temos HK < G. Temos [HK,L| = ([hk,l]/hk € HK el € L).
Mas [hk, 1] = [h,(*[k,1] = [h¥,1¥][k, 1] = [0/, l'][k,]], onde temos que W € H el € L,
pois K < Ng(H) N Ng(L). Assim, [HK, L] < ([H, L], [K, L]). Temos que K normaliza
[H, L]. Temos também, [K, L] < L e L normaliza [H, L], pois [H, L] <(H, L). Logo, [K, L]
normaliza [H, L|. E assim, ([H, L], [K, L]) = [H, L|[K, L] e dai [HK, L] < [H, L], [K, L].

Por outro lado, H, K < HK e dai [H,L] < [HK,L| e [K,L] < [HK, L], logo,
[H, LK, L] < [HK, L.

Portanto, [HK, L] = [H, L|[K,L]. R

Teorema 1.5 (Hirsch-Plotikin). Sejam H e K subgrupos normais localmente nilpotentes
de um grupo G. Entao o produto HK ¢ localmente nilpotente.

Demonstragao: Seja J = (hiky, ..., by, k) um subgrupo finitamente gerado de H K, onde
h, € Hek; € K, para 1 = 1,2,...,m. Devemos mostrar que .J é nilpotente. Para isso,
consideremos os seguintes subgrupos: X = (hy, ..., h,),Y = (ki,....kn) e Z = (X, Y).
Vemos que J < Z e assim, basta mostrar que Z é nilpotente. Definimos o conjunto

C = {[hi,kj];i,j = 1,...,m}. Desde que H e K sao normais, temos que C' C H N K.
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Assim (X, () é um subgrupo finitamente gerado de H e, portanto, é nilpotente. Desde
que grupos nilpotente finitamente gerado satisfaz a condigdo maximal (Ver [4], pag. 137),
o fecho normal C¥X ¢é finitamente gerado e também nilpotente. Assim, C* < H N K, de
modo que (Y,C¥) < K. Portanto, (Y, CX) ¢ nilpotente e finitamente gerado, daf satisfaz

a condigdo maximal. Logo, pela Observagao 1.5, temos que [X,Y] = C*Y e
(X,0%) = (X,[X,Y]) =Y~

Isto mostra que Y é nilpotente, e por simetria X ¢é nilpotente. Finalmente, temos que

7 =(X,Y) = XYYX & nilpotente pelo Teorema de Fitting. W

Corolario 1.2. Em qualquer grupo G eziste um unico subgrupo normal localmente nilpo-
tente mazximal contendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
Demonstracao: Dado N um subgrupo normal localmente nilpotente de GG, consideremos

a familia
F={M;N < M,M <G e M é localmente nilpotente}.

Temos que N € F e entao F' # (). Além disso, dado um subgrupo totalmente ordenado
{M,}icr de F, podemos ver que J = UMl ¢ um limitante superior de {M,;};,cr em F.
Pelo Lema de Zorn, a familia F possuiiilm elemento maximal. Dados N; e N, subgrupos
normais de G tais que N; < H; e Ny < Hy. Pelo Teorema anterior, temos que H; Hs é um
subgrupo normal localmente nilpotente contendo N; e N,. Logo, a maximalidade de H;
e Hy garantem que H{Hy, < Hy e H Hy < H,, de onde segue que H; = H, e, portanto,

existe um tinico subgrupo localmente nilpotente maximal que contém todos os subgrupos

normais localmente nilpotentes de G. B
Este resultado é conhecido como o radical de Hirsch-Plotikin.
Observacao 1.6. Para todo grupo G, o subgrupo de Fitting de G € localmente nilpotente.

Demonstragao: Sejam zi,xs,...,z, € Fit(G) quaisquer elementos. Entao, temos que
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(xF), (2§, ..., (&) sdo subgrupos normais nilpotentes de G' e pelo Teorema de Fitting

() (2§)...(xC) ¢ nilpotente. Mas (11, o, ..., x,) < (x§)(2)...(x%). Logo, (z1, 79, ..., 2,) &

r

nilpotente e, portanto, Fit(G) é localmente nilpotente. H

Um grupo de Fitting, em geral nao é nilpotente. E também, nem todo grupo local-
mente nilpotente é um grupo de Fitting: A classe dos grupos de Fitting estd propriamente

entre as classes dos grupos nilpotentes e dos localmente nilpotentes.

Teorema 1.6 (Mal'cev, McLain). Todo fator principal de um grupo localmente nilpotente
é central.

Demonstragio: Seja N um subgrupo normal minimal de G. E suficiente provar que N
é central em G. Se N £ Z(G), entao existe a € N e g € G tal que b = [a,g] # 1.
Visto que b € N e N <G, temos que N = (b%) pela minimalidade de N. Notamos que
a € (b9 ..., b9) para certos g; € G. Se H = (a,¢,41,-..,gn) entdo temos que H é um
subgrupo nilpotente. Seja A = (a'?). Entao b € [A, H], e segue que b% € [A, H] e conse-
quentemente a € [A, H]. Temos A = [A,H| e A = [A,, H] para todo r. Visto que H é
nilpotente, segue que A = 1 e a = 1. Mas isto quer dizer que b = [a,g] = 1. Absurdo.

Logo, segue o resultado. H

1.4 Grupos Policiclicos

Proposicao 1.9. A classe dos grupos policiclicos € fechada para subgrupos, quocientes e
extensoes.
Demonstragao: Sejam G um grupo policiclico e H um subgrupo de GG. Em G existe uma

cadeia subnormal

1=Go4G12..49G, 1 4G, =G

onde é ciclico, para todo i = 1,2,...,r. Consideremos H;, = H N G;, para todo

%
Gifl

1 =1,2,...,r. Assim, temos uma cadeia subnormal
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l=HydH,<..dH,_ 1 JH,=H

d H; H; NGi*lHi<Gi(’l')Pt ; L el

onde = ~ ciclico). Portanto, —— é ciclico, para
H_, (HNG)NG Gi-1 G i—1 P

todoi=1,2,...,7 e dai H é policiclico.

Além disso, em N podemos formar uma cadeia subnormal

N GyN _GN G,1+N G.N G
— = g <...d4 g = —
N N — N - — N — N N
N ~ GN  Gi(GiaN) G; ~ Gi1 o
onde G.N "GN G.N ~G.NAG G NNG é ciclico, para todo
N Gia

G
1=1,2,...,7. Logo, N é policiclico.

Sejam N 4G, N e N policiclicos. Por definicao temos uma cadeia normal em NN,

1=NgdN;d...4dN,_ 1 dN, =N

i G
onde é ciclico, para todo i = 1,2, ..., e uma cadeia subnormal em —
i—1
N @qﬂqquH b _ G
N N N—- — N N N
L;
onde - =~

VY .
=~ —— ¢ ciclico, para todo 7 =1,2,..., 1.

Dai, em GG temos uma cadeia subnormal

1=NoIN Q...dN, 1 AN, =N=Lyd L, <. AL, AL, =G

cujos fatores sao ciclicos. Concluimos entao que G é policiclico. B

Observacao 1.7. Um grupo abeliano € policiclico se, e somente se, € finitamente gerado.

Demonstracao: Seja G um grupo abeliano policiclico. Entao existe uma cadeia subnor-
mal

1=Gp4G,19..4G, 1 4G, =G

i

onde e é ciclico, para todo i = 1,2, ...,r. Assim temos
i—1
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= (x1), g—j = (2,G) = <3721G1 _ <J:2C;1x1>

Go

Concluimos entao que Gy = (21, x5). Procedendo de maneira analoga com os outros fatores
desta cadeia, concluimos que G,, = (1, %9, ...,x,) = G. Entao G é finitamente gerado.

Agora desde que tenhamos um grupo abeliano G' = (x4, 23, ..., ), podemos formar

uma cadeia
1 < (1) < (z1,29) < ... < (21,29, .., Tp1) < (21,22, ..,2,) =G

Com fatores ciclicos e dai segue-se que G é policiclico. B

Proposicao 1.10. Seja G um grupo. Entao G € policiclico se, e somente se, G € soluvel
e noetheriano.

Demonstracao: Sendo GG um grupo policiclico, existe nele uma cadeia

1=Gy<4G12..4G, 1. 4G, =G

i

tal que cada fator é ciclico, para todo 7 = 1,2, ...,r. Por isso temos claramente que

i—1
G é soluvel.
Agora podemos proceder por inducao sobre o comprimento da cadeia dada para mos-

trar que GG é noetheriano. Se n = 1 nao h& o que fazermos. Por inducao o resultado vale

em G,_1. Como é ciclico ele é noetheriano, concluimos que G é noetheriano.

Gn—l
Seja agora G um grupo soluvel noetheriano. Nele existe uma cadeia subnormal

1=Gy<G19..4G, 1 4G, =G

onde é abeliano, i = 1,2, ...,r. Novamente usaremos indugao sobre o comprimento

i—1
da cadeia dada para mostrar que G é policiclico. Se n < 1, G é abeliano finitamente ge-
rado e assim é policiclico. Agora, a é abeliano e finitamente gerado, logo ¢é policiclico
n—1

e, por hipotese indutiva, GG,,_; também é policiclico. Dai G é policiclico. B

Apresentamos a seguir um importante resultado para a classe BF dos grupos policiclicos-

por-finito.
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Proposicao 1.11. Seja G € B§F. Entao:

i) todo subgrupo e todo quociente de G pertencem a BF;

ii) todo subgrupo mazximal U de G tem indice finito.

Demonstragao: i) Sendo G um grupo policiclico-por-finito, em G existe um subgrupo

normal P, policiclico de indice finito. Seja H um subgrupo de G. Entao H N P é um

subgrupo normal de H e sendo subgrupo de P ele é policiclico. Além disso, temos que
H HP G PN G

HNP = P = P (finito). Logo, H € BF. Agora, dado N < G, temos — & < ¥ ©
G G

PN P . o N G P

N - PAN (policiclico). Mais ainda o )

BT

(
" PN~ PN PN
ii) Seja U < G. Consideremos a cadeia

2

finito) e assim i esta em

N P

G>P=pP0>pl> > p-D)s pl) =1

das derivadas de P, r > 1. Temos que P® ¢é caracteristico em P e assim P & normal
em G para i =0, 1,...,r. Agora usamos inducao sobre o inteiro r para provar que |G : U]
é finito. Se r = 0, G ¢é finito e acabou. Seja r > 1 e PU~Y = M. Assim temos M < G, M
abeliano e, e por inducao, a afirmacao vale em

G P pO pl) pr=1  pt) N
M-M_ M M 7 M T MM

Caso 1: Seja M < U. Entao % < % e assim |G : U| = < 0.

‘M M
Caso 2: Seja M £ U. Entdao MU = G e se temos K = M N U, ele é normal em

X M
G = MU. Suponhamos agora a existéncia de e caracteristico em 7a assim temos X <G

e XU =UX < G. Mas sendo U < G, ocorre que XU = U ou XU = G. Se XU = U,

X K
temos X < U e, portanto, X < UN M = K, segue entao que oK Caso seja
X M
XU =G, temos M = MNG=MnNXU=XMnNU) =XK = Xeassnn?—?

Concluimos entao que % ¢ um grupo abeliano finitamente gerado caracteristicamente
simples. Logo ele é um p-grupo finito abeliano elementar para algum primo p. Agora,
desde que % = {m K,myK,...,m,K} de ordem s, temos G = m;UUmyUU...Um,U. Tsto
porque se m;U = m;U,i,5 = 1,2, ..., s, temos mj_lmi ceUNM = K e assim m; K = m; K

M
contrariando a ordem de Na Além disso, para mu =g € G, com m € M,u € U, vale que
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gU = muU = mU e como m € m;K para alguns + = 1,2,.... s, temos mK = m;K; dai

obtemos m;U = mkU = mU = gU.R

1.5 Grupos Localmente Policiclicos

Mostraremos em seguida que a classe LJ3 dos grupos localmente policiclicos é fechada

a subgrupos e quocientes. Vejamos

Proposicao 1.12. A classe dos grupos localmente policiclicos € fechada para subgrupos e
quocientes.
Demonstracgao: Sejam GG um grupo localmente policiclicoe H < G. Se E é um subgrupo
finitamente gerado de H, entao E também ¢ um subgrupo finitamente gerado de GG. Como
G é localmente policiclico, temos que E é policiclico. Portanto, H é localmente policiclico.
Seja N um subgrupo normal de um grupo G localmente policiclico. Seja % um sub-
grupo finitamente gerado de g Pela Observacao 1.2, existe um subgrupo K finitamente
gerado de G tal que E = KN. Desde que G é localmente policiclico, segue que K é poli-

E K

ciclico. Como a classe é fechada a quociente (Proposicao 1.9) temos que — =
Y q (Proposig ) que o & o

. G .
é policiclico. Portanto, N é localmente policiclico. l

Teorema 1.7. Sejam H e K subgrupos normais localmente policiclicos de um grupo G.
Entao J = HK € um subgrupo normal locamente policiclico de G.
Demonstragao: Sejam n € Ne L = (hiky, hoks, ..., h,k,) um subgrupo de J finitamente
gerado. Podemos considerar os subgrupos X = (hy, ho,....,h,) e Y = (ky, ko, ..., k,) de
modo que tenhamos L < (X,Y) = Z. E suficiente provar que Z é um grupo policiclico.
Consideremos o conjunto C' = {[h;, k;]/i,j = 1,2,...,n}. Como H e K sao normais
em G, vale que C' C H N K. Portanto, (X, ) é um subgrupo de H finitamente gerado e
por isso é policiclico. Pela Observagao 1.3, temos que (X, C') possui condi¢gao maximal e,

CX = (C,[C, X]) pelo item (i) da Observacio 1.5, contido em (X, C)) & finitamente gerado.
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Seguindo, temos Y,C% C K = K¥X e assim (Y,C%) é um subgrupo de K finitamente
gerado. Logo, (Y, C¥) ¢ policiclico. Pelos itens (i) e (iv) da Observagiao 1.5, segue que
(Y,CX) = (Y, CXY) = (Y, [X,Y]) = Y¥ & periodico.

Com argumentos anélogos a partir do subgrupo (Y, C'), concluimos que X¥ = (X, CY)
também é policiclico.

Finalmente temos que YX XV <(X,Y) = Z, e assim, temos que YXX¥ ¢ um sub-
grupo normal policiclico de (X,Y) = Z. Mas claramente temos que Y* XY = Z o que

mostra que J = HK é um subgrupo normal de G localmente policiclico. l

1.6 Grupos Supersoltveis
Definicao 1.11. Um grupo G € dito supersolivel se ele tem uma série normal

i+1

G

em que cada fator € ciclico e cada G; I G, para todo i =0,1,....,n — 1.

Note que todo grupo supersoliivel é soltivel, mas nem todo grupo soltuvel é supersoltuvel.
Por exemplo, o grupo G = Ay é solavel, pois 1 <V < Ay, onde V' é o grupo de Klein. Uma

Vv
vez que T 2V = (5 x (5 é abeliano e nao é ciclico e,

Ay 5
V
Também nao é verdade que N <G e N serem supersoliiveis, implica que G é super-

. ~ . , 4 L. ,
soluvel. Por exemplo, A4 nao é supersolivel, porém V e A sao supersoliiveis, onde V' é
o grupo de Klein.

Claramente grupos supersoluveis sao policiclicos, particularmente estao na classe dos

grupos policiclico-por-finito.

Proposicao 1.13. A classe dos grupos supersoliveis € fechada para subgrupos, quocientes

e produto direto (de wm nimero finito).
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Demonstracao: Seja G um grupo supersolivel. Entao existe uma série

G,
tal que G; I G e C:H ciclico, para todo ¢ =0,1,....,n — 1.

1

Mostraremos que se H < (G, entao H é supersoluvel. Considere a série
l=H<HNGi<HNG, <..<HNG,=H

Temos que H N G; < H. Logo, a série acima é uma série normal em H. Pelo Teorema do

isomorfismo, vale que

HN Gi+1 o HnN Gi+1 ~ G1<Hﬂ Gi—H) < Gi+1
HNG,; (HNGiz1) NG, G; - G
HNG;
Como L ¢ ciclico para todo 1 = 0,1,...,n — 1, segue que = g um grupo ciclico.
Portanto, H é supersolavel.
G

Agora, seja N um subgrupo normal de GG. Mostraremos que 3 é supersoltavel.

N

Seja N; = NG; e considere

N NG, _ NG, NG, G
— = < <...< = —
N N — N — = N N

Temos que NG; < NG para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, logo a série dada anteriormente é

NGt
G
normal em N Além disso, pela Proposigao 1.9 (i), o fator N]\é- é ciclico para todo
N

: G
1=20,1,...,n — 1. Dai, — é supersolavel.
N
Finalmente, para provar que o produto direto de um ntimero finito de grupos su-
persoliveis é supersolivel, é suficiente considerar o caso de dois fatores. Sejam H e K
grupos supersoltiveis com as respectivas séries normais 1 = Hy < H; < ... < H, = H e

1=Ky < K; <..<K,= K onde o quociente sao ciclicos. Entao:
1:HOXKO§H1XKO§...SHmXK()SHmXKlS...SHmXKn:HXK

¢ uma série normal de H x K onde os quocientes sao ciclicos. Portanto, H x K é super-

soltvel. B
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Proposicao 1.14. Seja G um grupo. Entao:

i) Se G € supersolivel, entao G satisfaz a condi¢ao mazimal de subgrupos;

ii) Se G € nilpotente finitamente gerado, entao G é supersolivel.

Demonstragao: i) Se G é um grupo supersolavel, entao G é claramente policiclico e pela
proposicao 1.3 satisfaz a condi¢ao maximal de subgrupos.

ii) Sendo G & um grupo nilpotente existe uma cadeia

1:X0§X1§---§Xr71§Xr:G

X; G .
com X; G e ;{H < Z <Y>’ parat = 1,2,...,r — 1. Como G é noetheriano, cada
i i
X
X “ ¢ um grupo abeliano finitamente gerado. Logo existe subgrupos Cj, Cia, ..., Cy, de
i—1
Ci; . . . .
X, cada um deles contendo X;_1, Xi é ciclico parai=1,2,....,7r e j = 1,2, ..., t; e mais,
i—1
X,  Ci Co Cu i c.
temos = ) ...——. Como o0s quocientes sao centrais em G, ¢
Xi1 GXi—l Xio1 Xia Xi1 Xi1

normal em e assim temos C;; I G, para i = 1,2,...,7r e j = 1,2,....%;. Dai temos

i—1
uma cadeia

I = Xy < Cp < (CpCip < < CnCi..Cy

= X < Oy < Gy < 0 < 0500y =

= Xy <

< X < G < CuCp < < CuCp..Cy =

= X <

< Xr = G

de subgrupos normais de GG com fatores ciclicos. Portanto G é supersolivel. Il

. . . G
Proposicao 1.15. Seja G um grupo e seja N um subgrupo normal de G. Se N € super-
solivel e N € ciclico, entao G € supersolivel.

Demonstracgao: Se N é supersoliivel, entao existe uma série de e

SN

:_0<1E<1...<
N — N — =

=| =

==
=l Q
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~ L

Hi—l Hi—l

onde cada fator é ciclico para 1 =1,2, ..., s.

Agora, se N é ciclico, seja

1:N0§]N1S]ﬁNT:N

i

uma série de N. Claramente temos que, cada fator

é ciclico, para todo i = 1,2, ..., r.
i1
Logo,

1:N0§N1S]S]NT:N:H0§]H1§]ﬂHSZG

¢ uma série de GG com fatores ciclicos e, portanto, G é supersoluvel. B

Proposicao 1.16. Seja G um grupo supersolivel. Entao:

i) todo subgrupo mazimal U de G tem indice primo;

ii) o subgrupo comutador G' = |G, G| de G ¢ nilpotente.

Demonstragao: i) Sabemos que G é policiclico-por-finito e entao sendo U < G, pela

Proposigao 1.4, o indice |G : U| é finito. Pela supersolubilidade de G temos uma cadeia

1:G0§G1§§G7»:G

G, . . . .
com G; <G e —2L g ciclico, = = 0,1,...,r — 1. Consideremos M = G; < @, assim
i
G G, _ G, Gy, G M
— (= — > > ... > — > ——) é supersoluvel com cadeia de comprimento r — 1.
AR TR VI v VR P
Por inducao a afirmacgao vale no grupo U Agora temos dois casos a considerar.

u G G U
Caso 1: Seja M < U. Temos U < i e por inducao, VAR
Caso 2: Seja M £ U. Neste caso temos MU = UM = G. Como M é ciclico, concluimos

= |G : U] é primo.

que UN M = D é um subgrupo normal caracteristico de M e entao D é normal em G.
Agora sendo X tal que D < X < M, também temos X < G. Dai, podemos formar o
subgrupo UX = XU de G. Mas a maximalidade de U em G nos da que UX = U e assim
X=DX=UnNMX=UXNM=GNM = M. Portanto D é maximal no grupo
ciclico M. Logo, o indice |M : D| = |G : U| é primo.

ii) Considerando uma cadeia de subgrupos de G como no item anterior, podemos formar
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a nova cadeia

1=GiNGF <GNGE <. <G NG <G NG =¢

GiainNG'
Claramente temos G; N G’ < 4G e cada fator el =

Y
G(i;flmm(;(/;) = {9 € G|[z,g] € G;N G Va € Giy1 NG}, o centralizador em

—Giﬂ ne Temos —G < Aut <—Gi+1 ne'
GiNnG" GipinG\ ™ G,NG
! CG( GinG ) !

é ciclico, © = 0,1,....,r — 1.
Seja CG (

G do fator ) (abeliano), portanto

G' C Cq <Gi+mG/). Segue-se entao que [G;11 NG, G'] € G; N G' e equivalentemente te-

GinG’
—G’LJ,»]_ m G/ G/ . . A .
S eNaYel <Z ana ,i=0,1,...,7 — 1 e assim G’ é nilpotente. H

Teorema 1.8. Se G ¢ um grupo supersolivel, entao Fit(G) € nilpotente e m € um
grupo finito abeliano. Em particular, G' € nilpotente.
Demonstragao: Seja F' = Fit(G). Pela proposi¢ao 1.14 o grupo G satisfaz a condi-

¢ao maximal e F' é finitamente gerado. Portanto, /' é um produto de um ntimero finito

de subgrupos normais nilpotentes e assim, é nilpotente pelo Teorema de Fitting. Seja

G;
1 =Gy < Gy < ... <G, = G uma série normal ciclica em G. Fazendo F; = GH e
C = ﬂ Ce(F;), temos que Aut(F;) é finito e abeliano, e ainda [G;11NC,C| < G;NC,

i=12,..n

. : G .
onde GG; N C forma uma série central de C' e C' é nilpotente. Portanto, C' < F' e ya é finito

e abeliano. W

1.7 O Subgrupo de Frattini

Definigao 1.12. Um elemento x de um grupo G ¢é dito supérfluo se, e somente se, para
todo subconjunto B C G podemos verificar que se (x,B) = G, entio (B) = G. (ou se
(X) < G, entao (z,B) < G).

Denotamos por ®(G) = {x € G/x é supérfluo }, o conjunto dos elementos supérfluos

do grupo G.

32



Proposigao 1.17. Para qualquer grupo G, temos que ®(G) é um subgrupo caracteristico
de G.
Demonstragao: Claramente temos que 1 € ®(G). Sejam z,y € ®(G) e B C G tal que
(B,zy™!') = G. Temos entao que G = (B,z,y) = (BUx,y) = (BUx). Assim, segue que
G = (B,z) = (B). Logo zy~' € ®(G) e ¢(G) < G.

Para z € ®(G),a € Aut(G) e B C G, temos que se (B,za) = G, entdo temos
que G = Ga™' = (Ba™',z). Mas z € ®(G) e assim G = (Ba™!), segue entdao que

Ga =G = (B) e za € (G),Va € aut(G). Analogamente ra~! € ®(G). Dai, temos que
P(G)a CP(G) e 2(G)a! CP(G) & ¢(G) C (G

e ®(G)a = O(G),Va € Aut(G). Portanto, (G) é um subgrupo caracteristico de G.

Definigao 1.13. Para qualquer grupo G, o subgrupo ®(G), consistindo dos elementos

supérfluos de G, chama-se o subgrupo de Frattini de G.

Teorema 1.9. Sejam G um grupo e ®(G) o seu subgrupo de Frattini. Entao, vale a

sequinte iqualdade

oG = (| M

M<G

Demonstragao: Sejam x € ®(G) e M um subgrupo maximal qualquer de G. Temos
M=(M)<Ge(M,z) <G.Logo, M < (M,z) < G esendo M <G, temos M = (M, x)

ex €M, VM <G.Dai, (G) < (] M.
M<G
Agora, se x € ﬂ M e x ¢ ®(G), existe B C G com (B) < G, porém (B,z) = G.
M<G
Pela Observacao 1.3, existe M com (B) < M <G e x ¢ M. Assim, temos que = ¢ ﬂ M.
M<G
Absurdo! Logo, (B,x) = G e assim, (B) = G, ou seja, ﬂ M < ®(G). Portanto,
M<G

oG = (M. =

M<G
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O(G)N G
Corolario 1.3. Seja G um grupo qualquer e N < G. Entao, ( <P (—) Em

particular, se N 1 ®(G), entao (E) = %

N N

Demonstragao: Considere G = % Se M < G, entdo pelo Teorema da correspondéncia,
. M O(G)N M .
existe M < G com (N < M) tal que M = —. Entao (&) < — = M, para todo
N N N

M < G. Logo,

o(G)N <@ (g)

N N
G\ o(G)
Se N 14d(G), écl (= =—+= 1
e N Q9(G), é claro que (N) N

Observagao 1.8. Para qualquer grupo G vale: G' < ®(G) & M < G; para todo M < G
e |G: M| =p, p primo.

Demonstragao: Seja G' < &(G). Entao G < ®(G) < M, para todo M < G. Dai,
M G G . : .M G |G M
rel < Vel mas & ¢ abeliano e assim, Ied < Vel e rehRel

correspondéncia, M <G com |G : M| = p.

= primo, logo pelo teorema da

G
Agora, suponhamos que M < G, para todo M < (. Nesse caso, i é abeliano (de

ordem p) e G' < M e dai G' < &(G). A

Proposi¢ao 1.18 (Wielandt). Seja G um grupo finito. Entao, G ¢é nilpotente se, e so-
mente se G' < O(Q).

Demonstracao: Usaremos como verdade que se N <G, com G finito, temos que N é
NO(G)
(@)

Seja G'um grupo finito e nilpotente. Para todo subgrupo maximal U em G, temos que

nilpotente se, e somente se,

é nilpotente.

G
U<Gel|G:U|=p, com p primo. Dai segue que T é abeliano. Logo, G’ < U, para todo

U maximal em G. Portanto, G' < ®(G).

Agora, se G' < ®(G), vale que é abeliano portanto, nilpotente. Na observacao

G
e

feita se temos N = (, segue entao que G é nilpotente. l
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Teorema 1.10 (Baer, McLain). Se M é um subgrupo mazimal de um grupo localmente
nilpotente G, entao M é normal em G. Equivalentemente G' < ®(G).
Demonstracdo: Se M nio é normal em G, entdo G' £ M e existe ¢ € G'"\M. Entdo
G = (¢, M) desde que M é maximal. Agora ¢ € (g1, go, ..., gn)’ para certos gi, g, ..., gn €
todos estes elementos pertencem a L = (¢, F'), para um conveniente subgrupo finitamente
gerado F' de M. Visto que ¢ nao pertence F'; podemos achar um subgrupo N de L (Lema
de Zorn) que é maximal em relagdo a propriedade F' < N e ¢ nao pertencer a N. Se
tivermos um subgrupo de L que contém N, este mesmo terd que conter c e assim sera
igual ao proprio L, logo nao temos nenhum subgrupo em L que contém N, assim N é
um subgrupo maximal de L. Visto que L é finitamente gerado, temos que L é nilpotente,
e como N é maximal em L, N é normal em L. Assim % é de ordem prima, isto é, N
é ciclico e, portanto, é abeliano e assim, temos L' < N. Como ¢ € N, contradicao pela
escola de N. Assim M é normal em G.

Pelo Teorema 1.9 o subgrupo ®(G) de Frattini de G é a intersegao de todos os sub-

grupos maximais de G. No nosso caso temos que M é maximal em G, entao M é normal

G
em (7, ou seja, i é de ordem prima e assim G’ < M. Portanto, G’ < ®(G). B

Teorema 1.11 (McLain). Se o grupo G localmente nilpotente satisfaz Maz-n, entio G €
um grupo nilpotente finitamente gerado.

Demonstracao: Temos que Gy, = g satisfaz a condigao Max-n e entao, g satisfaz
a condicao maximal para subgrupos, ji que este grupo é abeliano. Assim, o grupo Gy,
é noetheriano, ou seja, G, é finitamente gerado. Logo, podemos escreve-lo da seguinte
maneira: Gy, = (111G, ..., 2,G"). Se considerarmos X = (z1, ..., z), entdo dado g € G,
temos que gG' = xG’, com x € X, ou seja, g = xg’, onde ¢’ € G'. Portanto, podemos
escrever G = XG', com X um subgrupo de G finitamente gerado, o qual deve ser nil-

potente de classe ¢, digamos. Dado um subgrupo H de G, colocamos H = ¢(H), onde

G _ _
¢ : G — W ¢ 0o homomorfismo canonico. Portanto, o grupo G = XG’ é nilpo-
Ve+2
tente uma vez que 7.,2(G) = 1. Pela Observacio 1.8, vemos que G’ < ®(G) e, assim,

G = X@(G’). Notamos que G é finitamente gerado, pois é isomorfo a X, logo o grupo G
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satisfaz a condi¢gdo maximal para subgrupos (Ver [4], pag. 137). Em particular, o subgrupo
®(G) é fintamente gerado. Como os elementos de ®(G) sao geradores supérfluos, temos
que G = X e entdo, G é nilpotente de classe no maximo ¢, de onde v.41(G) = Ye12(G).
Colocando L = 7..1(G), temos L = [L,G]. Se L # 1, entdao pela condicio Max-n existe
um subgrupo normal N de G que é maximal satisfazendo N < L. Mas % é um sub-

G L
grupo normal minimal de — e, pelo Teorema anterior, temos que — ¢é central, ou seja,
N b Y N ) I

L G
N <7 (N) Visto que N < G, isto equivale a L = [L,G] < N, o que é um absurdo!
portanto, L = 1 e, entdo, G & nilpotente. Para finalizar, como G = X, 7.42(G) =1e X ¢é

finitamente gerado, entao GG é finitamente gerado. M

Proposicao 1.19. Seja G um grupo finito.

i) Se NG, H<G eN <®(H), entao N < O(G);

ii) Se K <G, entao ®(K) < ®(G);

iii) Se A € um subgrupo normal abeliano de G tal que ®(G) N A = 1, entao H € um
subgrupo tal que G = HA e HN A = 1.

Demonstracdo: i) Se N £ ®(G), entdo N £ M para algum subgrupo maximal M de
G e, assim G = M N. Portanto H = H N (MN) = (H N M)N. Da defini¢do 1.14, temos
que H=HNM e H< M. Mas isso nos da a contradigdo N < M. Portanto, N < ®(G).
ii) Fazendo N = ®(K) e H = K, o resultado segue de (i).

iii) Escolhemos H < G minimo tal que G = HA. Agora HNA<TH e também HNA<A
desde que A é abeliano: portanto, H N A <1 HA. Se HN A < ®(H), entao (i) mostra
queH NA < ®(G)N A= 1. Assim, podemos supor que H N A £ M para algum M maxi-
mal em H,onde H = M(HNA)eG= HA = MA, uma contradi¢ao para a minimalidade
de H. 1

Observacao 1.9. Se G € Max ¢ S < 4G, entao ®(5) < O(G).

Demonstracao: Sendo S subnormal em G, existe uma cadeia subnormal

S=595..495,=G.
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Assim, pela Proposi¢ao anterior, item ii), temos que
B(S) = D(Sy) D D(Sy) D ... T B(S,) = D(G).

Portanto, ®(5) < ¢(G). &

Proposicao 1.20. Se H é um subgrupo normal e finito de um grupo G e P é um p-
subgrupo de Sylow de H, entao G = Ng(P)H.

Demonstragao: Se x € G, entao P* C H e P* é um subgrupo se Sylow de H. Pelo Te-
orema de Sylow, P® = P" para algum h € H. Logo, xh~' € Ng(P) e, conseqiientemente,

x € Ng(P)H. Portanto, G = Ng(P)H.

O resultado anterior é conhecido como argumento de Frattini. Uma aplicacao é mos-

trar que o subgrupo de Frattini de um grupo finito é nilpotente.

Proposicao 1.21. Seja G um grupo. Se ®(G) € finitamente gerado e H é um subgrupo
de G tal que G = ®(G)H, entio G = H.

Demonstragao: Seja {x1, s, ..., 2, } um conjunto de geradores para ®(G). Por hipotese
temos que G = (H,xq, s, ..., z,). Como os x;’s sdo elementos supérfluos de G, segue que

G=(H)=H. 1

Agora enunciaremos um resultado que relaciona Fit(G) com ®(G) quando o grupo G

é finito.

Teorema 1.12. Sejam G um grupo finito. Entao temos:
i) Fit(G) C ®(G) C Fit(G);

. FitG) [ G
) 6y~ (st i

Demonstragiao: Sejam G = ———, F = Fit(G) e K a imagem inversa de ' em G.

(G)
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Se P & um p-subgrupo de Sylow de K, entdo sua imagem P em F é um p-subgrupo de
Sylow do grupo nilpotente F. Logo P <1 G e, consequentemente, P®(G) <1 G. Assim, da
proposi¢ao 1.20 segue que G = ®(G)Ng(P) e entdo G = Ng(P) pela Proposigao 1.21, ou
seja, P é um p-subgrupo de Sylow normal de . Sendo isto verdade para todo p-subgrupo
de Sylow de K, temos que K é nilpotente. (Ver 4], pag.130). Portanto, K C Fit(G).
Por outro lado, a imagem de Fit(G) em G é um subgrupo normal e nilpotente de G e
logo estd contido em F. Assim, F' C K e concluimos que Fit(G) = K, ®(G) C Fit(G) e
Fit(G) 7

()

Falta mostrar que Fit(G) C ®(G). Sejam M e L como no Lema anterior, G = %
e F a imagem de F em G. Certamente F C F@'t(é), pois F é um subgrupo normal e
nilpotente se . Pelo Lema anterior Fit(G) é abeliano, de modo que F' também é. Assim,

Fit(G) € L € M. Como isto é valido para todo subgrupo maximal M de G, concluimos

que Fit(G) C (G). &

H
Teorema 1.13 (Gaschiitz). Seja G um grupo. Se ®(G) < H<G, onde H € finito e )

¢ nilpotente, entao H é nilpotente. Em particular ®(G) é sempre nilpotente se, e somente
se, G € finito.
Demonstracao: Seja P um p-subgrupo de Sylow de H. E suficiente mostrarmos que

P ¢ normal em H (Ver [4], pag. 130). Seja K = P®(G). Notamos que K < H. Como
K

H K
——— ¢é um p-subgrupo de Sylow de ——— e este é nilpotente, entao ——— é caracteristico

d(G) O(G) d(G)
em W De onde segue que K é caracteristico em H. Assim, sendo H normal em G
segue que K é normal em . Agora aplicamos as Proposi¢oes 1.20 e 1.21 para obtermos

G = Ng(P)K = Ng(P)®(G) = Ng(P). Isto mostra que P é normal em G como queria-

mos demonstrar. H

Teorema 1.14. O subgrupo de Frattini de um grupo policiclico é nilpotente.

Demonstragao: Seja G um grupo policiclico. Se ®(G) é ndo nilpotente, entao algum

o(G)
N

quociente finito é nao nilpotente. Substituindo N pelo seu centro em G, podemos
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supor que N <G. Mas & (g) = 2(G)

i N e um subgrupo de Frattini finito é sempre nilpo-

tente pelo Teorema Gaschiitz. Isto é uma contradicao. W

Proposicao 1.22. Seja G um grupo policiclico. Se G' < ®(G), entao G € nilpotente.
Demonstracao: Se G nao é nilpotente, entao G' tem uma imagem finita H nao nilpo-
tente (Ver [4], pag 154). Mas, pela Proposi¢ao 1.18, H' < ®(H) e isso implica que H é

nilpotente. Uma contradicao. Portanto G é nilpotente. l

Teorema 1.15. Seja G um grupo tal que o subgrupo de Frattini € finitamente gerado.
Entao, o ®(G) € nilpotente se, e somente se é solivel.
Demonstragao: Claramente temos que ®(G) é solavel.

Agora, se (@) é soluvel e finitamente gerado, existe uma série subnormal

l=Hy<H <..<H =99G)

H; (e , .
de ®(G) com fatores T < Z <H( )>, para todo ¢ = 1,2,...,r. Logo, ®(G) é nilpo-
1 i—1

71—

tente. W

1.8 Grupos Localmente Supersoltiveis

Relembramos que um grupo G é localmente supersoluvel se todo subgrupo finitamente

gerado de GG é supersoliuvel.

Proposicao 1.23. A classe L&GS dos grupos localmente supersoliveis é fechada a sub-
grupos, quociente e produto direto (de um nimero finito de subgrupos supersoliveis).
Demonstracao: Sejam G um grupo localmente supersolivel e H um subgrupo de G.

Para todo subgrupo finitamente gerado K de H, tem-se que K é fintamente gerado em
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G. Como G é localmente supersolivel, temos que K é supersoluvel e, portanto, H é
localmente supersolavel.

Agora, seja G um grupo localmente supersolivel e N um subgrupo normal qualquer
de G. Vamos mostrar que % é localmente supersolivel. Seja % um subgrupo finitamente

K vy ) N K
v (91N, 92N, ...,g.N) = (91,92,N,9 ) . De onde segue que i é

isomorfo a um subgrupo finitamente gerado de G. Sendo G localmente supersolivel segue

G
gerado de N Dai,

que N é supersolivel e, portanto, % é localmente supersolavel.

Finalmente, para provar que o produto direto de um nimero finito de subgrupos lo-
calmente supersoliveis é supersolivel, basta provar para dois fatores. Sejam G um grupo
e H, K < G localmente supersoliveis. Seja £ um subgrupo finitamente gerado do pro-
duto direto HK. Assim, E = (hiky, hoka, ..., h k) = (hy, ho, ooy hy) k1, Koy ooy k) = H'K'.
Com H' e K’ subgrupos finitamente gerados de H e K, respectivamente. Sendo H e K
localmente supersoluveis segue que H' e K’ sao supersoluveis. Logo, pela Proposi¢ao 1.13,

E = H'K’ é supersolivel e, portanto, HK é localmente supersolivel. H

Proposicao 1.24. Um grupo localmente supersolivel satisfaz Maz-n se, e somente se, é
supersolivel. Consequentemente Max e Max-n coincidem para grupos localmente superso-
livezrs.

Demonstracao: Desde que o grupo dos automorfismo de um grupo ciclico é abeliano, o
subgrupo derivado de um grupo supersoluvel centraliza todos os fatores ciclicos normais e
é, por conseguinte, nilpotente. Assim, cada grupo supersoluvel é nilpotente-por-abeliano

e tem classe de nilpoténcia < 2. O resultado segue do Teorema de Mclain. B
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Capitulo 2

PC-Grupos Localmente Supersoltveis

Neste capitulo descrevemos minimamente a classe dos PC-grupos. Concluimos que

um PC-grupo finitamente gerado é policiclico-por-finito.
K

KN®(G)
onde K <G, é localmente nilpotente (localmente supersoluvel) se, e somente se, K é lo-

Como resultado principal mostramos que em um PC-grupo o quociente

calmente nilpotente (localmente supersoliavel). O que mostra que local nilpoténcia e local
supersolubilidade sao propriedades de Frattini de PC-grupos. Tal propriedade definiremos

agora

Definicao 2.1. Seja G um grupo e X uma propriedade de grupos. Dizemos que X € uma

propriedade de Frattini se G € um X-grupo sempre que —— for um X-grupo.

o(G)

Mostramos no Teorema 1.13 do Capitulo 1, que nilpoténcia é uma propriedade de
Frattini de grupos finitos. Devido a Huppert, se G é finito e todo subgrupo maximal de
G tem indice primo, entao GG é supersolivel. Isso tem por consequéncia que m é su-

persoliivel se, e somente se, G é supersoluvel. Portanto, supersolubilidade é também uma

propriedades de Frattini de grupos finitos (Ver [4], pag. 276).

Definigao 2.2. Dizemos que um grupo G possui classes de conjugagao policiclicas-por-

finito (ou é PC-grupo) se para cada elemento x em G o grupo quociente ———~ €

Ca((x)9)

41



policiclico-por-finito.

Proposicao 2.1. A classe dos PC-grupos € fechada para subgrupos e quocientes.

Demonstragao: Para todo elemento h € H temos que (h) < (h)Y. Dai, segue que

Ca((h)9) < Cu((h)™). Logo,

H
Ca()T) = Tl = Ca((h)0)

e, como a classe dos policiclicos-por-finito é fechada a subgrupos (Proposigao 1.11) temos

que é policiclico-por-finito e, portanto, H é PC-grupo.

7
Cu((h))

Para todo elemento x € N temos que (z)~¥ < (z)C. Assim temos que

De onde seque que

¢ ¢
N __ N _G
Co((z)¥) ~ Ca((2)¥)  Cal(z)€)
N
G -
Sendo G um PC-grupo, temos que W € PF, e da Proposicao 1.11, temos que
a\\z
G
N G,
————— € PBF e, portanto, — é PC-grupo. A
Oc 0% PSe p i grup

Para obtermos uma caracterizagao de um PC-grupo podemos utilizar o seguinte lema

que envolve o grupo de automorfismos de um grupo policiclicos-por-finito

Lema 2.1. Seja G um grupo policiclico-por-finito e A um subgrupo do Aut(G). Se A €
hiperabeliano-por-(localmente finito), entao A é policiclico-por-finito.

Demonstragao: (Ver [3], Lema 2.1).

42



Teorema 2.1. O grupo G é PC-grupo se, e somente se, cada conjunto finito de elementos

de G estd contido num subgrupo normal policiclico-por-finito de G.

Demonstracio: Seja G um PC-grupo. E suficiente mostrar que N = (2%) ¢ policiclico-

. G o .
por-finito para cada x € G. Desde que G é um PC-grupo, m é policiclico-por-finito,
G

portanto, satisfaz a condicao maximal, ou seja, é finitamente gerado. Pela Observacao 1.2,
G = XCg(N), onde X é finitamente gerado. Assim N = (z%) est4 contido no subgrupo

G
finitamente gerado H = (X, x). Por isso, H ¢ finitamente gerado e ————— ¢é policiclico-
Cq(HY)

H ~ HC’G(HG)
© Cp(HG) ~ CG(H®) = Cu(HC)

por-finito. Como H N Cq(H®) = Cx(H) , logo,

————— & policiclico-por-finito. Assim, é policiclico-por-finito e, grupo abeliano-

Cr(HY) Z(H)
por-policiclico finitamente gerado satisfaz a condigao maximal para subgrupos normais
(Ver |5], Parte 1, Teorema 5.34) e, portanto, H é policiclico-por-finito.

Reciprocamente, suponhamos que cada conjunto finito de elementos de G esta contido
num subgrupo normal policiclico-por-finito de G. Entao G é hiperabeliano-por-(localmente
finito). Se x € G, entdo (x%) é policiclico-por-finito. Por isso, o quociente ————— ¢é

Cg<ZL‘G>

isomorfo a um grupo hiperabeliano-por-(localmente finito) de automorfismo do grupo

policiclico-por-finito (x%) e, portanto, pelo Lema 2.1, é policiclico-por-finito. W
Uma elementar, mas importante consequéncia do Teorema 2.1 é o seguinte

Corolario 2.1. Se G € um PC-grupo e % ¢ policiclico-por-finito, entao existe um sub-
grupo normal H policiclico-por-finito tal que HN = G.

Demonstragao: Sejam G um PC-grupo e N um subgrupo normal de G tal que % € PF.
Assim % satisfaz a condicao maximal e, pela Observacao 1.2, G = HN, com H finita-
mente gerado, digamos H = (xq,s,...,2,). Pelo Teorema anterior cada x;, esta con-
tido em um subgrupo normal N; policiclico-por-finito, para todo ¢+ = 1,2,...,n. Como a
classe dos policiclicos-por-finito é indutivamente ordenada, existem um subgrupo K nor-
mal policiclico-por-finito maximal tal que H < K. Portanto, pela Proposicao 1.11, H é

policiclico-por-finito. l
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Lema 2.2. Seja G um PC-grupo, e seja

H
720G um subgrupo policiclico-por-finito de
G
m. Entao existe um subgrupo normal N de G tal que N € policiclico-por-finito e
NNH=ZG).

C . G
um subgrupo policiclico-por-finito de ———, pela Propo-

Z(G)
noetheriano e, portanto, é finitamente gerado. Assim po-

Z(G)(ha, ..., hy)
2(G)

Demonstracao: Sendo

H
Z(G)

sicao 1.10, segue que

demos escrever

2(G)
{

Z(G)hy,y ..., Z(G)hy) = , de onde segue que

2(G)
H = Z(G){hi, ..., hn). Como Cq(HY) = ﬂC’G(hiG),Vhi € H e G & PC-grupo, segue que
i=1

————— ¢é policiclico-por-finito. Portanto, pelo Corolario 2.1, existe um subgrupo nor-
Co(H®)

mal K policiclico-por-finito de G tal que KCq(H) = G, ja que Cq(HY) < Cq(H). Seja
N = Cg(K). Entao N N H centraliza K e Cg(H) e, portanto, NN H = Z(G). E, como

G
NCq (k%) = Cq(KY) < Cg(K) = N,Vk € K, segue que N é policiclico-por-finito. W

2.1 Propriedades de Frattini

Nesta secao, provaremos que nilpoténcia local e supersolubilidade local sao proprieda-

des de Frattini de PC-grupos. Vale primeiramente o seguinte

Teorema 2.2. Seja G um PC-grupo, e seja K um subgrupo normal de G. Entao, temos

que ¢ localmente nilpotente se, e somente se, K ¢ localmente nilpotente. Em

K
KNo(G)

particular se € localmente nilpotente, entao G € localmente nilpotente.

(G)
Demonstracgao: Seja E/ um subgrupo finitamente gerado de K. Como G é um PC-
grupo, pelo Teorema 2.1, E esta contido dentro de um subgrupo normal policiclico-por-
finito de G e assim, pela proposicao 1.11, E' é policiclico-por-finito. Fazendo H = EZ(G),

G
pelo Lema 2.2, existe um subgrupo normal N de G, tal que N é policiclico-por-finito e

EZ(G) NN = Z(G). Pelo Lema de Dedekind, segue que ENN < Z(G).
G

Por hipoétese temos que ¢ localmente nilpotente. Fazendo G = — e

=

K
KNno(G)
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OGN
N

_ . . G .
K = ——, temos que —————— é localmente nilpotente, ja que < (I)(N) Assim,

N i KNo(G)

temos que —————— ¢é localmente nilpotente e satisfaz a condicao maximal, pois N é

Kno((G) i
K

KnNo(G)
E _EN KN

é nilpotente. Como EnN) = < ~© ENN < Z(G), vemos que E é nilpotente.

Portanto, K é localmente nilpotente. H

policiclico-por-finito, logo, ¢ nilpotente (Ver [4], pag. 360) e assim K também

Evidentemente, temos que quando G é localmente nilpotente e, ®(G) é o subgrupo de

G
Frattini de G, W € L. Mas nesse resultado, quando K = G, concluimos que LT é

uma propriedade de Frattini de PC-grupo.

Corolario 2.2. Seja G um PC-grupo. Entao o subgrupo de Frattini ®(G) de G € local-
mente nilpotente.

Demonstragao: Fazendo K = ®(G), a demonstragao segue claramente do Teorema 2.2.

Corolario 2.3. Seja G um PC-grupo tal que o Frattini quociente é (localmente

G
®(@)

nilpotente)-por-finito, entao G € (localmente nilpotente)-por-finito.

G
Demonstragao: Seja G um PC-grupo tal que 3(C) € (LMN)F. Assim existe um sub-

NO(@) N

O(G)  NNOG)
e, pelo Teorema 2.2, segue que N é localmente nilpotente. Portanto, G é (localmente

G
grupo normal N de G tal que N é finito e é localmente nilpotente

nilpotente)-por-finito. W

Corolario 2.4. Seja G um PC-grupo tal que o Frattini quociente € finito-por-

G
o(G)

(localmente nilpotente). Entao G € finito-por-(localmente nilpotente).

Demonstracao: O Frattini quociente é claramente (localmente nilpotente)-por-

G
o(G)

finito, de modo que G é (localmente nilpotente)-por-finito pelo Corolario 2.3. Seja K um

subgrupo normal localmente nilpotente de indice finito de G. Entao existe um subgrupo
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normal X policiclico-por-finito de G tal que G = KX. O grupo G = é policiclico-

Ca(X)

G _
por-finito, e ——~ é finito-por-nilpotente, de modo que G é também finito-por-nilpotente

(G)

(Ver [10]). Assim, é finito-por-nilpotente, de modo que o subgrupo X é também

X
Z(X)
X
finito-por-nilpotente. Seja E um subgrupo finito caracteristico de X tal que ol é nilpo-

G
tente. O quociente 5 é o produto de dois subgrupos normais hipercentrais, e, portanto,

¢ hipercentral (Ver [5], Parte 1, p. 51). Portanto, G ¢é finito-por-(localmente nilpotente). H

Temos um resultado analogo ao Teorema 2.2 com relacao a classe L&G dos grupos

localmente supersoluveis. Vale o

Teorema 2.3. Sejam G um PC-grupo e K um subgrupo normal de G. Entao, temos

K
MK na(@)

€ localmente supersolivel se, e somente K € localmente supersolivel. Em

particular se € localmente supersolivel, entao G € também localmente supersolivel.

G
(G)
Demonstragao: Seja £/ um subgrupo finitamente gerado de K. Entao, sendo G um PC-
grupo, pelo Teorema 2.1, E esta contido dentro de um subgrupo normal policiclico-por-

finito de G e assim, pela proposicao 1.11, E é policiclico-por-finito. Pelo Lema 2.2 existe

G
um subgrupo normal N de G tal que i é policiclico-por-finito e EZ(G) N N = Z(G)
K
KNo(G)

o KN E
e = ————, asSim temos que =—————=— €
N ™ Kne@)

de onde temos E N N < Z(G) (Lema de Dedekind). Por hipotese temos que

localmente supersoluvel, ja que

K
Temos que —————=— ¢ localmente supersoluvel e satisfaz a condi¢ao maximal. Dai,
(K Ne(G)) )
lo P igao 1.23, t K < lavel. E isso, t K
elo Proposicao 1. emos que ————=— ¢é supersolivel. or isso, temos que
p pOSIE ; q KN @(G) p p ) q
E EN

também é supersoliivel. Dai segue entao que &
P & W EAN) T N

EN KN —
-~ < - = K. Dado que ENN < Z(G), temos que E N N ¢é abeliano finitamente

gerado e, pela Observacao 1.7, E N N é policiclico. Isto implica que existe uma série

0

é supersolivel, ja que

1l=Hy]dH,Q..]H.=ENN
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onde cada

é ciclico e H; < F. Logo existe uma série normal em F com quocientes
i—1

ciclicos, ou seja, E é supersoluvel. Portanto, K é localmente supersolivel. l

Similar ao Corolario 2.3 temos o seguinte

Corolario 2.5. Seja G um PC-grupo tal que o Frattini quociente é (localmente

G
o(G)

supersolivel)-por-finito, entao G € (localmente supersolivel )-por-finito.

E assim, encerramos as discussoes do nosso capitulo 2.
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Apéndice A

Conclusao e Discussao de Resultados

O resultado principal do artigo que motivou esse trabalho é

Teorema A.1 (S. FRANCIOSI e F. DE GEOVANI). Seja G um PC-grupo. Entio as

sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

G G
i) Se o Frattini quociente € finito, entao o centro quociente também € finito;
G

ii) Se o Frattini quociente € minimaz, entao o centro quociente € policiclico-

(G) Z(G)
por-finito;
- . G N : . N
iii) Se o Frattini quociente e tem secao abeliana com posto finito, entao o centro quo-
. G ) . : :
ciente 2 também tem secao abeliana com posto finito;

iv) Se o Frattini quociente tem posto livre de torcao, entao o centro quociente

G G
(G) Z(G)

também tem posto livre de torcao;

v) Se o Frattini quociente € um m-grupo periodico, onde ® € um conjunto de primos,

®(Q)

entao o centro quociente também é um m-grupo periddico.

G
Z(G)
O Teorema acima, mostra, em particular que as propriedades de ser finito, policiclico-
por-finito, minimax, periddico, finito com posto livre de torcao e secao abeliano de posto
finito sao propriedades de Frattini de PC-grupos com centros triviais. Note que as mes-

mas propriedades nao sao propriedades de Frattini de grupos arbitrarios com classes de

conjugacao policiclicas-por-finito, ja que cada grupo abeliano é um PC-grupo.
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A nossa leitura mostra que, de saida, a investigacao a respeito de uma propriedade
X de grupos ser ou nao propriedade de Frattini, toca em varios conceitos e em alguns

resultados nao evidentes na teoria dos grupos.

Os resultados dos Teoremas 2.2 e 2.3 mostram que nilpoténcia local e supersolubilidade
local sao propriedade de Frattini em grupos cujas classes de conjugacao sao policiclicas-
por-finito. Portanto, deixam claro que o estudo que fizemos contém uma generaliza¢ao do

fato de que, em grupos finitos, nilpoténcia e supersolubilidade sao propriedades de Frattini.

49



Referéncias Bibliograficas

1]

2|

3]

4]

[5]

6]

S. FrRANCIOSI - F. DE GIOVANNI - M. J. TOMKINSON, Frattini Properties of Groups
with Polycyclic-by-Finite Conjugacy Classes, boll. Un. Mat. Ttal. B (7) 10-A (1996),

653-659.

J.C. BEIDLEMAN - H. SMITH, On Frattini-like subgroups, Glasgow Math. J., 35

(1993), 95-98.

3

S. FRANCIOST - F. DE GIOVANNI - M. J. TOMKINSON, Groups with polycyclic-by-

finite conjugacy classes, boll. Un. Mat. Ital. B (7) 4 (1990), 35-55.
D. J. S. RoOBINSON, A Corse in the Theory of Groups, Springer, New York, 1996.

D. J. S. ROBINSON, Finiteness conditions and generalized soluble groups, Springer,

Berlin, 1972.

D. J. S. ROBINSON, An Introduction to Abstract Algebra Walter de Gruyter, Ber-

lin/New York, 2003.

50



