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RESUMO

Neste trabalho procuramos fazer uma abordagem de alguns teoremas cldssicos da Geometria
Euclidiana Plana de maneira mais profunda do que usualmente € feita no ensino médio, pois
embora tenham um grande papel na resolu¢do de muitos problemas geométricos, estdo de certa
forma esquecidos tanto no ensino basico quanto no ensino de graduag¢do. No intuito de res-
gatar tais teoremas, desenvolvendo assim habilidades em Geometria, Légica e na matematica
como um todo; A partir dos postulados de Euclides e seus principais teoremas exploramos as
mais usuais formulas de area e volume estudadas no ensino médio, bem como suas proprieda-
des. Para as demonstracdes destes teoremas, fizemos o uso de alguns resultados da Geometria
Plana e da Geometria Espacial. Acreditamos que tanto o enfoque da realizacdo desse trabalho,
como os teoremas cldssicos, podem servir para a melhoria do ensino-aprendizagem de Geome-
tria Euclidiana Plana e Espacial, e possivelmente servir de elemento motivador para alunos e
professores que busquem aprimorar seus conhecimentos em Geometria nos seus diversos des-

dobramentos.

Palavras-chave: Ensino-Aprendizagem, Geometria FEuclidiana, Geometria Plana

Geometria Espacial, Teoremas Cléssicos,



ABSTRACT

In this work, we tried to take a simple approach of some classical theorems of Euclidean geome-
try Plana in a deeper way than is usually done in high school, because although they have a big
role in solving many geometric problems are somewhat forgotten so much in basic education as
in undergraduate education. In order to redeem such theorems, thereby developing skills in ge-
ometry, logic and mathematics as a whole; From the postulates of Euclid and its main theorems
explore the most common formulas for area and volume studied in high school, as well as their
properties. For statements of these theorems, we use some results of plane geometry and spatial
geometry. We believe that both the approach to carry out this work as the classical theorems can
serve to improve the teaching and learning of Euclidean Plane and Space, and possibly serve as
a motivator for students and teachers who seek to improve their knowledge in geometry in its

various ramifications.

Keywords: Teaching-Learning, Euclidean Geometry, Classical Theorems, Plane Geometry,
Space Geometry.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos nimeros racionais.
Conjunto dos nimeros reais.
Implica em.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

angulo a.

Ponto A.

Tridngulo ABC.

Quadrilatero ABCD.

Area da figura ABCD.
Segmento AB.

Medida do segmento AB.

Sélido Abcd.

Volume do sélido Abcd.

Volume do tetraedro de vértices ABC'D.

Area da face A de um sélido.

Somatorio variando de 1 a n.

Indica o fim de uma demonstragao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Um Breve Historico do Surgimento das medicoes de area

e volume

E notério que medir drea e volume de figuras bem definidas é um problema recorrente na
engenharia e no comércio desde os povos mais antigos da histdria, desde a invengdo da escrita e
dos primeiros registros contdbeis se faz necessario medir e registrar partes do plano e do espaco.

A preocupagdo com a exatidao das medidas € antiga, Biblia Sagrada diz:
Ter dois pesos e duas medidas é objeto de abominagdo para o Senhor. !

E para a sociedade também. Afinal, todo o progresso cientifico e tecnoldgico estd direta-
mente atrelado ao uso adequado das medidas.

Desde o antigo Egito existe uma preocupacdo em se medir com precisdo drea e volume de
mercadorias para o comércio e a constru¢do. De acordo com o livro escrito pelo Grego Herédoto
(484 a 425 A.C.) os governantes tiveram que distribuir a terra igualmente entre os agricultores
do reino e, com as cheias do Rio Nilo, era necessario refazer constantemente a divisdo, isto fez
com que desenvolvessem técnicas para fazer a divisdo das terras surgindo entdo a Geometria
(medida da terra). O conceito de drea surge dessa necessidade de quantificar um pedaco de uma
regido denominada plano. E o problema de divisdo igualitdria de terras faz surgir os primeiros
problemas de geometria conhecidos.

O Papiro de Rhinds é um dos registros mais antigos conhecidos da matematica, nele ji se
encontravam problemas de medi¢do de terrenos que periodicamente eram alagados pelas dguas
do rio Nilo, ou seja, problemas claramente relacionados a medida da 4rea de figuras.

O Papiro de Moscou é um documento egipcio em forma de uma estreita tira de 5,5m de com-
primento por 8cm de largura, com 25 problemas matemdticos grafados com escrita hieratica.

Nele encontramos um dos mais antigos problemas de volume registrados; foi escrito por volta

"Provérbios Capitulo 20 versiculo10
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Figura 1.1: Trechos do papiro de Rhinds com problemas da quadratura do retangulo, tridngulo
e trapézio.

de 1850 a.C por um escriba cuja identidade é desconhecida. .
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Figura 1.2: Trecho do papiro de Moscou com problema do volume de um tronco de pirdmide

Mais tarde, entre 330 a.C e 275 a.C, viveu o gedmetra Euclides, autor de Os Elementos, livro
que sistematizou o conhecimento matemético da época e o escreveu de maneira axiomatica,
que norteia a Iégica hoje utilizada em demonstracdes [1]. Em Os Elementos temos as principais
definicdes de geometria plana, que podem ser extendidas para geometria espacial.

Também ¢ registrado que Arquimedes de Siracusa (287 a.C. a 212 a.C.) resolveu um pro-

blema envolvendo a coroa do rei Hieron, problema que pra ser resolvido precisava do dominio
dos conceitos de volume e empuxo.[2]



1.2 Motivacao e Métodos do Trabalho

A geometria foi, historicamente, a porta de entrada para o pensamento axiomdtico de toda
matematica moderna; até hoje o estudo da geometria é um importante meio de se desenvolver
0 pensamento axiomdtico, ou em outras palavras, o pensamento l6gico, onde tomamos alguns
argumentos ituitivos como verdades inquestiondveis para a partir dessas verdades se chegar a
um mundo l6gico bem definido. Infelizmente hoje estd em decadéncia o ensino de Geometria
na educagdo bdsica brasileira, desse modo, tem-se aumentado o interesse de pesquisadores de
Ensino da Matemadtica em debater esta problematica nas escolas e, até mesmo, nas Universida-
des.

Muitos dos meus alunos de licenciatura ndo tem direito a ideia de que a matemdtica estd em
construcdo. Na verdade, durante o primeiro ano de licenciatura, eles mantém a visdo dos que

terminam o ensino médio no Brasil, que também pensam assim. >

O que o professor Julio César dos Reis fala a reportagem da revista Calculo € um exemplo
do que normalmente ocorre na formacgdo dos professores brasileiros, e esse trabalho vem atacar
esse problema na drea de geometria.

1.3 Estrutura do Trabalho

O objetivo desse trabalho € mostrar o mundo da geometria axiomdtica em sua esséncia, sem
férmulas pré estabelecidas, mas com verdades intuitivas, e a partir dessas verdades, aqui chama-
das de postulados, construiremos um mundo l6gico onde os conceitos ja aprendidos no ensino
fundamental e médio sobre medida de drea e volume tomem algum sentido, sendo algo mais
que apenas a aplica¢do de férmulas. Para tal € recomendada a leitura prévia de Os Elementos de
Euclides[2], de onde esse trabalho baseia todo contetido, é também recomendado o dominio das
principais propriedades das figuras geométricas planas, resultantes dos postulados de Euclides,

para tal é sugerida a leitura de [3].

2Revista Célculo, Edigdo 23, pagina 24



Capitulo 2

O mundo axiomaético das areas em R?

2.1 Geometria em R?

Para se calcular a 4drea de uma figura plana deve-se ter em mente alguns conceitos de geome-
tria basica. Nesse trabalho tomaremos por principio os 23 postulados de Euclides em Geome-
tria Plana, bem como os teoremas oriundos desses postulados. Tomando como base esse norte
primeiro faremos a defini¢do formal de drea no plano, e tomaremos regras bdsicas, que aqui
chamaremos de postulados, pois ndo temos como prova-los, apenas acreditamos que eles sejam

verdade, e a partir dessa verdade construiremos 0 nosso mundo com figuras planas mensuraveis.

2.2 Definicao

Chamamos de area de uma figura plana, um unico nimero real que representa a parte do
plano que determinada figura ocupa. E importante frisar em um tnico, afinal, deixaria de ter a
aplicacdo desejada se uma mesma figura tivesse mais de uma érea, desse modo o conceito de

area deixaria de ser um conceito de medida, que € o objeto de nossos estudos.

2.3 Conceitos iniciais

Poligonos: Para efeito de ordem um poligono serd nomeado de acordo com a ordem de seus
segmentos, digamos, por exemplo, um poligono de /V lados possui N vértices, nomeemos de V7,
Vs ... Vi, todos os N vértices desse poligono, de tal modo que vértices de indices consecutivos
formem lados do poligono e o tnico lado que falta seja o lado V; V;,, sendo assim meu poligono
se chamara V; 15...V,

Rotacdo: E o movimento de uma figura de tal modo que, tomando um ponto fixo no plano Py

e um angulo orientado o, todos 0s pontos finais e iniciais correspondentes da figura formem,



com o ponto P’y como vértice, o angulo orientado .

o

‘ar

"o

Figura 2.1: Exemplo de rotagdo de polindmio

Translacio: E o movimento de uma figura de tal modo que, tomando um vetor 1@ , todos os

pontos finais e iniciais correspondentes, nessa ordem, formem um elemento desse vetor.

B B
- -

o
.:b_

Figura 2.2: Exemplo de translagdo de polindmio

Inversao: E o movimento de uma figura de tal modo que, tomando uma reta r, a distancia dos
pontos iniciais e finais a reta r sejam iguais, e o segmento de reta formado pelos pontos inicial

e final correspondente sempre tenha medida igual o dobro da distancia do ponto inicial a reta .

ar

L=
oe

Figura 2.3: Exemplo de inversao de polindmio

2.4 Postulados

Postulado 1. Um quadrado de lado 1 terd drea 1

5



Postulado 2. Qualquer conjunto de pontos onde seja impossivel obter um quadrado como

subconjunto desse conjunto dado, tem drea zero.

Postulado 3. Dado um subconjunto de uma figura, sua drea serd menor ou igual a drea da

figura inicial.

Lema 2.1. Dadas duas figuras semelhantes, a que tiver medidas correspondentes menores, terd

drea menor.

Demonstragdo. No caso de figuras convexas, elas podem ser sobrepostas, onde fica facil ver
que a figura de dimensdes menores € subconjunto da de dimensdes maiores, em caso de figuras

concavas, basta parciond-las em figuras convexas, que terdo as mesmas propriedades. [

Postulado 4. Dada uma figura com drea mensurdvel, rotagobes, inversoes e translagoes da

figura ndo alteram o valor de sua drea.

Lema 2.2. Figuras congruentes podem ser sobrepostas por rotagoes inversoes e translacoes,

logo tém dreas iguais.

Nota: Vale lembrar que essa propriedade € natural e de espagos isomorfos, que por defini¢do
nao deformam as figuras em suas trajetérias, um bom exemplo de espago nio isomorfo é uma
rua parcialmente esburacada, se uma de suas pistas estd em bom estado e outra ndo podemos
notar que se fizermos o mesmo trajeto nas duas, gastaremos muito mais energia na que nao for

plana.

Postulado S. Dado duas figuras disjuntas, a drea da unido entre elas serd igual a soma de suas

dreas.

Lema 2.3. Quando duas figuras tém em comum apenas conjuntos de drea nula, a drea da unido

entre elas serd igual a soma de suas dreas.

2.5 Segmentos de Reta

Teorema 2.1. Dado um segmento de reta qualquer, este terd drea zero.

Demonstracdo. E ficil ver que qualquer segmento de reta dado podemos desenhar um qua-
drado ABC'D tao pequeno quanto se queira, onde um dos lados, digamos AB esteja contido
no segmento dado, contudo, esse mesmo quadrado possui dois segmentos perpendiculares ao
segmento dado, BC' e D A, logo é impossivel desenhar um quadrado inteiramente dentro de um

segmento, por [P2] temos que todo segmento tem medida nula de 4rea. [



2.6 Quadrilateros

Teorema 2.2. Dado um quadrado qualquer, sua drea serd igual ao quadrado da medida de seu

lado.

Demonstragdo. Existem dois casos:
(@ 1€Qtou,(b) I¢Qt.
Para (a) primeiramente vamos resolver a particularidade [ = %, n € N, nesse caso podemos

tomar n? quadrados e dispd-los de tal maneira que formem um quadrado unitério:

LS IEN N IR N P N I I IR N R N

L TN N I O I N IR I P N R N

L I I N I I (N I N N S N T PN
L B N S I RN BN AN I BN N RN N
L I N IR N IR N IS N I RN IS BN S
L I N IR N IR RN IS N I N I N S
L I N I I N IS (RN IR N N N IS N S
L N B N S I I I I N BN N N

Figura 2.4: Quadrados de lado [ = % nesse caso, n = 14

logo: n.s(;) = 1= s(;;) = (;;)% nocasol = 2, p,¢ € N, podemos tomar p* quadrados de
lado é e dispd-los de tal maneira que formem um quadrado de lado £, assim: s(2) = pz.s(%) =
(£)?, ou seja, V I € QT s(1) = I* sendo | a medida do lado de um quadrado.
(b) I ¢ Q. Vamos considerar por absurdo s(I) = z?, para algum z € R*, tal que, v # I,
sendo assim, consideremos, sem perda de generalidade, x > [ isso implica em: 3 ¢ € N tal que
x—1> ; logoexistitip € Nondex > 2 > [, masz > £ = 2% > (2)? = s(I) > s(8),
sendo s(}—;) a drea do quadrado de lado 2, mas podemos desenhar um quadrado de lado £ que
contenha um quadrado de lado [, logo, por L3.1 ~ > I = s(£) > s({), absurdo. Entdo, de todo
modo, s(1) = [ onde s(l) é a drea de um quadrado de lado qualquer. O

Teorema 2.3. Dado um retangulo qualquer, sua drea serd cl, onde c é a medida de seu compri-

mento e | a medida de sua largura.

Demonstragdo: Os lados do retangulo sdo positivos, logo existem dois casos a ser conside-
rados:
c
i

No caso (a), podemos supor inicialmente que ¢, € N, logo existe u = 1 € N, u € a unidade de

@ -eQ" ou <b>§¢<@+

medida tal que c = c-uel = [ - u, de onde segue que

A=cl=clu’



isto &, o retingulo tem ¢/ quadrados com lados unitdrios. Caso ¢, ! ¢ N ambos, podemos ainda

encontrar um submultiplo comum w tal que
p-u=ce q-u=I,

onde p, ¢ € N e tomamos © = 1 a unidade de medida dos lados do retangulo. Pelas considera-
¢Oes acima, a drea do retangulo deverd ser

A:pqu2 — A=cl.

Figura 2.5: Quadrados de lado u, nesse casop =9e ¢ =11

No caso (b) precisa remos lancar mao de um lema:

Lema 2.4. Dados dois retangulos de largura de mesma medida, e comprimento medindo c e ¢’

respectivamente temos que: s(lc) > s(Ic') se, e somente se ¢ > .

Figura 2.6: Retangulos de lados [ ce [ ¢/

Demonstragcdo. Tomemos uma dos retangulos, rotacionemos de modo que suas larguras fiquem
paralelas as larguras do outro retangulo, agora translademos o retingulo de modo que uma das
larguras coincida com a do segundo retingulo, nesse momento duas coisas podem ocorrer,

ou um dos retangulos estd inteiramente no interior do outro, ou nao, em caso nao, facamos a

8



inversdo do primeiro retangulo tomando como reta diretriz a formada pelo segmento comum,
desse modo, teremos dois retangulos onde um estard inteiramente dentro do outro, o retangulo
inscrito obviamente por A5 terd drea menor, e € evidente que ¢’ seu comprimento € menor que

¢ o comprimento do retangulo cincunscrito. [

Continuacao do caso (b): % ¢ Q7, suponhamos agora, por absurdo que s(lc)=lX onde

X#c, tomemos, sem perda de generalidade X > c, ora, existe n € N onde % < X — ¢, sendo
assim existe um ¢ = k%, k € N, de tal sorteque X > ¢ >c¢,mas X > = X > dl =
s(lc) > s(Ic’) e por L2 teremos ¢ > ¢, um absurdo, sendo assim, X = ¢ = s(lc) =lc V l,c €
R.

Teorema 2.4. Dado um paralelogramo qualquer, sua drea serd de medida igual a de um retan-
gulo de comprimento e largura congruentes a um lado e a altura relativa a esse lado, respecti-

vamente.

Figura 2.7: E ficil ver que o paralelogramo ABC'D tem mesma drea que o retingulo Q PC'D

Demonstra¢do. Tomemos um paralelogramo qualquer ABC'D,onde AB || CD, se ABCD é
retangulo ndo hd nada a provar, mas se ABC'D nao for podemos tracar um ponto P € AB de
tal sorte que PC' 1. AB ou PD 1 AB, tomemos como verdade, sem perda de generalidade,
que PC' 1 AB, sendo assim, podemos traga um tridngulo DAQ onde AB || AQ e QD 1 AQ,
¢ facil ver que D AQ) é retingulo em @, desse modo podemos notar que DAQ = C'BP, assim,
por P4 podemos transladar o tridingulo D AQ em C B P que essa nova figura terd drea igual a drea
do paralelogramo inicial, a nova figura Q PC'D € um retangulo, é notdvel que QP = DC' = AB
onde QP e AB sdo o comprimento do retdngulo e o lado do paralelogramo respectivamente, e

C' P é ao mesmo tempo largura do retdngulo e altura relativa ao lado AB do paralelogramo. [

2.7 Triangulos

Teorema 2.5. Dado um triangulo qualquer, sua drea serd a metade da drea de um paralelo-
gramo com uma das bases congruente a base do triangulo e altura correspondente a essa base

também congruente a altura do tridngulo.



Demonstracdo. Tomemos um tridngulo qualquer ABA’, tracemos um ponto B’ de tal modo que
AB || A’B' e AA’ || BB, temos ainda que AB = A'B’, assim podemos construir o paralelo-
gramo ABB’ A’ ¢ facil ver que a unido entre os tridngulos ABA’ e BA' B’ sera o paralelogramo,
bem como ABA’ = BA'B’ sendo assim:

S(ABA'B') = s(ABA') + s(BAB') = .s(ABA'B') = s(ABA)

A B

\

& B

Figura 2.8: E ficil ver que o paralelogramo ABB’A’ é formado por dois tridngulos equivalentes

Em outras palavras, podemos dizer que o tridngulo ABC'terd dreaigual a s(ABC') = %.E.h@,
onde h- 5 representa a altura do tridngulo em relagdo a base AB, e AB é a medida dessa
base. [

Lema 2.5. Dado dois triangulos tais que, um de seus segmentos e a altura relativa a esse

segmento tenham mesma medida esses tridngulos terdo mesma drea.

Demonstracdo. Esses tridngulos terdo metade da area de dois paralelogramos, que teram base

e altura relativa a base congruente, logo terdo mesma area.

E F

Figura 2.9: Note que se a altura dos tridngulos ABC' e EFF'G for igual, as retas r e s serdo
paralelas

Lema 2.6. Dado um triangulo retdngulo qualquer, sua drea serd igual a metade do produto da

medida dos catetos.

Demonstragdo. Chamemos o tridngulo de ABC, retangulo em B tracemos agora o ponto D
onde CD || ABe BC || DA, Notemos que ABC = CDA, e que ABCD é um retangulo de
largura BC' e comprimento AB, sendo assim:

s(ABCD) = s(ABC) + s(CDA) = 2.s(ABC) = s(ABC) = L. AB.BC O
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Figura 2.10: Todo triangulo retangulo é metade de algum retangulo

Teorema 2.6. (Teorema de Pitagoras) Dado um tridngulo ABC' retangulo em A, teremos a
seguinte propriedade: (BC)? = (AB)? + (AC)

Figura 2.11: A unido das 5 figuras menores forma um quadrado

Demonstracdo. Digamos, sem perda de generalidade, que AB é o cateto maior, tracemos a
partir do tridAngulo um quadrado BC'C'B’ cincunscrito de lado BC' comum, tracemos outro
quadrado AA’A” A" concéntrico ao primeiro quadrado com o vértice A comum ao tridngulo
dadoe A’ € AB, éfécil ver que (ABC) = (A'B'B) = (A"C'B') = (A”'CC"), logo poderemos
calcular a drea do quadrado maior de duas maneiras: s(BCC’'B’) = (BC)?

ou, s(BCOC'B') = s(AA’A"A") + s(ABC) + s(A'B'B) + s(A"C'B’) + s(A"CC") =

= (AA")? + 4.(3AB.AC) = (AB — AC)? + 4.(3AB.AC), sendo assim:

(BC)? = (AB — AC)? + 4.(AB.AC) = (BC)* = (AB)? + (AC)? N

Teorema 2.7. Dados dois triangulos semelhantes, suas dreas serdo proporcionais ao quadrado

da razdo entre lados correspondentes.
Demonstragdo. Chamemos de k a constante de proporcionalidade onde k& = 2%, onde a; € ap
sdo lados maiores correspondentes de dois triangulos semelhantes, tomemos o lado maior desses

triangulos, tracemos a altura relativa a esses lados, é facil ver que as alturas correspondentes
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E
A
F
C
D
B a,
ay

Figura 2.12: E fécil ver que ABG ~ DHE, bem como ACG ~ EFH

a lados correspondentes obedecem a constante de proporcionalidade k, em outras palavras,
hi _ :
= k logo:

Lai.h t ~ ‘A
k=%ek="no f2=omh o g2 200 o (a)2 _ s0) gnget ety sdo os tridngulos
az ha a2.ha 5a2.ho s(t2)

iniciais de lados maiores a; € as respectivamente. U]

Lema 2.7. Dado dois poligonos semelhantes, suas dreas serdo proporcionais ao quadrado da

razdo entre lados correspondentes.

o

Figura 2.13: E ficil ver que ABP ~ HI.J,bem como BC'P ~ IL.J ou qualquer outro tridngulo
correspondente e a constante de proporcionalidade € a mesma.

Demonstragdo. Poligonos semelhantes pode ser fracionado em tridngulos dois a dois seme-
lhantes, digamos t1, t5, ...t,, e t], t}, ...t respectivamente, entdo, chamando de k a constante

de proporcionalidade e p e p’ os poligonos semelhantes teremos:

2 _ s(t1) _ s(t2) _ s(tn) 2 _ s(t)+s(t2)+...+s(tn) _ s(p)
k* = s(th) T os(ty) T T s(th) = k"= s(th)+s(th)+...+s(tn) — s@) -

Teorema 2.8. (Formula de Heron) Dado um triangulo qualquer, sabendo as medidas de seus

lados, sua drea serd:

s(ABC) = \/p.(p —a).(p — b).(p — ¢), onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados e p é o semipe-
a+b+c

rimetro, ou seja: p = 5

Demonstragdo. Primeiramente lancaremos mao de um Lema:
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Lema 2.8. (Lei dos cossenos) Dado um triangulo qualquer, é vdlida a relagdo:

a’? = b* + c? — 2.b.c.cos(a).

Figura 2.14: Nessa figura temos que h = BD | AC, m = AD,n = DC e ainda a = BC,
b=ACec=AB

Demonstracdo. Cosseno nada mais € que a razdo entre um cateto adjacente a um angulo com
a hipotenusa de um triangulo retdngulo qualquer, ora € evidente que, por semelhanca de trian-
gulos, essa razdo sera constante e seu valor chamamos de cosseno, nessa figura teremos que
cos(a) € o cosseno do angulo o.. Agora, pela figura dada, temos: n = b — m e pelo teorema de
pitdgoras temos que ¢ = m? + h% e a? = n? + h? assim sendo teremos:

(1) n? =b%> — 2.b.m + m?

Q) h:=c—m?e

3)a? =n®+h?

Substituindo (1) e (2) em (3) teremos: a® = b? — 2.b.m + m? + ¢* — m? o que implica em:
a? = b*>—2.b.m+c?, sabemos que cos(a) = % logo:m = c.cos(a) = a? = b*—2.b.c.cos(a)+
2. O

Continuacdo: Utilizando a lei dos cossenos teremos: a* = b* — 2.b.c.cos(a) + ¢, analisando
a figura 2.15:

Figura 2.15: Nessa figura temos que h = BD 1 AC eaindaa = BC,b=ACec= AB

Notamos que: v/ — h? = c.cos(a),
logo: a? = b> —2.b.\/c2 — h2 + % = a® — b? — 2 = —2.b.A/c2 — h2, 0 que implica em:
(a® —b? —c?)? = 4.b%.(c® — h?), desenvolvendo essa equagio chegaremos em: (a+b+c).(—a+
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b+c).(a—b+c)(a+b—c)=4.b%h*o que implica dizer:
Via+b+c).(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)=2b.h,logo:
Via+b+c).(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)=45(ABC), sendo asim teremos:

S(ABC) = \/W*b“)'(‘a“’*%(“‘b“’)'(‘”b‘") —Vor—a-b—o.
L]

Observaciio: E impressionante que o grego Heron de Alexandria, que viveu em algum ano
entre os século I e III da era cristd, ja conhecia essa férmula, mesmo sem conhecer conceitos de
seno e cosseno, sua férmula € utilizada como base pra calcular a drea de um tridngulo qualquer,
afinal, basta saber as medidas dos lados, que sua drea ji estd bem definida. Sabendo a drea
basica do tridngulo € possivel calcular a drea de qualquer poligono, afinal, todo poligono pode

ser parcionado em triangulos.

2.8 Circulo

Teorema 2.9. Dado um circulo qualquer sua drea serd o produto entre o comprimento da

semicircunferéncia e o raio do circulo dado.

Demonstragdo. Tomemos por absurdo que: S(c,) # mr?, onde r € o raio do circulo e 77 é 0 se-
micomprimento da circunferéncia, consideremos primeiro S(c,) < 7r?, ora, entdo S(c,) = AB
paraalgum A < nre B < r (prova secunddria, se necessario demonstro) tracemos uma reta dis-
tando B como B < r, areta interceptard a circunferéncia em dois pontos, chamemos de P; e P,
tomemos o dngulo &’ central do circulo definido por P, e P», agora tomemos 6 = 27 /n; ny € N
de tal sorte que 0§ = 27 /n < ¢, esse setor circular formard um apétema B’ maior que B, agora
qualquer que seja o valor de 2A como ele € menor que 277, logo existird poligono regular de
ny-lados inscrito na circunferéncia, onde nsl,, > 2A, mas tomando n = max(n,ny) a drea do
poligono de n-lados serd S(p,,) = n.B'.L, /2 > A.B' > AB = S(c,), absurdo.

Figura 2.16: Exemplo para um poligono inscrito P, comn = 7

Consideremos agora S(c,) > 7r?, tomemos o angulo central & = 27/n onde n € N sa-

bemos que o perimetro do poligono regular circunscrito sempre serd maior que o perimetro
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da circunferéncia, o perimetro do poligono regular cincunscrito de n-lados serd n.2r.tg(a/2),
logo n.2r.tg(a/2) > 2nr = n.a.r = tg(a/2) > a/2 fazendo § = «/2 teremos tg(6) > 6,
Vo <m/3.

Figura 2.17: Exemplo para um poligono circunscrito P, comn =T7e = 5

S(c,) > mr? implica em S(c,) = AB para algum A > 7r e B > r (prova secundaria, se
necessario demonstro), qualquer que seja o valor de 2A como ele é maior que 277, logo existira
poligono regular de n;-lados inscrito na circunferéncia, onde n,l,, < 2A, Agora tomando um
raio do circulo € possivel tracar um tridngulo retangulo com hipotenusa medindo B e com r
como cateto maior, tomando o dngulo central ¢’ do circulo formado pelo cateto maior e hipote-
nusa, tomemos agora § = 2w /ny ny € N de tal sorte que § = 27 /ny < ', mas tomando n =
max(ny,ny) a drea do poligono de n-lados serd S(p,) = n.B'.L,/2 < A.B' < AB = S(¢,),
absurdo. 0
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Capitulo 3

Mundo axiomatico dos volumes em R°

3.1 Geometria em R?

Semelhante a drea, podemos calcular o volume em R3, Para se calcular o volume de um
sOlido deve-se ter em mente alguns conceitos de geometria espacial, como na unidade anterior,
por principio os 23 postulados de Euclides em Geometria Espacial dessa vez, bem como os
teoremas oriundos desses postulados [4]. Tomando como base esse norte primeiro faremos a
defini¢do formal de volume no espaco, e tomaremos regras basicas, que aqui chamaremos de
postulados, pois ndo temos como prové-los, apenas acreditamos que eles sejam verdade, e a

partir dessa verdade construiremos o nosso mundo com sélidos mensuréveis.

3.2 Definicao

Chamamos de Volume de um sélido, um nimero real positivo que representa a parte do
espaco que determinada figura ocupa. E importante frisar que, assim como a drea, o volume €
unico, pois também se trata de uma medida e o conceito de medida tem como principal condi¢ao

a unicidade de seu valor para determinado elemento.

3.3 Conceitos Iniciais

Rotacdo: E o movimento de um sélido de tal modo que, tomando uma reta fixa no plano ry e
um angulo orientado o, todas as distancias de pontos finais com a reta r; € iniciais correspon-
o

dentes com a reta 7y do solido sejam congruentes, formem o angulo orientado o € que a reta

formada pelos pontos inicial e final seja sempre ortogonal a reta r .

Translacio: E o movimento de uma figura de tal modo que, tomando um vetor zﬁ, to-

dos os pontos finais e iniciais correspondentes, nessa ordem, formem um elemento desse vetor.

16



Inversdo: E o movimento de uma figura de tal modo que, tomando um plano ¢, a distan-
cia dos pontos iniciais e finais a o plano ¢ sejam iguais, e o segmento de reta formado pelos
pontos inicial e final correspondente sempre tenha medida igual o dobro da distancia do ponto

inicial ao plano ¢.

3.4 Postulados

Postulado 6. Um cubo de aresta 1 terd volume 1

Postulado 7. Qualquer conjunto de pontos onde seja impossivel obter um cubo como subcon-

junto desse conjunto dado, tem volume zero.

Postulado 8. Dado um subconjunto de um solido, seu volume serd menor ou igual ao volume

do solido inicial.
Lema 3.1. Dados dois solidos semelhantes, o que tiver medidas menores, terd volume menor.

Demonstragdo. No caso de s6lidos convexos, elae podem ser sobrepostos, onde fica facil ver
que o sdlido de dimensdes menores € subconjunto do de dimensdes maiores, em caso de sélidos

concavos, basta parciond-los em sélidos convexos, que terdo as mesmas propriedades. [

Postulado 9. Dada um sélido com volume mensurdvel, rotagoes, inversoes e translagoes do

solido ndo alteram o valor de sua drea.

Lema 3.2. Sélidos semelhantes podem ser sobrepostos por rotagdes inversoes e translacoes,

logo tém volumes iguais.

Nota: Vale lembrar que essa propriedade € natural e de espagos isomorfos, no R* é mais di-
ficil de se imaginar um espaco ndo isomorfo, mas podemos exemplificd-lo como uma viagem
espacial idealizada por Einstein, onde um viajante em velocidade proxima a da luz tem a sen-
sacdo de passar o tempo muito mais devagar que uma pessoa em repouso na terra, a0 mesmo

tempo que a pessoa em velocidade proxima da luz tem volume menor que a em repousol[5].

Postulado 10. Dado dois solidos disjuntos, o volume da unido entre eles serd igual a soma de

seus volumes.

Postulado 11. (Principio de Cavalieri para solidos) Dados dois sélidos disjuntos e um plano,
se todo plano paralelo ao plano dado que interceptar um dos sélidos também interceptar o

outro solido e as intercessoes formem figuras de mesma drea, o volume dos solidos serd igual.
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Figura 3.1: Dados os Sélidos A e B e Plano ¢, se tivermos s(S4) = s(Sg), onde, S4 = AN«
e Sp = BNa,Ya || ¢, entdo v(A) = v(B)

3.5 Demonstracao do Principio de Cavalieri

O principio de Cavalieri para s6lidos é uma particularidade do Teorema de Fubini, que diz:
Ix sy fy)dy)de = [ ([ flz,y)dz)dy = [\ f@,y)d(z,y)z € XeyeY, X CDye
Y C D,

Em outras palavras, integral dupla de uma funcao € igual a integral em duas varidveis, con-
siderando Dy = Dy = R, se minha fun¢do estiver contida no primeiro octante, teremos que
a integral simples uma fungiio de R? em R € o volume abaixo da folha formada pelos ponto
(x,y, f(x,y)), qualquer sélido limitado pode ser parcionado e rotacionado de tal modo que
sempre serd a soma ou diferenca de duas ou mais integrais dessas folhas.

Como a integral pode ser calculada também como a integral dupla de uma fung¢ao de duas varid-
veis, qualquer outro conjunto definido por exemplo g(z,y) de tal modo que: [, f(z,y)dz) =
Jx 9(x, y)dx teremos dois sélidos de volumes iguais, mas [, f(x,y)dz) é a drea da intersec-
¢do do sdlido com o plano y = k para cada um dos k£ € R onde a funcdo € definida, logo, se
para qualquer k esses dois s6lido tem dreas iguais teremos: | < 9(x,y)dx) =/ f < [z, y)dr =
foX (z,y)dy)dx = foX $ydxdy—fXXway)(,y).

Logo dois so6lidos de seccdes paralelas a algum plano TODAS de mesma drea sdo s6lidos com
mesmo volume.

A demonstracio de teorema de Fubini é um problema classico do Calculo Integral em Vérias
variaveis, tendo em [6] um de suas demonsta¢Oes mais usuais. Mas como o objetivo de nosso
estudo ndo € se aprofundar no célculo diferencial, mas colocar padrao axiomdtico na geome-
tria estudada no nivel médio, é razodvel usar o principio de Cavalieri como axioma, por ser
uma coisa extremamente intuitiva, e talvez impossivel de se demonstrar sem utilizar de célculo

infinitesimal, o que fugiria de nossos objetivos.
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3.6 Figuras Planas

Teorema 3.1. Dado um subconjunto de um plano qualquer, este terd volume zero.

Demonstracdo. E facil ver que qualquer plano dado podemos desenhar um cubo tio pequeno
quanto se queira, onde uma das faces esteja contida no plano dado, contudo, esse mesmo cubo
possui arestas perpendiculares ao plano, logo, qualquer que seja o tamanho desse cubo, existirao
pontos dele que ndo se encontrardo no plano, sendo assim, por [P7] temos que todo plano e

subconjunto de plano tem medida nula de volume. [

3.7 Paralelepipedos

Teorema 3.2. Dado um cubo qualquer, seu volume serd igual ao cubo da medida de sua aresta.

Demonstragcdo. Existem dois casos:

(@ a€Qtou, (b) a¢Qt.

Para (a) primeiramente vamos resolver a particularidade a = 1

n’

n € N, nesse caso podemos
tomar n? cubos e dispd-los de tal maneira que formem um quadrado unitério, logo:
ntu(s) = 1= v(;) = ()% nocasoa = 2, p,q € N, podemos tomar p* cubos de aresta |

e dispo-los de tal maneira que formem um cubo de lado £, assim: v(%) = p‘?v(%) = (%’)3, ou
seja, V a € QF, v(a) = a® sendo a a medida do lado de um cubo dado.

Figura 3.2: u? Cubos de aresta u = % nesse cason = 4

(b) a ¢ Q. Vamos considerar por absurdo v(a) = X3, para algum X € R, tal que, X # a,
sendo assim, consideremos, sem perda de generalidade, X > a isso implicaem: 3 ¢ € N tal que
X —a> . logoexistirip € Nonde X > 2> a,mas X > 2 = X? > (2) = v(a) > v(?),
sendo v(£) o volume do cubo de aresta £, mas por L6 2 > a = v(%) > v(a), absurdo. Entdo,

de todo modo, v(a) = a® onde v(a) € 0 volume de um cubo qualquer. O

Teorema 3.3. Dado um paralelepipedo reto retdngulo qualquer, sua drea serd cla, onde c é a

medida de seu comprimento e | a medida de sua largura e a a medida de sua altura.
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Demonstragdo. Os lados do paralelepipedo sdo positivos, logo existem dois casos a ser consi-
derados:

(a) %e%e@* ou (b) %ou%géQ*

No caso (a), podemos supor inicialmente que c,!,a € N, logo existe u = 1 € N, u é a unidade
de medidatalquec =c-u,l =1-uea = a-u,deonde segue que

V =cla = clau®

isto é, o paralelepipedo reto retangulo tem cla quadrados com lados unitarios.

Figura 3.3: pgr Cubos de volume >, nesse caso p = 3u, ¢ = bu e r = 4u

Caso ¢, ¢ N ambos, podemos ainda encontrar um submultiplo comum w tal que
p-u=c, qg-u=1l¢e¢ r-u=a

onde p, ¢, 7 € N e tomamos © = 1 a unidade de medida das arestas do paralelepipedo reto

retangulo. Pelas consideragdes acima, o volume do paralelepipedo deverd ser

A = pgru® = A =cla.

No caso (b) precisaremos langar mao de um lema:

Lema 3.3. Dados dois paralelepipedos reto retangulos de largura de mesma medida, compri-
mento medindo c e ¢ e altura medindo a e ' respectivamente temos que: v(lca) > v(lc'a’) se,

e somente se ca > cd.

Demonstragdo. = tomemos o s6lido [ca e suponhamos por absurdo que ca < ¢'a’, mas com

/"o
a

isso poderiamos achar a” > a e ¢’ > c tal que ¢’a” = ’a’ partir das arestas do paralelepipedo
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lca podemos tragar as arestas do paralepipedo reto retdngulo I¢”a”, por P11 v(Ic"a”) = v(ld'd’),
mas v(lc"a”) > v(lca), absurdo.

< podemos dividir o s6lido [ca em dois paralelepipedos reto retangulos, lcx e [ca”,

x + a” = a de tal sorte que c.a” = ¢’.a’ por P11 teremos v(lca”) = v(lc'a’), ora:

v(lex) >(min(l, ¢, x))? > 0 sendo assim:

v(lca) = v(lex) + v(lead”) > v(led”) = v(ldd). O

Figura 3.4: E ficil ver que o paralelepipedo AB'C’DE'F'G'H' onde AD = | =, AE' = ¢ <
c=AFe AB' = d" < a = AB; é menor que o paralelepipedo ABCDEFGH

Continuacio do caso (b): %ou% ¢ QF, suponhamos agora, por absurdo que v(lca)=lcX

onde X#a, tomemos, sem perda de generalidade X > a, ora, existe n € N onde % < cX — ca,

sendo assim existe um a’ para qual ca’ = kL, k € N, de tal sorte que cX > ca’ > ca = X >

a > a,
mas X > da = lcX > lca' = v(lca) > v(lea’) e por L10 teremos ca > ca’ = a > @/, um
absurdo, sendo assim, X = a = v(lca) =lca ¥V l,c,a € R. O

Lema 3.4. Dado um paralelepipedo p,y, qualquer, seu volume serd: v(pmp) = h.s(F') onde h

é distdncia entre os planos de duas faces F paralelas e s(F') é a drea da face.

Demonstracdo. Tomemos um paralelepipedo reto retdngulo [ca com as faces [c nos planos das
faces F' onde: lc = s(F') e a = h, nesse caso, qualquer plano paralelo ao plano das faces
que seccionar p,;, também seccionard o paralelepipedo construido, formando dois poligonos
congruentes aos poligonos das respectivas bases, logo, por P11 teremos v(p,,) = v(lca) =
lca = s(F).h. O

3.8 Prismas e Cilindros

Teorema 3.4. Dado um prisma p,,, qualquer, seu volume serd: v(p,,) = h.s(B) onde h é

distdncia entre os planos de duas bases B paralelas e s(B) € a drea poligono da base.

Demonstracdo. Tomemos um paralelepipedo reto retdngulo [ca com as faces [c nos planos das
bases B onde: s(lc) = s(B) e a = h, nesse caso, qualquer plano paralelo ao plano das faces que
seccionar p,,,, também seccionard o paralelepipedo construido, formando figuras congruentes

as respectivas bases, logo, por P11 teremos v(p,,,) = v(lca) = lca = s(B).h. O
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Figura 3.5: Chamemos [ JN M de Face I} e LK PO de Face Fy, temos ainda que: 7 || s || ¢ ||
u; E fécil ver que o paralelepipedo IJK LMNQO, pelo principio de Cavalieri, possui mesmo
volume que o paralelepipedo reto retingulo ABCDEFGH

Figura 3.6: Contemple

Lema 3.5. Dado um cilindro c¢;, qualquer, seu volume serd: v(c;) = h.s(B) onde h é distancia

entre os planos de duas bases B paralelas e s(B) é a drea da base.

Demonstragdo. Imediata. 0

3.9 Piramides e Cones

Teorema 3.5. Dado um tetraedro qualquer, seu volume serd igual a um terco de um prisma

com uma base comum e altura relativa a essa base igual a altura do tetraedro.

Demonstracdo. Chamemos os vértices do tetraedro de A, B, C' e A’, agora tracemos um ponto
B’ de tal modo que areta rap || rap € rara || 5 € um ponto C” de tal modo que a reta
Tacr || Tac € Tara || Tere, assim teremos um prisma de faces triangulares ABC' e A'B'C’,

Tomemos os tetraedros AA'B'C" e ACB'C', AA'C" e ACC" sdo faces coplanares e de mesma
area, tomando-as como base, teremos o vértice B’ comum aos dois tetraedros, logo a altura
relativa a esse vértice também serd igual, assim por P11 AA'B'C’ e ACB'C’ terdo mesmo
volume, tomando agora AA’B'C" e ABB'C e considerando A’B'C" e ABC respectivamente

como bases e A e B’ como vértices, € facil notar que as alturas relativas aos vértices e s areas
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Figura 3.7: Contemple

A'vv"' ‘N7
g » AZ
B B

Figura 3.8: Tetraedro dado, prisma e tetraedros finais

de base t¢ém mesma medida, logo, por P11, AA'B'C" ¢ ABB'C tém mesmo volume. Como a
Unido entre os trés tetraedros forma o prisma teremos:

V(prsm) = v(ACB'C") + v(AA'B'C") + v(ABB'C) = 3.w(ABCA') = v(ABCA") =
2.0(Prsm) O

Lema 3.6. Dado uma piramide qualquer, seu volume serd igual a um terco do volume de um

prisma com uma base comum e altura relativa a essa base igual a altura do tetraedro.

Demonstragdo. Primeiramente, construamos um tetraedro com base coplanar a base da pira-
mide de tal sorte que a base tenha mesma drea que a piramide dada e os respectivos vértices
formem uma reta paralela ao plano das bases. E ficil ver que seccionando qualquer plano
paralelo a base que passe pela piramide dada, esse plano também seccionard o tetraedro cons-
truido, também € facil ver que os poligonos formados sao semelhantes as respectivas bases e
a constante de proporcionalidade é a mesma, logo, por P11 eles possuem mesmo volume, ou
seja v(prm) = v(ty) = %.v(prm) = %.S(B).h, onde t;,. € o tetraedro construido, p,.,, 0 prisma

correspondente e h € a distincia entre o vértice e o plano da base. [

Lema 3.7. Dado um cone circular qualquer, seu volume serd igual a um terco de um cilindro

com uma base comum e altura relativa a essa base igual a altura do tetraedro.
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Figura 3.9: Tetraedro e Piramide dada

Demonstragdo. Primeiramente, construamos um tetraedro com base coplanar a base da pira-
mide de tal sorte que a base tenha mesma drea que o cone dado e os respectivos vértices formem
uma reta paralela ao plano das bases. E fécil ver que seccionando qualquer plano paralelo a base
que passe pelo cone dado, esse plano também seccionara o tetraedro construido, também é facil
ver que o raio do circulo formado manterd com o raio do poligono da base a mesma propor¢ao

de dois lados correspondentes da base do tetraedro, logo:
R A R,\2 Ap\2 . R2 A2 s(circr,) s(trglr,)
_P:_P:>(_P):(_P):> r = 2P ~Rp) bl
Ry Ay Ry Ap TRy Aj s(czrcRb) s(trgle)

presentam, respectivamente, raio do circulo, lado maior do tridngulo, circulo e triangulo, e os

onde R, A, circ, trgl re-

indices p, b representam respectivamente, plano paralelo a base e plano da base. Por P11 os
A1 . 1 1 1

s6lidos possuem mesmo volume, ou seja: v(cy) = v(ty,) = 5.0(Ppm) = 5.5(B).h = 3.7.R*.h,

onde t;- € o tetraedro construido, p,,, o prisma correspondente, c; o cilindro dado e h € a

distancia entre o vértice e o plano da base. [

Figura 3.10: Cone e piramide com dreas da base iguais
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3.10 Esfera

Teorema 3.6. Dado uma esfera Ey, de raio R e dois cones retos Cypei € Copen de raio R e

altura R, a soma de seus volumes serd igual ao volume de um cilindro C;; de altura 2R e raio
R.

Demonstragcdo. Tracemos trés planos paralelos, ¢1, ¢2 € ¢3 de tal sorte que a distancia de ¢
para ¢ e de ¢, para ¢3 seja It e a distancia de ¢, para ¢ seja 217, agora coloquemos F ¢, com
centro em ¢9, C\,.1 com base em ¢, e vértice em ¢, C,,.o com base em ¢3 e vértice em ¢, €
C;; com as bases em ¢ € ¢s.

Feita essa construcgdo, € facil ver que em ¢1, ¢ € ¢3, a soma das dreas seccionadas na esfera e
um dos cones € igual a drea secionada do cilindro. Agora se tragarmos um plano ¢,, paralelo
a ¢y de distAncia menor que R formaremos na intercessdo com a esfera um circulo de raio r/
onde R? = d? 4 r'"? sendo d a distancia do plano ¢, a ¢, e com o cone o plano ¢,, formara um
circulo de raio d, ora, a soma das dreas serd: 71’2 + wd? = 7(r"? + d*) = 7 R?, a drea da secgdo
do plano ¢,, com o cilindro, sendo assim, por P11, o volume do cilindro dado serd igual a soma

dos volumes das esferas e cones dados. O]

Figura 3.11: Volume da Esfera

Lema 3.8. Dado uma esfera qualquer, seu volume serd igual a quatro tercos de 7 vezes o cubo

da medida do raio.

Demonstracdo. Tomando as informag¢des do teorema anterior:
v(Eypr) = v(Ciy) = (0(Coner + v(Cone2))) = m.R2.2R — (3.1R2.R + 5. 7R*.R) = 37R*. [
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Capitulo 4

Exercicios

Nesse Capitulo trataremos de alguns exercicios executdveis com alunos em sala de aula,
como tratam-se de exercicios de alto grau de complexidade, € aconselhdvel que se passe esse
tipo de exercicio a alunos com mais afinidade para a matemdtica de curso superior, apesar de
que, apenas com o contetido de ensino médio € possivel resolvé-los.

4.1 Figuras Planas

Exercicio 4.1. Um losango é um paralelogramo cujos lados sdo todos congruentes, sabendo o
valor das diagonais de um losango qualquer, determine sua drea.

A

C

Figura4.1: AB=BC =CD = DA

Resolucao: ¢ facil ver no losango da figura que os tridngulos ABE, ADE, BCE e CDE sio

dois a dois congruentes, bem como retingulos, logo a drea do losango serd: s(los) = 4.s(ABE),

AE.BE  2AE2BE
onde ABE é um tridngulo retdngulo, teremos entdo: s(l,s) = 4. = ==

2 2
AC.BD — S
————, chamemos agora AC' de diagonal D e BD de diagonal d, assim teremos: s(l,s) =

T’, cqd.
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Exercicio 4.2. Um trapézio é um quadrildtero que possui dois lados opostos paralelos e outros
dois ndo paralelos, sabendo o valor dos seus lados paralelos, chamados de B e b e a distdncia

entre esses lados, chamada de h, determine sua drea.

D c

A ) B

Figura4.2: AB || CD,AB=BeCD =b

Resolucdo: Tracemos C’ de tal sorte que C'A || CD e C"A = CD + AB agora tracemos B’
de tal sorte que B'D || ABe B'C =CD + AB

Figura4.3: BD =C'B=B+b

Notemos agora que a figura AC" B’ D é um trapézio congruente ao primeiro, e a figura BC'B'D
¢ um paralelogramo equivalente a unido desses dois trapézios, chamemos a area do trapézio
de s(t,,,) assim teremos: s(BCB'D) = s(ABCD) + s(AC'B'D) = 2.5(t,p,) = s(tips) =
(B+b).h
2

Exercicio 4.3. Sabemos pela obra de Arquimedes de Siracusa calcular a drea de uma regido
delimitada por um segmento de reta e um segmento de pardbola[7]. No livro quadratura da
pardbola é demonstrado que dada uma pardbola segmentada por dois pontos podemos formar
um tridngulo cujos vértices sdao os extremos do segmento da pardbola e o outro vértice serd o
ponto médio da distancia entre os extremos em relagcdo a reta diretriz, como mostra a figura:
Em seu trabalho Arquimedes conseguiu demonstrar tomando os segmentos de pardbola deli-
mitados pelos trés pontos do tridngulo inicial conseguimos formar, pelo mesmo processo de
formacgdo do triangulo inicial, dois tridngulos, cuja drea de cada um é igual a um oitavo da
drea do tridngulo inicial.

Na figura temos que a drea dos tridngulos hachurados é igual, cada uma, a um oitavo da drea

do triangulo branco.
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Figura 4.4: Quadratura da parabola

Com base nessa informagdo demonstre e indique o valor de uma regido parabdlica qualquer

delimitada por uma pardbola e um segmento de reta.

Resolucao: A drea da curva, que chamaremos de c,, serd menor que qualquer quantidade de

oA . . . ~ . s(T,
tridngulos, dois a dois com intercessao de medida nula, mas teremos que g = s(T,,4+1) onde

T, € um tridngulo da n-ésima iteracdo, ora teremos entdo que que a area de todos os tridngulos
n

. - , 1, , - . . .
até a n-ésima iteragdo serd: s(77) Z(Z)’ ! pelo método da exaustio e também por inducio
=1

—~ 1. 4 1,1
podemos notar que Z(—)z_1 = — — —.(>)""!, logo a drea da figura ¢p N0 podera ser menor
—4 3 34
que 3.s(Ty) pois, por absurdo s(c,) = X onde X < 3.s(T1) = 3.s(T1) — X = k para algum
t
1..
k € R*, todavia k > s(T;)3.(3)"* para algum ¢ € N, desse modo, s(c,) > s(T}) 2:(1—1)“1 —

TG~ 5.

1
sendo assim: s(c,) = 35(7}) o primeiro tridngulo formado no enunciado do problema.

4
) 3 (T1) — k = X, absurdo, obviamente X > %.s(T) € outro absurdo,

V

Figura 4.5: Quadratura da pardbola
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4.2 Soélidos do Espaco

Exercicio 4.4. ([8]-p481 adaptado) Dado um octaedro regular, sabendo a medida de sua

aresta, determine seu volume.

Figura 4.6: BC' D E notavelmente é um quadrado, e o plano « divide ABCDEF ao meio, em
duas piramides de base quadrada.

Resolucdo: Tomemos trés vértices ndo pertencentes a mesma face do octaedro, no caso da
figura os vértices B, C' e D, tracemos um plano alpha por esses vértices, teremos duas pirami-
des de base quadrada congruentes, 10go, v(O.o(ABCDEF)) = 2.0(Pjrom(ABCDE)), temos

que: v(Piam(ABCDE)) = 5.s(BCDE).h, agora tracemos o segmento AF, sua interssec¢io
av/2

com o plano « sera um ponto O, é notdvel que BO = —

a2
2

Figura4.7: BCDFE € quadrado e O € ponto médio de 5D, entdo claramente temos OB =

E temos ainda, tomando agora o tridngulo ABO, que: h = OA =

av/2
2
Desse modo:

V(Ouo(ABCDEF)) = 20(Pyam(ABCDE)) = 2.
cqd.

S
S

1
$(BCDE).h = 2.§.a2.a— =

Wl =
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-

V2 .
a4 \/—, entdo OA = CLT

S

Figura 4.8: ABO é retangulo,e OB =

Exercicio 4.5. (/9] adaptado) Dado um tronco de piramide de base quadrada, sabendo as

medidas dos lados das bases e a altura do tronco, determine seu volume.

\

Figura 4.9: ABCD e EFGH quadrados, AB || EF e a altura h € a distdncia entre os planos «
ef

Resolucdao: Tomemos, por simplicidade,um tronco onde o vértice imagindrio tenha projecao
nos planos da base pertencente a base. Nomeemos as partes do tronco conforme a figura 31,
¢ facil ver que a unido do tronco dado com a pirdmide de vértice V e base quadrada FFGH
serd a piramide de vértice V e base ABC D, logo: v(Pram(ABCD)) = v(Pyam(EFGH)) +
V(T onco)» O que implica dizer:

V(Tronco) = V(Piram(ABCD)) — v(Pjram(EFGH)), logo:

ABCD).(I+h EFGH).l
V(Tronco) = S(ABCD).(I+h) _ s(EFGH) , onde [ é a distdncia entre V' e o plano /5 da

base menor do tronco. Chamemos de a e b as medidas dos lados dos quadrados, agora tracemos
um plano ~y paralelo a AD e que contenha V' e seja perpendicular a « e 3 teremos entdo nesse

plano a seguinte figura:

Pela figura é facil notar AB = A'B’ e EF = E'F’, chamemos essas medidas de a e b respec-

[+ h bh

: l N -
tivamente, € notdvel que b= o que implica em: [ = substituindo
a

l+h=
a—be * a—
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Figura4.10: A’B' = ABCDN~, F'F' = EFGHN~ye A'B' L VP,

esses valores na equacdo do volume teremos:

W(Trones) = s(ABCD).(l+h) s(EFGH).I  a®.ah  V.(bh)  h(a® =b?)
ronco) — 3 3 a 3(@ — b) 3(a — b) o 3(0, — b)

h(a® + ab + V?)

- U(Tronco> =
Nota: Utilizando P11 com algumas adaptacdes € facil notar que:

Base BGSE . base base
0(Toom) = p, 5(Base) + v/5(Base)-5(Base) + 5(base)

bases maior e menor de um tronco qualquer, respectivamente.

onde $(Bgse) € $(byse) sdo as dreas das
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Capitulo 5
Consideracoes finais

O célculo de medidas, como pode ser visto em [8] € um trabalho mais computacional que
matematico, ideal para um carater mais generalista, onde se formam alunos de ensino bésico que
ndo necessariamente tem interesse em se aprofundar no estudo da matematica, mas o professor
precisa ter esse estudo apresentado, todo professor matematico precisa ter uma visao mais axi-
omadtica dos teoremas que trabalha em sala de aula, e com a devida transposicao didatica, pode

trabalhar os conceitos desse trabalho em sala de aula.

32



Referéncias Bibliograficas

[1] COMMANDINO, Frederico. Euclides - Elementos de Geometria. Sdo Paulo: Edi¢cdes
Cultura, 1944.

[2] ALLAN, N.D.Teoremas de Menelaus e Ceva. Unesp - Sdo Paulo. Disponi-
vel em: <http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/arquimedes/coroa.htm>.
Acesso em: 23 ago. 2014.

[3] SANTOS, Almir Rogério Silva; VIGLIONI, Humberto Henrique de Barros. Geometria
Euclidiana Plana. Aracaju: UFS, 2011.

[4] MACHADQO, Paulo Antdnio Fonseca. Fundamentos de Geometria Espacial. Belo Hori-
zonte: CAED-UFMG, 2012.

[5S] AMORIM, Edgar P. M. A teoria da Relatividade Espacial. Joinville: CCT-UDESC, 2011.

[6] OLIVEIRA, Oswaldo Rio Branco de. INTEGRAL DUPLA: TEOREMA DE FUBINI E TE-
OREMA DE MUDANC, A DE VARIAVEIS Disponivel em: <http://www.ime.usp.br/ oli-
veira/MAT211INTEGRACAO.pdf>. Acesso em: 23 agov. 2013.

[7]1 The Quadrature of the Parabola. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/wiki/The_Quadrature_of_the_Parabola>. Acesso em: 23
agov. 2013.

[8] PAIVA, Manoel Rodrigues. Matemadtica. Vol 2. Sao Paulo: Moderna, 1995.

[9] Papiro de Moscovo. Disponivel em:
<http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/moscovo.htm>. Acesso em:
23 agov. 2013.

[10] REIS, Julio César dos. Existe angulo zero?. Cdlculo: Matemdtica para todos. Edi¢ao 23.
Sao Paulo: Segmento, 06/2013.

33



