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RESUMO

Fago aqui uma abordagem pouco trabalhada na maior parte dos livros da educagao
bésica, lugares geométricos com uma perspectiva de construgao tradicional (régua e
compasso) e geometria dindmica (software de matematica). No primeiro capitulo estu-
daremos os lugares geométricos elementares com as devidas propostas de construgao com
régua e compasso. No segundo e terceiro capitulos nos deparamos com uma abordagem
histoérica do estudo das conicas bem como suas construgoes, com o intuito de mostrar que
essa abordagem nao deve ser feita apenas no encerramento do ensino médio. Para o quarto
capitulo reservei um aprofundamento para as equagoes das conicas apos rotagao e fina-
lizando este trabalho, algumas atividades no Geogebra com a possibilidade de visualizacao

na internet.

Palavras-chave: Construgoes, lugares geométricos, conicas.



ABSTRACT

In the present study I make an approach that is not much worked in most books of
basic education, geometric places with a traditional construction perspective (a ruler and
a pair of compasses) and dynamic geometry (math software). In the first chapter, we will
study the elementary geometric places with the adequate proposals of construction with
a ruler and a pair of compasses. In the second and third chapters, we will deal with a
historical approach to the study of conics as well as with its constructions in order to
show that this approach should not be taken only at the end of high school. In the fourth
chapter, I dedicated to a further study of the equations of conics after rotation and, at
the end of this work, some activities in Geogebra with the possibility of visualization on

the Internet. Keywords: Construction geometry places, Conics.

Keywords: Construction geometry places, Conics.



Apresentacao

Este trabalho tem o intuito de contribuir com os docentes da educagao bésica no
ensino da matemaética buscando sua esséncia primitiva, as construgoes geométricas. Sendo
professor de matematica dos diversos niveis da educagao ha dezesseis anos, ainda me
pergunto o motivo de tamanho desdnimo por muitos alunos e também dos professores no
ensino de matematica. Acredito que nao ha uma férmula magica para essa mudanga, mas
sei da importancia de cada individuo no processo de aprendizagem. Tento aqui resgatar a
beleza das construgoes geométricas para justificar conceitos e propriedades que a algebra,
tao elegantemente, demonstra.

Minha angustia na forma de abordar o estudo das conicas e de como os meus alunos
do ensino médio podem ter uma melhor compreensao, nao exclusivamente pela geometria
analitica, foi o fator motivador deste trabalho.

As tecnologias em educacao nao sao uma realidade recente, lidamos com ferramentas
educacionais ha muito, o dbaco (pt.wikipedia.org/wiki/Abaco) é um grande exemplo.

Para o estudo das conicas, vislumbro uma abordagem mais precoce de suas definicoes,
ainda no ensino fundamental, dando atencao as construgoes com régua e compasso. Acre-
dito que o aluno ao construir, a partir da definigao, tem a possibilidade de constatar, pelas
medidas, algo que futuramente e com a devida maturidade demonstraré algebricamente,
evitando assim que a geometria analitica fique fadada as suas equacoes.

Nao é dificil observar esse distanciamento da construgao para algebra nos dias de hoje,
basta perguntar a um aluno que esta concluindo o ensino médio o que é uma conica,
dificilmente ele a definird como um lugar geométrico, possivelmente esbocara uma curva
correspondente & uma delas ou, espantosamente, enunciara uma equagao que memorizou;
levando o discente a um conceito equivocado de que a geometria analitica é a geometria
das equagoes.

Aliada & construcao sintética podemos inserir uma ferramenta didatica poderosa que é
um software de matematica, dando movimento as construgoes o que chamamos de geome-
tria dindmica. Existe uma série de softwares que possibilitam as construgoes geométricas,
optamos aqui pela utilizagao do Geogebra.

O Geogebra é um software livre e gratuito, ou seja, nao pago a disposigao para down-
load no site www.geogebra.org, podendo ser usado, inclusive, na prépria plataforma do
servidor; além disso é colaborativo, ou seja, o usuério tem acesso as ferramentas de cri-
acao, tornando possivel adaptagoes de programacao para atender o usuario. Outras van-

tagens que podemos destacar sao: as ferramentas de publicagdo, onde as construgoes


http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81baco
file:www.geogebra.org

podem ser disponibilizadas na internet e acessada por qualquer usuario; diversos cam-
pos da matematica sdo contemplados ao mesmo tempo (geometria, algebra, estatistica e
célculo); transformar as construgoes em video-aula, entre outras. A geometria dindmica,
sem duvida, é uma ferramenta didatica poderosa. O simples fato de mobilidade que se
ganha com o ponto, por exemplo, liberta o docente da amarracao estatica que um quadro
convencional impoe. Podemos citar como exemplo o estudo da excentricidade. Muitas
das vezes em sala de aula me esforcei para que meus alunos visualizassem naturalmente o
sentido da excentricidade para uma conica. Quando comecei a usar a geometria dinamica
ficou evidente que o interesse foi imediato, a atencao e curiosidade foram acordadas e as
indagacoes eram mais especificas e claras.

As possibilidades sao inestimaveis, basta que se tenha interesse em comecar, espero
que este estudo possibilite um melhor aproveitamento no ensino destas curvas e que a
utilizacio da geometria dindmica seja algo frequente. Aqueles que tiverem interesse o
site www.geogebratube.org/, tem um grande ntimero de aplicacoes possiveis em sala de
aula. Nao pretendo aqui discorrer sobre recursos tecnologicos, e sim incentivar aqueles

que gostam das construgoes geométricas, buscar recursos que atendam suas inspiragoes.


http://www.geogebratube.org/
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Circulo ou circunferéncia de centro no ponto O e raio r.



Capitulo 1

Lugares Geométricos

1.1 Introducao

As construgoes geométricas sao as formas mais primitivas e puras de apresentacao de
ideias matematicas. Desde os primoérdios o homem tenta expressar seus pensamentos e
emocoes usando diferentes linguagem de comunicagao. Eis ai um grande problema, cada
grupo com sua linguagem. O desenho surge como uma ferramenta de linguagem universal.

Nao se tem informacao precisa sobre os primeiros desenhos como forma de abordagem
logica para a resolugao de um problema. Inspirando-nos na cultura babilénica ou dos
egipcios, podemos reportar o desenho como o prelidio as construgoes grandiosas e que

até hoje ainda sao enigmaéticas.

Figura 1.1: Zigurate.

No inicio os desenhos eram feitos & mao, sem qualquer nog¢ao de perfeicao ou de medidas
com exatidao, pois nao possuiam recursos apropriados. As construgoes com régua e
compasso somente apareceram por volta do século V a.C., tais construgoes tiveram enorme
importancia no desenvolvimento da matematica grega, era aurea da geometria, e foi com
o matematico grego FEuclides que a geometria se desenvolveu, fazendo da cidade egipcia

de Alexandria o centro mundial da Geometria por volta de 300 a.C..



Neste capitulo as construgoes geométricas sao destacadas como importante instrumento
de concretizagao das defini¢goes geométricas elementares. As ideias de disténcias e simetria
recebem o auxilio das ferramentas mais antigas de construcoes geométricas, a régua e o
compasso. Embora o material fisico seja imprescindivel no aprendizado, todas as cons-
trugoes podem ser apresentadas em midias tecnologicas usando-se softwares adequados.
As construgoes geométricas possibilitam aos estudantes uma integracao entre conceito
e aplicacao, fazendo com que as defini¢oes estejam mais proximas e integradas a sua
realidade. Destaco aqui também o prazer de se fazer as construgoes e observar na pratica
as definigbes serem concretizadas.

Nao hé construcao sem justificativa geométrica que demonstre sua veracidade, a ideia
aqui nao é dissociar as construgoes geométricas da geometria e algebra, mas apresenta-la

como uma ferramenta din&mica para a construcao do aprendizado.



1.2 Lugar Geomeétrico

Quando se aborda as fungoes elementares na educacao bésica é quase que instantanea
a apresentacao do grafico correspondente & funcao estudada como sendo o "desenho"que
a mesma descreve no plano cartesiano, isso acarreta a correlacao imediata, no aluno, de
que a lei que define a fungao é uma curva. Perguntado a um aluno "qual o gréfico da
fungdo f : N — N em que f(z) = x??, possivelmente respondera "uma pardbolal!". Isso
acontece porque o aluno nao enxerga o grafico como um conjunto de pontos do plano que
satisfazem determinada condicao.
Usar lugar geométrico nas definicoes nem sempre é uma tarefa simples: devemos imaginar
o ponto em movimento satisfazendo as devidas condi¢oes e além disso descrever mental-
mente esta trajetoria.

A utilizagao de um software adequado facilita e motiva a descoberta desses lugares.
Uma figura (conjunto nao vazio de pontos) é denominada lugar geomeétrico (LG) dos

pontos que gozam de uma propriedade ¢ quando, e somente quando:
e todos os pontos dessa figura gozam da propriedade ¢;

e somente os pontos dessa figura gozam da propriedade ¢.

1.3 Circunferéncia

LG 1. O LG dos pontos situados a uma distdncia r de um ponto P dado ¢ a circunfe-

réncia que tem como centro o ponto dado e por raio a distancia r.

Figura 1.2: Circunferéncia.



1.4 Mediatriz

Definicao 1.4.1. Dados os pontos A e B no plano, mediatriz € a reta perpendicular ao

segmento AB em seu ponto médio M.

A

Figura 1.3: Mediatriz.

Construcao 1. Centro em A e um raio maior que a metade de AB tracamos o arco Ay,
depois com centro em B e mesmo raio, tragcamos o arco Ay. Os arcos se intersectam em

dois pontos P e Q, a reta que passa por estes pontos € a mediatriz de AB.

Figura 1.4: Mediatriz.

Justificativa 1. Como os arcos tracados tem mesmo raio, o quadrildtero APBQ ¢ um

losango de diagonais AB e PQ que sio perpendiculares e se intersectam no ponto médio.
Teorema 1.

LG 2. Mediatriz é o LG dos pontos que equidistam dos extremos de um segmento dado.



Prova. Tomemos um ponto P da reta m L AB em M, os triangulos AAMP e
ABM P sao congruentes pelo caso L.A.L., assim AP = PB.

m

P

A

Figura 1.5: Mediatriz.

Teorema 2.

LG 3. Mediatriz é o LG dos centros das circunferéncias que passam pelas extremidades

de um segmento dado.

Prova. Como vimos no LG2, tomando-se um ponto P qualquer da mediatriz m de
AB, temos AP = PB, assim P determina sobre m os possiveis centros das circunferéncias

que passam por A e B.

Figura 1.6: Mediatriz.



1.5 Retas paralelas

Definigao 1.5.1. Duas retas r e s sao paralelas (r//s)se e somente se, sio coincidentes

ou sao coplanares e nao tem nenhum ponto em comum.

s /s
ou
o

r=s=r//s (rca,sCarnNs=0)—r//s

Figura 1.7: Paralelas

Construgao 2. Dados uma reta r e um ponto P ¢ r, conduzir por P uma reta s paralela

ar.

e ponta seca em P e uma abertura maior que a distancia a v tragcamos um arco
intersectando-a em A;

e ponta seca em A e abertura em P tracamos um arco determinando em r o ponto B;

e ponta seca em A e raio BP tracamos um arco intersectando o primeiro construido

em C;

e a reta s € determinada pelos pontos P e C. (Fig. 1.8)

Figura 1.8: Paralelas.

Justificativa 2. Por construcao, o quadrilatero ABC'D tem os lados opostos congruentes,

assim, ABC'D é um paralelogramo e r//s.



LG 4. o LG dos pontos que distam ¢ de r sao as retas paralelas s e t, a uma distancia €

der.

Figura 1.9: Paralela.

LG 5. Sejam A e B pontos distintos de r, as retas paralelas s e t determinam o LG dos
tridngulos de base AB e altura (, ou seja, o LG dos AABC' equivalentes, onde AB C r e
CesouCet. (Fig. 1.10)

Figura 1.10: Paralela.



1.6 Bissetriz

Definicao 1.6.1. Bissetriz € a semirreta de origem no vértice do dngulo e que o divide

em outros dois dngulos congruentes.

Figura 1.11: Bissetriz.

Construcao 3. Dado um dngulo, construir uma bissetriz.

e Ponta seca no vértice O e raio qualquer tragamos um arco que intersecta os lados

de AOB em C e D;
e Ponta seca em C e raio maior que a metade da distincia a D tracamos um arco;
e Ponta seca em D e raio anterior tracamos outro arco encontrando o ponto P;

— ~
e a semirreta OP € a bissetriz de AOB. (Fig. 1.12)

Figura 1.12: Bissetriz.

Justificativa 3. O tridngulo OCD ¢ isdsceles e b é mediatriz de CD, logo € bissetriz de
CcOD.



Teorema 3.
LG 6. A bissetriz € o LG dos pontos que equidistam dos lados do dngulo dado.

Prova. Sejam P um ponto da bissetriz b e suas projecoes ortogonais C' e D sobre os
lados do angulo AOB, os triangulos AOPC ¢ AOPD sio congruentes (caso lado (OP),
angulo (DaP = P@\C’) e angulo oposto (OﬁP = OC/J\P)), assim os segmentos PC e

PD sao congruentes.

Figura 1.13: Bissetriz.

Teorema 4.

LG 7. Bissetriz € o LG dos centros das circunferéncias tangentes as retas r e s dadas.
(Fig. 1.14)

Prova. Tomando-se um ponto P de uma bissetriz de res, pelo LG6, P equidista de

res, assim, P é centro da circunferéncia que tangéncia as retas dadas.

by

C,

Figura 1.14: Bissetriz.



1.7 Arco capaz

Teorema 5. Tomando-se dois pontos A e B de um circunferéncia I'. Para todo ponto P

sobre um dos arcos de I', o dangulo APB = v € constante.

Prova. Para todo P € I' o angulo APB = v € inscrito ao arco AAB, sendo assim,

quando P percorre I'; o angulo tem mesma medida.

P

Figura 1.15: Arco capaz.

Este é o arco capaz do angulo 7 sobre AB.
Construcao 4. Determinar o arco capaz do dngulo agudo v sobre o segmento AB dado:

e usando o segmento AB como um dos lados e vértice em A, determinamos o dngulo

BAC = v;
e levanta-se em A uma perpendicular o AC;

o traca-se a mediatriz de AB;

10



e a intersecio da mediatriz com a perpendicular € o centro do arco de raio OA.

D

é

A B
ol fo
C

Figura 1.16: Arco capaz.

Justificativa 4. O triangulo AAOB é isdsceles, seja BAO = 0, o dngulo central AOB =
180° — 20, assim qualquer dngulo inscrito relativo ao AOB serd igual a 90° — 6, ora,
v =90°—9.



Capitulo 2

Conicas: De Menaechmus a Fermat.

2.1 Introducao

Aqui ha uma preocupacgao de se destacar as motivacoes que conduziram a um estudo
mais especifico sobre as conicas. Longe de ser uma pesquisa histérica, a ideia cronolé-
gica do estudo das conicas é mostrar as diferentes visoes dos trabalhos relacionados a
essas figuras e que sua evolugao ocorre com as mudangas de interpretagoes e ferramentas

matematicas disponiveis no passar dos tempos.

2.2 Os trés problemas classicos de construcao

Com os recursos da construgao, a mente do homem podia al¢ar voos tao longinquos
quanto sua criatividade permitisse, assim, varios problemas eram lancados e ocupavam
aquelas mentes extraordinarias com as solugoes mais inesperadas possiveis. No entanto,
trés problemas atormentaram os gregos e seus sucessores por muitos séculos. Eram sobre

como realizar uma construgao geométrica usando somente régua e compasso, ei-los:

e Duplicagao do cubo: Dado um cubo, construir outro cubo com o dobro do volume
do anterior.
H&a uma lenda sobre o nascimento desse problema:
Por volta de 400 a.E.C uma peste dizimou cerca de um quarto da populacao de
Atenas. Prostrados com a tragédia, os atenienses consultaram o oraculo de Apolo,
em Delos, para receber uma orientacao sobre oque fazer para acalmar os Deuses
enfurecidos. O oréculo respondeu que o altar de Apolo, que era cubico, deveria
ser dobrado. Assim, prontamente foram dobradas as arestas do cubo. O problema
é que a peste nao cessou, entao perceberam que octuplicaram o altar. Surge ai o

problema deliano

12



e Quadratura do circulo: Dado um circulo, construir um quadrado com a mesma
area.
O problema da quadratura do circulo foi proposto por Anaxagoras (499-428 a.C.),
que foi aprisionado em Atenas por ter ideias muito avancadas para sua época. Ele
postulava a existéncia de uma mente onisciente, que concederia ordem e constancia
ao Universo; o Sol possuiria luz propria e iluminaria a Lua. Anaxagoras foi professor
de Péricles (490-429 a.C.), que o libertou da prisdo. Ademais, exerceu forte influéncia

no primeiro destes trés grandes filosofos: Socrates, Platao e Aristoteles.

e Trisseccao do angulo: Dado um angulo, construir um angulo com um tergo de
sua amplitude.
Diferente dos problemas anteriores, a trisseccao de um angulo, nao tem registros
de origem histoérica e é provavel que seja o problema com o maior nimero de falsas
solugoes, o que por sua vez ja determina um novo desafio, encontrar o erro da falsa
solugao dada a sutileza de suas demonstracoes. Outro atrativo no problema é o
fato de apresentar solugoes particulares, oque nao ocorre nos problemas anteriores.

Podemos, por exemplo, trissecar facilmente um angulo raso.

Esses trés problemas, embora de natureza tao simples, caminharam nas trevas da
resolugao (usando-se os instrumentos béasicos da construgao) por mais de 2000 anos. Foi
quando Pierre Laurent Wantzel, em 1837, publicou no Journal de Mathématiques Pures
et Appliquées : Recherches sur les moyens de reconnaitre si un probléme de géometrie
peut se résoudre avec ld régle et la compass (Pesquisas sobre os meios de reconhecer se
um problema pode ser resolvido por meio de régua e compasso).

A inquietag@o na era aurea da geometria para resolver tais problemas motivou o estudo

das conicas que trataremos aqui.

13



2.3 Menaechmus

Nascido por volta de 380 a.C. em Alopeconnesus, Asia Menor (atualmente Turquia)
viveu até meados de 320 a.C.. Aluno de Eudoxus, colega de Platao e grande gedmetra.
E atribuida a ele a descoberta das conicas como a secao de um plano nao paralelo & base
de um cone. A motivagao de Menaechmus se deu por meio de exaustivos estudos no
problema da duplicacao do cubo: Este problema consistia em, a partir de um cubo de
aresta unitaria, construir um segmento de reta de comprimento z; tal que 23 = 2. Na
solugao que obteve, utilizou duas curvas criadas por ele: uma parabola e uma hipérbole.
Uma terceira curva, a elipse, surgiu como subproduto de sua invengao. Até hoje essas
trés curvas sao chamadas de sec¢oes conicas, pois o grande matematico grego as imaginou
secionando trés superficies conicas por meio de um plano perpendicular a geratriz da

superficie.

Figura 2.1: Conicas.

2.4 Arquimedes

Nascido na ilha grega da Sicilia, em Siracusa, cerca de 287 a.C.. Ainda jovem estu-
dou em Alexandria tendo acesso aos conhecimentos de Fuclides. Dentre as grandes con-
tribuicoes de Arquimedes, destacamos aqui seu tratado sobre a quadratura da parabola,
onde ele demonstra que a area da regiao da curva seccionada por uma reta é 4/3 da area
do triangulo com vértices na intersecao das curvas e no ponto de tangencia em relagao a

reta dada.

Figura 2.2: Segao parabolica
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Destaca-se também seus tratados sobre sélidos, como a inscrigao da esfera em um
cilindro equiladtero, bem como seu trabalho sobre conodides e paraboldides dados pela
revolucao de parabolas, elipses e hipérboles em torno de seus eixos. Arquimedes também
era um grande inventor, para coisas praticas que facilitavam a vida e na elaboragao de
projetos para méaquinas bélicas.

Até onde se sabe foi o primeiro a provar que a area da esfera ¢ dada por 47R?, em
notacao atual, pois, m ainda era um numero desconhecido, mas Arquimedes fez uma

notavel aproximacao descrevendo 3% <7< 3%.

2.5 Apoldénio de Perga

E atribuido Arquimedes a notéavel determinacao da area de um segmento parabélico. O
primeiro estudo sistematico sobre as conicas em geral deve-se ao Astréonomo e Matemaético
grego Apolonio de Perga (260 a.c - 200 a.c). Pouco se sabe sobre a vida de Apolénio, no
entanto o seu trabalho teve uma grande influéncia no desenvolvimento da Matematica em
particular pela sua mais notavel obra "As Coénicas", composta por oito volumes. Em seu
estudo, fundamentado na geometria de Fuclides, Apolonio trata as se¢cOes coOnicas como

curvas obtidas pela interse¢ao de um plano com um cone circular reto de duas folhas.
Figura 2.3: Conicas.

A visao que Apoldnio de Perga tinha sobre as conicas nao é distante da forma como
tratamos hoje. Ele classificou as conicas segundo a posicao de um plano secante a base
com retas perpendiculares ao triangulo axial (formado pelas intersegao de um plano per-
pendicular & base contendo vértice do cone). Apolonio escreve uma colegao de oito vo-
lumes, dos quais sete conseguiram sobreviver e serem traduzidos. Para se ter uma ideia

da magnificéncia da obra, algo novo sobre conicas s6 vem a ser escrito no século XVII.

2.6 Pierre Fermat

Francés da cidade Beaumont-de-Lomages, nasceu em 17 de agosto de 1601. Filho de
familia abastada, formou-se advogado, mas sua grande paixao era a matematica. Deleitou-
se na obra de Apolonio e estudou intensamente as conicas.

Sao atribuidos a Fermat os fundamentos da geometria analitica, onde as construgoes

15



geométricas e seus conhecimentos no plano nao sao mais as fontes exclusivas das afirmagoes
teodricas, a geometria toma uma conotagao mais rigorosa em termos algébricos e as curvas

passam a ser estudadas com as equagoes que hoje conhecemos.
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Capitulo 3

Conicas: Construcoes

3.1 Introducao

Neste capitulo, usaremos a régua e o compasso na construcao das conicas a partir de sua
defini¢ao como lugar geométrico. Um grave problema no estudo das codnicas na educagao
bésica é o fato de serem mencionadas efetivamente como um objeto de estudo matematico
depois que se inicia o aprendizado de geometria analitica. A consequéncia é que boa parte
dos alunos que finalizam o ensino médio, quando carregam alguma informagao sobre
coOnicas, esta relacionada apenas as suas equagoes.

Ao aprender as construcoes geométricas destas curvas, o aluno é capaz de associar a

informacgao das distancias com as equagoes correspondentes.

3.2 Elipse

Definicao 3.2.1. Dados dois pontos Fy e Fs, tais que F1Fy = 2¢, e seja 2a uma medida
de modo que 2a > 2c. Chamamos elipse ao lugar geométrico dos pontos do plano cuja

soma das distancias a Fy e Fy € igual a 2a.

Da definicao, tem-se a condicao para que um ponto P pertenca a elipse: PF; + PF, =
2a, assim conhecidos os pontos F; e F, e a distancia 2a, podemos encontrar pontos da

elipse (tantos quanto desejarmos) e efetuarmos sua construgao.
Construgao 5. Sejam dados Fy e Fy e a distincia 2a.
e toma-se a reta r passando por Fy e Fy;

e determina-se o ponto médio O de FyFy;
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e centro em O e raio a determinamos, em r, os pontos Ay e As;

Figura 3.1: elipse: construgao

e toma-se um ponto P entre Fy e Fy;

e centro em Fy e depois em Fy e raio A1 Py, tracam-se 4 arcos;

/\ — T~
r

Ay Fy P, o) Fy A,

~N_ ~_

Figura 3.2: elipse: construgao

e centro em Fy e depois em Fy e raio Py As, tracam-se 4 arcos, intersectando os arcos

anteriores em 4 pontos (E1, Ea, EseEy) da elipse;

Figura 3.3: elipse: construgao
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e tomam-se tantos pontos quantos se queira, nas condigcoes de Pp, esbocando-se a

elipse.

Figura 3.4: elipse: construgao

3.3 Circunferéncia diretora da elipse

Definicao 3.3.1. Chama-se circunferéncia diretora aquela com centro em um dos focos

da elipse e raio 2a.

Figura 3.5: elipse: circunferéncia diretora

Teorema 6. Seja v uma circunferéncia de centro Fy e Fy um ponto interior a vy, o lugar
geométrico dos centros das circunferéncias que passam por Fy e tangenciam internamente

v € a elipse \.

Prova. Seja P o ponto de intersecao do raio da circunferéncia diretora, F}(), com a

elipse \, que a define. E facil mostrar que F, P = PQ).
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De fato, F1Q = 2a — F, P + PQ = 2a.
Como P € )\, temos: PFy + PF, = 2a.

Comparando as duas equacoes, temos: FoP = PQ).

Figura 3.6: elipse: circunferéncia diretora

Figura 3.7: elipse: circunferéncia diretora
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3.4 Hipérbole

Definicao 3.4.1. Dados dois pontos Fi e Fs, tais que F1Fy = 2¢, e seja 2a uma medida
de modo que 2a < 2c. Chamamos hipérbole ao lugar geométrico dos pontos do plano cujo

valor absoluto das diferencas das distincias a Fy e Fy € igual a 2a.

Seja w uma hipérbole e P € w, da defini¢do tem-se: |PF; — PFy| = 2a, a construcao

por pontos assemelha-se a da elipse.

Construgao 6. Sejam dados Fy e Fy e a distincia 2a.
e toma-se a reta r passando por Fy e Fy;
o determina-se o ponto médio O de Fy Fy;

e centro em O e raio a determinamos, em r, 0s pontos Ay e As;

Figura 3.8: hipérbole: construgao

e toma-se um ponto Py € r tal que Py ¢ F1Fy;

e centro em Fy e depois em Fy e raio A1 Py, tracam-se 4 arcos;

Figura 3.9: hipérbole: construcao
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e centro em Fy e depois em Fy e raio Ay Py, tracam-se 4 arcos, intersectando os arcos
anteriores em /4 pontos (Hy, Hy, H3eHy) da hipérbole;

Figura 3.10: hipérbole: construcgao

e tomam-se tantos pontos quantos se queira, nas condigoes de Pp, esbocando-se a
hipérbole.

Figura 3.11: hipérbole: construcao
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3.5 Circunferéncia diretora da hipérbole

Definicao 3.5.1. Chama-se circunferéncia diretora aquela com centro em um dos focos

da hipérbole e raio 2a.

2a

2a 2

Figura 3.12: hipérbole: circunferéncia diretora

Teorema 7. Seja A uma circunferéncia de centro Fy e Fy um ponto exterior a A, o lugar
geométrico dos centros das circunferéncias que passam por Fy e tangenciam X € a hipérbole

Ww.

Prova. Tomando-se um ponto () em um dos ramos da hipérbole, de foco F5 por

exemplo, a intersecao do segmento (QF; com a circunferéncia diretora de centro F; é um
ponto P tal que QP = QF.

Figura 3.13: hipérbole: circunferéncia diretora

Como () pertence a hipérbole, temos QF, — QF, = 2a e, por construcdo, QF, — QP =
2a, assim, QP = QF5.
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Figura 3.14: hipérbole: circunferéncia diretora

3.6 Parabola

Definigao 3.6.1. Sejam uma reta § e um ponto F' & ¢, pardbola € o lugar geométrico dos

pontos que equidistam de § e F.

Construgao 7. Sejam dados Fy e F; e a distincia 2a.
e traca-se uma reta r perpendicular a & passando por F';
e determina-se o ponto P, tal que P =1 NJ;

e encontra-se V', ponto médio de FP.

Figura 3.15: parabola: construcao

e toma-se uma reta s; paralela a 6 a uma distdncia maior que ou igual a V P;

e marca-se Q1 = sy Nr.
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e centro em F e rato ()1 P,marca-se em s, dois pontos P, e Py da pardbola.

F
S1 Pk *'Q ]
P
)
P
T

Figura 3.16: parabola: construcao

e toma-se outras retas, nas condicoes de sy, determinando-se tantos pontos quantos

se quetram da pardbola.

Q2
P3 Fi P4
S1
P,] _Q/j/PZ

\%
o 1

P

T

Figura 3.17: parabola: construcao

25



Teorema 8. Sejam uma reta 6 e um ponto F & 0, pardbola € o lugar geométrico dos
centros das circunferéncias que passam por F' e tangenciam 6. A demonstragao é imediata,

a distdncia do centro ao ponto de tangéncia € o raio da circunferéncia.

Figura 3.18: parabola: construcao
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Capitulo 4
Conicas: Rotacoes e translacoes

Quando trabalhamos com a geometria dindmica temos a liberdade do movimento sobre
as figuras estudadas, conhecidas as coordenadas do ponto e/ou a equac¢do de uma curva,
podemos mové-los no plano por meio da rotagdo e/ou translagdo, sem alterar suas
caracteristicas originais. O problema destes movimentos estao na referéncia do plano,
inicialmente partimos do plano cartesiano com os eixos bem definidos, ap6s uma translacao
mudamos o centro do plano de posi¢ao, na rotacgao efetuamos um giro no plano em relagao
ao seu centro. Assim as coordenadas dos pontos e consequentemente a equagao de uma
curva devem ser adaptadas ao novo plano. Deste modo, a curva que era da forma f(x,y)=0
no sistema cartesiano XOY passa a ser F(x’,y’)=0 no plano X’O’Y".

O Geogebra é uma ferramenta poderosa para o aprendizado desses movimentos, pois, a
interacao entre a algebra e a representagao gréfica é feita em tempo real, proporcionando
uma visualizagao instantanea das mudancas de posi¢ao e consequentemente as adaptagoes

algébricas relativas as curvas modificadas.

4.1 Translacao

Consideremos um ponto O" = (g, yo) do plano cartesiano, tomemos dois eixos O’z e
Oy’ de mesma direcao e sentido dos eixos Ox e Oy, respectivamente, que se intersectam
em O, determinando ali suas origens. O novo plano cartesiano definido pelos eixos Oz’

e Oy é uma translag¢ao do plano XOY .
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Yo (o} X'

Figura 4.1: Translagao

Seja P = (zp,yp) um ponto do plano. Determinaremos suas coordenadas no sistema

X'0'Y". E facil ver a relacio entre as coordenadas:

Y Y'
P
R
|
Yo (o} X1T X'
|
ol XJ X x

Figura 4.2: Translacao

P = (x1,22) = (xp — o, yp — Yo), deste modo podemos transformar as coordenadas de

P do sistema XOY para X'O'Y’ usando a conversao:

1 =Tp — 29

Y1 =Yp — %Yo

Exemplo 1. Determinar as coordenadas do ponto A = (—1,2) do sistema XOY para o
sistema X'O'Y" de origem O’ = (2,1).

Usando a formula de translagdo, temos A = (—1—2,2—1) = (-3, 1), no plano X'O’Y".
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Y Y
A __|_____
T2 1
|
-3 1 o' X
| 1
-1 O 2 X

Figura 4.3: Translagao

Exemplo 2. Escrever uma equac¢ao da reta x + 1y = 1 no sistema X'O'Y' de centro

O =(1,2).

Tomando xp = x1 + xg € yp = Y1 + Yo, temos:
(Ti+ D)+ +2)=1—=2+y =2

o' X'

Figura 4.4: Translacao

Exemplo 3. Escrever uma equacdo da circunferéncia x> + y?> — 4a + 6y — 3 = 0, no
sistema X'O'Y" de centro O" = (2, -3).

A forma candnica da equacao dada é (z—2)*+(y+3)? = 16, o que nos da no plano XOY
uma circunferéncia de centro O = (2, —3) e raio r = 4. Cada ponto da circunferéncia sera

transladado usando a conversao

Tp=1x1+2

yp =1y1 — 3

temos:
(£14+2-2)%+(y1 —3+3) =16 > 2l +ys =16
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Figura 4.5: Translacao

4.2 Rotacao

Efetuar uma rotacao no sistema XOY é determinar o sistema X'O'Y’ por meio de um
giro do plano segundo um angulo € no sentido trigonométrico, fixando-se sua origem.
Com o mesmo objetivo da translagao, determinaremos as coordenadas do ponto dado no
eixo rotacionado. Seja P = (xp,yp) um ponto do plano XOY e 0 sua rotagao temos, da

figura:

xtp=0M— NM
yr = NQ+QP
Do triangulo OM R:
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S
=

L J

Figura 4.6: Rotacao

Figura 4.7: Rotagao

0089:%=>0059:Ox—]f[:>OM:xlcoseesen9:M——R:>senc9:]\g—lR:> R =

x1send, como MR = NQ, tem-se NQ = zsen §.

Do triangulo PQR:
cosf = % = cosf = % = QP = y;cosf e senf = % = senf = ?}—f = QR = y15en
como QR = NM, tem-se NM = y;sen . Substituindo as relacdes encontradas em

I'p = M- N
yp = NQ + QP

)

encontramos:
xp = x1c080 — yysen f

yp = x18enf + y; cos 6

Essas sao as formulas de rotagao para o ponto P. Essas equagoes podem ser escritas na
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4 P=(xpyy) = (x1,51)

D
A

o
. — — — —
P4
=
v
<

Figura 4.8: Rotagao

P = ('7;1’73/1)) = (z1,%1)

Figura 4.9: Rotagao

forma matricial
Tp cosf) —senf 1

Yp senf cosf | |y

cosf) —senf
A matriz [M} = ¢ a matriz de rotacao de um angulo 6. Essa matriz
0 |senf cost
efetua a mudanca de coordenadas dos pontos no plano cartesiano segundo uma rotagao
0.

Para encontrarmos as coordenadas dos pontos de um sistemas de eixos, ja rotacionado,

para o sistema XOY', usamos a matriz:

= , assim:
—senf cos6

cosf) senf
M),
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x| cost) senf| |z,
Y1 —senf cosb | Yp
Exemplo 4. Determinar as coordenadas do ponto P = (—1,3), no sistema XOY, para

o eizo X'OY' em uma rotagao de 30°.

Usando a matriz de rotagao, temos:

3 3
xp| |cos30° —sen30°| [—1| | "5 T 5
y,| |sen30° cos30° || 3| _l+3\/§
2 2
\ - - %-rYp
| P=(-1.3)
- 3* At P = (23720
! |
! |
! |
! |
|
| ! 11
! |
: ! 30
X1y Xpl
3 A 3 o : ;

Figura 4.10: Rotagcao
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Capitulo 5
Atividades com GeoGebra

O Geogebra é um software livre e colaborativo de matematica dindmica, criado em
2001 por Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg, Austria, como tese de seu
Doutorado em educagao matematica. Esse programa foi traduzido em mais de 50 idiomas
e ¢ usado em mais de 190 paises. Desde seu lancamento ja houve varias atualizagoes
propostas por usuarios em todo o mundo. O programa permite realizar construgoes ge-
ométricas com a utilizacao de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como
inserir fungoes e alterar todos esses objetos dinamicamente, apés a construcao estar fi-
nalizada. Equagoes e coordenadas também podem ser diretamente inseridas. Portanto,
o GeoGebra é capaz de lidar com variaveis para nimeros, pontos e vetores, bem como
derivar e integrar fungoes, e ainda oferecer comandos para se encontrar raizes e pon-
tos extremos de uma funcao. Com isto, o programa reine as ferramentas tradicionais
de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao calculo. Isto tem a vantagem
didética de representar, ao mesmo tempo e em um Unico ambiente visual, as caracteris-
ticas geométricas e algébricas de um mesmo objeto. Nesse capitulo procuramos destacar
sua utilizagao como uma ferramenta didatica para construgoes geométricas, auxiliando de

modo dinamico, as construcoes que estamos familiarizados com régua e compasso.
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5.1 Divisao de segmento
Atividade 1. Awvaliar a razao em que um ponto divide um segmento e definir ponto médio.

o Toma-se um segmento qualquer definido por dois pontos;
e Sobre o segmento AB marca-se um ponto C;

e Usando a ferramenta, Segmento definido por Dois Pontos, destacamos os seg-
mentos AC' e CB, mostrando na janela dlgebra c e d, correspondendo as medidas
respectivas dos segmentos.

e Na caiza entrada digitamos c/d, determinando a razdo entre os segmento;

e Agora € sé mover o ponto C' e observar o comportamento da razdo entre os segmen-
tos.

Janela de Algebra EEX |Janela de Visualizagdo
= Objetos Livres AC =1.22

-3 A= (-4.24, 3.83) CB =2.07

-3 B = (-0.95, 3.83) .

= Objetos Dependentes £ —
-5 € = (-3.01, 3.83) CB
-2 a=3.29
2 b=1.22
o e=2.07
-2 d=0.59

=
O
o]

0.59

Figura 5.1: Divisao de segmento

Sugestoes de conteidos a explorar:
e Adicao e subtracao de segmentos;
e Distdncia entre dois pontos;
e Razao e propor¢ao;
e Ponto médio;

e média aritmética.

Link 1. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividade, .html

Download 1. hitp://www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade; .qggb
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5.2 Pontos na mediatriz

Atividade 2. Observar a equidistincia dos extremos de um ponto tomado na mediatriz

de um segmento.
o Toma-se um segmento qualquer definido por dois pontos;
o Usa-se a ferramenta Mediatriz selecionando os extremos do segmento tomado;
e Lscolhe-se um ponto C sobre a mediatriz, e cria-se os segmentos AC e BC;

e Move-se o ponto C sobre a mediatriz verificando as medidas dos segmentos AC' e

BC mantem-se iguais para qualquer posicio de C.

Janela de Algebra ®@® |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres

----- 5 A= (-1.37,1.69) AC =0.95
----- 2 B =(0.35,1.7)
= Objetos Dependentes BC =0.95 c

..... 3 C=(-0.51,2.1)

..... JdCc= 0.95 ﬁo .
----- 5 d=0.95 A M B
..... 2a= 90°

Figura 5.2: Pontos na mediatriz

Sugestoes de conteidos a explorar:
e Retas perpendiculares;
o Triangulo isosceles;
o Area de tridangulo;
e Distdncia entre ponto e reta;
o Média aritmética de segmentos;

e Teorema de Pitdagoras.

Construcaol./
Link 2. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividades.html

Download 2. hitp://www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividades.qgb
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5.3 Pontos na bissetriz

Atividade 3. Usando a ferramenta bissetriz para verificar a equidistincia dos seus

pontos aos lados de um dngulo dado.

e FEscolhe-se trés pontos A, B e C nao colineares e com eles tracamos duas semirretas

de mesma origem B;
e Usa-se a ferramenta bissetriz, e selecionamos os pontos A, B e C;
e Toma-se um ponto D sobre ela,

e Usando-se a ferramenta Reta Perpendicular encontra-se as projecoes de D sobre
os lados do dngulo. Movimentando-se D, verificamos que as medidas de sua distdn-

cia aos lados € a mesma.

Janela de Algebra ©E |Janela de Visualizagéao

# Objetos Livres

= Objetos Dependentes

----- 2 D =(-0.44, 1.46)

----- 2 E=(-0.88, 2.43)

----- 2 F = (-0.84, 0.48)

----- 7 a:-0.58x + 1.3y = 3.68
----- 9 b: 0.51x +1.26y = 0.17
----- 2 ¢:-0.02x + 1y =1.47
-0 di -1.26x + 0.51y =1.3
-0 @1 -1.3X - 0.58y = -0.28

Figura 5.3: Pontos na bissetriz

Sugestoes de conteidos a explorar:
e Congruéncia de tridngulos;
o Simetria,
o Fquiwaléncia de dngulos;
e Razoes trigonométricas;

e Divisao reiterada de dngulo.

Construgao:1.6.
Link 3. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividades.html

Download 3. www.mat.wfam.edu.br/profmat/geogebra/atividades.qgb
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5.4 Ponto no arco capaz

Atividade 4. Mover um ponto no arco capaz e observar a equivaléncia dos dngulos in-

ternos.

e (Constroi-se o arco capaz, como mostrado na Construcao 4 do Capitulo 1;

e Toma-se um ponto P no arco AB;

e Usando a ferramenta dngulo, e selecionando os pontos A, B e P, nesta ordem,

cria-se o dngulo y;

e O ponto P pode ser movido sobre o AAB, mostrando que o dngulo v mantem-se

constante. Sugestoes de conteidos a explorar:

Janela de Algebra ®E&® |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres

-0 A=(27,3.8)

0 B=(54,3.78)

-0 €, =(3.58, 1.84)

+ Objetos Dependentes

B = 65.4°
Yy = 65.4°

Figura 5.4: Pontos no arco capaz

o Angulo central;

o Angulo inscrito;

e Angulo de segmento.
Construgao:1.7.

Link 4. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividadey.html

Download 4. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividades.qgb
o / o /e . / J e
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5.9

Elipse por pontos

Atividade 5. Trabalhando a elipse, com centro na origem e A;As pertencente ao eixo

0X,

verificando a defini¢cao.
Toma-se dois pontos Fy e Fy, por exemplo: Fy = (—4,0) e Fy = (4,0);
Indica-se um ponto P, qualquer do plano, por exemplo P = (0, 3);

Usa-se a ferramenta elipse, selecionando-se Fy e Fy (0s focos) e por dltimo o ponto
P;

Na janela de dlgebra aparecerd a equacao da elipse, pode-se configurar a forma da
equagao em suas propriedades, optamos pela forma reduzida.

Toma-se um ponto ) na elipse e determina-se os segmentos QF, = dy e QFy = dy;

Mowe-se Q) na elipse verificando que dy +ds = 10, no exemplo, para qualquer posi¢ao
do ponto Q).

Janela de Algebra 2@ |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres

..... F.=(-4,0 Q P
*F=4.0) e:x2/25 +y2/9=1

3 d,+d, =10
..... 5 P=(0,3) 1 2
= Objetos Dependentes

..... 9 @=(-2.3, 2.67)

..... S Kk=10

Figura 5.5: Elipse por pontos

Sugestoes de conteiudos a explorar:
Distancia entre dois pontos;

Teorema de Pitdgoras;

Equacao do 2° grau;

Geometria espacial;

Construcao:).
Link 5. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividades.html

Download 5. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividades.qgb
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5.6 Excentricidade

Atividade 6. Conhecida a elipse, movimentaremos seus focos para observar a sua excen-

tricidade.
e Toma-se uma reta r, e nela, escolhe-se um ponto O (centro da elipse);
e Toma-se um ponto Fy (um dos focos), em r;

e Usando-se a ferramenta Reflexao em Relagcao a um Ponto, encontra-se Fs,

simétrico de Fy em relacao a O;

e [scolhe-se Ay € r tal que Ay ¢ F1Fy;

e Determinam-se os segmentos a = A10 e ¢ = F10;
e Usa-se a ferramenta Elipse, selecionando-se os pontos Iy, Fy e Ay,
e Na janela entrada, digita-se e = c/a;

o Movimenta-se Fy ou Ay, verificando a relagao entre a excentricidade e a forma da

elipse.
Janela de Algebra EX [Janela de Visualizagao
= Objetos Livres
0 A= (-2.44, 2.25) e =089

0 B = (4.45, 2.22)
= Objetos Dependentes
-0 A, =(-4.56, 2.26)
@ F, =(-3.75, 2.26)
3 F,=(8.84,2.2)
@ 0 =(2.55,2.23)
~Ca=7.1
-0 G = 6.3
~Ce=0.89
@ r: 0.03x + 6.89y = 15.46
-3 g:174.08x2 4+ 5.74xy + 808

Figura 5.6: Excentricidade da elipse

Link 6. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividades html

Download 6. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividades. ggb
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5.7 Elipse por circunferéncias

Atividade 7. Usar uma circunferéncia de centro definido e ponto interno para criar uma

elipse.
e Determina-se uma circunferéncia A de centro Fy e raio qualquer;
e FEscolhe-se um ponto Fy interior a \;
e Toma-se um ponto P € X;
o Define-se a mediatriz de FyP;

e Determina-se o segmento F1 P, localizando sua intersecao Q) com a mediatriz tragada;

o Usando-se a ferramenta Lugar Geométrico, escolhe-se () e em sequida P, a elipse

serd geraday

e Mowve-se o ponto P, observando () percorrer a elipse.

Janela de Algebra ®& |Janela de Visualizagdo
= Objetos Livres
-0 B = (5.54, 0.64) P

----- % F, =(0.96, 1.38)

----- 3 F,=(3.4,2.74) -

= Objetos Dependentes

----- 2 P =(3.85,5.01)

----- 2 @ =(3.03, 3.99)

----- 9 a: -0.45x -2.27y = -10.42
----- 2 b=4.64

..... 5 c: (x —0.96)% + (y — 1.38)?

Figura 5.7: Elipse por circunferéncias

Construgcao:3.5.1.
Link 7. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade;.html

Download 7. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividader.qgb
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5.8 Translacao da elipse

Atividade 8. Dada uma elipse, iremos mové-la no plano por translacao, mudando seu

centro e mantendo suas caracteristicas originais.
e Determina-se o centro O = (0,0);

e Na janela entrada inserimos a equacao reduzida de uma elipse, usando as coorde-
nadas de O, no exemplo tomamos: (x — x(0))*/9+ (y — y(0))?/4 = 1;

e Ao garantirmos que o centro da elipse € o ponto O, basta transladarmos esse ponto

para que a elipse modifique sua equag¢ao para o novo centro.

e No ezemplo temos a elipse ¢; como a transla¢ao de ¢ para o centro O = (8,2).

Janela de Algebra E®H |Janela de Visualizagao

= Objetos Livres
5 0=(0,0) 4
50,2(82)

= Objetos Dependentes

o e x?/9+y?/a=1 cix?/9+yi4=1 '
ot (x—8)2/9 4 (y—2)%/a=1 N
0|0
0o 1 2

7 5 5 4 & 2 4
14

a (x—8P/9+(y—2)P%/4=1

3

Figura 5.8: Translacao da elipse

Link 8. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividades.html

Download 8. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividades.qgb
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5.9 Rotacao da elipse

Atividade 9. Efetuar a rotagao de uma elipse e verificar sua equacdo depois de rota-

ctonada.
e Usaremos a elipse da atividade anterior;

e Usando-se a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto por um Angulo,

seleciona-se a elipse e depois seu centro;

e Determina-se o dngulo de rotagao e o sentido, no exemplo 45° e anti-hordrio;

e ¢ ¢ a elipse ¢ rotacionada.

Janela de Algebra W& | janela de Visualizagio

= Objetos Livres a2 . 2 N
L5 0=(0,0) ¢ 1 0.18x" — 0.14xy + 0.18y" =1
= Objetos Dependentes
oerx?/04y2/a=1
~o ¢ :0.18x% — 0.14xy + 0.18y2 = 1 1]
c:x}9+yia=1

45 6

Figura 5.9: Rotacao da elipse

Link 9. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividadeg.html

Download 9. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividadey.qgb
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5.10 Hipérbole por pontos

Atividade 10. Verificar a definicao da hipérbole, tomando-se seus focos e um ponto

qualquer.

e Tomam-se I} e Fy, focos da hipérbole, arbitrdrios e escolhe-se um ponto P;

Usa-se a ferramenta Hipérbole, selecionando-se os focos e depois o ponto P;
e Toma-se um ponto (), em um dos ramos da hipérbole;

Determina-se os segmentos di = QFiedy = QFy;

Na caiza entrada digite: k = abs(dy —ds), estd determinado o mddulo da diferenca

das distdncias;

Move-se () sobre o ramo observando que a distdncia k mantém-se constante.

Janela de Algebra @& |Janela de Visualizagéo
= Objetos Livres

-3 F, =(1.76,1.22)

- F,= (4.9, 2.66)

- P=(4.5,4.44)

= Objetos Dependentes

-0 @=(-0.74, 3.34)

- c: —16.33x%> — 36.17xy + 14

5d, =328
-5d,=5.68
~OK=2.4

Figura 5.10: Hipérbole por pontos

Link 10. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividade; 0.html

Download 10. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,0.ggb
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5.11 Excentricidade

Atividade 11. Conhecida a hipérbole, movimentaremos seus focos para observar a sua

excentricidade.
e Toma-se uma reta r, e nela, escolhe-se um ponto O (centro da hipérbole);
e Toma-se um ponto Fy (um dos focos), em r;

e Usando-se a ferramenta Reflexao em Relagcao a um Ponto, encontra-se Fs,

simétrico de Fy em relacao a O;
e Fscolhe-se Ay € r tal que Ay € F1F5;

e Usa-se a ferramenta Hipérbole, selecionando-se os focos e por tiltimo o ponto Ay,

e Determinam-se os segmentos a = A10 e ¢ = F10;
e Na janela entrada, digita-se e = c/a;
e Movimenta-se Fy verificando a relagao entre e e a forma da hipérbole.

Janela de Algebra EX |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres
~ory=0

= Objetos Dependentes
""" A =(20) e=15

----- ~e=1.5

Figura 5.11: Excentricidade da hipérbole

Link 11. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade; 1.html

Download 11. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade; 1.ggb
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5.12 Hipérbole por circunferéncias.

Atividade 12. Usar uma circunferéncia de centro definido e ponto externo para criar

um ramo da hipérbole.
e Determina-se uma circunferéncia A de centro Fy e raio qualquer;
e Fscolhe-se um ponto Fy exterior a A;
e Toma-se um ponto P € X;

o Define-se a mediatriz de FyP;

e Determina-se a semirreta de origem Fy passando por P, localizando sua intersecao

Q com a mediatriz tracada;

e Usando-se a ferramenta Lugar Geométrico, escolhe-se (Q e em sequida P, a hipér-

bole serd gerada;

e Mowe-se o ponto P, observando () percorrer a hipérbole.

Janela de Algebra HEE |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres
-0 B=(282 3.3)

~o F, =(-0.28, 2.52)
o F,=(4.88, 2.54)
= Objetos Dependentes
9 P=(2.71, 3.64)
-0 Q=(4.4,4.27)
-9 ar217x -1.1y = 4.82
-G b 112X + 2.99y = 7.86
2 c: (x+0.28)% 4 (y — 2.5

Figura 5.12: Hipérbole por circunferéncias

Link 12. www.mat.ufam.edu.br/profmat/qgeogebra/html/atividade; 2.html
/ "/ / /

Download 12. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,2.qggb
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5.13 Translacao da hipérbole

Atividade 13. Dada uma hipérbole, iremos mové-la no plano por translagao, verificando

as mudangas em sua equagao.
e Determina-se o centro O = (0,0);

e Na janela entrada inserimos a equagao reduzida de uma hipérbole, usando as co-
ordenadas de O, no exemplo tomamos: (x — 2(0))*/9 — (y — y(0))?/16 = 1;

e Como o centro da hipérbole é o ponto O, ao transladarmos esse ponto determinamos

uma nova hipérbole com as mesmas caracteristicas da primeira.

e No exemplo temos a hipérbole ¢y como a translagio de ¢ para o centro Oy = (8,2).

Janela de Algebra =@ | Janela de Visualizagao

= Objetos Livres

~20=(0,0) N 5

50,2 (12,2) c:x /8-y /16=1 a:(x—12)2/9— (y—2)%/16 =1

= Objetos Dependentes
o erx?/9—y?/16 =1
Lo (x—12)2/9 — (y —2)%2/16 =1 o

Figura 5.13: Translagdo da hipérbole

Link 13. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividade; 3.html

Download 13. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,3.ggb
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5.14 Rotacao da hipérbole

Atividade 14. Efetuar a rotacao de uma hipérbole e verificar sua equacdo depois de

rotacionada.
e Usaremos a hipérbole da atividade anterior;

e Usando-se a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto por um Angulo,

seleciona-se a hipérbole e depois seu centro;

e Determina-se o dngulo de rotagao e o sentido, no exemplo 30° e anti-hordrio;

e (' € a hipérbole ¢ rotacionada de 30°.

=g | Janela de Visualizagao

Janela de Algebra

= Objetos Livres

“3 0=(0,0)

= Objetos Dependentes

co e x?/9—y?/16 =1
“0 1 0.07x2 + 0.15xy — 0.02y2 =1

c:x/9—y? /16 =1

¢ 1 0.07C 4 0.15xy — 0.02y% = 1

Figura 5.14: Rotagao da hipérbole

Link 14. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade; 4.html

Download 14. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,4.ggb
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5.15 Parabola por pontos

Atividade 15. Construir uma pardbola e reconhecer a definicao movimentando-se um

ponto na curva.
e Determina-se uma reta v no plano;
e Toma-se um ponto F ¢ r;
e Usa-se a ferramenta Pardbola selecionando-se r e F';
e Na pardbola, toma-se um ponto P;
e Determina-se a projecao ortogonal P’ de P em r;
o Usa-se a ferramenta distdncia e definem-se os segmentos di = PP’ e dy = PF;
e Na caiza entrada, defini-se k = dy + do;

e Move-se o ponto P e observa-se que k € constante.

Janela de Algebra @® |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres
-0 A =(0.7, 1.86)
-0 B = (4.3, 0,08)
-3 F=(-0.3, 412)
= Objetos Dependentes
- P = (2.47, 4.08)
3 P'= (1.24, 1.59)
@ Al =3.6X + 1.78y = «1.65
5 ¢:12.96x? — 12.82xy + 3.17
-0 d, =2.97
~od, =277
@i 1.78X + 3.6y =7.94

Figura 5.15: Parabola por pontos

Link 15. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade; 5.html

Download 15. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,5.ggb
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5.16 Parabola por circunferéncias

Atividade 16. Construir uma pardabola como o lugar geométrico dos centros das circun-

feréncias que passam pelo foco e tangenciam a diretriz.

e Determina-se uma reta v no plano;

e Toma-se um ponto F ¢ r;

e Toma-se um ponto P € r;

o Usa-se a ferramenta Mediatriz selecionando-se os pontos F e P;

e Levanta-se uma perpendicular por P e determina-se sua intersecao O com a medi-

atriz tomada;

e Usa-se a ferramenta Pardbola, escolhendo-se r e depois F;

e Movimenta-se P e verifica-se os centros percorrendo a pardbola.

Jane Janela de Algebra ZEX

]

= 0b = Objetos Livres

= (0.7, 1.86)
= (4.3, 0.08)
JF-{-OS 4.12)

= Ob = Objetos Dependentes

5 0 =(-1.56, 4.42)

5 P=(-2.13, 3.26)

2 a: -1.83x - 0.86y = -0
9 bh: =3.6X +1.78y =13
5 c: (x4 1.56)% + (3
5 d: 12.96x% — 12.8:
Jr:1.78x + 3.6y =7.9

Figura 5.16:

Janela de Visualizagao

Paréabola por circunferéncias

Link 16. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade; 6.html

Download 16. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade,6.ggb
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5.17 Translacao da parabola

Atividade 17. Conhecida a pardbola, transladaremos seu centro e verificaremos o com-

portamento de sua equacao.
e Determina-se o centro O = (0,0);

e Na janela entrada inserimos a equacao reduzida de wma pardbola, usando as coor-

denadas de O, no exemplo tomamos: (y —y(0)) = 2(x — z(0))?;

e Ao garantirmos que o centro da pardbola € o ponto O, basta transladarmos esse

ponto para que a pardbola modifique sua equagao para o novo centro.

e No ezemplo temos a pardbola d como a translagdo de b para o centro O = (7,2).

Janela de Algebra ®E |Janela de Visualizagio

= Objetos Livres
..... 0= {0’ 0)

Figura 5.17: Translagao da parabola

Link 17. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/html/atividade, 7.html

Download 17. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade, 7.ggb
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5.18 Rotacao da parabola

Atividade 18. Efetuar a rotagcao de uma pardbola e verificar sua equac¢ao depois de

rotacionada.
e Usaremos a pardbola da atividade anterior;

e Usando-se a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto por um Angulo,

seleciona-se a pardbola e depois seu centro;

e Determina-se o dngulo de rotagao e o sentido, no exemplo 60° e anti-hordrio;

e ¢ ¢ a pardbola ¢ rotacionada.
Janela de Algebra U@ |Janela de Visualizagao
= Objetos Livres
D Q= (0’ 0)
= Objetos Dependentes
J ciy= 2%x2
o ¢ —05x> —1.73xy — 1.5y — 0.87x + 0.5y =0

Figura 5.18: Rotagao da parabola

Link 18. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra,/html/atividade; 8. html

Download 18. www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra/atividade, 8.ggb
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

O proposito deste trabalho € de incentivar os professores da educag¢ao bdsica a usar re-
cursos tecnoldgicos que favorecam o aprendizado. Concentrei minha aten¢ao no GeoGebra
em virtude das facilidades, gratuidade, atualizacoes e interagoes que ele proporciona.

Nao tenho duvida de que uma ferramenta tecnoldgica, quando empregada adequada-
mente, favorece consideravelmente o nivel da explicagcdo de conteudos em que o grau de
dificuldade no aprendizado € historicamente ruim. A geometria analitica é, sem divida,
um assunto pouco discutido no ensino médio e mais critica ainda a situacao das conicas.

Espero que esse material seja um motivador ao uso de novas ferramentas em sala de
aula. Hoje jd realidade na maioria das escolas publicas, um laboratorio de informdtica,
um projetor, um computador o disposicdo, em fim os meios estao disponiveis.

O trabalho apenas comegou, todas atividades aqui mencionadas estao a disposi¢cao para
utilizagao no site: www.mat.ufam.edu.br/profmat/geogebra. As discussoes serio levadas
a outros topicos da educacgao bdsica. No site acima, alimentaremos um banco de ativi-
dades para que os docentes e discentes interessados, possam expor suas exrperiéncias e

levantarmos questionamentos para novas abordagens.
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