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Resumo

Seja M uma hipersuperficie minima compacta orientada da esfera unitaria Euclideana
n-dimensional. Neste trabalho vamos destacar a situagao em que a curvatura de Ricci da
hipersuperficie é constante, neste caso, devemos ter a curvatura de Ricci constante igual a 1
e a hipersuperficie isométrica a um equador, ou n é impar, a curvatura de Ricci igual a 2= e

2
a hipersuperficie isométrica ao produto de esferas S"z (‘/75) x S"7 (‘?) A seguir, vamos

n—3
n—

destacar que existe um nimero positivo €(n) tal que se a curvatura de Ricci de uma hipersu-

perficie minima imersa pelas primeiras autofuncoes satisfaz que 2= —e(n) < Ric < 2=3 —¢(n)
n—2 n—2

e a média da curvatura escalar é %, entao, a curvatura de Ricci da hipersuperficie deve ser

constante e, portanto, esta deve ser isométrica a S" <*/7§> x S"7 (*g)

Palavras-chave: Hipersuperficies Minimas, esferas, toro de Clifford.
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Abstract

Let M be a compact oriented minimal hypersurface of the unit n-dimensional sphere S".
In this paper we will point out that if the Ricci curvature of M is constant, then, we have
that either Ric = 1 and M is isometric to an equator or, n is odd, Ric = Z—:g and M is
isometric to S (?) x S (‘/75) Next, we will prove that there exists a positive number €(n)
such that if the Ricci curvature of a minimal hypersurface immersed by the first eigenfunc-
tions M satisfies that 2=2 — e(n) < Ric < 2=3 —¢(n) and the average of the scalar curvature

is z—:g, then, the Ricci curvature of M must be constant and therefore M must be isometric

to S(\?) x S(§>

Keywords: Minimal hypersurfaces, spheres, Clifford tori.
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Introducao

Neste trabalho vamos considerar uma imersao minima ¢ : M"~! < S™ de uma variedade
(n — 1)-dimensional, compacta, orientada na esfera unitaria S". Os exemplos mais triviais
dessas imersdes sao os equadores, ou seja, as totalmente geodésicas S" Vs em S™ e as hipersu-
perficies de Clifford, ou seja, os produtos de esferas Sq(\/>) X Sl(r) comqg+l=n—1.
Uma das questoes mais interessantes na geometria das subvariedades minimas da esfera Eu-
clideana unitaria S™ é obter condigoes sob as quais estas sao totalmente geodésicas ou toros
de Clifford. Essas condigoes geralmente envolvem resultados relacionados as “estimativas”
sobre as curvaturas seccionais, de Ricci ou escalar (ou equivalentemente sobre o quadrado
da norma da segunda forma fundamental). Neste trabalho vamos apresentar uma estima-
tiva sobre a média integral da norma do operador de Weingarten, a qual denotaremos por
M= o M Ji|[Al?dV, com objetivo principal de demonstrar o teorema principal do artigo
publicado por Oscar Perdomo em 2004: “ Rigidity of Minimal Hypersurfaces of Spheres with

Constant Ricci Curvature”. Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema Principal (O. Perdomo, 2004 [14]). Seja M™ ' uma hipersuperficie minima,
compacta, orientada e imersa em S™ pelas primeiras autofuncoes do laplaciano. Denote por
{ki}1=! as curvaturas principais de M em p. Se M ndo ¢ totalmente geodésica e K2 < @
para todo p € M e todoi € {1,...,n— 1}, entdo VOI(M fM||A||2dV > (n—1) com igualdade

apenas se M € isométrica a uma thersuperfzcze de Clifford.

Para isto, vamos nos basear em alguns resultados classicos sobre rigidez. Primeiramente,
em 1968, James Simons classificou o quadrado da norma da segunda forma fundamental de
uma hipersuperficie minima da esfera [15]: “Se M™™! C S"™ € uma hipersuperficie minima,
entio ou ||A||? =0, ou ||A||> =n—1, ou ||A|]*(p) > n—1 para algum p € M”. Em 1970, do
Carmo, Chern e Kobayashi [6] e, em 1969, Lawson [8], provaram de forma independente o
seguinte resultado: “Seja M™™1 C S™ minima, compacta orientada com ||A||* = n—1, entdo
M € uma hipersuperficie minima de Clifford, ou seja, é um produto de esferas S(ry) x S'(ry)
com q+1=mn—1 eraios r1,ry apropriados.” Neste caso, M deve ter necessariamente duas
curvaturas principais k1, ko, sendo as multiplicidades destas determinadas pelas dimensoes ¢
e . Por outro lado, em 1969, Tsunero Otsuki provou a seguinte reciproca [13]: “Se M™1 C S®

é fechada com duas curvaturas principais k1 € ko e, suas respectivas multiplicidades q,1 € N,

satisfazem q,1 > 1, entio M =S(,/-L) x S'(1/=L5).”



2 Sumario

Um dos operadores mais importantes agindo sobre as funcoes de classe C'° de uma
variedade Riemanniana é o operador de Laplace-Beltrami, mais frequentemente conhecido
como Laplaciano. Ha varias décadas, a investigagao sobre o espectro do laplaciano tem sido
uma questao central no estudo da geometria, por exemplo, a geometria das subvariedades
minimas na esfera unitéria estd intimamente relacionada com o problema de autovalor. Se
M é compacta, conexa com OM = (), o laplaciano é dado por —Af = div(Vf), f € C®(M).
E conhecido que A & um operador eliptico e o seu espectro ¢ discreto e ordenado de forma
crescente

{0< X <A< < Mgyt oo}

com cada autovalor repetido um ntmero de vezes igual a sua multiplicidade. Como de
costume, denotamos por Ay o primeiro autovalor de M. Combinando isto com o teorema
de Takahashi [16]: “Se ¢ : M"~! — S™ é uma imersdo isométrica. Entao M é minima se,
e somente se, —A¢p = (n — 1)¢.” obtemos que A\; nao pode ser maior do que n — 1, isto
é, \;1 < n — 1. Un importante resultado da analise é a seguinte caracterizagao variacional
para o primeiro autovalor do laplaciano de uma variedade Riemanniana compacta [5]: “Seja
M uma variedade Riemanniana compacta. Entao, o primeiro autovalor do Laplaciano Ay

satisfaz
Vf2dV
A1 = min —fM| Jj ,
Juf?adV

em que f € C*°(M) com [, fdV =0.

Em 1982, S. Yau apresentou a seguinte conjectura [18]: “ O primeiro autovalor de qualquer
hipersuperficie minima M™ ' mergulhado em S™ é \; = n—1.” Até o momento, a conjectura
de Yau esté longe de ser resolvida. Porém, em Janeiro de 2012, Z. Tang e W. Yan provaram o
problema restrito para hipersuperficies isoparamétricas: “Seja M™~! C S™ minima, fechada
e 1soparamétrica, entao Ay = n — 1.” Como consequéncias do teorema principal, vamos
destacar que, para uma hipersuperficie minima com curvatura de Ricci constante, devemos
ter curvaturas principais constantes (M isoparamétrica) com, ou Ric = 1 e M deve ser

a totalmente geodésica S"7!, ou n deve ser impar, Ric = Z—:S e M deve ser isométrica a

2
S%(%i) X S%(%g) A seguir, vamos provar que se o primeiro autovalor do Laplaciano de

M én —1 e as curvaturas de Ricci e escalar satisfazem:

n—3  2Ric(v)

R<
n—1+ n—1"

Viv] =1 (%)

entdo devemos ter m Sy llAI2dV > (n— 1) com igualdade apenas se M é Clifford. Além
disso, vamos provar que existe um ntimero positivo €(n) tal que se a curvatura de Ricci de
M C S" minima com A\, = n — 1 satisfaz | Ric —2=3| < ¢(n), entdo n deve ser impar e M

deve ser isométrica a S%(%ﬁ) X S%(%ﬁ)

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Conceltos Basicos (Gerais

Neste capitulo vamos exibir defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica geral da
geometria Riemanniana, os quais sao necessarios para o desenvolvimento do trabalho e,
além disso, vamos fixar a notacao a ser usada posteriormente. Mais precisamente, vamos
disponibilizar os conceitos de variedades diferencidveis, métricas, conexoes, curvaturas e
as equacoes fundamentais das imersoes isométricas. As demonstracoes dos resultados, por

conveniéncia, serao omitidas. Para mais detalhes sobre este capitulo, ver [4], [7], [10] e [17].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1 (Variedade Diferenciavel). Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um
conjunto M e uma familia de aplicacoes injetivas x, : U, C R® — M de abertos U, C R"

tais que:
(1) U:Ea(Ua) =M

(2) Para todo par «, 3, com x,(Us) Nas(Us) = W # 0, os conjuntos z,* (W) e x;l(W)

sao abertos do R™ e as aplicacoes x/gl 0 X, SG0 diferencidveis.
(3) A familia {(Uy, o)} € mazimal relativamente as condicoes (1) e (2).

O par (Uy,x4) com p € 2,(U,) é chamado uma parametriza¢ao (ou sistemas de coorde-
nadas) de M em p; z,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada em p; Uma familia
{(Ua, )} satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferencidvel em M. A condigao (3)

aparece na definicao acima por razoes técnicas.

Exemplo 1.1 (Espaco Euclideano). O espacgo euclideano R™ de dimensdo n € uma variedade
diferencidvel determinada pela estrutura diferencidvel {(R",4)}, a qual constiste apenas da
aplicacao identidade em R™. Tal estrutura é chamada de estrutura diferencidvel padrao e o
sistema de coordenadas correspondente é chamdado de sistema de coordenadas padrao. No

que seque, usaremos sempre este sistema de coordenadas em R"™.



4 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

Exemplo 1.2 (Espacgo Vetorial Finito). Seja V' um espaco vetorial qualquer de dimensdo
finita. Qualquer norma em M determina uma topologia em V', a qual independe da escolha
da norma. Com esta topologia, V tem uma estrutura diferencidvel natural definida como

seque: qualquer base ordenada {ey,...,e,} deV define um isomorfismo de espacos vetoriais
Y R® — V dado por

w(fﬁ) = Z Ti€;
i=1

Esta aplicacao é um homeomorfismo, entao a estrutura diferencidvel consistindo apenas da

parametrizacio (R™, 1) define uma estrutura diferencidvel em V.

Exemplo 1.3 (Espaco das Matrizes). Denote por M, xm(R) o espago das matrizes de ordem
nxXm com entrada nos numeros reais. Sabemos que este € um espago vetorial sobre R com as
operacoes usuais de adi¢ao e produto por escalar. Seque entao que My, s (R) € uma variedade
diferencidvel de dimensao nm. De maneira andloga, o espaco M« (C) das matrizes com
entradas complexas de ordem n x m € um espaco vetorial de dimensao 2nm sobre R e, entao

¢ uma variedade diferencidvel de dimensao 2nm.

Exemplo 1.4 (Esfera Unitaria S"). Vamos denotar por S™ a esfera unitdria de dimensao n
de Rn+1.'
S"={x e R"" ; |z| =1}

Para cada indice i = 1,...,n+ 1, vamos denotar por U;” C R" o conjunto onde a i-ésima
coordenada € sempre positiva:

U+:{(l’1,,£€n)68n, l‘l>0}

1

De forma andloga, U, é o conjunto onde x; < 0Para cada v, defina aplicacoes ¢ : UZ-jE — R"
por

goii(xl, e ,i[}nJrl) = (3}'1, . ,/m\i, . ,$n+1)

onde o chapéu sobre x; significa que x; estd omitido. Cada gpf € uma aplicacao continua,
sendo esta um restricao a S"™ de uma aplicacao linear em R™. Temos que esta aplicacao é um
homeomorfismo sobre sua imagem, a bola unitaria B™ C R™, pois tem uma inversa continua

dada por
(gpii)*l(ul,...,un) = (ul, U, 1 — |u]2,ui,...,un> )

-

Além disso, para quaisquer inidices distintos i < j, a aplicacdo transi¢ao (goji) o (pf)~! é

dada por

(QO?E)O(cpr)_I(ul,...,un) = (ul,...,@,...,i 1= ]u|2,...,un>

e 0 mesmo vale quando i > j, i = j. Desta forma a familia {(p7), U} define uma estrutura

diferencidvel para a variedade de dimensao S™.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Variedades Diferenciaveis 5

Antes de apresentarmos mais exemplos de variedades diferenciaveis, vamos estender para

variedades a nocao do Calculo Diferencial.

Defini¢ao 1.2 (Aplicagdo Diferenciavel). Sejam M e Mj* variedades diferencidveis. Uma
aplicacao ¢ : My — My € diferencidqvel em p € My, se dada uma parametriza¢ao y :
V C R™ — My em ¢(p) existe uma parametriza¢ao x : U C R — My em m tal que
o(x(U)) C y(V) e a aplicagao

yltopoxr:UCR" — R™

é diferencidvel em 7 (p).

Pela condigao (2) da defini¢ao 1 temos que a defini¢do deda acima independe da escolha
das parametrizacoes e a aplicacdo y 't ogpox : U C R® — R™ é chamada de expressio de

Y nas parematrizacoes T e .

Defini¢ao 1.3 (Vetor Tangente). Seja M uma variedade de diferencidvel. Uma aplicacao
diferecidvel o« : (—e,e) — M ¢é chamada uwma curva diferencidvel em M. Suponha que
a(0) =p € M, e seja D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente
a curva « emt =0 € a fun¢ao o/(0) : D — R dada por

d(f o)

O!/(O)f = T o f eD.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva « : (—€, ) — M

com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Observacao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel, vamos mostrar que o conjunto de
todos os vetores tangentes em p € M torna-se um espago vetorial n-dimensional sobre R.
Para isso, escolha uma parametrizacio f : U C R® — M em torno de p = f(0,...,0).
Entao a curva o : I C R — M e a funcao ¢ € D podem ser expressas, respectivamente,

por
f_loa(t):('r17"‘7‘rn> € onf<q>:@<l'1,...,xn>, q:(x17"'7xn)€U~
Entao seque que,

d d

= %(gpo ) o = ai (@1(2), .-, za(?))

o' (0)p

= (Z w0 ( ;’)) 0

/ T d
Logo, o vetor tangente o/ (0) pode ser expresso como combinagdo linear dos vetores (812_)0,

0s quais sao tangentes as curvas coordenadas

xi— f(0,..., 2 ...,0).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



6 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

Vamos denotar por Ty o espago vetorial gerado por {(%)0}?=1'
Lema 1.1. O conjunto T,M de todos os vetores tangentes a M em m € igual a T}.

Segue T, M é um espagco vetorial n-dimensional sobre R chamado de espaco tangente a

M no ponto p e a base {(%)0 ", é chamada base associada & parametrizacdo f.

Proposicao 1.1. Sejam M e MJ" variedades diferencidveis e seja ¢ @ My — My uma
aplicacao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva diferencidvel
a: (—€€) — My com a(0) = p, ¢/(0) = v. Faga B = poa. A aplicagao dp, : T,M; —
TomyMy dada por de,(v) = B'(0) € uma aplicagao linear que nao depende da escolha de a.

Definicao 1.4 (Aplicacao Diferencial). A aplicacdo linear dyp, dada acima é chamada de

diferencial de @ em p.

Defini¢ao 1.5 (Difeomorfismo). Sejam My e My variedades diferencidveis. Uma aplicacao
0 : My — My é um difeomorfismo se é uma bijecio diferencidvel com inversa ¢~ diferen-
cidvel. ¢ € um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V' de o(p)

tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.

Provavelmente, o teorema local mais importante mais no Célculo é o teorema da funcao

inversa. Sendo um teorema local, este se estende naturalmente a variedades diferencidveis.

Teorema da Funcgao Inversa. Suponha M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N
uma aplicacao diferencidvel. Se € invertivel em todo ponto p € M, entao existem vizinhangas

UCMdepeV CN de p(p) tais que p : U — N € um difeomorfismo.
Defini¢ao 1.6 (Imersoes e Mergulhos). Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis.

(a) Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N € uma imersao se dy, : T, M — TN €
injetiva para todo p € M.

(b) Se, além disso, p é um homeomorfismo sobre p(M) C N, onde (M) tem a topologia

induzida por N, diz-se que @ € um mergulho.

(¢) Se M C N e ainclusao i : M — N ¢é um mergulho, diz-se que M ¢é uma subvariedade
de N. Observe que se p : M™ — N" € uma imersao, entao p < n e a diferencan—m

é chamada a codimensao da imersao .
Uma importante consequéncia do teorema da func¢ao inversa é o seguinte.

Proposicao 1.2. Suponha que M e N sejam variedades diferencidveis de mesma dimensao
ep: M — N um imersao. Entao ¢ é um difeomorfismo local. Se ¢ € bijetiva, entao ¢ é

um difeomorfismo.

A seguir vejamos outros exemplos exemplos de variedades.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Variedades Diferenciaveis 7

Exemplo 1.5 (O Fibrado Tangente). Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional.

Considere

TM ={(p,v); pe M,veT,M}

ou seja, T'M € o conjunto formado por todos os vetores tangentes a M. Vamos introduzir
uma estrutura diferencidvel (de dimensao), com esta estrutura TM é chamado de fibrado

tangente de M.

Seja xo @ Uy C R" — M wuma parametrizacao de M com (x§,...,2%) € U,. Para

n

w € Ty oM, q € Uy, podemos escrever
o 0
w = EZ Y s

Defina uma aplicagao X, : Uy X R® — T'M por

« (0% (0% (07 o « (0% a
Xo(zf, .ol yl, . y) = (ma(:cl,...,xn),Zyi %>

Segue que, se {(Uy, o)} € uma estrutura diferencidvel para M entiao {(U, xR"™, X))} € uma

estrutura diferncidvel para T M.

Exemplo 1.6 (Superficies Regulares do R™). Um subconjunto S* C R™ é uma superficie
reqular de dimensao k em R™ se para cada p € S existir uma vizinhanca V de p em R" e

uma aplicacio f: U CR¥ — SNV de uma aberto U C RF sobre SNV tais que:
(a) f € um homeomorfismo diferencidvel;
(b) (df)q: RF — R™ € injetiva para todo q € U.

Uma superficie S¥ C R"™ é uma subvariedade de R".

Definigao 1.7 (Orientagao). Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orientdvel

se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, x4)} tal que:

(o) Para todo par o, 8, com x,(Us) Nxg(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas x/gl o x, tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M ¢é nao-orientavel. Se M é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo a condicao (e) é chamada uma orientagdo de M e M é,
entao, orientada. Duas estruturas diferenciaveis que satisfazem a condicdo () determinam

a mesma orientacao se a unido delas ainda satisfaz a condicdo (e).

Exemplo 1.7. A esfera unitdria de dimensdao n

n+1
N {(ml,...,xnﬂ) ER”+1 3 Z.CL'ZQ = 1} C RnJrl
i=1

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



8 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

€ orientdavel.

Definicao 1.8 (Campo de Vetores). Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M ¢é uma correspondéncia p — X (p) que a cada ponto p € M associa um vetor tangente
X(p) € T,M. Em termos de aplicagoes, X é uma aplica¢io de M no fibrado tangente T M.

Dizemos que o campo X € diferencidvel se a aplicagao X : M — T'M ¢é diferencidvel.

Lema 1.2. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entao existe um unico campo de vetores Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY -Y X)f.

O campo de vetores Z = [X,Y] : D — D dado por [X,Y] = XY — Y X é chamado de

colchete de X e Y, o qual possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3. Se X, Y e Z sao campos de vetores diferencidveis em M, «, 5 sao nimeros

reais, e f, g sao funcoes diferencidveis, entao valem as sequintes propriedades:
(a) [X,Y] = —[Y, X] (anti-comutatividade)
(b) [aX + BY,Z]) = a[X, Z] + B]Y, Z] (linearidade)
(o) [[X,Y],Z]+ Y, Z],X]|+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi)

(d) [fX,g9Y]= fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

1.2 Métricas Riemannianas

Definigao 1.9 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana em uma variedade dife-
rencidvel M é uma correspondéncia que p — ( )p que associa a cada ponto p € M a um
produto interno ( >p, ou seja, uma forma bilinear simétrica positiva definida, no espaco

tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se v : U C R" — M

é um sistema de coordenadas locais em p, com x(z1,...,2,) = q € 2(U) e 22(q) =
dx(0,...,1,...,0), entdo <%(q), %(q)> = g;j(z1,...,2,) € uma fungao diferencidvel em
[ i q

U.

Defini¢ao 1.10 (Isometria). Sejam M e N wariedade Riemannianas. Um difeomorfismo

f:M — N ¢é chamado de isometria se:
(©)  (uw,v), = (dfy(u), dfp(v)>f(p), para todo p € M e para todos u,v € T,,M

Definicao 1.11 (Isometria Local). Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicagao
diferencidvel f : M — N € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhan¢a U C M

de p tal que f: U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo (o).

Exemplo 1.8 (M = R"). Considere M = R"™ o espago euclideano de dimensao n com

% identificado com e; = (0,...,0), entdo a métrica € dada por (e;,e;) = d;;, chamada de

geometria metrica euclideana.
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1.2. Métricas Riemannianas 9

Exemplo 1.9 (Variedades Imersas). Seja f : M™ — N™* uma imersdo, ou seja, tem-se
que f € diferencidvel e df, : T,M — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se N tem uma

estrutura Riemanniana, entao f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(u,v),, = (dfp(w), dfp(V)) 4y,  wv € T,M.

Desta forma, como df, € injetiva seque que ( >p € bilinear e positivo definida. A métrica em

M ¢ entao chamada de métrica induzida em M e f é chamada de imersao isométrica.

Exemplo 1.10 (Métrica Produto). Sejam M, e My variedades Riemannianas e considere o
produto cartesiano My X My com estrutura diferencidvel produto. Sejam w1 @ My x My — M,
e m : My X My — My as projecoes naturais. Vamos munir My X My com uma métrica

Riemanniana pondo:
(U, 0) (. = (dm1(u), dm1(v)),, + (dma(u), dm2(v)),,

para todos (p,q) € My x My e u,v € Ty o (My x My). Como ezemplo, temos que o toro
St x St = T? tem uma estrutura Riemannianna obtida escolhendo no circulo S' C R? q
métrica induzida por R? e tomando a métrica produto. O toro T? com tal métrica é chamado

toro plano.

Definicao 1.12 (Curva Parametrizada). Uma aplicagdo ¢ : I — M de um intervalo aberto
I C R em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva parametrizada. Observe que

uma curva parametrizada pode admitir auto-interseccoes ou pontas.

Definigao 1.13 (Campo ao longo de uma curva). Um campo vetorial V' ao longo de uma
curva ¢ : I — M € um aplicagio t — V() que a cada t € I associa um vetor tangente
V(t) € TewyM. Dizemos que V' é diferencidvel se para toda funcao diferencidvel f em M, a
fungao t — V(1) f € uma funcao diferencidvel em I.

de
dt”

c. A restrigdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento. Se

O campo vetorial dc (%), indicado por ¢ chamado campo velocidade ou tangente de

M ¢é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b dc dc
1 = — — \dt.
¢ /Q\/<dt’dt>

O teorema a seguir garante a existéncia de métrica Riemannianas.

Teorema 1.1. Uma variedade diferencidvel M, a qual satisfaz os axiomas de Hausdorff e

da base enumerdvel, possui uma métrica Riemanniana.
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10 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

1.3 Conexoes

Nesta segao vamos indicar por X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*° em

M e por D(M) o anel das fungos reais de classe C™ definidas em M.

Defini¢ao 1.14 (Conexao Afim). Uma conezdo afim V em uma variedade diferencidvel M
€ uma aplicacao

ViXM)x X(M) — X(M)
indicada por (X,Y) N VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixsgvZ = fVxZ +gVyZ,
(1) VxY +VxZ,
(iii) Vx(fY) = fOxY + X ()Y,
onde XY, Z € X(M) e f,g € D(M).
A seguir, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia
DV
Vi— —
dt

que associa a cada campo de vetores V ao longo de um curva diferencidvel ¢ : I — M um

DV

= ao longo da curva ¢, denominado derivada covariante de V' ao

outro campo de velores

longo de c, tal que:

D DV DW
e T

D df ) ) N
(b) %(fV) dtv+f , onde V€ um campo de vetores ao longo de c e f é uma funcao

diferencidvel em 1.

(¢) SeV é induzido por um campo de vetores Y € X (M), ou seja, V(t) = Y(c(t)), entdo

Observacao 1.2. A Proposicio acima mostra que a escolha de uma conexao afim V em
M dd origem a uma derivada satisfazendo as condig¢oes (a) e (b) de campos de vetores ao
longo de curvas. A conexao, desta forma, fornece uma forma de derivar vetores ao longo de

curvas. Surge de maneira natural a nocao de paralelismo.

Defini¢ao 1.15 (Campo Paralelo). Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c : I — M € chamado campo paralelo

quando =0, para todo t € I
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Proposicao 1.5. Seja (M, V) uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Seja
c¢: 1 — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty), t, € I,

ou seja, Vo € Teo)M. Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de c, tal

que V (to) = V.
A partir da proposi¢ado acima podemos definir o seguinte objeto.

Definigao 1.16 (Transporte Paralelo). Seja M uma variedade diferencidvel com uma co-
nexao afim V. Seja ¢ : I —> M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a
M em c(ty). O campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢ : I — M tal que V (ty) = Vo, €

chamado o transporte paralelo de V (to) ao longo de c.

Defini¢ao 1.17 (Conexao compativel com a métrica). Seja M uma variedade diferencidvel
com uma conexdo afim V e uma métrica Riemanniana ( , ). A conezxdo é dita ser compativel
com a métrica { , ), quando para toda curva diferencidvel a: I — M e quaisquer pares de

campos de vetores paralelos P e P' ao longo de «, tivermos (P, P') = constante.

Observacao 1.3. A proposicio a sequir garante que se a conexdo V em uma variedade
Riemanianna M ¢é compativel com a métrica, entao podemos diferenciar produto interno

pela regra do produto usual, fato que justifica a definicao dada acima.

Proposicao 1.6. Seja M uma variedade Riemanianna. Uma conexao NV em M é compativel
com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo da

curva diferencidvel o : I — M tem-se:

d DV DW
| e (= il I.
1) 4wy <dt,w>+<v, dt>>t€

Corolario 1.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a
métrica se, e somente se,

(2) X (Y, Z) = (VxY, 2) + (Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).

Definigao 1.18 (Conexao Simétrica). Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel

M ¢ dita ser simétrica quando:
(3) VxY =VyX = [X,Y] VXY € X(M).
Observacao 1.4. Em um sistema de coordenadas (U, x), dizer que V € simétrica implica

que, para todo 1,7 =1,...,n, tem-se

0

(3) Vx X - Vx X=X, X =0, Xi=5-—

O teorema a seguir (teorema de Levi-Civita) é o principal resultado desta secdo.
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12 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanianna M, existe um tinica conexdo

afim V em M satisfazendo as condigoes:
(a) V € simétrica.
(b) V é compativel com a métrica

Tal conexao é chamada de conexao de Levi-Civita ou conexdo Riemanniana de M.

1.4 Curvaturas

Definicao 1.19 (Curvatura). A curvatura K de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia (X,Y) — K(X,Y) que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicac¢ao
K(X,)Y): X(M) — X(M) dada por

K(X, Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + V[_}Qy]Z, 7 € X(M),

onde V € a conexdo Riemanniana de M.

Proposicao 1.7. A curvaturae K de uma variedade Riemanniana possui as sequintes pro-

priedades:
(1) K € bilinear em X (M) x X(M), ou seja,
K(fX1+9X5, Y1) = fE(X1, Y1) + gK (X5, Y1)
K(X1, fY1+4gYs) = fK(X1,Y1) + gK(X1,Y2)
onde f,g € D(M), XY, € X(M).

(17) Para todo par X,y € X(M), o operador curvatura K(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, ou seja,

KX, Y)(Z+W)=K(X,Y)Z+ K(X, Y)W,
K(X,Y)fZ = [K(X,Y)Z,
onde f € D(M), Z,W e X(M).
Proposicao 1.8 (Primeira Identidade de Bianchi).
KX, Y)Z+KY,2)X+K(Z,X)Y =0
Por questoes de conveniéncia, indentificamos o operador quadrilinear

(K(-, ), ) X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R,
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que para cada quadrupla (X,Y,Z, W) € (X(M))?* associa o ntimero (K(X,Y)Z, W), sim-
plesmente por
(X,Y, Z,W) = (K(X,Y)Z,W).

Proposicao 1.9. O operador definido acima possui as sequintes propriedades:
(a) (X, Y, Z W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z, X, Y,W)=0
(b) (X,Y,Z,W) = (Y, X, Z,W)
(c) (X,Y,Z,W)=—(X,Y,W,Z)
(d) (X,Y,Z,W)=(Z,W,X,Y)

No que segue, vamos usar a seguinte notacao: dado uma espago vetorial V', indicaremos

por |z A y| a expressao

2
VIRl — (@)
que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelos vetores x,y € V.

Proposicao 1.10. Seja 0 C T,M um subspaco de dimensao 2 do espago tangente T,M e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao,

(‘/L" y7 ‘/L" y)

k?(l’,y) = |x/\y|2

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
A definicao acima permite definirmos o seguinte objeto.

Definigao 1.20 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p € M e um subspag¢o bi-dimensional
o C T,M o nimero real k(x,y) = k(o), onde {z,y} € uma base qualquer de o, é chamado

curvatura seccional de o em p.

Lema 1.3. Seja V' um espaco vetorial munido de um produto interno ( , ), com dimV > 2.
Sejam
K:VxVxV-—V e K :VxVxV-—V

aplicagées tri-lineares tais que as condigoes (a), (b), (¢) e (d) da proposi¢ao 9 sejam satisfeitas

para
(7,9, 2,t) = (K(z,y)7,y),  (7,9,2,1) = (K'(v,9)z,y) .

Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, vamos escrever,

(:'U7 y? Z7 t) / (x7y7 Z7t)/
k = k‘ = -
() |z Ay|? (o) lz Ayl?

onde o = [z,y] € o subespago bi-dimensional gerado por x,y. Se para todo o C V, k(o) =
k'(o), entao K = K.
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14 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

Lema 1.4. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma aplicacao
tri-linear K' : T,M x T,M x T,M — T,M dada por

(K'(X, Y, W), Z) = (X, W) (Y, Z) — (Y, W) (X, Z)

para todo X, Y, W, Z € T,,M. Entao M tem curvatura seccional constante k se, e somente
se, K = kK', onde K ¢ a curvatura de M.

A seguir vamos apresentar algumas combinacoes das curvaturas seccionais de uma vari-

edade.

Definicao 1.21 (Curvatura de Ricci). Para qualquer vetor unitdrio qualquer v € T,M, a

curvatura de Ricci de M na diregao do vetor v € T,M ¢é definida pela média

—_

Ric, (v

n—l

1«
Zk U Uz == 1 <R(U,Ui)U,”Ui> )
=1 1

i
das curvaturas seccionais k(v,v;), onde {v,vy,...,v,_1} € uma base ortonormal de T,M.

Definicao 1.22 (Curvatura Escalar). A Curvatura Escalar (ou média) de M no pontop € M

¢ definida pela média

n

ZRICP v;) = (nl_ N > (R(vi,v5)v5,05)

i,j=1
das curvaturas de Ricci Ric,(v;), onde {vy,...,v,} € qualquer base ortonormal de T,M.

Observacao 1.5. A sequir, vamos mostrar que as defini¢oes acima nao dependem da escolha
das parametriza¢oes. Primeiro, vamos definir uma forma bilinear em T,,M como seque:

Sejam v,w € T,M e faca
Q(v,w) = trago da aplicacao [z — K (v, 2)w].

Temos que Q) € bilinear e, além disso, escolhendo um vetor unitdario v € T,M e completando

em uma base ortonormal {v,vq,...,v,_1} de T,M temos que

n

Qv,w) = Z(K(v,vi)w,vl)

= Z (K (w,v;)v,v;)

i=1

- Q(w7 U)

ou seja, isso mostra que Q(v,w) = Q(w,v) e Q(v,v) = (n — 1)Ric,,(v); isto prova que

Ric,(v) (sd depende de v € T,M ) é um conceito intrinseco. Por outro lado, a forma bilinear
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1.5. Imersoes Isométricas 15

Q em T,M corresponde uma aplicagdo linear auto-adjunta R dada por

Tomando uma base ortonormal {vy,...,v,} de T,M, temos que

n

Traco de R = Z (R(v),v;)

j=1

= Z Q(Ujv Uj)
j=1

= (n—1)> Ricp(v;)

Jj=1

= n(n—1)R(m).

0 que prova o que foi afirmado. A forma bilinear —=Q ¢, algumas vezes, chamada de tensor

n—1
de Ricei.

1.5 Imersoes Isométricas

Seja f: M" — M" uma imersio. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca
U C M de p tal que f(U) C M & uma subvariedade de M. Isso siginifica que existem uma
vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em um aberto do R,
tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do espaco R" C R,

Vamos identificar U com f(U) e cada vetor v € T,M, q € U, com df,(v) € T, M. Para

cada p € M, o produto interno em TpM decompoe TPM numa soma direta
TPM =T,M® (TpM)la

onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M, p € M, entio
podemos escrever v = v! + vV, com v € T,M e N € (TI,M)L. Neste caso, denominamos
vT a componente tangencial de v e vV a componente normal de v. Essa decomposicio é

diferenciavel no sentido que as aplicacbes de TM em TM dadas por
(p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,v")

sao diferenciaveis. A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X, Y sao campos
locais de vetores em M, e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos VxY = (V+Y)T. Pelo
teorema de existéncia e unicidade de Levi-Civita, sabemos que esta é a conexao Riemanniana

relativa & métrica induzida de M.
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16 Capitulo 1. Conceitos Basicos Gerais

Definicao 1.23. Sejam X,Y campos locais a M, entdo vamos definir uma aplicacao B da

sequinte forma

B(X,Y) = VxY — VyY.

Segue que B(X,Y) é um campo local em M normal a M e B(X,Y) ndo depende das
extensdes X,Y. Portanto B(X,Y) estd bem definida. Daqui em diante, vamos indicar por

X (M)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Proposigao 1.11. Se X|Y € X(M), a aplicagio B : X(M) x X (M) — X(M)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

€ bilinear e simétrica.

Observagao 1.6. Sejap € M ev € (T,M)*. A aplicagao H, : T,M x T,M — R dada por
H,(z,y) = (B(z,y),v), z,y € T,M,

¢, pela proposicao anteiror, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.24 (Segunda Forma Fundamental). A forma quadrdtica 11, definida em T,M
por
Il,(x) = H,(x, )

é chamada a seqgunda forma fundamental de f em p € M sequndo o vetor normal v.

Observacio 1.7. As vezes se utiliza a expressio sequnda forma fundamental para designar
a aplicagcao B que em cada p € M é uma aplicacao bilinear simétrica, tomando valores
em (T,M)*. Observe que & aplicagio bilinear H, fica associada uma aplicagio linear auto-
adjunta A, : T,M — T,M por

<AV<'I)7 y> = HV(:E7 y) = <B('Ia y)7 V> .
A proposicao a seguir relaciona a segunda forma fundamental com a derivada covariante.

Proposicao 1.12. Sejap € M, x € T,M ev € (T,M)*. Seja N uma extensio local de v

normal a M. Entao
A (x) = —(va)T.

Se v,w € T,,M C T,,M, sio linearmente independentes, indicaremos por k(v,w) e

k(v,w) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por v e w.

Teorema 1.3 (Formula de Gauss). Sejam m € M e v,w € T,,,M wvetores ortonormais.
Entao

(1) k(v,w) — k(v,w) = (B(v,v), Blw,w)) — |B(v,w)|?.
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Defini¢iao 1.25 (Imersdao Totalmente Geodésica). Uma imersio f : M — M € geodésica
em p € M se para todo v € (T,M)* a sequnda forma fundamental 1, é identicamente nula
em p, ou seja, se A, =0 ou equivalentemente B = 0. Dizemos que a imersao [ € totalmente

geodésica se ela € geodésica para todo ponto p € M.

Proposicao 1.13. Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se, e somente se,

toda geodésica v de M partindo de m é geodésica de M em p.

Exemplo 1.11. No caso em que M = R, as variedades totalmente geodésicas sio o0s
subespagos lineares de R™. No caso em que M = S*™ C R, as variedades totalmente

geodésicas sao as intersecgoes Y . de subespagos lineares de R com S™.

A seguir vamos apresentar uma condicao mais fraca do que a condi¢ao de totalmente

geodésica.

Definigao 1.26 (Vetor Curvatura Média). Sejam {es, ..., e,} uma base ortonormal de T, M.

O wvetor curvatura média H de M € definido como sendo

H:CL) [trago de B] = ( )ZBel,eZ

o qual nao depende da escolha da base.

Observagao 1.8. Sejam {e;}’_, ., uma base ortonormal de (T,M)* e, por simplicidade,

Jj=n+
denotemos A.; poe Aj, onde j =n+1,...,p. Observe que, para todo i =1,...,n, tem-se
n
> stee) = 3= (e )
i=1 j=n+1
Logo,
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Defini¢ao 1.27 (Imersio Minima). Uma imersio f : M — M ¢é dita ser minima se para
todo p € M e todo v € (T,M)* tem-se que <tm§0 de AV> = 0. Ou, de forma equivalente,

dizemos que a tmersao f é minima se, e somente se, o vetor curvatura média de f

H— (%) Z (trago de A, )e, = (%) Z (Z <Aj<ei>,ei>> e;

Jj=n+1 j=n+1 \i=1
¢ nulo para todo ponto p € M.

Observacao 1.9. De agora em diante, vamos usar as letras X,Y, Z, ..., para indicar os
campos diferencidveis de vetores tangentes e as letras v,&,m, ..., para indicar 08 campos

diferencidveis normais. Dados X e v, sabemos que a componente de Vxv € dada por
(Vxv)'' = —A,(X).

Definigao 1.28 (Conexao Normal). A componente normal de ¥V xv é chamada de conezdo

normal V* da imersao. A saber,
(1) Vv = (Vxv)V = Vxv = (Vxv)' = Vxv + A, (X)

Observacgao 1.10. Desta forma a conexdo normal V* possui as propriedades usuais de

conexao, as quais sao a linearidade em X, aditividade em v e vale que
Vi(fv) = fViv+ X(fv, ] € D(M).

Definig¢ao 1.29 (Curvatura Normal). De forma andloga ao caso do fibrado tangente, vamos
introduzir via conexao normal V+ uma nogio de curvatura no fibrado normal TM* a qual

serd chamada de curvatura normal K+ da imersao e definida por

K (X,Y)v = VEViv — VEVEr + Vi

€

Observagao 1.11. Dada uma imersao isométrica, vamos indicar por X (M)~ o espaco dos

campos diferencidvers de vetores normais a M. Desta forma, a sequnda forma fundamental

B da imersao pode ser considerada como um tensor
B:X(M)x X(M)xX(M)* — D(M)

definido por
B(X,Y,v) = (B(X,Y),1).

Observacao 1.12. Seque que a derivacao covariante pode ser estendida ao tensor B de

forma natural da sequinte maneira:

(VxB)Y, Z,v) = X(B(Y, Z,v)) — B(VxY, Z,v) — B(Y,VxZ,v) — B(Y, Z,Vkv).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.5. Imersoes Isométricas 19

O objetivo desta secdo é apresentar as seguintes relacoes:
Proposicao 1.14 (Equagbes de Gauss, Ricci e Codazzi). Valem as sequintes equagoes:

(a) Equacdo de Gauss:
(K(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)) . (1.1)
(b) Equacdo de Ricci:
(K(X,Y)v,n) — (K*(X,Y)v,n) = (4, 4,]X,Y), (1.2)
onde [A,, A,) = A, 0 A, — Ao A,
(¢) Equagdo de Codazzi:

(K(X,Y)Z,v)y=(VyB)(X,Y,v) — (VxB)(Y, Z,v). (1.3)

Observacao 1.13. A importincia das equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi € que, no caso
em que o espaco ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel
andlogo aos das equacoes de compatibilidade na teoria local das superficies. Na verdade,
as equacoes de compatibilidade da teoria das superficies sao apenas casos particulares das

equacoes de Gauss e Codazzi.
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Capitulo 2
Conceitos Basicos Especificos

Neste capitulo, primeiramente, vamos apresentar alguns operadores diferenciais em varie-
dades Riemannianas e algumas férmulas integrais classicas, a seguir vamos introduzir alguns
problemas de autovalor do Laplaciano em variedades e alguns aspecos da anélise nao linear,
bem como o Principio de Rayleigh e o Principio da Caracterizacao Minimax para operado-
res elipticos. Além disso, vamos disponibilizar alguns resultados classicos intrinsecos sobre
rigidez de variedades na esfera. Alguns resultados serao demonstrados e outros, por questao

de conveniéncia, serao omitidos. Ao leitor mais interessado, ver [2], [3], [5], [20] e [16].

2.1 Operadores Diferenciais

Definigao 2.1 (Referencial Geodésico). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional,
peM eU C M uma vizinhanga de p. Uma familia {e;}}_, de campos de vetores em X (U)

¢ chamada um referencial geodésico em p se:
(1) Para cada ponto q € U, tem-se que ey, ... e, € X(U) sao ortonormais;
(i7) Para todos i,5 =1,...,n, tem-se V.,e;(p) = 0.

Observacao 2.1. Dada uma variedade riemanniana M e um ponto p € M qualquer. Existe
uma vizinhanga U C M de p na qual podemos definir um ferencial geodésico. Basta consi-

derar a vizinhan¢a normal de p. (Ver [4], pigina 79).

Definicao 2.2 (Divergéncia). Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Defini-

mos a divergéncia de X como sendo uma func¢ao divX : M — R dada por
div X (p) = trago da aplicagio linear [Y (p) — Vy X(p)], pe M

Definicao 2.3 (Gradiente). Seja M uma variedade Riemanniana e f € D(M). Definimos

o gradiente de f como sendo o campo de vetores NV f em M definido por
(Vip),v) =df,(v), peM, veTl,M.

20
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Observacao 2.2. Em um sistema de coordenadas local (x1, ..., x,) em um vizinhan¢a U C

M de p, o divergente é escrito da sequinte maneira

1 < 9
divX = —— <\/|g|Xi> ,
V19l ; Oz
onde |g| = det g;;, 0 <i '<neX—iX4 0
g - gz]: — 7] — - p zaxi-
Observagao 2.3. Considere um referencial geodésico {eq,...,e,} em uma vizinhan¢a U C

n

M dep e M. Como Vf(p) € T,M podemos expressd-lo como V f(p) = Z (Vfp),ei)e;.
i=1

Desta forma, seque que
n

Vi) =3 @lf)e.

i=1

Além disso, seja X = ijej, por definicdo, temos que
j=1

div X(p) = trago da aplicagio [Y (p) — Vy X (p)]

n

= Z <v€iX(p)7 ei)

i=1

(e ()

= < <Z fjvei€j> (p) + > _lei(f5)e;)(p), €z'>

J=1

Observe que, quando M = R"™, com coordenadas x1,...,x, € = e;, temos que

O,
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22 Capitulo 2. Conceitos Basicos Especificos

Definicao 2.4 (Laplaciano). Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o Laplaciano
A de M como sendo um operador A : D(M) — D(M) definido por

Af =divVf, feDM).

Observagao 2.4. Em um sistema de coordenadas local (xq,...,x,) em uma vizinhan¢a

UCM deme M, temos que o laplaciano é dado por

v AGE
iJ ;

zg 1 8 j

onde |g| = det(gi;), 0 < i,j < n. Agora, considerando um referencial geodésico {e1,..., .}

em uma vizinhanca U C M de m € M, temos que

Af(p> = <V6ivf7 ei>
= <Vei (Z(?j(f))ej) (p)’€i>
= ((ej(f)Ve,e; +eilei(f))e;) (p), )
= Zei(ej(f))(p) (€, i)
= Zei(ej(f))(P)
Portanto, se M = R"™, com coordenadas (x1,...,x,) e = ¢; obtemos que

Ox;

n D) n 82f
ar=Ye(5) =250
i=1 v

i=1 v

Além disso, se f,g € D(R"), temos

Alfg) = > eilelfg) = > e (a(éf))

S (122) e (62

i=1

_ Zaf og 0%  Of 99 , Of

Ox; 0z; f_ + ox; 81‘1 g&ﬂ
_ Z df Og
; Ox;

=1
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2.1. Operadores Diferenciais 23

Em outros termos,

A(fg) = F(Ag)+g(Af)+2> (Ve (Vg er)

=1

= f(Ag)+g(Af) +2 <Vf7 Y (Vg ei>

=1

= f(Ag)+g(Af)+2(Vf,Vg).

Se M é uma variedade Riemanniana, associada & métrica Riemanniana de M esta asso-
ciada uma teoria de integragao na qual (i) uma fungao é dita ser mensuravel se, para cada

1

carta z : U — R"™ em M, temos que foxz~' é mensuravel sobre z(U) C R", (ii) para

cobertura {z,, : U, — R™} de M por cartas com particao da unidade subordinada {¢,}, a

medida Riemanniana é dada pela densidade
AV =" ¢ar/gadx), - - - dz},

onde dz! - - dz" ¢ a densidade da medida de Lebesque em z,(U,) C R" e g, ¢ 0 determinante

definido em para a carta x,, : U, — R". Vejamos alguns importantes resultados da anélise.

Foéormula de Bochner. Se M € uma variedade Riemanniana e f € D(M), entdo
1 :
FAUVIP) = [IVVAIP +(Vf,VAS) + Rie(V £, V).

Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo de vetores de classe C' com

suporte compacto sobre uma variedade Riemanniana M entao,

/M(div X)dV = 0.

Teorema 2.2 (Férmula de Green). Sejam h, g funcoes, respectivamente, de classe C' e de

classe C? em M tais que h(V f) tem suporte compacto. Entdo

/ <hAf+(Vh,Vf>>dV:0

Se assumirmos também que h? é de classe C? em M e ambas h, f tem suporte compacto,

entao

/M (hAf - fAh)dV —0.

Agora vamos assumir que M tem bordo 0M, com métrica Riemanniana induzida, medida
induzida e a densidade da medida sendo denotada por dA. Denote por v o campo de vetores

normal externo em 9M.
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24 Capitulo 2. Conceitos Basicos Especificos

Teorema 2.3 (Teorema da Divergéncia IT). Seja X um campo de vetores de classe C' em

M com suporte compacto em M. Entdo

/M (div X)dV = / (X, v) dA.

oM

Teorema 2.4 (Formula de Green IT). Sejam h de classe C' e f de classe C? em M tais

que h(V f) tem suporte compacto em M. Entdo

/M (hAf+ <Vh,Vf>>czv - /aM h(vf)dA.

2.2 Problemas de Autovalor para o Laplaciano

Vamos comecar esta secao recordando que um espago métrico £ é dito ser completo
quando toda sequéncia de Cauchy em F é convergente. Dizemos que E é um espago de
Banach se E é um espaco vetorial normado e completo relativo a sua norma. Em particular,
um espaco vetorial munido de produto interno E é um espaco de Hilbert se E é um espaco
de Banach com a norma induzida pelo produto interno |z| = \/<:c,—:c) Seja E é um espaco
métrico qualquer, o completamento de E é um par (E, f),onde f: M — E é uma imersao

isométrica, E é completo e f(E) é denso em E.

Seja 2 C R™ um conjunto aberto. O espago LP(£2), 0 < p < oo, é 0 espago das fungoes

u € C™(Q2) mensuraveis, cuja poténcia |ul? é integravel em 2, ou seja,

LPQ)={u:Q—R; /|u|p < oo} comnorma ||ul|iro) = (/|u|”) ’
Q Q

No caso p = 2, 0 espago L*(Q2) é um espacgo de Hilbert com o produto interno

(u,v)2(0) = /Qu(x)v(x)dx

Assumindo, 1 < p < oo e que 2 C R™ é aberto limitado e conexo, entao existe uma constante

C = C(n, Q) tal que para cada fun¢ao u € WP(Q) tem-se a Desigualdade de Poincaré:
lu = uallLr@) < ClIVul|re(o),
e além disso, se 1 < p,q < oo sao tais que % + % = 1 entao vale a Desigualdade de Holder:
- gl < M1 llee@ - e

Com inspiracao dado pelo caso Euclideano, vejamos agora, o caso Riemanniano.
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2.2. Problemas de Autovalor para o Laplaciano 25

Defini¢do 2.5 (Espaco L?). Seja M uma variedade Riemanniana, o espago L*(M) € o

espaco das fungoes mensurdvers f em M para as quais tem-se fM|f|2dV < 400, ou seja
L2(M) = {f:M—>R; feo=(M) e /f?dV<+oo}.
M
Em L*(M), temos o produto interno usual, e a norma induzida, dados por

(ﬁ@zAjMW UV=A/%M para f.h € L*(M)

Com o produto interno, L*(M) é um espago de Hilbert. Nosso interesse principal nesta

secao é estudar os seguintes problemas de autovalor:

Problema Fechado. Seja M fechada e conexa. Encontrar todos os numeros reais A\ € R

para 0s quais existe uma solugdo nao-trivial ¢ € C*(M), ¢ # 0, para

Ry (+)

Problema de Neumann. Seja M compacta, conexa e com OM # 0. Encontrar todos os

nimeros reais X € R para 0s quais eziste uma solucio nao-trivial ¢ € C*(M) N CH(M) para

—Ap=Xp, em M
vop=0, sobre OM.

Problema de Dirichlet. Para OM # 0, M compacta e conexa. Encontrar todos 0s nimeros

reais A\ € R para os quais existe uma solucdo nao-trivial ¢ € C*(M) N CO(M) para

—Ap=Ap, em M
vp =0, sobre OM.

Problema de Misto. Para OM # 0, M compacta e coneza, N uma subvariedade aberta de

OM . Encontrar todos os numeros reais A € R para 0s quais existe uma solugcao nao-trivial
¢ € C*(M)NCYMUN)NCOM) para

—Ap=Xp, em M
vp=0, sobre OM — N
vo =0, sobre N

A seguir, o principal teorema desta secao:

Teorema 2.5. Para cada problema de autovalor acima, o conjunto dos autovalores consiste
de uma sequéncia
O< A< A<t Ho0o
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26 Capitulo 2. Conceitos Basicos Especificos

com cada autoespaco associado de dimensdo finita. Autoespacoes pertencentes o distintos
autovalores sio ortogonais em L*(M) e, além disso, L*(M) ¢ a soma direta de todos 0s seus

autoespagos.

Observacao 2.5. Como ¢ € C*(M) N CY(M), entdo seu autovalor X € R ¢ nao-negativo.

De fato, fazendo ¢ = f = h na formula de Green, obtemos:

[ (s s wrom)av =0 > o [ cav [ [worav = o

_ JulVePav

A
= [ 2V =

A partir da observacao acima obtemos a seguinte defini¢ao:
Definigao 2.6 (Autovalor do Laplaciano). Dizemos que A € R é um autovalor do Laplaciano

com autofun¢do associada ¢ € C*(M) N C*(M) se

\ [ VoPdv
[ 0*dV

Observacao 2.6. Por definicao, temos que A = 0 implica que ¢ € constante. Portanto, nos
problemas de Neumann e fechado temos que Ay = 0 e nos problemas de Dirichlet e misto
tem-se Ay > 0.

Observacao 2.7. A ortogonalidade de autoespacos distintos € uma consequéncia direta da

formula de Green

/M<hAf—fAh)dV —0

Com efeito, se ¢, sao autofuncoes associadas aos autovalores distintos A e T, temos

A—1)6w) = (A—7) /M pudV
= [ (s=r0)— w=ren)av
- /M<¢Aw—wA¢>dV — 0

Observagao 2.8. Se ¢y, ¢o,... € uma sequéncia ortonormal em L*(M) de autofuncoes tais
que Agp; = N\jo;, para j =1,...,00, entao ¢1, @2, ... € uma sequéncia ortonormal completa
em L?(M). Em particular, para f € L*(M), temos as identidades de Parseval:

F=Y (£8)8 e [IfIF=>_(f6)

]:1 ]21

onde,

<f,¢j>:/Mf¢j, Vi1 .o
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2.3. Método Minimax e de Rayleigh 27

2.3 Método Minimax e de Rayleigh

Para camos de vetores continuos X,Y em M, definimos o produto interno
(X,Y) = / (X,Y)dV comnorma (X)?= / | X|?aV
M M

e completamos os espago métrico resultante em um espago L?, denotado por £2(M). Como
de costume, £2(M) pode ser interpretado como sendo o espaco de todos os campos X em
M tais que [, |X[*dV < 4oc0. O produto interno e a norma extedem £*(M) a um espago
de Hilbert.

Observagao 2.9. Se f € CY(M) e X ¢ um campo de vetores de classe C* em M com

suporte compacto, como valem
Av(£X) = fdivX) + (V%) e [ @ —o,
M
seque que

(Vf, X) = —=(f,divX) (2.1)
Definigao 2.7 (Derivada Fraca). Dada uma fungio f € L*(M), dizemos que Y € L*(M) é

uma derivada fraca de f se

para todos campos de vetores X de classe C* com uporte compacto em M.

Observagdo 2.10. Sabemos que existe no mdzimo um tal campo Y € L2(M) e devemos,

portanto, escrever
Y =V/.

Definigao 2.8 (Espago de Sobolev). O espaco de Sobolev é o subespago H(M) de L*(M)
consttuido de todas as funcoes f € L*(M) as quais possuem derivadas fracas; em H(M)

definimos o produto interno

com norma induzida
(NI =P+ VAP
Observagao 2.11. Sabe- que H(M) ¢é o completamento de {f € C*(M) ; ||f||1 < 400},

na métrica induzida (, ).

Definicao 2.9 (Integral de Dirichlet). Em H(M) consideramos a forma bilinear simétrica

D, chamada de Integral de Dirichlet ou Integral de Energia, dada por

D[f,h] = /M(Vf, VhydV,  f.heH(M).
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28 Capitulo 2. Conceitos Basicos Especificos

Observacao 2.12. No que seque, devemos estar preocupados com a validade da formula

(A¢, f) = =Dlg, f] (2.2)

onde ¢ € usualmente uma autofuncao em algum de nossos problemas de autovalor, e f estd

em algum subespaco de H(M). Vejamos os sequintes casos:

(a) No Problema Fechado, temos M compacta (em particular M = M) e (2.2) € vdlida

pela Formula de Green
| (126+(vo.v1) Jav =0
M

quando ¢ € C*(M) e f € C®(M). Portanto, para uma fun¢io ¢ € C*(M) fiza, a
formula (2.2) define um funcional linear Fyy em C*°(M) como um subespago de H(M),

satisfazendo

[Es(DI < NIVl - [IVA < [Vl - I f]s-

Entao, F, € um funcional linear limitado em C(M) C H(M) com norma menor ou
igual a ||[Vél||, e pode ser estendido a um funcional linear limitado em todo H(M).

Logo, (2.2) serd vdlida para ¢ € C*(M) e f € H(M).

(b) Para o Problema de Neumann, a validade da formula (2.2) vem da sequinte Formula

de Green

| (raos (vo.vn)av = | swayiv

para ¢ € C%*(M), satisfazendo v = 0 em OM, e f € C®(M). De forma andloga,
podemos estender a validade de (2.2) para f € H(M).

(¢) Para o Problema de Dirichlet, vamos prossequir como segue: a validade da formula
(2.2) vem novamente da Equacdo de Green, apresentada no item (b), para ¢ € C*(M),
satisfazendo ¢ = 0 em OM, e f € C°(M) com suporte compacto. Porém, a validade
de (2.2) serd agora estendida para as funcgéoes f no complemento das fungoes de classe

C*, com suporte compacto em M, em H(M).

(d) Para o Problema Misto, obtemos a validade de (2.2) quando ¢ € C*(M) com ¢ = 0
em OM — N, vg =0 em N, e f no complemento das funcées das C>°(M) com suporte
compacto em M U N.

Defini¢ao 2.10 (Espaco das Funcoes Admissiveis). Dados cada problemas de autovalor

acima, definimos o espago das fungées admissiveis $H(M) como sendo:

(1) H(M), no caso dos Problemas Fechado e de Neumann;

(17) o complemento das fungoes C* com suporte compacto, no caso do Problema de Diri-
chlet;
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2.3. Método Minimax e de Rayleigh 29

(i) o complemento das fungoes C™ com suporte compacto em MUN, no caso do Problema
Misto.

Definicao 2.11 (Dominio Regular e Dominio Normal). Dizemos que M é um dominio
reqular se M € conexa, com fecho compacto e bordo C* ndao-vazio e, dizemos que M é um

dominio normal se M € conexa, com fecho compacto e bordo C*° por partes nao-vazio.

Principio de Rayleigh. Dado um dominio normal com problema de autovalor fizo tendo

0 espago de funcoes H(M), e autovalores
A <A< (2.3)

onde cada autovalor € repetido um niumero de vezes igual a sua multiplicidade. Entao para

qualquer f € H(M), f # 0, temos
D[f. f]
[Fals

com igualdade se, e somente se, f é uma autofuncao de \i. Se {¢1,da,...} € uma base

A1 <

(2.4)

orotonormal completa de L*(M) tal que ¢; é uma autofungio de \; para cada j =1,2,...,

entao para f € H(M), f # 0, satisfazendo

(.faqbl):(fv¢2):”':(fv¢k—l):0 (25)

temos a desigualdade

DIf. f
NG

com igualdade se, e somente se, f € uma autofuncao de \j.

(2.6)

Demonstragao. Pelas consideragoes feitas na observagao 2.12, temos que se ¢; é uma auto-
funcao , e f € H(M), entdo a formula (2.2) é verdadeira. Para qualquer fungao f € H(M)

dada, facamos
a; = (f,9;).

Para k > 1, temos que (2.4) é equivalente a ay = --- = ag_1 = 0. Entdo, para todos
k=1,2,...,er=kk+1,..., temos que

0 < DI|f=Y aj;,f—Y a
=k =k

= DIf.f1-2> a;DIf, 6,1+ > ajeuDl;, 1]
j=k

jl=k

= DIfA+2D 05(f,80) — > ajeu(d, A1)
j=k

jl=k

= D[f,f]—Z/\]OCJQ
=k
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Concluimos que

oo
Z )\jocjz < 400
j=k

e
DIf, 112> N0l > M Yol = Ml
j=k =k
pelas idetidades de Parseval. [ |
Principio Minimax. Dados vy,...,vx_1 € L*(M), seja
_D[f, f]
i = inf
1xals
onde f waria sobre o subespa¢o (menos a origem) das funcoes em $H(M) ortogonais a
V1, ..., 061 em L*(M). Entao, para autovalores dados em (2.3), temos
< A
Se vy, ...,Vx_1 sao ortonormais, com cada v; uma autofuncao de N\, coml =1,... . k—1,

entao | = \g.

Demonstracao. Considere as funcgoes f da forma

k
f - Z aj¢j7
j=1

onde ¢1,...,¢; sao ortonormais, com cada ¢; um autofuncao de A\;, 7 = 1,...,k, e f &
ortogonal a vy, ...,vx_1 em L?(M), ou seja,
k
0=> aj(¢jm), I=1... k-1 (2.7)
j=1
Se pensarmos como sendo ai,...,q; incognitas e (¢;,v;) os coeficientes dados, entdo o

sistema (2.7) possui um ntmero de incognitas maior do que de equagdes e, portanto, uma

solugdo nao-trivial de (2.7) deve existir. Mas, entao

k
ullFIP < DIf ST =D Aad < AP
j=1

o que implica a afirmacao. [ |
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2.4 Subvariedades Minimas em S"

O estudo de superficies minimas em R?® é um assunto interessante desde o tempo de
Lagrange. Até agora o assunto atrai varios matemaéticos. Seja M uma variedade Riemanniana
de dimensao p. Considere o operador de Laplace A : C*(M) — C*®°(M). Para f € C*°(M)

escolhemos um referencial ortonormal {ey, ..., e, } em M. Entao
Af = Z eiei(f) — (Veei)f.
i=1

Em torno de cada ponto p, existem coordenadas locais (zi,...,z,,), onde a métrica Rie-
manniana em M pode ser escrita como ds? = g;;dx;dx;. Se denotarmos (g;;) = (gi;)" " e
g = det(g;;), entao
of
Af = (gij\/§—> .
wzl N{ 8:@ Oz,
Qualquer f € C*(M) satisfazendo Af = 0 é chamada um fun¢ao hammonica. Agora vamos

estudar as subvariedades minimas em espacos FEuclideanos.

Proposicao 2.1. Seja ¢ : M™ — R™ uma imersao isométrica com vetor curvatura média
H, entao
AP =mH,

onde Ap = (A¢y,...,Ady) .

Demonstrac¢ao. Observe que X (¢) = dp(X) = X para qualquer X € TM. Seja {e;} um

referencial de campos ortonormais local. Entao

A¢ - 616, Z ezei)(¢)

i

— Ve — Z(@ei)N = mhH.
i=1

Corolario 2.1. Uma imersao isométrica ¢ : M — R™ é uma imersao minima se e somente

se cada componente de ¢ € uma funcao harmonica em M.

Observacao 2.13. Neste caso, a definicao acima reduz-se a A¢ = 0. De qualquer modo,
esta mao € uma equacao linear, uma vez que a métrica induzida mudaria quando a imersao

¢ mudasse, e assim o operador A o faz.

Além de subvariedades minimas no espaco euclidiano, as subvariedades minimas na es-
fera sao o assunto mais importante nesta teoria. Existe o mergulho canénico da esfera no

espaco euclidiano e, para subvariedades minimas na esfera, também podemos estudar suas
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fungoes coordenadas. Veremos também que algumas propriedades de subvariedades minimas
na esfera estao intimamente relacionadas com as propriedades de subvariedades minimas no

espaco Euclidiano.

Seja M — M C M imersoes isométricas com as conexoes de Levi-Civita, V, V e V.
Denote por H o vetor curvatura média de M em M e H o vetor curvatura média para M

em M. Escolhamos um rerefencial de campos ortonormais local {ey, ..., e,} em M. Entao,

L v " i\ N . " N\ ™ B
_ — = —TM
H = E <; Veiei) = E (; Veiel) == E (; Veie,-) =H .

Se M C M é totalmente geodésica, entdio V = V a0 longo de M e H = ﬁ, o que significa
que se M é uma subvariedade minima em M, e M é uma subvariedade totalmente geodésica

em ﬁ, entao M ¢ uma subvariedade totalmente geodésica em M.

Se ¢ : M — M C RY, da Proposicio 2.4 segue que ¢ ¢ uma imersio minima se e somente
se (A®)TM =0, a saber A¢ é sempre ortogonal a M.

Teorema 2.6. Uma imersao isométrica ¢ : M — S™ é uma imersao minima em S" se e

somente se

Ap = —ma.

Demonstracao. Pelo o que foi discutido acima sabemos que ¢ é uma imersao minima se e
somente se para qualquer p € M, tem-se Ag(p) é paralelo a dire¢ao normal a S™ em R,
a saber, Ap = \¢, onde A € C*>°(M). Entao,

0= Alg]* = (¢, ) + [V = Mg|” + [Vo[* = A + Vo[
Isso siginifica que
A= _‘V¢|2 = - <v6i¢7 vei¢> = - <ei7€i> = —m.

E interessante ver que para imersoes minimas em S" suas funcoes coordenadas em R+
sao autofuncoes do operador de Laplace em M com respeito ao autovalor —dim M. Reci-

procamente, temos o teorema de Takahashi (ver [16]). Seja

n+1
S*(r) = {(xl,...,an) c R"; fo = Tz}.

k=1

Teorema 2.7 (Takahashi, 1966, [16]). Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo m
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e ¢: M — R" uma imersao isométrica tal que para \ # 0 satisfazendo
Ap = —\o.

Entao
(1) A>0;
(2) ¢(M) C S™(r), onde r* = 5;
(3) ¢: M — S™(r) € uma imersao minima.

Demonstracdo. Seja H o vetor curvatura média de M em R"*'. Combinando a Proposicio
2.6 com a hipotese do teorema temos que —\¢ = mH, o que implica que ¢ é um vetor

normal de M em R""!. Para qualquer vetor X tangente a M tem-se

X (6,6) =2 (Vxo,0) =2(X,6) = 0.

Portanto,
|p|> = r* = constante.
Além disso,
0= SAI0P = (86,0 + [Vo = -1 +m,
a saber,
A= :1_2 > 0.

Isto prova as duas primeiras conclusoes do teorema. Também temos que

e 1 Ts™(r)
H= @0 = (1x0) o

e a prova do teorema fica completa. |
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Capitulo 3

Rigidez de Hipersuperficies Minimas de
Esferas com Curvatura de Ricci

Constante

3.1 Preliminares e Resultados Auxiliares

Seja ¢ : M — S™ C R™! uma imersao minima de uma variedade compacta orientada
de dimensao (n — 1) na esfera unitaria. Vamos identificar M com o conjunto ¢(M) C R*!

e 0 espaco T,M com o subespago linear d¢,(T,M) de R"*1.

Definigao 3.1 (Fungoes f, e l,). Seja w € R™ fivo. Vamos definir fungoes l, - M — R
e fo: M — R por
bw(p) = (P, w)
fu(p) = (v(p), w)

Observacao 3.1. Observe que l,, e f,, sao, respectivamente, as coordenadas da imersao ¢

para todo p € M.

e da aplicacao de Gauss v.

Vamos comegar esta secao calculando o gradiente das funcgoes [, e f,. Para isto, vamos

utilizar a técnica apresentada por J. Alias, A. Brasil Jr. e O. Perdomo em [1]:

Defini¢ao 3.2 (Campo w’). Para w € R™! fizo, definamos o campo de vetores tangente
w? : M — R por

w? (p) = w — Ly,(p)p — fu(p)v(p) para todo p € M. (3.1)

T ¢ um campo de vetores tangente em M pois vale que

Observacao 3.2. Claramente, w
(w”(p),p) =0 e {(w”,v(p)) =0 para todo p € M. Mais precisamente, w” ¢ a projecio orto-
gonal do vetor w sobre T,M. Desta forma, todo vetor w € R™ admite uma decomposi¢ao

em termos de w™ (p), v(p) e p.

34
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fu@)p € (T,5")"

]Rn+1 ,'\

w E IRTI.+1

T
peM w'(p) € T,M

lw(p)v € (T,M)*

Figura 3.1: Decomposicio de w € R*1,
Observacao 3.3. Para todo p € M, temos
R = T,8"e (T,8")"

= TpM D (TPZM)L D (TJDSH)L

.

=
<

em que T,M denota o espago normal a M em p, do ponto de vista M subvariedade de R" .
Neste caso, temos que T,M = [v(p), p|, ou seja, o espago normal é gerado pelo vetor posi¢ao
p € (T,S™)* e pela aplicagio de Gauss v(p) € (T,M)*.

Proposigao 3.1 (J. Alias, A. Brasil Jr. e O. Perdomo [1]). Se M"~! é uma hipersuperficie
suave de S™ e A denota seu operador de Weingarten com respeito ao campo de vetores normal

unitdrio v : M — R entdo, o gradiente das funcoes l, e f, sao dados por:
Vie=w" e Vf,=—-Aw"). (3.2)

Demonstragao. Para qualquer vetor v € T,M, seja « : (—e,£) — M uma curva tal que

a(0) = p e /(0) = v. Observe que

(v, Vi,(p)) = (dl)p(v)
d (lw(a(t)))
dt
d(a(t), w)
dt
= (/(0), w)

= <U,wT(p)>.

t=0

t=0
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Como a igualdade vale para todo v € T,M e w”(p) € T,M, entao, Vi,(p) = w” (p). Para

a funcao f,,, temos

(U,Vfw<p)> = (dfw)p(v>
d(fuw(a(t)))
dt t=0
= (A(v),w"(p))
= <v,—A(wT)>.

Portanto, V f,,(p) = —A(wT). |
Também temos as seguintes expressoes para o Laplaciano das funcgoes [, e f,.

Proposigao 3.2 (J. Alias, A. Brasil Jr. e O. Perdomo [1]). Se M"~! é uma hipersuperficie
suave de S™ com vetor curvatura média constante H, e A denota o operador de Weingarten
com respeito ao campo de vetores normal unitdrio v : M — R entdo, o Laplaciano das

funcoes 1, e f,, sao dados por:
—Aly=n—Dly e —Af, =4 fo. (3.3)

Demonstra¢ao. Primeiramente, considere as imersoes (M, V) N (S, V) LN (R™+1, V),
onde V, V e 6, denotam, respectivamente, as conexoes Riemannianas de M, S* e R*L
Entao, para todos X,Y € X(S") temos

§.v — <%Xy)TS”+ <%Xy>(TSn)L

= VxY + <6XY,p>p

= (VxY)™M 4+ (VxY)™ 4 (4,X,Y)p

= VXY—|—<VXY,1/>1/—(X,Y>])

= VxY+{(AX.Y)r—(X,Y)p (3.4)

Observe que, para todos u,v € T,M, substituindo X = v e Y = u em (3.4) e fazendo o

produto interno da equacgao resultante por v em ambos os lados, obtemos

<%Uu, 1/> = (Av,u) = <2L,v,u> = (A,v,u)
— ZV:AV Vu,veT,M

Prosseguindo, de (3.1) e (3.2) temos que

V,Vi, = V,w!
= %va — <Ayv, wT> v+ <v, wT>p
= ﬁv(w —Lwp — fuV) — <AVU, wT> v+ <v,wT>p
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Como

v(ly)p = (Vig,v)p = <wT, v>p
e

V(fw)v = (V fu, V) :—<Avw >V

Tem-se,

VoV, = =lu(p)v + fu(p)Au(v).
Seja {e1,...,e,—1} uma base ortonormal de T,M, entao o Laplaciano de [, no ponto p é
dado por:

i
L

Alw(]?) =

(]

(Ve, Vi, €;)

.

S
| =

1

= (—lw(p)ei + fu(p)Au(ei), ei)

1

i

n—1 n—1

— Z 6“61 +fw Z< 1/( i)aei>

=1 =1

= —(n—1Dly(p) + trago(A,) fu(p)
= —(n 1>lw<p> (n—l)wa(p). (3'5)

Para a funcdo f,, de (3.1) e (3.2) temos, para a funcdo v € T,M que

Vvvfw = ( AwT))

A),w? — Agyy w? — A, (V,wh)
A’ (p) = Ay (Vo).

Recordemos que a derivada covariante do operador de Weingarten A : T, M — T, M é dada
por
(VxA)LY =Vx(AY) — AV)L(VY — A VXY

Além disso, como o espaco ambiente M = S™ tem curvatura seccional constante, a equacio
de Codazzi (1.3) reduz-se a (ver [17] pagina 70):

(VxA)Y =(VyA),X (3.6)
logo,

vvvfw = _(VwT(p)A)V(U) - AV(_lw(p)v + fw(p)Au(U))
= —(VurpA)v + Lo(p) Ao — fu(p)AL(v), Vv e T,M.
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Portanto,
n—1
AfuP) = D (Ve Vi)

=1

- Z< A)vei + Lo(p)Aves = fulp) A3 (e:), e)

= Z< )€ €i) + Lu(p Z (Ave;, e;) fw(p)i<Az2/(e) e

= Z< el,e>—i—l p)traco(A,) — fu(p )i(Au(ei)>AV(€i)>
= —(n—1){w"(p), VH(p)) + (n — Dlu(p)H — ||A|*(0) fu(p).

Portanto, temos que

Afu=(n=1DlH = |A’(p) fu- (3.7)

Usando a minimalidade de M e a equagao de Codazzi (3.6) obtemos as seguintes expres-

soes:
Proposicao 3.3. O gradiente e o Laplaciano das funcoes l,, e f., sao dados por:

Vi, = w? Vie = —AwTh)

(3.8)
“Aly, = (n—1)l, Afy = ||AP

O lema a seguir é baseado na caracterizacao minimax para operadores elipticos.

Lema 3.1. Seja M C S" wma hipersuperficie minima compacta orientada. Se o primeiro
autovalor de A em M é (n—1), entdo para cada funcao suave f: M — R com fodV =0

temos que

JulVfPaV
(n—1) < W

Demonstragao. Sejam M C S™ minima e f € (M), com [,,fdV = 0. Se o primeiro

com igualdade se — Af = (n—1)f. (3.9)

autovalor do Laplaciano em M é \; = (n — 1), Pelo principio Minimax, ou Principio de

Rayleigh, obtemos que

. fM\Vf|2dV fM]Vf\de
—-1) = e -1 e
(n ) min fode = (n ) — foQdV
Pela minimalidade de M e pelo fato de que Ay = (n — 1), a igualdade (n — 1) = f]”ff‘vf#
ocorre se, e somente se, f € H(M) é uma autofungio associada ao autovalor \y = n — 1, ou
seja, —Af = (n—1)f. [ |
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Nosso teorema principal é baseado na técnica que usa o grupo de aplicacoes conformes
de S™ em S™; esta técnica foi apresentada por Peter Li e Shing-Tung Yau em [11]. Seja B"!

uma bola aberta unitaria em R"*!. Para cada ponto g € B"*! consideramos a aplicacdo

p+(u(p,g) +Ng
A{p,g) +1)

Fg<p) =

para todo p € S*, onde A = (1 — |g[*)2 e p = (A — 1)|g|"% Em [12] Sebastian Monticl e
Antonio Ros mostraram que Fj ¢ uma transformacao conforme de S" em S" e, para cada

v,w € T,S", sua diferencial dF, satisfaz

1— gl
((p, g) + 1)

Lema 3.2. Seja g € B"" C R™!, defina F, : S" — S" por F,(p) = % onde

A= (1—|g|)2 epn=(N—1)g|"2 Entio F, é uma aplicagio conforme e sua diferencial

(dEy(v), dFy(w)) = (v, w).

satisfaz

(dF,(v), dF,(w)) = ﬁ W),  VuweDS" (3.10)

Demonstracao. Primeiro, observe que

AN = 1—/1-g* 1 1= 1-g—g/?

P —1gl®  (—1lgP)  lglP(1 =g
R O e 7 0tV Wl 7 N S PRV Sl ]
9] (1—1g[?) 9] 1—gf?
= |gI72(1=N).
Portanto, temos
pA — A2 = |g|72(1 — ). (3.11)

A seguir, vamos calcular dFj, para isto, seja v € T,S™ qualquer, entao temos

(v+ (v, 9) YA ({p,g) + 1) = (p+ (1 {p, 9) + A)9) A (v, g)

dFy),(v) =
o () + 17

A (p, g) +1)v = A(v, p+/M<'v 9) (p,g) g — X {v,9) g

9)
X ((p,g) +1)°
9)
) +

A((p,g) + 1)v = A v, p+(/M X?) (v, g) g
X ((p,g) +1)*
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Por (3.11), obtemos que

_Mpg) + o= A{v,g)p+ (0,9) (1= Nlgl g

(prg) + 17 (3.12)

(dEy)p(v)

Além disso, temos

ﬁ—i— 1_; _1_2—\/1_’9’2_1
1—1g|? V1=|gP 1—|gf?
2
_ gl Lo VIZglP 1) 2y jgP 2
1—1g)? V1—=gP 1—lg|?
g + 1 —[gl” —2/1 —[g]2 + 14+ 2\/1 — |g|]> — 2

1—1g|?

Mg+ (1= +221-)\) =

= 0
Ou seja,
Mg+ (1=X2)? 4221 =) =0 (3.13)

Portanto, para v, w € T,S™ quaisquer, de (3.12) e (3.13) obtemos que

A ((p, g) +1)* (v, w)
((p,g) +1)*
Mgl + (1 =N+ 201 = M| (v, g) (w, g) [g]~*
((p,g) + 1)*

(v, w) .

<(ng)’p(U)7 (ng)p(w)>

+

1—lg?
((p,g) + 1)

Como g € B™™!, segue 1 — |g|* > 0 e, portanto, dF, ¢ uma aplica¢ao conforme. [ |

Em [11], Li e Yau provaram que se ¢ : M — S" é uma imersao conforme, entao existe
g € B" tal que fM(Fg o ¢)dV = (0,...,0). Neste trabalho vamos precisar do mesmo

resultado para uma imersao a qual nao necessariamente deve ser conforme.

Lema 3.3 (P. Li & S. Yau [11]). Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Se ¢ :
M — S™ ¢ uma aplicagao continua tal que para todo b € S™, o volume de ¢~ (b) € nulo,
entao existe g € B"™ tal que [, (Fyo¢)dV =(0,...,0).

Demonstracao. Para cada conjunto mensuravel 7" C M vamos denotar seu volume por

vol(T'). Vamos definir a aplicacdo H : B""' — B""! da seguinte maneira

H(g) = vol(lM) /M(Fg o @)dV = vol(lM) (/M (Fyo¢,e1)dV, .. .,/M (Fyoo,ent1) dV) .
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Observe que H(g) € B"™! pois,

|H(g)]* = ol /M((Fgo¢,6i>)2dV

(VAN
<
=5
==
e
,li 3
YN
=
—_
[\]
QU
<
N——
7 N
—~
<
e}
A
D
e
IS
<
N——

Precisamos mostrar que H(g) = (0,...,0) para algum g € B""'. Vamos concluir isso mos-

trando que H pode ser estendida continuamente a 9B"*! = S" com H(b) = b para todo

b € S*, uma vez que toda funcio continua de B**t! em B"tl a qual fixa 0B"! = S" deve

ser sobrejetiva.

Usando as hipoteses do lema obtemos que:

1
Vb €S, lim vol ({p; 1+ (6(p), bo) < ED — vol (qﬁ’l(—bo)) —0 (3.14)
— 00
Basta observar que p € ¢~ *(—bg) se, e somente se, ¢(p) = —by, assim se p € M ¢ tal que

1 + <¢(p)7 bO) < %7 1Og07

|6(p) — (=bo)I* = [6(p)[* + [bo]* + 2 (6(p), bo)
= 2(1+(¢(p), b))

Donde, tomando k suficiemente grande (kK — o00) observamos que: |¢(p) — (—=bo)| < 1 +
(¢(p),bo) < 7 — 0, ou seja, ¢ ¢ continua e ¢(p) = —by. Portanto, vale (3.14).

Prosseguindo, para cada b € S” e § > 0 vamos definir M;s(b) = {p eEM / 1+ (o(p),b) <

5}. Fixemos by € S™ e € > 0, por (3.14), para este € > 0, podemos encontrar um inteiro
positivo k tal que k > 1 e |M%(b0)] < gvol(M). Um célculo direto mostra que se b € S"
e |b—by| < 5 entao vale que Mi(b) C M%(bo). Com efeito, dado m € Mi(b) vale que

2k
1+ (¢(p),b) < o, donde vale que |¢(p) + b| < o, entdo temos:
[6(p) +bo] = [o(p) +b+ (=b+bo)| < |d(p) +b| + [b— by
111
2k 2k k
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Portanto, 1+ (¢(p), by) < % e, portanto, Mi (b) C M%(bo). Vamos provar o lema mostrando

que existe um ntimero positivo § tal que para qualquer ¢ € B""! com ﬁ — bo‘ < ﬁ e
lg| > 1 —0 tem - se:
<H() r |>>1—% (3.15)
Uma vez que tivermos (3.15), o lema segue observando que:
_ 9 g
) = (Hlo) L)+ ). - (00, L)
€ g
()
2 < ) 9]
€ 1
2 2k
> 1—¢
Vamos comegar a prova de (3.15). Observe que para todo p ¢ Mﬁ (ﬁ) temos:

ig1+<¢(p)7i>: |g|_1+1+<¢(p)>g>'

9l 9l
Entao,
1
oplal+ @ =lgl) <1+ (6(p), 9)
e portanto,
— |g|? 42
1 -] < 1 -1yl .
91(1+ (0).9) )~ (Selgl + (1= 1g))lg
Para um g € B""! fixo com || | —by| < %, vamos usar a desigualdade acima para estimar

a funcao <Fg(gz5(p)) z |> definda no complementar de M (W) Temos:

> (o), ) + (1(6(p).9) + )l

A((60). 9y +1)
(6(p), 9) + (A = 1) <¢(p)79>+A|9|2

g ((6(p), 9) +1
_ 1 1— Ig\2
91 |g|<<¢(p),g> + 1)
1 1—gf?

v

191 lgI (1ol + (1 )

Como a ultima expressdo é indepedente de p e converge para 1 quando |g| vai para 1,
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podemos encontrar 0 > 0 tal que para todo p ¢ M1 (W) se 1 — 0 < |g| entao

(Fo &) =15

Assim para qualquer g € B"*! com ‘ﬁ — bo) < i e gl >1—9 temos:

(#0151 = o /M\M1<g> (oo [, () (oo )

5 \Tg] ﬁ lgl

V01<1M) (1 - Z) vol(M) — vol (Ml (Gﬁ)))
1
> 1= 52 (0 (7))

€ 1
> 1-°2 1 (M1 b )
1~ 2510 VO (M (o)
€
> 1—=
2
Isto completa a prova de (3.15) e portanto a prova do lema. |

3.2 A Meédia da Norma do Operador de Weingarten

Nesta secao vamos fazer algumas estimativas sobre a média integral do quadrado da

norma do operador de Weingarten 1— f M ||A||?dV para hipersuperficies minimas que sa-

VO

tisfazem a condigao (%). Vamos provar que se a imersao ¢ dada pelas primeiras autofungoes,

entao ||A|[?dV > n — 1 com igualdade apenas se M é uma hipersuperficie de

i J.
* Vol(M) JMm
Clifford. Vamos comecar esta secao apresentando os seguintes lemas.

Lema 3.4. Seja M uma variedade minima fechada orientada em S". Se w € R"™ ¢ um

vetor fizo tal que a funcio 1+ f,(p) € sempre positiva em M, entdo

1— |w|2 lwT 2| Al|2 + 2| A] ]2 — 2] A(wT)|?
A 2dV:/ A dV / w dV. 3.16
/MH H ( ) ‘ H " (1+fw>2 ( )

Demonstra¢ao. Definamos uma fungdo f : M — R por f = In(l + f,). Considere

a: (—e,e) — M uma curva tal que a(0) = p com «’(0) = v, entdo tem-se

(@) @)

<Vf<p)7 U) - dt t=0 1+ fw(p)
1+ fu(p) /"

Universidade Federal do Amazonas - UFAM




44 Capitulo 3. Rigidez de Hipersuperficies Minimas de Esferas com CRC

Portanto o gradiente de f é dado por

V fu

Vf= 57 (3.17)
De (3.17) obtemos
Cor AN VAP 12 AP fu(fe + 1) + 2V P
Af = divVf = 1+ f, 1+ fu)? = 2( 1+ fu)? )
_ _1<(2fw+f3,—fi+1—1+\w\2—!w!2—li+li)|!AH2+2IVfw!2)
2 (14 fu)?
(AR (P = 1) = (P = £ =) — ) AL+ 2V
-2 (1+ fo)?
ey (P = DIAIR = [T PIIA]2 - 2IA]P + 2/ AP
- 5 (1 + T+ fu) )

Como Vf tem suporte compacto em M, pelo Teorema da Divergéncia, concluimos que
[y (Af)dV =0, e, portanto, obtemos o resultado. [ |

Lema 3.5. Sejam ¢ : M — S™ uma aplicagio suave, g € B" e {e;}!' uma base
ortonormal de R"*. Se definirmos h; : M — R por hi(p) = (F,(¢(p)),e;) e si : M — R
por s;(p) = (¢(p), e;), entao

n+1

n+1 e B 1— |g|2 p
2 IV 0) = ) g 25 V) (3.18)

Demonstragio. Seja {v;}!—] uma base ortonormal de T,M. Considere uma curva diferen-

ciavel v : R — M tal que v(0) = p e 4/(0) = v;. Como

niey = La00),

= S(EG0oO).)|
- <<ng)¢(p)(d¢(Uj))a€z‘>

Segue que,

IVhi*(p) = i(Vhi(p),vﬁQ
= Y (dhi(y))?

Jj=1
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Prosseguindo, temos

n+1 n+1 n—1

S IAEG) = 303 (@R o) e )
-y (Z (@) (doey)). ) )2>

- ZH(dF) o) (dD())]> = ZHdF )Pl de(v))|[?
1
o lg/*

1 2
= T g )

Por outro lado observe que se A : R — M ¢é uma curva diferenciavel tal que A(0) = p e

X (0) = v;, entdo temos que

dsilvy) = (600, €0 )| = (d6(0,). e
Donde,
ldo(w)I? = S (s (o)
Portanto,
i 12 . — _|9|2 N2
D IVhP®) = X i e 1wl
_ — 1—|gf? - (o ))2
- Z T+ (00, 1 2 )

_ 1— 1912 Z (Vsi(p), 05)’

- = 1 — |g|2 . ”Z ("Z‘: <v3i(p),vj>2>

A seguir, vamos apresentar o Teorema Principal deste trabalho, demonstrado por Oscar

Perdomo em [14].

Teorema Principal (O. Perdomo, 2004 [14]). Seja M wma hipersuperficie minima com-
pacta orientada imersa em S™ pelas primeiras autofuncoes do Laplaciano. Denote por

{ki(p)}'=}' as curvaturas principais de M em p. Se M ndo € totalmente geodésica e r2(p) <
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46 Capitulo 3. Rigidez de Hipersuperficies Minimas de Esferas com CRC

2

—IZJ1/{()pamt0d0p€Met0doz€{1 .,n— 1} entao
(n — 1) com igualdade apenas se M € um hipersuperficie de Clifford.

fM||A\|2dV >

vol

Demonstracao. Vamos demonstrar o teorema principal através dos seguintes passos:

Passo 1: Vamos comecar a prova do teorema verificando que a aplicacao de Gauss v :
M — S™ satisfaz as hipoteses do Lema 3.3. Sabemos que v é continua. Vamos mostrar que
vol(v~1(b)) = 0 para todo b € S™.

Com efeito, seja b € S* qualquer, como 7,S" = T,M @ {b}, podemos tomar um vetor
wy € T,M tal que (wo,b) = 0. Observe que v~(b) C f,1(0). Além disso, fu, satisfaz uma
equagao eliptica, a saber, —Af,, = ||A||?fu,. Entdo o conjunto nodal f,!(0) tem medida
nula em M, assim vol(v~!(b)) = 0. Como v satisfaz as hipoteses do Lema 3.3, podemos

encontrar g € B"! tal que
/ (Fyov)dV = (0,...,0).
M

Passo 2: A igualdade acima implica que as funcoes h; = (F,(v(p)), e;) sdo perpendiculares

a uma funcao constante, ou seja, thidV = 0. Entao pelo Lema 3.1, obtemos que
/ |Vhi[*dV > (n — 1)/ R2dV, Yie{l,...,n+1},
M M

com igualdade se, e somente, Ah; = (n—1)h;. Somando em ambos os lados da desigualdade,

quando, : = 1,...,n + 1 segue que,
n+1 n+1
Vhi?dV > (n—1) / hZdV
Z/ | ’ Z M
n+1
= (n—1) / V2 dv
M5 Z
= (n—1) VOI(M) (3.19)

com igualdade se, e somente se, Ah; = (n — 1)h;.

Passo 3: Por outro lado, pelo Lema 3.5, temos que

n+1 n+1

2
;‘thF: (1 |g| Z‘erz

’9’2 2
< () 92 ||A\| (3.20)
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Passo 4: Portanto, usando (3.19), (3.20) e o Lema 3.4, temos

(n—1)vol(M) < / <1+—<!9(! >||A\| v
All2 +2[)4] 1 - 2|4
_ /||A||dV /Iglll I +1J|lfi|) 24D

com igualdade se, e somente se, —Ah; = (n— 1)h;. Observe que as hipoteses sobre os valores

do operador plano A implicam que

/ " PIAIP + ZIAIP? — 2]A(g")1? 0
(1+ fy)? B
com igualdade se, e somente se, g = 0. Com efeito, seja {vy,...,v,_1} uma base ortonormal

de T,M tal que A(v;) = K;v;, para todo i = 1,...,n — 1. Como ¢*(p) € T,M podemos

escrever este vetor da seguinte maneira: gT(p) = g1v1 + -+ + gn_1V,_1. Desta forma, temos

Zg < i e AL
Logo,
9" () PIAIP + ZIIAIP = 2[A(g") P = EI|A]]* > 0 (3.21)

com igualdade se, e somente se, [, = 0, ou seja, g = 0. Assim, por (3.21) obtemos a seguinte

desigualdade

/ A][2dV > n— 1
M

vol(M)
em que a igualdade ocorre se, e somente se, g = 0 e —Ah; = (n — 1)h; para todo i =
,....,n+ 1L

Passo 5: Observe que g = 0 é equivalente a h; = f., para todo¢=1,...,n+ 1, pois

hi(p) = (Fy(v(p)), e

A((p, 0) +1

= (v(p)ei)

= Jfa(p)
Prosseguindo, temos que a igualdade W [y llA[]PdV = n — 1 ocorre se, e somente se,
hi = f., e =Ah; = (n — 1)h; para todo ¢ = 1,...,n + 1. Logo, tem-se que igualdade

! / APV = n — 1 (3.22)
= N — .
vol(M) S, ’
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é equivalente a

(n—=1f; = (n—1h
= —Ah;
= -Af,
= |lAlIIPf.,

Ou seja, ||A|[> = n—1, e, portanto, concluimos que a igualdade [, ||A|[*dV = (n—1) vol(M)

ocorre se, e somente se, M é isométrica a uma hipersuperficie de Clifford. [ |
Como consequéncia do Teorema 3.2 temos os seguintes resultados.

Corolario 3.1. Se M C S? ¢ uma toro minimo compacto imerso pelas primeiras autofun-

coes, entdo M € um toro de Clifford.

Corolario 3.2. Seja M uma hipersuperficie minima compacta orientada imersa em S™ pelas
primeiras autofuncoes. Se M ndo € totalmente geodésica e as curvaturas de Ricci e escalar
satisfazem a desigualdade

n—3 2Ric(v)

R < + para qualquer v € TM com |v| =1 (%)
n—1 n—1

entao W [y JAIPdV > (n — 1) com igualdade apenas se M é isométrica a uma hipersu-

perficie de Clifford.

Demonstragio. Sejam {x;}!'~' os autovalores de A. Seja {v;}7-' uma base ortonormal de

T,M tal que A(v;) = k;v; para i = 1,...,n — 1. Pela formula de Gauss, Teorema 1.3 pagina
16, como S™ tem curvatura seccional constante k = 1, temos para i # j a seguinte expressao

curvatura seccional

k(Ui,Uj) = E(UZ',UJ') + <B(Ui,Ui>,B(Uj,Uj)> + <B(U¢,’Uj), B(Ui,vj»
= (B(vi,vi),v) (B(vj,v;),v) — (B(vi, v5),v) (B(vi, v5),v)
= 14 (A(i), v ) Alv), 03) = ({Av:), 0))°

= 1 + I{il‘{j
Logo,
k(vi,vj) = 1+ Kikj, para i # j (3.23)
Somando em ambos os lados de (3.23), para j #ied,j=1,...,n— 1, obtemos que
Zk‘(vi,vj) =(Mn—-2)+~k; Zﬁj
ji J#
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Dai,

( Z /@) (n—2) — (n — 2) Ric(v;) (3.24)
J#i
Por outro lado, pela minimalidade de M temos que H = 0. Em termos das curvaturas

principais de M tem-se trago de A = 3" ' k; = k) + -+~ + K, = 0. Entdo, para j # i,

1
segue que x; = — > "~ K;. Logo, tem-se

=K; <—n2_1/<;j> (3.25)

De (3.24) e (3.25) obtemos a seguinte expressao:

ki = (n—2) — (n — 2) Ric(vy) (3.26)
Entao somando (3.26) em ambos os lados de i = 1,...,n — 1, temos
n—1
AP = > w2
i=1
n—1

= Z(n—? (n—2) X:PucvZ

i=1
= (n—1)(n —2)—(n—2)(n—1)R
= (n—=1)(n—-2)(1—-R)
Ou seja,

1AI* = (n—1)(n - 2)(1 - R) (3.27)
Agora, usando as hipoteses do corolario, de (x) obtemos que

_ 1
—Ric(v)§n23—n2 R V=1 (3.28)

Desta forma, de (3.26), (3.27) e (3.28), concluimos que

Kk} = (n—2)— (n—2)Ric(v;)
< (n=-2)+n 2)( 23 ";1}%)
(0=20=3) , (1= D=2)

= (n—2)+ 5
(n—2)(n—3) (n—1(mn—2)  [A]]
— ) —
(n—2)+ 5 5 + 5
AR
2
Portanto, as hipoteses do Teorema 3.2 sao satisfeitas e segue o resultado. |
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3.3 Hipersuperficies Minimas com Curvatura de Ricci

Constante

Vamos comecar classificando as hipersuperficies minimas em esferas com curvatura de

Ricci constante.

Observacao 3.4. Usando a equacdo (3.26) da se¢do §3.2 que a curvatura de Ricci de qual-

quer hipersuperficie minima em S™ nao pode ser maior que 1, pois

2
i

o1
Ric -2 = ,

Vi=1,...,n—1,

além disso, se a curvatura de Ricci for constante, entao as curvaturas principais de M

também devem ser constantes e estas podem apenas assumir os valores

/{i::t\\/(n—Z‘)r(l—RicZ.

Esta observagao forca M ser uma hipersuperficie isoparamétrica, ou seja, temos que k;(p) =

const., com uma curvatura principal (quando ¢ nao muda de sinal):
Rl ="*"*"=Rp_1—=2C¢C ou Ry ="+ =RKp_—1 = —C
ou duas curvaturas principais (quando ¢ varia de sinal)
Ry =" "= Rp—1 = *+c.

No primeiro caso, temos que M é um equador, ou seja, € a totalmente umbilica S*™* em S™.
No sequndo caso, M é uma hipersuperficie de Clifford com duas curvaturas principais ¢ e —c,

com respectivas curvaturas multiplicidades, q e |, maiores que 1, satisfazendo q+1=n—1,
a saberM:Sq< %) x S <1/ﬁ).

Observacao 3.5. Um cdlculo direto mostra que apenas as hipersuperficies de Clifford com

. . ~ n—1 n—1 .
curvatura de Ricci constante sao aquelas da forma S 2 (‘/75) XSz (\/75) com n impar. Com

efeito, se M C S™ é minima com curvatura de Ricci constante, pela Observagao 3.4, obtemos

traco de A= (c+---+c)+(—c—---—¢c)=0

7

g—vezes 1-vezes
Desta forma devemos ter qc = lc, ou seja, ¢ =1 com ¢+ 1=n — 1. Logo,

n—1
2

qg=1=

com n impar e M deve ser da forma S%(%i) X S%(%i)
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Observacgido 3.6. A partir da equacio (3.26): k2 = (n — 2)(1 — Ric(v;)), se a curvatura de

Ricci for constante, podemos obter a sequinte expressao:

[|A][?
(n—1)(n—2)

Ric=1-—

Portanto, para M totalmente geodésica S"™1, ou seja, ||A||* = 0, devemos ter Ric = 1 e para

M Hipersuperficie de Clifford, ou seja, ||A||*> =n — 1, devemos ter Ric = =3

n—2"
A partir das observacoes anteriores, podemos destacar a seguinte caracterizagao:
Classificagao de Hipersuperficies Minimas com Curvatura de Ricci Constante.

Seja M uma hipersuperficie minima, orientada, compacta da esfera unitdria S™. Se a cur-

vatura de Ricci de M € constante, entdo temos que Ric =1 e M € isométrica a S ou, n

¢ impar, Ric = =3 ¢ M ¢ isométrica a S%(‘/Ti) x S"7 (‘/75)
Al = n — 1 Mg o | Ric = 555
A A
| |
! |
Clifford Hyp. constant
or - — > Ricci
tot. geodesic curvature

|
|
4P =0 i Ric = 1]

Figura 3.2: Classificacao de M com Ric Constante.

Vamos mostrar existe um nimero positivo €(n) tal que se M C S™ é uma hipersuperficie
231 < ¢(n) para todo (m,v) €
TM, [v] =1, e com [, ||[A]|?dV = [,,(n —1)dV (ou equivalentemente com [,,RdV =
fM Z—:‘I’)dV, entao, n deve ser impar e M deve ser isométrica a hipersuperficie de Clifford

Mnfl n—1.

2 7 2

Observacao 3.7. Em geral, as hipersuperficies de Clifford minimas em S™ sdo aquelas da

minima imersa pelas primeiras autofun¢ées com |Ric,(v) —

forma

l
M., — Rt « RHT . 2 _ 4 2_

Entao, para todo (z,y) € My, temos o seguinte espago tangente
Ty My = {(v,w) € R X RF L (2,0) = (w,y) = 0}

E, a aplicagio de Gauss v : My — S™ € dada por
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Como o operador de Weingarten A ¢ dado por A,)(X) = —(dv) @y (X), para todo X €

TizyyMg, temos as sequintes curvaturas principais

vi NG

Kl:...:/{q:__ Kq-i—l:”.:’%l:_

Vi

Combinando as informacées obtidas para as curvaturas principais com a equacio 3.26,

seja {v1,...,vp—1} uma base ortonormal de T, My tal que A(vy) = kg, para todo s €
{1,...,n — 1}, obtemos as sequintes leis de formacgao para a curvatura de Ricci
Ric(v;) = 1 — +—! e {l,....q}
iclv;) =1— ———, parai RN
q(n—2)
(3.29)
. q 1 .
Ric(v;) =1— - , paraj €{q+1,... )1}

[ (n—2)

Lema 3.6. Suponha que existam q,l € N com q+1=n—1 en > 3, tais que, para qualquer

vetor unitdrio v € T M tem-se

n—3 n—3

Ric(v) — <e€(n) = CEDICES)

n —

Entao, para todo p € M e todo i € {1,...,n — 1}, vale que

[1A]”
/i? < 5
Demonstracao. Seja {vy,...,v,—1} uma base ortonormal de T,M tal que A(v;) = K;v;.

Observe que a limitacao sobre a curvatura de Ricci implica a mesma limitacao sobre a

curvatura escalar R. Com efeito,

Rictw) - 25| <aln) = (227 -am) < Ricw) < (227 +at)
— (Zif —el(n)) S : Ric(vs) < (n:?’ +61(n)>
— Z:i’—el(n)) <R< (Z:i)—i—él(n))
-2 a0

Além disso, tais limitagoes acima fornecem que

n—3 n—3
~R< D) 2 (3.30)

n—3 -~ n—=3
n—=2)(n—1) n-—2

— Ric(v;) < (3.31)
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Combinando (3.27) de §3.2 e (3.30) obtemos que

AP = (n—1)(n—2)(1-R)
> (n—l)(n—Q)(l—n_3 (n—3) )

n—2 (n—2)n+1)
()

n—1
n+1

Logo, teremos
no1_ AP

3.32
n+1— 2 ( )
Portanto, usando (3.26), (3.32) e (3.31), concluimos que
k? = (n—2)(1—Ric(v;))
n—3
< —-2)(1 -
< (-2 (14 e - 255)
n—3
=1
* n—2
o n—1
T+l
LAl
- 2
|

Lema 3.7. Defina o nimero €(n) por:

e1(n), sen=34
e(n) =
" L >5
—, sen
Entao, vale que €(n) < €1(n), para todo n > 3.

Demonstra¢ao. Com efeito. Para n = 3 e n = 4 valem as igualdades €(3) = ¢;(n) e €(4) =
€1(4). Para n > 5, a desigualdade

1 n—3
<

3.33
(n—2)2 " (n—2)(n+1) (3:33)
é equivalente a
0<n?®—6n+5 (3.34)
o que é verdade. [ |
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Teorema 3.1 (O. Perdomo, 2004 [14]). Seja M C S™ uma hipersuperficie mz’m’ma compacta
e 1mersa pelas primeiras autofungoes. Se a média da curvatura escalar € —== M fM RAV =

e para qualquer vetor unitdrio tem-se

n—3
n—1

Ric(v) —

< ¢(n),

~ . . oy n—1 n—1
entdo n deve ser impar e M deve ser isomélrica a Sz (%5) XSz (*/75)

Demonstragdo. Pelo Lema 3.7, temos que, se | Ric(v) — 2=23| <

e( ) entdo |Ric(v) — 2=3| <
€1(n) e, cosequentemente, pelo Lema 3.6, devemos ter x? < -

para todo p € M e todo
i € {l,...,n — 1}. Pelo Teorema Principal, vale que W Jus ||A||2dV > n — 1 com igual-
dade apenas no caso em que M ¢é um hipersuperficie de Clifford. Por outro lado, por hipo6-

tese, temos que a média da curvatura escalar é RAV = 2= o que ¢ equivalente a

vol(]\/[ fM

Vol(M fM [|A|[?dV = n — 1, ou seja, vale a igualdade e M é uma hlpelsuperflcle de Clifford

da forma

{
n—1

S7(y | —1=) x S/

n—1

[
_ RO+ 5« R+ - 2_ _ 49 2 _ _
)= { ) € R xR ol = e P =

n

Suponhamos que q # [, com ¢ + [ = n — 1. Entao, podemos assumir que

> e q<——1<

2 2

|3

Portanto, é > 5. Por (3.29), segue que, para algum vetor |v| = 1, devemos ter Ric(v) =

1—éﬁ.Entéo,

n—3 ) n—3 [ 1

n—Q—RIC(U) - n—2—1+6n—2
S n—3_1+ n
T on—2 (n—2)
B 2
- (n—2)
> €(n)

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter ¢ = [ = ”T’l com n impar e M deve ser isométrica

a " () x 8" (). =

Exemplo 3.1. Vamos considerar a sequinte familia de superficies minimas de género zero
estudadas por Lawson em [8]. Para qualquer par de inteiros r e s de inteiros relativamente

primos, vamos definir: T,, = {¢(z,y) : x,y € R}, onde ¢ : R* — T,, C S* ¢é dada por

o(z,y) = (CoSTT COS Y, Sen T COS Y, COS ST SeN ¥, Sen ST sen y)

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.3. Hipersuperficies Minimas com Curvatura de Ricci Constante 55

Observe que

¢z (x,y) = (—rsenrx cosy,r cosrr cosy, —sSen ST Sen Y, S Cos ST seny)
¢y(z,y) = (— cosrrseny, — senr seny, Cos ST COS Y, SEN ST COS Y) (3.35)

Guy(x,y) = (rsenrx seny, —r cos T sen y, —S Sen s cos Y, s COS ST COS YY)

De (3.35), obtemos
|6z]? = r?cos?y + s?sen’y = F
|y |> = sen®y + cos? = 1 (3.36)
<¢:E7 ¢y> - O

Isso mostra que {\/E(bx,gby} determina um referencial ortonormal de campos de vetores

tangentes para Ty Ths, para todos x,y € R. Além disso, temos as sequintes igualdades

<¢ya ¢xy> =0
(Gay, ay) = r*sen®y + s* cos® y (3.37)

(s Ony) = —(1? + 5*)cosy seny

Afirmamos que o vetor

7’2—82

v(z,y) = i

E
sent cosyP, + ——dqy
rs

define um vetor normal unitdrio de T,; como uma subvariedade de S*. Para ver isto, basta

observar a partir de (3.37), que
=1 ¢ (62 = (my) = (16) =0 (3.39)
De (3.38), sabemos que (v, ¢,) = 0 logo teremos que (Vy, ¢y) + (V, ¢uy) = 0. Portanto,

(U, Guy) = — (Va, Dy) (3.39)

Dai, obtemos que

= W) = 2 (V) = = (Vs
Logo,
(Var ) = % S <—%¢y,¢y>
Portanto,

b, (3.40)

De forma andloga, (3.38) sabemos que (v, ¢,) = 0, donde obtemos

<V7 ¢xy> = - <Vy7 ¢z> . (341)
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Desta forma, de (3.38) e (3.41), temos

1= <V, V) = \/_E <V> ¢zy> = _\i_SE <V€B’¢y>

rs
Logo,
(v, ) = —%W = <—%¢x,¢x>
Portanto,
Alpy) = —vy = %(E‘%%) (3.42)

Se escrevermos a matriz da transformacao linear A : Ty Trs — Tywy)Trs na base orto-

normal {E~2¢,, ¢, },
A(E~2¢,) = rsE~1¢,
Ag,) = rsE" (E72¢)
podemos deduzir que as curvaturas principais de T.s em ¢(x,y) sao taqs(z,y) onde a,s =

rsE~L. Observe que se r = s+ 1, entio a,s(x,y) vai uniformemente para 1 quando r vai

para o infinito. Com efeito, temos

B r(r—1)
ars(t,y) = r2cos?y + (r —1)?sen?y
_ r—r
© r2—2rsen?y + sen?y
B 1 1
N 1— 2gen?y + v r—2sen?y + U

Portanto,

lim a,, = 1.
r—00

Como temos a®> = (1 — Ric) entdo seque que Ric = 1 — a® e a curvatura de Ricci de T, vai

uniformemente para zero quando r = s+ 1 vai para o infinito.

Observacao 3.8. Para n = 3 o toro de Clifford é a inica superficie minima com curvatura
de Ricci constante igual a Z—:g’ = 0. O exemplo anterior mostra que existe uma quantidadade
infinita de superficies minimas imersas em S® com curvatura de Ricci arbitrariamente pro-
xima de zero e com média da curvatura escalar igual a zero. Pelo coroldrio 3.2, o primeiro
autovalor do laplaciano desses exemplos é menor que 2, pois devemos ter [, ||A|*> < 2|M].
Portanto, pelo menos para o caso n = 3, temos que a condi¢ao sobre o primeiro autovalor

do Teorema 3.2 € necessdria.
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