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Resumo

EXTENSOES DE GRUPOS FINITAMENTE APRESENTADOS POR
GRUPOS LIVRES

Orientadora: Prof.? Dr.* Sheila Campos Chagas

Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Utilizando a teoria dos fins, J. Stallings mostrou em 1971 que um grupo finitamente
gerado com uma infinidade de finais admite uma decomposicao ou como um produto livre
generalizado nao trivial ou como HNN-extensao, tal que os sugbrupos amalgamados (resp.
subgrupos associados) sao finitos. Em 1972, Karrass, Pietrowiski e Solitar obtiveram uma
caracterizacao das extensoes finitas e ciclicas de grupos livres e em 1978, R. Bieri e R.
Strebel, caracterizam os grupos quase finitamente apresentados sobre um anel, como sendo
uma HNN-extensao com uma letra estavel.

O presente trabalho tem o objetivo de dar uma prova clara e detalhada do resultado
de G. Baumslag e C. F. Miller III, que inclui como como conseqiiéncia os resultados de

Karrass e Bieri:

Teorema: Seja G um grupo finitamente apresentado com um quociente livre de posto
n. Entao G é uma HNN-extensao com n letras estdveis, de um grupo B finitamente

gerado e subgrupos assoctados finitamente gerados.



Abstract

FINITELY PRESENTED EXTENSIONS BY FREE GROUPS

Using the theory of ends, J. Stallings showed in 1971 that any finitely generated with
infinitely many ends has a decomposition either as a non-trivial generalizated free product
or as an HNN-extension where the amalgamated (respectively associated) sugbroups are
finite. In 1972, Karrass, Pietrowiski e Solitar provide a caracterization for finite and cyclic
extension of a free group and in 1978, R. Bieri and R. Strebel described an almost-finitely
generated group over a ring as a HNN-extension with a single stable letter.

The present work aims to provide a detailed proof to a result by G. Baumslag and C.

F. Miller IIT that includes as a consequence, the results of Karrass and Bieri:

Theorem: Let G be a finitely presented group with a free quocient of rank n. Then
G 1s an HNN-extension with n stable letters, of a finitely generated groupo B finitely

generated associated subgroups.
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Introducao

A caracterizacao das extensoes de grupos livres provem de um interesse bem mais antigo
da topologia algébrica e teoria combinatorial dos grupos: o estabelecimento de condigoes
necessarias e suficientes para que um grupo se decomponha como um produto livre amal-
gamado ou uma HNN-extensao.

Compreender a necessidade de tal classificacao remete-nos a prépria motivacao que
desenvolveu a teoria combinatorial dos grupos. Este ramo situa-se como eixo intermediario
entre a teoria de grupos e a topologia e a descoberta do grupo fundamental por Poincaré
trouxe a luz novos objetos, a saber, as apresentacoes de grupos e as teorias de homologia
e cohomologia de grupos, que logo depois se desenvolveram paralela e independentente
da conexao topologica, tecendo novas idéias e resultados puramente algébricos.

A caracterizagao de Stallings em 1971 faz uso da nogao de estrutura bipolar, cujo

detalhes podem ser consultados em [17], de onde parafraseamos a versao para o resultado:

Teorema 0.1 Um grupo G admite uma estrutura bipolar se e somente se, 0 mesmo se

decompoe ou como um produto livre amalgamado nao trivial ou uma HNN-extensao.

No ano seguinte, Karrass, Pietrowiski e Solitar caracterizam as extensoes ciclicas finitas

e finitas de grupos livres, tratando cada caso em particular. Do artigo original [3] citamos:

Teorema 0.2 Seja G um grupo finitamente gerado. Entao G é uma extensao finita de

um grupo livre H se, e somente se G é uma HNN-extensao.



Teorema 0.3 Se GG ¢ uma extensao ciclica infinita de um grupo livre H e se G tem cen-
tro nao trivial Z, entao G é uma HNN-extensdo cujo grupo base é um produto-drvore de

grupos ciclicos infinitos e cujos grupos associados estao contidos nos vértices.

Um grupo que é uma extensao finita de um grupo livre é chamado wvirtualmente livre.
Mais geralmente, dada uma propriedade P para grupos, um grupo ¢ virtualmente-P se
existe H < G tal que H € P e o indice [G : H] é finito.

A decomposicao como HNN-extensao surge no contexto da estrutura dos subgrupos
finitamente apresentados e que sao soliveis. Neste sentido, Bieri e Strebel criam a nocao
de grupo quase finitamente apresentado. Se K é um anel comutativo com unidade, um
grupo G é quase finitamente apresentado sobre K se existe uma apresentagao G = F/R,
tal que F é um grupo de posto finito e o produto tensorial R* ) » K ¢ um KG-médulo

finitamente gerado. Com isso os autores delineam um dos resultados principais do artigo:

Teorema 0.4 Seja G um grupo que contém um subgrupo normal N cujo quociente G /N
¢ infinito e seja t € G um elemento tal que gpa(N,t) = G. Se G é quase finitamente
apresentado sobre algum anel K entdo G é uma HNN-extensao com letra estdvel t, tal

que o grupo base e o0s subgrupos associados sao finitamente gerados e estao contidos em

N.

Num teorema seguinte, os autores consideram uma extensao nilpotente por ciclico
infinito. Tal grupo deve ser uma HNN-extensao ascendente, cujo grupo base é nilpotente

finitamente gerado.



Capitulo 1

Topicos Preliminares

1.1 Grupos Livres

A noc¢ao de grupo livre é o ponto de partida que adotaremos para desenvolver a teoria
bésica de apresentacoes de grupos. Foram pela primeira vez mencionados por Walter
Dick como o grupos mais gerais possiveis que se pode obter a partir de um conjunto de
geradores que nao possuem qualquer relagao entre si além das determinadas pela definicao

de grupo.

1.1.1 Definicao

Definicao 1.1 Seja F' um grupo, X um conjunto nao vazio e uma aplicacao v : X — F.
Dizemos que o par (F,t) € um grupo livre sobre X se para qualquer grupo G e aplica¢ao
¢ : X — G existir um unico homomorfismo ¢ : F — G tal que o diagrama abaizo é

comutativo.

%F

X e
G

L

O conjunto X € chamado de base livre de F' e a cardinalidade de X chama-se o posto

de F'.



O grupo F' acima descrito esta definido como sendo a solucao para um diagrama
comutativo. Diz-se que F' possui uma propriedade universal. Uma pergunta natural é
decidir se tal objeto existe e é inico. Daremos uma resposta positiva a essa questao mais
adiante.

Por enquanto, assumindo a existéncia de F', vamos deduzir propriedades de um grupo
livre que podem ser estabelecidas utilizando apenas a propriedade universal. Observamos
que ao considerar G = F no diagrama, segue-se que ¢ € injetiva, o que nos permite
visualizar o conjunto X contido em F', dispensando qualquer referéncia a ¢.

As proposicoes seguintes fornecem mais informagcoes sobre X:
Proposicao 1.2 Todo grupo livre é gerado pela sua base livre

Demonstragao. Seja (F,:) um grupo livre sobre X e H o subgrupo de F', gerado
pela imagem de X. Pela propriedade universal a aplicacao ¢ induz um homomorfismo
¢: F — H tal que oo =1 em X

Seja § : H — F a inclusao. Entao existe uma extensao v : ' — F' para a aplicacao

Ov. Por unicidade, 7 coincide com #¢. Porém, para todo i(z), x € X temos 0¢(i(z)) =

0(i(z)) = i(x).

Desta forma o homomorfismo 6¢ estende a identidade de +(X) assim como a aplicagao
identidade de F'. Novamente por unicidade, 8¢ = 1, donde concluimos que #¢ é sobre-
jetiva. Segue-se entao que F' = Im(0¢) = Im¢ C H. Logo F coincide com H e portanto

F' é gerado pela imagem de X [

A proposicao seguinte mostra que a nocao de posto de um grupo livre é bem definida.

Proposicao 1.3 Dois grupos livres Fy e Fy sao isomorfos se e somente se o posto de Fy

¢ igual ao posto de Fj



Demonstragao. Para cada i = 1,2, consideramos X;, as respectivas bases livres dos
grupos F; com respectivas inclusoes ¢; : X; — F; e escrevemos Y; = 1;(X;). Considere
Hom(F;,Zs) o conjunto de todos os homomorfismos de F; em Z,. Para quaisquer «, €

Hom(F;,7Z5) as regras definidas por

(a+ B)(x) := a(z) + f(x)
(k-a)(x) = k(a(z)), k€Z

sao também homomorfismos de F; em Zy. Entao as operagoes (a, ) — o+ (e (o, k) —
k - a conferem a Hom(F;, Zs) uma estrutura de espago vetorial sobre Zs.

Dado = € Y}, a aplicacdo ay, : F; — Zg, a(x) =1 e a,(y) = 0 se y # & é um homo-
morfismo. Temos que o conjunto B; = {a,|r € X;} forma uma base para Hom(F;, Zs).
De fato, qualquer somatério eryi kra, igual ao homomorfismo trivial implica em k, = 0
para todo x € Y;. Logo, B; é um conjunto linearmente independente em Hom(F;, Zs).

Igualmente, qualquer a € Hom(F;,Zs) pode ser decomposto em termos de um so-

matério v = ) kic,, onde se faz k, = 0 ou k, = 1 convinientemente. Portanto, cada

z€Y;
B; é também um conjunto gerador de Hom(F;,Zs) e assim, dim Hom(F;,Zs) = |B;| =
| X;l, 1 =1,2.

Pela Proposicao 1.2, F; é gerado por Y; e um isormofismo ¢ : F; — Fy implica que
F; é gerado pela imagem ¢(Y;). Analogamente, verificamos que o conjunto By = {a, |z €

»(X1)}, construido da mesma forma que os B; anteriores, consiste em uma base para

Hom(Fy, Zy. Segue-se entao que
dim Hom(Fy, Zz) = |p(Y1)| = | Xo| = [ Xa|

e portanto F; e Fy tém o mesmo posto.

Reciprocamente, se o posto de Fj é igual ao de Fy, entao ha uma bijecao ¢ : X7 — Xy
que induz um homomorfimo ¢’ : F; — F,. A inversa de ¢ induz um homomorfismo
Y : Fy — F de tal forma que a composta 1¢’ estende a identidade de Fi e ¢/1) estende a

a identidade de Fy. Segue-se entdo que ¢’ é uma bijegao e F; = Fy [J
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Proposicao 1.4 Todo grupo isomorfo a algum grupo livre € também um grupo livre de

mesmo posto.

Demonstracao. Sejam (F,:) um grupo livre sobre X e 6§ : FF' — G um isomorfismo.
Vamos mostrar que G é livre sobre X, considerandos a aplicacao 6.

Dado um grupo arbitrario H e uma aplicagao arbitraria ¢ : X — H, existe um tnico
homomorfismo ¢ : F' — H tal que ¢ = ¢'t. Agora temos ¢'0710. = ¢/t = ¢ em X,
portanto o homomorfismo ¢’6~! estende ¢.

Como F' ¢ gerado por «(X), G é gerado por 0u(X). Seja ¢ : G — H um outro
homomorfismo tal que 1(6t) = ¢ em X entao 1) e ¢’6~! coincidem em 6¢(X), o conjunto
gerador de G. Logo 1 é igual a ¢’0~! e portanto, G é livre sobre X e a igualdade do posto
segue da Proposicao 1.3. [

Exemplo 1.5 Grupos ciclicos infinitos sao grupos livres de posto 1.

Seja C' um grupo ciclico infinito gerado por um elemento x. Dado um grupo arbitrario
G, ao associamos x a um elemento g € G, a regra ° — ¢* é um homomorfismo de C
em (G. Como C' é gerado por x, segue-se que esse homomorfismo é tnico. A Proposicao

1

garante que x e ¥~ sao as Unicas bases livres de C'. [J

1.1.2 Construcao de um grupo livre

Nosso objetivo é construir um grupo livre cuja base é um conjunto arbitrario X. Além de
demonstrarmos a existéncia e a unicidade (a menos de isomorfismos) de um grupo livre,
com tal construcao teremos a disposicao um objeto concreto que poderemos manipular

algebricamente e assim obter mais informacgoes sobre a estrutura desses grupos.

Seja X um conjunto nao vazio qualquer. Escrevemos X! = {z !z € X} para

1

denotar um conjunto que esta em bijecao com X e disjunto com X. Aqui, 7" representa

a imagem de x € X por tal correspondéncia biunivoca.

Definicao 1.6 Dado um conjunto X, uma palavra sobre X ¢ qualquer sequéncia finita

do tipo w = (21,9, ...,7,) onden >0 e x; € X UX~L. O nimero natural n chama-se
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comprimento da palavra w e se escreve l(w) =n. Quando n =0, a sequéncia é chamada

de palavra vazia.

Por simplicidade, escreveremos w = xi2s...7,. A palavra vazia serd denotada por 1.

1

[gualmente, definimos o inverso de w como a palavra w™ = x —1

.. Por convencao,

xy Ly
17! = 1. A igualdade entre palavras sobre X ¢ exatamente a igualdade entre sequéncias
finitas: duas palavras v = x1...x, € v = y;...¥, Sao0 iguais se e somente se m = n e
x; = y; para todo i € [1,m].

Seja S o conjunto de todas as palavras sobre X. Dadas duas palavras u = x12s...2,,
e v = yi1¥Y2...Yy, em S, podemos obter uma nova palavra sobre X através da simples
justaposicao das duas sequéncias, a qual se chama o produto de u por v e denota-se uv =
T1To...TmY1Ye...Yn. Observamos que o produto de qualquer palavra u pela palavra vazia,
a direita ou a esquerda é u. Além disso, o produto de palavras sobre X intuitivamente
goza da propriedade associativa, isto é,u(vw) = (uv)w para quaisquer u,v e w em S.

Diz-se entao que a palavra w é equivalente a w' se é possivel se obter w’ a partir de
w através de um ntmero finito de delecoes ou insersoes de seqiiéncias do tipo zz~! ou
r'z. Uma palavra se diz livremente reduzida quando nao contem qualquer sequéncia
desta natureza.

Segue-se da definicao que os pares zz~! e 7'z sdo equivalentes a palavra vazia para

qualquer z € X. Com essas observagoes, as afirmagoes a seguir sao imediatas:

Lema 1.7 Seja S o conjunto de todas palavras sobre X. Entao:
a) A relagio ~ tal que u ~ v, se e somente se, u é equivalente a v, € de equivaléncia.

b) Seu~u ev~v entdo uv ~ u'v'.

1 1

c) O inverso u~' € equivalente ao inverso u'~'.

Teorema 1.8 Para qualquer subconjunto X nao vazio existe uwm grupo livre cuja base

livre € X

Demonstracao. Considere o conjunto S de todas as palavras sobre X e a relacao de

equivaléncia ~ do Lema 1. Definimos sobre conjunto quociente F(X) = S/ ~ uma
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operagao sobre as classes de equivaléncia [u], [v] através da regra:

A boa defini¢do desta operacao segue imediatamente do item b) do lema anterior.
Claramente essa regra é também associativa. A classe [1] da palavra vazia induz um
elemento identidade em F(X) e para qualquer palavra u € S as classes [u] e [u™!] sdo
classes inversas entre si. Segue-se, portanto, que F'(X) é um grupo com tal operagao sobre
as classes de equivaléncia.

A regra ¢ : X — F(X) tal que «(z) = [z] 6 injetiva. E imediato observar que F(X)
é gerado pela imagem de X. Dada uma aplicacao ¢ : X — G tomando valores em um

grupo arbitrario GG, definamos uma correspondéncia ¢’ : F(X) — G por

¢([27" .. afr]) = @)™ ... o)™

Se [u] = [v] em F(X) entdo u é equivalente a v a partir de uma quantidade finita
de cancelamantos ou insersoes de pares triviais. Tais pares sao levados a identidade de
G de tal sorte que ¢'[u] = ¢'[v] e com isso, a boa definicio de ¢’ segue. Com mesma
argumentacao sobre as imagens ¢'[u|, ¢'[v] e ¢'[uv] obtemos que ¢’ é um homomorfismo.

Como (x) = [z] para todo z € X entao ¢/t = ¢ em X. Além disso, o fato de que F(X)
é gerado pelas classes [z] , * € X implica que qualquer homomorfismo ¢ : F'(X) — G tal
que satisfaz v = ¢, coincide com ¢’ no conjunto gerador de F'(X) e portanto ¢ é igual a

¢'. Segue-se entao que F'(X) é um grupo livre sobre X. [

Com a existéncia de F'(X) para X arbitrdrio, obtemos o:
Teorema 1.9 Todo grupo € isomorfo a um quociente de um grupo livre.

Demonstragao. Dado um grupo G com um subconjunto gerador X, o qual pode ser o
préprio G, sem perca de generalidade. A inclusdao ¢ : X — G induz um homomorfismo
sobrejetor ¢’ : F'(X) +— G e pelo Teorema do Isomorfismo, segue-se que F'(X)/ker ¢’ = G.
O
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1.1.3 Forma normal em grupos livres

Proposicao 1.10 Cada classe de palavras de F(X) admite uma inica palavra reduzida

Demonstracao. Seja R o conjunto de todas palavras sobre X que sao reduzidas. Pela
definicao de palavra reduzida, qualquer palavra sobre X é equivalente a alguma palavra
reduzida e portanto, cada classe de equvaléncia de F'(X) admite pelo menos uma palavra
reduzida.

Para cada z € X U X! defina uma funcao x* de R como se segue:

r(ry ... 1) =21...7,7 se T, # !
(... .1,) =T1... T 1T S€T, =T !
Segue-se daf que z*(1) = z e x * (z7!) = 1. A funcdo (z7!)* é a inversa de x*.

Portanto, hd uma aplicagdo ¢ : X — Sym(R) tal que ¢(x) = z*. Como F(X) é livre,
existe uma extensao ¢’ : F(X) — Sym(R). Assim, F(X) age em R.

Essa extensao é tal que, para qualquer classe [w] em F(X), cujo representante é a
palavra reduzida w = z; ... z,, a imagem ¢'[w] é obtida pela composigao de permutagoes
¢(x1) ... ¢(z,), onde ¢(x;) = x;*. Portanto, a acdo de [w]| sobre a palavra vazia 1 é a
palavra reduzida w. Assim se [u] = [v] segue-se que u = [u| -1 = [v] - 1 = v e unicidade

esta provada. [

A unicidade de palavras reduzidas nos permite considerar como elementos de F(X)
apenas as palavras reduzidas de suas respectivas classes ao invés das proprias classes. E

possivel definir a no¢ao de uma forma normal no sentido que segue:

Definicao 1.11 Seja G um grupo e subconjunto X C G. Dado g € G, uma forma normal
de g sobre X é uma expressao

a1 .02

g=ua'zy? . oo

n

talquenZO,xieX,xi#xﬁl,ai#Oelgign

Observacao 1.12 Com a unicidade de uma palavra reduzida, concluimos que uma forma

normal é tunica nos grupos F(X) do Teorema 1.8. Segue-se dai que qualquer palavra

14



reduzida de comprimento positivo nao pode ser a identidade. A seguir, veremos que a

unicidade de uma forma normal é caracteristica de grupos livres .

Teorema 1.13 Um grupo G € livre sobre um conjunto X se e somente se cada elemento

de G admite uma unica forma normal sobre X

Demonstragao. Seja G um grupo livre sobre X e seja F'(X) o grupo livre obtido no
Teorema 1.8. A inclusdo de X em F' se estende para um isomorfismo ¢ : G — F(X)
que leva formas normais de G em formas normais de F'(X). Pela unicidade das formas
normais em F'(X) segue-se a unicidade de formas normais em G.

Reciprocamente, a inclusao de X em G induz um homomorfismo ¢ : F(X) — G
sobrejetor, pois G é gerado por X. A unicidade da forma normal em G garante que ) é
injetiva e assim, F' é isomorfo a GG, o que pela Proposicao 1.4, implica que G ¢é livre. [

Como consequéncia imediata, temos o:

Corolario 1.14 Num grupo livre sobre um conjunto X, para qualquer subconjuntoY C X

o subgrupo gerado por'Y € grupo livre sobre Y .

Exemplo 1.15 O subgrupo comutador de um grupo livre de posto > 2 é um grupo livre

de posto infinito.

Seja F' um grupo livre com base X. Como X é o conjunto gerador de F', o subgrupo

comutador é gerado pelo conjunto
S = {[z1, 2o]|z1, 22 € X}

Como F tem posto > 2, S nao é trivial. Assim, dados dois comutadores [z1,x2] €
[y1, y2] ndo triviais, temos que [z, zo)[y1,y2] = 1 se e somente se x1 = ys e T3 = Y1, ou
seja [1,22) 7t = [y1, y2]. Portanto, qualquer palavra sobre S de comprimento positivo niao
¢ igual a identidade. Segue-se entao pelo Teorema 2 que F’ é um grupo livre de posto

infinito. O

Exemplo 1.16 Grupos livres nao ciclicos possuem subgrupos livres de qualquer posto

finito.
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Pelo exemplo anterior, se F' é um grupo livre de posto > 1, entao £’ é um grupo livre
de posto infinito. Pelo corolario anterior, para se obter um grupo livre de posto n € N,
basta considerar uma quantidade n de comutadores [z, y] em S. Uma outra possibilidade,

é considerar elementos x,y da base livre de F' e para cada n > 0 considerar o conjunto
B ={y "2y’ 1 <i <n}

Como cada palavra reduzida sobre [, nao pode ser a identidade, cada [, gera um

grupo livre de posto n. [
Exemplo 1.17 S1Ly(7Z) possui um subgrupo livre de posto 2

O grupo especial linear de grau n sobre Z é o conjunto de matrizes definido por
SL,(Z)={A | det(A) =1}

Considere o subgrupo S gerado pelas matrizes

10 1 2
A= ,B=
2 1 0 1

Entao verifica-se que para todo m € Z vale

1 0 1 2m
A™ = —

2m 1 0 1

Para ver que nenhuma palavra reduzida sobre {A, B} é a matriz identidade I, obser-
vamos que dados m,n € Z, vale A" B" = [ se, e somente se m = n = 0. Igualmente,

B"A™ = [ se, e somente se m = n = 0. Portanto S é um grupo livre de posto 2 [J
Exemplo 1.18 Quocientes livres e complementos

Seja N um subgrupo normal nao trivial em um grupo G. Um complemento de N é
um subgrupo K em G tal que NN K =1e G = NK. Se G/N é um grupo livre, vamos
mostrar que N admite um complemento. Escrevemos F' = G/N.

Seja X = {xN|x € G\ N} um conjunto de classes laterais de N que geram F. Se

fixarmos os representantes de cada classe, a regra f(xN) = z de X em G é bem definida.
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Entao, existe um homomorfismo 6’ : F — G que estende 6. Como os representantes das
classes em X estao fora de N, esse homomorfismo nao pode ser sobrejetor. Igualmente,
ker@ NN = 1. Agora kerf = 1, pois se a palavra reduzida w = x;...x, N estd em kert’

temos

0 (z1...2,N)=60(x1N)...0(x,N)=x1...2,=1g

e entao xy ...r, N = N, uma contradicao. O fato que as classes laterais de N particionam

G implica que K = imf’ é um complemento de N, conforme desejado. [J

Inspirados no exemplo, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.19 Sejam N e G grupos. Uma extensao de N por G € um grupo E que
possui um subgrupo normal K tal que K 2 N e E/K 2 G.
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1.2 Apresentacoes de grupos

Uma apresentacao livre de um grupo G é um homomorfismo sobrejetor 7 de um grupo
livte F' em G. O ntucleo de m é chamado conjunto de relatores. Em particular, se F' é
gerado por um conjunto X, a imagem Y = 7(X) é um conjunto de geradores de G. Se

denotarmos R = kerm, a descricao
G = (Y|R)

¢ chamada uma apresentacao de G em termos dos geradores Y e relacoes definidoras R
Quando Y é um conjunto finito, G se diz finitamente gerado. Quando ambos Y e R
sao finitos entao a apresentacao é finita e G se diz finitamente apresentdvel. Um grupo
¢ chamado coerente quando qualquer subgrupo finitamente gerado é também finitamente
apresentado.
Observamos que dado qualquer conjunto R de palavras sobre X determina um grupo
G definido pela apresentacao (X|R), a saber, o grupo quociente do grupo livre F' gerado

por X determinado pelo fecho normal de R em F'.

Proposicao 1.20 Todo grupo admite uma apresentacao e todo grupo finito € finitamente

apresentdvel.

Demonstracao. Dado um grupo arbitrario GG, considere o grupo livre F' gerado pelo
conjunto G. Entao hd um epimorfimo natural 6 : ' — G tal que F'/kerd = G. Agora,

observamos que kerf coincide com o fecho normal em F do conjunto
R={ayz Y2,9,2€ G exy =z}

Portanto, R é um conjunto de relatores. Quando G ¢é finito, R é finito e G ¢ finita-

mente apresentavel. [

O estudo de grupos finitamente gerados e de grupos finitamente apresentados consis-
tiu num dos pontos centrais da pesquisa em Teoria dos Grupo no século passado. Entre

muitas conjecturas, as mais famosas e intrigantes neste sentido consistem os problemas de
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decisao de Dehn. Em 1912, Dehn propoe:

i) Problema da Palavra. Seja G um grupo finitamente apresentado. Existe algum
algoritmo que determine quando uma palavra w em G ¢é a identidade?

ii) Problema da Conjugacao. Existe algum algoritmo que determine se dois ele-
mentos de G sao conjugados?

ii) Problema do Isomorfismo. Se H ¢ também finitamente apresentado, existe al-

gum algoritmo para determinar de GG é isomorfo a H?

Tais problemas foram criados Dehn, assim que este resolve os problemas da palavra
e da conjugacao para o grupo fundamental de uma variedade bidimensional fechada e
orientada, cujo género é maior ou igual a dois.

Certos grupos possuem resposta positiva. Em 1955, Novikov mostra um contra-
exemplo de um grupo finitamente apresentado para o qual tal algoritmo nao existe. No
caso dos grupos livres, devido a unicidade da forma normal, para decidir se uma palavra
é a identidade, basta reduzi-la ordinariamente. Desta forma, tal palavra somente pode
ser a identidade se tiver comprimento positivo.

Vamos agora em direcao a um teorema central na teoria das apresentacoes de grupo:

o Teorema de von Dyck.

Lema 1.21 Sejam F, G ¢ H grupos e homomorfimosm: F — G e : F' — H tais que 7

¢ sobrejetor e ker m C ker ) entdo existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢'m = 1.

F—"-

sl
l g 3¢
H

Demonstracao. Dado g € G, como 7 é sobrejetiva, existe f € F tal que n(f) = g.
Definimos ¢’ através da regra ¢'(g) = (f). Se existir f' € F tal que g = 7(f’), a
igualdade 7(f") = m(f) implica que f'f~! € kerm C ker, logo ¥ (f') = v(f). Portanto,
Y esta bem definida. Como v é um homomorfismo, entao v’ também é. Da definicao de

Y’ segue-se a igualdade ¢'m = 1 como queriamos demonstrar. [
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Teorema 1.22 (von Dick) Sejam G = (X|R) e H = (Y|S) grupos tais que X C Y.
Se cada relator r € R equivale a identidade de H, entao existe um homomorfismo de G
em H que fixa cada stimbolo x € X em H. Em particular, quando X ¢ igual a 'Y, esse

homomorfismo € sobrejetor

Demonstracao. A extensao 7 : F(X) — G da inclusao de X em G ¢ um epimorfismo
tal que 7(z) = x para todo x € X. Além disso, o fecho normal de R em F(X) é o ntcleo
de 7. A inclusdo de X em Y induz um homomorfismo ¢ : F(X) — H tal que (z) =z
e kerm C kerv pois cada r € R é levado a identidade de H. Pelo lema anterior, existe
um homomorfismo induzido ¢’ : G — H tal que ¥ = ¢/m portanto ¢’ é o homomorfismo
desejado. [

A seguir, vamos aplicar o Teorema de von Dick, para obter dois resultados importantes.
O primeiro trata de um procedimento simples para se obter apresentacoes de quocientes

de um grupo a partir de uma apresentagao dada para o grupo.
Exemplo 1.23 A apresentagao do grupo diedral D, n > 1.

Uma definicao classica para o grupo diedral é considera-lo como o grupo gerado por
{r,s}, sendo r é rotacdo r em 27w /n graus de um poligono P regular de n lados, com
centro na origem do plano euclidiano e s a reflexao de P em termos de uma reta que faz
angulo de 7/n com o eixo das abscissas. Temos que 7 e s sdo transformacgoes lineares de

R2, cujas matrizes de tranformacao sao:

cos(2m/n) —sin(27/n) . cos(2w/n)  sin(27/n)
sin(2m/n)  cos(27/n) ’ sin(2m/n)  —cos(2mw/n)

Para verificar que o grupo G' = {(a,b ; a",b* ba = a~'b) é isomorfo a D,,, utilizamos o
Teorema de Von Dick. Por calculos elementares, verifica-se que 7" = 1, s> = 1 e sr = r1a.
Portanto, hd um homomorfismo sobrejetor 6 : G — D,,.

Agora seja

w = roghipazgle | pan ghn
uma palavra sobre {r, s} que reduzimos, utilizando as relagoes r" = 1, s> = 1, de modo

que 0 <a; <n—1e0<s < 1. Utilizando a 'comutatividade’ da relagao sr = r~la e as
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relacoes 1" = 1 e s = 1, se necessario, obtemos w = 7*s', com 0 < k<n—-1e0<1< 1.
Desta forma, qualquer relacao em D,, é derivavel das que ja mencionamos.

l

Porém, 6 fixa os sfmbolos {a, b}, e como os elementos de D,, tem a forma 7*s!, logo

k

0(akt') = r*st = 1 implica que r*s! é alguma das relagoes de D,,, logo a¥b' é uma relacio

de G. Segue-se entao que kerf =1 e enfim D, = G.[J

Coroldrio 1.24 Seja G = (X|R) um grupo e N o subgrupo normal de G gerado por
um conjunto S de palavras sobre X. Entao o grupo quociente de G modulo N tem apre-
sentacao

G = (X|R,S)

Demonstragao. Definamos H como o grupo que possui a apresentagao H = (X|R, S).
A projegao canonica m : G — G /N associa cada x € X a classe xtN € G/N, portanto, a
imagem de X é um conjunto gerador de G/N. Além disso, R é levado a classe trivial de
modo que a imagem relator em R é um relator em G/N.

Agora, N é o subgrupo normal em G gerado por S e também o niticleo de 7. Entao a
imagem de S pela projecao canonica consiste em um conjunto adicional de relatores para
G/N. Assim, ja que R e S sao levados a identidade de G/N, pelo Teorema de von Dick,
h& um homomorfismo induzido ¢ : H — G/N. Sendo H e G/N ambos gerados por X, ¢
é sobrejetora.

Resta ver que o nicleo de ¢ é trivial. Seja w uma palavra sobre X tal que ¢(w) =1
entao temos que w € N. Como N é fecho normal de S em G podemos espressar w pela
equacao

W= g,'5191 -G, Sndn

onde g; € G e s; € SUS™L. Sendo S um conjunto de relatores de H entdao w pode ser
livremente reduzida a palavra vazia, deletando-se os s;. Logo, w é equivalente a palavra

vazia em H, donde obtemos que ¢ é injetora e H = G /N O

Exemplo 1.25 Seja G = (X|R) um grupo arbitrario. Sabemos que subgrupo comutador

G’ ¢ um subgrupo normal em G. O quociente G = /G’ é chamado de abelianizagdo de
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G. Em particular sua apresentacao é
G = (X|R,[z,y] = 1,2,y € X)
O

Teorema 1.26 (Hall) Seja N um subgrupo normal de um grupo G tal que G ¢ G/N sdo

finitamente apresentdveis. Entao G € finitamente apresentdvel

Demonstragao. Sejam

N ={(z1,..,xplr1 = .., = 1)
G/N = (1N, ...,ypN|s1 = ... = s, = 1)

apresentacoes finitas com z;,y; € G, para todos ¢ e j.
Como todo g € G se decompde sob um produto g = hn, n € N e h € G/N, segue-se
que Ty, ..., Tm, Y1, ---, Yo € um conjunto de geradores de G. Tais geradores admitem o se-

guinte conjunto de relagoes definidoras:

(i) mi(z)=1ce s;(y) =tj(x),i=1,...,k,j=1,.,1

) yj_lxiyj =wu;;(x) e ijiyj_l =v;(z),i=1,..,mj=1,..,n

(1)

O segundo conjunto de relagoes de (i) decorre do fato de que s; = s;(x) implica em
s;N = N, logo s; € N e sj(y) =t;(x), para algum elemento t;(z) € N = gpg(z1, ..., T,)

Igualmente como N <1 @, os conjugados ijiyj_l e yj_lzviyj estao em N e portanto, as
relagoes em (ii) sdo naturais.

Seja G o grupo gerado pelos simbolos Zy, ..., Tm, ¥y, .-, J,, €m correspondéncia com
X1y ey Ty Y1,y -5 Yn, € que satisfazem as mesmas relagoes de (1). Pelo Teorema de von
Dick, existe um homomorfismo sobrejetor a : G — G que fixa os 7; e y; para todos i e j.

A restricdo de a ao subgrupo N = gpg(Zy, ..., Trm) é um isomorfismo de N em N, pois
as relagoes entre os z; sé dependem das relagoes r;(z) = 1, conforme a apresentagao de
N. Portanto, segue-se que N Nkera = 1.

Pelas relacoes em (i7) em termos dos geradores de G, N é normal em G. Pelo lema

anterior, a induz um epimorfismo 1 : G/N — G/N tal que ;N — y;N

22



2

G——G G/N
1
T

/

Como as relagoes de G/N sé dependem dos s;(yN ), entdo ¢ também ¢é injetora. Agora,

/N

a igualdade N Nkera = 1 implica que a restricdo ¢|x é injetora e de acordo com o dia-

grama acima, « é injetora. Portanto, K =1, G = G e G é finitamente apresentado. [J

Corolario 1.27 Seja G um grupo que possui uma série de subgrupos normais

tal que cada quociente Gy 1/G; € ciclico para todo i = 1,...,n. Entao G € finitamente

apresentado.

Demonstracao. Seja G nao-trivial e n > 1. Para o caso n = 1 a prova ¢ imediata. Caso
n > 1, admitimos que a série normal nao tenha fatores triviais. Iniciando por ¢ = 1 temos
que G = G1/1 e Gy /G4 sao finitamente apresentdveis, pois sao grupos ciclicos. Entao G
¢ finitamente apresentado, devido ao Teorema de Hall. Repetindo essa observagao para

Gi,1 > 2 segue-se que G é finitamente apresentado. [

Observacao 1.28 Um grupo G nas hip6teses do corolario acima é chamado de grupo
policiclico. Quando os quocientes sdo apenas grupos abelianos (nao necessariamente
ciclicos), G é chamado de grupo solivel. Grupos policiclicos, por satisfazer a condigao
maximal para grupos, sao tais que qualquer um de seus subgrupos sao finitamente gera-
dos. Pelo Exemplo 1.15, grupos livres de posto > 1 nao podem ser policiclicos, pois o
subgrupo comutador nao ¢ finitamente gerado. Para uma exposicao sobre tal condicao

maximal para grupos, indicamos ao leitor consultar [15].
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Observacao 1.29 A nocgao de grupo livre dada neste capitulo pode ser generalizada no
sentido das variedade de grupos. Uma classe de grupos X é uma classe cujos elementos
sao grupos e que satisfazem as seguites condicoes:

i)leXx.

ii) se G = Gy € X entio G € X.

Uma variedade de grupos é uma classe de grupos determinada por um conjunto de
equacoes. Mais precisamente, se W é um conjunto de palavras sobre x1, xs, ..., a variedade
determinada por W é a classe de grupos tal que W(G) = 1, isto é, as palavras em W
quando reescritas em termos de elementos arbitrarios de G sao sempre triviais.

Cada variedade B possui grupos B-livres, que satisfazem uma propriedade universal:
Seja X um conjunto arbitrario, ' € B e uma aplicagdo ¢ : X — F. (F,:) é chamado
grupo B-livre sobre X se para qualquer G € B e aplicacao # : X — G existe um tnico
homomorfismo 0" : F' — G tal que 0§ = ¢'s.

Por exemplo, a variedade determinada por W = {{)} é a veriedade dos grupos livres.
Quando W = {[z1,z5]}, temos a variedade dos grupos abelianos. Em geral, se F' é um
grupo livre sobre X e B a variedade definida por um conjunto W de palavras sobre X
entdao o quociente F//N determinado pelo fecho normal de W em F' é um grupo B-livre

sobre X. (Ver [12], p. 58.)
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1.3 Transformacoes de Tietze

O Teorema de von Dick também se aplica para mostrar que as chamadas transformacoes
de Tietze aplicadas a uma apresentacao de um grupo nao altera sua classe de isomorfismo.

Vamos, a seguir, definir tais transformacoes.

Definicao 1.30 Dado um grupo G = (X|R). Chama-se uma transformagdo de Tietze as
sequintes operacoes:

(Th) - Inserir um relator r derivdvel de quaisquer relatores em R

(T3) - Deletar um relator r derivdvel de quaisquer relatores em R

(T3) - Inserir um simbolo gerador y considerando, para alguma palavra w sobre X, o
produto y~lw como um relator.

(Ty) - Deletar um gerador y que € uma palavra sobre os demais geradores em X.

Através das transformacoes de Tietze concluimos que um grupo pode admitir intimeras
apresentacoes. E comum, portanto, adaptar uma apresentacao através destas trans-
formagoes de modo a obter uma apresentacao mais conviniente, simplificada ou que se

enquadre a algum modelo reconhecido.
Exemplo 1.31 O grupo G = (a,b,c|(ab)?ab® = 1) é um grupo livre de posto 2.

Considerando z = ab e y = ab?, por (T3), podemos inserir novos geradores na apre-

sentacao de G-

G = {(a,b,c,z,y|(ab)?ab® = 1,2 = ab,y = ab?)
Da defini¢ao de z e de y e a primeira relagio, segue-se que %y = 1, e por (T'1) obtemos:
G = {(a,b,c,z,y|(ab)?ab® = 1, = ab,y = ab®, 2%y = 1)

Com isso, a relagao (ab)?ab® = 1 ¢é derivavel dos demais relatores, a qual eliminamos,
usando (T2):
G = {a,b,c,z,y|x = ab,y = ab®, 2*y = 1)
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Como a = zb™! = yb~? temos b = 2~ 'y e a = xy 'z, portanto, podemos inserir as

novas relagoes por (T1):
G = {a,b,c,z,ylxr = ab,y = ab®, 2*y = 1,b = 2 'y,a = zy 'z)
Assim, deletar os geradores a e b, da apresentacao:
G = (c,z,yle =ay zxly,y = zy x(zy)? 2%y = 1)

Como as duas primeiras relacoes sao redundantes, podemos eliminé-las através de
(T2):
G = (c,x,yla’y =1)

Agora pondo y em termos de x, usando (T4), eliminamos tal relagdo, obtendo final-

mente:

G={cx|)

O

Teorema 1.32 (Tietze) A realizacao de uma sequéncia finita de transformagoes de Ti-
etze sobre uma apresentacao de um grupo G conduz a uma apresentacao de um grupo
isomorfo a G. Reciprocamente, dadas duas apresentacoes de um grupo G, € possivel

passar de uma a outra através de uma sequéncia de transformacoes de Tietze.

Demonstragao. Seja G = (X|R) um grupo arbitrério e consideremos as apresentagoes
G = (X|R,7) e Gy = (X, y|R,wy ")

que foram obtidas a partir da apresentacdo de G ao aplicar as transformagoes (77) e (T3)
respectivamente.

Vamos mostrar que G ¢ isomorfo a G;. Pelo Teorema de von Dyck, existem epimorfis-
mos ¢; : G — G;, 1 = 1,2 que fixam X. Seja 0; : X — G uma inclusdo e my : F(X) — G
e my : F(X) — G os epimorfismos induzidos do grupo livre F'(X) em G e Gy.

Como r é derivavel de elementos de R entao segue-se que kerm; C kermy e portanto

pelo Lema 2 deve existir um homomorfismo 1 : G; — G que satisfaz Ym; = 7.
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.G G

T2 ¢1

As projecoes m;, © = 1,2 fixam cada x € X em G e em G donde temos V¢, = Idg e
portanto ¢; é também injetora, logo G = G,

Para a segunda apresentagao, definamos F' como o grupo livre gerado por X U {y} e
respectivos homomorfismos m : F — G e w9 : F' — (5 induzidos por inclusao. Como em
F, kerm; é o fecho normal de RU{yw ™"} e kermy é o fecho normal de RU{y}, segue-se que
kerm, C kerms. Dal, existe um homomorfismo ¢ : G5 — G tal que ¢ = Idg. Assim, ¢
é injetora e G = G5

Reciprocamente, dadas duas apresentagoes (X|R(X)) e (Y|R(Y)) que definem um
mesmo grupo. Vamos obter a segunda apresentacao a partir da primeira.

Escrevemos o conjunto de geradores em X em funcao dos geradores em Y, o que
define um conjunto de relagées X = X (Y). Do mesmo modo, construimos um conjunto
de relagoes Y = Y (X). O simbolo Y = Y(X(Y)) significa que os geradores em Y foram
reescritos em funcao dos geradores de X e este, por sua vez estd dado em funcgao dos
geradores de Y.

As transformagoes de Tietze podem ser aplicadas como segue - mais de uma vez em
cada etapa se necessario. Iniciando com a apresentagao (X|R(X) = 1), como Y C G,

podemos inserir os geradores em Y através de (7'3):
(X Y[R(X) = 1Y = Y(X))

Agora, escrevemos X em termos dos geradores Y, o que consiste em um conjunto de

relagoes redundantes, as quais podem ser inseridas utilizando (7'1):
(X,YIR(X) = 1,Y = Y(X), X = X(V))

Igualmente, podemos reescrever as relagoes de R(X) em termos de Y e entao por (7'1)

obtemos:

(X,)YIR(X)=1,Y =Y(X),X = X(Y),R(X(Y)) = 1)
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Com a inser¢ao de R(X(Y)), R(X) torna-se redundante e pode ser eliminado por
(T2):
(XYY =Y(X), X = X(Y), R(X(Y)) = 1)

Por (7'1) podemos inserir Y = Y(X(Y)):
(X, Y)Y =Y(X), X =X(Y),RX(Y))=1Y =Y(X(Y)))

Como X estd descrito em funcao de Y, o conjunto Y = Y (X) é redundante e podemos

elimina-lo por (72)
(X, YIX = X(Y), R(X(Y)) = LY =Y(X(Y)))
Eliminanos X do conjunto de geradores, através de (T4):
(YIR(X(Y)) = LY = Y(X(Y)))
Aplicando (7'1), inserimos o conjunto de relagdes S(Y)
VIR(X(Y) = 1,Y = Y(X(¥)), S(Y) = 1)

Finalmente, R(X(Y)) e Y(X(Y)) s@o redundantes e podemos eliminé-los por (72),

obtendo a segunda apresentagao, conforme desejado:

YIsy) =1

Dai segue-se naturalmente o

Corolario 1.33 Duas apresentagoes finitas de grupo podem ser transformadas de uma

para outra através de uma quantidade finita de transformacoes de Tietze
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Capitulo 2

Construcoes Livres

O produto livre de grupos foi idealizado em meados de 1926, independentemente por
Schreier e Artin como sendo um grupo formado pelo conjunto de todas as palavras que
satisfazem a condi¢ao de forma normal, assim como na secao 2.1.1. Em 1933, Kurosh
postula que, além das formas normais, o produto livre é o grupo cujo geradores sao os
mesmos que os geradores de cada grupo da familia, e cujas relagoes sao as aquelas herdadas
por esses geradores. Assim, nao deve existir qualquer relacao entre geradores de diferentes
fatores da familia. No ano seguinte, ele demonstra uma versao do seu famoso teorema

para subgrupos e também o teorema da decomposicao em subgrupos indecomponiveis.

2.1 Produtos Livres

Defini¢ao 2.1 Seja (G;li € I) uma familia nao vazia de grupos. O produto livre dos
G, consiste de um grupo G = *G; e uma colecao de homorfismos v; : G; — G tais que
para cada grupo H e cada familia de homomorfismos ¢; : G; — H, existe um tunico
homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢v; = ¢;, ou seja, para cada i, o diagrama sequinte €

comutativo
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Da defini¢ao segue naturalmente o:

Teorema 2.2 Seja (G, ;) um produto livre de uma familia nao vazia de grupos (G;li € I)

tem-se:
1. Cada aplicagao v; € uma imersao de G; em G.
2. O produto livre € gerado pelas imagens das aplicacoes ;.

3. O produto livre dos G; € unico, a menos de isomorfismo.

Demonstracao. (i) Fixamos um indice j € [ arbitrario e definimos H = G; e uma
colegao de homomorfismos (¢;|i € I) de cada G; em H pondo ¢; = Idg, e ¢; = 1 para
it # j. Pela propriedade universal de G, a extensao ¢ : G — G, satisfaz ¢1; = ¢; e a
injetividade de ¢; implica que ¢; também ¢ injetiva, como querfamos demonstrar. Mais
adiante, o Teorema das Formas Normais ird nos garantir que as cépias dos G; em G sao
duas a duas disjuntas.

(ii) Defina H como o subgrupo de G gerado pelas imagens de todas as ¢; em G.
Assim cada G; mergulha-se em H pelas inclusoes ¢; = ¢;, 0 que resulta em uma extensao
¢ : G — H tal que ¢v; = ;. Agora, seja v : H — G uma inclusao. Entao o produto ¢

estende a familia de homomorfismos ¢¢; e para cada g € G; vale
veri(g) = Yuilg) = ulyg)

assim como a identidade de GG. Por unicidade, temos 15 = ¢, donde
G=Imypp=Im¢p C H

logo G = H.

(iii) Seja (K, 7;) um outro produto livre da familia (G;|i € I). Aplicando-se a pro-
priedade universal para G e para K, obtemos extensoes ¢ : G — H e 0 : H — G tais
que 071; = 1; e ¢r; = T para todo i. Segue-se dai que a restrigao de ¢ as imagens dos
G, coincide com a identidade de H, assim como a restricao de ¢f as imagens dos G;
coincide com a identidade de GG. Por unicidade ¢pf = 14 e 8¢ = 1y e portanto ¢ e 1 sao

isomorfismos. [J
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Teorema 2.3 Dada uma colegdo de grupos (G;|i € I), existe um grupo G que € o produto

livre dos grupos G;.

Demonstragao Sem perca de generalidade, podemos admitir que, para cada par de
indices distintos 7, j € I, os grupos G; e G sao conjuntos dijuntos. Definimos U como a
uniao dos G; e seja S o conjunto de todas as palavras sobre U.

Uma operacao elementar sobre uma palavra em S é qualquer uma das acoes abaixo:
1. Inserir um elemento identidade de algum dos G;.
2. Deletar um elemento identidade de algum dos G;.

3. Trocar dois simbolos consecutivos g;g;+1que pertencem a um mesmo G; por g € G;

tal que g = gigit1

4. Trocar um simbolo g € G; pelo produto de dois simbolos g¢;, g;+1 € G; tais que
9 = 9igi+1-

Definimos uma relacao de equivaléncia ~ sobre S do seguinte modo: duas palavras u e
v sao equivalntes se e somente se, é possivel passar de u para v através de uma sequéncia
finita de operacoes elementares.

A verificagao dos fatos seguintes é elementar, e omitiremos os detalhes. A partir desta
relagdo de equivaléncia, o produto de classes de palavras [u][v] = [uv] é uma operagao
bem definida em S/ ~ e é associativa. A classe [1] da palavra vazia é uma identidade
e para cada u € S, [u”!] é um inverso para a classe [u]. Definimos G como o quociente
S/ ~. Assim, G é um grupo com essa operagao.

As aplicacoes ¢;(g) = [g] sdo naturalmente homorfismos e as imagens das ¢; geram G.

Seja H um grupo arbitrario e uma cole¢ao de homorfismos ¢; : G; — H. A regra

o([g1---9n)) = d1([1]) - - - D ([9n))

define um homomorfismo de G em H tal que ¢t; = ¢;. Se ¢’ : H — G for um outro
homomorfismo tal que ¢'t; = ¢;, esta ultima igualdade implica que ¢ e ¢’ coincidem nas

imagens das ¢;, logo ¢ = ¢, pois G é gerado pelas imagens das ¢;. Assim segue-se a
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unicidade de ¢ e (G, ;) é, de fato, o produto livre dos G;. [

O teorema a seguir mostra-nos como obter o produto livre de uma familia de grupos

com apresentagoes dadas, assim como afirmado por Kurosh:

Teorema 2.4 Seja (G;|i € I) uma familia de grupos com respectivas apresentagoes G; =

(X;|R;). O produto livre dos G; tem apresentagio
x(G; = <UXZ| UR; 1 € [>
e tal apresentacao € independente das apresentacoes consideradas.

Demonstracao. Para cada i € I, seja F; o grupo livre gerado por X;. A familia de apre-
sentacoes dadas implicam na existéncia de epimorfismos 7; : F; — G; tais que para cada
i € I, ker m; coincide com o fecho normal de R; em Fj;. Pelo exemplo anterior, o produto
livrte F' = xF; é um grupo livre sobre | J X;. Das inclusoes ¢; : G; — G, segue-se que, as
composicagoes 7;t; aplicam cada F; C F em G, logo ha uma extensao ¢ : F' — G. Agora
¢ é sobrejetiva e ker¢ coincide com o fecho normal de | J R;, como queriamos demostrar.

A independéncia das apresentacoes escolhidas decorre do teorema de Tietze. [

2.1.1 Forma Normal em Produtos Livres

Defini¢ao 2.5 Dada uma colegio de grupos (G;li € 1), uma forma normal sobre os G; é

qualquer expressao g, Gi, - - - g, tal quen >0, 1 # ¢g;, € Gy, iy, # g1 eh=1,..,n.

Teorema 2.6 Cada elemento do produto livre possui uma unica forma normal sobre os

fatores livres

Demonstracao. Sejam G o produto livre de uma familia de grupos (G;li € I) e S o
conjunto de todas as formas normais g¢...g, sobre os GG;. Para cada elemento nao trivial

gr € G, definimos uma regra ¢, de S em S:
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ngr (91.-.gn) = g1---9ngr S€ gr # G,
gbgr(gl---gn) = g1---ngr S€ gr S Gn € gngr 7£ 1
Gg(G1---Gn) = g1---Gn-1  S€ Gr € Gy € gngr =1

Assim, cada g, € G, determina uma permutagao em Sym S, cuja inversa ¢ a aplicagao
bg,—1.

Agora, para cada r € I, a funcao ¢, : G, — Sym S, g, — ¢, é um homomorfismo.
Pela propriedade universal de G, as aplicagoes ¢; determinam uma extensao ¢ : G —

Sym S tal que ¢r; = ¢,.. Deste modo, ¢ induz uma G-acao em S:

GxS — S

(9,5) = g-5=¢(s)

onde ¢, = ¢(g) é a imagem de g € G em Sym S.
A acdo de um g € GG sobre a palavra vazia de S é simplesmente a forma normal de g,

a qual deve ser tnica, pois se ¢ = h em G, a acao implica que g-1=h-1. [J

Com a unicidade da forma normal podemos deduzir propriedades importantes acerca
da estrutura de um produto livre. Em particular, segue-se que a intersecao entre os fatores
é trivial. O corolario a seguir nos conta que a unicidade da forma normal caracteriza os

produtos livres.

Corolario 2.7 Se um grupo H gerado por subgrupos (G;,i € I) € tal que cada elemento

tem uma unica forma normal sobre os G; entao H € o produto livre dos G;

Demonstracao. Sejam G o produto livre dos G;. As inclusoes dos G; em H induzem um
homomorfismo ¢ de G em H, cuja regra consiste em associar cada forma normal sobre
os (G; ao respectivo elemento em H. Claramente ¢ é sobrejetiva, enquanto que, se cada
elemento de H possui uma unica forma normal sobre os G;, segue-se que ¢ é injetiva e

portanto G = H.[J
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Teorema 2.8 Seja G o produto livre dos grupos G;, i € G

(i) Se um elemento g € G possui forma normal gy ... g, tal que g1 e g, pertencem a
fatores livres distintos entao g tem ordem infinita.

(ii) Se pelo menos dois fatores livres de G nao sao triviais entio G possui um elemento
de ordem infinita

(111) Um elemento de ordem finita em G € conjugado a elemento de algum dos fatores

livres.

Demonstracao. (i) e (ii) Dado m > 0, qualquer poténcia de um elemento g é obtida
pela justaposicao da palavra g ... g, por m vezes. Por hipdtese, o produto g,,g; nao pode
ser reduzido e portanto ¢ nao pode ser a palavra vazia, entao g tem ordem infinita. Se
ha dois fatores livres nao triviais, escolhemos dois elementos nao triviais g; € G; 1 = 1, 2,
entao o produto g;g;+1 tem ordem infinita, o que prova os itens (i) e (ii).

(iii) Vamos realizar indug¢ao sobre o comprimenro da forma normal de g. Quando
m = 1, o resultado ¢ imediato. Suponhamos que o resultado é vélido para algum £k < n.
Seja g = ¢g1...9, € G em sua forma normal e que tenha ordem finita. Entao, pelo
paragrafo anterior, devemos ter i; = i,. Além disso, o conjugado ¢; ... gn—1 = Gnggn
também tem ordem finita. Como ¢; ... ¢g,_1 tem comprimento menor do que o de g, segue-

se pela hipotese de inducgao que gy ... g, 1, e portanto g, é conjugado a um elemento em

algum dos fatores livres. [

Proposicao 2.9 Seja G o produto livre dos grupos (G;|i € I). Se 1 # g € G para algum
J entdo o centralizador Cg(g) estd contido em G;. Consequentemente, o centro de um

produto livre com dois fatores nao triviais € trivial.

Demonstracao Seja © = x; - -, € Cg(g) em sua forma normal. Podemos assumir que
r1 e T, nao pertencem a G; simultaneamente. Assim temos gz - -z, = 1 - Z,g, 0 que
pela unicidade da forma normal somente ¢ possivel quandon =1e x = 2, € Gj.

Se x estd no centro de G entao x estd no centralizador de qualquer g € G; para todo

j. Como G; (N gerq(Gili € 1,i # j) é trivial, Z(G) também é trivial. [J
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Exemplo 2.10 O grupo G = (a,bla* =1 =% a* = b3) ndo é um produto livre

De fato, temos que a? comuta com a e b, portanto a € Z(G). Para ver que a? nao

é trivial considere o homomorfismo de G no grupo ciclico Cj3 = (z|z'? = 1) estendido

2

pela regra a — 23, b — 22, Como a?

¢ levado a 2% # 1, a nao pode ser trivial, como

desejavamos. []
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2.2 Produtos Livres com Amalgamacao

No contexto da topologia algébrica, os produtos livres com amalgamacao surgem natural-
mente através do famoso teorema de Seifert-Van Kampen, que nos conta como construir o
grupo fundamental de um espaco X a partir dos grupos fundamentais de seus subespacgos
aberto que sao e que possuem intersecao conexa por caminhos.

Do ponto de vista grupo-teorético, esses produtos generalizam a noc¢ao de produto
livre e de grupos livres, sendo muitas vezes referidos como o produto livre generalizado ou

simplesmente amdlgama.

Definicao 2.11 Seja H um grupo, uma familia de grupos G;;i € I e uma colegcao de
monomorfismos ¢; : H — G;. O produto livre dos G; com subgrupo amalgamado H

consiste um grupo G e uma cole¢cao de homomorfimos v; - G; — G tais que :
1. ¢it; = @i para todos 1,5 € I

2. Para um grupo K arbitrario e uma cole¢ao de homomorfismos v; : G; — K tal que
Vi = ;¢ para todos i,5 € I entao existe um tunico homomorfismo ¢ : G — K

tal que Yu; = U; para todo i € 1
bi
H—G,;
ijl lffj
Lig ;oG

P;

Teorema 2.12 Seja H um grupo e (G;li € I) uma familia de grupos como na defini¢ao
anterior. Entdo existe um grupo G que € o produto livre dos grupos G; com subgrupo

amalgamado H.

Demonstracgao Defina F' como o produto livre dos G; e ¢; : G; — F as inclusoes naturais.

Neste grupo, consideramos N como o fecho normal em F' do conjunto
{6 (h)¢;(h)|h e Hoi,j €I}
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Vamos verificar que o produto livre dos GG; com subgrupo H amalgamado é exatamente
o quociente G = F'/N.

Seja m : F' — F/N a projegao candnica. Definimos as aplicagoes ¢; : G; — G
como a restricio de 7 a cada G;. Como qualquer produto ¢; '(h)d;(h) estd em N,
independentemente dos indices h, i ou j, segue-se que 7(¢; ' (h)¢;(h))N = N e entdo
7(¢i(h)) = w(¢j(h)) donde obtemos ¢;(¢;(h)) = ¢j(¢;(h)) para todo h € H.

Agora, seja K um grupo arbitrario e uma cole¢gao de monomorfismos ¢; : G; — K tais
que ¥;¢; = ¥;¢;. Pela propriedade universal de F', existe um homomorfismo ¢ : F' — K
tal que ¥(g) = ¥;(g) para todo g € G;. Segue-se que, para qualquer forma normal em F

vale:
V(g1 gn) = Vi (91) - - i, (gn)

Assim, dados h € H e 1,j € I arbitrarios segue-se que:

W(gi T (R)pj(h) = (higi(h)) " pi0;(h) = 1

pois, por hipdtese, 1;¢; = 1¥;¢;. Assim, concluimos que N C kerv e portanto kerm C
ker . Entao existe um homomorfismo induzido ¢’ : G — K tal que ¢’ = 1) e portanto
Y = '1; para qualquer i € I.

Além disso, dado um homomorfismo ¢" : G — K tal que ¢"1; = 1, segue-se que
Y =" pois, de acordo com o Teorema 2.2, o quociente F//N é gerado pelas imagens das

t;. Portanto (G, ;) é o produto livre dos G; com subgrupo H amalgamado [J

Combinando o Teorema e o Corolario 1.24, segue-se o:

Corolario 2.13 Seja G;;1 € I uma familia de grupos com respectivas apresentagoes G; =
(Xi|R;), i€l ep;: H— G, i € I entdo o produto livre dos G; com subgrupo amalgamado

H tem apresentacao
xyGi = <UX1’ URi; oi(h) = (bj(h);i,j c [>

e tal apresentacao € independente das apresentacoes adotadas para os G;s
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Vemos entao que no exemplo 2.10 que G = (a,bla* = 1 = 5 a? = 1®) ¢ o produto

livre entre os grupos ciclicos Cy e Cg cujo subgrupo amalgamado é (a?) através pelo

monomorfismo a? — b3.
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2.2.1 Formas Normais em Produtos Livres com Amalgamacao

Definigao 2.14 Seja G um grupo e H < G. Uma transversal de H em G é uma cole¢ao
T de representantes de classes laterais a direita (ou a esquerda) de H, tal que TN Hg €

unitdrio para todo g € G.

Definigao 2.15 Sejam um grupo H, uma familia de grupos (G;|i € I) e uma colegdo
de monomorfismos ¢; : H — G,;. Dadas transversais T; fizadas para cada subgrupo
H; = Im¢; em cada G;. A forma normal de um f € xG; em termos dos monomorfismos

¢; e das transversais T; € uma expressao
hgigz - - - 9r

tal que f = ¢i,(h)g1...g, mod N, onder >0, h € H, g, € Gy, g # 1, i # i1 para
k=0,..,r—1.

Observagao 2.16 Para facilitar a leitura da demonstragao seguinte, vamos utilizar even-
tualmente indices superiores a esquerda para indicar a imagem de um elemento por uma
aplicagao, quando ambos possuirem indices subescritos. Por exemplo, a imagem ¢;(h;)

deverd ser escrita como (h;)?.

Teorema 2.17 Cada f € xG; admite uma unica forma normal em termos dos mono-

morfismos ¢; : H — G; e transversais Tj.

Demonstracgao. Seja f = u; ...u, uma forma normal. Para cada subgrupo H; = Img;,
escolhemos uma transversal a direita T; com representantes g; das classes laterais H;g; em
G;, com a convensao que 1 = 1 é o representante da classe trivial.

Para g, € G, escrevemos ¢, = u, e portanto u, = h;’?’“gj. Pela defini¢ao de N, segue-se

que h® =1 = h%" mod N para qualquer h, € H, donde obtemos
f=uwus .. .ur_lhf"*lm mod N

Observando que para qualquer j e r vale h¢’° = hfr 1 mod N, substituigoes do tipo

Dr— J _ ¢7‘ s
Gr—j = Up—jh," = h, iy i —;, nos conduz a equivalencia:

fzhflﬁg?... g mod N
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depois de repetirmos o processo de substituicao » — 1 vezes, provando a existencia da
forma normal.

Para a demonstragao da unicidade, definimos M como conjunto de todas as formas
normais obtidas como anteriormente. Para cada x € G; definimos a regra z* : M —
M que associa cada forma normal hig; g3... g, em M, a forma normal da expressao
h*'gy Gs ... grw. Como a aplicacdo (z71)* é uma inversa para x*, segue-se que cada z* é
uma permutacgao de M.

Resta-nos verificar que a regra x — z* é um homomorfismo de GG; em Sym M. Dada

uma forma normal hgy g5 ... g, arbitaria, segue-se que

2°(hgi 2. .. Gr) = hhigi(ha)® ... g (hyy1)?rT,

onde T deve ser deletado se x € H,.. Aplicando a imagem z*(hgy G5 ... Gr) & y* segue-se:

Yy (2" (hgy G2 .. Gr)) = hhikigi(hok2)?t ... gr(hrg1kri)? Ty

Para a permutagao (zy)* temos:

(xy)"(hor G2 .. Gr) = hligi(l2)?r ... gr(l,41)? Ty.

Das equacoes x = hﬁlf, Ty = kfilx’y e xy = lfi1 segue-se que l.4 1 = hyyo1key1.

Igualmente, as equagoes

g}h¢" _ kf’z glh@

il — i+l
gihﬁlkﬁl = k?igi(hﬂrlkintl)d)i
gilﬁ-l = l?i = gil?fd

implicam que l; = h;k; para 1 < i < r e portanto z*y* = (xy)*, donde concluimos que
xr — x* ¢ um homomorfismo. Consequentemente, existe um homomorfismo ¢; de cada G;
em Sym M.

Seja ¢ a respectiva extensdo de F' = *G; em Sym M. Como &; ' (h)¢;(h) € N para
todo h € H ei,j € I, ¢ aplica cada elemento de N a identidade de SymM.

Dado f € F, cuja forma normal é f = hyg7...g,, segue-se que
fzh‘flﬁg?... g mod N
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e entao
o(f) = (WG @2 3)° = (W) g1 ... 9"
que é nada mais que a forma normal de f. Agora, a agdo de G em M leva cada par (f,1)

a forma normal de f, e portanto a mesma deve ser unica, concluindo a demonstracao [

Teorema 2.18 Seja G o produto livre dos grupos (G;|i € I) com subgrupo H amalgamado
por monomorfismos ¢; : H — G;. Entdo existem subgrupos H e G; i € I, em G tais que

H>~H, G, 2G; e H=G;N{(G|i #j). Além disso G ¢ gerado pelos G;.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.12, o produto livre dos G; com subgrupo amalga-
mado H é o quociente do produto livre F' = xG; pelo subgrupo normal N gerado por
{6 " (R)¢;(h)|h € H,i,j € I}. Escrevemos G = F//N.

Os subgrupos desejados sdo exatamente H = H% N/N e G; = G;N/N. De fato, como
¢i ' (h)#;(h) € N para quaisquer h € H e 4,5 € I, H estd bem definido. Pela unicidade
da forma normal, H* "N = 1 e G; N N = 1 para todo i donde segue-se que H = H,
G; =2 G;. Como F é gerado pelos G;, G é gerado pelos G;. Igualmente, a unicidade da
forma normal implica que

G,NN(G,N|jeT,j+i)

O

Teorema 2.19 Seja G, o produto livre dos (G;|i € I) com subgrupo H amalgamado.
Entao temos:

i) Se g = hgi...G, € uma forma normal de g e g1 € g, pertencem a diferentes Gj,
entdo g tem ordem infinita.

ii) Se pelo menos dois grupos da familia nao coincidem com H entio G tem um
elemento de ordem infinita.

iwi) Um elemento de ordem finita em G € conjugado de um elemento de algum G.

Demonstragao. (i) Durante o processo de obtengao forma normal de g2, podemos mover
h para a esquerda, de tal sorte que g2 tem uma forma normal de comprimento 2n, portanto
g?> # 1. Pelo mesmo argumento, vemos g™ nao pode ser trivial se n > 1. Logo, g tem

ordem infinita.

41



(ii) Basta tomar dois elementos g; e go fora da imagem H, o que, por (i), g;g; tem
ordem infinita.

iii) Suponhamos por absurdo que ¢ = hgy...g, tem ordem finita e nao é conjugado
de nenhum elemento de um dos fatores livres. Entao devemos ter n > 1. Pelo item
(i), obrigatoriamente i; = i, e n > 2. Agora o conjugado g,gg, ' possui forma normal
hGi'gz ... Gn, onde b/ € H g, € G;,, o que por (i), define um elemento de ordem infinita,

logo g deve ter ordem infinita, contradicao. [J
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Capitulo 3

HNN-extensoes e Teoremas de

Imersao

Inicialmente proposto por G. Higman, B. H. Neumann, H. Neumann em 1949 para de-
monstrar certos teoremas de imersao, a HNN-extensao logo assumiu um papel importante
na teoria combinatorial dos grupos, sendo alicerce para intimeras aplicacoes, em particu-
lar, na exibicao de um grupo finitamente apresentado que possui resposta negativa ao
problema da palavra.

A idéia desta construcao é bem similar aos produtos livres com amalgamacao, exceto
que os subgrupos isomorfos considerados estao contidos em um grupo. Iniciamos nossa
exposicao através do teorema original de Higman, Neumann e Neumann, onde as HNN-

extensoes surgiram pela primeira vez

3.1 HNN-extensoes

Teorema 3.1 Seja G um grupo, e 8 : A — B um isomorfismo entre subgrupos de G.
Entao existe um grupo G* contendo G e tal que 0 ¢é induzida por uma automorfismo

interno de G*. Em particular, se G € livre de tor¢ao, G* também €.

Demonstracao. Sejam (u) e (v) grupos ciclicos infinitos. Considere os produtos livres

X = Gx*(u) e Y = G=*(v) e seus respectivos subgrupos L = (G, A*) e M = (G, B"). Pela
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unicidade da forma normal em X e em Y, obtemos que L =G x A% e M = (G = B).

A aplicagao ¢ : L — M tal que ¢(g) = g e p(a*) = 6(a)” define um homomorfismo
entre os fatores G e A" de L nos fatores G ¢ BY de M. Portanto ¢ se estende como um
homomorfismo. Igualmente ¢ : M — L, definida por ¢(g) = g e ¢(b") = a* é uma inversa
de ¢. Logo ¢ é um isomorfismo.

Podemos construir o produto livre G* dos grupos X e Y com subgrupo L amalgamado
através de ¢. Em G*, temos que ¢(z) = x para todo = € L, donde segue-se que G esté
naturalmente imerso em G*. Além disso, a* = ¢(a*) = (A(a))’, logo a**~ = 6(a), para
todo @ € A. Definindo t = uv~! concluimos que # é induzida por um automorfismo
interno, como desejavamos. [

O grupo G da proposicao é a HNN-extensao de G. Porém o conceito de HNN-extensao
nao se restringe a um unico par de subgrupos isomorfos. Podemos definir a HNN-extensao

COmo segue:

Defini¢ao 3.2 Sejam G um grupo, (A;;i € I) e (B;;i € 1) familias de subgrupos de G,
e ¢: A; = B; uma colecao de isomorfismos. A HNN-extensao com grupo base G, letras

estaveis t;, e subgrupos associados A; e B; € o grupo
G* = <G,ti,’i S ]|ti_1&ti = gbi(ai),ai S Az>

Definicao 3.3 Uma HNN-extensao é chamada ascendente quando vale B = C; ou B =

D; para cada letra stavel t;

Exemplo 3.4 O grupo G = (a,t|t 'at = a*) é uma HNN-extensao ascendente. Basta
obseervar que o grupo base B é o grupo ciclico infinito gerado por a. Os grupos associados

sao B e o subgrupo gerado por a?. [

Exemplo 3.5 O grupo
k
Gk = <CL1, b17 N bk| H[aj’ b]] — 1)
j=1

é uma HNN-extensdo. Pela relacdo de G segue-se que aj'bia; = bilag, by] ... [ax, bi] e

dessa forma, G é uma HNN-extensao cujo grupo base é o grupo livre gerado por ao, ..., ag,
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b1, ba, ..., by com letra estével a; . Os subgrupos gerados grg(by) e gra(bias, bs . .. [ak, bx])
sao os subgrupos associados de GG, pois ambos geradores nao possuem tor¢ao, e portanto

geram grupos ciclicos infinitos, logo isomorfos. [
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3.2 Forma Normal em HNN-extensoes. Lema de Brit-
ton

O grupo Gx do Teorema 3.1 é um grupo gerado por G e pela letra estavel ¢ e portanto,
qualquer elemento w de G* é uma palavra sobre G U {t}. A relagao t'at = ¢(a), a € A
nos permite reduzir uma palavra sempre que ocorrerem subseqiiéncias do tipo t~1gt, g € A
ou tgt~!, g € B. Caso nao se verifique tais subseqiiéncias, a palavra se diz reduzida.

De modo similar ao produto livre, para uma HNN-extensao existe uma nocao de forma
normal, que definiremos como segue. Observamos que a definicao se restringe ao caso de
um tunico par de grupos associdos, mas que pode ser estendida indutivamente, assim como

os resultados relacionados.

Definicao 3.6 Seja Gx uma HNN-extensao de um grupo G com subgrupos associados A
e B e letra estdvel t e sejam S e T transversais firas de A e B em G, respectivamente.

Uma forma normal é uma sequéncia
&1 €
gOvt 791'-'7tn7gn nZO

tal que:
Z) go S G7
it) Se e; = —1 entao g; € S. See; =1 entio g; € T,

iii) Parai >0, se g; =1 entao €; # —€;41.
Teorema 3.7 Seja Gx uma HNN-extensao de G entao:
1. Todo elemento de Gx pode ser representado por uma unica forma normal;

2. 0 grupo G estd imerso em Gx;

3. (Lema de Britton) Se a sequéncia go, 1, ..., t*", g, € reduzida en > 1 entdo got°'...t*" g,

nao ¢ a identidade de Gx;

Demonstracao. Seja gt g;...t°" g, uma seqiiéncia reduzida. O processo de obtencao da

forma normal se aplica da direita para a esquerda. Podemos supor que a sequéncia
got°tgy.. 1 gitT Lt g,

46



satisfaz a condicao de forma normal a partir da direita do simbolo ¢;. Ha dois casos a
considerar:
a) Se ¢; = —1, podemos encontrar a; € A e z; € S tal que g; = a;z;. Utilizando a

igualdade t~'a; = bt ™', para algum b; = 6(a;) obtemos
thalgl--.taFl (gi_lbi)t_lxitai“...ta"gn

Em particular, se z; = 1 entao g; € A e segue-se que ;47 = —1, pois a expressao é
reduzida. Pela mesma razao, se €;_1 = 1, devemos ter g; 1 ¢ B e ¢g;_1b; ¢ B. Segue-se
que a expressao resultante é reduzida e a partir da direita satisfaz a condicao da forma
normal.

b) Se g; = 1, temos ¢g; = byy; com b; € B e y; € T. A igualdade t~'a; = bit™!,
b; = 0(a;), nos da

Got™ g1.. 157 (gimrag )yt Lt gy

Considerando possibilidades andlogas ao item (a), temos a expressao resultante é re-
duzida e a partir da direita satisfaz a condi¢ao da forma normal. Portanto apds m passos,
obtemos uma forma normal para a sequéncia reduzida dada, o que demonstra a existéncia
da forma normal.

Para a demonstracgao da unicidade, seja M como o conjunto de todas as formas normais

de elementos de G*. Dados g € G e got*'¢y...t°" g, € M a regra

Gg(got™ .t gn) = (990)t™ ...t gn

onde a expressao a direita da igualdade é a forma normal da seqiéncia ggot'g;...t°"g,.
Essa regra define uma acao de G em M.

[gualmente, as definigoes:

aty t® gq...t°" gy, see=1
Pe(Got™ g1t gn) = aty,t= gr... 157 gy see=dlexy#1

(agy)te gy..t"gn, see=—1exy=1.

com gy =0bys, b€ B,yo €T a=0"1(b) e
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btrot®lgy..t°"g, see=+—1lexyg#1
(9ot g1 7" gn)Pr—1 = btzotTgy..t gy see=t—1lexy#1
(bgy )t g1..t5"gp, see=—1exy=1.
com gg = axg, a € S, g € S b = O(a) definem permutacoes de M e sdo mutuamente
inversas. Portanto, hd um homomorfismo do grupo ciclico infinito (t) em Sym M.

A extensao ¢’ : G x (t) — Sym M ¢ tal que ¢/(t7'at) = ¢'(f(a)). Como G* é um
quociente de G * (t) pelo fecho normal de N = gpg(t—tat(a)0~'la € A) entao N estd
contido no nicleo de ¢'.

Segue-se que o homomorfismo induzido de Gx para Sym M induz uma acao G em
M tal que, para qualquer w € G em sua forma normal, o par (w, 1) é levado na forma
normal de w. Portanto, uma sequéncia reduzida nao trivial nao pode ser a identidade de

Gx. Em particular, segue-se também que G'* contém G. [

Como consequéncia dos item (i) e (iii) temos o:

Corolario 3.8 Numa HNN-extensao, o subgrupo gerado pelas letras estdveis € um grupo

livre.

A seguir, um exemplo de grupo finitamente gerado que nao é hopfiano, ou seja, um

grupo que é isomorfo a algum de seus quocientes proprios.
Exemplo 3.9 O grupo G = (a,t|t *a*t = a3) € nao hopfiano.

Demonstracao. O grupo G é a HNN-extensao de um grupo ciclico infinito com gerador
a, com tnica letra estdvel. Observamos que G também é gerado por a? e t. Pelo teorema
de von Dyck, a regra ¢(a) = a?, ¢(t) =t se estende a um endomorfismo sobrejetor ¢ de

G, pois t71(a®)3t = (a®)3. Agora considere
g=(a "t at)’a!

Entao g é uma palavra reduzida de comprimento positivo, a qual, pelo Lema de Britton,
nao pode ser trivial. Agora ¢(g) = 1, portanto ker¢ # 1 e pelo Teorema do Isomorfismo,

segue-se que G = G /ker¢ [
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3.3 Teoremas de Imersao

Os teoremas de imersao tém importancia fundamental para a compreensao da estrutura
dos subgrupos em grupos finitamente gerados ou finitamente apresentados. A esséncia de
tais problemas é mostrar que existem grupos finitamente gerados onde é possivel encontrar
subgrupos com propriedades imprevisiveis, revelando o quao dificil pode ser os estudos
neste sentido.

Apds a apresentacao dos teoremas classicos no artigo de 1949, a HNN-extensao serviu
como inspiragao e ferramenta indispensédvel para varios outros teoremas de imersao (ver
por exemplo [12] ou [17]). No texto original, como consequéncia do Teorema 3.1, Higman,

Neumann e Neumann propoem o seguinte teorema de imersao:

Teorema 3.10 Todo grupo G pode ser imerso em um grupo G* tal que todos os elementos

de mesma ordem em G sao conjugados

Demonstracao Basta cosiderar como subgrupos associados cada par (Aqp, Bayp), sendo
Aqp 0 subgrupo ciclico gerado por a € G' e B,y o subgrupo ciclico gerado por um conju-
gado b de a. As regras 0,;(a) = b sdo naturalmente isomorfismos. Entao a HNN-extensao

de G, relativa a essa familia de subgrupos é o grupo procurado. [J

Teorema 3.11 Todo grupo G livre de torsao pode ser imerso em um grupo G** cujos

elementos # 1 sao conjugados

Demonstracao. Considere a cadeia de grupos G = Gy C G; C Gy C ..., onde cada

Gi+1 € a extensao G} obtida no teorema anterior. Entao o elemento maximal
G*™ = UG,

satisfaz as condigoes desejadas. De fato, se g* e h* estao em G** existe algum G, que
contém g* e h*. Agora se G é livre de torgao, indutivamente cada G, também é. Portanto

g* e h* tétm mesma ordem em G, e sao conjugados em G, 1. [
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Teorema 3.12 Todo grupo enumerdvel pode ser imerso em um grupo que € gerado por

dois elementos de ordem infinita.

Demonstracao Seja G = {1 = go, ¢1, g2, ...} um grupo de ordem infinita enumerdvel
e seja F' o grupo livre gerado pelos simbolos {a,b}. No produto livte H = F x G,

consideramos seus subgrupos
A= ng(abi‘i € I) e B = ng(b“igiﬁ c [>.

Devido a unicidade da forma normal de H, toda palavra reduzida sobre {abi li € I} nao
pode ser trivial. Segue-se que A é um grupo livre com base {abi|i € I'}. Analogamente,
B é um grupo livre sobre {b“i gili € I'}. A aplicagao ¢ : A — B, (a)¥ = b"' g; se extende
naturalmente a um isomorfismo.

Definimos K como a HN N —extensao de H com unica letra estavel t. Neste grupo,
o subgrupo gpg(a,t) contém b =t lat = p(a’") e portanto qualquer conjugado (a® )t =
b“igi. Logo, K = gpg(a,t) e g; € K . Segue-se entao que K é um grupo gerado por dois

elementos de ordem infinita que contém G. [J

Teorema 3.13 FEuziste uma infinidade nao enumerdvel de grupos gerados nao isomorfos

gerados por dois elementos

Demonstracgao. Seja S um conjunto de primos. Para cada p € S, considere o produto
direto Ts = X,c5C), onde C, ¢ o grupo ciclico de ordem p. Entao o grupo Ts tem um
elemento de ordem p se e somente se p € S. Pelo teorema anterior, podemos imergir
Ts em um grupo 2-gerado G tal que G possui um elemento de ordem p, se e somente se
p € S. Portanto para cada par de conjuntos de primos S e S’ distintos, G e Gg sao
grupos nao isomorfos. Assim, existem 2% grupos 2-gerados nao isomorfos.

O

Corolario 3.14 Eziste uma infinidade de grupos finitamente gerados que nao sao finita-

mente apresentdveis.
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Capitulo 4

Teorema Principal

Passamos agora a demonstracao do resultado que motivou essa dissertacao.

4.1 Demonstracao do Teorema Principal

Teorema 4.1 (Baumslag, Miller IIT) Seja G um grupo finitamente apresentado que
possui um quociente livre de posto n. Entao G € uma HNN-extensao com n letras estaveis,

com grupo base B finitamente gerado e subgrupos associados também finitamente gerados.

Demonstragao. Seja F' = G/N um quociente de G, livre de posto n. Sendo G é

finitamente gerado, podemos escolher um conjunto finito de geradores
tl, tn, A1y ey A

tais que t1 1V, ...t, N formam a base livre de F' e a; € N.

A escolha a; € N é sempre possivel: suponhamos sem perca de generalidade que
a; ¢ N. Entdo a; € gN para g € G\ N e como F ¢é gerado pelos ti,...,t, temos
gN =1t7" .. 17" N com a; = £1, logo

_ 491 (95
al—t“ ...tlkng, noeN

Entao segue-se que

tl, tn, nNg,...,0n
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¢ um novo conjunto gerador de G, conforme afirmamos.
O fato de G ser finitamente apresentado, nos permite definir G em termos de um

niumero finito de geradores e relagoes definidoras
G=(t1, .., tn,a1,...,anr1 =1, ...;1, = 1)
onde cada relator r; pode ser expresso como
T = U1V1UV2 . . . U]

com cada u; sendo uma palavra sobre tq,...,t, e cada v; é uma palavra sobre a4, ..., a,,.
Além disso r; = 1 em G implica que r;N = u; ... N = N. Como os ty,...,t, formam
uma base livre de F' temos que uq ... u; € livremente igual a 1 e portanto u; = ul__l1 ot

Desta forma, rescremos
_ -1 -1, -1 -1 -1 -1
r; = (urvruy ) (ugugveuy Uy ) oo (Ugls . W U Uy Uy -y ) (1)

Como cada v; ¢ uma palavra sobre os ay, ..., a,, segue-se que cada r; pode ser expresso
como um produto de conjugados dos a; por palavras sobre t4,...,%,.

Definamos ¢ como o comprimento méaximo de todas as palavras sobre os t; que apare-
cem em cada expressao em (1) e seja € o conjunto de todas as palavras reduzidas w sobre
os t; tais que [(w) < 6.

Para cada u € Q e inteiro h € [1,m], definamos um simbolo 3, ,, sujeito a relacao
Bh,u = u_la'hu ; (2)

Em particular, temos que 51 = aj, para todo h = 1,...,m . Assim, usando a trans-
formacao de Tietze (T4) podemos inserir os 3, como novos geradores na apresensentacao

de G obtendo

G = <tl7 "'atnaala "'7an>5h,u‘rl = 17 ey TR = Lﬁh,u = u_lahu>

onde u percorre 2 e h € [1,m].
Das relagoes (., = u 'apu, como cada r; é um produto de conjugados dos ay por

palavras sobre os t;, entao cada r; ¢ também uma palavra w; sobre os by ,. O fato de que
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Br1 = ap, nos permite eliminar os geradores aj, portanto

G = <t17 "'7tn75h,u‘w1 = 17 coy WE = 175h,u = uilﬁh,1u>

Agora, dado t; e 5, arbitrarios, da equagao (2) temos t[lﬁh,uti = t;lu_lahtiu = Bhtu-

Portanto, o conjunto de relagoes em (2) é equivalente ao conjunto de relagoes
6h,uti - ti_lﬁh,lti; u € Q7 h = 17 s,

Usando a transformagdo de Tietze (T1), podemos trocar o primeiro conjunto de

relagoes, pelo segundo na apresentagao de G e obtemos

G = <t17 "'atnaﬂh,u‘wl = 17 cy W = 175h,uti = tiilﬁh,lti>

onde u € Q , ut; € Q, h € [1,m], 1 € [1,n]
Agora, definimos

B = gpc(Brulu € Q, h € [1,m])

e como () é finito, B é um grupo finitamente gerado. Observe que B pode nao ser
finitamente apresentado, porém como qualquer relagao definidora entre os geradores de
B é conseqiiéncias das relagoes de G, utilizando (T1) tais relagdes podem ser adcionadas
a apresentacao de G. Em particular, N é o fecho normal de B em G. Portanto G é uma
HNN-extensao de B com n letras estaveis.

Além disso cada subgrupo de G, definidos por:
Ci=g9pc(Bjull <j<kueQeut; €Q)
é conjugado em G pela letra letra estavel ¢; ao subgrupo:
D; = gpc(Bju;|1 < j < k,ueeut; € Q)

e tais subgrupos sao exatamente os subgrupos associados de GG. Portanto G é uma HNN-
extensao com n letras estdveis e com grupo base e subgrupos associados finitamente

gerados. [J
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4.2 Consequéncias e Exemplos

Corolario 4.2 Um grupo finitamente apresentado, que admite um quociente ciclico infi-
nito € uma HNN-extensao de um grupo base finitamente gerado com unica letra estdvel e

subgrupos associados também finitamente gerados.

Demonstracao. Um grupo ciclico infinito é um grupo livre de posto 1, portanto o

resultado é imediato. OJ

Corolario 4.3 Seja N um subgrupo normal e coerente de um grupo G finitamente apre-
sentado. Se G/N € um grupo livre de posto n entao G é uma HNN-extensao de um
grupo finitamente apresentado com n letras estdveis e subgrupos associados finitamente

apresentados.

Demonstracao. Como B é finitamente gerado e esta contido em N entao B ¢ finitamente

apresentado, assim como os subgrupos associados. [

Teorema 4.4 Seja P uma propriedade de grupos que € fechada para subgrupos e suponha
que grupos livres com posto > 1 nao satisfazem P. Seja N, subgrupo normal de um grupo
finitamente apresentado G. Se os subgrupos finitamente gerados de N pertencem a P e
G/N ¢é livre, entao G € uma HNN-extensdo ascendente de um grupo base B finitamente
gerado, tal que B € P, com subgrupos associados finitamente gerados. Se N é coerente

entdo B e os subgrupos associados também sao finitamente apresentados.

Demonstracao. De acordo com [13] o fecho normal do grupo base de uma HNN-extensao
nao ascendente possui subgrupos livres de posto > 1, Portanto, se G nao fosse ascendente

entao existiria um subgrupo livre ndo abeliano em N, logo N ¢ P, contradi¢ao [

Corolario 4.5 Suponha que N é um subgrupo normal e localmente policiclico em um
grupo G finitamente apresentado. Se G/N € livre, entdo G é uma HNN extensio ascen-

dente de um grupo policiclico B.

Demonstracao. Seja P uma propriedade de grupos. Um grupo se diz localmente P se

todo subgrupo finitamente gerado esta contido em um subgrupo H € P. Pelo Teorema
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4.5, G deve ser uma HNN extensao de um grupo B finitamente gerado tal que B C N e
como NN ¢ localmente policiclico o conjunto gerador de B esta contido em um subgrupo
policiclico B’ de N.

Agora, a propriedade de ser policiclico é fechada para subgrupos e como B C B’ temos
que B é policiclico. Entao G deve ser uma HNN-extensao ascendente devido ao Teorema

4.8, pois grupos livres de posto > 1 nao podem ser policiclicos [J

Corolario 4.6 Sejam V uma variedade nao trivial de grupos e N um subgrupo normal
de um grupo finitamente apresentado G. Se G/N € livre e N € V entao G é um HNN
extensao de um grupo finitamente gerado B em V e subgrupos associados finitamente

gerados

Demonstracao. Qualquer variedade de grupos é fechada para subgrupos. Agora se W

nao ¢ trivial, para qualquer grupo livre de posto > 1 nao pode ser W(F) = 1. [

Corolario 4.7 Seja N um subgrupo normal de um grupo G finitamente apresentado. Se
N ¢ de torsao e G/N ¢ livre entao G € uma HNN extensao ascendente de um grupo de
torsao B finitamente gerado e subgrupos associados finitamente gerados. Em particular,
se N € localmente finito, entdo G é uma HNN extensao ascendente de uwm grupo finito, e

portanto N € finito e G € virtualmente livre.

Demonstragao. Ser de torsao é uma propriedade fechada para subgrupos e pelo Teorema
, grupos livres nao admitem torsao. Obviamente, todo subgrupo de N é de torgao, em
particular os finitamente gerados. Como G/N é livre, entao pelo teorema anterior G é uma
HNN-extensao ascendente de um grupo B finitamente gerado e de torcao e subsgrupos
associados finitamente gerados.

Se N é localmente finito, como B é finitamente gerado, segue-se que B esta contido em
um subgrupo finito de N, portanto B é finito. Sendo G uma HNN-extensao ascendente,
para cada par de subgrupos associados (C;, D;) i € [1,n] temos C; = H ou D; = H. Mas
o fato de H ser finito e C;, D; < H implica que C; = D; = H. Assim H contém qualquer
conjugado por letras estaveis de G. Pelo lema de Britton , H é normal e H = N, pois N

é o fecho normal de H em G. Portanto, N é finito.
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Agora, o quociente G/N é livre, portanto existe um subgrupo C' < G tal que G = NC,
NNC =1eG/N = C. Segue-se entao que [G : C] = |N| < oo, logo G possui um subgrupo
de indice finito. [J

Exemplo 4.8 Grupo fundamental de uma superficie orientdvel de género > 1 é uma

HNN-extensao

Tal grupo é finitamente apresentado por
k
G = (a1, br, ., ap, b | | Jlas. 5] = 1)
j=1

O processo de obtengao da apresentagao dada pode ser vista em [16]. Podemos de-
compor G como uma HNN-extensao com uma letra estavel, utilizando o teorema anterior.
Considere N o fecho normal dos geradores ao,...,ax, by,...,b, em Gj. Dessa forma, o
quociente G/N é ciclico infinito e N tem indice infinito em G. E um fato conhecido que
em grupos de superficie, qualquer subgrupo de indice infinito é livre (ver [9]). Portanto
N é um grupo livre de posto 2k — 1.

Dessa forma, G é uma HNN-extensao do grupo livre gerado por ao, ..., ag, by, b, ..., by

com letra estavel a;. Da relacao na apresentacao de GG, segue-se que
al_lblal = b1 [CLQ, bQ] Ce [ak, bk]
e portanto gr(by) e gr(bi[as, bs] ... [ak,by]) sdo os subgrupos associados de G. O

Exemplo 4.9 O grupo G = (a, s,t|a’ = aa®,[a,a’] = 1,[s,t] = 1) admite um quociente
G/N livre de posto 1. Para tanto, considere N como o fecho normal do subgrupo gerado
por a e s. Entdo G/N é o grupo ciclico infinito gerado por ¢t e G é uma HNN-extensao
de um grupo finitamente gerado. De acordo com [4], G é um grupo metabeliano. Por
definicao, um grupo metabeliano é aquele cujo grupo comutador é abeliano. Como essa
propriedade de grupos é fechada para subgrupos e grupos livres de posto > 1 nao podem
ser metabelianos , pelo Teorema 2, G é também ascendente. De acordo com [5] o grupo
base é o produto entrelagado de dois grupos ciclicos infinitos, portanto nao é finitamente

apresentado. [
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4.3 Consideracoes Finais

Ao analisarmos a demonstracao do teorema principal e comparéa-lo com os artigos dire-
tamente relacionados a ele, observamos que a prova dada por Baumslag e Miller é, sem
duvida, mais simples, e cujo resultado é levemente mais geral e abrangente. As demons-
tracoes anteriores sao bem mais extensas e utilizam técnicas avancadas, em contraste com
os argumentos puramente algébricos e nao sofisticados da demonstracao de Baumslag e
Miller.

Como dito anteriormente, a investigacao em busca de condi¢oes necessérias e sufici-
entes para um grupo se fatorar como um produto livre amalgamado ou HNN-extensao
consistiu em uma temadtica ativa por muitas décadas. Em particular, o surgimento da
teoria de Bass-Serre no fim dos anos 1970, caracteriza os produtos livres amalmagamados
e as HNN-extensoes como grupos que agem sobre um segmento ou loop, respectivamente.
Utilizado a teoria dos grupos agindo em grafos é possivel se obter a versao abstrata para
a conjectura de Serre sobre grupos virtualmente livres: Um grupo livre de torcao que
possui um grupo livre de indice finito é por si um grupo livre.

Apesar da simplicidade de seu enunciado, o teorema que demonstramos e suas con-
sequéncias nos ofereceram a possibilidade de estar em contato com temas e técnicas im-
portantes da Teoria Combinatorial dos Grupos. Miller, em [14] ji exibe o caso em que
a extensao ¢ ciclica e livre, cujo resultado é entao generalizado para posto finito > 1, no
artigo dos autores em 2007. Enfim, a importancia das releituras de resultados anterio-
res com novas demonstracoes nao consiste em si em apenas oferecer uma via alternativa
para tais resultados, mas sim torna-los mais simplificados e abrangentes. Eo que fica

claramente evidente no nosso caso.
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