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RESUMO

Esta dissertacao é um estudo sobre uma classe de fungoes, cujo comportamento sugere uma

analogia com as funcgoes trigonométricas, que sao as funcoes hiperbolicas. Essas funcoes

8—()2
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as duas principais, o cosseno hiperboélico e o seno hiperbodlico , sao resultados da soma e

. . ~ . ~ . . xz
surgem naturalmente a partir de combinagoes simples das fungoes exponenciais 5 e
diferenca direta entre elas. Iremos abordar a histéria; citando alguns matemaéticos e suas

contribuicoes, a conceituagao, o desenvolvimento das suas propriedades, suas relacoes com

as funcoes trigonométricas, a derivada, a integral, seu grafico e explorar sua aplicacgao.

Palavras-chave: Funcoes Hiperbélicas, Funcoes Trigonométricas, Fungoes Exponenciais.



ABSTRACT

This dissertation is a study of a class of functions, which behavior suggests an analogy

with the trigonometric functions, that are the hyberbolic functions. These functions

appear naturally from the simple combinations of exponential functions % and %, the
hyperbolic cosine and the hyperbolic sine are the both most important, they are the
result of the sum and the direct difference between them. The history will be addressed,
some mathematicians and their contributions will be refered, the conceptualization, the
development of its properties, its relations with the trigonometric functions, the derivative,

the integral, its graphic and explore its aplication.

Keywords: hyperbolic functions, trigonometric functions, exponential functions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Estrutura do Trabalho

No capitulo 1, secao 1.2, apresentamos a linha do tempo mostrando a motivacao e o
desenvolvimento da matemaética, desde a Grécia antiga até o renascimento, ciéncia que
foi um dos pilares do desenvolvimento da sociedade, citando alguns estudiosos e suas
contribui¢oes. Na Secao 1.3, abordamos um breve historico das funcoes hiperbolicas,
mostrando que uma das necessidade do seu estudo foi as grandes descobertas geograficas
dos séculos XV e XVI que pediam métodos de navegacao mais aperfeicoados, fazendo
inferéncia a alguns estudiosos e suas contribuicoes.

No capitulo 2, comecamos nosso estudo a partir da circunferéncia, elipse e circulo
trigonométrico, com o objetivo de mostrar que o circulo trigonométrico ¢ um caso especial
da circunferéncia e a circunferéncia unitaria é um caso especial da elipse, como podemos

perceber esses assuntos estao interligados de forma direta. Fizemos um breve estudo sobre

a hipérbole e mostramos que a curva y = o representa a hipérbole equilatera X2—Y?2 =1,
x

quando rotacionamos de % o plano xy para a obtencao do plano XY. Usando esse fato
juntamente com analogia ao circulo trigonométrico, desenvolvemos todas as defini¢oes
e relagoes das funcoes hiperbodlicas. Demonstramos algumas derivadas, apresentamos o
formulario da integral, fizemos o estudo dos gréficos e, por fim, das fungoes inversas.

No Capitulo 3, discorremos sobre um breve histérico da catenaria, citando alguns es-
tudiosos, suas contribuicoes, algumas aplicacoes e abordamos de forma mais aprofundada
o estudo da catenaria através de uma aplicacao.

Nas Consideracoes Finais, falamos sobre a importancia e a viabilidade do estudo das

funcoes hiperbélicas no ensino médio uma vez que elas sao, apenas curvas, originadas da
€$ —T

combinacao direta das fungoes exponenciais 5 e DR ja estudadas no ensino médio e,

possuem muitas aplicacoes importantes.



1.2 Linha do tempo

Durante muito tempo o medo foi a reacao dos homens pré-historicos diante do desco-
nhecido. Naqueles tempos, o misticismo comecou a ser usado para explicar esses fatos e
fendmenos. Assim, o homem respondia aos questionamentos sobre os fenémenos da na-
tureza por meio de crencas e supersticoes. Porém, quando a explicacao mistica tornou-se
insuficiente para a compreensao dos fendémenos, houve a necessidade de se buscar no-
vos caminhos que pudessem comprova-los. Na Grécia antiga' com advento da filosofia
marcou-se o fim do pensamento mitico, recorrente ao mistério e ao sobrenatural, que ex-
plica aspectos essenciais da realidade vivida por um povo. Ja a caracteristica central da
explicacao da natureza pelos principios filosoficos é a nogao da causalidade, interpretadas
em termos puramente naturais. Cada fendmeno poderia ser tomado como efeito de uma
nova causa, que por sua vez seria efeito de uma causa anterior. Noés ja sabemos que os
egipcios foram os primeiros a possuir o conhecimento técnico, mas foram os gregos os
primeiros que se preocuparam em sistematizar o conhecimento. Procuravam moldar a
forma das ciéncias da natureza. Foram eles que se aproximaram, pela primeira vez, do
que hoje chamamos de ciéncia. As suas atividades buscavam adquirir o conhecimento,
ou construi-lo de forma organizada, ou mesmo aperfeicod-lo em todas as areas, seja esse
conhecimento sobre a natureza fisica, biologica, social, econémica, tecnoldgica ou outra,
tornando a existéncia humana mais significativa. Considera-se que a matematica grega
e o pensamento filésofo cientifico tenham comecado, por volta do século VI a.C., com
Tales de Mileto? e com Pitagoras?, a ele foi atribuida a descoberta de varios teoremas e de
certas propriedades relacionadas a escala musical. A escola pitagorica, fundada em 530
a.c., relacionava-se mais com o amor a sabedoria do que com as exigéncias da vida prética,
defendia que todas as coisas poderiam ser expressas por nimeros, dessa forma a matema-
tica dos gregos foi distanciando-se da aritmética de Pitadgoras, tornando-se inteiramente
geométrica.

Os gregos classificaram os lugares geométricos em trés categorias: os lugares pla-
nos(todas as linhas retas), os lugares solidos(todas as conicas) e os lugares lineares(as
demais curvas), a reta e a circunferéncia foram os primeiros lugares geométricos conheci-
dos e estudados, o circulo, as secdes conicas e espiral de Arquimedes? passaram por um
estudo detalhado, mas eles também conheciam outras curvas, como: a quadratriz, a con-

choide de Nicomedes® e a cissoide de Diocles®, para eles s6 havia duas maneiras de definir

'Periodo que vai 2000 a.C. a 146 a.C.

2(624 a.C - 558 a.C) foi um filésofo grego. Nasceu em Mileto, atual pais da Turquia.

3Nasceu por volta do século 6 a.C., na ilha de Samos, no mar Egeu, Grécia. Morreu, na Lucénia,
Italia.

4(287 a.C. - 212 a.C.) nasceu na colonia grega de Siracusa, na Sicilia. Faleceu no ano de 212 a.C.

3Viveu entre 280 a.C. e 210 a.C. Foi dedicado a resolver os problemas da trissec¢ao do angulo e da
duplicacao do cubo.

6(240 a.C a 180 a.C.)viveu em Caristo. Formulou a Ciss6ide de Diocles, a fim de resolver o problema
da duplicacao do cubo.



curvas: por meio da composicao de movimento uniforme e pela intersecao de superficies
geométricas: planos, esferas, cilindros, poliedros e cones. Nao chegaram a explorar a ci-
nematica e a secao de um so6lido pois, as inicas curvas que os gregos encontraram no céu
e na terra foram combinacoes de retas e circulos.

Alguns dos problemas classicos da geometria grega, a duplicacdo do cubo, a triseccao
do angulo e a quadratura do circulo, por ser impossivel a sua resolucao com régua e
compasso, motivaram a criacao de novas técnicas geométricas, como aconteceu com as
cOnicas, um dos mais antigo estudo da mateméatica, onde por volta do século IV a.c.,
Menaecmus’, discipulo de Platao®, descobriu as secoes planas de um cone - parabola,
elipse e hipérbole que foram utilizadas para a resolucao do problema da duplicacao do
cubo, mais tarde as conicas foram estudadas de forma mais aprofundada por Apolonio
de Perga’, também astronomo criou um modelo para explicar o movimento dos planetas

denominado de Epiciclo, sendo aperfeicoado por Ptolomeu!?

, cujo modelo geométrico,
geocéntrico: rodar circulos sobre circulos, abriu as portas ao mundo das curvas mecanicas,
geradas pelo movimento uniforme, chegando as elipses.

Por trés séculos, que a matematica esteve no auge, os gregos estudaram as relagoes
entre retas e circulos e a transicao entre a astronomia babilonica e a obra de Ptolomeu,
ocorreu por volta de 180 a 165 a.C. com a criacao da primeira tabela trigonométrica, por
Hiparco de Nicéiall.

Os problemas relacionados com as areas de regioes limitadas por curvas, eixos e orde-
nadas influenciaram o desenvolvimento do calculo, mais foi somente no periodo helenistico
que surgiu, com Arquimedes, a ideia da aplicacdo da geometria e aritmética como ins-
trumento de célculo e descricao de fendmenos. No trabalho de Arquimedes, encontramos
uma possivel antecipacao do calculo. Sua forma s6 foi bem compreendida apenas no século
XX. O tratado de Arquimedes, O método, por meio da exaustdo de Eudoxo'?, mostra a
ideia da quadratura da parabola.

Os gregos foram incentivados por problemas praticos a estudarem as conicas e a criar a
primeira tabela trigonométrica para estudar o movimento dos planetas, mesmo nao explo-
rando algumas curvas admitidas por eles. No século XVII, com a invengao da geometria

analitica, fez com que o estudo dos objetos geométricos e das curvas se tornassem cada

(380 a.c - 320 a.c) Foi o primeiro matemético a referir a parabola e a hipérbole como ferramentas de
resolucao do problema da duplicacao do cubo.

8(427 a.C. - 347 a.C.) nasceu em Atenas, Grécia. Quando morreu, em 347 a.C., estava escrevendo "As
Leis", um grande tratado.

9(260 a.c - 200 a.c), conhecido como "O Grande Geémetra". Fez o primeiro estudo sisteméatico sobre
as conicas. Faleceu por volta de 190 a. c. em Alexandria.

10(90a.C. - 168a.C.) nasceu em Ptolemaida Hermia, no Egito. Matemético e astronomo. Faleceu em
Alexandria.

11(190 a.C - 120 a.C) nasceu em Nicéia, na Bitinia. Viveu em Alexandria. ¢ também chamado "o pai
da trigonometria". Acredita-se que tenha morrido em Rodes.

12(400 aC - 337 a.C.) Nascido em Cnido (atual Turquia). O método da exaustdo é um método para
se encontrar a area de uma figura inscrevendo-se dentro dela uma sequéncia de poligonos cuja soma das
areas converge para a area da figura desejada.



vez mais uma parte da algebra. No lugar da curva em si, considerava-se sua equacao que
relacionava as coordenadas x e y de um ponto.

O final do século XVII e inicio do século XVIII, marcou-se pelo empirismo, posi¢ao
filosofica que toma a experiéncia como guia. Herdada do filésofo aristotélico!®. A ciéncia
do século XVIII nao dividia a matematica pura das ciéncias fisicas: a aritmética, a geome-
tria, a algebra, a 6ptica, a mecanica e a hidrodinamica, bem como o estudo de méaquinas

em geral, a navegacao, a construgao e a artilharia.

1.3 Um breve histérico das funcoes hiperbdlicas

Em 1569, O geografo flamengo Gerhard Kremer (1512-1594), que era mais conhecido
por seu nome latino, Gerhardus Mercator, fez a primeira e uma das mais importantes
aplicagoes das funcoes hiperbolicas que hoje conhecemos, usando conceitos da geometria
hiperboélica, ele publicou seu mapa, o qual ele é mais lembrado, de nome "Projecao de
Mercator"em 18 folhas separadas, intitulado:

Nowa representacao e mais completa do globo terrestre devidamente adaptado para seu
uS0 Na Navegacao.

A "Projecao de Mercator'resultou na elaboracao de um mapa em que uma linha reta
sempre faz um angulo igual com cada meridiano. Este foi um grande avango na navegagao
e é usado até hoje em todos os graficos de profundidade de navegacdo do mundo. No
entanto, quando ele publicou seu trabalho, foi deixado para que outros descobrissem que
as formulas usadas estavam ligadas as funcoes hiperbolicas.

Em meados do século XVIII, o matemaético italiano, Vincenzo Riccati (1707-1775), es-
tudou as funcoes hiperbolicas. Isso aparece em seu livro de dois volumes "Opusculorum
antncio res physicas et mathematicas pertinentium"(1757-1762). Ele descobriu as for-
mulas para adicao e subtracao de funcoes hiperbolicas, analogas aquelas para as funcoes
trigonométricas, sua relacao com a funcao exponencial e suas derivadas. Que foi publicado
no livro, "Institutiones Analyticae"(Vol. 1, 1765; Vol. 2, 1767), o qual Girolamo Saladini
(1731-1813), que era um estudante brilhante de Riccati, era um co-autor. Riccati usava
Sh. e Ch. como notagao para o seno e cosseno hiperbdlico e utilizava as siglas seme-
lhantes de Sc e Cc para as funcoes circulares, seno e cosseno. Riccati e Saladini também
trabalharam nas curvas "Rose"que tinham sido introduzidas pelo filosofo e matematico,
Guido Grandi (1671-1742), que foi autor de uma série de obras sobre geometria em que
ele considerava as analogias do circulo e a hipérbole equilatera.

Em 1768, o matematico, Johann Heinrich Lambert (1728-1777), publicou seu trabalho,
onde foi feito o primeiro desenvolvimento sistematico das fun¢oes hiperbélicas. Lambert

deu as funcoes hiperbolicas o mesmo tratamento que o matematico Euler deu as funcoes

13(384 a.C. - 322 a.C) nasceu em Estagira, na Macedonia, antiga regiao da Grécia. Morreu em 322
a.C., em Calcia, na Eubéia.



trigonométricas, ficando assim associado as funcoes hiperbélicas, da mesma forma que
Euler esta associado a funcoes trigonométricas; Lambert, apesar de ser mais conhecido
por seu trabalho sobre m, popularizou a trigonometria hiperbdlica, ao usar as notagoes de
senh x e cosh x para representar essas fungoes, que é amplamente utilizada até hoje na
ciéncia moderna.

O interesse pelas fungoes hiperbolicas aumentou com a construgao e aperfeicoamento
das pontes pénseis e a invencao e comercializagao da energia elétrica. Em meados da dé-
cada de 1850 com o desenvolvimento de telégrafos e seguido pelo telefone e da necessidade
da industria, usinas geradoras e linhas de transmissao elétricas comecaram a atravessar
a América, durante as primeiras décadas de 1900, as aplicacoes das funcdes hiperbolicas

podem ser encontrados em muitas disciplinas cientifica, principalmente nas engenharias.



Capitulo 2

Conceltuacao das Funcoes Hiperbdlicas

2.1 Circunferéncia

Imagine um prego afixado em uma superficie plana «, um barbante preso nele de
tamanho » ecm e na ponta, preso ao barbante, um lapis, ao dar uma volta completa
com o barbante totalmente esticado, teremos uma curva fechada simples denominada

circunferéncia.

Figura 2.1: Circunferéncia

Definicao 2.1.1. Dados um ponto C, pertencente a um plano o, e uma distdncia r nao
nula, chama-se circunferéncia o conjunto dos pontos de a que estao a distancia r do ponto

C. A distancia r € chamada raio.

circunferéncia = {P € af |PC| =71}

Iremos agora tomar a circunferéncia no plano cartesiano xy, onde o prego representara
o ponto C' e tera coordenadas (a,b) e o barbante de medida r cm sera chamado de raio.
Logo em seguida tomaremos o ponto P de coordenadas (x, y) pertencente a circunferéncia,
por definicao, o ponto P pertencera a circunferéncia se, e somente se, a distancia do centro

C ao ponto P for igual ao raio r.
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Figura 2.2: Circunferéncia

O triangulo retangulo obtido na figura acima nos fornecerd a equagao reduzida da

circunferéncia, através do uso do teorema de Pitagoras’.
P

ly-bl

q
O ¢

C Ix-al

Figura 2.3: Triangulo Retangulo

Pelo teorema de Pit4dgoras, temos:

(CDY + (PD)* = r
(o —al)? + (ly—b)? = +*

(x—a)*+(y—0b?* = r? (2.1)

(equacao reduzida da circunferéncia)

do segmento PD é a distancia entre os pontos P e D, e o comprimento do segmento C'P
—a)’+(y—b?r=r*éa

O comprimento do segmento C'D é a distancia entre os pontos C' e D, o comprimento
é a distancia entre os pontos C' e P que representa o raio e (z

equacao reduzida da circunferéncia.
!Teorema de Pitagoras: Em qualquer triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é igual & soma

dos quadrados dos catetos.



Se o centro da circunferéncia coincide com a origem do plano cartesiano, a = b = 0,

sua equacao reduzida passa a ser dada por:

(=02 +(y—0)? = r?

Pyt = (2.2)
(equacgao reduzida da circunferéncia centrada na origem)

Se tomarmos a equacao reduzida da circunferéncia e a desenvolvermos e em seguida fizer-

mos algumas substituicoes obteremos sua equacgao geral,

Desenvolvendo,

22 —2ax +a® +y* -2y + > = 1?
v? +y? — 2ax — 2by +a® + b2 -1 = 0.

Fazendo as substituicoes, temos:

a=—2a = coeficiente de x
coe ficiente de x
a = —
2

B =—2b = coeficiente de y
coe ficiente de y

b =
2
v=a’+b*—1r® = termo independente
r = +/a2 + b — termo independente
Portanto,
2+ fax+ Py+y=0 (2.3)

(equagao geral da circunferéncia)

2.2 Elipse

Uma forma pratica para fazer seu desenho é tomar um barbante de tamanho 2a e

amarrar suas extremidades em dois pregos F e F5, afastados um do outro, cuja distancia



seja 2¢, com a > ¢, e com um lapis esticando o barbante o maximo possivel tracar o seu
contorno na superficie plana «, obtendo assim uma curva fechada simples denominada

elipse.

Lapis

Figura 2.4: Elipse

Definicao 2.2.1. Dados dois pontos distintos Fy e Fy, pertencentes a um plano «, seja
2c a distdncia entre eles.

Elipse € o conjunto dos pontos de o cuja soma das distancias a Fy e Fy € a constante
2a (sendo2a > 2c),

elipse = {P € a/ |PFi|+ |PF| = 2a}.

[remos agora tomar a elipse no plano cartesiano xy, onde os pregos representam os
focos da elipse F} e F; de coordenadas (c,0) e (—¢,0) e a distancia |F} Fy| = 2¢ ¢ chamada
distancia focal, V; e V5 sao vértices da elipse de coordenadas (a,0) e (—a,0) e a distancia
|V1Va| = 2a representa o eixo maior da elipse, By e Bs sao vértices da elipse de coordenadas
(b,0) e (—b,0) e a distancia |B;By| = 2b representa o eixo menor da elipse, o ponto O,
que é o ponto médio da distancia focal, é o centro da elipse, P é ponto da elipse que tem
coordenadas (z,y) e |PFi| + |PF,| = di + d; = comprimento do barbante = 2a.

B,(b.0)
P(x.y)

X
Fy(c0) | V,(a0)

Vy(-a0)

B,(-b.0)

Figura 2.5: Elipse



O que acontece quando o ponto P coincide com o ponto B;? Pelo desenho abaixo,

usando o teorema de Pitagoras, no triangulo retangulo POF, temos: a® = b* + 2.

Figura 2.6: Elipse

Uma forma de obter a equagao reduzida da elipse ¢ usando o fato que |PFy| 4 |PFy| =
d1 -+ d2 = 2a.

Da definicao de elipse, vem
|PF\|+ |PFy| = 2a

V=P + =02+ V(r+e?+@y-0? = 2a
(x+e)?+y?2 = 2a—/(z—0c)?+y2

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(x+c)+y* = 4a® —4da/(z — )2+ y2+ (v —c)* + 3
42+ Ayt = 4a® —4da/ (v — )2+ 2+’ —2cx + A+ P

a/(x—c)2+1y2 = a*—cx
a*(x —c)* +a*y* = (a®—cx)?
a’z? — 2d%cx + a’* + oy = ot — 2d%cx + PP
22 — P’ +a2? = ot — a?d
(a®> — )2 +a*y* = a*(a® —?)

Usando a relacao fundamental b? = a? — 2, temos:

b2x2+a2y2 = o’
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Portanto:

.’13’2 y2
S+ = L (2.4)

(equacao reduzida da elipse centrada na origem)

A equagdo reduzida da circunferéncia é (z —a)?+ (y —b)?* = r? e a equagao reduzida da
2 2
elipse ¢ — + = = 1, se fizermos na equagao da elipse a = b = 1, teremos a circunferéncia

unitaria 22 +y* = 1 de centro (0,0), quer dizer a = b = 0, e raio 1, logo podemos observar
que qualquer circunferéncia e em particular a unitéria é um caso especial da elipse.
Podemos também abordar a relacao entre a elipse e circunferéncia, como a razao entre
as medidas c e a da elipse, que recebe o nome de excentricidade e = ¢ com ¢ < a, onde e
a
ir4 variar no intervalo de 0 < e < 1, que mede o grau de achatamento da elipse, observe
que, quando os focos sao muito préximos, ou seja, quando ¢ é muito pequeno, a elipse
tende a torna-se uma circunferéncia (figura 2.7). De forma analoga, quando a distancia
focal é muito grande, ou seja, quando ¢ tende para a, a elipse toma uma forma cada vez

mais alongada (figura 2.8). Exemplos.:

M

Figura 2.8: Elipse
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2.3 Circulo Trigonométrico

Ao analisar a circunferéncia de centro na origem e raio unitario estamos na verdade
olhando para o circulo trigonomeétrico, também chamado de circunferéncia unitaria ou
ciclo trigonométrico, podemos concluir, entao, que o circulo trigonométrico ¢ um caso
especial da circunferéncia e que por sua vez é um caso especial da elipse.

O circulo trigonométrico, fixado no ponto O, pode ser percorrido em dois sentidos:
horério(sentido dos ponteiros do relogio) e anti-horéario(sentido contrario aos ponteiros do
rel6gio), por convencao o sentido anti-horario é positivo e o sentido horario é negativo.
Os eixos x e y do plano cartesiano determinam, na circunferéncia, quatro arcos, ou seja,
quatro quadrantes. E importante lembrar que a medida do angulo central no circulo
trigonométrico é igual a medida do arco circular por ele subtendido. Podemos observar
que o angulo central em uma volta é 27 radianos e o comprimento do arco circular em
uma volta é 27r, como o raio do circulo trigonométrico é unitario, o arco circular teréd
medida 27, igual ao angulo central. Como o circulo trigonométrico tem angulo central e
arco circular iguais a 27 radianos, cada quadrante tera angulo central e medida de arco
circular igual a g radianos. Como o circulo trigonométrico inteiro tem 27 radianos e 360

. 360
graus, segue-se que 2w rad = 360 graus, ou seja, 1rad = (g) graus = H7,3 graus.

T
Portanto 0 rad = 0 graus, 5 rad = 90 graus, comprimento do arco circular AB, 7 rad

= 180 graus, comprimento do arco circular AC, 3; rad = 270 graus, comprimento do
arco circular AD e 27 rad = 360 graus, comprimento do arco circular AE. O radiano é
a unidade padrao de medida angular. Representa, em um mesmo circulo, a razao entre
o comprimento [ de um arco circular e seu raio r. Dessa forma podemos dizer que um
angulo mede 1 radiano se, e somente se, o arco subtendido por ele, tem comprimento igual

a 1, quer dizer, igual ao raio do circulo trigonométrico.

y = seno

90°ou ©
2

2° quadrante 1° quadrante

180° ou T rad 0°ou O rad
Cc A
(o] E
360° ou 21T rad

X = cosseno

3° quadrante 4° quadrante

270°0u 37 | P

Figura 2.9: Circulo Trigonométrico
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Dado um ponto P no circulo trigonomeétrico o seno do angulo « é a ordenada (OP;)

do ponto P.

sena

(-1,0)

ARy

(0,-1)

Figura 2.10: Seno

Como o circulo trigonométrico é dividido em quadrantes, cada quadrante tem um sinal

especifico definido pelo plano cartesiano da

seguinte forma:

0 sena € positivo no 1° e 2° quadrantes e ¢ negativo 3° e 4° quadrantes.

1 y
(0,1)
K Positivo
(@) x
Negativo Negativo
(0,-1)

Figura 2.11: Quadrantes do Circulo trigonométrico
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Dado um ponto P no circulo trigonométrico o cosseno do angulo « é a abscisa (OP,)

do ponto P.

©.1)

A(1,0)

cos «x

) / ”
&

0:-1)

Figura 2.12: Circulo Trigonométrico

Como o circulo trigonométrico é dividido em quadrantes, cada quadrante tem um sinal

especifico definido pelo plano cartesiano da seguinte forma:

O cosa é positivo no 1° e 4° quadrantes e é negativo 2° e 3° quadrantes.

i
y

Negativo Positivo

(-1,0) (1,0)

O X

Negativo Positivo

Figura 2.13: Circulo Trigonométrico

Definicao 2.3.1. As funcgoes cos : R — R e sen : R — R, sdo chamadas func¢ao cosseno

e fungao seno respectivamente, sao definidas pondo-se, para cada t € R:
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E(t) = (cost, sent)

Como a func¢ao seno é definida de R em R, o dominio é o conjunto dos ntimeros reais. No
circulo trigonométrico como raio é unitario, da definicdo de seno, temos —1 < sena < 1,

portanto sua imagem é o intervalo [-1,1]. A funcao seno é periodica, de periodo 27.

V]

%

Figura 2.14: Grafico do Seno

Como a funcao cosseno é definida de R em R, o dominio é o conjunto dos ntimeros
reais. No circulo trigonométrico como raio é unitario, da definicao de cosseno, temos
—1 < cosar < 1, portanto sua imagem ¢é o intervalo [-1,1]. A func@o cosseno é periodica,

de periodo 2.

Figura 2.15: Grafico do Cosseno

As funcoes seno e cosseno sao funcoes periddicas, de periodo 27.

Definicao 2.3.2. Uma funcao f : R — R chama-se periodica quando existe um nimero
T # 0 tal que f(t+T) = f(t) para todo t € R. Se isto ocorre, entao f(t +kT) = f(t)
para todo t € R e todo k € Z. O menor nimero T > 0 tal que f(t +T) = f(t) para todo
t € R chama-se o periodo da funcao f.

O comportamento da fun¢do seno é o mesmo para a primeira volta f(a) = sena, 0 <

a < 27, para a segunda volta f(a) = sena,2m < « < 4w, para a terceira volta f(a) =
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sena, 4T < a < 67 e assim sucessivamente. De uma forma geral sena = sen(a + 27) =
sen(a +47) = sen(a + 67) = ... = sen(a + 2k7), ke Z. E por essa razdo que seu periodo

é 2. O mesmo aplica-se ao cosseno.

2.4 Hipérbole

Tomando os pontos F} e F5 e o eixo V1V, = 2a, podemos obter os pontos da hipérbole
da seguinte forma:

Iy Va Vi I

Figura 2.16: Construcao da Hipérbole

[) Marca-se um ponto A externo ao segmento F) Fy.

Figura 2.17: Hipérbole

IT) Com centro em F e Fy tragam-se dois arcos de raio V; A.

I1I) Depois, com raio VoA e centros em F; e Fytracam-se dois arcos que interceptam
os primeiros em quatro pontos A;, Ay, A3 e A, que pertencem a hipérbole.

IV) Procedendo da mesma forma com o ponto B, distinto de A e externo ao segmento
1 F5, obtemos quatro novos pontos Bi, By, B3 e B, da hipérbole. Continuando com o

processo podemos obter quantos pontos quisermos da hipérbole.

Definicao 2.4.1. Considerando num plano «, dois pontos distintos Fy e Fy, e sendo 2a
um numero real maior que a distdncia entre Fy e F,, Chama-se de hipérbole o conjunto
dos pontos do plano «, tais que o modulo da diferenca das distancias desses pontos a Fy

e Iy seja sempre igual a 2a,
hipérbole = {P € «/ |PF| — PF;| = 2a}.
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[remos agora tomar a hipérbole no plano cartesiano zy, sendo os focos da hipérbole
F) e F; de coordenadas (c¢,0) e (—¢,0) e a distancia |FyFy| = 2¢ é chamada distancia
focal, V] e V, sdo vértices da hipérbole de coordenadas (a,0) e (—a,0) e a distancia
|[ViVa| = 2a representa o eixo real ou transverso da hipérbole, By e B, sdo vértices da
elipse de coordenadas (b,0) e (—b,0) e a distancia | By B2| = 2b representa o eixo imaginéario
ou eixo conjugado da hipérbole, o ponto O, é o ponto médio da distancia focal, P é ponto
da hipérbole que tem coordenadas (z,y) e |PFy — PFy| = dy — dy = 2a.

A
Y
_ A Py)
Bie o -7/,
-7 |
477 1 dy
_ - - |
- |
- L X
Fac0) [ Vy(a0) O Vi@0)\  Fy(c0)

52 )

Figura 2.18: Hipérbole

Para a demonstracao da equacao reduzida da hipérbole iremos utilizar a relacao fun-
damental ¢? = a® + b2

Figura 2.19: Hipérbole

Uma forma de obter a equagao reduzida da hipérbole é usando o fato que |PFy,— PFy| =
dg — dl = 2a.

Da definicao de hipérbole, vem:
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|PF2—PF1| = 2a
W(E+eo)24+1y2—(z—c)?2+y? = 2a

Retirando o modulo, temos:

Va+e2+2—V(@—c2+12 = +2a

(x+c)2+y?> = X2a+ /(v —c)?+ %

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

2 2cr+ 4yt = 4a® £4a/(x —c)? + 2+ 22 — 2cx + A + o
dex —4a® = Hdar/(z —c)? + 2.

Dividindo por 4 e elevando novamente ambos os membros ao quadrado, vem:

r? —2d’cx +a* = a*(2® — 2cx + S +y?)
Aa? —2d%cx +at = a2 — 2dPcx + > + a*y?
(02 . a2)x2 . a2y2 — CL2(02 _ a2)

Da relagao fundamental da hipérbole, temos:

A = d®+p

Substituindo esse valor na igualdade, obtemos:

o —a%? = o2
Dividindo os dois membros por a?b?, vem:
2 2
T Y

(equacdo reduzida da hipérbole centrada na origem)

Uma hipérbole é chamada equilatera quando os semi-eixos a e b sao iguais.
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N'?jﬂ

Figura 2.20: Hipérbole Equilatera

2.5 Medidas de angulos sobre o circulo trigonométrico

e a hipérbole equilatera

Nosso objetivo nesta secao é definir angulo hiperbélico fazendo uma analogia com o
circulo trigonométrico. Sabemos que a medida do angulo central do circulo trigonomé-
trico ¢ igual & medida do arco circular por ele subtendido, mas existe outra maneira de
encontrarmos a medida do angulo trigonométrico através do calculo da area do seu setor

circular.

Figura 2.21: Circulo Trigonométrico

Observe que o angulo central para uma volta completa do circulo trigonométrico mede
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27 radianos e que a area do circulo trigonométrico vale 772, como o raio é unitario, entao
vale m unidades de area.
Podemos estabelecer a seguinte relagao para uma volta completa. O angulo central 27

2

do circulo trigonométrico corresponde a area 7r® e o angulo central € do setor circular

corresponde a area do setor As. Resolvendo essa proporcao obtemos o valor da area do

setor circular As subtendido pelo angulo 6.

o2 —> 72

§ — As

logo,

0
Portanto, As = — unidades de area.
Dessa forma, podemos dizer que um angulo trigonométrico mede 6 radianos se o setor
circular subtendido por ele for igual a — unidades de drea. De forma anéloga, iremos definir

angulo hiperbolico como sendo o dobro do valor numérico da area do setor hiperboélico

0
subtendido por ele. Se area do setor hiperbolico mede o) unidades de &rea o angulo
hiperbolico medira 6.

Figura 2.22: Hipérbole X2 —Y? =1

Definicao 2.5.1. Um ponto K sobre a hipérbole X* —Y? =1 define um setor hiperbolico
LOK e um dngulo hiperbolico LOK. Dizemos que o dangulo hiperbolico LOK mede 0 se

a drea do setor hiperbolico LOK medir 3 unidades de drea.

Observe que a area do setor hiperbolico é maior ou igual, em um tinico caso, a area
do setor circular, definido por um mesmo angulo. Enquanto o angulo trigonométrico 6
tem variagao no intervalo (—%, %), o angulo hiperboélico 6 tem variagdo no intervalo
(—00, +00).

20



Normalmente, a area de uma figura nao é nimero negativo. As vezes é conveniente
usar areas orientadas, ou seja, providas de sinal + ou - (ELON 2006, pag 197). defini-
remos a area orientada do setor hiperboélico que estid acima do eixo x com sinal positivo
e a area orientada do setor hiperbélico que esta abaixo do eixo x com sinal negativo. Se

observarmos o ponto K poderemos tirar as seguintes conclusoes:

O,
x

Figura 2.23: Hipérbole X2 —Y? =1

1. Se o ponto K esté acima do eixo dos abscissas, a area do setor hiperbélico terd sinal

positivo e consequentemente o angulo hiperbélico, definido por ele, também.

2. Se o ponto K esta abaixo do eixo dos abscissas, a area do setor hiperbolico teré sinal

negativo e consequentemente o angulo hiperbdlico, definido por ele.

. . . . 1 .
Assim, um angulo hiperbolico, tendo medida :tgAOLK; assumira valores entre —oo e +00.

2.6 Definicao das funcoes hiperbdlicas através da ana-

logia com o circulo trigonométrico

As fungoes hiperbolicas sao similares as fungoes trigonométricas, sendo que as primeiras
sao obtidas a partir da hipérbole equilatera ja as outras sao obtidas a partir do circulo
trigonométrico. Usando a analogia entre o circulo trigonométrico e a hipérbole equilatera,
daremos as func¢oes hiperboélicas o mesmo tratamento que as func¢oes trigonométricas e

desenvolveremos algumas relagoes.
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Figura 2.24: Circulo Trigonométrico 2% + y? = 1

Seja K um ponto sobre a circunferéncia de modo que o setor trigonométrico LOK

tenha area 3 unidades de area, portanto o angulo trigonométrico LOK tera medida 0
radianos. LR a reta tangente a curva em L.

A distancia da origem O a projecao do ponto K no eixo y, representa o valor do seno
do angulo trigonométrico 6. A distancia da origem O a projecao do ponto K no eixo
x, representa o valor do cosseno do angulo trigonométrico 6 e a distancia do ponto L ao
ponto R na reta LR representa o valor da tangente do angulo trigonométrico 6.

Dessa forma o ponto K tem coordenadas x = OW = cosfl e y = W K = senfl. Portanto

podemos definir,

senl = WK
cos@ = OW
tgd = LR.

Como o ponto K, pertence ao circulo trigonométrico, temos:

x2 +y2 ——
OW? +WK? = 1
cos’0 + sen?0 = 1.

(Relagao fundamental da trigonometria)

Pela figura 2.24, sabemos que o AOW K ~ AOLR, pelo caso AA, portanto:
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LR WK

1 ow
to0 — senH.
cost

Para que possamos falar sobre as proximas identidades trigonométricas, definiremos:
cos?0 1

57> cotg 5, € cossec L

0526 sen sen?6

sec?l =

Sabemos que, cos?0 + sen?d = 1, Dividindo por: cos?f, temos:

1+sen29 B 1
cos?0  cos20

1+tg%0 = sec®d.

Sabemos que, cos?0 + sen?d = 1, Dividindo por: sen?6, temos:

cos*0 1
+1 = ———
sen26 sen2d

cotg’0 +1 = cossec®d.

Acabamos de demonstrar algumas identidades trigonométricas 2.

A
Y /
K

Figura 2.25: Hipérbole 22 — % =1

Seja K um ponto sobre a hipérbole equilatera de modo que o setor hiperboélico LOK

tenha area — unidades de area. E importante lembrar que 6 nao representa, de forma

alguma, um angulo como acontece com as func¢des trigonométricas, enquanto um é dado

2Lembrando que essas identidades trigonométricas sdo as basicas, ainda temos varias outras.
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em radianos o outro ¢ dado em unidades de area, portanto podemos dizer que LOK tem
medida 6 unidade de 4reas. LR a reta tangente & curva em L.

A distancia da origem O a projecao do ponto K no eixo y, representa o valor do seno
hiperbélico do angulo hiperbélico #. A distancia da origem O a projecao do ponto K no
eixo x, representa o valor do cosseno hiperbolico do angulo hiperbélico 6 e a distancia
do ponto L ao ponto R na reta LR representa o valor da tangente hiperbolica do angulo
hiperboélico 6.

Dessa forma, o ponto K tem coordenadas x = OW = coshf e y = WK = senhf.

Portanto podemos definir,

senh) = WK (2.6)
cosh = OW (2.7)
tgh = LR. (2.8)

Como o ponto K, pertence a hipérbole equilatera, temos:

X?-Y? =1

OW? —WK? = 1

cosh?0 — senh®0 = 1. (2.9)

(Relagao fundamental da trigonometria hiperbolica)

Pela figura 2.25, sabemos que o AOW K ~ AOLR, pelo caso AA, portanto:

LR WK
1 OW

senhf

tght) = )

9 coshf
Para que possamos falar sobre as proximas identidades hiperbélicas, definiremos: sech?6 =
cotgh®0 = cosh0 e cossech?) = L
cosh20” 7Y T enn20 ~ senh?6’

Sabemos que, cosh?0 — senh?0 = 1. Dividindo por: cosh?6, temos:

B senh* 1
cosh20  cosh?0
1 —tgh*0 = sech?. (2.10)
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Sabemos que, cosh?0 — senh?6 = 1, Dividindo por: senh?d, temos:

cosh*0 . 1
senh?6 ~ senh?0
cotgh®) —1 = cossech®d. (2.11)

Observe que demos as fungoes hiperbolicas o mesmo tratamento que demos as fungoes

trigonomeétricas.

2.7 A Curva y = e a Hipérbole X* - Y? =1

Nesta secao mostraremos que a area OLK é equivalente a area FFBLK.

1
Figura 2.26: Curva y = o
x

1
Usaremos a relacdo entre a curva y = — e a hipérbole equilatera X2 — Y? = 1 para

mostrar as relagoes entre as fungoes hiperboélicas, fungoes exponenciais e o logaritmo

. 1
natural. Tomaremos o plano cartesiano xy e nele tracaremos a curva y = 20 fazendo
x

~ . . , . ™ . .
uma rotagao no sentido anti-horario de T no plano xy obteremos um novo eixo cartesiano

1
XY e a hipérbole equilatera X? — Y2 = 1 que passa a representar a curva y = o nesse
x

. . T . . - .
novo eixo, a rotagao 1 do plano cartesiano xy feita para a obtencao do plano cartesiano

XY é chamada na 4lgebra linear de mudanca de base. Portanto iremos demonstrar que a

1
curva y = 5 1o plano xy é representada pela hipérbole equilatera X? — Y2 = 1 no plano
x

XY.
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<
y
N
XN

1
Figura 2.27: Curva y = o
x

1
Seja K um ponto sobre a curva y = —. Suas coordenadas em zy e XY serdo,

x
respectivamente, + = OF,y = OG, X = OJ e Y = KJ. Sabendo que HJ = OI, pelo
triangulo retangulo JHO, temos:

) H

Figura 2.28: Triangulo Retangulo

0 HJ
sen) = —
OJ

OI =0Jsenf = OJsen% (2.12)
OH
0 = —
cos 07

OH = 0OJcost = OJCOS%. (2.13)

Sabendo que T'J = FH e KT = IG. Pelo triangulo retangulo K'T'J, temos:
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Figura 2.29: Triangulo Retangulo

FH
senl = ——

KJ

FH = KJsenf = KJsen%

) _ 1C
CcCOS = KJ

1G = KJcosd = KJCOS%
Pela figura 2.27 temos:
r = OF=0H—-FH
Usando as equacoes 2.13 e 2.14,
0 T
r = OF=0H—-FH = OJCOSZ —KJsenZ
Fazendo X =0J eY = K J,

5
# = OF =OH — FH = OJeosT — K.Jsen™. = g(x —Y)

y = OG=0I+IG

Usando as equacoes (2.12) e (2.15),
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y = OG=0I+1G= OJsen% —|—KJcos%

Fazendo X =0J eY = K J,

2
y = OG:OI—l—IG:OJsenZ—i—KJCOSZ:g(X%—Y) (2.17)
Logo,
1 2 2 1
5=y = g(X - Y)-g(X +Y) =S (X =Y.

1
Portanto a curva y = % corresponde a hipérbole X? —Y? = 1.
T

Tomaremos a curva y = — nos eixos xy e dois pontos quaisquer K e W nesta curva.

x
O ponto K terd coordenadas x = OF e y = OG e o ponto W terd coordenadas © = OR
ey=0S.

1
Figura 2.30: Curva y = o
x

A area do retangulo OF K G é dada por:
1
AOFKG = OF.0G = Ty = 5
A &rea do retangulo ORW S é dada por:
1
AORWS = OR.OS = Ty = 5
Logo,
Aorkc = Aorws
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Entao:

ASTKG = AFRWT .

Para que possamos calcular a area do setor hiperboélico OLK, iremos girar a figura de

T
7° tomar a hipérbole equilatera X2 —Y? = 1.

Figura 2.31: Hipérbole X2 —Y? =1

1 1
Aork = §AOFKG = §AOBLC = AogrL
Aok = Aork + Arprx = Aotk + Aosr
Se,
Aorkx = AoBL
Entao:

AOLK = AFBLK

Se pensarmos com um raciocinio analogo chegaremos a conclusao que,

Aotk = Acerx = ArBLk- (2.18)
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Como podemos notar para calcular a area do setor hiperbolico OLK ¢é s6 calcular a area
de FBLK.

2.8 Parametrizacao do seno hiperbdélico e cosseno hi-
perbolico

Nesta secao mostraremos a relacao entre as funcoes hiperboélicas, exponenciais e a

logaritmicas.

Definicao 2.8.1. O logaritmo natural de x é denotado por Inx e definido pela integral

1
[l
1t

1
Voltaremos aos eixos z,y e a curva y = o a area FFBLK ¢é a area da regiao plana
x

Inx =

limitada superiormente pelo grafico da curva y = o inferiormente pela reta y = 0 e
x
lateralmente pelas retas © = OF e x = OB.

Portanto,

1
AFBLK = §ln|x]:/ —dzr =

1
= EWLOB_Z”OF’ =

OB
In —

OF

1
2

A partir dai podemos fazer a seguinte analise, se K estiver a esquerda de L entao

1, OB 1, OG
AFBLK = §lnﬁ € AG’C’LK = 5[71@ (219)

E se K estiver a direita de L entao:

1., OF 1., OoC
ArpLi = §an_B e Agorkx = 5171@

Tomaremos um ponto K sobre a hipérbole X? — Y? = 1 de tal forma que a area do

. . .0 .
setor hiperbdlico gerado, por ele, seja 5 unidades de area, dessa forma, LOK sera igual
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a #. O ponto K, no plano XY, tem coordenadas X = OW = cosh#,Y = WK = senhf e

no plano zy tem coordenadas x = OF e y = OG.

Figura 2.32: Hipérbole X2 —Y? =1

Usando as equacoes 2.16 e 2.17,

OF = z=—(X-Y)=—(coshf — senhf).

SR
SR

O0G = y=—(X+Y)=—/(coshl + senh?).

Dadas as coordenadas do ponto L, X =1,Y =0 e = 0B, y = OC, portanto:

2 2
oB=Y2.o0-Y2
2 2
Pla equacao 2.19, Temos que:
V2
1 B 1 9 1
Arprx = —an— = —In 2 = —Eln(coshé’ — senhf)

2 OF 2 2
g(coshH — senh@)

2
1 0G 1 \/7_(608]19 + senhf)
A = — _— = = — —
GCLK QZnOC’ 21n 7 21n(cosh9 + senhd)
2

Sabemos que o angulo hiperbolico é igual ao dobro do valor numérico da area do setor
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0
hiperbolico, entao Aprx = 7 Como Aork = Arpri, temos:

0 1
— = —=In(coshf — senh®)
2 2
e como Aorx = Ageork
O L tcosht + senh)
5 = glnlcos senh@).
Logo,

e = coshf — senhf

e’ = coshf + senhf

Somando e subtraindo estas duas equacoes obtemos

0 0

coshf = %. (2.20)
0 _ 0

senhf) = %. (2.21)

Usaremos a parametrizacao das funcoes cosseno hiperbolico 2.10 e seno hiperbolico

2.21 em termos das fungoes exponenciais para demonstrar algumas proposicoes.

Proposicao 2.8.1. As funcgoes circulares senf e cosf sao periddicas com periodo 2,

enquanto que as funcoes hiperbolicas senh e coshf ndao sao periodicas.

Demonstragao:

No caso das fungoes cosseno hiperbolico e seno hiperbélico, nao existe um ntimero 7' # 0
tal que f(t +7T) = f(t) para todo t € R. O seno hiperbolico ¢ estritamente crescente e o
no cosseno hiperbolico para qualquer 7' € R, f(t+7T) < f(t) ou f(t+7T) > f(t). Portanto
essas funcoes nao sao periodicas. [ |

Proposicao 2.8.2. A funcdao senf ¢ limitada, com —1 < senfl < 1, jd senhf wvaria de
—00 até 400, senhf >0 se § > 0, senhf <0 se 8 <0 e senh(0) = 0.

Demonstragao:
Para 6§ € R e 6 < 0, temos que —@ > 0, sendo assim, ¢ < e~ portanto e/ — e <
0 _ —0
e’ —e
0,entao — < 0, logo senhf < 0, para 6 € R e 6 > 0, temos que —0 < 0, sendo
0 _ -0
. e’ =
assim, e? < €, portanto ¢/ — e’ > 0,entdo — > 0, logo senhf > 0
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Proposicao 2.8.3. A funcao cos € limitada, com —1 < cosf < 1, jd cosh varia de 1 a
+00, cosh(0) =1 e cosh® > 1 para todo valor de 0.

Demonstragao:

e +e0

—y = 1,eparaf € Red # 0, temos (e — 1) > 0,
e 4 e7?

portanto, 2! 4 1 > 2¢?, se e/ > 0 para qualquer 6 € R, entdo — > 1, quer dizer,

coshf) > 1.

Para 6 = 0, temos que cosh 0 =

Proposicao 2.8.4. A funcao tgfd varia —oo a +o0o, enquanto a tghf é limitada, com

—1 < tghf < 1, por causa das diretrizes da hipérbole.

Demonstracgao:

eI

—e 7 ef +e”*

<
2 2
, dessa forma —1 < tghf < 1, logo |tghf] < 1.

Para 0 € R, temos —e™* < e~ %, entao

senhf
tght =
como tg coshb

, portanto senhf < cosh,

A partir da deducao do cosseno hiperbolico 2.20 e seno hiperbdlico 2.21, podemos
definir:

senh ¥ —1

1. tght = = .
g coshf  e2% +1
1 e? +1
2. cotghf = = ;
ot tghf €20 —1
1 2
3. h = = .
see coshf €9 +e?
1 2

4. cossechf = = .
senh e —e?

Formulas de transformacao: seno hiperbolico e cosseno hiperbolico da soma. Para

demonstrarmos as identidades abaixo, tomaremos a,b € R,

1. senh(a +b) = senha.coshb+ senhb.cosha

2. cosh(a +b) = cosha.cosh b+ senh a.senh b
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3. senh(a — b) = senh a.coshb — senhb.cosh a

4. cosh(a — b) = cosha.coshb — senh a.senhb

Demonstragao:

Se
a __ ,—a b —-b
senha.coshb = (e € )‘(e te )
2 2

etel 4 ete b — et b — T b
4

senha.coshb =

senh a.coshb =

ea—i—b o e—a—b N ea—b o e—a—i—b
2 2
2

Sabendo que:

at+b _ ,—a—b
senh(a +b) = € 26
a=b _ g—atb
senh(a — b) = € €
2
entao
senha.coshh = -2 (a+) —g senh(a — b)
e como
¢’ —e?’ e’ +e
hb.cosha = ‘
e (2)(2)
b a b —a __ b a b —a
senhb.cosha = - te.e 46 e —e e
<€a+b — e—a—b> (ea—b 6_a+b)
2 - 2
senhb.cosha = -
entao

senh(a + b) — senh(a — b)
2

senhb.cosha =
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Logo, somando (2.22) e (2.23), teremos que:

senh(a + b) = senh a.cosh b+ senhb.cosha

Demonstragao:

Se

Sabendo que:

entao

€ como

entao

cosh a.coshb

cosh a.cosh b

cosh a.cosh b

cosh(a+b) =

cosh(a —b) =

cosh a.coshb =

senha.senh b

senha.senh b

senha.senh b

senha.senhb =

e+ eb et
N 2 ' 2

etel 4 etet f el 4ot
4

6aer + efafb 6afb + efa+b
() ()

2

ea+b + efafb
2

6a—b + e—a-i—b

2

cosh(a + b) + cosh(a — b)

cosh(a + b) — cosh(a — b)
2
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Logo, somando (2.24) e (2.25), teremos que:

cosh(a +b) = cosh a.cosh b+ senh a.senh b

De forma anéloga, poderemos demonstrar as féormulas de transformacao do seno hiper-

bolico e cosseno hiperbolico da diferenca.

2.9 Derivada primeira, derivada segunda e integral das

funcoes hiperbolicas

A derivada e a integral sao duas nocoes béasicas das quais se desenvolve todo curso
de calculo. O conceito da derivada esta ligado ao problema de tracar a tangente a uma
curva. A integral, por sua vez, estd ligada ao problema de determinar areas de uma figura
qualquer. Usaremos a derivada primeira e a derivada segunda, do cosseno hiperboélico e
seno hiperbélico, para posteriormente auxiliar na construgao dos seus graficos.

Dadas as funcoes,

(&4

—e
e y = coshx =

pu— h/ pu—
y = senhx 5

Formulério das derivadas:

[y

— (senhz) = coshx

" dx
2. a(coshx) = senhx
d2
3. @(senhx) = senhx
d2
4. @(coshx) = coshx
5 d (tgh) = sech?
- o-(tgh) = sech’x
6. %(cotghx) = —cossech®z
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d
. —(sechx) = —sechx tghx

dz
. d—(cossechx) = —cossechx cotghx

x
Demonstracao:

d d T _ T T —x

%(senfm) =0 (e 26 ) = ¢ —;e = coshz
Demonstracao:

d d T —x T __ -

E(coshx) = (6 +26 ) = 26 = senhx
Demonstracao:

d (tgh) d (senhx cosh®*r — senh®x 1 2
— = — = = = sech®x
dz Y dx \ coshz cosh?x cosh?x
Demonstracao:

d d 1 sech?x

—(cotghx) = — =—— = h?

dx(co ghx) T (tgh:z:) ighi cossech”x
Demonstragao:

d d 1 senhx

dx(sec ?) dx (coshx) cosh?x SECHERgRE
Demonstracao:

d d 1 h

E(cossechx) =0 (senhx) = —% = —cossechx cotghx
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Formulario das integrais,

[y

. [ senhzdx = coshx + C

N

. [ coshadx = senhx + C

w

. [ sech’zdx = tghx + C

=~

. [ cossech*vdx = —cotghx + C'

[S)4

. [ sechatghadr = —sechx + C

6. [ cossechxcotghzdx = —cossechx + C

Demonstragao:
[ senhadx = coshxz + C

/ ce-c dx:/lezdx—/le_mdx:l/emdx—l/e_zdxzi—i-C
2 2 2 2 2 2

Demonstragao:
[ coshxdx = senhx + C

De forma anéloga podemos encontrar,
[ sech*vdx = tghx + C
[ cossech*zdx = —cotghx + C
[ sechatghxdx = —sechax + C

[ cossechazcotghadx = —cossechaz + C

38



2.10 Estudo dos graficos do seno hiperbdlico e cosseno
hiperbélico

O grafico das funcgoes seno hiperboélico e cosseno hiperbdlico podem ser obtido pelo

método chamado adigao de ordenadas. Para usar essa técnica, esbocam-se, separadamente
e’ e ”
os graficos das fungoes exponenciais y = — e y = TR e somam-se as coordenadas

y correspondentes. Nossa abordagem sera diferente, esbocaremos o grafico a partir do
comportamento da funcao fazendo uso das propriedades do limite e da derivada.

Considere o gréafico do seno hiperbdlico.

senh = {(m,y) 1y = senhx = %}
Temos:

1. senh(0) = 0.

2. senh(—x) = —senh(x), entdo y = senh(x) é impar. Logo se conhecermos seu grafico
para x > 0 basta tomar o simétrico em relacao a origem para completa-lo para
x < 0.

Demonstracao:
1 _
senh(x) = 5(633 —e )

Substituindo x por (—z), temos:

senh(~2) = (e~ — ()
senh(—1z) — %@w—ew)
senh(—z) = —%(—e-uew)
senh(—1z) = —%(ew—e—w)
senh(—z) = —senh(x)

d d T __ ,—T T —x
3. %(senhx) - (6 26 ) == +26 = coshx > 0 para todo z, ou seja, como

a primeira derivada é maior que zero para todos os valores do dominio, a funcao
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y = senhx ¢é dita estritamente crescente. Lembrando que a primeira derivada esta

relacionada ao crescimento ou decrescimento da funcao.

2
4. F(senhx) = senhx a segunda derivada nos fornece a concavidade, se > 0 entao
x

senhx > 0 e, se x < 0 entao senhr < 0, portanto y = senhx é concavo para cima

se senhx > 0 e concavo para baixo se senhx < 0 e zero é o ponto de inflexao.

. . e —e " . . e’ —e
5. lim, ,, senhx = lim, ,o(.. ——— = 400 e lim,_,_ . senhzx = lim, ,,(, ————— =

T —x

—00, ou seja, a imagem da fun¢do y = senhz é todo o intervalo (—oo, +00).

. e
6. Como e > 0, e > 0 para todo x entao —e™* < e — e ™ < €e”. Logo — <

T

hx < —.
Sennx 9

e* e " e " e’
7. lim, .o | senhe — — )| =lim, ,o(o—— =0"elim, , o | senhz + — | =lim,_,_ — =
2 2 2 2
0.
el‘
Pelas propriedades observadas temos que: senhx se aproxima de 5 quando x cresce,

e—SC
vindo por baixo, e se aproxima de — quando x decresce, vindo por cima.

: . e’
O gréfico abaixo representa as funcoes y = senhz,y = 5 ey=——.

y = senhzx

Figura 2.33: Seno Hiperbolico
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Considere o gréafico cosseno hiperbolico.

cosh = {(x,y) Ly = coshx = %}

Temos:

1. cosh(0) = 1.

2. cosh(—x) = cosh(x), isto é y = coshx é uma funcdo par. Assim, seu grafico é simétrico

em relagao ao eixo dos y's.

Demonstragao:
1 _
cosh(x) = 5(636 +e7%)

Substituindo x por (—z), temos:

1

cosh(—x) = §(e_m—l—e_(_x))
1

cosh(—x) = 5(6”—1—@"”)
1

cosh(—z) = 5(63”4—6_“7)

cosh(—x) = cosh(z)

d d
3. d—(coshx) = senhx > 0sexz > 0 e d—(coshx) = senhx < 0 se z < 0, portanto
x x
y = coshx é decrescente se x < 0, crescente se z > 0 e tem um minimo global em
x = 0. Logo, cosh > 1.

d? .
ﬁ(coshx) = coshx > 1 e logo y = coshx é sempre concavo para cima.
T

5. lim, . coshz = lim,_, ., coshx = 400, ou seja, a imagem da funcao y = coshx é o

intervalo [1,+ oo ).

—X

2

. e
6. Como e¢* > 0, e > 0 para todo x entao —e ™ < ¥ — e * < €e*. Logo — <

X
senhr < —.
2
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x —T

7. lim, . (coshx — %) = lim, ‘€
0.

—x T

(& . e
9 ) = lim, 5 =

=0"Telim, ., o (coshx —

. : e’
Pelas propriedades observadas, temos que: coshx se aproxima de 0] quando x cresce

—T

. € , .
e se aproxima de — quando x decresce, mas é sempre maior do que elas.

em
O gréfico abaixo representa as funcoes y = coshx,y = 5 ey =——-:

y = coshx

| %
)

Figura 2.34: Cosseno Hiperbélico

2.11 Funcoes hiperbdlicas inversas

As funcgoes hiperbolicas inversas sao caracterizadas de forma semelhante as funcoes
trigonométricas e estao ligadas diretamente ao logaritmo natural. Para que uma fungao f :
X — Y possua uma fungao inversa g : Y — X é necessario e suficiente que ela represente
uma correspondéncia biunivoca entre X e Y, quer dizer, seja bijetora. Nosso objetivo
agora é encontrar, caso exista, a inversa do seno hiperbolico e do cosseno hiperbdlico.
Chamaremos de funcao f : X — Y a funcao seno hiperbolico e de g : ¥ — X a sua
inversa. Ao analisarmos o grafico da funcao seno hiperbdlico veremos que ela é uma
funcao bijetora e portanto possui inversa. Observe que o dominio e o contra-dominio
dessa funcao estdo variando no intervalo de (—oo,400), entdo ela é sobrejetora. Para
cada y € (—o00,400), existe um unico x para o qual f(z) = y, ela é injetora e como
g(y) = x se, e somente se, f(x) =y, logo ela é bijetora e portanto possui inversa. Iremos
agora determinar explicitamente a inversa da funcao seno hiperbolico.

Seja a fungao seno hiperbodlico
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et —e
= senhx =
Y 2
_ex—ex
=7
Chamando e* = u, temos
_u—zf1
=7

Portanto
2 _
u"—2yu—1=0

Calculando suas raizes

u=y++y>+1

Como u = €, entao u > 0, teremos |y| < y/y?>+ 1. Logo a tunica raiz positiva é
e’ =y =+ +/y?+ 1. Portanto, arg senh x = In|x + /x? + 1|, para todo x.

A funcao inversa seno hiperbolico é chamada de argumento do seno hiperbélico sendo
denotada por arg senh e definida por y = arg senhx = senh™'x = In|x + V22 + 1|.

Considerando y = arg senh x = In|x + v/x? + 1|, sua derivada é:

dy

1 T
= — [ 14+ ——
dx 4+ Va2 +1 ( \/x2+1)
@ 1 <x+\/:c2—|—1)

dv w422+ 1 211
dy 1
dr a2+l
1
(arcsenhx) = ——
2 +1

Substituindo x por g(z) e usando a regra da cadeia, temos:

(arcsenhg(x)) =
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Usaremos essas informagoes posteriormente no estudo da catenéria.

Sua integral é:
/d—x =senh lz+C =lIn (x—f—\/l—f—x?) +C
V1+ 22
Como a fung¢ao seno hiperbolico é crescente em todo seu dominio a sua inversa também

serd crescente em todo seu dominio. Para esbocar o grafico da sua inversa basta tomar o

simétrico do grafico da funcao seno hiperbolico em relacao a diagonal y = x.

A ,

y = senhx /

Figura 2.35: Gréfico da funcao y — arg senh x

Para definir a inversa da fun¢ao cosseno hiperboélico é necessario restringir seu dominio.
Podemos ver através do grafico figura 2.34 que a cada valor de y na imagem, exceto y =
1, correspondem dois valores de x no dominio. Portanto a funcao cosseno hiperbélico nao

é injetora logo nao é bijetora, e por fim nao possui inversa.
Seja a funcao f : [0,+00) — [1,+00), dada por f(x) = coshx, a sua funcao inversa
chamada de argumento do cosseno hiperbélico sendo denotada por argcosh, definida

é
y = arg cosh x, para y > 0. Iremos agora determinar sua inversa.

Seja a funcgao cosseno hiperbélico

et 4+ e ”

pr— h p—
Yy = coshzx 5
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Y= 9
Chamando e* = u, temos
Cutu!
V=7

Portanto

u? —2yu+1=0

Calculando suas raizes

u=y+t+\y?2—1

Como u = €%, entdo u > 0, teremos e = y++/y%> — 1. Logo, arg coshx = In|z++/2? — 1|,
para |z| > 1.

Considerando y = arg coshx = In|x + v/x? — 1], sua derivada é:

dy 1 x
—= —— |l —
2 = = (=)

dy 1 (a;+\/ﬁ)

dx r+Vz—1 2 —1
dy 1
de 2 —1

e sua integral é:

dx
—:cosh’1x+0:ln<x—|—\/1—x2> +C
V1422

Para esbocar o grafico da sua inversa basta tomar o simétrico do grafico da funcao cosseno
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hiperbolico em relacao a diagonal y = .

7

! ,
iy = cosh z s

Figura 2.36: Grafico da funcao y = arg cosh x
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Capitulo 3

Catenaria

3.1 Um breve historico sobre a catenaria

O problema do fio suspenso foi abordado, entre outros, por Leonardo da Vince (1452
- 1519) e por Galileu Galilei (1564 - 1642), que foi um dos primeiros cientistas a esbo-
car um modelo para esta curva em seu livro "As Duas Novas Ciéncias"em 1638. Acre-
ditavam que a curva era uma parabola. O problema foi lancado oficialmente para a
comunidade matemética em maio de 1690, Jakob Bernoulli(1654 - 1705) desafiou a co-
munidade cientifica propondo um concurso para encontrar a forma da corrente suspensa,
no "acta eruditorum”, jornal fundado por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), e
encheria de orgulho quem conseguisse resolvé-lo. A solucao do problema veio depois de
cinquenta anos, foi encontrada e comunicada oficialmente, pelo irmao de Jakob, Johann
Bernoulli(1667 - 1748), motivo pelo qual aumentou a discordia entre eles. Em uma carta
a um amigo Johann conta que encontrou a solucao da equagao da catendria. Segundo
Moar(2004, p.184):

Os esforcos de meu irmao foram initets. Quanto a mim, fui mais feliz, pois encontrara
a habilidade (e digo isso sem me gabar, por que deveria esconder a verdade?)para resolvé-lo
inteiramente./...[Na manha sequinte, cheio de alegria, fui encontrar meu irmao, que ainda
lutava miseravelmente com esse nd gordio, sem chegar a parte alguma, sempre achando,
como Galileu, que a catendria era uma pardbola. Pare!Pare!, Eu disse a ele, nao se torture
mais tentando provar a identidade da catendria com a pardbola, porque ela € inteiramente
falsa.

Além de Johann, Leibniz e Christiaan Huygens (1629 - 1695)também resolveram o
problema. Huygens, com apenas 17 anos, provou com argumentos fisicos que a corrente
suspensa nao poderia adquirir a forma de uma parabola sem chegar a definir qual seria
essa nova curva, sua equacao analitica. Mais tarde, com mais de 60 anos, voltou ao
problema e por meios geométricos, solucionou o desafio. Ja Leibniz e Johann usaram o

método analitico. O problema da catenéaria marcou tanto o fim do estilo arquimediano,
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como o inicio publico do calculo.

A palavra catenéria é originada da palavra latina catena que significa cadeia ou cor-
rente. A curva da corrente suspensa foi batizada de catenaria por Leibniz e sugeriu que
ela poderia ser usada no calculo como uma espécie de tabela de logaritmos. Com a ana-
lise infinitesimal, foi possivel lidar com todo tipo de fun¢ao. Participaram da criacao do
céalculo, Leibniz e Isaac Newton (1642 - 1727) e a partir da solugao do problema da corda

suspensa, tornou-se menos geométrico e mais analitico.

3.2 A Funcao Hiperbodlica, a Catenaria e a Parabola

As funcgoes hiperbdlicas surgem em movimentos vibratorios, dentro de solidos elésticos
e, mais genericamente, em muitos problemas nos quais a energia mecanica é, gradual-
mente, absorvida pelo ambiente.

Os estudos da catenéaria comprovaram que sua equacao nao poderia ser expressa por

B . B 60[$ + 67&1

funcoes logaritmicas. Sua forma pode ser expressa em notacao moderna y = ——
Onde a é uma constante cujo valor depende dos parametros fisicos da corrente - massa
por unidade de comprimento - e a tensao com a qual ela é segura. A catenaria é constan-
temente confundida com uma parébola, mas sao completamente diferentes, a parabola é
algébrica, quer dizer, sua equacao é dada por um polindémio e a catenaria é transcendente,
sua equacao é modelada a partir do cosseno hiperbolico. Apesar disso, ela é uma curva
mais comum do que pensamos, podemos encontra-la em diversos lugares; nas extremida-
des do ovo, na rede elétrica de uma via férrea, nos fios de alta tensao, nas cordas suspensas
por duas hastes verticais usadas em supermercado para o anuncio de produtos, em bancos
na separacao de filas, nas barracas de camping oferecendo resisténcia a acao dos ventos,
na arquitetura, principalmente a catenaria invertida, pois estabelece um maior equilibrio
e modernidade e na engenharia com a construgao das pontes pénseis.

Iremos agora modelar o problema. Imagine um cabo perfeitamente flexivel, homogé-
neo e nao elastico, suspenso pelas suas extremidades e sob a acao do seu proprio peso.
Tomaremos um sistema de coordenadas cartesianas onde o ponto mais baixo deste cabo

esteja em sua origem.

Figura 3.1: Cabo Suspenso
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Seja K (x,y) um ponto qualquer da curva, teremos trés forgcas atuando neste ponto, T’
é a tensao que atua, tangencialmente, em K e forma um angulo o com o eixo X, H é
a tensao da corda no ponto O, atuando horizontalmente e QQ é o peso do trecho OK da

corda cujo comprimento é s, que atua verticalmente, em sentido contrario do eixo Y.

i
\ T'sena
i

Figura 3.2: Cabo Suspenso

Essas forgas conjugam-se para produzir uma forca resultante, atuando sobre o trecho

OK. Como o cabo esta em equilibrio,a soma de todas as forcas devem anular-se, portanto:
T+H+G=0
Ao decompor essa equacao de equilibrio sobre os dois eixos, obtemos:

—H +Tcosaa =0
—Q + T'sena = 0.

Dividindo membro a membro estas duas equagoes, temos: tga = %, sendo () = ws, onde

w é o peso por unidade de comprimento e s é o comprimento do arco OK. Dessa forma

w . .
tga = Es. Por outro lado podemos analisar o seguinte esquema.

Figura 3.3: Cabo Suspenso

49



Como T é tangente & curva y = f(z) entdo temos que:

tga = f'(x)
e
" w
o= —
Portanto,
J(a) = 57 (3.1

Analisado as forcas que atuam no ponto K, iremos agora determinar o comprimento de
um arco. Tomaremos uma curva continua no intervalo [a,b], de acordo com o desenho

abaixo.

Figura 3.4: Cabo Suspenso

Tragamos uma poligonal sobre a curva continua no intervalo [a, b], determinada pelos

pontos: Py = (a, f(a)) e P, = (b, f(b)) e de uma forma geral, pelos pontos:
P : 0 <1< n; onde cada P; = (x;, f(x;)).
Exemplo: Quando i = 0, temos, Py = (o, f(20)), quando i = 1, P; = (x1, f(z1)) e de uma

forma geral, quando i = n, P, = (x,, f(x,)).

Vamos agora definir o comprimento da curva, representada pela funcao s:R — R;
s(b) = s(a) = lim Z | Py P (3.2)

Quer dizer, o comprimento ¢ o limite |PyPy| 4+ |PyPa| + ... + |Poo1 Po| + ...
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Usando a distancia entre dois pontos, podemos dizer que:

[Py Pl = \/(Ax)? + (Ay;)? = /(2 — 23-1)2 + [f(25) = flaiy)]?

Colocando (z; — z;_1)? em evidéncia, temos:

|Po1 B = \/(:cl — 2 1)? [1 + ((f(zi) = f(wi1))

(xz' - $¢—1)2

Observe que: a fungao é definida e continua no intervalo fechado [a, b], derivavel nos pontos
internos. Entao existe pelo menos um ponto x;, compreendido entre a e b. Portanto Pelo

Teorema do Valor Médio, temos:

(f(@s) = flzir)) = [ (@) (wi — 241)

Para algum 7; tal que z;_; < 7; < x;

portanto,

[Py Pyl = /(i — w1 2(1+ [f/(70)]?)
Logo,

|Pica Pl = /(1 + [f(:)]?) A (3:3)

Em que Az; = x; — x;_1, para 1 < i < n.
Equagao (3.3) em (3.2)

n

s(b) — s(a) = lim Z V(1L + [f(x;)]?)Ax;

n—o0 4
=1

Em que Ax; = z; —x;_1, paral <i<n
Entao:

() = / AT PR,

onde tomamos s(0)=0. Aplicando a derivada, temos:

§'(x) = V(1 + [f'(2)]?) (3-4)

Da equagao (3.1), temos:
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@) = =) (3.5)
Equacao (3.4) em (3.5)
w
[(@) = v+ [ @)]) (3.6)
Como = ¢ uma constante denominada Constante de Especificidade do Cabo, podemos
H
chamar:

Equacao (3.7) em (3.6), dessa forma, temos:

f'(@) = a/ (1 + [f"(2)]?) (3:8)

A curva procurada seré obtida pela resolucao da equacao diferencial ordinaria de 2* ordem,
nao linear, dada acima. Observe que é proprio da equagao diferencial ordinédria de segunda
ordem ter duas condicOes iniciais, onde a primeira é a constante a que representa a
"Constante de Especificidade do Cabo"e a segunda é o comprimento do cabo s(x), dessa
forma o cabo é moldado a partir dessas duas condicoes. Iremos agora resolver a equacao
ordinaria de 2* ordem incompleta. Como o cabo suspenso foi posicionado na origem do

sistema temos:

f0)=0¢ f(0)=0

Da equagao (3.8), temos:

f(@) = a/ (14 [f"(2)?].

Fazendo g(z) = f'(x), entdo ¢'(z) = f”(z), portanto:

/
S 4 C)
1+ g(x)?
1
Sabendo que (arcsenhx)’ = ———, trocando x por g(x) e usando a regra da cadeia,
que ( ) NiE por g(x) g
g'(z)
temos: (arcsenh g(z)) = ——=—. Portanto,
1+ g(x)?

a = (arcsenh g(x))’
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Qual a funcao cuja derivada é igual a uma constante? Entao,
arcsenh g(x) = ax + b

Logo,
senh (ax +b) = g(x)

Trocando g(z) por f'(x) e integrando ambos os membros, temos:

cosh (azx + b)

=T Lk
f(x) " +
Usando as condicoes iniciais,
h(0 1
0f(0) = —Cosa< ) e k= —

I1)f'(0) = g(0) = senh(b) =0=b=0

h b
Como f(z) = cosh(az +b) + k, das condicoes iniciais, tem-se:
a

Flz) = é(cosh(ax) Y (3.9)

Finalmente chegamos a uma equacao que representa a curva em questao e podemos
observar que apesar de muito parecida, ela nao representa uma parabola e sim uma

catendria, cujo seu formato é representado pelo grafico do cosseno hiperbdlico.

3.3 Aplicacao da Catenaria

Para realizar a aplicacdo da equacao da catenéria, iremos partir de problemas reais,
relacionados com a transmissao de energia elétrica, com os custos de construcao, manu-
tencao das redes e o impacto ambiental. O ponto de partida, deste tipo de projeto é a
carta topografica. Nela estdao indicados os pontos a serem interligados através de uma
rede de transmissao elétrica,’ definidas graficamente a posicao de cada torre da linha,
respeitando todas as normas e restrigoes especificadas em 15 paginas [16]. As questoes
mais importantes sao garantir a distancia minima dos cabos ao solo e reduzir o custo to-

tal da instalagao bem como minimizar o impacto ambiental causado por sua implantacao.

!Rede de transmissao elétrica é um conjunto de torres, cabos condutores e demais acessorios, destinada
ao transporte de energia elétrica
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Iremos agora fazer uma aplicagao.

Um cabo de transmissao de energia é esticado entre dois postes, distantes 200m, cuja a

T T
equagao ¢ y = 75 (e 150 + ¢ 150). Calcule o comprimento do cabo.

200 Metros

v Cabo -
L I =

Ll

—100 0 100 X

Figura 3.5: Catenéaria

Usaremos a formula que calcula o comprimento de uma curva.

L:/ I+ [P Pda

Tomaremos a funcao

flx) = 75(6%504—6_%)

Calcularemos sua derivada f'(x)

1 = 1 e
f'(z) = 75 ( eT150 — —6150>

150 150

(et — -l

DN —

Elevaremos ao quadrado ambos os membros

Somaremos uma unidade em cada membro

L+ [f(@)* = 1+ i (e + e 7 —2)
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x

44+em +e 7 —2
€T %
e +e B 42
4

L+ [f(@)] =

L+ [f(@)] =

Colocando a raiz quadrada em cada membro

T PEP - \/67”64_“2

_z_ _x \2
\/(6150 + e 150)
2
_x_ __x_
€150 + e~ 150

2

L+ [f'(@)] =

L+ [f'(0)? =

Retomando a féormula do comprimento

L = /\/1+[f’(x)]2dx

0 2

100
T T
L = / €150 4 e~ 150 dx
0

100 100
x_ _ =z
L = / 6150d;p+/ e 150 dx

0 0

100

xT

/ €150 dx

0

T 1
F: d = —cedu=—d dx = 150d
azendo u 150 e du 150 T = dx 50du

2
Quandox:0:>u:0equandox:100:>u:g

Tomaremos

Dessa forma

Wl

150/ edu = 150e"
0

3 2
150/ etdu = 150 <e§ —eo)
0

150/ etdu = 150e3 — 150
0

1N

wlro

Agora tomaremos

)



100
€T
/ e 150 dx
0

T 1
F d =——cdv=——-d dz = —150d
azendo v 1506 v 150 T = dx Odv

2
Quandox:O:v:Oequandom:100:>v:—§
Dessa forma

0
150/ e’dv = 150¢e"

2
3

0
150/ e’dv = 150 (eo—e%)

_2
3

M)

150/3 e'dv = 150 — 150e 3
0

Portanto

2

L = 150e5 — 150 + 150 — 150e "5
L = 150e5 — 150e 5
L = 150 (e%—e—%>

Assim, o comprimento do cabo de transmissao é dado por L = 150 (e§ — e‘g)
Agora iremos analisar a seguinte situagao:
Para a implementacao de uma rede elétrica urbana sao necessarios basicamente: postes
de mesma altura a uma distancia padrao de 15 metros, um do outro, e cabos que formem
uma flecha?, onde o ponto mais baixo do cabo é 0,41 metros da sua fixacdo nos postes e
5,5 metros do chao. Com esses dados é possivel calcular o comprimento do cabo?
Usaremos para esse cédlculo a equacao da curva do fio suspenso que representa uma

catenaria.
flz) = %(cosh(k;w) - 1)

Deveremos encontrar o valor da constante k do cabo. Sabemos que a funcao cosseno

hiperbolico é par e adotando o meio do cabo como origem do sistema, temos:

f(=7,5) = f(7,5) = 0,41 e f(0) =0

2Flecha é a envergadura, em relacdo ao solo, quando os cabos sdo tracionados.
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| |

1 I

15 Metros

Figura 3.6: Catenéria

Logo:

1
0,41 = E(cosh(7, 5k) — 1)

Fazendo os calculos encontramos que:
k ~ 0,014563.

Substituindo temos:

fla) = 0,014563

(cosh(0,014563z) — 1) + 5,5

Agora podemos calcular o comprimento do cabo de um poste ao outro.

/_: \/1 + (% (m(cosh(o, 014563z) — 1) + 5, 5)) A
7,,5 d 1 -
7,5 d -

/—7,5 \/1 " <@ (0,014563<008h<0’01456337) —1)+5, 5>) dz
7,5 d 1 ;

/—7,5 \/1 i (ﬁ <0,014563<605h<0’014563x) —1)+ 5,5>) dz
7,5 d 1 5

/7,5 \/1 * (E (0,014563(“’%(0701456393) —1)+5 5>) dz
7,5 d 1 5

/7,5 \/1 * (E (m(cosh(o,omwzﬁ) —1)+5, 5>) dx

7.5

V1 + (senh0,014563z)2dx
—-7,5
7.5

\/cosh0, 014563 )2dx
—7.5

7.5
/ cosh 0,014563zdx =

7.5
7.5
senh0,014563x

-7,5

1
0,014563

————senh 14
0014563 senh(0,014563(7,5))

15,03.

Com essa informacao, podemos ter uma ideia de quanto irfamos gastar para beneficiar
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certa localidade com luz elétrica, desde a colocacao dos postes a manutencao dos cabos.

E com uma matematica bem simples conseguiriamos saber se o investimento tem ou nao
viabilidade.
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Consideracoes Finais

Esta dissertacao é voltada para alunos do ensino médio e de graduacao, que desejam
aprofundar-se no estudo das fungoes hiperbolicas. Trazendo uma linguagem menos formal,
cujo objetivo principal é mostrar a importancia dessas fungoes para o desenvolvimento
das ciéncias.

Podemos observar ao longo deste trabalho um pouco da historia da matemaética, desde
a Grécia antiga até o renascimento, e a partir do século XV, com os estudiosos, Gerhard
Kremer, Vincenzo Riccati e Johann Heinrich Lambert, que deram grandes contribuicoes
ao estudo das funcoes hiperbolicas. A abordagem desta funcao foi feita através da analogia
entre as funcoes trigonomeétricas e a hipérbole equilatera, estudadas no ensino médio.

No ultimo capitulo abordamos um breve historico sobre as catenarias e sua aplicacao
no calculo do comprimento do cabo de um poste ao outro. E importante entender que
os cabos de alta tensao entre os postes sao arcos invertidos e representam uma catenaria
cuja equacao é dada pelo cosseno hiperbodlico.

Acreditamos que esse trabalho possa motivar alunos e professores ao estudo desta
funcao, que tem muitas aplicacOes praticas e que por muito tempo causou uma certa
confusdo entre os matematicos ao pensar que a equacao de um fio suspenso era uma
equacao quadratica e com o tempo revelou-se como uma curva hiperboélica. Assim, nao
encerramos seu estudo e nem sua aplicagao, uma vez que as funcoes hiperbdlicas nao sao

um fim em si mesmas, mas um meio para solucionar problemas.
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Apéndice A

Material auxiliar

Definicao e Demonstragao do Teorema de Pitagoras

Definicao A.0.1. Teorema de pitdgoras: em todo e qualquer tridingulo retdngulo o qua-

drado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstracao:

Esta é umas das primeiras demonstracoes do teorema de Pitagoras, que se tem conhe-

cimento, feita usando as formas geométricas.

a = 5cm
Area 1 = 25em .
c=3cm

b=4cem

Area 2 = 16¢m

Figura A.1: Hipérbole

Pela figura podemos concluir que:

drea 1 = area 2 + area 3

25 = 16+9
5 = 4243
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Portanto:
a’> =b% + &2

(Teorema de Pitagoras)

Teorema de Rolle

Teorema A.0.1. Seja f uma fung¢ao continua num intervalo fechado [a,b], derivdvel nos
pontos internos, tal que f(a) = f(b). Entdo existe um ponto centre a e b onde a derivada

se anula: f'(c) = 0.

Demonstragao:

Se f tem valor constante f(z) = f(a) = f(b) em todo o intervalo [a, b]; sua derivada
f" é identicamente nula e o teorema esta demonstrado. Se f nao for constante, ela teréd
que assumir valores maiores ou menores que f(a) = f(b). Por outro lado, sendo continua
num intervalo fechado, f assume um valor maximo e um valor minimo nesse intervalo.
Se f assumir valores maiores que f(a), ela terd um ponto de maximo = = ¢, interno ao

intervalo.

Figura A.2: Teorema de Rolle

Como f é derivavel nesse ponto, podemos concluir que f’(¢) = 0. Se f assume valores

menores que f(a) = f(b). O raciocinio é analogo. [ |

Teorema do Valor Médio

64



Teorema A.0.2. Seja [ uma fung¢ao definida e continua num intervalo fechado [a,b],
derivdvel nos pontos internos. Entao existe pelo menos um ponto c, compreendido entre

a eb, tal que

f(0) = f(a) = f'(c)(b—a).

Demonstragao:
A demonstracao desse teorema sera feito reduzindo-se ao Teorema de Rolle. Para isso,

vamos considerar a funcdo F(z) igual a diferenca entre as ordenadas f(z) da curva e Y

da reta secante AB, para um mesmo valor z da abscissa. A secante AB é a reta pelo

f(b) = f(a)

ponto (a, f(a)) com declive ; logo sua equacéo ¢ dada por

fa) |- === ===~

fa) -

ou

De fato F(a) = F(b) = 0, além do que F' ¢é derivavel nos pontos internos ao intervalo

[a,b]. Logo, o teorema de Rolle é aplicavel a essa fungao: existe um ponto ¢, entre a e b,
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b

Figura A.4: Teorema do Valor Médio

tal que F'(c¢) = 0. Mas

F/(I) _ f/( ) . f(bl)) : (J;(a),
de sorte que F'(c) = 0 significa
RER.UEYC]

ou ainda,
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