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Resumo

Nesta tese primeiramente tratamos de transversalidade de familias de métricas, em
que foi tomada uma familia de operadores Bilaplacianos parametrizada pelas métricas
de uma variedade Riemanniana orientdvel M compacta com bordo. Em seguida foi con-
siderada uma familia de operadores Bilaplacianos em que o parametro é o dominio de
definicao do operador, no caso da variacao do dominio em variedades Riemannianas flat
foi mostrada a condicao de transversalidade para a familia de operadores Bilaplacianos
parametrizados por tais dominios. Porém no caso de variedades Riemannianas quais-
quer, obtemos a simplicidade genérica dos autovalores associados ao Ag. Por tltimo,
estudamos a situacao genérica dos autovalores do Laplaciano numa familia de hipersu-

perficies de rotacao no espaco vetorial R"+1.

Palavras-chave: Bilaplaciano, Transversalidade, Problema de Dirichlet, Simplici-

dade genérica, Laplaciano.



Abstract

Let M be a compact orientable Riemannian manifold with boundary. We first study
in this thesis the transversality of a family of metrics via a family of Bilaplacian opera-
tors parametrised by the metrics themselves. We next consider a family of Bilaplacian
operators with variation of their dominion in flat Riemannian manifolds and establish a
condition of transversality in this case. In the case of arbitrary Riemannian manifold,
we obtain that the spectrum of Ag is simple and the set of parameters is residual. We
complete this thesis by studying the generic propeties of the eigenvalues of the Laplacian

of a family of hyper-surfaces of revolution in the vector space R™"*!,

Keywords: Bilaplacian, Transversality, Dirichlet problem, Laplacian, Generic pro-

perties.
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Introducao

A propriedades genéricas de operadores diferenciais vem sendo estudada por varios pes-
quisadores. Uma ferramenta muito utilizada foi o do Teorema de Transversalidade de
Thom e algumas varia¢oes. Arnold [2] neste mesmo sentido considerou uma famila de
operadores de Laplace tendo o dominio como parametro, ele estabeleceu propriedades
genéricas supondo uma hipétese de transversalidade para tais operadores. A hipdtese de
transversalidade SAH foi definida explicitamente e verificada em varios casos por Colin

de Verdiere [4] em 1986.

Uhlenbeck [20] obteve alguns dos resultados mais significantes em relacao a generi-
cidade de autofuncoes e autovalores, em que foram consideradas familias de operadores
diferenciais elipticos de segunda ordem mostrando que genericamente os autovalores sao
todos simples e as autofungoes sao funcoes de Morse. Ela obteve o resultado sobre o con-
junto das métricas para os quais o espectro de uma variedade Riemanniana é composto
por apenas autovalores simples é um conjunto residual (genericidade do operador). No
entanto, poucas informagoes foram fornecidas a respeito do complementar desse con-
junto, ou seja, o conjunto das métricas para os quais o espectro da variedade possui

autovalor multiplo.

Teytel [19] propos uma forma de medir os conjuntos magros definindo a nogao de ” co-
dimensao” com o intuito de aplicé-la a familias de operadores auto-adjuntos em espagos

Y

de Hilbert de dimensao infinita, desenvolvendo assim uma maneira de medir a "ma-
greza”do conjunto dos parametros para os quais o espectro do operador possui autova-
lor multiplo. Apesar de encontrarmos na literatura o resultado de simplicidade genérica
para os autovalores de familias de operadores diferenciais de ordem alta em varios con-
textos, veja [6] e [14], até onde temos conhecimento, os Teoremas e nao foram

verificados para familias de operadores Bilaplacianos em variedades Riemannianas em



que o parametro da familia é a métrica.

Em [11] Micheletti e Pistola tomaram M uma variedade C*° conexa, compacta e de
dimens@o n > 2 sem bordo, uma métrica Riemanniana g em M e um autovalor A\*(M, g)
de multiplicidade v > 2 e o operador de Laplace-Beltrami A,. Elas obtiveram um
primeiro resultado fazendo uso do método de transversalidade provando uma condicao
suficiente de tal modo que, numa vizinhanca adequada de g, em S*, o conjunto das
métricas Riemannianas g = gy + h para o qual A, admite um autovalor \*(g), perto de
N (go), de mesma multiplicidade v é uma variedade S* de codimenséao §J/(V+1) —1. Onde
S* ¢ 0 espaco de todos os 2-tensores covariantes simétricos de classe C* em M. As autoras
mostram que se (M, gp) é uma variedade Riemanniana 2-dimensional e A*(gy) é um
autovalor de multiplicidade 2, entao o conjunto de deformagoes da métrica Riemanniana
go para a qual a multiplicidade do autovalor é preservada, é uma variedade de codimensao

2 em S*, numa vizinhanca de go.

No presente trabalho consideramos a variacao de dominios limitados suaves contidos
em uma carta de M, o operador Bilaplaciano sobre uma variedade Riemanniana flat,
com f um C™-difeomorfismo sobre a imagem que preserva orientagao e é isotopico a
identidade, para obtermos uma condicao de transversalidade. Ainda mostramos que em
uma variedade Riemanniana completa, com uma familia real de difeomorfismos em um
dominio limitado de M, usando nossas técnicas que os )\;(t)’s, nao podem ser nulas para

toda familia de difeomorfismos.

E importante mencionar que SAH vem de uma aplicacao simples do Teorema da

Funcao Implicita, descrita pelo teorema a seguir.

Teorema 1 ([19]) Se o autovalor \ de A(qy) de multiplicidade n é estdvel, entio os
autovalores de q tal que A(q) tem um autovalor de multiplicidade n perto de \ formam

n(n+1)

uma subvariedade de codimensao real — 1, com H espaco de Hilbert real.

Com tais motivagoes explicitadas, esta tese sera desenvolvida como segue:

No primeiro capitulo serao apresentados alguns fatos preliminares e notagoes adap-
tados que servirao para demonstrar os resultados em todos os capitulos no decorrer de
nosso trabalho.

No segundo capitulo que trata de transversalidade de familias de métricas foi tomada

uma familia de operadores Bilaplacianos parametrizadas pelas métricas de uma variedade



Riemanniana orientavel M compacta com bordo.

Para esta familia de operadores, nosso objetivo foi de demonstrar os seguintes resul-

tados principais.

Teorema 2 O  conjunto  das  métricas  para  0S  quais o  operador
AZ - HYOHG (M) — L*(M) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade maior

ou igual a 2 € de codimensao 2.

Teorema 3 Quaisquer duas métricas gy e g1 em uma variedade Riemanniana M com-
pacta com bordo, podem ser conectadas por uma curva analitica g(t) com g(0) = go e
g(1) = g1, tal que o espectro do operador Ag(t) : HYN H3(M) — L*(M) é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

Neste contexto X' é o conjunto das métricas Riemannianas definidas em M, o qual é
um cone aberto no conjunto de todos os (0, 2)-tensores simétricos. Vale ainda ressaltar
que o espectro do operador Bilaplaciano é discreto com pontos de acumulagao finitos,
além disso, o operador depende analiticamente da métrica g.

Garantimos, através da Proposigao [B.I] a existéncia de curvas analiticas de auto-
funcgoes e de autovalores associados ao operador Bilaplaciano.

Também estabelecemos o Lema o qual nos proporciona a derivada do opera-
dor Laplaciano, que é de relevancia fundamental no tocante a explicitagao da primeira
derivada do autovalor associado ao operador Aﬁ(t).

Considerando uma familia analitica de métricas ¢(t) e levando em consideragao a
Proposigao [B.1], podemos facilmente calcular a derivada da curva de autovalores. Que

tem o seguinte aspecto
2
v = [ oy, yoan
M
A derivada explicita do autovalor associado ao operador Bilaplaciano é determinado
na Proposicao 2.1}
Ao prosseguirmos foi observado que pelo fato do operador Bilaplaciano nao ser au-

toadjunto surgiu a necessidade de definir a isometria

P: L*(M,dM) — L*(M,dM),

1
onde, para cada u, P(u) = ——=—==+/det(g;;)u, em que g € X.

v/ det(gi;)



Com tal isometria definimos o novo operador diferencial linear auto-adjunto e isoes-
pectral ao operador Bilaplaciano, A(g) := P, 'A2P,.

Desta forma, juntando todas essas informacoes a respeito da derivada do autovalor
associado ao operador Bilaplaciano e do funcional definido a partir do operador A(g),
obtemos os resultados principais aqui estabelecidos utilizando a Proposicao onde é

mostrado que £, — €}, e £, sdo funcionais lineares linearmente independentes onde

vo(H) = [, ¥(A(9)) edM = [}, ¥(A7) edM.

No capitulo 3 foi considerado uma familia de operadores Bilaplacianos em que o
parametro é o dominio de definicao do operador. No caso da variagao do dominio em
variedades Riemannianas flat foi mostrado um resultado andlogo ao Teorema[2 Porém
no caso de variedades Riemannianas quaisquer, obtemos apenas a simplicidade genérica

dos autovalores associados ao AZ.

O conjunto de parametros sob essa abordagem ¢é obtido tomando €2y um dominio
limitado com fronteira suave em M. Definindo ¥ a colecao de todos os dominios €2 dife-
renciavelmente isotdpicos a 2. O espago C™ (£, M) das funcoes m-vezes continuamente
diferenciaveis até o bordo de €2y possui estrutura de variedade de Banach serparavel, ver
em [I]. O conjunto de parametros neste caso é X = {f € C™(Qy, M)/ f é um C™-
difeomorfismo sobre a imagem que preserva orientacao e é isotépico a identidade }.

Sendo assim, ao tomarmos f € X entao, f(€y) = Q2 é um dominio com fronteira suave.

Foi observado que para cada f € X ao considerarmos o operador
AZ: Qp — L*(Qy) em que g é a métrica em M, as familias de tais operadores nao estao
definidos num mesmo espaco de fungoes, o argumento utilizado para contornar tal si-
tuacao foi considerar, Vf € X, os operadores A2, , definidos em €y que sao isoespectrais

aos operadores Ag definidos em €2y.

No entanto nos deparamos novamente com a situacao em que os elementos das
familias de autovalores A2, , barametrizadas por f nao sao auto-adjuntos em relagao ao
mesmo produto interno. Nesse sentido foi necesséario fazer algumas alteragoes andlogas
as feitas no Capitulo 2 de métricas. Para isso, bastou definirmos o operador modifi-
cado por A(f)¢ = legA2*ng*ggb, o qual é isoespectral ao operador AQ*g. Com isso,
afim de demonstrarmos o Teorema [4], foi suficiente considerar a familia de operadores

modificados da mesma forma como foi feito anteriormente para perturbacao de métricas.

Foram analisados dois casos para variacao de dominios.



No primeiro caso, M é uma variedade Riemanniana flat e orientada, com dominios
contidos em uma tnica carta de M. O dominio €2y em M ¢ limitado com fronteira suave,

contido numa unica carta de M.

Aqui o espaco de parametros X é definido pelas aplicacoes de €0y em M isotdpicas
a identidade que sao difeomorfismos sobre a imagem, em que X é um aberto do espaco
das fungoes m diferenciaveis que saem em {2y e chegam em ().

Os principais resultados para a familia de operadores do tipo A(f) := PJZ}QA?* oFPreas

neste contexto, sao dados pelos seguintes teoremas.

Teorema 4 O conjunto das f € X  para os quats o  operador
A? : H*' N Hi(Qf) — L*(Qy) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade

mator ou igual a 2 é de codimensao 2.

Teorema 5 Quaisquer dois dominios 2y e 1 em M podem ser ligados por uma curva
analitica € tal que o espectro do operador A2 : H* N H{(Qy) — L*(Qy) € composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

Para demonstramos os teoremas acima verificamos a hipétese forte de Arnold para
familia de operadores A(f). Neste sentido, foi preciso explicitar os funcionais lineares
utilizados em nosso caso, dados pela Proposicao [3.1] sob a forma

(V) =— | Vo, v)V*¢(v,v)g(V,v)dv.
o0

Para concluirmos a demonstragao dos teoremas propostos, mostramos que os funci-
onais lineares £, , — £y, e E;W sao linearmente independentes. Neste sentido, o Lema
foi de suma importancia para a demonstracao da Proposicao que trata independéncia
linear dos funcionais lineares.

Na secao seguinte, que trata do segundo caso, foram considerados dominios limi-
tados quaisquer com fronteira suave em uma variedade Riemanniana qualquer. Nes-
tas hipéteses feitas, o Lema [3.1] ficou invidvel, comprometendo assim a verificagdo da
hipétese forte de Arnold para a familia de operadores Bilaplacianos parametrizados por
uma familia de dominios numa variedade Riemanniana qualquer. Mesmo assim conse-

guimos mostrar a simplicidade genérica de seus autovalores.

O principal resultado sob este aspecto é o teorema que segue.



Teorema 6 O conjunto das f € X para os quais o espectro do operador

A2 H* N H () — L*(SYy) € todo simples € genérico (residual) em X.

Para explicitarmos uma férmula da derivada de autovalores multiplos para o operador

Bilaplaciano, estabelecemos e demonstramos a Proposicao [3.3] .

. ) .. . )
Na Proposicao [3.4] garantimos a genericidade dos autovalores associados ao operador
Af], que foi demonstrado usando o Lema , e assim o resultado principal foi con-

sequéncia imediata.

Dos comentarios anteriores, segue a simplicidade de autovalores mediante uma per-

turbagao.

O préximo teorema descreve este resultado.

Teorema 7 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e 2 um dominio limitado em M.
Seja A um autovalor do Bilaplaciano para o problema de Dirichlet com multiplicidade
m > 1. FEntdo existe um difeomorfismo f em uma vizinhanca C", 1 < r < oo, da

identidade idg, tal que os autovalores A(g) prdozimos a X sdo todos simples.
Como consequéncia imediata temos o coroldrio.

Corolario 1 Dado um dominio limitado 2 em uma variedade Riemanniana (M,g),
o subconjunto dos difeomorfismos D C X tais que todos os autovalores do operador

Bilaplaciano sao simples, é residual.

No quarto capitulo foi feita uma anélise da situacao genérica dos autovalores do
Laplaciano numa familia de hipersuperficies de rotacao do espaco vetorial R"*! e suas
multiplicidades que sao determinadas a partir dos autovalores do Laplaciano na esfera
Sn1,

A teoria ja desenvolvida para métricas como parametros para familias de opera-
dores lineares diferenciais auto-adjuntos é aplicada neste caso em que a familia de hi-
persuperficies de rotagao a ser considerada sera parametrizada pela curva de perfil.
Utilizou-se o fato da métrica induzida na superficie de rotacao ser dada sob a forma
gr = dx? + R?*(x)db? onde R(z) é a funcao perfil. Assim, nossa familia de parametros é

o subconjunto de espago das métricas como nos casos anteriores.

Nosso principal resultado obtido, neste sentido, foi o seguinte:



Teorema 8 O conjunto das R € X para os quais a multiplicidade dos autovalores Ay

do operador Ay, : H> 0 HY(Sg) — L*(XR) ¢ dimHy, € genérico (residual) em X.

Para demonstrar tal teorema, primeiramente definimos a hipersuperficie de rotacao
compacta Y de dimensao n, com métrica induzida do espago ambiente em um conjunto
aberto denso de . Tomando ¥ — {(—1,0);(1,0)} com a métrica induzida, entao é
isométrica a M™ = (—1,1) xg S"~1. Isto significa que a métrica de ¥ a menos de dois
pontos pode ser interpretada como uma métrica warped. Com isso, o Laplaciano nesta

métrica toma a forma

Ay

1 0 (R”‘l 0

1
_ 9 I b A
Rr1 0z 0m>+R2 srh

onde Agn-1 é o Laplaciano sobre a esfera unitdria S"!.

E importante lembrar que ¥ possui o grupo SO(n) contido no conjuntos de suas

isometrias.

O espectro da esfera S™! com a métrica candnica é dado pelo conjunto formado
por pr = k(n+k —2), k > 0 e o autoespago associado a py é o conjunto dos esféricos

harmonicos de grau k que denotamos por Hy.

Desta forma é possivel afirmar que L*(X) = @, Ly, em que Ly ~ L*(dz) ® Hy, ver
em [9], e ainda, é facil ver que o Ay, deixa os espagos Ly invariantes. As autofungoes do
Ay sdo dadas por ¢(z,0) = f(2),(8), €, € Hi e f é uma autofuncao do operador de
Sturm-Liouville sob a forma

1 0

__1 9 0 1
-~ Rr19g

%f) - f@ﬂk-

n—1

Lyt

Para ver isto basta considerar ¢ = f¢, com f € C®(—1,1)el € #;,, uma autofuncao

e A um autovalor de Ay, entao podemos afirmar que

0 0
(Bt N = (g (B2 ) = fo 40

= (L, +NT.

Ou seja, o problema de determinar o espectro de uma hipersuperficie de rotacao
se reduz a determinar o espectro do operador de Sturm-Liouville, com as condigoes de
fronteira f(—1) = f(1) = 0. Além disso, podemos notar que o conjunto dos autovalores

distintos (sem levar em consideragao sua multiplicidades) de Ay, é a uniao dos autovalores



do operador L, com k € Z*, e ainda a multiplicidade de um autovalor A; do operador

Ay, e portanto autovalor de L,, para algum £, ¢ pelo menos dimHy.

De forma mais geral as multiplicidades dos autovalores A de Ay, sao da forma

d
m = E My, dimHy,,

i=1
em que m, ¢ a multiplicidade de A visto como autovalor de Ly, .

Nosso objetivo foi mostrar que genericamente no espaco das hipersuperficies de
rotacao, as multiplicidades dos autovalores A do operador Ay, coincidem com a dimensao
dos esféricos harmonicos. Para isso, foram usados alguns resultados técnicos descritos
nos Lemas e para demonstramos a Proposicao [4.1] implicando que o funcional
linear pi,, , (r) — py, 4, () ndo é identicamente nulo.

Através da Proposicao [4.1] provamos o teorema.

Teorema 9 Sejam (M, gr,) hipersuperficies de rotagdo e X um autovalor do Laplaciano
com multiplicidade m = m,, dimHy, (respectivamente m = dimHy, + dimHy,). Entdo
existe uma fun¢ao R € X prézimo Ry tal que os autovalores A(R) proximos a \(Ry)

possuem multiplicidade m = dimH,, (respectivamente m = dim’z':l,;).

Portanto, obtemos a demonstracao do resultado principal como queriamos.



Capitulo 1

Preliminares

Com o objetivo de fornecer embasamento técnico ao leitor, estabelecemos uma mis-
celanea de fatos preliminares demonstrados e definicbes prévias que servirao de base

para os proximos capitulos desta tese.

1.1 Tensores e Operadores Diferenciais em Varieda-

des Riemannianas

Relembremos que um (1, 1)-tensor em uma variedade Riemanniana (M, (,)) é uma
aplicagdo C*°(M)-linear

T:X(M) — X(M).
Enquanto que, num (0, 2)-tensor, o dominio é X(M) x X(M) e o contradominio é o anel
C*(M) das fungoes diferenciaveis em M. Além disso, dados X,Y € X(U), pede-se que
T(X,Y) seja uma fungao diferencidvel em um aberto U C M e que T seja C*(U)-
linear em cada varidavel. Também é conveniente referirmo-nos a 1" como um campo de

2-tensores.

Dado um (0, 2)-tensor 7', podemos identificid-lo com um (1, 1)-tensor 7" mediante a

métrica Riemanniana (, ), fazendo
(T(X),Y) :=T(X,Y).

Utilizaremos ao longo deste trabalho a convenc¢ao da soma Einstein.



Observemos que T(9;) = g"(T(0;), 0) 0, = g"(0;, T*(0y)) 9y, em que T* ¢é o operador
adjunto de T

Em particular, o tensor métrico (,) serd identificado com o (1, 1)-tensor identidade
I em X(M).

Sejam (z1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M" e {01,...,0,} o refe-

rencial coordenado.

O trago de um (0, 2)-tensor 17" é dado por
(1.1) tr(T) = g"T(9;,0;) = g7 (T(9), ;).

Considerando um (0, 2)-tensor S, lembrarmos que o produto interno de Hilbert-

Schmadt é dado por

* (L.1) 7 *
(T,8) = (TS = g9((T5)(0),05) = 97(T(S"(2))), )
= gUT(g"(3:, S(Ok)) D), ;)
979" (S(0k), i) (T(D)), 0;) = " g™ SkiTh;.-
A simetria da matriz (¢*/) e uma reenumeracao nos indices permite-nos escrever
(T,S) = g"*g""T;; Sk

Assim, considerando um referencial ortonormal,

ZTmsu Y (L) en)(S(er),e5) = Y (T(er), S(e)),

@] i

(1) = Y (e T(er)) = 3 [T

(T, 1) = (T(e;), I(e2)) = Y (T(es),es) = tx(T).

Defini¢ao 1.1 Sejam M uma variedade Riemanniana e T um (0, 2)-tensor. A primeira

deriada covariante de T é um (0, 3) tensor covariante dada por
(1.2) (VT)(X,Y1,Ys) = X(T(Y1,Ya)) = (VYY) — T(V2, Vx Ya),

para quaisquer X,Y1,Ys € X(M).
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No caso particular do tensor métrico, que é um (0, 2)-tensor, temos
(1.3) (Vo)(Z, X,Y) = Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) — g(X,VzY) = 0.

Definicao 1.2 Seja M uma variedade Riemanniana. A sequnda derivada covariante de

um (0,2)-tensor T, conforme em [15], é dada por
(1.4) VT(X,Y.W,Z) = Vx(VyT)(W. Z) = (Vo T)(W. Z),
para quaisquer X, Y, Z, W € X(M).

Além disso, tem-se o (1,2)-tensor definido por VX (Z,Y) := (VzX,Y). Prosse-

guindo de forma andloga, a segunda derivada covariante serd um (1, 3)-tensor.

Definigao 1.3 A divergéncia de um (1,1)-tensor T em (M, (,)) € definida como o (0,1)-
tensor dado por

(divT)(v)(p) = tr(w = (Vo T)(0)(p)),

em quep € M, v,w € T,M, V denota a derivada covariante de T' e tr o trago calculado

na métrica {, ).

Considere *: X(M)* — X(M) o isomorfismo musical, ou seja, a inversa da aplicacio
canonica * : X(M) — X(M)* que associa cada campo X € X(M) ao seu dual X*.
Para cada par de 1-formas 6,w e seus respectivos correspondentes 6% = X, wf = Y,
utilizaremos o produto interno dado por (§,w) = (X,Y).

Se T éum (1, 1)-tensor e f € C(M) entao (divl')(Vf) = ((divD)* Vf) = (divT, df).
Ao se escrever esta relagao para um (0, 2)-tensor, fica implicito que se esta trabalhando
com o (1,1)-tensor correspondente. Ademais, quando nao houver perigo de confusdo,

omitiremos por simplicidade o “# 7.

Com finalidade de usar o método de integragao por partes em tensores, calculamos:

div(T'(p2)) = (divT)(pZ) + (V(¢Z),T)
= o(divD)(Z2)+ e(VZ,T) +T(Z,Vy)
(1.5) = o(divT, Z) + o(VZ,T) + T(V, Z),

Vo e C®(M) e Z € X(M).

11



Observemos também que:

div(g(V,V)Vy) = g(V,V)div(VY) + g(Vg(V, V), Vi)
= g(V,Ve)AY + Vi(9(V,Vy))
= g(V,;Vo)AY + g(VeyV, Vo) + g(V, Veyu Vo).

Entao teremos
(1.6) 9(VvyV, V) = div(g(V, Vo) Vi) — g(V, V) Ay — V2p(V, V).

Para cada campo de vetores X € X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor VX dado
por VX(Y) = Vy X, para todo Y € X(M). Desta maneira, a divergéncia de X ¢é dada
por divX = tr(VX) e o laplaciano de uma funcao real f por Af = div(Vf) = tr(V2f).
Além disso, por (|1.1]), teremos

Agf = <v2f7 9),

onde V2 f = Vdf é o hessiano de f. Ademais, vamos definir o operador Bilaplaciano por
(1.7) A2 f = A(AF).

Dadas f,f: M™ — R funcoes suaves, é bem conhecido que

A(fl) = FAL+ LA +2(Vf, V).

Relembremos a férmula de Bochner, a saber:
(19 SAIVIP = Ric(V £,V f) + [V + (V. VA),
a qual nos permite obter o resultado a seguir, que seré de grande utilidade.
Lema 1.1 Sejam f,0 € C*(M). Entdo,
(1.9) A(Vf, V) = 2Ric(V f, V) +2(V f, V) + (VAF, VL) + (VAL V).
Demonstracgao: Inicialmente observemos que

(1.10) AV + VI = AIVF? + AV 4+ 2A(V f, V).
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Assim,

A %(A|Vf + VIR — AIAF]R — AIVER)
= Ric(Vf+ VULV + V) + V2 f+ VU + (V(AL+ ASf)),Vf+ V)
—Ric(Vf,Vf) — |V f|? = (VAFf,Vf) — Ric(VL,VI) — |[V*)?
—(VAL, V)
(1.11) = 2Ric(Vf, V) +2(V2f, V) + (VAF, V) + (VAL Vf).

E interessante comentar que para um (0, 2)- tensor valem as seguintes relagoes

n

div(T(X)) = Z 9(VeT(X), )

- Z[g((veiT)X, e) + 9(T(Ve, X), )]

(1.12) = (divT)(X) + (VX,T)

(VixT) = f;gweifm(ei))
S TUVLX +elf)X )
Y TVLX ) + 3 T )
(1.13) VKT £ T(X.V ).
No caso de um (0, 2)-tensor T em (M, g) a derivada de Lie assumird a formas
(L1)  (ET)Y.2) = X(T(Y, 2)) ~ T(X, Y], 2)  T(Y, X, 7).
Considerando T = g, vem que

(Lxg)(Y,Z) = X(9(V,2)) —g([X,Y],Z) — g(Y,[X, Z])
= g(VxY,2)+g(Y,VxZ) — g(VxY,Z) + g(Vy X, Z) — g(Y,VxZ)
+9(Y,VzX)
(1.15) — GV X, Z) + g(V2X,Y).
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Para um (0, 2)-tensor simétrico 7" vale

para todo X,Y € X(M).

De fato, tomando um sistema de coordenadas local, {9;},, tem-se
T(T(:),0;) = T(g"g(T(0;), 0)0. 0;) = T(g"T (0, 00, 0;) = g™ T Tie.

Por outro lado, usando a simetria de T" verifica-se facilmente que 7(9;,7(0;)) resultara

na igualdade desejada.

Lema 1.2 Sejam X,Y € X(M) e seja g o (0,2)-tensor métrico. Entao a compatibili-

dade com a métrica g = {,) de V? € dada por:

(VX Y)W, Z) = g(VEX(W,2),Y) +g(VY (W, 2),X) + g(VzX,ViY)
(1.16) +9(VwX,VY).

Demonstracgao: De fato, é conhecido que o Hessiano de uma funcao suave f : M — R

¢é dado por
(1.17) VAW, Z2) = W(Z(f)) = (VwZ)(f)-
Tomando f = ¢g(X,Y), devemos ter

(Vg(X, Y)W, Z) = W(Zg(X.Y)) — (VwZ)(9(X,Y))
= W(g(VzX,Y)+g(X,VzY)) = (9(Vy,zX,Y)
+9(X, Vv, zY))
= g(Vw(VzX),Y)+9(VzX,ViwY) + g(Viw X, VzY)
(1.18) +9(X, Vw(VzY)) — 9(Vv, 2z X, Y) = g(X, Vv, zY)

Ao utilizar ([1.4)), tal derivada serd denotada sob a forma

(1.19) VEX(W,Z,Y) := Vi (VzX)(Y) = Vv, 2X(Y)

o que implica em
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(1.20) Vw(VzX) = VX (W, Z) + Vv, zX.

Ao substituirmos (1.20) em (|1.18)), obteremos

(V9(X, Y)W, Z) = g(V’X(W,2) 4+ Vg, zX,Y)+g(VzX,VwY) + g(ViwX,VY)
+9(X, VYW, Z) + Ve, 2Y) — ¢(Vv,zX,Y) — g(X, Vy,, 2Y).

Dali,

(VQQ(XvY))<W>Z) = g(VQX(WZ)7Y)'I'g(VzY(WvZ)?X)+g(vZX7VWY)
+g(VWX, VZY)

Antes de seguirmos para o préximo Lema, precisamos da seguinte

Defini¢ao 1.4 Sejam f,{ € C(M), cujas derivadas df e dl sao 1-tensores. O produto

tensorial entre df e dl € dado por
(1.21) (df @ d0)(X,Y) = X())Y (1),
para quaisquer X, Y € X(M).
Agora, podemos enunciar e mostrar o
Lema 1.3 Sejam f,{ € C>(M), entdo valem:

a) V(df ® dl) = Vdf ® dl + df @ Vdl

b) V3(df @ dl) = V3df @ dl + S(Vdf @ Vdl) +df @ V?dl, onde¥Y W, Z € X(M), S é
o simetrizador dado por S(Vdf @ Vdl)(W,Z) = Vwdf @ Vzdl + V zdf @ Vydl.

¢) A(df ® dO)(W, Z) = (Adf @ dO)(W, Z) + 2(Vdf (W), Vdl(Z)) + (df ® AdC)(W, Z).

Demonstracao: a) Dados f,¢ € C*(M), entdo df e dl sao 1-tensores, donde in-

ferimos que seu produto tensorial df ® df é um 2-tensor, que pode ser derivado no
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sentido covariante, resultando num 3-tensor. Tal derivada serd descrita, para quaisquer

X,Y,Z € X(M),

Vi(df @ dO)(X,Y) = Z((df ® dO)(X,Y)) — (df ® dO)(V2X,Y) — (df ® d0)(X,V;Y)
= Vz((df ® dO)(X,Y)) — (df ® d0)(VX,Y) — (df ® d0)(X, V1Y)
= VX (HY(0) = VzX())Y () = X(f)V2Y (D)
= Vz((X, VY, V) = (V2X, V)Y, V) — (X, V)V, V)
= (V2X, VY, VO + (X, V VY, V) + (X, V)V, V)

HX, VY, V0 — (V2 X, V)Y, VE) = (X, V)(VzY, Vi)

(X, V2V, V) + (X, V)Y, V,VE)

(X, V2HZ)NY, V) + (X, VY, V(Z))

= (Vdf(Z) @ dl + df ® Vdl(Z))(X,Y)

(1.22) = (Vdf @ dl + df © Vdl)(Z, X,Y).

b) Sendo V(df ®dl) um (0, 3)-tensor. Entao VZ(df ®dl) serd um (0, 4)-tensor, usando
o item a), devemos ter
V3(df @ dO)(W,Z,X,Y) = VYV (Vz(df @d0))(X,Y) — Vv, z(df @ dl)(X,Y)
= Vw(Vzdf @ dl+df @ V7d0)(X,Y) — (Vv zdf @ dl
+df ® Vi, zdl)(X,Y)
= (Vw(Vzdf) ® dl + V zdf @ Viydl + Vydf @ V zdl
+df @ Vi (V2d0))(X,Y) — (Vyyzdf @ dl
+df ® Vi, zdl)(X,Y)
= ((Vw(Vzdf) = Vyyzdf) ® dl + df @ (Vw (V zdl)
—Vywzd))(X,Y) + (Vzdf ® Vidl
+Vwdf ® Vzdl)(X,Y)
= (Vdf(W,2) @ dl + df @ V2dU(W, Z) + V zdf @ Vydl
+Vwdf @ Vzdl)(X,Y)
(1.23) = (V2df @ dl + df @ V*dl + S(Vdf @ Vdl)) (W, Z, X,Y).

c¢) Por fim, de b) deduzimos que

V2(df @ dt) = V3df @ dl + S(Vdf @ Vdl) + df @ V2dL.
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Aplicando o trago na igualdade acima, tem-se
tr(V2(df @ dl)) = tr(V3df @ dl) + tr(S(Vdf @ Vdl)) + tr(df @ V*dl).
Como
tr(V2df @ dl) = ¢"7(V3df @ dt)(0;,0;)

= ¢ (V?df(8;,0;) ® dl)

= ¢IV3df(0;,0;) @ dl

= Adf ®dl
e, de forma analoga,

tr(df @ V2dl) = df @ AdX.

Concluimos que
(1.24)
A(df @ dO)(W, Z) = (Adf @ d0)(W, Z) + tr(S(Vdf @ VdO) (W, Z)) + (df @ Adl)(W, Z).

Observe que tr(S(Vdf @ Vdl)(W, Z)) = 2(NVdf (W), Vdl(Z)). O
Lema 1.4 Seja T um (0,2)-tensor. Dada f € C*(M), tem-se

A(fT) = (Af)T + fAT + 2V, T.

Demonstracao: Lembremo-nos de que o Laplaciano de um tensor qualquer 7" é dado

por
(1.25) AT = tr(V?T) = g7(Vo, Vo, T = Vy,.0,T).

Sendo assim, teremos

A(T) = §7(VoVo,(fT) = Vv,0,(fT))
= ¢7(Vo((Vo, NT + [V, T) = (Vvo0,/)T + [Vv,0,T))
97 ((Va,Vo, /)T + (Vo, /) (Vo T) + (Vo [)(Vo,T) + [V, Vo, T
~(Vvy,0,/)T = fVv,,0,T)
= 9"((Vo,Vo,f = Vvo0,/)T + [(Vo.Va,T = Vy,0,T) + Vo, fVail
+V4,fVo,T)
= (Af)T + fAT + 29"V, [V, T
(1.26) = (Af)T + fAT + 2V T,
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Para o que se segue, fixando f € C*(M) definimos para todo X € X(M) o
(0,1)-tensor Ric”(df) dado por

Ric"(df)(X) = Ric(V f, X).

Além do mais, vale que tr(df ®@ df) = (V f, V).
Sendo assim, podemos escrever a conhecida formula dual de Bochner como no lema
a seguir. Ademais, para maior entendimento das técnicas que utilizaremos a frente,

faremos uma breve deducao da referida férmula.

Lema 1.5 Seja f € C*(M). Entao vale que

(1.27) Adf = dAf + Ric" (df).

Em particular, se Vf =0 em OM, seque do cardter tensorial de Ric’ (df) que em OM
Adf = dAf.

Consequentemente em OM tem-se

tr(dAL @ Adf) = (VAL VAF).

Demonstracao: Por motivo de praticidade considere aqui o referencial {e; }; geodésico
em p, e pela definigao de divergéncia, para qualquer X € X(M) temos

n

Adf(X) = (divV2f)(X) = Z((VeiVQf)(X%ei)

= VL V) = VE(V.,X), )

=1
n

(1.28) = ) (V. VxVf—Vy, xVfe).

=1
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Assim, podemos afirmar que

n

Ric(X,Vf) = Z<R(X7€i)vf>€i>

n

= ) (Ve VXV = VxVeVf+ Vixe VF )

=1

Adf(X) + Y (=VxVe,Vf+ Vv, VF e

=1

=
[N}
Q0!

Adf(X) + ) (~VxV. Ve

i=1

(1.29)

Por outro lado,

IAf| (X) = X(Af)

= ZX(elel(f) - Veiei(f))

= Z X(eZ(Vf, €z>) - Z X(Vf, v6i6i>

= Z (X(V@ZVf7 ei) + X<vf7 v6i€i> - <vafa veiei> - <Vf7 VXVei€i>)
=1

(1.30) = ) (VxV.Vfe).

Logo
Adf (X) = dAf(X) + Ric" (df )(X).

Portanto, as afirmacoes seguem de forma imediata. 0

Com o auxilio do Lemal|I.1], vamos calcular o Bilaplaciano do produto de duas fungoes

suaves. Para isso observe que

AA(fO) = A(fALHEAF +2(VF, VD))
(1.31) = AU L 2AFALHUAf + 2V, VAL +2(VE,VAS) + 2A(V £, V).
Segue do Lema [[1] a identidade
AX(fO) = fAMAHLNf +2AFAL+ ANV (AS), V) + 4V f,V(AL) + 4Ric(V f, V()
(1.32) +4({V? f, V2().

O Teorema a seguir relaciona o gradiente, divergente e Laplaciano para o caso de

variedades Riemannianas imersas.
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Teorema 1.1 1. Dada uma variedade Riemanniana n-dimensional (M, g). Seja S uma
hipersuperficie de (M, g) e seja ¢ : M — R é C' numa vizinhanga de S, se Vo(z) € a
componente do Vo(z) tangente a S em x, com V e V conexdes de Levi-Civita de S e

R™ respectivamente, entao
(1.33) Vo(z) = Vo(x) — -

onde v € um campo vetorial normal sobre S.

2. Se S é uma superficie C* em (M.g), X : S — M ¢é um campo vetorial C* numa
vizinhanca de S, v : M — M ¢ um campo vetorial unitdrio sobre uma vizinhanca de S,
e v sobre S é o campo normal a S nos pontos de S, entao

(1.34) divX = divX — (divv) Xv — g(Xy)
v

sobre S.
3. Se S € uma hipersuperficie C?, w : M — R é C? sobre uma vizinhanca de S e v é

um campo vetorial normal unitdario a S no sentido de 2 acima. Entdo

- ou  0%u v
1. = —divp=— — 2
(1.35) Au = Au dlvuay 52 + Vsuay

sobre S.

O préximo resultado, conhecido por Teorema da Continuagao Unica é de funda-
mental importancia em todas as demonstracoes de nossos principais resultados, cuja

demonstracao encontrasse nas literaturas classicas.

Teorema 1.2 (T.C.U.) Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional.

Seja U C M um dominio normal, suficientemente reqular. Suponha que v € H*(U)

satisfaz
(1.36) |A%u| < C(|Au| + |Vul + |u])  q.tp.
. ou 0
em U para alguma constante positiva C' e que u = Y =Au = a—Au =0 em um aberto
v v

VNoU. Entao u € identicamente nula.

Para finalizarmos os comentéarios sobre as propriedades basicas do operador Bilapla-

ciano, vamos provar as identidades de Green relativas a tal operador.
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Suponha M uma variedade Riemanniana orientada, compacta e com bordo M.

Sejam f, ¢ € C*°(M) e v o normal unitdrio exterior a M ao longo de M. Entao temos

div(fV(AL) — div(ALV ) = fA2+ g(VF, V(AL) — AAF — g(Vf, V(AL)

(1.37) = fA%— ALAS.
div((V(Af)) — div(AfVE) = (A f +g(VE,V(AS)) — AfAL— g(VEV(AS)
(1.38) = (A*f — AfAL

Subtraindo as expressoes obtidas acima, obtemos
div(fV(AL)) — div(ALV f) — div(lV(Af)) + div(AfVE) = fFA% — (AP,

Integrando e aplicando o Teorema da Divergeéncia, a segunda identidade de Green
para o Bilaplaciano ficara sob a forma
(1.39)
/ (fA2 — LA f)AM = ((fV(AE), vy — (AU fv) — UV (Af),v) + (AfVY, 1/>)du.

M oM

Em seguida, sabendo que ocorre
(1.40) div(fV(AL)) — div(ALV f) = fA% — AfAL,
novamente integrando a igualde acima sobre M, devemos ter

/ (div(FV(AL)) — div(ACY £))dM = / (FA% — AfAL)AM

M

e, fazendo uso do Teorema da Divergeéncia,

/ (<fV(M),y>—<MVf,u>)dy=/ fAQEdM—/ AfALAM.
oM M M

Portanto, a primeira identidade de Green para o Bilaplaciano ficara sob a forma
(1.41) / FA20AM = / AFALM + / (FIV(A0),v) — AUV F,0))dv.
M M oM

Considerando as fungoes ¢, f € C*°(M) que se anulam no bordo e com derivadas
normais também nulas no bordo, podemos concluir da primeira identidade de Green que

o operador Bilaplaciano é simétrico, ou seja,

(1.42) /M fA%AM = /M AfALAM = /M (A(AF)AM = /M (A? fAM.

Pode-se provar que A? é essencialmente auto-adjunto no espaco de Hilbert L?(M,dM),

atuando em fungoes de H*(M) N HZ(M).
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Capitulo 2

Transversalidade em Familias de

Meétricas

Neste capitulo consideraremos uma familia de operadores Bilaplacianos parametrizada
por métricas definidas em uma variedade M compacta com bordo. Os principais resul-

tados a respeito dessa familia sao os seguintes:

Teorema 2.1 O  conjunto  das  mélricas para 0s quais o  operador
A?: H*NHF(M) — L*(M) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade maior

ou igual a 2 € de codimensao 2.

Teorema 2.2 Quaisquer duas métricas gy e g1 em uma variedade Riemanniana M
compacta com bordo, podem ser conectadas por uma curva analitica g(t) com g(0) = go
e g(1) = g1, tal que o espectro do operador Afl(t) c HY*N HE(M) — L*(M) ¢é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 <t < 1.

A ideia da demonstracao ¢ aplicar os Teoremas e do Apéndice A, para familia
de operadores em espagos de Hilbert provados por Teytel em [19]. Em verdade a hipétese
central dos teoremas é uma versao adaptada por Teytel da hipotese de transversalidade
de Arnold apresentada primeiramente por Colin de Verdire em [4].

Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Considere X o conjunto
das métricas Riemannianas de classe C" em M. E bem conhecido que X é uma variedade
de Banach, cujo espago tangente em qualquer ponto é identificado com o espaco dos

(0, 2)-tensores simétricos de classe C".
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E também muito difundido que o espectro do operador Bilaplaciano é discreto sem

pontos de acumulacao finitos.

O operador Bilaplaciano depende analiticamente da métrica g. Isto segue da ex-
pressao local do operador em coordenadas locais e do fato dos simbolos de Christoffel

dependerem analiticamente da métrica e de suas derivadas.

Consideremos agora uma variagao suave g; da métrica g, de maneira que (M, g;, dM;)
é uma variedade Riemanniana com medida suave. Aqui ja sao dados que H é um
(0,2)-tensor definido por H,;; = £|,_0g;;(t) e ainda que, escrevendo h = (H, g), tem-se
41— dM, = LhdM,.
Para determinarmos (A?)’, considerando a variacao da métrica, precisamos apenas

estabelecer o seguinte resultado, cuja demonstracao encontra-se no Apéndice B.

Lema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja g, uma variag¢ao diferencidvel

da métrica g. Entdo para toda f € CX(M) temos

(2.1) (A%0) () = Dgy Dy f + Ay Ay £

d 1
onde S| () () = Ny f = 5{dhydf) = (divH, df) — (H, V).

Considerando uma familia analitica de métricas g¢(t) a Proposi(;é garante a
existéncia de uma curva analitica de autovalores e autofuncoes associados ao operador
Bilaplaciano. Com isso podemos facilmente calcular a derivada de autovalores.

(2.2) %

(820 +20) (6(6) = (AZy) 0+ N6+ (A2+N)¢/ =0,

t=0
. _ 2

daf segue que N = [, G(AL ;) ddM.
A proposicao a seguir aplica-se dentre outras coisas a obtengao de uma expressao

explicita para o \'.

Proposicao 2.1 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo, ¢ e
¥ autofuncoes ortonormais associadas ao autovalor X, do problema de Dirichlet
(A2+XNu = 0 M,

ou
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d

7, g(t) = H. Entao

Considere a sequinte familia de métricas tal que g(0) = g, —

/Mw(Az(t))/SOdM = / < - sﬂ/’AgSO + <V(Ag¢)a V) = Mg
(2.3) +(V, V( )>)g+ (dAg¢®dgo+dz/J®dAgg0),H>dM.

Demonstracgao: Observemos que
/Mlﬁ(A?;(t))IQOdM = /AJw(AQA;(t)SO—i_ Ay Agp)dM
= / (AQ@DA/ ®¥ +¢A/ (t) Agp)dM
M

= /M (A g¢( (dh, de) — (divH,dp) — (H,V*p))

(2.4) +¢( (dh, d(Agp)) — (divH, d(Agp)) — (H,V*(Age))))dM,
onde
(2.5) Ao = %(dh, dp) — (divH, dg) — (H, V).

Ainda, por propriedade de divergeéncia, vale:

(2.6) div(hV(Agp)) = hp A + h(d, d(Agp)) + b{dh, d(Agp)),
que pelo Teorema da Divergéncia fica

2.7 [t atdgenant = = [ (hoddo+ hav. e
De forma analoga,

(2.8) /M Ayioldh, dg)dM = — /M BA A pdM — /M BV (A1), dp)dM

e também [}, AN podM = [} AgpA] pdM dado que A, é simétrico.
Além disso, por ([1.30]) tem-se

(2.9)  div(H(WV(Agp))) = (divi, V(Agp)) + ¥(VAgp, H) + H(V1), V(Agp)).
Ao aplicarmos o Teorema da Divergencia na igualdade acima, devemos ter

210) - /M iV, d(Agp))dM = /M (G(V2(Agp), H) + H(V, V(Ayp)))dM.
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Analogamente temos
@)~ [ AuivH.dp)dM = [ (80T, H) + H(T(8,0), V)M
M M
Com tudo isso e usando que H(V, V(Ayp)) = (dy @ dA,p, H), obteremos

[ o@dyeast = [ ((=5hauam0 - ShVA,).d)
M M

FH(V(A00), Vi) + (3o — Shidi, d)
+H(VY, V(Ayp))))dM
= [ (- 5O+ (T(a,0). V) + 03
(2.12) VY, V(Ago)))g + (dAg ® dp + dip @ dAgp), H )dM.

O

No intuito de aplicarmos os Teoremas e nas demostragoes dos principais
resultados deste capitulo sera necessario fazermos algumas consideragoes a respeito da
familia de operadores Bilaplaciano.

Conforme as hipéteses dos teoremas a serem utilizados, ao perturbarmos a métrica,
observamos que o operador Bilaplaciano nao é auto-adjunto na métrica perturbada. Para
contornarmos tal situacao precisamos definir um operador a partir do Bilaplaciano, o
qual possui o mesmo espectro. Para isso, é necessario que se tome uma isometria definida

por
(2.13) P, L*(M,dM) — L*(M,dM),

onde, para cada u, Py(u) =

W{*/ det(gij)u, em que g € X. Em seguida, basta de-
ZJ

finirmos o novo operador tomando A(g) := P; 'AZP;. Desta forma, A(g) ¢ um operador
auto-adjunto e ainda possui o mesmo espectro do operador Bilaplaciano. Para melhor

entendimento veja Proposicao [B.1}

Assim, consideremos ¢, € C*°(M), autofungoes do operador A(go) = P, 'A2P,.

Dado o funcional

(2.14) 1 (0) = /M BA (go)pdM,

d
em que A'(gy) = 7 tZOA(gt).
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Observamos que

d
Al = 2| (PibdioPun)
_d 2 . d 1Aod
Codt t=0(Pg >A Fy +Pg dt li— 0<Ag(t>P +P Agdtt 0<Pg(t)>
—1V/ A2 2 2
(2.15) = (P7)A; + AP, + (A]).

Desta forma, teremos
ly,(0) = /M ¢<(Pg—1)’A§ +AZP+ (Ag)’) pdM
(2.16) = [ (0B Do+ wlad) Pl + 0 )M
Em , a primeira parcela do lado direito fica
(2.17) / V(P AZpdM = — /M App( P ) dM,
enquanto que a segunda parcela serd
(2.18) /M wAzp’godM / P’wA edM = — /M P \ppdM.

Lembrando que
Py(u) = W \/ det(gij)u
ZJ

entao tem-se de forma imediata que (P,;)" = _Zh e que (Pg_l)’ = Zh.

Portanto a soma de ([2.17)) com ([2.18)) é zero, e consequentemente
(2.19) o (H / Y(AZ) dM.
A verificacao das hip6teses dos Teoremas[2.1]e 2.2 est4 contida na proposicio a seguir.

Proposicao 2.2 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo, ¢

e Y autofuncoes ortonormais associadas ao autovalor X do problema de Dirichlet

(Aa§+A)u =0 M,
u

Para cada par de fungoes u,v € C°(M) convém definirmos um (0, 2)-tensor dado por
(2.20)

1
Tup 1= —§(AguAgU+<V(Agu), Vo) +(Vu, V(Agv)) —Auv) g+d(Agu) @ dv+du@d(Agv).
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De modo que podemos definir sobre o espago dos (0,2)-tensores simétricos S*(M) os

funcionais lineares nao nulos a sequir:

(2.21) 0, (H) = /M B(A(g))pdM = /M B(A2Y pdM = /M (i HYAM,

(2.22) ¢, (H) = /M o(A(g))) odM = /M (A2Y pdM = /M (e HYAM

(2.23) 0 (H / W(A(g))pdM = / Y(A2)pdM / Tows HYAM,

em que H € S*(M). Entao, Uy, — Uy € by, sio funcionais lineares linearmente inde-

pendentes.

Demonstracao: Para demonstrarmos tal fato, devemos considerar a seguinte com-

binacao linear

(2.24) a(ll, — )+ Bl,, =

Segue de (2.21)), (2.22)), (2.23)) e (2.24]) que

/ ((Tpp — Ty) + BTy, HYAM = 0, VH € S*(M).
M
E importante salientar que 7., e 7y, sao ambos simétricos. Para isso, basta ver que

(dAgp @ dp +dp @ dAyp)(X,Y) = dAyp(Y)dp(X) + dp(Y)dAzp(X)
(dAyp @ dp + dp @ dA,p) (Y, X).

O mesmo argumento é usado para 7,,. Mas 7y, nao é simétrico em geral. Nesse

caso, vamos tomar o simetrizador de tensores. Assim, definimos o simetrizador por
1
S(dAyu ® dv) := §(dAgu ® dv+dv ® dAgu), Vu,v € C°(M).

Com isso, ao tomarmos a integral

/M ((Tss — Tou) + BS(rn), HYAM = 0, VH € S2(M),

podemos afirmar que

(2.25) Oz(Tpr — T¢¢) —+ BS(TL/J@D) =0 em M.
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Agora, observe que sendo

1
T = =5 (Bgudgu+ (V(Agu), Vo) +(Vu, V(Ag0)) = uv)g
+d(Ayu) ® dv + du @ d(A,v)

e também notando que tr(d(Ayju) ® dv) = (V(Ayu), Vo) e ainda que
1
trS(dAu ® dv) = tré(dAgu ® dv + dv ® dAju)

1
= §(<VAgu, V) + (Vou, VA u)
= (VAyu,Vv), Yu,ve C*(M),
(2.26)

devemos ter

—2tr7, = n(Agulgo — Auv) + n((V(Agu), Vo) + (Vu, V(A)))
—2({(V(Agu), Vo) + (Vu, V(Ag0))),

isto é,

(2.27) tr7y, = —%(AguAgv — Auv) + (2 ; n) (V(Agu), Vv) + (Vu, V(A ))).

Portanto, tomando o trago em ([2.25)) e restringindo ao bordo de M, temos

(—5)a(Bg9) + (=3)BAMD,9) — (—3)alAg)? =0,
ou ainda,
(2:28) a(Ag0) + BAWAR) — a(Ag) = 0.

Vamos analisar a forma quadratica em (2.28]).

A forma matricial de ([2.28)) é dada por

B
9 Agp

Agp

[AQSO Agl/’] =0.

| 2

—

Diagonalizando, temos
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onde

A
@: | =m| 7"
Yy Agw

em que M é a matriz ortogonal e ¢ é ndo nulo. Assim, em (1) devemos ter c(z? —y?) = 0,

ou seja, ¢(x — y)(z +y) = 0. Temos dois casos a considerar, a situa¢do em que x =y e

a outra serd x = —y. Para o primeiro caso, usando (2), devemos ter
M Agp | M mae Agp B mi1Agp + miaAgy
Ay Ma1 Mo Ay M1 Agp + Mo Ay

e entao teremos
m11Agp + miaAg) = ma Agp + masAg1p,
o que nos diz que
0 = (M1 — ma1) Agp + (Mag — maa) Ag1h,
considerando a = mq; — Mo € b = mya — Moo, onde nao podem ser ambos nulos, pois M
¢é ortogonal e suas colunas seriam muiltiplas uma da outra, uma contradicao.

Teremos dois casos a serem analisados. Primeiramente suponha que a ou b nulo, por

exemplo a nulo. Entao teremos que
0=0A,p + DAY,

o que implica em Ay = 0. Olhando para a equagao (2.28)), pode-se afirmar que
a(Ayp)? 4+ BA,p 0 — a 0 =0 que implica em a (A p)? =0, ou seja, Ayp = 0.

Da mesma forma quando x = —y, teremos
0 = (ma1 + ma1)Dgp + (Maz + M) Agt),

e seguem-se todas as consequéncias acima obtidas para x = y.
Portanto temos Ayy) = Ay =0 em OM.

A condicao acima nao é suficiente para obtermos uma contradicao. Com o intuito de
aplicarmos o Teorema da Continuacao Unica, mostraremos que as condic¢oes de fronteira

8Ag¢)20em8M.

juntamente com a condicao acima nos levam a a—Agcp =5

v
Note que

AgTiW = Ag((AgwAgSO — A\ + <V(Ag¢)7 V)
(2.29) +(Vih, V(Agp)))g — 2(dAg) @ dp + dp @ dA ).
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Ao tomarmos g =T e sendo Vy,g = 0, fazendo uso do Lema , a equagao ([2.29) fica

AgTypp = (Ag(AgwAgSD) — A () + Ag((V(AgY), V)
+AL(V, V(Ag9))) g — 284 (dAg¢) @ dp)
(2.30) —2A,(dy @ dAyp).

Faremos uma breve andlise de cada uma das parcelas de ([2.30)).

Na primeira parcela, temos:

(2.31) Ag(AghAgp) = =ApAgp — ApAgh + 2(V(Ag1), V(Agp))
e, na segunda,

(2.32) = M (V) = =AY Agp + A + 2(V1), V).

Ja na terceira parcela, usando o Lema chegamos a
(2.33)
Ag((V(AgY), Vi) = 2Ric(VAY, V‘P)+2<V2Ag¢a VZ0) =MV, Vo) -H{(VA, VAp).

Utilizando-se de argumentos totalmente analogos aos da parcela anterior, a quarta
parcela assumira a forma abaixo
(2.34)
A, ((V, V(A,0))) = 2Ric(Vih, VA ,0)+2(V1, VEA ;0) = MN(V1h, Vo) +(VA ), VA p).

Finalmente, nas duas tultimas parcelas basta tomarmos o Lema (1.3 e obteremos as

seguintes equacoes
(2.35) Ay(d(Agy) @ dp) = Ag(d(Agtp)) @ dp + 2(V (dAgtp), Vdp) + d(Agh) @ Ay(dp)
(2.36) Ay(dy @ d(Agp)) = Ag(d@b) ®d(Agp) + 2(Vdy, V(dAgSD» +dy ® Ag(d(Ag¢))'

Logo, ao substituirmos (2.31]) a (2.36) em (2.30)), obtém-se
AgTypp = ( = 2000 — 20pAg) + A(VAG), VA ) — ANV, Vi)
+2(V2 A, Vi) + 2(V2, VEAp) + 2Ric(V A, Vi)
F2Ric(V, VAp) g — 2(8,(dA,0) @ dip + 2(V(dA0), Vdy)

(2.37) A @ Aydp + Aydip ® dAyp + 2(Vdip, V(dA ) + dip @ Ag(dAg@))
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Pelo Lema [I.5] temos:
(2.38) dAY® Aydp = dAy) @ (dAgp+ Ricl (¢)) = dA g @ dAgo+dA ) @ Rich (dyp),
também verificamos

(2.39) Agdp@dAyp = (dAg+ Rick (dy)) @dAyp = dAp @ dA o+ Ric) (dip) ©dA .

A relagao ([2.37) assumird, devido a (2.38)) e (2.39)), a seguinte forma

Ayryp = ( — NDAp — 2XpA 0 + A(VA b, VA,0) — ANV, Vo)
+2(V2A 0, V20) + 2(V?), V2A ) + 2Ric(VA 0, V)
+F2Ric(Vep, VAggp)> g—2 (Ag(dAgw) ® dip + 2(V(dA ), Vdp)
+2dA ) ® dAgp + dAgp @ Ric) (d) + Ricl (dy) @ dAgp

(2.40) +2(Vd, V(dAp)) + dv @ Ag(dag@).

Como

1
S(dAY ® dAgp) = S(dA ® dAgp +dDyp ® dAY),

entao

WS(ADg0 ® ddgp) = S((VAG, VAL + (Ve VA))
(2.41) = (VA, VA p).

E dai, sendo ¢ e 7 autofungoes do problema de Dirichlet e Ay = Ay =0 em OM,

temos que em OM vale
0
(2.42) Ve =0 e V(Agp) = V'(Agp) = 5y (Le®)-

De forma analoga,

(2.43) VA =0 ¢ V(A) = V(A = 2

14

(Ag1)).

Juntando todos os fatos em (2.41),(2.42) e (2.43)), e tomando o trago, podemos afirmar
que em 0M, (2.40) podera ser reescrita como

0 0
(2.44) 1Ay Typ| = 4 = 1o (Bgih) - (Ag).

oM
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Usando argumentos semelhantes, ainda podemos afirmar que

0
(2.45) AT = A= D5 (A0
e que

9
(2.46) 0l | =40 = 1[5 (A0

Além disso, aplicando o trago do Laplaciano em (2.25)) temos
trAg[atp, + 8S(Tyy) — atypy] = 0,

que, mediante restricao a dM, nos fornece

0. o 9. 0 o o
(247) 4(n - 1)[a<aVAggo) + ﬁ(aVAganAggp) - &(ayAgw) ] oM - 07
ou seja,

9. o 9. 0 0
(2.48) O‘(gAgS@ + ﬁ(@AgwaAgS@) - a(%Agﬂp) =0 em OM.

0 0
Isso nos diz que ou ——A 9 = 0 ou a—Ag@D = 0 em todo ponto de M. Assim, como
v

ov
%Aggp =Ajp=¢ =0o0u %Aﬂ) = Agp =Y =0 em OM, logo pelo Principio da

Continuagao Unica temos que ¢ =0 em M ou ¥» =0 em M, um absurdo.

Por fim, vamos analisar o caso em que a,b # 0. Sendo que aA,p + bA ) = 0, temos
Ay(ap + b)) = 0. Tomando n = ap + by, entdao Ayn = 0, onde 7 é uma autofuncao do
Bilaplaciano. Da mesma forma, podemos definir uma funcao n = ap — by de tal forma
que 7 é ortogonal a 7, ou seja, [,, - 7dM = 0.

Considerando os funcionais analogos ao feito anteriormente teremos uma versao de

(2.28) para n e n dada por
O‘(Agn)Q + B(AMAGN) — O‘(Agﬁ)2 =0,

em que Ayn =0 em OM teremos a(A,7)* = 0 em M o que nos dd Ayij = 0 em OM.
Observemos que como consequéncia de Ayn = Ay = 0 em OM, quando realizamos

procedimentos andlogos aos de ¢ e 1 em ([2.28]) para 1 e 7, obtemos

0 0

(2'49) Angﬁ o = 4(” - 1)5(%77)5@977),
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O que nos fornece

(2.50) Ay =40 = (AP

oM

0

(251) At =40 = Dl (A

Com isso, adaptando ([2.25)) para n e 7, temos
047—7777 -+ 65(7—7]77) — C(Tfm =0

e portanto

trAlar,, + BTy — athg] = 0,

que mediante a restricao ao dM, nos fornece

(252) A= Dfalan () + Ao (D) (M) — ol (Ag))] = 0,
ou seja,
258) Al () + B (D) o (A7) — o (A7) =0 em M.

De ([2.53)) podemos afirmar que ou aﬁ(Ag'r;) =0 ou ag(Agﬁ) = 0 em todo ponto de
v v
oM.

0 0
g(Agn) = Ay =n=0em IM ou 9

OM , obtemos pelo Principio da Continuacao Unica queoun =0em M oun =0 em

Portanto, como (A7) =An=n=0em

M, um absurdo.

O

Com tal resultado em maos faremos a demonstragao dos Teoremas [2.1] e 2.2

De fato, basta observar que ja foi verificado que a familia de operadores
Ag) = Pg_lAng ¢ auto-adjunta e possui o mesmo espectro do operador Bilaplaci-
ano. Ao definirmos o funcional K;W(H ) = [, V(A(g))'¢dM é observado em 1) que
Uy (H) = [, ¥(AZ) odM. Com isso, segue da Proposicao 2.2 que A(g) satisfaz SAH2.
Portanto, concluimos a demonstracao dos Teoremas [2.1] e 2.2l usando os Teoremas e
A3l
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Capitulo 3

Familia de Dominios

Neste capitulo consideraremos uma familia de operadores Bilaplacianos, cujo parametro
¢ o dominio de definigao do operador. Os dominios considerados serao abertos limitados
em uma variedade Riemanniana. Em caso de dominios em variedades flat o analogo do
Teoremal[A.3|serd demonstrado. J& em dominios em variedades quaisquer, estabelecemos
a simplicidade genérica dos autovalores.

Sejam 7T um espago topoldgico e F C T tal que F = {x € T /x possui propriedade P}.
Dizemos que P é uma propriedade genérica se F é um conjunto residual em 7.

Passaremos a descrever a variedade de Banach separavel que utilizaremos como con-
junto de parametros.

Seja () um dominio limitado com fronteira suave em M. Considere a colecao X de
todos os dominios €2 diferenciavelmente isotépicos a €.

Considere agora espago C™(§2y, M) das fungoes m-vezes continuamente diferenciaveis
até o bordo de (. E bem conhecido na literatura que C™ (9, M) possui estrutura de

variedade de Banach separavel (vide [1]).

Nosso conjunto de pardmetros serd X = {f € C™(Q, M)/ f é um C™-difeomorfismo
sobre a imagem que preserva orientagao e é isotépico a identidade }. Assim, tomando

f € X tem-se que f(€y) = Q2 é um dominio com fronteira suave.

Agora, seja a aplicacao D definida por
D:X — X dada por D(f) = Q.

E bem conhecido que D~1(X) é um subconjunto aberto e conexo por caminhos em
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X.

Desta forma, para cada f € X consideraremos o operador Af] : Qp — L*(Qy) em
que g é a métrica em M. Note que os elementos da familia de operadores acima nao
estao definidos num mesmo espago de fungoes. Para contornarmos essa situagao, observe
que para todo f € X os operadores Ag definidos em Qf e A?c* , definidos em )y, sao

isoespectrais.

Contudo, os elementos da familia de operadores A2, , barametrizadas por f nao sao
auto-adjuntos em relacao ao mesmo produto interno. Portanto serd necessario fazer

as mesmas modificacoes feitas no Capitulo 2 de métricas. O operador modificado sera
definido por A(f)¢ = P:;Afc*gpf*gqﬁ.

A seguir justificaremos as afirmagoes acima.

Lembremos a nocao de Pull-Back:

Dados T' um 2-tensor covariante em N, p € M, e campos X,Y € X(M), temos que

(T )XY) = T (dfp X, dfY)
o que implica, no caso em que T' = gg, em
(f790)(P)(X,Y) = go(dfpy X, dfpY).
Como g = f*gy, devemos obter que
90X, Y) = g(X,Y) = go(dfy, X, df;Y) = g(X,Y) = (dfy X, df,) Y )g, = (X, Y)g.
Em particular, quando X =Y, tem-se
1 Xlg, = IX1l;5-

Sao dadas agora uma variedade Riemanniana (N, g) e duas aplicagbes suaves
f:M — Ney: N — R, onde M é uma variedade com a mesma dimensao de
N, e cuja métrica é dada por g = f*g.

Seja {e;} um referencial g-geodésico em um ponto p € M entdo {dfe;} serd g-
geodésico em f(p) € N.

Logo, tem-se

ex(p o f)(p) = (dfex)()(f(p))
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(3.1) exer(p o f)(p) = dfex((dfex)(¢))(f(p))-

Ocorre ainda que, para quaisquer p € M e X € X(M),

X(pof) = df(X)(®)sw
X(X(pof))y = df(X)(X(pof))w = df(X)(df(X)(®)) -

Ao definirmos ¢ := ¢ o f e sendo V e V os gradientes de funcoes em M e N, teremos

g(dfVe,dfe)rmy = gldf(V(go f).dfe) s = (f*9)(V(po f), ey
= g(V(po f),e)p =eilpo fy=dfpe)(®)
= df(e))(@)rp) = 9(V,df(€:)) s )-
Isto é,
(3.2) df (V) = V.

De forma analoga, se A e A sao os laplacianos de fun¢ées em M e N, respectivamente,

entao a relagao (3.1) implicard em

(3.3) A@y = Apyp)-
Consequentemente,
(3.4) A’y = Npj).

Portanto, considerando um dominio €2y C M, limitado com fronteira suave, os ope-
radores A : H*NHG(Qp) — L*(y) e A%, - H*NH{(Q) — L*(€) sao isoespectrais
Vf € X. Desta forma, a fim de demonstramos o andlogo do Teorema [2.2] consideraremos
a familia de operadores A(f) = PJZ}gA?* 4P r+g, como foi feito no Capitulo 2.

O fato de o conjunto das métricas obtidas pelo Pull-Back de uma métrica fixa
em M ser um espago proprio no espaco das métricas sobre M indica que a prova do

Teorema 2.2 em tela é mais delicada.
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3.1 Variacao do Dominio em Variedades Riemanni-

anas flat

Para esta secao assumiremos que M é uma variedade Riemanniana, flat e orientada.
Consideraremos dominios contidos em uma unica carta de M. Seja {29 dominio em
M limitado com fronteira suave, contido em uma unica carta de M. O espaco de
parametros X serd definido pelas aplicagoes de €2y em M isotopicas a identidade que sao
difeomorfismos sobre a imagem. E facil ver que X é um aberto do espaco das fungoes

m vezes diferenciaveis que "saem”de {2y e ”chegam”em ().

Nosso objetivo é provar que dada uma familia de operadores A(f) = PJZ}gA?c* oFreg>

valem os seguintes

Teorema 3.1 O conjunto das f € X para os quais o operador
A7 o H* N HF(Qf) — L*(Qy) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade

maior ou igual a 2 € de codimensao 2.

Teorema 3.2 Quaisquer dois dominios g e 2y em M podem ser ligados por uma curva
analitica € tal que o espectro do operador A2 : H* N H§(Qy) — L*(Qy) € composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 <t < 1.

Para demonstramos os Teoremas [3.1] e [3.2] basta verificarmos a hipdtese forte de
Arnold, para familia de operadores A(f).

d

Considere o campo V' em {2 dado por p — V), := <%

) o).

t_
Segue-se dai que f; é o fluxo de V' e que, para cada p € (),
N — — d
(35)  (Lyg), = lim L0 “ 9 _ (lim gt~ %0 g°> = (
p

t—0 t t—0 t E

=H
t:Ogt)p 22l

ou seja, que Lyg = H. Logo

1 1
(3.6) §<H, g) = §trﬁvg = divV.

Proposicao 3.1 Seja Q9 C M com as hipdteses acima. Sejam @; e @, autofuncoes

associadas ao autovalor \ para o problema,

(A2 4+ Nu = 0 em Q

—u=u = 0 em 0¥
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O funcional E;MJ_ para familia de operadores A(f) é dado por

(3.7) o (V)=— V2pi(v, V)V2<pj(1/, v)g(V,v)dv.

PiPj
oQ

fi = V, sendo (g,H) = 2divV,

t=0

(dp; ® dp;, H) = H(V;.V;) e usando a Proposigao [2.1], obteremos

d
Demonstragao:  Considerando 7

, 1
/Qsoz'(Af](t))%dQ = /Q<—§(Ag90iAgsoj+9(V(Ag%),vsoj)
—Apip; + 9(Vi, V(Agp;5)))g, H)dS2

+ / <dAgg0i ® ngj + dgpi ® dAggpj, H>dQ
Q
_— / (DyeiByp; + 9(V(Ager), Vo)
(3.8) T / (H(V(Dyp0), Vioy) + H(Vis, V(Aygip;)))d.

d
Como H = a7 fig = Lyg, obteremos as seguintes afirmacoes:
=0

(3.9) t
H(V(Agpi), Vi) = (Lvg)(V(Agpi), Vi) = 9(Vva,en Vs Vi) + 9(Vee, V. V(IA0i)),

e também
(3.10)
H(Vpi, V(Agp;) = (Lvg)(Vei, V(IAge;)) = 9(Vve, V. V(A05)) + 9(Vva,e)Vs V).

Assim, fica da seguinte forma
/QSOz‘(Af;(t))/SOde = —/Q (Ag%’Ag%‘ + 9(V(Agpi), Veoj)
—Apip; + 9V, V(Aggoj)))dideQ

" / (0(V 98000 Vs V55) + 9(Veo,V, V(A y20))
(3.11) +9(Voe,V,V(Ag9)) + 9(Vo(a,e) Vs Vipi) ) dS2.

Agora, usando (|1.6), vamos calcular separadamente as quatro ultimas parcelas de (3.11):

9(Vo@a,en)VsVs) = div(g(V, V) V(Age:)) + Apig(V, V)
(3.12) —V20,(V, V(Ag1));
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9(Vve, V,V(Agpi)) = div(g(V,V(Agpi)) Vi) — g(V, V(Ag0i)) Agep;
(3.13) —V2(Ag0i)(V, Viy);

g(vvcpiva V(Ag%')) = div(g(V, VSOi)VAg%') -9V, V<Ag%’))Ag%
(3.14) =V Ag05) (V. Vipi);

I(Vva,0)V, Vi) = div(g(V, VAyp;) V) + Ap;g(V, Vi)
(3.15) —V20i(V,V(Agp5)).

Nas primeiras parcelas de (3.11)), faremos uso das propriedades de divergéncia e obtere-

mos:
—Ag(pZAQQOJdIVV = —dIV(AQQOlAgQOJV) + Ag@zg(V(Ag(pJ), V)
(3.16) +A0;9(V(Agpi), V);
—9(V (D), Vi )divV = —div(g(V(Agp:), Vo, )V) 4+ VZA0i(Ve;, V)
(3.17) +V20,;(V (A1), V);
(3.18) Apip;divV = Adiv(pio;V) — Apig(Ve;, V) — Ap;jg(Vei, V)i
—9(Vi, V(Agp))divV = —div(g(Vei, V(Ag0;))V) + VZei(V(Agp;), V)
(3.19) FV255(T00, V).

Pelo Teorema da Divergéncia e pelas condigoes de bordo do problema de Dirichlet,

temos:
— / div(AypiAgp;V)dQY = — /a AypiNgpig(V,v)dy
Q Q
(320) = - VQQDi(V7 V>V290j(1/7 V)g(V, V)dV;
)
321 — [ dv(a(V(Ag). Ve VIa = = [ (V0. Vip)a(V.)aw = 0
Q Q
(3.22) 3 [ divteevian = [ Vi —o
Q a0
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(323) - /QdiV(g(Vsoi,V(Ag%))V)dQ = —/BQQ(V%,V(AM))Q(V, v)dv = 0;

B2) [ divlo(V. V) V(A2 = | oV Tea(V(Age).r)dv =0
625) [ AoV Va0 Te)a2 = [ V9000V =0
326) [ divlo(V. V(A Ve = | gV 0oV )y =0
(3.27) /Q div(g(V, Vip:)V(Ayip;))d2 = /8 0V g (). )y = 0.

Tomando as equagoes (3.12) a (3.19)), integrando sobre €2 e levando em consideragao
as afirmacoes de (3.20)) a (3.27)), entdo podemos concluir que (3.11)) ficara sob a seguinte

forma:
(3.28) /ani(Az(t))’gode =— /m V20i(v,v)V2p;(v,v)g(V, v)dv.

Portanto, segue de (2.19) o resultado desejado.
U

Agora, o passo final para concluirmos a demonstragdo dos Teoremas e é
mostrar que os funcionais £, — £, e £/, sdo linearmente independentes. O préximo

lema é o ingrediente chave na demostragao.

Lema 3.1 Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana flat de dimensao n e € um
dominio limitado contido numa carta em M. Seja A um autovalor associado ao ope-

rador Bilaplaciano de multiplicidade m > 1, para o qual todas autofungoes u satisfazem
Agu =0 em S
Entao, para cada campo coordenado 0;, com i = 1,...,n, Oyu serd autofuncao do

Bilaplaciano associada a A e, além disso %Agu =0 em 0N.

Demonstragao: De fato, sendo v uma autofuncao do Bilaplaciano satisfazendo o pro-
ou

blema acima, entdo podemos afirmar que em 02 vale Vu = Vyou + 2wl = 0. Além
v

ou

3 H+Y?u(v,v), segue que Vu(v,v) = (V,Vu,v) =0
v

disso, como 0 = Aju = Apqu—n
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em Of), argumento este valido pelo cardter pontual de V2u, i.e., V,Vu s6 depende dos

valores de Vu ao longo das trajetérias de v e Vu = 0 em 0f).

Agora, levando em consideragao as condigoes de bordo do problema de Dirichlet e

tomando X,Y € X(01), podemos afirmar que

(Vu,vy = 0= X(Vu,v) =0 = (VxVu,v)+ (Vu,Vxr) =0
(3.29) = Vu(X,v) =0 em 09.

Por outro lado,
Vau(X,Y) = Y({(Vu, X)) — (Vu, VxY).

Como Y (Vu, X) = 0e Vu = 0 em 09, segue que V*(X,Y) =0em 00,V X, Y € X(99).
Portanto, V?u = 0 em todo o 0f).
Como por hipétese M ¢é flat, entao Vf € C(M) teremos que A,0;f = 0;A,f, o
que nos fornece 9;((A2 + Ao)u) = (A2 + Xo)O;u em €.
Além disso, como Vu = 0 em 05, entao d;u = 0 em 0Of).
Agora, observando que Vu = 0 em 0f), tem-se:
0

5, (0) = v((Vu,0)) = (V,Vu, ;) = VZu(v, 9),

dai vale que %(@u) =0 em 0.

Pelo que foi mostrado d;u é uma autofuncao do Bilapalaciano associada a A, e por
hipétese, o Laplaciano de toda autofungao é nulo em 0%, logo A,(d;u) = 0 em OS2.

Por ultimo, pelo fato de a variedade ser flat, segue que J;Aju = AyOju = 0 em Of).
Em particular, a%Agu =0 em 0f).

O

Proposicao 3.2 Seja A um autovalor com multiplicidade m > 1. Entao os funcionais

lineares €, — Cy,, e L., sao linearmente independentes.

Demonstracao: Para demonstramos tal afirmacao, vamos supor que existem « e

[, sem que ambos sejam nulos e tal que vale a igualdade abaixo
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Usando a definicao de na equacao acima, devemos ter
o= [ (o P+ [ (Fuwn)igvri)
o0 o0
_ﬁ V2()0(V7 V)V2¢(Va V)g(‘/a l/)dl/ = 0.
o9
Ou seja,
330) [ (a(VPu0)? - (F0)) = 5V ) V0l 0) ) g(Vor)dy =0,
oN
Como (3.30)) é um produto interno em L?*(9S), isso nos diz que
(3:31) o ((V2(,0))? — (Fp(v, 1)) — BV, 1) V24b(v,v)

¢ ortogonal a g¢g(Viv); V. €  X(09). Além do mais, o conjunto
{g(V,v)/V € X(0Q)} C L*(09) é denso em L*(9N2). Assim, (3.31]) é nula em €.

Lembrando que A, = VZ¢(v,v) em 09, teremos
(3.32) O‘(Agw>2 — B(AgpAg) — a(Ag§0)2 = 0.

Agora, faremos uma andlise da forma quadratica em (3.32). A forma matricial de (3.32))

¢é dada por
A
[Ag Ayl s 2 ! = 0.
2| A
Diagonalizando, temos
c 0 T
(4) : [z y] =0,
onde
A
By | = |
Y Agp

em que M é a matriz ortogonal e ¢ é nao nulo. Assim, em (A) devemos ter c¢(z%—y?*) = 0,

ou seja, ¢(x — y)(z + y) = 0. Temos dois casos a considerar, a situacao em que x =y e

a outra na qual x = —y. Para o caso em que z = y, usando (B), devemos ter
M At _ mir Mig Ay _ mi1Ag) + myaAgp
Agp Ma1 Mo Agp Ma1 Agth + mapAgp
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o que implica em

m11Ag) + mialgp = Mo Ayt + maa Ay,

o que nos diz ainda que
0 = (m11 — ma1)Agtp + (M2 — maa) Ay,

considerando a = mq; — Moy € b = mya — Moy, onde ambos nao podem ser nulos, pois M

¢é ortogonal e suas colunas seriam muiltiplas uma da outra, uma contradicao.

Caso @ ou b se anulem, por exemplo b nulo, entao teremos que 0 = 0 Ay + a1, o
que implica em Ay = 0.
Olhando para a equacao ({3.32), pode-se afirmar que

(3.33) a0—pB(Agp0) - O‘(AgSO)Q =0

o que implica em

a(Ayp)? = 0= Ayp =0.

Da mesma forma quando z = —y, teremos
0 = (M1 4+ ma1) At + (m12 + ma2) Ay,

e seguem-se todas as afirmagoes acima obtidas para x = y.

Como consequéncia de Agp = Agtp = 0 em 09, pode-se concluir do Lema [3.1], que

%Aggp =0 em 0f) ou %Agw = 0 em 0.

Portanto, pelo Principio da Continuacao Unica, temos que p =0em Mouv =0

em M, um absurdo.

3.2 Familia de Dominios em Variedades Riemanni-

anas Quaisquer

Nesta secao consideraremos dominios limitados quaisquer com fronteira suave em uma
variedade Riemanniana qualquer. Sob estas hipdteses nao foi possivel mostrar o

Lema(3.1], comprometendo assim a verificacao da hipétese forte de Arnold para a familia
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de operadores Bilaplacianos parametrizados por uma familia de dominios numa varie-

dade Riemanniana qualquer.

O objetivo desta secao serd o de mostrar a simplicidade genérica dos autovalores
associados ao operador Bilaplaciano sobre dominios numa variedade Riemanniana qual-

quer.

Como definimos no inicio do capitulo, mnosso espaco de parametros ¢é
X =A{f € C"™(Q, M)/ f é um C™-difeomorfismo sobre a imagem que preserva ori-

entacao e é isot6pico a identidade }.

Teorema 3.3 O conjunto das f € X para os quais o espectro do operador

A2 H' 0 H{(Qy) — L*(Qy) € todo simples é genérico (residual) em X .

A demosntragdo do teorema seguird as mesmas linhas do Exemplo 4.4 em [6]. As
curvas de autovalores e autofungoes associadas terao um papel fundamental em nossos

argumentos.

Tome uma familia f; analitica de difeomorfismos de €2, que preserva orientacao onde

fo € a identidade, e ainda um autovalor A\ de multiplicidade m para o Bilaplaciano.

Seja g = f; g uma familia de métricas em (). Pelo que foi comentado anteriormente,
se {ex} é um referencial g;-geodésico em p € ), entao {df;e,} é um referencial g-geodésico

em f;(p) € ; e assim escrevemos, de forma anéloga a (3.1)),

(3.34) erex(9i(t) o fi)(p) = dfier((dfiex)(0i(t))(fe(p)))-
Para cada i = 1,..., k, sejam ¢;(t) e \;(t) como obtidos na Proposi¢ao
Definindo ¢;(t) := ¢;(t) o f;, teremos

(3.35) AG(i(1)) = Ag(Dgei(t)).

Vale ressaltar que na familia de difeomorfismos em questao

(Qa gt) £> (Qt7 g))

na variedade da esquerda é a métrica que varia, enquanto que na variedade a direita o

dominio é quem estd variando.

Os gradientes de funcoes em (€, g;) e em (£, g), sdo denotados por V e V respecti-

vamente.
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Como a relagao (3.1)) implica em (3.3)), entao a relagao (3.34)) implicard em

(3.36) A(pi(t)p = A(¢i(1)) fu()-
Logo, a relagao nos da

A2Gi(1)y = Ag(Dg(i(t))p)p = A(A(Gi(1) fi(p)) fi(p)
= A% ¢i(t) fi(p) = (=Ni(t)di(t)) filp)
= =N(t)(di(t) o fi)p = —Ni(t) s (D),

Além disso, se p € I entao f;(p) € I8 para todo t, e portanto

Bilt)y = (6:(1) © f)(p) = (:(1)(fulp) = 0

pois, pela hipétese da Proposigao (B.1)), ¢;(t) = 0 em 0S.
Por outro lado,

(0i(1), &) 229 = /Q@(t)%(t)dModft:/Q(@(t)cbj(t))(ft)det(dft)dM

= ¢i(t)-0;(1)dMy = (9i(1), &5 (1)) L2(01.9) = 0
Je()

O que implica que para ¢;(t) = ¢;(t) o f; teremos (¢;(t), ¢;(t)) 12(0.q) = 0ij» Vi, €

(3.37) 0p; -
5 = oi(t) = 0 em 0f).

Isso significa que os \;(t)'s, autovalores de A? associados s autofuncoes ¢;(t) em Q,
sao também autovalores de Ag associados as autofuncdes ¢;(t) em 2, no problema de
Dirichlet. Sendo assim, o problema em questao envolvendo a variacao do dominio se
reduz ao caso de que trata da variacao da métrica.

No resultado a seguir, provaremos uma férmula explicita para a derivada de autova-

lores multiplos para o Bilaplaciano.

Proposicao 3.3 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e @ um dominio limitado
com fronteira suave. Tome um autovalor \ do Bilaplaciano com multiplicidade m > 1.

Se f; ¢ uma familia analitica de difeomorfismos, entao existem m familias analiticas de
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autofungoes ¢;(t) e m familias analiticas de \;(t) de autovalores cuja derivada € dada
por

)\25@‘ = Vz(Pi(V, V)VQ%‘(% v)g(V,v)dv,
Gly)

N(), Vi, j=1,....m.

_d f_d
onde V = % t:Oft eN =g

Demonstracgao: Como  visto  antes, uma familia de  operadores
AZ : H'' N Hj(Qp) — L*(y,) ¢ isoespectral & familia de operadores
A%y HY N HF(Qo) — L*(Q). Desta forma, a Proposicio (B.1)) garante a existéncia
das familias analiticas de autofuncoes e autovalores associados ao operador Ag(t).
Considerando a equagao —Aﬁ(t)@j (t) = A(t)@,(t) e derivando em relacdo at em t = 0

devemos ter

d

N - R 0)

% t=0 t=0
—(A2)' @ — AXF, = M@+ @A

—/Q(%(Az(t))/@j+%A390;)d9 = /Q(A;“Pi‘ﬁjﬂL)\%%)dQ

Q 0
entao
(3.39) Nidij = _/Q@i(Az(t)),@de'

O resultado segue da Proposicao |3.1

O

Lema 3.2 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa, f; : Q@ — (M, g) uma
familia real de difeomorfismos (2 = f:(Q2)) e Q um dominio limitado de M. Suponha

¢ uma familia de autofungoes associadas ao autovalor \(t) de multiplicidade m > 1 do

problema
(A?]—I—)\(t))gzﬁt = 0 em €
i(z)t = (bt =0 em 3Qt
al/t

Onde ¢g € Ker(AZ + Xo), ¢o = D 10y cihi, m(Xo) =m > 1, ¢y e A(t) diferencidveis

emt.
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Entio ¢ = %(b satisfaz

(A2 4 X))o + Ady = 0 em
do = 0 em 09
o -
8_1/0% = —(Vin)Bgpy  em 00
~ _ d
Demonstracao: Lembre que f(0,-) = idq, e que 7 f(t,x) =V(z) € X(M). Far-
t=0
se-4, ainda, a identificacao 2y = €.
Considere a equagao
(3.40) (A2 A($)g0 = 0,

que fornece

d
3.41 0=—
(3.41) o

O(A?; + A1) = Ado + (A2 + Xo)bo.

t=

Dado = € 9, entao fi(z) € f;(952). Com isso, ¢¢(fi(r)) = 0.

Assim,

d 0
(342 0=2| o) = o

+ (Lvoy) . o + (V, V).

t=0 t=

Pelas condigoes de fronteira, teremos Voo = 0 em 02. Dali, do = 0 em ON.

Analogamente, Y € 0f2 tem-se que ¢;( f:(z)) = 0, consequentemente, 0 = aigbt( fi(z))
V

em 0f), o que implica em

0 0 0
= o) + £ (Ge)
= (th, Vo) + (v, Vo) + Ly ((%)%)
= (th, Vo) + (v0, Vo) + V ({10, Vo))
= 6%)% + (Vvio, Vo) + (v, Vv Vo)

(3.43) = 5%% + V200(V, 1)
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Note que

V2go(Vivg) = V2ho(VT + V4 1) = V2o (VT, o) + V3o (VE, 1)

(344) = V2¢0(<Vv, 1/0>V0, l/()) = <V, V0>v2¢0(V0, 7/0) em 8(2
2 _ _ Oy
Como VZ¢o(v,v) = Aypy em 052, entao T —(V, 1) Ay em 0fQ2. O
0

Proposicao 3.4 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e 2 um dominio
suave e limitado. Considere um autovalor \ associado ao operador Bilaplaciano de
multiplicidade m > 1. Para cada V € X(U), onde Q C U, com U aberto de M, tome
fi + Q@ — (M, g) uma familia diferencidvel de difeomorfismos (0 = fi(Q)) tal que
fo = idg e 4

dt lt=0
familia de autovalores \;(t), Vi =1,...,m, do problema de Dirichlet

fi =V . Considere uma familia ¢;(t) de autofun¢des associadas a

(A2+)\(t))¢t = 0 em Qt
—¢i= ¢ = 0 em 0.

Entao N(t), Vi =1,...,m, nao podem ser nulas para toda familia de difeomorfismos.

Demonstragao: Temos pela Proposicao que
(3.45) N(£)6; = / (92010t 1)V (0,0) ) (V. ),
o

Vi,j=1,...,m, VV € X(U), 2 C U, UC M aberto.

Suponha que
(346) / <v2¢i(Vt, Vt)v2¢j(yt, Vt)> <‘/, ]/>dl/ = O,
%

o que implicard em V2@, (v, 1) V2¢; (14, 1) = 0, isso nos diz que ou V3¢; = 0 em 0€,

ou VZ¢; = 0 em 0€2;. Juntando tal fato ao Lema [3.2] temos em ¢ = 0,

(A7 + Xo)do +Ady = 0 em )

®o = 0 em OS2
i bo =0 em  0f),
8V0

o que nos diz que ¢ € Ker(Af] + Ao).
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Com isso, pode-se afirmar que

(3.47) V2o(v,v) =Y ¢;V3¢(v,v) =0 em Q.
j=1
Portanto para qualquer dominio Q préximo a 2, devemos ter AQ) = /\(Q) A ideia é
mostrar que existe uma base de autofungoes que nao depende de pequenas perturbacoes
de €.
Afirmagao: Existe uma familia diferenciavel 1(t) de autofungoes associadas ao autovalor

Ao do operador Bilaplaciano em §2; tal que w(t) =0 em 2.
Com efeito, tome (t) = > 7, ¢;(t)d;(t).

Assim,
0 = 0= L8060+ o050
_ f: S 6:(0) + f; o) fj o
. f;@i(t) ' i s (0 (1)),

Como as ¢!s sao linearmente independentes, entao tem-se que

(3.48) 3 (c'i(t) ) aij(t)cj@)) —0,Vi=1,...,m.

i=1
Portanto, para a familia ¢(t) satisfazer a condigio ¢(t) = 0 em €, as funcdes c¢;(t)
devem satisfazer a equagao (13.48|).

Tomando ¥ (t) = S, c¥(t)¢;(t) e considerando as condigdes iniciais das solugoes

j=1"J
em (348),

Fazendo com que a 1(t) coincida com ¢y em ¢t = 0, temos que, para ¢ suficientemente

pequeno, 1x(t)’s sdo linearmente independentes.

Agora, tome V (z) suficientemente préximo ao normal exterior ao bordo de €. Seja
ft o fluxo gerado por V' (x), 08 = f,(052). Entao o conjunto U = J_,s_,,08(s) C Q ¢é

aberto para 0 suficientemente pequeno. Para todo y € U temos y € 09(s) para algum
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s, o que implica em 0 = ¥ (s)(y) = ¥,(0)(y), portanto as 14(0) sdo identicamente nulas

em U. Pelo principio da Continuaciao Unica 1, é identicamente nula em todo o €.

OJ

Teorema 3.4 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e 2 um dominio limitado em
M. Seja \ um autovalor do Bilaplaciano para o problema de Dirichlet com multiplicidade
m > 1. FEntao existe um difeomorfismo f em uma wvizinhang¢a C", 1 < r < 00, da

identidade idg, tal que o0s autovalores A(g) prdozimos a X sdo todos simples.

Demonstracao: Primeiramente lembre que se a multiplicidade dos autovalores nao
muda com a familia de difeomorfismos, a existéncia das curvas diferencidveis de auto-
funcgoes e autovalores é garantida. Observa-se ainda que nesta situagao a Proposicao (3.3
continua valida retirando-se a hipdtese de analiticidade.

Seja A um autovalor de multiplicidade m > 1. Para efeito de demonstragao basta
supormos que ao tomarmos qualquer perturbacao de €2 por difeomorfismos, a multipli-

cidade de X\ nao pode ser reduzida e dai ocorrera uma contradigao, pois teriamos
2 2
(3.49) / (VQ%-(V, 1/)) g(V,v)dv = / <V2g0j(y, 1/)> g(V,v)dv.
o0 o0

Sendo assim, suponha ¢; e ¢; duas autofungoes distintas associadas ao autovalor \.

Da Proposicao [3.3] juntamente com a hipdtese acima, pode-se afirmar que

(3.50) V20i(v,v)V2p;(v,v)g(V,v)dv = 0.
o0

Como (3.50) ¢ um produto interno em L%*(09), entdao pode-ser dizer que
V2pi(v,v)V3p;(v,v) é ortogonal a g(V,v), V € X(99Q). Além  disso,
{g(V,v)] V € X(0Q)} C L*(99) ¢é denso em L*(09), entdao por (3.50) e (3.49) tem-

se
V2pi(v,v)Vp;(v,v) = 0 e
(3.51) (V2%i(v,v))” = (V2;(v, 1)) = 0
em Of).

Assim, teremos V2p;(v,v) = 0 em 052.

Consequentemente, a derivada do autovalor é identicamente nula, o que nao pode

ocorrer pela Proposicao
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E bem conhecido que o conjunto X = {f € C™"(Qo, M)/ f é um C™-difeomorfismo
sobre a imagem que preserva orientacao e é isotépico a identidade } é uma varie-
dade afim de um espaco de Banach. Desta forma, usando argumentos analogos aos do

Teorema [3.4] podemos enunciar o Corolério [3.1] a seguir.

Corolario 3.1 Dado um dominio limitado 2 em uma variedade Riemanniana (M, g),
o subconjunto dos difeomorfismos D C X tais que todos os autovalores do operador

Bilaplaciano sao simples, € residual.
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Capitulo 4

Variedades de Rotacao

Neste capitulo estudaremos a situacao genérica dos autovalores do Laplaciano numa
familia de hipersuperficies de rotacao do espaco vetorial R"*!. Como veremos a seguir
nao poderemos esperar que todos os seus autovalores sejam simples. Em verdade suas
multiplicidades sao determinadas a partir dos autovalores do Laplaciano na esfera S**.

A familia de hipersuperficies de rotacao a ser considerada aqui serd parametrizada
pela curva perfil. A fim de aplicarmos a teoria desenvolvida no capitulo 2 para familia
de métricas, faremos uso do fato da métrica natural induzida na superficie de rotagao
ser dada sob a forma gr = dz? + R?*(x)d#* em que R(z) é a fungao perfil. Desta forma
nossa familia de parametros é o subconjunto do espago das métricas como nos casos

anteriores.

Os autovalores do Laplaciano na esfera S"~! sao dados por g = k(n + k — 2) e suas
multiplicidades dadas pela dimensao dos esféricos harmonicos de grau k& denotados por
Hy.

O principal teorema deste capitulo é

Teorema 4.1 O conjunto das R € X para os quais a multiplicidade dos autovalores Ay

do operador A, : H> 0 HY(Zg) — L*(ZR) ¢ dimHy, € genérico (residual) em X.

4.1 Sobre Hipersuperficies de Rotacao

As hipersuperficies de rotacao no R? sao dadas pela rotacao de curvas simples planares

em torno de um eixo. Essa nocao tem uma extensao natural para hipersuperficies de
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rotacao no R"*! conforme veremos agora.

Definicao 4.1 Uma hipersuperficie de rotagao compacta ¥ de dimensao n no espago
R = {(z;2) : =z € R; z € R"} € obtida rotacionando uma curva plana
z1 = R(x) sobre o eizo x, em que R é ndo negativa e intercepta o eixo x ortogonal-
mente em R(—1) = R(1) =0, ¥ ={(x, 2) : |2| = R(x)}.

I\

R

R(x)

A\
S

-1

Figura 4.1: Hypersuperficie de Rotagao

A métrica Riemanniana induzida em ¥ pela métrica ambiente ¢ dr? + R?(x)d#* em
um conjunto aberto e denso de ¥, onde df? é a métrica canonica na esfera. Mais precisa-
mente, X — {(=1,0);(1,0)} com a métrica acima é isométrico a
M" = (=1,1) xg S™'. Note que ¥ possui o grupo SO(n) contido no conjunto de
suas isometrias.

O Laplaciano nesta métrica toma a forma

L 90y, L
(4.1) By = o (B ) + e,

onde Agn-1 é o Laplaciano sobre a esfera unitéria S

Como podemos observar a métrica de ¥ a menos de dois pontos é dada por uma
métrica warped. Desta forma, podemos calcular o Ay usando a teoria de produtos

warped. Sobre nogoes bésicas de produto warped ver [12].
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O espectro de S"~! com a métrica canonica é o conjunto formado por py = k(n+k—2),
k > 0 e o autoespago associado a p; é o conjunto dos esféricos harmonicos de grau k
que serd denotado por Hy.

Pode-se mostrar que L2(X) = @, Ly, em que Ly, ~ L*(dz) ® Hy, (vide [5]). B facil
ver que o Ay deixa os espagos L invariantes. As autofuncgoes de Ay sdo dadas por
o(z,0) = f(x)l(0), l € H;, e f é uma autofuncao do operador de Sturm-Liouville.
Segue de (4.1)) que

1 0 0 1
42 L = — Rnil_ - .
( ) .“kf Rn_l ax( al,f) fRQI’I’k
De fato, considere uma autofuncio da forma ¢ = f¢, com f € C=(—1,1) e £ € Hy,

uma autofuncao e X\ um autovalor de Ay, entdao podemos afirmar que

(Bst N0 = (g (L) b A 4 2) fe

Rr—10x ox R?
1 0, ,,0 1
(4.3) = KR"*%(R %f) + fﬁAanf%—)\fﬁ.

O que implica em

L 0

(At NS = (g a (RS0 f) = fopn 40

(4.4) = UL, + N

Levando em consideracao a analise feita acima, o problema de determinar o espectro
de uma hipersuperficie de rotacao se reduz a determinar o espectro do operador de
Sturm-Liouville, com as condi¢oes de fronteira f(—1) = f(1) = 0.

Alguns fatos importantes precisam ser mencionados neste momento. De acordo com
o exposto podemos notar que o conjunto dos autovalores distintos (sem levar em con-
sideracao sua multiplicidades) de Ay, é a unido dos autovalores do operador L,, com
k € 7Z*. Além disso, a multiplicidade de um autovalor A\, do operador Ay, e portanto

autovalor de L,, para algum k, ¢ pelo menos dimHy,.

Mais precisamente as multiplicidades dos autovalores A de Ay s@o do tipo

d
m = E my,, dimHy,,

=1

em que 1, ¢ a multiplicidade de A visto como autovalor de Lﬂki'
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Nosso objetivo é mostrar que genericamente no espago das hipersuperficies de rotacao,
as multiplicidades dos autovalores A do operador Ay coincidem com a dimensao dos

esféricos harmonicos.

Lema 4.1 Seja M™ = (—1,1) xzg S"'.  Para qualquer perturbagcio da forma
R(t,xz) = R(z) + tr(z), em que r € C>°[—1,1], vale que

d r 0 L 0 n—109 . 2. 0 T
Demonstragao: Usando (4.1), para qualquer perturbacdo da forma
R(t,z) = R(z) + tr(x), em que r € C°[—1, 1], teremos

d _d 1 0 n-1 0 1
dtl=o—" — dth= O<Rn Ya )81:( @55+ R2(z )AS" )
_(_ (=1d o1, \ O n—=1) 0, ., .d 0
- ( Ryte) @i @) ey g ) g )
2 d
- R¥(z) %Rt(x)AS”‘l) =0

B (1—n) nety O (n—1) 0, , 0, 2r(z)

[
Lema 4.2 Seja M™ = (—1,1) xg S"'.  Para qualquer perturbagio da forma

R(t,z) = R(x) + tr(x), em que r € CX°[—1,1] e ¢ = fli, em que (L, +AN)f =0¢e
(Agn-1 + )l = 0 vale que

47) tholr) = [ o8yoim = [ (=124 G-m )+ 0 -n)(G]

em que dm = R"(x)dx A d6.

) >R”_2de,

1

Demonstragio: Sabemos que ¢y (z,0) = f(x)(0), f € C®(=1,1), ly € Hy e
re CX[—1,1].

Assim, como i, é autovalor de Agn-1, pelo Lema [£.1] obtemos

0 . 0 —1) 0 0 9
Ayo = ek((l —n) };n%(R 8;1:f) + “;n_l)a_(gmr%f)) — %Agn_lzk
9 0 -1 0 9
S0 = (=g (R o + G e o 2 ).

(4.8)

25



Isso nos diz que L’ ¢ uma funcao definida na base de M. Dai, teremos
HE > ’

1
/ S pdm = / BFL, fdm = ( / ) ezde))( / L, fR”*ldx)
M (—1,1)x gSn—1 sn—1 -1

(4.9) = /_ 11 fL, fR* da.

Obtém-se ainda

! G 0
[ st = [ (s D g+ )

1

1
(4.10) +(3 — n)éukﬁ)R"’ldx + /_l(n - 1)f%(R"2r€%f)dx.
Portanto,
/ fL, JR de = / (n—1DFA+ (?’Rgn)w)R“‘lf2 —(n— )g£ g£ T>dx
0
(4.11) = / (n—1A+ (3 - ) )f + (1 - )8f8£> “rdz.

Mediante o que ja foi feito, podemos agora estabelecer o seguinte:

Proposigao 4.1 Seja M" = (—1,1) xg S"'. Considere um autovalor A para os opera-
dores Ly, e L, com f, [ autofuncdes associadas respectivamente. Isto é, o = fly e
(WA flr, com b, € Hy, e Uz € Hy, autofungdes associadas ao autovalor \ do problema
de Dirichlet

(Ag+MNu=0 em M.

Entao tem-se que pl,,, (1) — Py (1) nao € identicamente nulo.

Demonstracao: Argumentaremos por contradi¢cao. Por simplicidade denotaremos
©r = Pak, € analogamente ; = 1, ;.

De fato, do Lema 2, definimos p/, , (r) := [}, <pkA;<pkdm onde @i (z,0) = f(x)lx(0),
f e C®(=1,1) e l;, € Hy e de forma aniloga p¢ ¢ = [y YpAlYpdm, onde
Ui, 0) = f(2)(0), f € C=(=1,1) e { € H;.

Suponha que pf, ., (1) = py, 4, (r) = 0, para todo r € CZ°[—1,1]. Entao devemos ter

a0 =) = [ (0= D(O+ GBI — O S )

(4.12) +(1 = n)( (%) (gi) ))R”*%dx — 0,
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o que implica para um aberto I C [—1,1],

(4.13) -
(= + 22 0 B2y sy ((3) - (5)) =0
ou seja,

ww (Y () ) o = B e

Caso f = f, segue de (£.14) que f =0, uma contradicio.
Por outro lado, tomando n = f+ f e £ = f — f, obtemos que em I C [—1,1] aberto,

devemos ter a seguinte

9 d (3 —

(4.15) 929, S =

Agora, considere o P.V.I.

0. { i) = £l
z(0) = T ;

xo€ I, I CRabertoex:R— I C[-1,1].
Fazendo u(t) = n(z(t)), entao

it) = a0 = S n(r(n) ()

(4.16) = A+ (753__1;%2 (urf? = i f?).

Desta forma, teremos o seguinte P.V.I.

Observe ainda que

d o ) 0 0
7E@®) = S-E(a(t))i(t) = o€ () 5 -6 (x (1)
(4.17) = (Zewm)”

Sendo assim, podemos afirmar que &(z(t)) é uma fun¢do nao decrescente e limitada.

Sabemos que o fator integrante de (2) é dado por o(t) = e~ Jo Xe(s)ds
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Suponha &(xy) > 0. Como & é nao decrescente, entao 0 < £(zg) < &(x(t)), Vt. Logo,
c < &(z), Vo e ¢ > 0. Dai,

(4.18) /Ot edz < /Otf(x)dx < /Otﬁ(x)dx,

ou seja, fotf(a:)da: — 400 quando t — +o0.

Entao devemos ter

L RO s fim = Jim e
o(t) t—too g(t)  t—rtoo
1 :
(4.19) s lim — = elimiree Jo M) — 4
t—+o00 O‘(t)

1
Caso &(xp) < 0, entdo — — +00, quando t — —o0.

o(t)

1
Como a solugao de (2) é dada por u(t) = W(fota(s)q(s)dt + c), usando (1) e (2),
o
teremos que

t
u(t) = eo Ag(s)ds(/ e~ Jo /\g(s)dSQ(y)dy—i-Tl(Io))
0
t
(4.20) = o Ae(s)ds / e 0 A6 g () dy 4 eo Ay (),
0

Em (4.20]) a segunda parcela tende a 400 quando t — +00, entao devemos mostrar

que a primeira parcela é limitada.

De fato,

N t
oJs X(s)ds / e o“ﬂs)dsq(y)dy‘ < el / e Jo X g (y)|dy
0 0

t
(4.21) < ef(f,\g(s)ds/ e~ Jo A()ds o,
0

Lembramos que para &(zg) < 0, entao f(f e~ O M@ds gy s 400, quando t — +oo0.
E ainda para £(zg) > 0, tem-se fot e~ Jo Mgy 400, quando t — —o0.

Agora, veja que

- <f0t .y As(s)dsdy) el 1
| (e B a() O

Como sabemos, &(x(t)) é convergente. Logo,

t
(4.23) elo 215 / e o X g () dy
0
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¢é limitada.
Portanto, |u(t)] — +00, quando t — +oo. Um absurdo, ja que u(t) é limitada.

O

Teorema 4.2 Sejam (M, ggr,) hipersuperficies de rota¢ao e X um autovalor do Laplaci-
ano com multiplicidade m = m,,, dim#H,y, (respectivamente m = dimH, +dimHz). Entdo
existe uma fungio R € X proxima Ry tal que os autovalores A(R) prozimos a A(Rp)

possuem multiplicidade m = dimHy, (respectivamente m = dim";‘:[,g ).

Demonstracao: Seja R(t,z) = Ry + tr(x), com r € C*[—1,1] uma familia de auto-
fungoes perfil. Dados A autovalor de Ay, e m()\) = m“kdim';’:[k, entao as autofuncoes
associadas ao Ay, sao dadas por gbg]k = fiff, i=1,....mpej=1 ... dimH,.
Defina
Pi) = [ oA = X,

Do Lema [4.2] tem-se
.. .. 1
Nig = /AJ¢§,]kA;¢K,]de:/1fiLkazdl’-

Isto significa que existem no maximo m,, curvas de autovalores distintas.
Agora, suponha que as curvas de autovalores nao se separam.

A Proposigao garante que existem « curvas idénticas, a = dimHy, de autovalores

Ai(t), para cada i.

Desta forma, teremos

M) = Aa(t) = A3(t) = -+ = Ap(t); m=m(A(1))
Ni(£) = Ny(t) = Ny(t) = -+ = N (t), V¢
= p1(0) = p5(0) =---=p,(0).

Isto ¢ falso, pela Proposigao [4.1

Repetindo o argumento, podemos separar os autovalores \.s.

Demonstracao do Teorema Segue diretamente do Teorema [£.2] O
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Apeéendice A

A.1 Sobre a Hip6tese de Arnold

Nesta secao apresentaremos os resultados sobre transversalidade em familias diferenciaveis
de operadores autoadjuntos definidos em um espaco de Hilbert apresentados por Teytel
em [19]. Incluiremos também a nocao de codimensao de conjunto magro apresentada no

mesmo trabalho.

A.2 Diferenciabilidade de Familia de Operadores

Foi considerada, como antes, uma familia diferencidvel A(q) de operadores auto-adjuntos
num espaco de Hilbert(real ou complexo) com um parametro real de classe C! na varie-
dade de Banach X', modelada num espaco de Banach B. Aqui ele denotou ¢ coordenadas
locais em X. A diferenciabilidade em ¢ = ¢y devera ser estendida no seguinte sentido:
Vp € B num operador simétrico A% (go, p) definido no mesmo dominio que A(qo), linear
em p, tal que

Aqo +ep) = A(q) + eAqy(qo, p) +0(e),  (1.1)

1Aw) (g0, )| < M([|flliz + [|A(go) flle), — (1.:2)

onde M independe de p. Aqui o(€) é um operador simétrico em H definido no dominio

de A(qp) tal que para todo f no dominio de A(qo)

lim sup loe) /]
=0 5 e(|[flla + 11 A(go) fllar)

=0, (1.3)
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e o limite ¢ uniforme em p, ||p||lx = 1. A@y(qo,p) é a derivada de Fréchet de A(q) com

respeito a ¢ na direcao de p na norma

[Af ||
Al = '
Il = s e o T

Durante todas as aplicacoes foram considerados uma variedade analitica de Banach X

e uma familia analitica de operadores auto-adjuntos. Aqui a analiticidade é definida de

uma forma semelhante. Uma familia A(q) é chamada analitica se para todo p, ||p|| = 1,
Algo +ep) = Algo) + AW (q0,p) + AP (o, p) + -+ (1.4)

Onde os operadores Ag;(qo,p) sao simétricos e definidos no mesmo dominio que
A(qo), homogénea de grau 7 em p. Além disso, tais operadores possuem uma limitacao

em relacao a A(qy) dada por

140, p) e < (Ll + 1 AGao) L),

para algumas constantes M e r independente de p.

Assim, se H é real e A(q) satisfaz SAH, entao os operadores com autovalores duplos

formam um conjunto de codimensao 2.

A hipdtese forte de Arnold pode ser verificada pelo seguinte critério:
Sejam A um autovalor do operador A(qo) e {v;}, 7 = 1,--- ,n, uma base ortonormal

fixa para o auto-espaco associado. Definimos entao os seguintes funcionais lineares
(A1) fiep) = (AW (qo)or,ve), n>1>k>1.

Definicao A.1 (Hipétese Forte de Transversalidade de Arnold) Seja H um
espago de Hilbert real, e A\ um autovalor de A(q) de multiplicidade n > 2. Entao existem
dois autovetores ortonormais vy e vy de A(qy) pertencentes a \ tais que os funcionais

lineares f1,(p) — f59(p) e fio(p) sdo linearmente independentes.

A.3 Sobre Codimensao de Conjunto Magro

Em primeiro lugar lembramos que um conjunto magro ou de primeira categoria é uma

uniao enumeravel de conjuntos com interior vazio. Um subconjunto de um conjunto
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magro também ¢é magro. Um complementar de um conjunto magro ¢ um conjunto

residual. Um conjunto residual é uma intersecao contavel de conjuntos abertos densos.

Sao exemplos de conjuntos magros de codimensao n subespagos vetoriais de codi-
mensao n e mais geralmente subvariedades de codimensao n contidas em espacos de

Banach (ver [19]).

A seguir serao estabelecidos os principais resultados sobre codimensao de conjuntos

magros, para melhor entendimento veja [19].

Lema A.1 Uma uniao contavel de conjuntos magros de codimensao n é um conjunto

de codimensao n magro.

Lema A.2 Um subconjunto Y de um espaco de Banach separdvel é de codimensao 1

magro, se e somente se, € magro.

Lema A.3 Seja G um difeomorfismo de X. Se o conjunto Y €é magro de codimensao

n, entio G(Y) também é.
Lema A.4 Um subespago de codimensao n é um conjunto magro de codimensao n.

Teorema A.1 (Sard-Smale) Sejam X e Z variedades de classe C™ com X separdvel e
F: X — Z uma aplicagio de Fredholm de classe C”. Suponha que r > maz(0,ind(F"))

para todo x € X. Entao o conjunto de valores requlares de F' é um conjunto residual de

Z.
Lema A.5 Uma variedade de codimensao n € um conjunto de codimensao n magro.

Lema A.6 Seja Y um conjunto magro de codimensao n e M um hiperplano em X de

codimensao k < n. Entao Y (M é um conjunto magro de codimensao n — k em M.

Definicao A.2 Chamaremos um conjunto Y um conjunto magro de codimensao n em
um congunto aberto U se U(\Y é magro de codimensdo n.

Lema 2.8: Seja X um espaco de Banach separdvel e Y um subconjunto de X. Suponha
que para cada g € Y existe uma vizinhanga U, de q tal que Y € magro de codimensao n

em Uy. Entao Y € magro de codimensao n em X.
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Definicao A.3 Chamaremos um subconjunto ) de uma variedade de Banach separdvel
X um conjunto magro de codimensdo n se, para qualquer carta (U, ¢), ¢(Y (\U) é magro

de codimensao n em ¢(U).

Lema A.7 Seja Y um conjunto magro de codimensao n e M uma subvariedade de X

de codimensao k < n. Entao Y[\ M € um conjunto magro de codimensio n—k em M.

Lema A.8 Seja X' uma variedade de Banach separdvel e Y um subconjunto de X.
Suponha que para todo q € Y existe uma vizinhanga U, de q tal que Y é magro de

codimensao n em U,. Entao Y € magro de codimensao n em X.
Além disso, segue o teorema de alta relevancia em nosso trabalho.

Teorema A.2 (Teorema A) Seja A(q) uma familia diferencidvel de operadores auto-
adjuntos num espaco de Hilbert H, indexados por uwm parametro q que pertence a uma
variedade X em um espaco de Banach separdvel. Assuma que o espectro de cada operador
A(q) € discreto, de multiplicidade finita, e sem pontos de acumulagdo finitos. Assuma
também que a familia A(q) satisfaz SAH2. Entdo o conjunto de todos os q tais que

A(q) tem um autovalor repetido é magro codimensao 2 em X .

Definigao A.4 Chamaremos de uma vizinhanga U(qo, I) de qo separadora(que separa)
se para cada autovalor \; € I de A(qo) de multiplicidade m;, existe um intervalo (o, 5;) €
I, (o, B;) disjunto entre si, tal que para cada q € U(qo,I) o espectro de A(q) em «;, B;

consiste de autovalores de multiplicidade total m;.

Se I ¢ finito, entao as vizinhancas suficientemente pequenas sao separadoras.

Lema A.9 Se a condicio SAH2 ¢ satisfeita, entao para cadan > 1, para cada intervalo
aberto finito I, e para cada qo € D, 1, existe uma vizinhanga Uy, de qy tal que D, 1 é

conjunto magro de codimensao 2 em Uy, .

Lema A.10 Se a condicao SAH2 é satisfeita, entao para cada 1 < i < r existe uma

vizinhanga U; de qo tal que Dy, (o, 3;) € magro de codimensao 2 em Us.
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Teorema A.3 (Teorema B) Seja A(q) uma famdlia diferencidvel de operadores auto-
adjuntos num espacgo de Hilbert H, indexados por um parametro q que pertence a uma
variedade X em um espaco de Banach separdvel. Assuma que o espectro de cada operador
A(q) € discreto, de multiplicidade finita, e sem pontos de acumulag¢ao finitos. Assuma
também que a familia A(q) satisfaz SAHZ2. Entdo quaisquer dois pontos em X podem
ser ligados por uma curva analitica tal que para todo q no interior desta curva, A(q) tem

um espectro simples .

Observacao: Caso nao haja uma carta contendo ambos ¢; e ¢, entao nao sera possivel

liga-los por uma curva analitica qualquer, e nao ha nada a fazer.
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Apeéendice B

B.1 Férmulas Tipo Hadamard

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo, cuja medida (forma
volume) é dM. Lembramos que o Bilaplaciano, A2(.) = Ay(A,) é auto-adjunto no espago
de Hilbert L?(M,dM), quando consideramos as fungoes Ca(M) ver [7]. Tal observagao
nos permite usar a teoria da pertubagao para operadores lineares [7]. Para fazer isso,
consideremos o conjunto M" de todas as métricas Riemannianas C" em M. Entao cada

g € M" determina a sequéncia

(B.1) 0=po(g) < p(g) < palg) < ... < lg) < ...

dos autovalores de A? contando com suas multiplicidades. Consideramos cada autovalor
tr(g) como uma fungdo de g em M". As fungoes g — px(g) sdo continuas mas nao

diferencidveis em geral, com excec¢ao do caso onde py, é simples [7].

Definigao B.1 Seja C(X,Y') o espago dos operadores fechados entre os espagos de Ba-
nach X e Y. Uma famiia T(z) € C(X,Y), definida em um dominio Dy do plano

complezo, € dita holomorfa do tipo A se:
e D(T(x)) = D ¢ independente de x e

o T'(z)u € holomorfa para todo x € Dy e para todo u € D.

Proposicao B.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Consi-
dere uma familia analitica real a um parametro de estruturas Riemannianas g(t) em M

com g = g(0). Se X\ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para o Bilaplaciano A?g(t),
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entao existem ¢ > 0, escalares \; (i = 1,...,m) e fungdes ¢; variando analiticamente

em t tais que, para todo |t| < €, valem as sequintes relagoes:

1. Afj(t)gbi(t) = Ni(t)gi(t);

3. {&i(t)} € ortonormal em L*(M,dM).

Demonstragao: Inicialmente, considere uma extensao g(z) de g(¢) a um dominio Dy

do plano complexo C. Seja C*°(M, C) o espago das fungdes C°, f : M — C, tomando

A2 C%(M,C) —s C=(M,C),

g(z) -

vemos que este operador em coordenadas locais é dado por

A2 S = Dgiy(Agenf)
= 97(2)(8:0;(Age) f) = Th5(2) 0k (Dgi) /)
= 77(2) )

)
0:0;(9"*(0,05(f) = T1..(2)au()))
g”(Z) 5(2)0:(97 (2)(0:05(f) = Tr(2)0( 1))

0i(g"*(2)0:05(f)) — 9" (2)0:0;(g"* (2)15(2) A1 (f))
2035 (2) (97 (2)0,05(f)) + g7 (2)T75(2)0h(g™* (2)T(2)0u( £))
= 97(2)(97()0:0;0,0,(f) — g"* (2)(T}4(2)0:0;01(f) + T5()0:0,0s(f))
+(:05(9" (2)) = T5(2) 097 (2)))0,:05(f) + 9" (2) T3 (2) 17, (2) 0k f)
+(=0:0;(9" (2))T74(2) = g"*(2)0:0; (T (2)) + Ti5(2) 00 (g™ (2)) s (2)

(B.2) +9"* ()T (2) 0 (T (2)) 01 (f))

/\\_/

—g"

para toda f € C*(M,C), com
1
I (2) = §gkl(z)(ajgil(2) + 9ig1(2) — Ougi;(2)).

E importante observar que o dominio D = H*(M) N H2(M) do operador A nao
depende de z, dado que M é compacta, onde duas métricas quaisquer sao equivalentes.
Vale notar que a aplicacao z — Ag(z) f € holomorfa para z € Dy e para qualquer f € D.
Logo, conforme a Definigao B.1, conclui-se que Af](z) ¢ uma familia holomorfa do tipo

(4).
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Agora, vamos fazer uma pequena modificacao no operador A?;(z) f para que o mesmo

seja auto-adjunto, em relacao a um produto interno fixo. Para isso, sera construida uma

isometria
P: L*(M,dM) — L*(M,dM)
1
tomando, para cada u, P(u) = ————==+/det(g;;(t))u, onde g = f*g.

V/det(gi; (1))

Assim, basta notar que vale

[, PEPEI = [ ety O et ()N
_ /M UUW W,/det(gij(t))ouw

= / uvdM.
M

Com isso, o operador A(g) := P;' o A2 o P, terd os mesmos autovalores que
AZ . HY(M,dM) N Hi (M, dM) — L*(M,dM).

)
Para mostrarmos que A(g(t)) é auto-adjunto devemos devemos calcular

- (Def.A) _

(sim.A2) — _
= AJPg(t)(U)Az(t)Pg(t)(u)dM = /MUA(Q)UdM-

Assim, sob tais condi¢oes podemos aplicar um Teorema devido a Rellich [16] ou o

Teorema de Kato [7] para concluir o resultado desta proposicao.

0

Consideremos agora uma variagao suave g; da métrica g, de maneira que (M, g;, dM)
¢ uma variedade Riemanniana com medida suave. Aqui ja sao dados que H é um
(0,2)-tensor definido por H;; = 4|,_g;;(t) e ainda que, escrevendo h = (H, g), com
41, dM, = LhdM.

Para determinarmos (A?), considerando a variagao da métrica, e nao do dominio,

precisamos apenas estabelecer o seguinte resultado.

Lema B.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja g; wma variagdo diferencidvel

da métrica g. Entao para toda f € C(M) temos

(B-S) (Az(t))/(f) = Ag(t)Alg(t)f + A;(t)Ag(t)f
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d
onde a tZO(Ag(t))(f) = A;(t)'

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente da regra do produto.
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