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Resumo

Nesta tese primeiramente tratamos de transversalidade de famı́lias de métricas, em

que foi tomada uma famı́lia de operadores Bilaplacianos parametrizada pelas métricas

de uma variedade Riemanniana orientável M compacta com bordo. Em seguida foi con-

siderada uma famı́lia de operadores Bilaplacianos em que o parâmetro é o domı́nio de

definição do operador, no caso da variação do domı́nio em variedades Riemannianas flat

foi mostrada a condição de transversalidade para a famı́lia de operadores Bilaplacianos

parametrizados por tais domı́nios. Porém no caso de variedades Riemannianas quais-

quer, obtemos a simplicidade genérica dos autovalores associados ao ∆2
g. Por último,

estudamos a situação genérica dos autovalores do Laplaciano numa famı́lia de hipersu-

perf́ıcies de rotação no espaço vetorial Rn+1.

Palavras-chave: Bilaplaciano, Transversalidade, Problema de Dirichlet, Simplici-

dade genérica, Laplaciano.



Abstract

Let M be a compact orientable Riemannian manifold with boundary. We first study

in this thesis the transversality of a family of metrics via a family of Bilaplacian opera-

tors parametrised by the metrics themselves. We next consider a family of Bilaplacian

operators with variation of their dominion in flat Riemannian manifolds and establish a

condition of transversality in this case. In the case of arbitrary Riemannian manifold,

we obtain that the spectrum of ∆2
g is simple and the set of parameters is residual. We

complete this thesis by studying the generic propeties of the eigenvalues of the Laplacian

of a family of hyper-surfaces of revolution in the vector space Rn+1.

Keywords: Bilaplacian, Transversality, Dirichlet problem, Laplacian, Generic pro-

perties.
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Introdução

A propriedades genéricas de operadores diferenciais vem sendo estudada por vários pes-

quisadores. Uma ferramenta muito utilizada foi o do Teorema de Transversalidade de

Thom e algumas variações. Arnold [2] neste mesmo sentido considerou uma famı́la de

operadores de Laplace tendo o domı́nio como parâmetro, ele estabeleceu propriedades

genéricas supondo uma hipótese de transversalidade para tais operadores. A hipótese de

transversalidade SAH foi definida explicitamente e verificada em vários casos por Colin

de Verdière [4] em 1986.

Uhlenbeck [20] obteve alguns dos resultados mais significantes em relação a generi-

cidade de autofunções e autovalores, em que foram consideradas famı́lias de operadores

diferenciais eĺıpticos de segunda ordem mostrando que genericamente os autovalores são

todos simples e as autofunções são funções de Morse. Ela obteve o resultado sobre o con-

junto das métricas para os quais o espectro de uma variedade Riemanniana é composto

por apenas autovalores simples é um conjunto residual (genericidade do operador). No

entanto, poucas informações foram fornecidas a respeito do complementar desse con-

junto, ou seja, o conjunto das métricas para os quais o espectro da variedade possui

autovalor múltiplo.

Teytel [19] propôs uma forma de medir os conjuntos magros definindo a noção de ”co-

dimensão”com o intuito de aplicá-la à famı́lias de operadores auto-adjuntos em espaços

de Hilbert de dimensão infinita, desenvolvendo assim uma maneira de medir a ”ma-

greza”do conjunto dos parâmetros para os quais o espectro do operador possui autova-

lor múltiplo. Apesar de encontrarmos na literatura o resultado de simplicidade genérica

para os autovalores de famı́lias de operadores diferenciais de ordem alta em vários con-

textos, veja [6] e [14], até onde temos conhecimento, os Teoremas A.2 e A.3 não foram

verificados para famı́lias de operadores Bilaplacianos em variedades Riemannianas em
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que o parâmetro da famı́lia é a métrica.

Em [11] Micheletti e Pistola tomaram M uma variedade C∞ conexa, compacta e de

dimensão n ≥ 2 sem bordo, uma métrica Riemanniana g em M e um autovalor λ∗(M, g)

de multiplicidade ν ≥ 2 e o operador de Laplace-Beltrami ∆g. Elas obtiveram um

primeiro resultado fazendo uso do método de transversalidade provando uma condição

suficiente de tal modo que, numa vizinhança adequada de g0 em Sk, o conjunto das

métricas Riemannianas g = g0 + h para o qual ∆g admite um autovalor λ∗(g), perto de

λ∗(g0), de mesma multiplicidade ν é uma variedade Sk de codimensão
1

2
ν(ν+1)−1. Onde

Sk é o espaço de todos os 2-tensores covariantes simétricos de classe Ck emM . As autoras

mostram que se (M, g0) é uma variedade Riemanniana 2-dimensional e λ∗(g0) é um

autovalor de multiplicidade 2, então o conjunto de deformações da métrica Riemanniana

g0 para a qual a multiplicidade do autovalor é preservada, é uma variedade de codimensão

2 em Sk, numa vizinhança de g0.

No presente trabalho consideramos a variação de domı́nios limitados suaves contidos

em uma carta de M , o operador Bilaplaciano sobre uma variedade Riemanniana flat,

com f um Cm-difeomorfismo sobre a imagem que preserva orientação e é isotópico a

identidade, para obtermos uma condição de transversalidade. Ainda mostramos que em

uma variedade Riemanniana completa, com uma famı́lia real de difeomorfismos em um

domı́nio limitado de M , usando nossas técnicas que os λ
′
i(t)’s, não podem ser nulas para

toda famı́lia de difeomorfismos.

É importante mencionar que SAH vem de uma aplicação simples do Teorema da

Função Impĺıcita, descrita pelo teorema a seguir.

Teorema 1 ([19]) Se o autovalor λ de A(q0) de multiplicidade n é estável, então os

autovalores de q tal que A(q) tem um autovalor de multiplicidade n perto de λ formam

uma subvariedade de codimensão real
n(n+ 1)

2
− 1, com H espaço de Hilbert real.

Com tais motivações explicitadas, esta tese será desenvolvida como segue:

No primeiro caṕıtulo serão apresentados alguns fatos preliminares e notações adap-

tados que servirão para demonstrar os resultados em todos os caṕıtulos no decorrer de

nosso trabalho.

No segundo caṕıtulo que trata de transversalidade de famı́lias de métricas foi tomada

uma famı́lia de operadores Bilaplacianos parametrizadas pelas métricas de uma variedade
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Riemanniana orientável M compacta com bordo.

Para esta famı́lia de operadores, nosso objetivo foi de demonstrar os seguintes resul-

tados principais.

Teorema 2 O conjunto das métricas para os quais o operador

∆2
g : H4∩H2

0 (M) −→ L2(M) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade maior

ou igual a 2 é de codimensão 2.

Teorema 3 Quaisquer duas métricas g0 e g1 em uma variedade Riemanniana M com-

pacta com bordo, podem ser conectadas por uma curva anaĺıtica g(t) com g(0) = g0 e

g(1) = g1, tal que o espectro do operador ∆2
g(t) : H4 ∩ H2

0 (M) −→ L2(M) é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

Neste contexto X é o conjunto das métricas Riemannianas definidas em M , o qual é

um cone aberto no conjunto de todos os (0, 2)-tensores simétricos. Vale ainda ressaltar

que o espectro do operador Bilaplaciano é discreto com pontos de acumulação finitos,

além disso, o operador depende analiticamente da métrica g.

Garantimos, através da Proposição B.1, a existência de curvas anaĺıticas de auto-

funções e de autovalores associados ao operador Bilaplaciano.

Também estabelecemos o Lema B.1, o qual nos proporciona a derivada do opera-

dor Laplaciano, que é de relevância fundamental no tocante à explicitação da primeira

derivada do autovalor associado ao operador ∆2
g(t).

Considerando uma famı́lia anaĺıtica de métricas g(t) e levando em consideração a

Proposição B.1, podemos facilmente calcular a derivada da curva de autovalores. Que

tem o seguinte aspecto

λ′ =

∫
M

φ(∆2
g(t))

′φdM.

A derivada expĺıcita do autovalor associado ao operador Bilaplaciano é determinado

na Proposição 2.1.

Ao prosseguirmos foi observado que pelo fato do operador Bilaplaciano não ser au-

toadjunto surgiu a necessidade de definir a isometria

P : L2(M, dM) −→ L2(M, dM̄),

onde, para cada u, P (u) =
1

4
√
det(ḡij)

4
√
det(gij)u, em que ḡ ∈ X .
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Com tal isometria definimos o novo operador diferencial linear auto-adjunto e isoes-

pectral ao operador Bilaplaciano, A(g) := P−1
g ∆2

gPg.

Desta forma, juntando todas essas informações a respeito da derivada do autovalor

associado ao operador Bilaplaciano e do funcional definido a partir do operador A(g),

obtemos os resultados principais aqui estabelecidos utilizando a Proposição 2.2 onde é

mostrado que `′ϕϕ − `′ψψ e `′ψϕ são funcionais lineares linearmente independentes onde

`′ψϕ(H) :=
∫
M
ψ(A(g))′ϕdM =

∫
M
ψ(∆2

g)
′ϕdM.

No caṕıtulo 3 foi considerado uma famı́lia de operadores Bilaplacianos em que o

parâmetro é o domı́nio de definição do operador. No caso da variação do domı́nio em

variedades Riemannianas flat foi mostrado um resultado análogo ao Teorema 2. Porém

no caso de variedades Riemannianas quaisquer, obtemos apenas a simplicidade genérica

dos autovalores associados ao ∆2
g.

O conjunto de parâmetros sob essa abordagem é obtido tomando Ω0 um domı́nio

limitado com fronteira suave em M . Definindo Σ a coleção de todos os domı́nios Ω dife-

renciavelmente isotópicos a Ω0. O espaço Cm(Ω0,M) das funções m-vezes continuamente

diferenciáveis até o bordo de Ω0 possui estrutura de variedade de Banach serparável, ver

em [1]. O conjunto de parâmetros neste caso é X = {f ∈ Cm(Ω0,M)/ f é um Cm-

difeomorfismo sobre a imagem que preserva orientação e é isotópico a identidade }.
Sendo assim, ao tomarmos f ∈ X então, f(Ω0) = Ωf é um domı́nio com fronteira suave.

Foi observado que para cada f ∈ X ao considerarmos o operador

∆2
g : Ωf −→ L2(Ωf ) em que g é a métrica em M , as famı́lias de tais operadores não estão

definidos num mesmo espaço de funções, o argumento utilizado para contornar tal si-

tuação foi considerar, ∀f ∈ X , os operadores ∆2
f∗g definidos em Ω0 que são isoespectrais

aos operadores ∆2
g definidos em Ωf .

No entanto nos deparamos novamente com a situação em que os elementos das

famı́lias de autovalores ∆2
f∗g parametrizadas por f não são auto-adjuntos em relação ao

mesmo produto interno. Nesse sentido foi necessário fazer algumas alterações análogas

às feitas no Caṕıtulo 2 de métricas. Para isso, bastou definirmos o operador modifi-

cado por A(f)φ = P−1
f∗g∆

2
f∗gPf∗gφ, o qual é isoespectral ao operador ∆2

f∗g. Com isso,

afim de demonstrarmos o Teorema 4, foi suficiente considerar a famı́lia de operadores

modificados da mesma forma como foi feito anteriormente para perturbação de métricas.

Foram analisados dois casos para variação de domı́nios.
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No primeiro caso, M é uma variedade Riemanniana flat e orientada, com domı́nios

contidos em uma única carta de M . O domı́nio Ω0 em M é limitado com fronteira suave,

contido numa única carta de M .

Aqui o espaço de parâmetros X é definido pelas aplicações de Ω0 em M isotópicas

a identidade que são difeomorfismos sobre a imagem, em que X é um aberto do espaço

das funções m diferenciáveis que saem em Ω0 e chegam em Ω.

Os principais resultados para a famı́lia de operadores do tipo A(f) := P−1
f∗g∆

2
f∗gPf∗g,

neste contexto, são dados pelos seguintes teoremas.

Teorema 4 O conjunto das f ∈ X para os quais o operador

∆2
g : H4 ∩ H2

0 (Ωf ) −→ L2(Ωf ) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade

maior ou igual a 2 é de codimensão 2.

Teorema 5 Quaisquer dois domı́nios Ω0 e Ω1 em M podem ser ligados por uma curva

anaĺıtica Ωt tal que o espectro do operador ∆2
g : H4 ∩ H2

0 (Ωt) −→ L2(Ωt) é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

Para demonstramos os teoremas acima verificamos a hipótese forte de Arnold para

famı́lia de operadores A(f). Neste sentido, foi preciso explicitar os funcionais lineares

utilizados em nosso caso, dados pela Proposição 3.1 sob a forma

`′ϕψ(V ) = −
∫
∂Ω

∇2ϕ(ν, ν)∇2ψ(ν, ν)g(V, ν)dν.

Para concluirmos a demonstração dos teoremas propostos, mostramos que os funci-

onais lineares `′ϕϕ− `′ψψ e `′ψϕ são linearmente independentes. Neste sentido, o Lema 3.1

foi de suma importância para a demonstração da Proposição 3.2 que trata independência

linear dos funcionais lineares.

Na seção seguinte, que trata do segundo caso, foram considerados domı́nios limi-

tados quaisquer com fronteira suave em uma variedade Riemanniana qualquer. Nes-

tas hipóteses feitas, o Lema 3.1 ficou inviável, comprometendo assim a verificação da

hipótese forte de Arnold para a famı́lia de operadores Bilaplacianos parametrizados por

uma famı́lia de domı́nios numa variedade Riemanniana qualquer. Mesmo assim conse-

guimos mostrar a simplicidade genérica de seus autovalores.

O principal resultado sob este aspecto é o teorema que segue.
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Teorema 6 O conjunto das f ∈ X para os quais o espectro do operador

∆2
g : H4 ∩H2

0 (Ωf ) −→ L2(Ωf ) é todo simples é genérico (residual) em X .

Para explicitarmos uma fórmula da derivada de autovalores múltiplos para o operador

Bilaplaciano, estabelecemos e demonstramos a Proposição 3.3 .

Na Proposição 3.4 garantimos a genericidade dos autovalores associados ao operador

∆2
g, que foi demonstrado usando o Lema 3.2, e assim o resultado principal foi con-

sequência imediata.

Dos comentários anteriores, segue a simplicidade de autovalores mediante uma per-

turbação.

O próximo teorema descreve este resultado.

Teorema 7 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e Ω um domı́nio limitado em M .

Seja λ um autovalor do Bilaplaciano para o problema de Dirichlet com multiplicidade

m > 1. Então existe um difeomorfismo f em uma vizinhança Cr, 1 ≤ r < ∞, da

identidade idΩ, tal que os autovalores λ(g) próximos a λ são todos simples.

Como consequência imediata temos o corolário.

Corolário 1 Dado um domı́nio limitado Ω em uma variedade Riemanniana (M, g),

o subconjunto dos difeomorfismos D ⊂ X tais que todos os autovalores do operador

Bilaplaciano são simples, é residual.

No quarto caṕıtulo foi feita uma análise da situação genérica dos autovalores do

Laplaciano numa famı́lia de hipersuperf́ıcies de rotação do espaço vetorial Rn+1 e suas

multiplicidades que são determinadas a partir dos autovalores do Laplaciano na esfera

Sn−1.

A teoria já desenvolvida para métricas como parâmetros para famı́lias de opera-

dores lineares diferenciais auto-adjuntos é aplicada neste caso em que a famı́lia de hi-

persuperf́ıcies de rotação a ser considerada será parametrizada pela curva de perfil.

Utilizou-se o fato da métrica induzida na superf́ıcie de rotação ser dada sob a forma

gR = dx2 +R2(x)dθ2 onde R(x) é a função perfil. Assim, nossa famı́lia de parâmetros é

o subconjunto de espaço das métricas como nos casos anteriores.

Nosso principal resultado obtido, neste sentido, foi o seguinte:
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Teorema 8 O conjunto das R ∈ X para os quais a multiplicidade dos autovalores λk

do operador ∆gR : H2 ∩H1
0 (ΣR) −→ L2(ΣR) é dimH̃k é genérico (residual) em X .

Para demonstrar tal teorema, primeiramente definimos a hipersuperf́ıcie de rotação

compacta Σ de dimensão n, com métrica induzida do espaço ambiente em um conjunto

aberto denso de Σ. Tomando Σ − {(−1, 0); (1, 0)} com a métrica induzida, então é

isométrica a Mn = (−1, 1) ×R Sn−1. Isto significa que a métrica de Σ a menos de dois

pontos pode ser interpretada como uma métrica warped. Com isso, o Laplaciano nesta

métrica toma a forma

∆Σ =
1

Rn−1

∂

∂x

(
Rn−1 ∂

∂x

)
+

1

R2
∆Sn−1 ,

onde ∆Sn−1 é o Laplaciano sobre a esfera unitária Sn−1.

É importante lembrar que Σ possui o grupo SO(n) contido no conjuntos de suas

isometrias.

O espectro da esfera Sn−1 com a métrica canônica é dado pelo conjunto formado

por µk = k(n + k − 2), k ≥ 0 e o autoespaço associado a µk é o conjunto dos esféricos

harmônicos de grau k que denotamos por H̃k.

Desta forma é posśıvel afirmar que L2(Σ) =
⊕

k Lk, em que Lk ' L2(dx)⊗ H̃k, ver

em [5], e ainda, é fácil ver que o ∆Σ deixa os espaços Lk invariantes. As autofunções do

∆Σ são dadas por φ(x, θ) = f(x)`k(θ), `k ∈ H̃k e f é uma autofunção do operador de

Sturm-Liouville sob a forma

Lµkf =
1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f)− f 1

R2
µk.

Para ver isto basta considerar φ = f`, com f ∈ C∞(−1, 1) e ` ∈ H̃k, uma autofunção

e λ um autovalor de ∆Σ, então podemos afirmar que

(∆Σ + λ)f` = `
( 1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f)− f 1

R2
µk + λf

)
= `(Lµk + λ)f.

Ou seja, o problema de determinar o espectro de uma hipersuperf́ıcie de rotação

se reduz a determinar o espectro do operador de Sturm-Liouville, com as condições de

fronteira f(−1) = f(1) = 0. Além disso, podemos notar que o conjunto dos autovalores

distintos (sem levar em consideração sua multiplicidades) de ∆Σ é a união dos autovalores
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do operador Lµk com k ∈ Z∗, e ainda a multiplicidade de um autovalor λk do operador

∆Σ, e portanto autovalor de Lµk para algum k, é pelo menos dimH̃k.

De forma mais geral as multiplicidades dos autovalores λ de ∆Σ são da forma

m =
d∑
i=1

mµki
dimH̃ki ,

em que mµki
é a multiplicidade de λ visto como autovalor de Lµki .

Nosso objetivo foi mostrar que genericamente no espaço das hipersuperf́ıcies de

rotação, as multiplicidades dos autovalores λ do operador ∆Σ coincidem com a dimensão

dos esféricos harmônicos. Para isso, foram usados alguns resultados técnicos descritos

nos Lemas 4.1 e 4.2 para demonstramos a Proposição 4.1, implicando que o funcional

linear p′ϕkϕk
(r)− p′ψk̄ψk̄

(r) não é identicamente nulo.

Através da Proposição 4.1, provamos o teorema.

Teorema 9 Sejam (M, gR0) hipersuperf́ıcies de rotação e λ um autovalor do Laplaciano

com multiplicidade m = mµkdimH̃k (respectivamente m = dimH̃k + dimH̃k̄). Então

existe uma função R ∈ X próximo R0 tal que os autovalores λ(R) próximos a λ(R0)

possuem multiplicidade m = dimH̃k (respectivamente m = dimH̃k̄).

Portanto, obtemos a demonstração do resultado principal como queŕıamos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Com o objetivo de fornecer embasamento técnico ao leitor, estabelecemos uma mis-

celânea de fatos preliminares demonstrados e definições prévias que servirão de base

para os próximos caṕıtulos desta tese.

1.1 Tensores e Operadores Diferenciais em Varieda-

des Riemannianas

Relembremos que um (1, 1)-tensor em uma variedade Riemanniana (M, 〈, 〉) é uma

aplicação C∞(M)-linear

T : X(M)→ X(M).

Enquanto que, num (0, 2)-tensor, o domı́nio é X(M)×X(M) e o contradomı́nio é o anel

C∞(M) das funções diferenciáveis em M. Além disso, dados X, Y ∈ X(U), pede-se que

T (X, Y ) seja uma função diferenciável em um aberto U ⊂ M e que T seja C∞(U)-

linear em cada variável. Também é conveniente referirmo-nos a T como um campo de

2-tensores.

Dado um (0, 2)-tensor T , podemos identificá-lo com um (1, 1)-tensor T mediante a

métrica Riemanniana 〈, 〉, fazendo

〈T (X), Y 〉 := T (X, Y ).

Utilizaremos ao longo deste trabalho a convenção da soma Einstein.
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Observemos que T (∂i) = gkl〈T (∂i), ∂k〉∂l = gkl〈∂i, T ∗(∂k)〉∂l, em que T ∗ é o operador

adjunto de T.

Em particular, o tensor métrico 〈, 〉 será identificado com o (1, 1)-tensor identidade

I em X(M).

Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em Mn e {∂1, . . . , ∂n} o refe-

rencial coordenado.

O traço de um (0, 2)-tensor T é dado por

(1.1) tr(T ) = gijT (∂i, ∂j) = gij〈T (∂i), ∂j〉.

Considerando um (0, 2)-tensor S, lembrarmos que o produto interno de Hilbert-

Schmidt é dado por

〈T, S〉 := tr(TS∗)
(1.1)
= gij〈(TS∗)(∂i), ∂j〉 = gij〈T (S∗(∂i)), ∂j〉

= gij〈T (gkl〈∂i, S(∂k)〉∂l), ∂j〉

= gijgkl〈S(∂k), ∂i〉〈T (∂l), ∂j〉 = gijgklSkiTlj.

A simetria da matriz (gij) e uma reenumeração nos ı́ndices permite-nos escrever

〈T, S〉 = gikgjlTijSkl.

Assim, considerando um referencial ortonormal,

〈T, S〉 =
∑
i,j

TijSij =
∑
i,j

〈T (ei), ej〉〈S(ei), ej〉 =
∑
i

〈T (ei), S(ei)〉,

〈T, T 〉 =
∑
i

〈T (ei), T (ei)〉 =
∑
i

|T (ei)|2

e

〈T, I〉 =
∑
i

〈T (ei), I(ei)〉 =
∑
i

〈T (ei), ei〉 = tr(T ).

Definição 1.1 Sejam M uma variedade Riemanniana e T um (0, 2)-tensor. A primeira

derivada covariante de T é um (0, 3) tensor covariante dada por

(1.2) (∇T )(X, Y1, Y2) = X(T (Y1, Y2))− T (∇XY1, Y2)− T (Y1,∇XY2),

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).
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No caso particular do tensor métrico, que é um (0, 2)-tensor, temos

(1.3) (∇g)(Z,X, Y ) = Z(g(X, Y ))− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY ) = 0.

Definição 1.2 Seja M uma variedade Riemanniana. A segunda derivada covariante de

um (0, 2)-tensor T , conforme em [15], é dada por

(1.4) ∇2T (X, Y,W,Z) = ∇X(∇Y T )(W,Z)− (∇∇XY T )(W,Z),

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M).

Além disso, tem-se o (1, 2)-tensor definido por ∇X(Z, Y ) := 〈∇ZX, Y 〉. Prosse-

guindo de forma análoga, a segunda derivada covariante será um (1, 3)-tensor.

Definição 1.3 A divergência de um (1, 1)-tensor T em (M, 〈, 〉) é definida como o (0, 1)-

tensor dado por

(divT )(v)(p) = tr(w 7→ (∇wT )(v)(p)),

em que p ∈M , v, w ∈ TpM, ∇ denota a derivada covariante de T e tr o traço calculado

na métrica 〈, 〉.

Considere ] : X(M)∗ → X(M) o isomorfismo musical, ou seja, a inversa da aplicação

canônica ∗ : X(M) → X(M)∗ que associa cada campo X ∈ X(M) ao seu dual X∗.

Para cada par de 1-formas θ, ω e seus respectivos correspondentes θ] = X, ω] = Y ,

utilizaremos o produto interno dado por 〈θ, ω〉 = 〈X, Y 〉.

Se T é um (1, 1)-tensor e f ∈ C∞(M) então (divT )(∇f) = 〈(divT )],∇f〉 = 〈divT, df〉.
Ao se escrever esta relação para um (0, 2)-tensor, fica impĺıcito que se está trabalhando

com o (1, 1)-tensor correspondente. Ademais, quando não houver perigo de confusão,

omitiremos por simplicidade o “ ] ”.

Com finalidade de usar o método de integração por partes em tensores, calculamos:

div(T (ϕZ)) = (divT )(ϕZ) + 〈∇(ϕZ), T 〉

= ϕ(divT )(Z) + ϕ〈∇Z, T 〉+ T (Z,∇ϕ)

= ϕ〈divT, Z〉+ ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z),(1.5)

∀ϕ ∈ C∞(M) e Z ∈ X(M).
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Observemos também que:

div(g(V,∇ϕ)∇ψ) = g(V,∇ϕ)div(∇ψ) + g(∇g(V,∇ϕ),∇ψ)

= g(V,∇ϕ)∆ψ +∇ψ(g(V,∇ϕ))

= g(V,∇ϕ)∆ψ + g(∇∇ψV,∇ϕ) + g(V,∇∇ψ∇ϕ).

Então teremos

(1.6) g(∇∇ψV,∇ϕ) = div(g(V,∇ϕ)∇ψ)− g(V,∇ϕ)∆ψ −∇2ϕ(V,∇ψ).

Para cada campo de vetores X ∈ X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor ∇X dado

por ∇X(Y ) = ∇YX, para todo Y ∈ X(M). Desta maneira, a divergência de X é dada

por divX = tr(∇X) e o laplaciano de uma função real f por ∆f = div(∇f) = tr(∇2f).

Além disso, por (1.1), teremos

∆gf = 〈∇2f, g〉,

onde ∇2f = ∇df é o hessiano de f . Ademais, vamos definir o operador Bilaplaciano por

(1.7) ∆2f := ∆(∆f).

Dadas f, ` : Mn −→ R funções suaves, é bem conhecido que

∆(f`) = f∆`+ `∆f + 2〈∇f,∇`〉.

Relembremos a fórmula de Bochner, a saber:

(1.8)
1

2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉,

a qual nos permite obter o resultado a seguir, que será de grande utilidade.

Lema 1.1 Sejam f, ` ∈ C∞(M). Então,

(1.9) ∆〈∇f,∇`〉 = 2Ric(∇f,∇`) + 2〈∇2f,∇2`〉+ 〈∇∆f,∇`〉+ 〈∇∆`,∇f〉.

Demonstração: Inicialmente observemos que

(1.10) ∆|∇f +∇`|2 = ∆|∇f |2 + ∆|∇`|2 + 2∆〈∇f,∇`〉.
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Assim,

∆〈∇f,∇`〉 =
1

2
(∆|∇f +∇`|2 −∆|∆f |2 −∆|∇`|2)

= Ric(∇f +∇`,∇f +∇`) + |∇2f +∇2`|2 + 〈∇(∆`+ ∆f〉),∇f +∇`〉

−Ric(∇f,∇f)− |∇2f |2 − 〈∇∆f,∇f〉 −Ric(∇`,∇`)− |∇2`|2

−〈∇∆`,∇`〉

= 2Ric(∇f,∇`) + 2〈∇2f,∇2`〉+ 〈∇∆f,∇`〉+ 〈∇∆`,∇f〉.(1.11)

�

É interessante comentar que para um (0, 2)- tensor valem as seguintes relações

div(T (X)) =
n∑
i=1

g(∇eiT (X), ei)

=
n∑
i=1

[g((∇eiT )X, ei) + g(T (∇eiX), ei)]

= (divT )(X) + 〈∇X,T 〉(1.12)

e

〈∇fX, T 〉 =
n∑
i=1

g(∇eifX, T (ei))

=
n∑
i=1

T (f∇eiX + ei(f)X, ei)

= f
n∑
i=1

T (∇eiX, ei) +
n∑
i=1

T (X, ei(f)e1)

= f〈∇X,T 〉+ T (X,∇f).(1.13)

No caso de um (0, 2)-tensor T em (M, g) a derivada de Lie assumirá a forma:

(1.14) (LXT )(Y, Z) = X(T (Y, Z))− T ([X, Y ], Z)− T (Y, [X,Z]).

Considerando T = g, vem que

(LXg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g([X, Y ], Z)− g(Y, [X,Z])

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇XY, Z) + g(∇YX,Z)− g(Y,∇XZ)

+g(Y,∇ZX)

= g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ).(1.15)
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Para um (0, 2)-tensor simétrico T vale

T (T (X), Y ) = T (X,T (Y )),

para todo X, Y ∈ X(M).

De fato, tomando um sistema de coordenadas local, {∂i}ni=1, tem-se

T (T (∂i), ∂j) = T (gk`g(T (∂i), ∂k)∂`, ∂j) = T (gk`T (∂i, ∂k)∂`, ∂j) = gk`TikTj`.

Por outro lado, usando a simetria de T verifica-se facilmente que T (∂i, T (∂j)) resultará

na igualdade desejada.

Lema 1.2 Sejam X, Y ∈ X(M) e seja g o (0, 2)-tensor métrico. Então a compatibili-

dade com a métrica g = 〈, 〉 de ∇2 é dada por:

(∇2g(X, Y ))(W,Z) = g(∇2X(W,Z), Y ) + g(∇2Y (W,Z), X) + g(∇ZX,∇WY )

+g(∇WX,∇ZY ).(1.16)

Demonstração: De fato, é conhecido que o Hessiano de uma função suave f : M −→ R

é dado por

(1.17) ∇2f(W,Z) = W (Z(f))− (∇WZ)(f).

Tomando f = g(X, Y ), devemos ter

(∇2g(X, Y ))(W,Z) = W (Zg(X, Y ))− (∇WZ)(g(X, Y ))

= W (g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ))− (g(∇∇WZX, Y )

+g(X,∇∇WZY ))

= g(∇W (∇ZX), Y ) + g(∇ZX,∇WY ) + g(∇WX,∇ZY )

+g(X,∇W (∇ZY ))− g(∇∇WZX, Y )− g(X,∇∇WZY )(1.18)

Ao utilizar (1.4), tal derivada será denotada sob a forma

(1.19) ∇2X(W,Z, Y ) := ∇W (∇ZX)(Y )−∇∇WZX(Y )

o que implica em
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(1.20) ∇W (∇ZX) = ∇2X(W,Z) +∇∇WZX.

Ao substituirmos (1.20) em (1.18), obteremos

(∇2g(X, Y ))(W,Z) = g(∇2X(W,Z) +∇∇WZX, Y ) + g(∇ZX,∇WY ) + g(∇WX,∇ZY )

+g(X,∇2Y (W,Z) +∇∇WZY )− g(∇∇WZX, Y )− g(X,∇∇WZY ).

Dáı,

(∇2g(X, Y ))(W,Z) = g(∇2X(W,Z), Y ) + g(∇2Y (W,Z), X) + g(∇ZX,∇WY )

+g(∇WX,∇ZY ).

�

Antes de seguirmos para o próximo Lema, precisamos da seguinte

Definição 1.4 Sejam f, ` ∈ C∞(M), cujas derivadas df e d` são 1-tensores. O produto

tensorial entre df e dl é dado por

(1.21) (df ⊗ d`)(X, Y ) := X(f)Y (`),

para quaisquer X, Y ∈ X(M).

Agora, podemos enunciar e mostrar o

Lema 1.3 Sejam f, ` ∈ C∞(M), então valem:

a) ∇(df ⊗ d`) = ∇df ⊗ d`+ df ⊗∇d`

b) ∇2(df ⊗ d`) = ∇2df ⊗ d`+ S(∇df ⊗∇d`) + df ⊗∇2d`, onde ∀ W,Z ∈ X(M), S é

o simetrizador dado por S(∇df ⊗∇d`)(W,Z) = ∇Wdf ⊗∇Zd`+∇Zdf ⊗∇Wd`.

c) ∆(df ⊗ d`)(W,Z) = (∆df ⊗ d`)(W,Z) + 2〈∇df(W ),∇d`(Z)〉+ (df ⊗∆d`)(W,Z).

Demonstração: a) Dados f, ` ∈ C∞(M), então df e d` são 1-tensores, donde in-

ferimos que seu produto tensorial df ⊗ d` é um 2-tensor, que pode ser derivado no
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sentido covariante, resultando num 3-tensor. Tal derivada será descrita, para quaisquer

X, Y, Z ∈ X(M),

∇Z(df ⊗ d`)(X, Y ) = Z((df ⊗ d`)(X, Y ))− (df ⊗ d`)(∇ZX, Y )− (df ⊗ d`)(X,∇ZY )

= ∇Z((df ⊗ d`)(X, Y ))− (df ⊗ d`)(∇ZX, Y )− (df ⊗ d`)(X,∇ZY )

= ∇Z(X(f)Y (`))−∇ZX(f)Y (`)−X(f)∇ZY (`)

= ∇Z(〈X,∇f〉〈Y,∇`〉)− 〈∇ZX,∇f〉〈Y,∇`〉 − 〈X,∇f〉〈∇ZY,∇`〉

= 〈∇ZX,∇f〉〈Y,∇`〉+ 〈X,∇Z∇f〉〈Y,∇`〉+ 〈X,∇f〉〈∇ZY,∇`〉

+〈X,∇f〉〈Y,∇Z∇`〉 − 〈∇ZX,∇f〉〈Y,∇`〉 − 〈X,∇f〉〈∇ZY,∇`〉

= 〈X,∇Z∇f〉〈Y,∇`〉+ 〈X,∇f〉〈Y,∇Z∇`〉

= 〈X,∇2f(Z)〉〈Y,∇`〉+ 〈X,∇f〉〈Y,∇2`(Z)〉

= (∇df(Z)⊗ d`+ df ⊗∇d`(Z))(X, Y )

= (∇df ⊗ d`+ df ⊗∇d`)(Z,X, Y ).(1.22)

b) Sendo∇(df⊗d`) um (0, 3)-tensor. Então∇2(df⊗d`) será um (0, 4)-tensor, usando

o item a), devemos ter

∇2(df ⊗ d`)(W,Z,X, Y ) = ∇W (∇Z(df ⊗ d`))(X, Y )−∇∇WZ(df ⊗ d`)(X, Y )

= ∇W

(
∇Zdf ⊗ d`+ df ⊗∇Zd`

)
(X, Y )−

(
∇∇WZdf ⊗ d`

+df ⊗∇∇WZd`
)
(X, Y )

=
(
∇W (∇Zdf)⊗ d`+∇Zdf ⊗∇Wd`+∇Wdf ⊗∇Zd`

+df ⊗∇W (∇Zd`)
)
(X, Y )−

(
∇∇WZdf ⊗ d`

+df ⊗∇∇WZd`
)
(X, Y )

=
(
(∇W (∇Zdf)−∇∇WZdf)⊗ d`+ df ⊗ (∇W (∇Zd`)

−∇∇WZd`)
)
(X, Y ) +

(
∇Zdf ⊗∇Wd`

+∇Wdf ⊗∇Zd`
)
(X, Y )

=
(
∇2df(W,Z)⊗ d`+ df ⊗∇2d`(W,Z) +∇Zdf ⊗∇Wd`

+∇Wdf ⊗∇Zd`
)
(X, Y )

=
(
∇2df ⊗ d`+ df ⊗∇2d`+ S(∇df ⊗∇d`)

)
(W,Z,X, Y ).(1.23)

c) Por fim, de b) deduzimos que

∇2(df ⊗ d`) = ∇2df ⊗ d`+ S(∇df ⊗∇d`) + df ⊗∇2d`.
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Aplicando o traço na igualdade acima, tem-se

tr(∇2(df ⊗ d`)) = tr(∇2df ⊗ d`) + tr(S(∇df ⊗∇d`)) + tr(df ⊗∇2d`).

Como

tr(∇2df ⊗ d`) = gij(∇2df ⊗ d`)(∂i, ∂j)

= gij(∇2df(∂i, ∂j)⊗ d`)

= gij∇2df(∂i, ∂j)⊗ d`

= ∆df ⊗ d`

e, de forma análoga,

tr(df ⊗∇2d`) = df ⊗∆d`.

Conclúımos que

(1.24)

∆(df ⊗ d`)(W,Z) = (∆df ⊗ d`)(W,Z) + tr(S(∇df ⊗∇d`)(W,Z)) + (df ⊗∆d`)(W,Z).

Observe que tr(S(∇df ⊗∇d`)(W,Z)) = 2〈∇df(W ),∇d`(Z)〉. �

Lema 1.4 Seja T um (0, 2)-tensor. Dada f ∈ C∞(M), tem-se

∆(fT ) = (∆f)T + f∆T + 2∇∇fT.

Demonstração: Lembremo-nos de que o Laplaciano de um tensor qualquer T é dado

por

(1.25) ∆T = tr(∇2T ) = gij(∇∂i∇∂jT −∇∇∂i
∂jT ).

Sendo assim, teremos

∆(fT ) = gij(∇∂i∇∂j(fT )−∇∇∂i
∂j(fT )

)
= gij

(
∇∂i((∇∂jf)T + f∇∂jT )− ((∇∇∂i

∂jf)T + f∇∇∂i
∂jT )

)
= gij

(
(∇∂i∇∂jf)T + (∇∂jf)(∇∂iT ) + (∇∂if)(∇∂jT ) + f∇∂i∇∂jT

−(∇∇∂i
∂jf)T − f∇∇∂i

∂jT
)

= gij
(
(∇∂i∇∂jf −∇∇∂i

∂jf)T + f(∇∂i∇∂jT −∇∇∂i∂jT ) +∇∂jf∇∂iT

+∇∂if∇∂jT
)

= (∆f)T + f∆T + 2gij∇∂if∇∂jT

= (∆f)T + f∆T + 2∇∇fT.(1.26)
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Para o que se segue, fixando f ∈ C∞(M) definimos para todo X ∈ X(M) o

(0, 1)-tensor RicT (df) dado por

RicT (df)(X) = Ric(∇f,X).

Além do mais, vale que tr(df ⊗ d`) = 〈∇f,∇`〉.

Sendo assim, podemos escrever a conhecida fórmula dual de Bochner como no lema

a seguir. Ademais, para maior entendimento das técnicas que utilizaremos à frente,

faremos uma breve dedução da referida fórmula.

Lema 1.5 Seja f ∈ C∞(M). Então vale que

(1.27) ∆df = d∆f +RicT (df).

Em particular, se ∇f = 0 em ∂M , segue do caráter tensorial de RicT (df) que em ∂M

∆df = d∆f.

Consequentemente em ∂M tem-se

tr(d∆`⊗∆df) = 〈∇∆`,∇∆f〉.

Demonstração: Por motivo de praticidade considere aqui o referencial {ei}ni=1 geodésico

em p, e pela definição de divergência, para qualquer X ∈ X(M) temos

∆df(X) = (div∇2f)(X) =
n∑
i=1

〈(∇ei∇2f)(X), ei〉

=
n∑
i=1

〈∇ei∇2f(X)−∇2f(∇eiX), ei〉

=
n∑
i=1

〈∇ei∇X∇f −∇∇eiX
∇f, ei〉.(1.28)
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Assim, podemos afirmar que

Ric(X,∇f) =
n∑
i=1

〈R(X, ei)∇f, ei〉

=
n∑
i=1

〈∇ei∇X∇f −∇X∇ei∇f +∇[X,ei]∇f, ei〉

(1.28)
= ∆df(X) +

n∑
i=1

〈−∇X∇ei∇f +∇∇Xei∇f, ei〉

= ∆df(X) +
n∑
i=1

〈−∇X∇ei∇f, ei〉.(1.29)

Por outro lado,

d∆f
∣∣
p
(X) = X(∆f)

=
n∑
i=1

X(eiei(f)−∇eiei(f))

=
n∑
i=1

X(ei〈∇f, ei〉)−
n∑
i=1

X〈∇f,∇eiei〉

=
n∑
i=1

(
X〈∇ei∇f, ei〉+X〈∇f,∇eiei〉 − 〈∇X∇f,∇eiei〉 − 〈∇f,∇X∇eiei〉

)
=

n∑
i=1

〈∇X∇ei∇f, ei〉.(1.30)

Logo

∆df(X) = d∆f(X) +RicT (df)(X).

Portanto, as afirmações seguem de forma imediata. �

Com o aux́ılio do Lema 1.1, vamos calcular o Bilaplaciano do produto de duas funções

suaves. Para isso observe que

∆∆(f`) = ∆(f∆`+ `∆f + 2〈∇f,∇`〉)

= f∆2`+ 2∆f∆`+ `∆2f + 2〈∇f,∇∆`〉+ 2〈∇`,∇∆f〉+ 2∆〈∇f,∇`〉.(1.31)

Segue do Lema 1.1 a identidade

∆2(f`) = f∆2`+ `∆2f + 2∆f∆`+ 4〈∇(∆f),∇`〉+ 4〈∇f,∇(∆`)〉+ 4Ric(∇f,∇`)

+4〈∇2f,∇2`〉.(1.32)

O Teorema a seguir relaciona o gradiente, divergente e Laplaciano para o caso de

variedades Riemannianas imersas.
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Teorema 1.1 1. Dada uma variedade Riemanniana n-dimensional (M, g). Seja S uma

hipersuperf́ıcie de (M, g) e seja φ : M → R é C1 numa vizinhança de S, se ∇φ(x) é a

componente do ∇̄φ(x) tangente a S em x, com ∇ e ∇̄ conexões de Levi-Civita de S e

Rn respectivamente, então

∇φ(x) = ∇̄φ(x)− ∂φ

∂ν
ν,(1.33)

onde ν é um campo vetorial normal sobre S.

2. Se S é uma superf́ıcie C2 em (M.g), X : S → M é um campo vetorial C1 numa

vizinhança de S, ν : M →M é um campo vetorial unitário sobre uma vizinhança de S,

e ν sobre S é o campo normal a S nos pontos de S, então

divX = d̄ivX − (divν)Xν − ∂

∂ν
(Xν)(1.34)

sobre S.

3. Se S é uma hipersuperf́ıcie C2, u : M → R é C2 sobre uma vizinhança de S e ν é

um campo vetorial normal unitário a S no sentido de 2 acima. Então

∆u = ∆̄u− divν
∂u

∂ν
− ∂2u

∂ν2
+∇Su

∂ν

∂ν
(1.35)

sobre S.

O próximo resultado, conhecido por Teorema da Continuação Única é de funda-

mental importância em todas as demonstrações de nossos principais resultados, cuja

demonstração encontrasse nas literaturas clássicas.

Teorema 1.2 (T.C.U.) Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional.

Seja U ⊂ M um domı́nio normal, suficientemente regular. Suponha que u ∈ H4(U)

satisfaz

|∆2u| ≤ C(|∆u|+ |∇u|+ |u|) q.t.p.(1.36)

em U para alguma constante positiva C e que u =
∂u

∂ν
= ∆u =

∂

∂ν
∆u = 0 em um aberto

V ∩ ∂U . Então u é identicamente nula.

Para finalizarmos os comentários sobre as propriedades básicas do operador Bilapla-

ciano, vamos provar as identidades de Green relativas a tal operador.
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Suponha M uma variedade Riemanniana orientada, compacta e com bordo ∂M .

Sejam f, ` ∈ C∞(M) e ν o normal unitário exterior a M ao longo de ∂M . Então temos

div(f∇(∆`))− div(∆`∇f) = f∆2`+ g(∇f,∇(∆`))−∆`∆f − g(∇f,∇(∆`)

= f∆2`−∆`∆f.(1.37)

div(`∇(∆f))− div(∆f∇`) = `∆2f + g(∇`,∇(∆f))−∆f∆`− g(∇`,∇(∆f)

= `∆2f −∆f∆`.(1.38)

Subtraindo as expressões obtidas acima, obtemos

div(f∇(∆`))− div(∆`∇f)− div(`∇(∆f)) + div(∆f∇`) = f∆2`− `∆2f.

Integrando e aplicando o Teorema da Divergência, a segunda identidade de Green

para o Bilaplaciano ficará sob a forma

(1.39)∫
M

(f∆2`− `∆2f)dM =

∫
∂M

(
〈f∇(∆`), ν〉 − 〈∆`∇f, ν〉 − 〈`∇(∆f), ν〉+ 〈∆f∇`, ν〉

)
dν.

Em seguida, sabendo que ocorre

div(f∇(∆`))− div(∆`∇f) = f∆2`−∆f∆`,(1.40)

novamente integrando a igualde acima sobre M , devemos ter∫
M

(
div(f∇(∆`))− div(∆`∇f)

)
dM =

∫
M

(
f∆2`−∆f∆`

)
dM

e, fazendo uso do Teorema da Divergência,∫
∂M

(〈f∇(∆`), ν〉 − 〈∆`∇f, ν〉)dν =

∫
M

f∆2`dM−
∫
M

∆f∆`dM.

Portanto, a primeira identidade de Green para o Bilaplaciano ficará sob a forma

(1.41)

∫
M

f∆2`dM =

∫
M

∆f∆`dM +

∫
∂M

(f〈∇(∆`), ν〉 −∆`〈∇f, ν〉)dν.

Considerando as funções `, f ∈ C∞(M) que se anulam no bordo e com derivadas

normais também nulas no bordo, podemos concluir da primeira identidade de Green que

o operador Bilaplaciano é simétrico, ou seja,∫
M

f∆2`dM =

∫
M

∆f∆`dM =

∫
M

`∆(∆f)dM =

∫
M

`∆2fdM.(1.42)

Pode-se provar que ∆2 é essencialmente auto-adjunto no espaço de Hilbert L2(M, dM),

atuando em funções de H4(M) ∩H2
0 (M).
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Caṕıtulo 2

Transversalidade em Famı́lias de

Métricas

Neste caṕıtulo consideraremos uma famı́lia de operadores Bilaplacianos parametrizada

por métricas definidas em uma variedade M compacta com bordo. Os principais resul-

tados a respeito dessa famı́lia são os seguintes:

Teorema 2.1 O conjunto das métricas para os quais o operador

∆2
g : H4∩H2

0 (M) −→ L2(M) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade maior

ou igual a 2 é de codimensão 2.

Teorema 2.2 Quaisquer duas métricas g0 e g1 em uma variedade Riemanniana M

compacta com bordo, podem ser conectadas por uma curva anaĺıtica g(t) com g(0) = g0

e g(1) = g1, tal que o espectro do operador ∆2
g(t) : H4 ∩H2

0 (M) −→ L2(M) é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

A ideia da demonstração é aplicar os Teoremas A.2 e A.3 do Apêndice A, para famı́lia

de operadores em espaços de Hilbert provados por Teytel em [19]. Em verdade a hipótese

central dos teoremas é uma versão adaptada por Teytel da hipótese de transversalidade

de Arnold apresentada primeiramente por Colin de Vèrdire em [4].

Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Considere X o conjunto

das métricas Riemannianas de classe Cr em M . É bem conhecido que X é uma variedade

de Banach, cujo espaço tangente em qualquer ponto é identificado com o espaço dos

(0, 2)-tensores simétricos de classe Cr.
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É também muito difundido que o espectro do operador Bilaplaciano é discreto sem

pontos de acumulação finitos.

O operador Bilaplaciano depende analiticamente da métrica g. Isto segue da ex-

pressão local do operador em coordenadas locais e do fato dos śımbolos de Christoffel

dependerem analiticamente da métrica e de suas derivadas.

Consideremos agora uma variação suave gt da métrica g, de maneira que (M, gt, dMt)

é uma variedade Riemanniana com medida suave. Aqui já são dados que H é um

(0, 2)-tensor definido por Hij = d
dt
|t=0gij(t) e ainda que, escrevendo h = 〈H, g〉, tem-se

d
dt
|s=tdMs = 1

2
hdMt.

Para determinarmos (∆2)′, considerando a variação da métrica, precisamos apenas

estabelecer o seguinte resultado, cuja demonstração encontra-se no Apêndice B.

Lema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja gt uma variação diferenciável

da métrica g. Então para toda f ∈ C∞c (M) temos

(2.1) (∆2
g(t))

′(f) = ∆g(t)∆
′
g(t)f + ∆′g(t)∆g(t)f,

onde
d

dt

∣∣∣
t=0

(∆g(t))(f) =: ∆′g(t)f =
1

2
〈dh, df〉 − 〈divH, df〉 − 〈H,∇2f〉.

Considerando uma famı́lia anaĺıtica de métricas g(t) a ProposiçãoB.1 garante a

existência de uma curva anaĺıtica de autovalores e autofunções associados ao operador

Bilaplaciano. Com isso podemos facilmente calcular a derivada de autovalores.

d

dt

∣∣∣
t=0

(
∆2
g(t) + λ(t)

)
(φ(t)) = (∆2

g(t))
′
φ+ λ′φ+ (∆2

g + λ)φ′ = 0,(2.2)

dáı segue que λ′ =
∫
M
φ(∆2

g(t))
′φdM.

A proposição a seguir aplica-se dentre outras coisas a obtenção de uma expressão

expĺıcita para o λ′.

Proposição 2.1 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo, ϕ e

ψ autofunções ortonormais associadas ao autovalor λ, do problema de Dirichlet (∆2
g + λ)u = 0 M,
∂u

∂ν
= u = 0 ∂M.
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Considere a seguinte famı́lia de métricas tal que g(0) = g,
d

dt

∣∣∣
t=0
g(t) = H. Então∫

M

ψ(∆2
g(t))

′ϕdM =

∫
M

〈
− 1

2

(
∆gψ∆gϕ+ 〈∇(∆gψ),∇ϕ〉 − λψϕ

+〈∇ψ,∇(∆gϕ)〉
)
g + (d∆gψ ⊗ dϕ+ dψ ⊗ d∆gϕ), H

〉
dM.(2.3)

Demonstração: Observemos que∫
M

ψ(∆2
g(t))

′ϕdM =

∫
M

ψ(∆g∆
′

g(t)ϕ+ ∆
′

g(t)∆gϕ)dM

=

∫
M

(∆gψ∆
′

g(t)ϕ+ ψ∆
′

g(t)∆gϕ)dM

=

∫
M

(
∆gψ

(1

2
〈dh, dϕ〉 − 〈divH, dϕ〉 − 〈H,∇2ϕ〉

)
+ψ
(1

2
〈dh, d(∆gϕ)〉 − 〈divH, d(∆gϕ)〉 − 〈H,∇2(∆gϕ)〉

))
dM,(2.4)

onde

(2.5) ∆
′

g(t)ϕ =
1

2
〈dh, dϕ〉 − 〈divH, dϕ〉 − 〈H,∇2ϕ〉.

Ainda, por propriedade de divergência, vale:

(2.6) div(hψ∇(∆gϕ)) = hψ∆2
gϕ+ h〈dψ, d(∆gϕ)〉+ ψ〈dh, d(∆gϕ)〉,

que pelo Teorema da Divergência fica

(2.7)

∫
M

ψ〈dh, d(∆gϕ)〉dM = −
∫
M

(hψ∆2
gϕ+ h〈dψ, d(∆gϕ)〉)dM.

De forma análoga,

(2.8)

∫
M

∆gψ〈dh, dϕ〉dM = −
∫
M

h∆gψ∆gϕdM−
∫
M

h〈∇(∆gψ), dϕ〉dM

e também
∫
M
ψ∆g∆

′

g(t)ϕdM =
∫
M

∆gψ∆
′

g(t)ϕdM dado que ∆g é simétrico.

Além disso, por (1.30) tem-se

(2.9) div(H(ψ∇(∆gϕ))) = ψ〈divH,∇(∆gϕ)〉+ ψ〈∇2∆gϕ,H〉+H(∇ψ,∇(∆gϕ)).

Ao aplicarmos o Teorema da Divergência na igualdade acima, devemos ter

(2.10) −
∫
M

ψ〈divH, d(∆gϕ)〉dM =

∫
M

(ψ〈∇2(∆gϕ), H〉+H(∇ψ,∇(∆gϕ)))dM.
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Analogamente temos

(2.11) −
∫
M

∆gψ〈divH, dϕ〉dM =

∫
M

(∆gψ〈∇2ϕ,H〉+H(∇(∆gψ),∇ϕ))dM.

Com tudo isso e usando que H(∇ψ,∇(∆gϕ)) = 〈dψ ⊗ d∆gϕ,H〉, obteremos∫
M

ψ(∆2
g(t))

′ϕdM =

∫
M

(
(−1

2
h∆gψ∆gϕ−

1

2
h〈∇(∆gψ), dϕ〉

+H(∇(∆gψ),∇ϕ)) + (
1

2
λhψϕ− 1

2
h〈dψ, d∆gϕ〉

+H(∇ψ,∇(∆gϕ)))
)
dM

=

∫
M

〈
− 1

2
(∆gψ∆gϕ+ 〈∇(∆gψ),∇ϕ〉+ ψ∆2

gϕ

+〈∇ψ,∇(∆gϕ)〉)g + (d∆gψ ⊗ dϕ+ dψ ⊗ d∆gϕ), H
〉
dM.(2.12)

�

No intuito de aplicarmos os Teoremas A.2 e A.3 nas demostrações dos principais

resultados deste caṕıtulo será necessário fazermos algumas considerações a respeito da

famı́lia de operadores Bilaplaciano.

Conforme as hipóteses dos teoremas a serem utilizados, ao perturbarmos a métrica,

observamos que o operador Bilaplaciano não é auto-adjunto na métrica perturbada. Para

contornarmos tal situação precisamos definir um operador a partir do Bilaplaciano, o

qual possui o mesmo espectro. Para isso, é necessário que se tome uma isometria definida

por

(2.13) Pḡ : L2(M, dM) −→ L2(M, dM̄),

onde, para cada u, Pḡ(u) =
1

4
√
det(ḡij)

4
√
det(gij)u, em que ḡ ∈ X . Em seguida, basta de-

finirmos o novo operador tomando A(ḡ) := P−1
ḡ ∆2

ḡPḡ. Desta forma, A(ḡ) é um operador

auto-adjunto e ainda possui o mesmo espectro do operador Bilaplaciano. Para melhor

entendimento veja Proposição B.1.

Assim, consideremos ψ, ϕ ∈ C∞(M), autofunções do operador A(g0) = P−1
g ∆2

gPg.

Dado o funcional

(2.14) `′ψϕ(0) =

∫
M

ψA′(g0)ϕdM,

em que A′(g0) =
d

dt

∣∣∣
t=0
A(gt).
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Observamos que

A′(g0) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(
P−1
g(t)∆

2
g(t)Pg(t)

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

(
P−1
g(t)

)
∆2
gPg + P−1

g

d

dt

∣∣∣
t=0

(
∆2
g(t)

)
Pg + P−1

g ∆2
g

d

dt

∣∣∣
t=0

(
Pg(t)

)
= (P−1

g )′∆2
g + ∆2

gP
′
g + (∆2

g)
′.(2.15)

Desta forma, teremos

`′ψϕ(0) =

∫
M

ψ
(

(P−1
g )′∆2

g + ∆2
gP
′
g + (∆2

g)
′
)
ϕdM

=

∫
M

(
ψ(P−1

g )′∆2
gϕ+ ψ(∆2

g)P
′
gϕ+ ψ(∆2

g)
′ϕ
)

dM.(2.16)

Em (2.16), a primeira parcela do lado direito fica

(2.17)

∫
M

ψ(P−1
g )′∆2

gϕdM = −
∫
M

λψϕ(P−1
g )′dM,

enquanto que a segunda parcela será

(2.18)

∫
M

ψ∆2
gP
′
gϕdM =

∫
M

P ′gψ∆2
gϕdM = −

∫
M

P ′gλψϕdM.

Lembrando que

Pḡ(u) =
1

4
√
det(ḡij)

4

√
det(gij)u,

então tem-se de forma imediata que (Pg)
′ = −1

4
h e que (P−1

g )′ =
1

4
h.

Portanto a soma de (2.17) com (2.18) é zero, e consequentemente

(2.19) `′ψϕ(H) =

∫
M

ψ(∆2
g)
′ϕdM.

A verificação das hipóteses dos Teoremas 2.1 e 2.2 está contida na proposição a seguir.

Proposição 2.2 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo, ϕ

e ψ autofunções ortonormais associadas ao autovalor λ do problema de Dirichlet (∆2
g + λ)u = 0 M,
∂u

∂ν
= u = 0 ∂M.

Para cada par de funções u, v ∈ C∞(M) convém definirmos um (0, 2)-tensor dado por

(2.20)

τu,v := −1

2

(
∆gu∆gv+〈∇(∆gu),∇v〉+〈∇u,∇(∆gv)〉−λuv

)
g+d(∆gu)⊗dv+du⊗d(∆gv).
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De modo que podemos definir sobre o espaço dos (0, 2)-tensores simétricos S2(M) os

funcionais lineares não nulos a seguir:

(2.21) `′ψϕ(H) =

∫
M

ψ(A(g))′ϕdM =

∫
M

ψ(∆2
g)
′ϕdM =

∫
M

〈τψϕ, H〉dM,

(2.22) `′ϕϕ(H) =

∫
M

ϕ(A(g)))′ϕdM =

∫
M

ϕ(∆2
g)
′ϕdM =

∫
M

〈τϕϕ, H〉dM

e

(2.23) `′ψψ(H) =

∫
M

ψ(A(g))′ψdM =

∫
M

ψ(∆2
g)
′ψdM

∫
M

〈τψψ, H〉dM,

em que H ∈ S2(M). Então, `′ϕϕ − `′ψψ e `′ψϕ são funcionais lineares linearmente inde-

pendentes.

Demonstração: Para demonstrarmos tal fato, devemos considerar a seguinte com-

binação linear

(2.24) α(`′ϕϕ − `′ψψ) + β`′ψϕ = 0.

Segue de (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24) que∫
M

〈α
(
τϕϕ − τψψ

)
+ βτψϕ, H〉dM = 0, ∀H ∈ S2(M).

É importante salientar que τϕϕ e τψψ são ambos simétricos. Para isso, basta ver que

(d∆gϕ⊗ dϕ+ dϕ⊗ d∆gϕ)(X, Y ) = d∆gϕ(Y )dϕ(X) + dϕ(Y )d∆gϕ(X)

= (d∆gϕ⊗ dϕ+ dϕ⊗ d∆gϕ)(Y,X).

O mesmo argumento é usado para τψψ. Mas τψϕ não é simétrico em geral. Nesse

caso, vamos tomar o simetrizador de tensores. Assim, definimos o simetrizador por

S(d∆gu⊗ dv) :=
1

2
(d∆gu⊗ dv + dv ⊗ d∆gu), ∀u, v ∈ C∞(M).

Com isso, ao tomarmos a integral∫
M

〈α(τϕϕ − τψψ) + βS(τψϕ), H〉dM = 0, ∀H ∈ S2(M),

podemos afirmar que

(2.25) α(τϕϕ − τψψ) + βS(τψϕ) = 0 em M.
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Agora, observe que sendo

τuv = −1

2

(
∆gu∆gv + 〈∇(∆gu),∇v〉+ 〈∇u,∇(∆gv)〉 − λuv

)
g

+d(∆gu)⊗ dv + du⊗ d(∆gv)

e também notando que tr(d(∆gu)⊗ dv) = 〈∇(∆gu),∇v〉 e ainda que

trS(d∆gu⊗ dv) = tr
1

2
(d∆gu⊗ dv + dv ⊗ d∆gu)

=
1

2
(〈∇∆gu,∇v〉+ 〈∇v,∇∆gu)

= 〈∇∆gu,∇v〉, ∀u, v ∈ C∞(M),

(2.26)

devemos ter

−2trτuv = n
(
∆gu∆gv − λuv) + n(〈∇(∆gu),∇v〉+ 〈∇u,∇(∆gv)〉

)
−2(〈∇(∆gu),∇v〉+ 〈∇u,∇(∆gv)〉),

isto é,

(2.27) trτuv = −n
2

(∆gu∆gv − λuv) +
(2− n)

2
(〈∇(∆gu),∇v〉+ 〈∇u,∇(∆gv)〉).

Portanto, tomando o traço em (2.25) e restringindo ao bordo de M , temos

(−n
2

)α(∆gϕ)2 + (−n
2

)β(∆gψ∆gϕ)− (−n
2

)α(∆gψ)2 = 0,

ou ainda,

(2.28) α(∆gϕ)2 + β(∆gψ∆gϕ)− α(∆gψ)2 = 0.

Vamos analisar a forma quadrática em (2.28).

A forma matricial de (2.28) é dada por

[∆gϕ ∆gψ]

 α
β

2
β

2
−α


 ∆gϕ

∆gψ

 = 0.

Diagonalizando, temos

(1) : [x y]

 c 0

0 −c

 x

y

 = 0,
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onde

(2) :

 x

y

 = M

 ∆gϕ

∆gψ


em que M é a matriz ortogonal e c é não nulo. Assim, em (1) devemos ter c(x2−y2) = 0,

ou seja, c(x− y)(x + y) = 0. Temos dois casos a considerar, a situação em que x = y e

a outra será x = −y. Para o primeiro caso, usando (2), devemos ter

M

 ∆gϕ

∆gψ

 =

 m11 m12

m21 m22

 ∆gϕ

∆gψ

 =

 m11∆gϕ+m12∆gψ

m21∆gϕ+m22∆gψ


e então teremos

m11∆gϕ+m12∆gψ = m21∆gϕ+m22∆gψ,

o que nos diz que

0 = (m11 −m21)∆gϕ+ (m12 −m22)∆gψ,

considerando a = m11−m21 e b = m12−m22, onde não podem ser ambos nulos, pois M

é ortogonal e suas colunas seriam múltiplas uma da outra, uma contradição.

Teremos dois casos a serem analisados. Primeiramente suponha que a ou b nulo, por

exemplo a nulo. Então teremos que

0 = 0∆gϕ+ b∆ψ,

o que implica em ∆gψ = 0. Olhando para a equação (2.28), pode-se afirmar que

α(∆gϕ)2 + β∆gϕ 0− α 0 = 0 que implica em α(∆gϕ)2 = 0, ou seja, ∆gϕ = 0.

Da mesma forma quando x = −y, teremos

0 = (m11 +m21)∆gϕ+ (m12 +m22)∆gψ,

e seguem-se todas as consequências acima obtidas para x = y.

Portanto temos ∆gψ = ∆gϕ = 0 em ∂M .

A condição acima não é suficiente para obtermos uma contradição. Com o intuito de

aplicarmos o Teorema da Continuação Única, mostraremos que as condições de fronteira

juntamente com a condição acima nos levam a
∂

∂ν
∆gϕ =

∂

∂ν
∆gψ = 0 em ∂M .

Note que

∆gτψϕ = ∆g

(
(∆gψ∆gϕ− λψϕ+ 〈∇(∆gψ),∇ϕ〉

+〈∇ψ,∇(∆gϕ)〉)g − 2(d∆gψ ⊗ dϕ+ dψ ⊗ d∆gϕ)
)
.(2.29)
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Ao tomarmos g = T e sendo ∇∂ig = 0, fazendo uso do Lema 1.4, a equação (2.29) fica

∆gτψϕ =
(
∆g(∆gψ∆gϕ)− λ∆g(ψϕ) + ∆g(〈∇(∆gψ),∇ϕ〉)

+∆g(∇ψ,∇(∆gϕ)〉)
)
g − 2∆g(d∆gψ ⊗ dϕ)

−2∆g(dψ ⊗ d∆gϕ).(2.30)

Faremos uma breve análise de cada uma das parcelas de (2.30).

Na primeira parcela, temos:

(2.31) ∆g(∆gψ∆gϕ) = −λψ∆gϕ− λϕ∆gψ + 2〈∇(∆gψ),∇(∆gϕ)〉

e, na segunda,

(2.32) − λ∆g(ψϕ) = −λ(ψ∆gϕ+ ϕ∆gψ + 2〈∇ψ,∇ϕ〉).

Já na terceira parcela, usando o Lema 1.1 chegamos a

(2.33)

∆g(〈∇(∆gψ),∇ϕ〉) = 2Ric(∇∆gψ,∇ϕ)+2〈∇2∆gψ,∇2ϕ〉−λ〈∇ψ,∇ϕ〉+〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉.

Utilizando-se de argumentos totalmente análogos aos da parcela anterior, a quarta

parcela assumirá a forma abaixo

(2.34)

∆g(〈∇ψ,∇(∆gϕ)〉) = 2Ric(∇ψ,∇∆gϕ)+2〈∇2ψ,∇2∆gϕ〉−λ〈∇ψ,∇ϕ〉+〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉.

Finalmente, nas duas últimas parcelas basta tomarmos o Lema 1.3, e obteremos as

seguintes equações

(2.35) ∆g(d(∆gψ)⊗ dϕ) = ∆g(d(∆gψ))⊗ dϕ+ 2〈∇(d∆gψ),∇dϕ〉+ d(∆gψ)⊗∆g(dϕ)

e

(2.36) ∆g(dψ⊗ d(∆gϕ)) = ∆g(dψ)⊗ d(∆gϕ) + 2〈∇dψ,∇(d∆gϕ)〉+ dψ⊗∆g(d(∆gϕ)).

Logo, ao substituirmos (2.31) a (2.36) em (2.30), obtém-se

∆gτψϕ =
(
− 2λψ∆gϕ− 2λϕ∆gψ + 4〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉 − 4λ〈∇ψ,∇ϕ〉

+2〈∇2∆gψ,∇2ϕ〉+ 2〈∇2ψ,∇2∆gϕ〉+ 2Ric(∇∆gψ,∇ϕ)

+2Ric(∇ψ,∇∆gϕ)
)
g − 2

(
∆g(d∆gψ)⊗ dϕ+ 2〈∇(d∆gψ),∇dϕ〉

+d∆gψ ⊗∆gdϕ+ ∆gdψ ⊗ d∆gϕ+ 2〈∇dψ,∇(d∆gϕ)〉+ dψ ⊗∆g(d∆gϕ)
)
.(2.37)
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Pelo Lema 1.5, temos:

(2.38) d∆gψ⊗∆gdϕ = d∆gψ⊗ (d∆gϕ+RicTg (ϕ)) = d∆gψ⊗d∆gϕ+d∆gψ⊗RicTg (dϕ),

também verificamos

(2.39) ∆gdψ⊗d∆gϕ = (d∆gψ+RicTg (dψ))⊗d∆gϕ = d∆gψ⊗d∆gϕ+RicTg (dψ)⊗d∆gϕ.

A relação (2.37) assumirá, devido a (2.38) e (2.39), a seguinte forma

∆gτψϕ =
(
− 2λψ∆gϕ− 2λϕ∆gψ + 4〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉 − 4λ〈∇ψ,∇ϕ〉

+2〈∇2∆gψ,∇2ϕ〉+ 2〈∇2ψ,∇2∆gϕ〉+ 2Ric(∇∆gψ,∇ϕ)

+2Ric(∇ψ,∇∆gϕ)
)
g − 2

(
∆g(d∆gψ)⊗ dϕ+ 2〈∇(d∆gψ),∇dϕ〉

+2d∆gψ ⊗ d∆gϕ+ d∆gψ ⊗RicTg (dϕ) +RicTg (dψ)⊗ d∆gϕ

+2〈∇dψ,∇(d∆gϕ)〉+ dψ ⊗∆g(d∆gϕ)
)
.(2.40)

Como

S(d∆gψ ⊗ d∆gϕ) =
1

2
(d∆gψ ⊗ d∆gϕ+ d∆gϕ⊗ d∆gψ),

então

trS(d∆gψ ⊗ d∆gϕ) =
1

2
(〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉+ 〈∇∆gϕ,∇∆gψ〉)

= 〈∇∆gψ,∇∆gϕ〉.(2.41)

E dáı, sendo ϕ e ψ autofunções do problema de Dirichlet e ∆gϕ = ∆gψ = 0 em ∂M ,

temos que em ∂M vale

(2.42) ∇2ϕ = 0 e ∇(∆gϕ) = ∇ν(∆gϕ) =
∂

∂ν
(∆gϕ).

De forma análoga,

(2.43) ∇2ψ = 0 e ∇(∆gψ) = ∇ν(∆gψ) =
∂

∂ν
(∆gψ).

Juntando todos os fatos em (2.41),(2.42) e (2.43), e tomando o traço, podemos afirmar

que em ∂M , (2.40) poderá ser reescrita como

(2.44) tr∆gτψϕ

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)
∂

∂ν
(∆gψ)

∂

∂ν
(∆gϕ).
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Usando argumentos semelhantes, ainda podemos afirmar que

(2.45) tr∆gτϕϕ

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)[
∂

∂ν
(∆gϕ)]2,

e que

(2.46) tr∆gτψψ

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)[
∂

∂ν
(∆gψ)]2.

Além disso, aplicando o traço do Laplaciano em (2.25) temos

tr∆g[ατϕϕ + βS(τψϕ)− ατψψ] = 0,

que, mediante restrição a ∂M , nos fornece

(2.47) 4(n− 1)[α(
∂

∂ν
∆gϕ)2 + β(

∂

∂ν
∆gψ

∂

∂ν
∆gϕ)− α(

∂

∂ν
∆gψ)2]

∣∣∣
∂M

= 0,

ou seja,

(2.48) α(
∂

∂ν
∆gϕ)2 + β(

∂

∂ν
∆gψ

∂

∂ν
∆gϕ)− α(

∂

∂ν
∆gψ)2 = 0 em ∂M.

Isso nos diz que ou
∂

∂ν
∆gϕ = 0 ou

∂

∂ν
∆gψ = 0 em todo ponto de ∂M . Assim, como

∂

∂ν
∆gϕ = ∆gϕ = ϕ = 0 ou

∂

∂ν
∆gψ = ∆gψ = ψ = 0 em ∂M , logo pelo Prinćıpio da

Continuação Única temos que ϕ ≡ 0 em M ou ψ ≡ 0 em M , um absurdo.

Por fim, vamos analisar o caso em que a, b 6= 0. Sendo que a∆gϕ+ b∆gψ = 0, temos

∆g(aϕ + bψ) = 0. Tomando η = aϕ + bψ, então ∆gη = 0, onde η é uma autofunção do

Bilaplaciano. Da mesma forma, podemos definir uma função η̄ = aϕ− bψ de tal forma

que η̄ é ortogonal a η, ou seja,
∫
M
η · η̄dM = 0.

Considerando os funcionais análogos ao feito anteriormente teremos uma versão de

(2.28) para η e η̄ dada por

α(∆gη)2 + β(∆gη∆gη̄)− α(∆gη̄)2 = 0,

em que ∆gη = 0 em ∂M teremos α(∆gη̄)2 = 0 em ∂M o que nos dá ∆gη̄ = 0 em ∂M .

Observemos que como consequência de ∆gη = ∆gη̄ = 0 em ∂M , quando realizamos

procedimentos análogos aos de ϕ e ψ em (2.28) para η e η̄, obtemos

(2.49) ∆gτηη̄

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)
∂

∂ν
(∆gη)

∂

∂ν
(∆gη̄),
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o que nos fornece

(2.50) ∆gτηη

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)[
∂

∂ν
(∆gη)]2

e

(2.51) ∆gτη̄η̄

∣∣∣
∂M

= 4(n− 1)[
∂

∂ν
(∆gη̄)]2.

Com isso, adaptando (2.25) para η e η̄, temos

ατηη + βS(τηη̄)− ατη̄η̄ = 0

e portanto

tr∆g[ατηη + βτηη̄ − ατη̄η̄] = 0,

que mediante a restrição ao ∂M , nos fornece

(2.52) 4(n− 1)[α(
∂

∂ν
(∆gη))2 + β(

∂

∂ν
(∆gη)

∂

∂ν
(∆gη̄))− α(

∂

∂ν
(∆gη̄))2] = 0,

ou seja,

(2.53) α(
∂

∂ν
(∆gη))2 + β(

∂

∂ν
(∆gη)

∂

∂ν
(∆gη̄))− α(

∂

∂ν
(∆gη̄))2 = 0 em ∂M.

De (2.53) podemos afirmar que ou
∂

∂ν
(∆gη) = 0 ou

∂

∂ν
(∆gη̄) = 0 em todo ponto de

∂M .

Portanto, como
∂

∂ν
(∆gη) = ∆gη = η = 0 em ∂M ou

∂

∂ν
(∆gη̄) = ∆gη̄ = η̄ = 0 em

∂M , obtemos pelo Prinćıpio da Continuação Única que ou η ≡ 0 em M ou η̄ ≡ 0 em

M , um absurdo.

�

Com tal resultado em mãos faremos a demonstração dos Teoremas 2.1 e 2.2.

De fato, basta observar que já foi verificado que a famı́lia de operadores

A(g) = P−1
g ∆2

gPg é auto-adjunta e possui o mesmo espectro do operador Bilaplaci-

ano. Ao definirmos o funcional `
′

ψϕ(H) =
∫
M
ψ(A(g))′ϕdM é observado em (2.19) que

`′ψϕ(H) =
∫
M
ψ(∆2

g)
′ϕdM. Com isso, segue da Proposição 2.2 que A(g) satisfaz SAH2.

Portanto, conclúımos a demonstração dos Teoremas 2.1 e 2.2 usando os Teoremas A.2 e

A.3.
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Caṕıtulo 3

Famı́lia de Domı́nios

Neste caṕıtulo consideraremos uma famı́lia de operadores Bilaplacianos, cujo parâmetro

é o domı́nio de definição do operador. Os domı́nios considerados serão abertos limitados

em uma variedade Riemanniana. Em caso de domı́nios em variedades flat o análogo do

Teorema A.3 será demonstrado. Já em domı́nios em variedades quaisquer, estabelecemos

a simplicidade genérica dos autovalores.

Sejam T um espaço topológico e F ⊂ T tal que F = {x ∈ T /x possui propriedade P}.
Dizemos que P é uma propriedade genérica se F é um conjunto residual em T .

Passaremos a descrever a variedade de Banach separável que utilizaremos como con-

junto de parâmetros.

Seja Ω0 um domı́nio limitado com fronteira suave em M . Considere a coleção Σ de

todos os domı́nios Ω diferenciavelmente isotópicos a Ω0.

Considere agora espaço Cm(Ω0,M) das funções m-vezes continuamente diferenciáveis

até o bordo de Ω0. É bem conhecido na literatura que Cm(Ω0,M) possui estrutura de

variedade de Banach separável (vide [1]).

Nosso conjunto de parâmetros será X = {f ∈ Cm(Ω0,M)/ f é um Cm-difeomorfismo

sobre a imagem que preserva orientação e é isotópico a identidade }. Assim, tomando

f ∈ X tem-se que f(Ω0) = Ωf é um domı́nio com fronteira suave.

Agora, seja a aplicação D definida por

D : X −→ Σ dada por D(f) = Ωf .

É bem conhecido que D−1(Σ) é um subconjunto aberto e conexo por caminhos em
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X .

Desta forma, para cada f ∈ X consideraremos o operador ∆2
g : Ωf −→ L2(Ωf ) em

que g é a métrica em M . Note que os elementos da famı́lia de operadores acima não

estão definidos num mesmo espaço de funções. Para contornarmos essa situação, observe

que para todo f ∈ X os operadores ∆2
g definidos em Ωf e ∆2

f∗g definidos em Ω0, são

isoespectrais.

Contudo, os elementos da famı́lia de operadores ∆2
f∗g parametrizadas por f não são

auto-adjuntos em relação ao mesmo produto interno. Portanto será necessário fazer

as mesmas modificações feitas no Caṕıtulo 2 de métricas. O operador modificado será

definido por A(f)φ = P−1
f∗g∆

2
f∗gPf∗gφ.

A seguir justificaremos as afirmações acima.

Lembremos a noção de Pull-Back:

Dados T um 2-tensor covariante em N , p ∈M , e campos X, Y ∈ X(M), temos que

(f ∗T )(p)(X, Y ) := Tf(p)(dfpX, dfpY )

o que implica, no caso em que T = g0, em

(f ∗g0)(p)(X, Y ) = g0(dfpX, dfpY ).

Como g = f ∗g0, devemos obter que

f ∗g0(X, Y ) = g(X, Y ) =⇒ g0(dfpX, dfpY ) = g(X, Y ) =⇒ 〈dfpX, dfpY 〉g0 = 〈X, Y 〉g.

Em particular, quando X = Y , tem-se

||dfpX||2g0
= ||X||2g.

São dadas agora uma variedade Riemanniana (N, g) e duas aplicações suaves

f : M → N e ϕ : N → R, onde M é uma variedade com a mesma dimensão de

N , e cuja métrica é dada por ḡ = f ∗g.

Seja {ei} um referencial ḡ-geodésico em um ponto p ∈ M então {dfei} será g-

geodésico em f(p) ∈ N .

Logo, tem-se

ek(ϕ ◦ f)(p) = (dfek)(ϕ)(f(p))
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e

(3.1) ekek(ϕ ◦ f)(p) = dfek((dfek)(ϕ))(f(p)).

Ocorre ainda que, para quaisquer p ∈M e X ∈ X(M),

X(ϕ ◦ f)p = df(X)(ϕ)f(p)

X(X(ϕ ◦ f))p = df(X)(X(ϕ ◦ f))f(p) = df(X)(df(X)(ϕ))f(p).

Ao definirmos ϕ̄ := ϕ ◦ f e sendo ∇̄ e ∇ os gradientes de funções em M e N , teremos

g(df∇̄ϕ̄, dfei)f(p) = g(df(∇̄(ϕ ◦ f), dfei)f(p) = (f ∗g)(∇̄(ϕ ◦ f), ei)p

= ḡ(∇̄(ϕ ◦ f), ei)p = ei(ϕ ◦ f)p = dfp(ei)(ϕ)

= df(ei)(ϕ)f(p) = g(∇ϕ, df(ei))f(p).

Isto é,

(3.2) df(∇̄ϕ̄) = ∇ϕ.

De forma análoga, se ∆̄ e ∆ são os laplacianos de funções em M e N , respectivamente,

então a relação (3.1) implicará em

(3.3) ∆̄ϕ̄p = ∆ϕf(p).

Consequentemente,

(3.4) ∆̄2ϕ̄p = ∆2ϕf(p).

Portanto, considerando um domı́nio Ω0 ⊂ M , limitado com fronteira suave, os ope-

radores ∆2
g : H4∩H2

0 (Ωf ) −→ L2(Ωf ) e ∆2
f∗g : H4∩H2

0 (Ω0) −→ L2(Ω0) são isoespectrais

∀f ∈ X . Desta forma, a fim de demonstramos o análogo do Teorema 2.2 consideraremos

a famı́lia de operadores A(f) = P−1
f∗g∆

2
f∗gPf∗g, como foi feito no Caṕıtulo 2.

O fato de o conjunto das métricas obtidas pelo Pull-Back de uma métrica fixa

em M ser um espaço próprio no espaço das métricas sobre M indica que a prova do

Teorema 2.2 em tela é mais delicada.
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3.1 Variação do Domı́nio em Variedades Riemanni-

anas flat

Para esta seção assumiremos que M é uma variedade Riemanniana, flat e orientada.

Consideraremos domı́nios contidos em uma única carta de M . Seja Ω0 domı́nio em

M limitado com fronteira suave, contido em uma única carta de M . O espaço de

parâmetros X será definido pelas aplicações de Ω0 em M isotópicas à identidade que são

difeomorfismos sobre a imagem. É fácil ver que X é um aberto do espaço das funções

m vezes diferenciáveis que ”saem”de Ω0 e ”chegam”em Ω.

Nosso objetivo é provar que dada uma famı́lia de operadores A(f) = P−1
f∗g∆

2
f∗gPf∗g,

valem os seguintes

Teorema 3.1 O conjunto das f ∈ X para os quais o operador

∆2
g : H4 ∩ H2

0 (Ωf ) −→ L2(Ωf ) possui pelo menos um autovalor com multiplicidade

maior ou igual a 2 é de codimensão 2.

Teorema 3.2 Quaisquer dois domı́nios Ω0 e Ω1 em M podem ser ligados por uma curva

anaĺıtica Ωt tal que o espectro do operador ∆2
g : H4 ∩ H2

0 (Ωt) −→ L2(Ωt) é composto

apenas por autovalores simples, para todo 0 < t < 1.

Para demonstramos os Teoremas 3.1 e 3.2, basta verificarmos a hipótese forte de

Arnold, para famı́lia de operadores A(f).

Considere o campo V em Ω dado por p 7→ Vp :=
(
d
dt

∣∣∣
t=0
ft

)
(p).

Segue-se dáı que ft é o fluxo de V e que, para cada p ∈ Ω,

(3.5) (LV g)p := lim
t→0

f ∗t (gft(p))− gp
t

=

(
lim
t→0

gt − g0

t

)
p

=

(
d

dt

∣∣∣
t=0
gt

)
p

= Hp,

ou seja, que LV g = H. Logo

(3.6)
1

2
〈H, g〉 =

1

2
trLV g = divV.

Proposição 3.1 Seja Ω0 ⊂ M com as hipóteses acima. Sejam ϕi e ϕj autofunções

associadas ao autovalor λ para o problema,

 (∆2
g + λ)u = 0 em Ω0

∂

∂ν
u = u = 0 em ∂Ω0.
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O funcional `′ϕiϕj
para famı́lia de operadores A(f) é dado por

(3.7) `′ϕiϕj
(V ) = −

∫
∂Ω

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν)g(V, ν)dν.

Demonstração: Considerando
d

dt

∣∣∣
t=0
ft = V , sendo 〈g,H〉 = 2divV ,

〈dϕi ⊗ dϕj, H〉 = H(∇ϕi.∇ϕj) e usando a Proposição 2.1, obteremos∫
Ω

ϕi(∆
2
g(t))

′ϕjdΩ =

∫
Ω

〈−1

2
(∆gϕi∆gϕj + g(∇(∆gϕi),∇ϕj)

−λϕiϕj + g(∇ϕi,∇(∆gϕj)))g,H〉dΩ

+

∫
Ω

〈d∆gϕi ⊗ dϕj + dϕi ⊗ d∆gϕj, H〉dΩ

= −
∫

Ω

(∆gϕi∆gϕj + g(∇(∆gϕi),∇ϕj)

−λϕiϕj + g(∇ϕi,∇(∆gϕj)))divV dΩ

+

∫
Ω

(
H(∇(∆gϕi),∇ϕj) +H(∇ϕi,∇(∆gϕj))

)
dΩ.(3.8)

Como H =
d

dt

∣∣∣
t=0
f ∗t g = LV g, obteremos as seguintes afirmações:

(3.9)

H(∇(∆gϕi),∇ϕj) = (LV g)(∇(∆gϕi),∇ϕj) = g(∇∇(∆gϕi)V,∇ϕj) + g(∇∇ϕj
V,∇(∆gϕi)),

e também

(3.10)

H(∇ϕi,∇(∆gϕj)) = (LV g)(∇ϕi,∇(∆gϕj)) = g(∇∇ϕi
V,∇(∆gϕj)) + g(∇∇(∆gϕj)V,∇ϕi).

Assim, (3.8) fica da seguinte forma∫
Ω

ϕi(∆
2
g(t))

′ϕjdΩ = −
∫

Ω

(
∆gϕi∆gϕj + g(∇(∆gϕi),∇ϕj)

−λϕiϕj + g(∇ϕi,∇(∆gϕj))
)
divV dΩ

+

∫
Ω

(
g(∇∇(∆gϕi)V,∇ϕj) + g(∇∇ϕj

V,∇(∆gϕi))

+g(∇∇ϕi
V,∇(∆gϕj)) + g(∇∇(∆gϕj)V,∇ϕi)

)
dΩ.(3.11)

Agora, usando (1.6), vamos calcular separadamente as quatro últimas parcelas de (3.11):

g(∇∇(∆gϕi)V,∇ϕj) = div(g(V,∇ϕj)∇(∆gϕi)) + λϕig(V,∇ϕj)

−∇2ϕj(V,∇(∆gϕi));(3.12)
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g(∇∇ϕj
V,∇(∆gϕi)) = div(g(V,∇(∆gϕi))∇ϕj)− g(V,∇(∆gϕi))∆gϕj

−∇2(∆gϕi)(V,∇ϕj);(3.13)

g(∇∇ϕi
V,∇(∆gϕj)) = div(g(V,∇ϕi)∇∆gϕj)− g(V,∇(∆gϕj))∆gϕi

−∇2(∆gϕj)(V,∇ϕi);(3.14)

g(∇∇(∆gϕj)V,∇ϕi) = div(g(V,∇∆gϕj)∇ϕi) + λϕjg(V,∇ϕi)

−∇2ϕi(V,∇(∆gϕj)).(3.15)

Nas primeiras parcelas de (3.11), faremos uso das propriedades de divergência e obtere-

mos:

−∆gϕi∆gϕjdivV = −div(∆gϕi∆gϕjV ) + ∆gϕig(∇(∆gϕj), V )

+∆gϕjg(∇(∆gϕi), V );(3.16)

−g(∇(∆gϕi),∇ϕj)divV = −div(g(∇(∆gϕi),∇ϕj)V ) +∇2∆gϕi(∇ϕj, V )

+∇2ϕj(∇(∆gϕi), V );(3.17)

(3.18) λϕiϕjdivV = λdiv(ϕiϕjV )− λϕig(∇ϕj, V )− λϕjg(∇ϕi, V );

−g(∇ϕi,∇(∆gϕj))divV = −div(g(∇ϕi,∇(∆gϕj))V ) +∇2ϕi(∇(∆gϕj), V )

+∇2∆gϕj(∇ϕi, V ).(3.19)

Pelo Teorema da Divergência e pelas condições de bordo do problema de Dirichlet,

temos:

−
∫

Ω

div(∆gϕi∆gϕjV )dΩ = −
∫
∂Ω

∆gϕi∆gϕjg(V, ν)dν

= −
∫
∂Ω

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν)g(V, ν)dν;(3.20)

(3.21) −
∫

Ω

div(g(∇(∆gϕi),∇ϕj)V )dΩ = −
∫
∂Ω

g(∇(∆gϕi),∇ϕj)g(V, ν)dν = 0;

(3.22) λ

∫
Ω

div(ϕiϕjV )dΩ = λ

∫
∂Ω

ϕiϕjg(V, ν)dν = 0;
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(3.23) −
∫

Ω

div(g(∇ϕi,∇(∆gϕj))V )dΩ = −
∫
∂Ω

g(∇ϕi,∇(∆gϕj))g(V, ν)dν = 0;

(3.24)

∫
Ω

div(g(V,∇ϕj)∇(∆gϕi))dΩ =

∫
∂Ω

g(V,∇ϕj)g(∇(∆gϕi), ν)dν = 0;

(3.25)

∫
Ω

div(g(V,∇(∆gϕi))∇ϕj)dΩ =

∫
∂Ω

g(V,∇(∆gϕi))g(∇ϕj, ν)dν = 0;

(3.26)

∫
Ω

div(g(V,∇(∆gϕj))∇ϕi)dΩ =

∫
∂Ω

g(V,∇(∆gϕj))g(∇ϕi, ν)dν = 0;

(3.27)

∫
Ω

div(g(V,∇ϕi)∇(∆gϕj))dΩ =

∫
∂Ω

g(V,∇ϕi)g(∇(∆gϕj), ν)dν = 0.

Tomando as equações (3.12) a (3.19), integrando sobre Ω e levando em consideração

as afirmações de (3.20) a (3.27), então podemos concluir que (3.11) ficará sob a seguinte

forma:

(3.28)

∫
Ω

ϕi(∆
2
g(t))

′ϕjdΩ = −
∫
∂Ω

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν)g(V, ν)dν.

Portanto, segue de (2.19) o resultado desejado.

�

Agora, o passo final para concluirmos a demonstração dos Teoremas 3.1 e 3.2 é

mostrar que os funcionais `′ϕϕ − `′ψψ e `′ϕψ são linearmente independentes. O próximo

lema é o ingrediente chave na demostração.

Lema 3.1 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana flat de dimensão n e Ω um

domı́nio limitado contido numa carta em M . Seja λ um autovalor associado ao ope-

rador Bilaplaciano de multiplicidade m > 1, para o qual todas autofunções u satisfazem

∆gu = 0 em ∂Ω.

Então, para cada campo coordenado ∂i, com i = 1, . . . , n, ∂iu será autofunção do

Bilaplaciano associada a λ e, além disso ∂
∂ν

∆gu = 0 em ∂Ω.

Demonstração: De fato, sendo u uma autofunção do Bilaplaciano satisfazendo o pro-

blema acima, então podemos afirmar que em ∂Ω vale ∇u = ∇∂Ωu +
∂u

∂ν
ν = 0. Além

disso, como 0 = ∆gu = ∆∂Ωu−n
∂u

∂ν
H+∇2u(ν, ν), segue que∇2u(ν, ν) = 〈∇ν∇u, ν〉 = 0
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em ∂Ω, argumento este válido pelo caráter pontual de ∇2u, i.e., ∇ν∇u só depende dos

valores de ∇u ao longo das trajetórias de ν e ∇u = 0 em ∂Ω.

Agora, levando em consideração as condições de bordo do problema de Dirichlet e

tomando X, Y ∈ X(∂Ω), podemos afirmar que

〈∇u, ν〉 = 0 =⇒ X〈∇u, ν〉 = 0 =⇒ 〈∇X∇u, ν〉+ 〈∇u,∇Xν〉 = 0

=⇒ ∇2u(X, ν) = 0 em ∂Ω.(3.29)

Por outro lado,

∇2u(X, Y ) = Y (〈∇u,X〉)− 〈∇u,∇XY 〉.

Como Y 〈∇u,X〉 = 0 e∇u = 0 em ∂Ω, segue que∇2(X, Y ) = 0 em ∂Ω, ∀ X, Y ∈ X(∂Ω).

Portanto, ∇2u = 0 em todo o ∂Ω.

Como por hipótese M é flat, então ∀f ∈ C∞(M) teremos que ∆g∂if = ∂i∆gf , o

que nos fornece ∂i((∆
2
g + λ0)u) = (∆2

g + λ0)∂iu em Ω.

Além disso, como ∇u = 0 em ∂Ω, então ∂iu = 0 em ∂Ω.

Agora, observando que ∇u = 0 em ∂Ω, tem-se:

∂

∂ν
(∂iu) = ν(〈∇u, ∂i〉) = 〈∇ν∇u, ∂i〉 = ∇2u(ν, ∂i),

dáı vale que
∂

∂ν
(∂iu) = 0 em ∂Ω.

Pelo que foi mostrado ∂iu é uma autofunção do Bilapalaciano associada a λ, e por

hipótese, o Laplaciano de toda autofunção é nulo em ∂Ω, logo ∆g(∂iu) = 0 em ∂Ω.

Por ultimo, pelo fato de a variedade ser flat, segue que ∂i∆gu = ∆g∂iu = 0 em ∂Ω.

Em particular, ∂
∂ν

∆gu = 0 em ∂Ω.

�

Proposição 3.2 Seja λ um autovalor com multiplicidade m > 1. Então os funcionais

lineares `′ϕϕ − `′ψψ e `′ϕψ são linearmente independentes.

Demonstração: Para demonstramos tal afirmação, vamos supor que existem α e

β, sem que ambos sejam nulos e tal que vale a igualdade abaixo

α(`′ϕϕ − `′ψψ) + β`′ϕψ = 0.
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Usando a definição de 3.7 na equação acima, devemos ter

α
(
−
∫
∂Ω

(∇2ϕ(ν, ν))2g(V, ν)dν +

∫
∂Ω

(∇2ψ(ν, ν))2g(V, ν)dν
)

−β
∫
∂Ω

∇2ϕ(ν, ν)∇2ψ(ν, ν)g(V, ν)dν = 0.

Ou seja,

(3.30)

∫
∂Ω

(
α((∇2ψ(ν, ν))2 − (∇2ϕ(ν, ν))2)− β∇2ϕ(ν, ν)∇2ψ(ν, ν)

)
g(V, ν)dν = 0.

Como (3.30) é um produto interno em L2(∂Ω), isso nos diz que

(3.31) α
(
(∇2ψ(ν, ν))2 − (∇2ϕ(ν, ν))2

)
− β∇2ϕ(ν, ν)∇2ψ(ν, ν)

é ortogonal a g(V, ν); V ∈ X(∂Ω). Além do mais, o conjunto

{g(V, ν)/V ∈ X(∂Ω)} ⊂ L2(∂Ω) é denso em L2(∂Ω). Assim, (3.31) é nula em Ω.

Lembrando que ∆gϕ = ∇2ϕ(ν, ν) em ∂Ω, teremos

(3.32) α(∆gψ)2 − β(∆gϕ∆gψ)− α(∆gϕ)2 = 0.

Agora, faremos uma análise da forma quadrática em (3.32). A forma matricial de (3.32)

é dada por

[∆gψ ∆gϕ]

 α −β
2

−β
2
−α


 ∆gψ

∆gϕ

 = 0.

Diagonalizando, temos

(A) : [x y]

 c 0

0 −c

 x

y

 = 0,

onde

(B) :

 x

y

 = M

 ∆gψ

∆gϕ


em que M é a matriz ortogonal e c é não nulo. Assim, em (A) devemos ter c(x2−y2) = 0,

ou seja, c(x− y)(x + y) = 0. Temos dois casos a considerar, a situação em que x = y e

a outra na qual x = −y. Para o caso em que x = y, usando (B), devemos ter

M

 ∆gψ

∆gϕ

 =

 m11 m12

m21 m22

 ∆gψ

∆gϕ

 =

 m11∆gψ +m12∆gϕ

m21∆gψ +m22∆gϕ


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o que implica em

m11∆gψ +m12∆gϕ = m21∆gψ +m22∆gϕ,

o que nos diz ainda que

0 = (m11 −m21)∆gψ + (m12 −m22)∆gϕ,

considerando a = m11−m21 e b = m12−m22, onde ambos não podem ser nulos, pois M

é ortogonal e suas colunas seriam múltiplas uma da outra, uma contradição.

Caso a ou b se anulem, por exemplo b nulo, então teremos que 0 = 0 ∆gϕ+ a∆gψ, o

que implica em ∆gψ = 0.

Olhando para a equação (3.32), pode-se afirmar que

(3.33) α 0− β(∆gϕ 0)− α(∆gϕ)2 = 0

o que implica em

α(∆gϕ)2 = 0 =⇒ ∆gϕ = 0.

Da mesma forma quando x = −y, teremos

0 = (m11 +m21)∆gψ + (m12 +m22)∆gϕ,

e seguem-se todas as afirmações acima obtidas para x = y.

Como consequência de ∆gϕ = ∆gψ = 0 em ∂Ω, pode-se concluir do Lema 3.1, que
∂

∂ν
∆gϕ ≡ 0 em ∂Ω ou

∂

∂ν
∆gψ ≡ 0 em ∂Ω.

Portanto, pelo Prinćıpio da Continuação Única, temos que ϕ ≡ 0 em M ou ψ ≡ 0

em M , um absurdo.

�

3.2 Famı́lia de Domı́nios em Variedades Riemanni-

anas Quaisquer

Nesta seção consideraremos domı́nios limitados quaisquer com fronteira suave em uma

variedade Riemanniana qualquer. Sob estas hipóteses não foi posśıvel mostrar o

Lema 3.1 , comprometendo assim a verificação da hipótese forte de Arnold para a famı́lia
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de operadores Bilaplacianos parametrizados por uma famı́lia de domı́nios numa varie-

dade Riemanniana qualquer.

O objetivo desta seção será o de mostrar a simplicidade genérica dos autovalores

associados ao operador Bilaplaciano sobre domı́nios numa variedade Riemanniana qual-

quer.

Como definimos no ińıcio do caṕıtulo, nosso espaço de parâmetros é

X = {f ∈ Cm(Ω0,M)/ f é um Cm-difeomorfismo sobre a imagem que preserva ori-

entação e é isotópico a identidade }.

Teorema 3.3 O conjunto das f ∈ X para os quais o espectro do operador

∆2
g : H4 ∩H2

0 (Ωf ) −→ L2(Ωf ) é todo simples é genérico (residual) em X .

A demosntração do teorema seguirá as mesmas linhas do Exemplo 4.4 em [6]. As

curvas de autovalores e autofunções associadas terão um papel fundamental em nossos

argumentos.

Tome uma famı́lia ft anaĺıtica de difeomorfismos de Ω, que preserva orientação onde

f0 é a identidade, e ainda um autovalor λ de multiplicidade m para o Bilaplaciano.

Seja gt = f ∗t g uma famı́lia de métricas em Ω. Pelo que foi comentado anteriormente,

se {ek} é um referencial gt-geodésico em p ∈ Ω, então {dftek} é um referencial g-geodésico

em ft(p) ∈ Ωt e assim escrevemos, de forma análoga a (3.1),

(3.34) ekek(φi(t) ◦ ft)(p) = dftek((dftek)(φi(t))(ft(p))).

Para cada i = 1, . . . , k, sejam φi(t) e λi(t) como obtidos na Proposição B.1.

Definindo φ̄i(t) := φi(t) ◦ ft, teremos

(3.35) ∆2
g(φ̄i(t)) := ∆g(∆gφ̄i(t)).

Vale ressaltar que na famı́lia de difeomorfismos em questão

(Ω, gt)
ft→ (Ωt, g),

na variedade da esquerda é a métrica que varia, enquanto que na variedade a direita o

domı́nio é quem está variando.

Os gradientes de funções em (Ω, gt) e em (Ωt, g), são denotados por ∇̄ e ∇ respecti-

vamente.
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Como a relação (3.1) implica em (3.3), então a relação (3.34) implicará em

(3.36) ∆̄(φ̄i(t))p = ∆(φi(t))ft(p).

Logo, a relação (3.35) nos dá

∆2
g(φ̄i(t))p := ∆̄g(∆̄g(φ̄i(t))p)p = ∆(∆(φi(t))ft(p))ft(p)

= ∆2(φi(t))ft(p) = (−λi(t)φi(t))ft(p)

= −λi(t)(φi(t) ◦ ft)p = −λi(t)φ̄i(t)p.

Além disso, se p ∈ ∂Ω então ft(p) ∈ ∂Ωt para todo t, e portanto

φ̄i(t)p = (φi(t) ◦ ft)(p) = (φi(t))(ft(p)) = 0

pois, pela hipótese da Proposição (B.1), φi(t) = 0 em ∂Ω.

Por outro lado,

〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ω,gt) =

∫
Ω

φ̄i(t)φ̄j(t)dM ◦ dft =

∫
Ω

(φi(t)φj(t))(ft)det(dft)dM

=

∫
ft(Ω)

φi(t).φj(t)dMg = 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ωt,g) = δij

O que implica que para φ̄i(t) = φi(t) ◦ ft teremos 〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ωt,g) = δij, ∀t, e

(3.37)

 −∆2
gφ̄i(t) = λi(t)φ̄i(t) em Ω

∂φ̄i
∂ν

= φ̄i(t) = 0 em ∂Ω.

Isso significa que os λi(t)
′s, autovalores de ∆2

t associados às autofunções φi(t) em Ωt,

são também autovalores de ∆2
g associados às autofunções φ̄i(t) em Ω, no problema de

Dirichlet. Sendo assim, o problema em questão envolvendo a variação do domı́nio se

reduz ao caso de que trata da variação da métrica.

No resultado a seguir, provaremos uma fórmula explicita para a derivada de autova-

lores múltiplos para o Bilaplaciano.

Proposição 3.3 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e Ω um domı́nio limitado

com fronteira suave. Tome um autovalor λ do Bilaplaciano com multiplicidade m > 1.

Se ft é uma famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos, então existem m famı́lias anaĺıticas de
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autofunções φi(t) e m famı́lias anaĺıticas de λi(t) de autovalores cuja derivada é dada

por

λ′iδij =

∫
∂Ω

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν)g(V, ν)dν,

onde V = d
dt

∣∣∣
t=0
ft e λ′i = d

dt

∣∣∣
t=0

(λi(t)), ∀i, j = 1, . . . ,m.

Demonstração: Como visto antes, uma famı́lia de operadores

∆2
g : H4 ∩ H2

0 (Ωft) −→ L2(Ωft) é isoespectral à famı́lia de operadores

∆2
f∗t g

: H4 ∩H2
0 (Ω0) −→ L2(Ω0). Desta forma, a Proposição (B.1) garante a existência

das famı́lias anaĺıticas de autofunções e autovalores associados ao operador ∆2
g(t).

Considerando a equação −∆2
g(t)ϕ̄j(t) = λ(t)ϕ̄j(t) e derivando em relação a t em t = 0

devemos ter

d

dt

∣∣∣
t=0

(−∆2
g(t)ϕ̄j) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(λi(t)ϕ̄j(t))

−(∆2
g(t))

′ϕ̄j −∆2
gϕ̄
′
j = λ′iϕ̄j + ϕ̄′jλ

−
∫

Ω

(ϕ̄i(∆
2
g(t))

′ϕ̄j + ϕ̄i∆
2
gϕ̄
′
j)dΩ =

∫
Ω

(λ′iϕ̄iϕ̄j + λϕ̄iϕ̄
′
j)dΩ

= λ′i

∫
Ω

ϕ̄iϕ̄jdΩ−
∫

Ω

ϕ̄′j∆
2
gϕ̄idΩ.(3.38)

então

(3.39) λ′iδij = −
∫

Ω

ϕ̄i(∆
2
g(t))

′ϕ̄jdΩ.

O resultado segue da Proposição 3.1.

�

Lema 3.2 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa, ft : Ω −→ (M, g) uma

famı́lia real de difeomorfismos (Ωt = ft(Ω)) e Ω um domı́nio limitado de M . Suponha

φt uma famı́lia de autofunções associadas ao autovalor λ(t) de multiplicidade m > 1 do

problema  (∆2
g + λ(t))φt = 0 em Ωt

∂

∂νt
φt = φt = 0 em ∂Ωt.

Onde φ0 ∈ Ker(∆2
g + λ0), φ0 =

∑m
i=1 ciφi, m(λ0) = m > 1, φt e λ(t) diferenciáveis

em t.
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Então φ̇ =
∂

∂t
φ satisfaz

(∆2
g + λ0))φ̇0 + λ̇φ0 = 0 em Ω

φ̇0 = 0 em ∂Ω
∂

∂ν0

φ̇0 = −〈V, ν0〉∆gφ0 em ∂Ω

Demonstração: Lembre que f(0, ·) = idΩ, e que
d

dt

∣∣∣
t=0
f(t, x) = V (x) ∈ X(M). Far-

se-á, ainda, a identificação Ω0 = Ω.

Considere a equação

(3.40) (∆2
g + λ(t))φt = 0,

que fornece

(3.41) 0 =
d

dt

∣∣∣
t=0

(∆2
g + λ(t))φt = λ̇φ0 + (∆2

g + λ0)φ̇0.

Dado x ∈ ∂Ω, então ft(x) ∈ ft(∂Ω). Com isso, φt(ft(x)) = 0.

Assim,

(3.42) 0 =
d

dt

∣∣∣
t=0
φt(ft(x)) =

∂

∂t
φt

∣∣∣
t=0

+ (LV φt)
∣∣∣
t=0

= φ̇0 + 〈V,∇φ0〉.

Pelas condições de fronteira, teremos ∇φ0 = 0 em ∂Ω. Dáı, φ̇0 = 0 em ∂Ω.

Analogamente, ∀x ∈ ∂Ω tem-se que φt(ft(x)) = 0, consequentemente, 0 =
∂

∂νt
φt(ft(x))

em ∂Ω, o que implica em

0 =
d

dt

∣∣∣
t=0

( ∂

∂νt
φt(ft(x))

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

(
f ∗t

∂

∂νt
φt

)
=

∂

∂t

∣∣∣
t=0

( ∂

∂νt
φt

)
+ LV

( ∂

∂ν0

φ0

)
= 〈ν̇0,∇φ0〉+ 〈ν0,∇φ̇0〉+ LV

( ∂

∂ν0

φ0

)
= 〈ν̇0,∇φ0〉+ 〈ν0,∇φ̇0〉+ V (〈ν0,∇φ0〉)

=
∂

∂ν0

φ̇0 + 〈∇V ν0,∇φ0〉+ 〈ν0,∇V∇φ0〉

=
∂

∂ν0

φ̇0 +∇2φ0(V, ν0).(3.43)
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Note que

∇2φ0(V, ν0) = ∇2φ0(V > + V ⊥, ν0) = ∇2φ0(V >, ν0) +∇2φ0(V ⊥, ν0)

= ∇2φ0(〈V, ν0〉ν0, ν0) = 〈V, ν0〉∇2φ0(ν0, ν0) em ∂Ω.(3.44)

Como ∇2φ0(ν, ν) = ∆gφ0 em ∂Ω, então
∂φ̇0

∂ν0

= −〈V, ν0〉∆gφ0 em ∂Ω. �

Proposição 3.4 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e Ω um domı́nio

suave e limitado. Considere um autovalor λ associado ao operador Bilaplaciano de

multiplicidade m > 1. Para cada V ∈ X(U), onde Ω ⊂ U , com U aberto de M , tome

ft : Ω −→ (M, g) uma famı́lia diferenciável de difeomorfismos (Ωt = ft(Ω)) tal que

f0 = idΩ e
d

dt

∣∣∣
t=0
ft = V . Considere uma famı́lia φi(t) de autofunções associadas à

famı́lia de autovalores λi(t), ∀ i = 1, . . . ,m, do problema de Dirichlet (∆2
g + λ(t))φt = 0 em Ωt

∂

∂νt
φt = φt = 0 em ∂Ωt.

Então λ′i(t), ∀i = 1, . . . ,m, não podem ser nulas para toda famı́lia de difeomorfismos.

Demonstração: Temos pela Proposição 3.3 que

(3.45) λ′i(t)δij =

∫
∂Ωt

(
∇2φi(νt, νt)∇2φj(νt, νt)

)
〈V, ν〉dν,

∀ i, j = 1, . . . ,m, ∀ V ∈ X(U), ∂Ω ⊂ U, U ⊂M aberto.

Suponha que

(3.46)

∫
∂Ωt

(
∇2φi(νt, νt)∇2φj(νt, νt)

)
〈V, ν〉dν = 0,

o que implicará em ∇2φi(νt, νt)∇2φj(νt, νt) = 0, isso nos diz que ou ∇2φi = 0 em ∂Ωt

ou ∇2φj = 0 em ∂Ωt. Juntando tal fato ao Lema 3.2, temos em t = 0,
(∆2

g + λ0)φ̇0 + λ̇φ0 = 0 em Ω

φ̇0 = 0 em ∂Ω
∂

∂ν0

φ̇0 = 0 em ∂Ω,

o que nos diz que φ̇ ∈ Ker(∆2
g + λ0).
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Com isso, pode-se afirmar que

(3.47) ∇2φ̇(ν, ν) =
m∑
j=1

cj∇2φj(ν, ν) = 0 em ∂Ω.

Portanto para qualquer domı́nio Ω̃ próximo a Ω, devemos ter λ(Ω) = λ(Ω̃). A ideia é

mostrar que existe uma base de autofunções que não depende de pequenas perturbações

de Ω.

Afirmação: Existe uma famı́lia diferenciável ψ(t) de autofunções associadas ao autovalor

λ0 do operador Bilaplaciano em Ωt tal que ψ̇(t) = 0 em Ωt.

Com efeito, tome ψ(t) =
∑m

j=1 cj(t)φj(t).

Assim,

0 =
d

dt
ψ(t) =

m∑
j=1

ċj(t)φj(t) +
m∑
j=1

cj(t)φ̇j(t)

=
m∑
i=1

ċi(t)φi(t) +
m∑
j=1

cj(t)
m∑
i=1

aij(t)φi(t)

=
m∑
i=1

(ċi(t) +
m∑
j=1

aij(t)cj(t))φi(t).

Como as φ′is são linearmente independentes, então tem-se que

(3.48)
m∑
i=1

(
ċi(t) +

m∑
j=1

aij(t)cj(t)
)

= 0,∀i = 1, . . . ,m.

Portanto, para a famı́lia ψ(t) satisfazer a condição ψ̇(t) = 0 em Ωt, as funções cj(t)

devem satisfazer a equação (3.48).

Tomando ψk(t) =
∑m

j=1 c
k
j (t)φj(t) e considerando as condições iniciais das soluções

em (3.48),

c1(0) = (1, 0, . . . , 0), c2(0) = (0, 1, . . . , 0), . . . , cm(0) = (0, 0, . . . , 1).

Fazendo com que a ψk(t) coincida com φk em t = 0, temos que, para t suficientemente

pequeno, ψk(t)
′s são linearmente independentes.

Agora, tome V (x) suficientemente próximo ao normal exterior ao bordo de Ω. Seja

ft o fluxo gerado por V (x), ∂Ωt = ft(∂Ω). Então o conjunto U =
⋃
−δ<s<0 ∂Ω(s) ⊂ Ω é

aberto para δ suficientemente pequeno. Para todo y ∈ U temos y ∈ ∂Ω(s) para algum
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s, o que implica em 0 = ψk(s)(y) = ψk(0)(y), portanto as ψk(0) são identicamente nulas

em U . Pelo prinćıpio da Continuação Única ψk é identicamente nula em todo o Ω.

�

Teorema 3.4 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e Ω um domı́nio limitado em

M . Seja λ um autovalor do Bilaplaciano para o problema de Dirichlet com multiplicidade

m > 1. Então existe um difeomorfismo f em uma vizinhança Cr, 1 ≤ r < ∞, da

identidade idΩ, tal que os autovalores λ(g) próximos a λ são todos simples.

Demonstração: Primeiramente lembre que se a multiplicidade dos autovalores não

muda com a famı́lia de difeomorfismos, a existência das curvas diferenciáveis de auto-

funções e autovalores é garantida. Observa-se ainda que nesta situação a Proposição 3.3

continua válida retirando-se a hipótese de analiticidade.

Seja λ um autovalor de multiplicidade m > 1. Para efeito de demonstração basta

supormos que ao tomarmos qualquer perturbação de Ω por difeomorfismos, a multipli-

cidade de λ não pode ser reduzida e dáı ocorrerá uma contradição, pois teŕıamos

(3.49)

∫
∂Ω

(
∇2ϕi(ν, ν)

)2

g(V, ν)dν =

∫
∂Ω

(
∇2ϕj(ν, ν)

)2

g(V, ν)dν.

Sendo assim, suponha ϕi e ϕj duas autofunções distintas associadas ao autovalor λ.

Da Proposição 3.3 juntamente com a hipótese acima, pode-se afirmar que

(3.50)

∫
∂Ω

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν)g(V, ν)dν = 0.

Como (3.50) é um produto interno em L2(∂Ω), então pode-ser dizer que

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν) é ortogonal a g(V, ν), V ∈ X(∂Ω). Além disso,

{g(V, ν)/ V ∈ X(∂Ω)} ⊂ L2(∂Ω) é denso em L2(∂Ω), então por (3.50) e (3.49) tem-

se

∇2ϕi(ν, ν)∇2ϕj(ν, ν) = 0 e(
∇2ϕi(ν, ν)

)2 −
(
∇2ϕj(ν, ν)

)2
= 0(3.51)

em ∂Ω.

Assim, teremos ∇2ϕi(ν, ν) = 0 em ∂Ω.

Consequentemente, a derivada do autovalor é identicamente nula, o que não pode

ocorrer pela Proposição 3.4.
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É bem conhecido que o conjunto X = {f ∈ Cm(Ω0,M)/ f é um Cm-difeomorfismo

sobre a imagem que preserva orientação e é isotópico a identidade } é uma varie-

dade afim de um espaço de Banach. Desta forma, usando argumentos análogos aos do

Teorema 3.4, podemos enunciar o Corolário 3.1 a seguir.

Corolário 3.1 Dado um domı́nio limitado Ω em uma variedade Riemanniana (M, g),

o subconjunto dos difeomorfismos D ⊂ X tais que todos os autovalores do operador

Bilaplaciano são simples, é residual.
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Caṕıtulo 4

Variedades de Rotação

Neste caṕıtulo estudaremos a situação genérica dos autovalores do Laplaciano numa

famı́lia de hipersuperf́ıcies de rotação do espaço vetorial Rn+1. Como veremos a seguir

não poderemos esperar que todos os seus autovalores sejam simples. Em verdade suas

multiplicidades são determinadas a partir dos autovalores do Laplaciano na esfera Sn−1.

A famı́lia de hipersuperf́ıcies de rotação a ser considerada aqui será parametrizada

pela curva perfil. A fim de aplicarmos a teoria desenvolvida no caṕıtulo 2 para famı́lia

de métricas, faremos uso do fato da métrica natural induzida na superf́ıcie de rotação

ser dada sob a forma gR = dx2 + R2(x)dθ2 em que R(x) é a função perfil. Desta forma

nossa famı́lia de parâmetros é o subconjunto do espaço das métricas como nos casos

anteriores.

Os autovalores do Laplaciano na esfera Sn−1 são dados por µk = k(n+ k− 2) e suas

multiplicidades dadas pela dimensão dos esféricos harmônicos de grau k denotados por

H̃k.

O principal teorema deste caṕıtulo é

Teorema 4.1 O conjunto das R ∈ X para os quais a multiplicidade dos autovalores λk

do operador ∆gR : H2 ∩H1
0 (ΣR) −→ L2(ΣR) é dimH̃k é genérico (residual) em X .

4.1 Sobre Hipersuperf́ıcies de Rotação

As hipersuperf́ıcies de rotação no R3 são dadas pela rotação de curvas simples planares

em torno de um eixo. Essa noção tem uma extensão natural para hipersuperf́ıcies de
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rotação no Rn+1, conforme veremos agora.

Definição 4.1 Uma hipersuperf́ıcie de rotação compacta Σ de dimensão n no espaço

Rn+1 = {(x; z) : x ∈ R; z ∈ Rn} é obtida rotacionando uma curva plana

z1 = R(x) sobre o eixo x, em que R é não negativa e intercepta o eixo x ortogonal-

mente em R(−1) = R(1) = 0, Σ = {(x, z) : |z| = R(x)}.

Figura 4.1: Hypersuperf́ıcie de Rotação

A métrica Riemanniana induzida em Σ pela métrica ambiente é dx2 + R2(x)dθ2 em

um conjunto aberto e denso de Σ, onde dθ2 é a métrica canônica na esfera. Mais precisa-

mente, Σ − {(−1, 0); (1, 0)} com a métrica acima é isométrico a

Mn = (−1, 1) ×R Sn−1. Note que Σ possui o grupo SO(n) contido no conjunto de

suas isometrias.

O Laplaciano nesta métrica toma a forma

(4.1) ∆Σ =
1

Rn−1

∂

∂x

(
Rn−1 ∂

∂x

)
+

1

R2
∆Sn−1 ,

onde ∆Sn−1 é o Laplaciano sobre a esfera unitária Sn−1.

Como podemos observar a métrica de Σ a menos de dois pontos é dada por uma

métrica warped. Desta forma, podemos calcular o ∆Σ usando a teoria de produtos

warped. Sobre noções básicas de produto warped ver [12].
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O espectro de Sn−1 com a métrica canônica é o conjunto formado por µk = k(n+k−2),

k ≥ 0 e o autoespaço associado a µk é o conjunto dos esféricos harmônicos de grau k

que será denotado por H̃k.

Pode-se mostrar que L2(Σ) =
⊕

k Lk, em que Lk ' L2(dx)⊗ H̃k, (vide [5]). É fácil

ver que o ∆Σ deixa os espaços Lk invariantes. As autofunções de ∆Σ são dadas por

φ(x, θ) = f(x)`k(θ), `k ∈ H̃k e f é uma autofunção do operador de Sturm-Liouville.

Segue de (4.1) que

(4.2) Lµkf =
1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f)− f 1

R2
µk.

De fato, considere uma autofunção da forma φ = f`, com f ∈ C∞(−1, 1) e ` ∈ H̃k,

uma autofunção e λ um autovalor de ∆Σ, então podemos afirmar que

(∆Σ + λ)φ =
( 1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
) +

1

R2
∆Sn−1 + λ

)
f`

= `
1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f) + f

1

R2
∆Sn−1`+ λf`.(4.3)

O que implica em

(∆Σ + λ)f` = `
( 1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f)− f 1

R2
µk + λf

)
= `(Lµk + λ)f.(4.4)

Levando em consideração a análise feita acima, o problema de determinar o espectro

de uma hipersuperf́ıcie de rotação se reduz a determinar o espectro do operador de

Sturm-Liouville, com as condições de fronteira f(−1) = f(1) = 0.

Alguns fatos importantes precisam ser mencionados neste momento. De acordo com

o exposto podemos notar que o conjunto dos autovalores distintos (sem levar em con-

sideração sua multiplicidades) de ∆Σ é a união dos autovalores do operador Lµk com

k ∈ Z∗. Além disso, a multiplicidade de um autovalor λk do operador ∆Σ, e portanto

autovalor de Lµk para algum k, é pelo menos dimH̃k.

Mais precisamente as multiplicidades dos autovalores λ de ∆Σ são do tipo

m =
d∑
i=1

mµki
dimH̃ki ,

em que mµki
é a multiplicidade de λ visto como autovalor de Lµki .
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Nosso objetivo é mostrar que genericamente no espaço das hipersuperf́ıcies de rotação,

as multiplicidades dos autovalores λ do operador ∆Σ coincidem com a dimensão dos

esféricos harmônicos.

Lema 4.1 Seja Mn = (−1, 1) ×R Sn−1. Para qualquer perturbação da forma

R(t, x) = R(x) + tr(x), em que r ∈ C∞c [−1, 1], vale que

(4.5)
d

dt

∣∣∣
t=0

∆t = (1− n)
r

Rn

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
) +

n− 1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−2r

∂

∂x
)− 2

r

R3
∆Sn−1 .

Demonstração: Usando (4.1), para qualquer perturbação da forma

R(t, x) = R(x) + tr(x), em que r ∈ C∞c [−1, 1], teremos

d

dt

∣∣∣
t=0

∆t =
d

dt

∣∣∣
t=0

( 1

Rn−1
t (x)

∂

∂x
(Rn−1

t (x)
∂

∂x
) +

1

R2
t (x)

∆Sn−1

)
=

(
− (n− 1)

Rn
t (x)

d

dt
Rt(x)(Rn−1

t (x)
∂

∂x
) +

(n− 1)

Rn−1
t (x)

∂

∂x
(Rn−2

t (x)
d

dt
Rt(x)

∂

∂x
)

− 2

R3
t (x)

d

dt
Rt(x)∆Sn−1

)∣∣∣
t=0

=
(1− n)

Rn(x)
r(x)(Rn−1(x)

∂

∂x
) +

(n− 1)

Rn−1(x)

∂

∂x
(Rn−2(x)r(x)

∂

∂x
)− 2r(x)

R3(x)
∆Sn−1 .(4.6)

�

Lema 4.2 Seja Mn = (−1, 1) ×R Sn−1. Para qualquer perturbação da forma

R(t, x) = R(x) + tr(x), em que r ∈ C∞c [−1, 1] e φλ,k = f`k, em que (Lµk + λ)f = 0 e

(∆Sn−1 + µk)`k = 0 vale que

(4.7) p′φφ(r) =

∫
M

φ∆′Mφdm =

∫ 1

−1

(
((n−1)λ+(3−n)

µk
R2

)f 2 +(1−n)(
∂f

∂x
)2
)
Rn−2rdx,

em que dm = Rn−1(x)dx ∧ dθ.

Demonstração: Sabemos que φλ,k(x, θ) = f(x)`k(θ), f ∈ C∞(−1, 1), `k ∈ H̃k e

r ∈ C∞c [−1, 1].

Assim, como µk é autovalor de ∆Sn−1 , pelo Lema 4.1 obtemos

∆′Mφ = `k

(
(1− n)

r

Rn

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f) +

(n− 1)

Rn−1

∂

∂x
(Rn−2r

∂

∂x
f)
)
− 2fr

R3
∆Sn−1`k

∆′Mφ = `k

(
(1− n)

r

Rn

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f) +

(n− 1)

Rn−1

∂

∂x
(Rn−2r

∂

∂x
f) +

2µkr

R3
f
)
.

(4.8)
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Isso nos diz que L′µkf é uma função definida na base de M . Dáı, teremos∫
M

φ∆′Mφdm =

∫
(−1,1)×RSn−1

`2
kfL

′
µk
fdm =

(∫
Sn−1

`2
kdθ
)(∫ 1

−1

fL′µkfR
n−1dx

)
=

∫ 1

−1

fL′µkfR
n−1dx.(4.9)

Obtém-se ainda∫ 1

−1

fL′µkfR
n−1dx =

∫ 1

−1

(
f(n− 1)

r

R
(− 1

Rn−1

∂

∂x
(Rn−1 ∂

∂x
f) +

µk
R2
f)

+(3− n)
r

R3
µkf

2
)
Rn−1dx+

∫ 1

−1

(n− 1)f
∂

∂x
(Rn−2r

∂

∂x
f)dx.(4.10)

Portanto,∫ 1

−1

fL′µkfR
n−1dx =

∫ 1

−1

(
((n− 1)

r

R
λ+

(3− n)

R3
rµk)R

n−1f 2 − (n− 1)
∂f

∂x

∂f

∂x
Rn−2r

)
dx

=

∫ 1

−1

(
((n− 1)λ+ (3− n)

µk
R2

)f 2 + (1− n)
∂f

∂x

∂f

∂x

)
Rn−2rdx.(4.11)

�

Mediante o que já foi feito, podemos agora estabelecer o seguinte:

Proposição 4.1 Seja Mn = (−1, 1)×R Sn−1. Considere um autovalor λ para os opera-

dores Lµk e Lµk̄ com f, f̄ autofunções associadas respectivamente. Isto é, ϕλ,k = f`k e

ψλ,k̄ = f̄ `k̄ com `k ∈ H̃k e `k̄ ∈ H̃k̄, autofunções associadas ao autovalor λ do problema

de Dirichlet

(∆g + λ)u = 0 em M.

Então tem-se que p′ϕkϕk
(r)− p′ψk̄ψk̄

(r) não é identicamente nulo.

Demonstração: Argumentaremos por contradição. Por simplicidade denotaremos

ϕk = ϕλ,k, e analogamente ψk̄ = ψλ,k̄.

De fato, do Lema 4.2, definimos p′ϕkϕk
(r) :=

∫
M
ϕk∆

′
gϕkdm, onde ϕk(x, θ) = f(x)`k(θ),

f ∈ C∞(−1, 1) e `k ∈ H̃k e de forma análoga p′ψk̄ψk̄
(r) :=

∫
M
ψk̄∆

′
gψk̄dm, onde

ψk̄(x, θ) = f̄(x)`k̄(θ), f̄ ∈ C∞(−1, 1) e `k̄ ∈ H̃k̄.

Suponha que p′ϕkϕk
(r)− p′ψk̄ψk̄

(r) = 0, para todo r ∈ C∞c [−1, 1]. Então devemos ter

p′ϕkϕk
(r)− p′ψk̄ψk̄

(r) =

∫ 1

−1

(
(n− 1)

(
(λ+

(3− n)

(n− 1)

µk
R2

)f 2 − (λ+
(3− n)

(n− 1)

µk̄
R2

)f̄ 2
)

+(1− n)
((∂f

∂x

)2

−
(
∂f̄

∂x

)2 ))
Rn−2rdx = 0,(4.12)
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o que implica para um aberto I ⊂ [−1, 1],

(4.13)(
(n− 1)

(
(λ+

(3− n)

(n− 1)

µk
R2

)f 2− (λ+
(3− n)

(n− 1)

µk̄
R2

)f̄ 2
)

+ (1− n)
((∂f

∂x

)2

−
(
∂f̄

∂x

)2 ))
= 0,

ou seja,

(4.14) −
((∂f

∂x

)2

−
(
∂f̄

∂x

)2 )
+ λ(f 2 − f̄ 2) = − (3− n)

(n− 1)R2
(µkf

2 − µk̄f̄ 2).

Caso f = f̄ , segue de (4.14) que f ≡ 0, uma contradição.

Por outro lado, tomando η = f + f̄ e ξ = f − f̄ , obtemos que em I ⊂ [−1, 1] aberto,

devemos ter a seguinte

(4.15)
∂

∂x
η
∂

∂x
ξ − ληξ =

(3− n)

(n− 1)R2
(µkf

2 − µk̄f̄ 2).

Agora, considere o P.V.I.

(1) :

 ẋ(t) =
∂

∂x
ξ(x(t))

x(0) = x0 ;

x0 ∈ I, I ⊂ R aberto e x : R −→ I ⊂ [−1, 1].

Fazendo u(t) = η(x(t)), então

u̇(t) =
∂

∂x
η(x(t))ẋ(t) =

∂

∂x
(η(x(t)))

∂

∂x
ξ(x(t))

= ληξ +
(3− n)

(n− 1)R2
(µkf

2 − µk̄f̄ 2).(4.16)

Desta forma, teremos o seguinte P.V.I.

(2) :

 u̇(t)− λu(t)ξ(t) = q(t)

u(0) = η(x0) .

Observe ainda que

d

dt
ξ(x(t)) =

∂

∂x
ξ(x(t))ẋ(t) =

∂

∂x
ξ(x(t))

∂

∂x
ξ(x(t))

=
( ∂
∂x
ξ(x(t))

)2

.(4.17)

Sendo assim, podemos afirmar que ξ(x(t)) é uma função não decrescente e limitada.

Sabemos que o fator integrante de (2) é dado por σ(t) = e−
∫ t
0 λξ(s)ds.
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Suponha ξ(x0) > 0. Como ξ é não decrescente, então 0 < ξ(x0) ≤ ξ(x(t)), ∀t. Logo,

c ≤ ξ(x), ∀x e c > 0. Dáı,

(4.18)

∫ t

0

cdx ≤
∫ t

0

ξ(x)dx =⇒ ct ≤
∫ t

0

ξ(x)dx,

ou seja,
∫ t

0
ξ(x)dx −→ +∞ quando t −→ +∞.

Então devemos ter

1

σ(t)
= e

∫ t
0 λξ(s)ds =⇒ lim

t→+∞

1

σ(t)
= lim

t→+∞
e
∫ t
0 λξ(s)ds

=⇒ lim
t→+∞

1

σ(t)
= elimt→+∞

∫ t
0 λξ(s)ds = +∞.(4.19)

Caso ξ(x0) < 0, então
1

σ(t)
−→ +∞, quando t −→ −∞.

Como a solução de (2) é dada por u(t) =
1

σ(t)

( ∫ t
0
σ(s)q(s)dt+ c

)
, usando (1) e (2),

teremos que

u(t) = e
∫ t
0 λξ(s)ds

(∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)dsq(y)dy + η(x0)

)
= e

∫ t
0 λξ(s)ds

∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)dsq(y)dy + e

∫ t
0 λξ(s)dsη(x0).(4.20)

Em (4.20) a segunda parcela tende a +∞ quando t −→ +∞, então devemos mostrar

que a primeira parcela é limitada.

De fato,∣∣∣e∫ t
0 λξ(s)ds

∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)dsq(y)dy

∣∣∣ ≤ e
∫ t
0 λξ(s)ds

∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)ds|q(y)|dy

≤ e
∫ t
0 λξ(s)ds

∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)dscdy.(4.21)

Lembramos que para ξ(x0) < 0, então
∫ t

0
e−

∫ y
0 λξ(s)dsdy −→ +∞, quando t −→ +∞.

E ainda para ξ(x0) > 0, tem-se
∫ t

0
e−

∫ y
0 λξ(s)dsdy −→ +∞, quando t −→ −∞.

Agora, veja que

(4.22)

( ∫ t
0
e−

∫ y
0 λξ(s)dsdy

)′
(
e−

∫ t
0 λξ(s)ds

)′ =
e−

∫ t
0 λξ(s)ds

e−
∫ t
0 λξ(s)dsλξ(x(t))

=
1

λξ(x(t))
.

Como sabemos, ξ(x(t)) é convergente. Logo,

(4.23)
∣∣∣e∫ t

0 λξ(s)ds

∫ t

0

e−
∫ y
0 λξ(s)dsq(y)dy

∣∣∣
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é limitada.

Portanto, |u(t)| −→ +∞, quando t −→ ±∞. Um absurdo, já que u(t) é limitada.

�

Teorema 4.2 Sejam (M, gR0) hipersuperf́ıcies de rotação e λ um autovalor do Laplaci-

ano com multiplicidade m = mµkdimH̃k (respectivamente m = dimH̃k+dimH̃k̄). Então

existe uma função R ∈ X próxima R0 tal que os autovalores λ(R) próximos a λ(R0)

possuem multiplicidade m = dimH̃k (respectivamente m = dimH̃k̄).

Demonstração: Seja R(t, x) = R0 + tr(x), com r ∈ C∞c [−1, 1] uma famı́lia de auto-

funções perfil. Dados λ autovalor de ∆Σ e m(λ) = mµkdimH̃k, então as autofunções

associadas ao ∆Σ são dadas por φi,jλ,k = fi`
j
i , i = 1, . . . ,mk e j = 1, . . . , dimH̃k.

Defina

p′ij(r) =

∫
M

φi,jλ,k∆
′
gφ

i,j
λ,kdM = λ′i,j.

Do Lema 4.2, tem-se

λ′i,j =

∫
M

φi,jλ,k∆
′
gφ

i,j
λ,kdM =

∫ 1

−1

fiL
′
µk
fidx.

Isto significa que existem no máximo mµk curvas de autovalores distintas.

Agora, suponha que as curvas de autovalores não se separam.

A Proposição B.1 garante que existem α curvas idênticas, α = dimH̃k, de autovalores

λi(t), para cada i.

Desta forma, teremos

λ1(t) = λ2(t) = λ3(t) = · · · = λm(t); m = m(λ(t))

λ′1(t) = λ′2(t) = λ′3(t) = · · · = λ′m(t),∀t

=⇒ p′1(0) = p′2(0) = · · · = p′m(0).

Isto é falso, pela Proposição 4.1.

Repetindo o argumento, podemos separar os autovalores λ′is.

�

Demonstração do Teorema 4.1: Segue diretamente do Teorema 4.2. �
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Apêndice A

A.1 Sobre a Hipótese de Arnold

Nesta seção apresentaremos os resultados sobre transversalidade em famı́lias diferenciáveis

de operadores autoadjuntos definidos em um espaço de Hilbert apresentados por Teytel

em [19]. Incluiremos também a noção de codimensão de conjunto magro apresentada no

mesmo trabalho.

A.2 Diferenciabilidade de Famı́lia de Operadores

Foi considerada, como antes, uma famı́lia diferenciável A(q) de operadores auto-adjuntos

num espaço de Hilbert(real ou complexo) com um parâmetro real de classe C1 na varie-

dade de Banach X , modelada num espaço de Banach B. Aqui ele denotou q coordenadas

locais em X . A diferenciabilidade em q = q0 deverá ser estendida no seguinte sentido:

∀p ∈ B num operador simétrico A(1)(q0, p) definido no mesmo domı́nio que A(q0), linear

em p, tal que

A(q0 + εp) = A(q0) + εA(1)(q0, p) + o(ε), (1.1)

‖A(1)(q0, p)‖H ≤M(‖f‖H + ‖A(q0)f‖H), (1.2)

onde M independe de p. Aqui o(ε) é um operador simétrico em H definido no domı́nio

de A(q0) tal que para todo f no domı́nio de A(q0)

lim
ε→0

sup
f

‖o(ε)f‖H
ε(‖f‖H + ‖A(q0)f‖H)

= 0, (1.3)
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e o limite é uniforme em p, ‖p‖X = 1. A(1)(q0, p) é a derivada de Fréchet de A(q) com

respeito a q na direção de p na norma

‖A‖ = sup
f

‖Af‖H
‖f‖H + ‖A(q0)f‖H

.

Durante todas as aplicações foram considerados uma variedade anaĺıtica de Banach X
e uma famı́lia anaĺıtica de operadores auto-adjuntos. Aqui a analiticidade é definida de

uma forma semelhante. Uma famı́lia A(q) é chamada anaĺıtica se para todo p, ‖p‖ = 1,

A(q0 + εp) = A(q0) + εA(1)(q0, p) + ε2A(2)(q0, p) + · · · (1.4)

Onde os operadores A(i)(q0, p) são simétricos e definidos no mesmo domı́nio que

A(q0), homogênea de grau i em p. Além disso, tais operadores possuem uma limitação

em relação a A(q0) dada por

‖A(i)(q0, p)f‖H ≤
M

ri
(‖f‖H + ‖A(q0)f‖H),

para algumas constantes M e r independente de p.

Assim, se H é real e A(q) satisfaz SAH, então os operadores com autovalores duplos

formam um conjunto de codimensão 2.

A hipótese forte de Arnold pode ser verificada pelo seguinte critério:

Sejam λ0 um autovalor do operador A(q0) e {vj}, j = 1, · · · , n, uma base ortonormal

fixa para o auto-espaço associado. Definimos então os seguintes funcionais lineares

(A.1) f ′lk(p) = (A(1)(q0)vl, vk), n ≥ l ≥ k ≥ 1.

Definição A.1 (Hipótese Forte de Transversalidade de Arnold) Seja H um

espaço de Hilbert real, e λ um autovalor de A(q) de multiplicidade n ≥ 2. Então existem

dois autovetores ortonormais v1 e v2 de A(q0) pertencentes a λ tais que os funcionais

lineares f ′11(p)− f ′22(p) e f ′12(p) são linearmente independentes.

A.3 Sobre Codimensão de Conjunto Magro

Em primeiro lugar lembramos que um conjunto magro ou de primeira categoria é uma

união enumerável de conjuntos com interior vazio. Um subconjunto de um conjunto
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magro também é magro. Um complementar de um conjunto magro é um conjunto

residual. Um conjunto residual é uma interseção contável de conjuntos abertos densos.

São exemplos de conjuntos magros de codimensão n subespaços vetoriais de codi-

mensão n e mais geralmente subvariedades de codimensão n contidas em espaços de

Banach (ver [19]).

A seguir serão estabelecidos os principais resultados sobre codimensão de conjuntos

magros, para melhor entendimento veja [19].

Lema A.1 Uma união contável de conjuntos magros de codimensão n é um conjunto

de codimensão n magro.

Lema A.2 Um subconjunto Y de um espaço de Banach separável é de codimensão 1

magro, se e somente se, é magro.

Lema A.3 Seja G um difeomorfismo de X . Se o conjunto Y é magro de codimensão

n, então G(Y) também é.

Lema A.4 Um subespaço de codimensão n é um conjunto magro de codimensão n.

Teorema A.1 (Sard-Smale) Sejam X e Z variedades de classe Cr com X separável e

F : X −→ Z uma aplicação de Fredholm de classe Cr. Suponha que r > max(0, ind(F ′))

para todo x ∈ X . Então o conjunto de valores regulares de F é um conjunto residual de

Z.

Lema A.5 Uma variedade de codimensão n é um conjunto de codimensão n magro.

Lema A.6 Seja Y um conjunto magro de codimensão n e M um hiperplano em X de

codimensão k < n. Então Y
⋂
M é um conjunto magro de codimensão n− k em M.

Definição A.2 Chamaremos um conjunto Y um conjunto magro de codimensão n em

um conjunto aberto U se U
⋂
Y é magro de codimensão n.

Lema 2.8: Seja X um espaço de Banach separável e Y um subconjunto de X . Suponha

que para cada q ∈ Y existe uma vizinhança Uq de q tal que Y é magro de codimensão n

em Uq. Então Y é magro de codimensão n em X .
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Definição A.3 Chamaremos um subconjunto Y de uma variedade de Banach separável

X um conjunto magro de codimensão n se, para qualquer carta (U, φ), φ(Y
⋂
U) é magro

de codimensão n em φ(U).

Lema A.7 Seja Y um conjunto magro de codimensão n e M uma subvariedade de X
de codimensão k < n. Então Y

⋂
M é um conjunto magro de codimensão n− k em M.

Lema A.8 Seja X uma variedade de Banach separável e Y um subconjunto de X .

Suponha que para todo q ∈ Y existe uma vizinhança Uq de q tal que Y é magro de

codimensão n em Uq. Então Y é magro de codimensão n em X .

Além disso, segue o teorema de alta relevância em nosso trabalho.

Teorema A.2 (Teorema A) Seja A(q) uma famı́lia diferenciável de operadores auto-

adjuntos num espaço de Hilbert H, indexados por um parâmetro q que pertence a uma

variedade X em um espaço de Banach separável. Assuma que o espectro de cada operador

A(q) é discreto, de multiplicidade finita, e sem pontos de acumulação finitos. Assuma

também que a famı́lia A(q) satisfaz SAH2. Então o conjunto de todos os q tais que

A(q) tem um autovalor repetido é magro codimensão 2 em X .

Definição A.4 Chamaremos de uma vizinhança U(q0, I) de q0 separadora(que separa)

se para cada autovalor λi ∈ I de A(q0) de multiplicidade mi, existe um intervalo (αi, βi) ∈
I, (αi, βi) disjunto entre si, tal que para cada q ∈ U(q0, I) o espectro de A(q) em αi, βi

consiste de autovalores de multiplicidade total mi.

Se I é finito, então as vizinhanças suficientemente pequenas são separadoras.

Lema A.9 Se a condição SAH2 é satisfeita, então para cada n > 1, para cada intervalo

aberto finito I, e para cada q0 ∈ Dn,I , existe uma vizinhança Uq0 de q0 tal que Dn,I é

conjunto magro de codimensão 2 em Uq0.

Lema A.10 Se a condição SAH2 é satisfeita, então para cada 1 ≤ i ≤ r existe uma

vizinhança Ui de q0 tal que Dn,(αi,βi) é magro de codimensão 2 em Ui.
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Teorema A.3 (Teorema B) Seja A(q) uma famı́lia diferenciável de operadores auto-

adjuntos num espaço de Hilbert H, indexados por um parâmetro q que pertence a uma

variedade X em um espaço de Banach separável. Assuma que o espectro de cada operador

A(q) é discreto, de multiplicidade finita, e sem pontos de acumulação finitos. Assuma

também que a famı́lia A(q) satisfaz SAH2. Então quaisquer dois pontos em X podem

ser ligados por uma curva anaĺıtica tal que para todo q no interior desta curva, A(q) tem

um espectro simples .

Observação: Caso não haja uma carta contendo ambos q1 e q2, então não será posśıvel

ligá-los por uma curva anaĺıtica qualquer, e não há nada a fazer.
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Apêndice B

B.1 Fórmulas Tipo Hadamard

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo, cuja medida (forma

volume) é dM. Lembramos que o Bilaplaciano, ∆2
g(.) = ∆g(∆g) é auto-adjunto no espaço

de Hilbert L2(M, dM), quando consideramos as funções C2
0(M) ver [7]. Tal observação

nos permite usar a teoria da pertubação para operadores lineares [7]. Para fazer isso,

consideremos o conjuntoMr de todas as métricas Riemannianas Cr em M . Então cada

g ∈Mr determina a sequência

0 = µ0(g) ≤ µ1(g) ≤ µ2(g) ≤ . . . ≤ µk(g) ≤ . . .(B.1)

dos autovalores de ∆2 contando com suas multiplicidades. Consideramos cada autovalor

µk(g) como uma função de g em Mr. As funções g −→ µk(g) são cont́ınuas mas não

diferenciáveis em geral, com exceção do caso onde µk é simples [7].

Definição B.1 Seja C(X, Y ) o espaço dos operadores fechados entre os espaços de Ba-

nach X e Y . Uma famı́lia T (x) ∈ C(X, Y ), definida em um domı́nio D0 do plano

complexo, é dita holomorfa do tipo A se:

• D(T (x)) = D é independente de x e

• T (x)u é holomorfa para todo x ∈ D0 e para todo u ∈ D.

Proposição B.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo. Consi-

dere uma famı́lia anaĺıtica real a um parâmetro de estruturas Riemannianas g(t) em M

com g = g(0). Se λ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para o Bilaplaciano ∆2g(t),
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então existem ε > 0, escalares λi (i = 1, . . . ,m) e funções φi variando analiticamente

em t tais que, para todo |t| < ε, valem as seguintes relações:

1. ∆2
g(t)φi(t) = λi(t)φi(t);

2. λi(0) = λ;

3. {φi(t)} é ortonormal em L2(M, dM).

Demonstração: Inicialmente, considere uma extensão g(z) de g(t) a um domı́nio D0

do plano complexo C. Seja C∞(M,C) o espaço das funções C∞, f : M −→ C, tomando

∆2
g(z) : C∞(M,C) −→ C∞(M,C),

vemos que este operador em coordenadas locais é dado por

∆2
g(z)f = ∆g(z)(∆g(z)f)

= gij(z)(∂i∂j(∆g(z)f)− Γkij(z)∂k(∆g(z)f))

= gij(z)∂i∂j(g
rs(∂r∂s(f)− Γlrs(z)∂l(f)))

−gij(z)Γkij(z)∂k(g
rs(z)(∂r∂s(f)− Γlrs(z)∂l(f)))

= gij(z)∂i∂j(g
rs(z)∂r∂s(f))− gij(z)∂i∂j(g

rs(z)Γlrs(z)∂l(f))

−gij(z)Γkij(z)∂k(g
rs(z)∂r∂s(f)) + gij(z)Γkij(z)∂k(g

rs(z)Γlrs(z)∂l(f))

= gij(z)
(
grs(z)∂i∂j∂r∂s(f)− grs(z)(Γlrs(z)∂i∂j∂l(f) + Γkij(z)∂k∂r∂s(f))

+(∂i∂j(g
rs(z))− Γkij(z)∂k(g

rs(z)))∂r∂s(f) + grs(z)Γkij(z)Γlrs(z)∂k∂l(f)

+(−∂i∂j(grs(z))Γlrs(z)− grs(z)∂i∂j(Γ
l
rs(z)) + Γkij(z)∂k(g

rs(z))Γlrs(z)

+grs(z)Γkij(z)∂k(Γ
l
rs(z))∂l(f)

)
(B.2)

para toda f ∈ C∞(M,C), com

Γkij(z) =
1

2
gkl(z)(∂jgil(z) + ∂igjl(z)− ∂lgij(z)).

É importante observar que o domı́nio D = H4(M) ∩H2
0 (M) do operador ∆2

g(z) não

depende de z, dado que M é compacta, onde duas métricas quaisquer são equivalentes.

Vale notar que a aplicação z 7−→ ∆2
g(z)f é holomorfa para z ∈ D0 e para qualquer f ∈ D.

Logo, conforme a Definição B.1, conclui-se que ∆2
g(z) é uma famı́lia holomorfa do tipo

(A).
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Agora, vamos fazer uma pequena modificação no operador ∆2
g(z)f para que o mesmo

seja auto-adjunto, em relação a um produto interno fixo. Para isso, será constrúıda uma

isometria

P : L2(M, dM) −→ L2(M, dM̄)

tomando, para cada u, P (u) =
1

4
√
det(ḡij(t))

4
√
det(gij(t))u, onde ḡ = f ∗g.

Assim, basta notar que vale

∫
M

P (u)P (v)dM =

∫
M

1
4
√
det(ḡij(t))

4

√
det(gij(t))u

1
4
√
det(ḡij(t))

4

√
det(gij(t))vdM̄

=

∫
M

uv
1√

det(ḡij(t))

√
det(gij(t))dM̄

=

∫
M

uvdM.

Com isso, o operador A(ḡ) := P−1
ḡ ◦ ∆2

ḡ ◦ Pḡ terá os mesmos autovalores que

∆2
ḡ : H4(M, dM̄) ∩H2

0 (M, dM̄) −→ L2(M, dM̄).

Para mostrarmos que A( ¯g(t)) é auto-adjunto devemos devemos calcular

∫
M

uA( ¯g(t))vdM
(Def.A)

=

∫
M

uP−1
ḡ(t)∆

2
ḡ(t)Pḡ(t)vdM =

∫
M

Pḡ(t)(u)∆2
ḡ(t)Pḡ(t)(v)dM̄

(sim.∆2)
=

∫
M

Pḡ(t)(v)∆2
ḡ(t)Pḡ(t)(u)dM̄ =

∫
M

vA(ḡ)udM.

Assim, sob tais condições podemos aplicar um Teorema devido a Rellich [16] ou o

Teorema de Kato [7] para concluir o resultado desta proposição.

�

Consideremos agora uma variação suave gt da métrica g, de maneira que (M, gt, dM)

é uma variedade Riemanniana com medida suave. Aqui já são dados que H é um

(0, 2)-tensor definido por Hij = d
dt
|t=0gij(t) e ainda que, escrevendo h = 〈H, g〉, com

d
dt
|s=tdMs = 1

2
hdM.

Para determinarmos (∆2)′, considerando a variação da métrica, e não do domı́nio,

precisamos apenas estabelecer o seguinte resultado.

Lema B.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja gt uma variação diferenciável

da métrica g. Então para toda f ∈ C∞c (M) temos

(B.3) (∆2
g(t))

′(f) = ∆g(t)∆
′
g(t)f + ∆′g(t)∆g(t)f
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onde
d

dt

∣∣∣
t=0

(∆g(t))(f) =: ∆′g(t).

Demonstração: A demonstração segue diretamente da regra do produto. �
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