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Resumo

Neste trabalho, apresentam-se caracterizagoes de solugoes para Otimizacdo Multiobjetivo
Irrestrita para os casos de fungdes convexas e nao convexas. A fundamentacio tedrica do
caso convexo discorre sobre uma solugao local, obtida através da resolucao de um problema
convexo e algumas hipéteses adicionais. Para o caso ndo convexo, mostramos que o algoritmo
tem convergéncia global, no qual os fundamentos tedricos asseguram que a condi¢ao de

curvatura é obtida.

Palavras-chaves: Otimizacdo Multiobjetivo, Condigdes de Otimalidade Pareto-6timo, Mé-

todo Quase-Newton BFGS, Funcoes Convexas e ndao convexas.



Abstract

In this work, characterization are presented solutions for unconstrained multiobjective
optimization for the cases of convex and non-convex function. The theoretical foundation
of the convex case discusses a local solution obtained by solving a convex problem and
some additional assumptions. For nonconvex case we show that the algorithm have a global

convergence, in which the theoretical foundations ensure that curvature condition is obtained.

Keywords: Multiobjective Optimization, optimality conditions Pareto-optimal, Quasi-

Newton BFGS method, Convex functions and not convex.
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Introducao

Historicamente, a teoria Multiobjetivo (ou Vetorial) teve inicio a partir de
pesquisas do economista britanico Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926), que intro-
duziu a ideia de otimalidade em 1881 [I] que depois foi generalizado pelo engenheiro
italiano Vilfredo Pareto (1848-1923) na obra "Cours d’économic politique (1896-1897)
[2]. Pareto langou nesta obra a ideia de que uma sociedade estda em estado étimo se o
bem estar de um individuo acarreta na piora do bem estar de outro individuo. Este
conceito chama-se Otimo Pareto, utilizada para o estudo da Otimizacio Multiobjetivo.
A Otimizagao Multiobjetivo (ou Vetorial), embora tenha suas origens no século XIX,
tornou-se uma ferramenta pratica de amplo alcance apenas no tltimos anos do século

XX, em parte devido ao aumento computacional disponivel.

Seguindo a mesma linha de pesquisa explorada por trabalhos anteriores, nos
ultimos 16 anos, encontramos alguns artigos que utilizam basicamente a mesma ideia
(caso convexo). Em 2000 [3], os autores apresentaram um algoritmo utilizando o método
de Newton, no qual seu embasamento tedrico principal eram os cones. Em 2009, [4],
os autores também apresentaram um algoritmo com convergéncia local, utilizando
o método de Newton e o cone paretiano. Em 2014, [5] apresentaram um trabalho
utilizando o método de Newton e cones pontiagudos. Também em 2014, Ziga Povalej
[6], segue o embasamento teérico de [4], e implementa um algoritmo usando um método
Quase-Newton. Para o caso nao convexo, em 2001, utilizando o método Quase-Newton
BFGS, [7] propde um sistema de atualizacao da matriz aproximacao da Hessiana, no
qual garante que a condicao de curvatura nao sera alterada. E finalmente em 2011,
Shaojian Qu*, Mark Goh e Felix Chan [§], propuseram uma tolerancia no sistema
proposto por Fukushima em [7] e com algumas hipdteses adicionais, implementam um

algoritmo com convergéncia global.

Nesta dissertacao, abordam-se as condi¢oes de otimalidade para problemas de

Otimizagao Multiobjetivo com fungdes convexas segundo [6] e ndo convexas segundo

8.



Objetivos

Objetivo Geral

Apresentar condi¢oes de otimalidade para problemas de Otimizacao Multi-
objetivo para fung¢oes convexas com convergéncia local e fun¢des nao convexas com

convergéncia global.

Objetivos Especificos

Esta dissertacao tém alguns objetivos especificos, tais como, destacar elementos
de Otimizacao Multiobjetivo, apresentar resultados sobre as condig¢oes de Otimalidade

para problemas de Otimizacao convexo e nao convexo.

Descricao da dissertacao

Este trabalho esta organizado em trés capitulos. O capitulo 1 trata de alguns
elementos matemaéticos e resultados da Otimizacdo, assim como alguns resultados
envolvendo o método Quase-Newton, com o uso da férmula BFGS. No capitulo 2,
mostram-se os fundamentos da Otimizacao Multiobjetivo. No capitulo 3, apresentam-se
alguns resultados sobre Otimalidade de problemas Multiobjetivo para fun¢oes convexas,
bem com sua ordem de convergéncia e também para func¢des nao convexas e sua
convergéncia global. Por ultimo, as perspectivas de trabalhos futuros sao apresentados

na conclusao deste trabalho.



1 Fundamentos de Otimizacao

Neste capitulo apresentam-se algumas defini¢oes, teoremas e proposicoes que
serdo utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Na secdo [I.I} apresentamos
conceitos e resultados relacionados a Otimizagao. Na segao trabalhamos com alguns
conceitos de convexidade de fung¢oes. Na secao [1.3] apresentamos alguns conceitos e

explicitamos o método Quase Newton BFGS, bem como sua convergéncia.

1.1 Problema Geral

A Otimizacao Classica estuda problemas do tipo

minf(x) (L.1)
sa.x €D

onde f: D C R®™ — R. Para tanto, algumas hipoteses podem ser assumidas para f.
Nesse problema, o conjunto D ¢é o conjunto dos pontos de interesse ou pontos viaveis.

Em problemas irrestritos, assume-se que D = R".

As definigoes a seguir sdo encontradas em [J]
Definicao 1.1.1. Dizemos que um ponto T € D é
1. Minimizador global do problema[I.]], se

f(@) < f(x), YreD

2. Minimizador local do problema[1.1], se existe uma vizinhanga U de T tal que

f(@) < f(x), Vee DNU

Se para todo x # T as desigualdades acima forem estritas, T serd chamado de minimi-

zador estrito global ou local respectivamente.
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Teorema 1.1.1 (Teorema de Weierstrass). Sejam f : R" — R uma fung¢io continua
e X C R™ um conjunto compacto (limitado e fechado no R™) e nao vazio. Entao f

admite um minimizador global em X.

Demonstragao. Veja [9]. O

Corolario 1.1.1. Seja f : R® — R wma fungdo continua e suponhamos que existe
¢ € R tal que o conjunto de nivel L. = {x € R"; f(z) < ¢} seja compacto e nio vazio.

Entao f tem um minimizador global.

Demonstragio. Veja [9]. O

1.2 Elementos de Analise convexa e algumas definicoes

Nesta se¢ao apresentaremos alguns conceitos de classes de fung¢odes envolvendo

convexidade, utilizando as referéncias [9], [10] e [I1].

Definicao 1.2.1. Um conjunto D C R"™ é chamado de conjunto convexo, se para
quaisquer x,y € D e a € [0, 1], tem-se que ax + (1 — a)y € D. O ponto ax + (1 — a)y,

onde o € [0, 1], chama-se combinagio convexa de x ey, com pardmetro «

Definicao 1.2.2. Seja a fungdo f: D CR® — R, no qual D é um conjunto convexo.

Dizemos que a funcao f é:
1. Convexa em D, quando para quaisquer x,y € D e a € [0,1] tem-se
flaz + (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y).

2. Estritamente Convexa em D, quando para quaisquer x,y € D, com x # y e
a € (0,1) tem-se

floaz+ (1 —a)y) <af(r)+(1—a)f(y)

3. Fortemente Convexa em D, com modulo v > 0, quando para quaisquer

r,y € D ea€l0,1], tem-se

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y) —ya(l —a)|z -yl

Definicao 1.2.3. Seja a funcio g : D C R™ — R™, onde D é um conjunto convezo.

Dizemos que a funcdo g é conveza, quando g = (g1, ..., gm)T : D C R" — R, é convexa.
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Definicao 1.2.4. Dizemos que
min f(x) sujeito a x € D

¢ um problema de minimizagdo convero quando D C R™ é um conjunto convexo e

f:D — R € uma funcio convera no conjunto D.

Teorema 1.2.1 (Teorema de minimizacao convexa). Seja f : D C R" — R, no qual
D ¢é um conjunto convexo. Entdo, todo minimizador local do problema da defini¢cdo
¢ global. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo. Se f € estritamente

convexa, o minimizador € Uunico.

Demonstragdo. Veja [12]. O

Teorema 1.2.2 (Caracterizagdo de fungbes convexas diferencidveis). Seja
f:D CR"— R e f duas vezes diferencidvel em D, no qual D é um conjunto

convezo e aberto. As propriedades sequintes sao equivalentes.

1. A fungdo f é convexa no conjunto D

2. Para todo x,y € D,
fly) > f(2) + V() (y - o)

3. Para todo x,y € D
(VI(y) = V@) (y—=z)>0

4. A matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de D, i.e.,

d'V*(x)d >0, Yo € R"

Demonstragio. Veja [12] O

Teorema 1.2.3 (Caracterizacao de fungoes convexas diferencidveis estritas). Seja
f:D CR"—= R e f duas vezes diferencidvel no conjunto convexo e aberto D. As

propriedades sequintes sao equivalentes.

1. A fungao f ¢é estritamente convera no conjunto D

2. Para todo x,y € D, tais que x # y

fy) > f@)+ V) (y— =)
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3. Para todo x,y € D, tais que x # y
(VI(y) = Vi) (y—=2)>0
4. A matriz Hessiana de f é definida positiva em todo ponto de D, i.e.,
d'V?(z)d > 0, Yo € R" \ {0}.
Demonstragao. Veja [12]. O

Abaixo apresentamos duas defini¢oes que segundo [I3], [14] e [15], formalizam

os conceitos de fungoes uniformemente convexas.

Definicao 1.2.5. Dizemos que uma funcao f : R" — R € uniformemente convera com

modulo ¢ : Ry — Ry, se ¢ é crescente, se anula somente em 0, e além disso,
[z + (1 =t)y) + (1 = t)s(lz —yll) < tf(x)+ (1 —1)f(y)
para todo x,y € R" et € (0,1).

Definicao 1.2.6. Dizemos que uma fungdo f diferencidvel é uniformemente conveza

se existem constantes positivas « e 5 tais que

allz —y|? < (@ —y)" (Vf(z) = Vf(y) < Blz—yl?

para todo x,y € R™.

Os teoremas do Valor Intermediario e do Valor Médio e as férmulas de Tay-
lor, sdo resultados classicos da Analise Matematica, utilizados em grande parte nas

demonstragoes de convergéncia. Por suas importancias, apresentamo-los a seguir.

Teorema 1.2.4 (Teorema do Valor Intermediério). Seja f : X — R wuma fungao
continua definida em um conjunto conexo X C R™. Se existirem m,n € X ed € R
tais que f(m) < d < f(n), entao eziste e € X tal que f(e) =d.

Demonstragao. Veja [10]. O

Teorema 1.2.5 (Férmula de Taylor de Primeira Ordem). Sejam f : R™ — R uma

funcao diferenciavel e x,h € R™. Entao

fx+h)=f(x)+ V@) h+o(h)
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Demonstragao. Veja [10]. O
O polinoémio p(z) = f(z) + Vf(z)"h é denominado de Taylor de primeira
ordem.

Teorema 1.2.6 (Férmula de Taylor de Segunda Ordem). Sejam f : R"™ — R uma

fungdo duas vezes diferencidvel e x,h € R™. Entdo

flx+h)=f(x)+ Vi) h+ ;thzf(:v)h + 0?(h)

. 0%(h)
o T
Demonstragdo. Veja [10]. O

1
O polinémio p(z) = f(x) + Vf(x)Th + ihTV2f(x)h ¢ chamado polindmio de

Taylor de segunda ordem.

Teorema 1.2.7 (Teorema do Valor Médio com resto integral). Sejam f : R — R

uma fungdao diferencidvel e x,h € R™. Entdo

Fl@+h) — flz) = /01 Y f(z + th) hdt

Mais ainda, se f € duas vezes diferencidvel, temos que
1
Vﬂ¢+h)—Vf@):/"V?ﬂx+tmTMﬁ (1.2)
0
Demonstragao. Veja [10]. O

Os seguintes teoremas irdo nos ajudar no entendimento da convergéncia local

de alguns problemas de Otimizacao. Apresentamos a seguir.

Teorema 1.2.8. Sejam |- |1 €| - [|2 duas normas quaisquer no R™. Existem constantes
positivas « e [ tal que
afvlly < flvfla < Bljoll

para quaisquer v € R™.
Demonstragao. Ver [16] O

Teorema 1.2.9. Sejam || - |1 e || - ||2 duas normas quaisquer em R™ ™. Existem

constantes positivas a e 3 tal que

al|Ally < [|A]l2 < B[l All;, VA € R™
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Demonstragio. Ver [16] O

A seguir, mostramos defini¢oes e teoremas segundo [17] sobre Continuidade
Uniforme e Conjuntos de fungdes Equicontinuas, que nos auxiliam no entendimento do
trabalho.

Definicao 1.2.7. Uma funcio f : X — R diz-se Uniformemente Continua quando,
para cada € > 0 tal que z,y € X,

[z =yl <o =f(x) = fFly)ll <e

Teorema 1.2.10. Seja X um conjunto compacto. Toda funcao continua f: X — R é

Uniformemente Continua.

Demonstragio. Ver [17] O

Definicao 1.2.8. Seja E um conjunto de funcoes f : X — R todas com o mesmo
dominio X C R. Dado xq € R, diremos que o conjunto E é equicontinuo no ponto xg

quando, dado arbitrariamente € > 0 existir 6 > 0 tal que
e X, [z —xol <d=|f(x) = flzo)ll <e

qualquer que seja f € E. O numero 6 escolhido a partir do € é o mesmo para todas as

funcoes f do conjunto E.

Definicao 1.2.9. Um conjunto E de fungoes f : X — R chama-se Equicontinuo

quando E é Equicontinuo em todos os pontos xg € X.

Definicao 1.2.10. Um conjunto E de funcoes f : X — R chama-se Uniforme-

mente Equicontinuo quando, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que x,y € X,

lz =yl < 0= [If(z) = Fw)l <e seja qual for f € E.

Teorema 1.2.11. Seja K C R um conjunto compacto. Todo conjunto Equicontinuo

de funcoes f: K — R é Uniformemente Equicontinuo.
Demonstragio. Ver [17] O

As condigoes de Otimalidade de KKT sao amplamente utilizados em resolugdes

de problemas de Otimizacao. Abaixo mostramos suas condigoes de regularidade e no
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final o Teorema de KKT, encontrado em [12].

Seja o problema de Otimizacao com restri¢goes de igualdade e desigualdade

min f(z) (1.3)
sa.x €D

D={xeR" h(z)=0, g(z) <0} onde f:R* - R, h: R* - Rl e g: R" — R™ sdo

funcoes dadas.

Defini¢ao 1.2.11 (Condigao de Linearidade). Dizemos que o problema satisfaz
a Condicdo de Linearidade quando as fungoes h e g sdo fungoes afins, i.e.,

h(z) = Az —a, A€ R(l,n), a € R!

g(z) = Bx —b, B€R(m,n), be R™ (1.4)
Definigao 1.2.12 (Condicao de Regularidade de Mangasarian-Fromovitz). Dizemos
que o ponto T € D satisfaz a Condicao de Reqularidade de Mangasarian-Fromovitz,

quando

(Vhi(@), i=1,...,1} (1.5)

é um conjunto linearmente independente e existe d € Ker Vf(T), tal que
V§i@)Td<0,Viel(®),noqual I(z)={i=1,...,m; g:(T) =0} é o conjunto dos

indices das restri¢oes ativas no ponto T € D

Definigao 1.2.13 (Condicao de Regularidade de Slater). Dizemos que o ponto & € D

satisfaz a condicao de Slater se
h(z)=0e€gi(2) <0, i=1,...,m (1.6)
no qual h é uma funcao afim e g € uma fungdo convexa.

Teorema 1.2.12 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker). Seja f : R* — R e
g : R* — R™ funcoes diferencidveis no ponto T € R", e seja h : R — R! uma
fungdo diferencidvel numa vizinhang¢a do ponto T, com derivada continua nesse ponto.
Seja T um minimizador local do problema . Entao, sob qualquer uma das trés con-

digoes de reqularidade das restrigoes (de linearidade , de Mangasarian-Fromouvitz
ou de Slater ), tem-se que existem N € R e i € R, tais que

Demonstragao. Ver [12] O
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1.3 Métodos Quase-Newton

Nesta secao, apresenta-se o método que servira de alicerce para o entendimento
deste trabalho: o método Quase-Newton BFGS. Historicamente, o inicio das pesquisas
sobre método Quase-Newton é bastante controverso, porém a base mais simples, sao
as aproximagcoes secantes. Alguns métodos Quase-Newton, que foram estudados e
divulgados por Powell e Davidon em meados de 1960, visam melhorar o desempenho
do método Gradiente e baratear o custo do método de Newton. Segundo [I1] o método
de Newton comporta-se melhor que o método Gradiente, com respeito a ordem de
convergéncia e os métodos Quase-Newton procuram nao ficar distantes da ordem de
convergéncia do método de Newton. Como o calculo da matriz Hessiana no algoritmo
de Newton é caro computacionalmente, Quase-Newton procura a aproximagao para
a matriz Hessiana. Chamamos estes calculos de atualizagoes de uma matriz By para
aproximar-se da matriz Hessiana V2 f(x). Um dos métodos classicos que atualizam
estas Bys é o método DFP (Davidon, Fletcher e Powell). Para maiores esclarecimentos
deste método, consulte [18], [19] e [20].

O método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno) possui todas as carac-
teristicas tedricas do método DFP, porém os resultados implementares sao superiores.
A diferenca entre os métodos consiste nas suas atualizagoes. Segundo [I1] o método
DFP realiza a atualizagao buscando a inversa da Hessiana, enquanto que o BFGS
atualiza a prépria Hessiana. Sobre o método BFGS, neste capitulo, serao provadas,

teoricamente suas funcionalidades e por fim, o estudo da ordem de convergéncia.

1.3.1 O método BFGS

O método BFGS, segundo [18], realiza as atualizagoes usando as informacgoes
do gradiente da funcao f que por sua vez, indicam as informacoes da matriz Hessiana

no decorrer da dire¢do de busca. Defina o seguinte modelo quadréatico convexo
1
my(d) = f(z®) + Vf(")d + §dTBkd (1.7)

onde By é uma matriz n x n simétrica, definida positiva e qua serd atualizada a cada
iteragao. O modelo my,(d) e Vmy(d), com d = 0, coincidem com f(z*) e V f(z*)

respectivamente. De fato, com d = 0 na equacao , temos
my(0) = f(a*)
e calculando o gradiente, com d = 0, em (|1.7]), obtemos

Vmi(0) = V f(2")
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O minimizador do modelo quadratico ([1.7]) é
dy = —B; 'V f(2F)

que ir4 ser a nova direcdo de busca do iterado z**! = 2* + ayd,. Supondo que um

novo iterado z**! foi gerado, construimos um novo modelo quadrético, da forma
1
my(d) = f(@*) + VM) Td + §dTBk:+1d

Um dos requisitos para uma boa aproximagao para a funcao f é que o gradiente de

mi41 coincida com o gradiente da funcdo objetivo f nas duas tltimas iteracoes a* e

ok Verificamos que Vimy,11(0) = V f(2**1) e que também

Vi (—opdy) = Vf(a") — apBrgady = V f (")

ou seja,
Bk+1akdk = Vf(l‘k+1) — Vf(l'k)

Bjy1s" = of (1.8)

onde
Sk — xk—i—l o l’k e yk — Vf(xk+1) . Vf($k>

A equagao (|1.8)) é chamada de Secante.

Algoritmo 1.3.1 (Algoritmo Geral dos Métodos Quase-Newton).

e Passo 1. Dados xy € R, By € R™" (simética e definida positiva) e € € [0,1)
e Passo 2. Se ||Vf*| <e, PARE.
e Passo 3. Calcule d* = —B,V f*

e Passo 4. Encontre o tamanho do passo oy > 0 com uma busca linear e defina

oF = aF oy d”
e Passo 5. Atualize By, para Byyq tal que satisfaca a equacao secante @

e Passo 6. Faca k:=k+ 1 é vd para o Passo 2.
Segundo [15] e [11], diferentes solugoes de (1.8 originam diferentes métodos.

Estamos interessados em solugoes facilmente computéveis, ou seja, que realize pouco

esforco computacional. Considere By € R™" definida positiva e s}y, > 0. Vamos
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procurar uma matriz atualizacao By para (1.8]) com posto dois a partir da matriz

Bj.. Deste modo, devem existir escalares ag, by € R e os vetores ug, v, € R” tais que
Bii1 = By + apupuy + bpopvi (1.9)
Pré-multiplicando por s* pela direita, temos
Byi15k = Brsp + ap(up sp)ug + b (v s)vp

ou seja, podemos escrever

ar(up sp)up = e b(v} sp)vr = —Bps (1.10)
ie.,
dk k —By.sy,
= — = — 1.11
e B % ()

Multiplicando ([1.10)) por si pela esquerda, obtemos

ar(ui si)? = sty e br(vlsp)? = —s] Bysy

T _ TB
Up S = LTI vlsp = 4 "%k POk (1.12)
Qg bk

Substituindo (1.12)) em (1.11f), com ay =1 e by = —1, obtemos

ou seja,

Yk Bysy,

e V= —m—
NG V Sk Bisk
Substituindo os valores de uy e v obtidos em ([1.12)) na equagao (1.9), com ap =1 e

b, = —1 temos

(1.13)

Up =

T T
ykyk Bksksk Bk
By, =B — 1.14
kot £+ sty s Bysg (1.14)

onde
sF =M —2F ey = V(2" — V(2 (1.15)

A expressao (|1.14)) é chamada de férmula BEGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno).

Proposicao 1.3.1. Seja a formula By em . Suponha que no algom’tmom
o tamanho do passo oy, € obtido por uma minimizagio local de f(x* + ad®) e que By, é

uma matriz simétrica e definida positiva. Entao,
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i) Byy1 satisfaz a equagdo secante;
it) Biy1 mantém a simetria;
i) styr >0 e st Brsy > 0;

i) Byy1 € definida positiva

Demonstragio. i) Pré multiplicando a equacgao ([1.14)) por s; temos

T T
YrYj Bysksy, By,

Bry1Sk = Brsi + =Sk — —7 Sk
Sj; Yk s}, Brsk

= Bisp +yr — Bpsi
= Yk

Portanto, a matriz By, satisfaz a equacao secante (|1.8]).

i1) Basta provar que cada uma das matrizes parcelas de By.; é uma matriz
simétrica.
A matriz By, é simétrica por hipotese. Na segunda matriz de ([1.14)) temos

T
<ykykT> _ Ukl
Sk Yk Sk Yk

Na terceira matriz de (1.14]), temos

Bisi(sTBr)\" _ (sFBi)T (Brsi)”
( s%Bksk ) N s%Bksk
_BkSkSZBk
N s{Bksk

Portanto, a matriz By, é simétrica.

i17) Pelo algoritmo ((1.3.1) o passo ai, é obtido pela minimizacao local de
f(a* + ad®). Logo

VF(ak +ad)Td* = V(2" )d(2") =0 (1.16)
pelo algoritmo (|1.3.1])
sp = ol — g
= agd(z")

= B,V f(z") (1.17)
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Utilizando as relagoes (1.15)), (1.17), (1.16]) e a hipétese que By é uma matriz definida

positiva temos

yr sk = (V@) = V(") s
= (VS ) sk — (Vf(2") s
= —(Vf(a")) s
= (V") BV f(zF) >0 (1.18)

Desta forma, concluimos que os vetores y, s # 0. Novamente,usando a hipdtese de

que By, é definida positiva, temos

SszSk >0

iv) Tome w € R™\ {0}. Pré multiplicando a equagao (|1.14]) por w pela esquerda

e direita temos

T, T T T
w Yy w W Bisgsi Brw
wTBkHw — w! Byw + LA k

SE Yk St Bisk
T 2 T\2
T (w” Bisk)® | (Ysvi)
=w Byw — + 1.19
st Bysg sty (1.19)
(ygw)Q . / s : : nxn _ T
Por (1.18)) , —= = M é positivo. Existe uma matriz @) € R tal que B, = QQ" .
Sk Yk

Defina u = Q7 e v = QT's;. Logo
wf'u = w'QQTw = w! Byw
v"v = s5QQ" sy, = s}, Bysy,
u'v = w' QQ Ty, = w' Bysy, (1.20)

Substituindo as relages de (|1.20]) em ((1.19) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

temos

T, \2
wTBkHw:uTu—(uTv) + M
vTy
T ToN (0 T2
:(uu)(va) (u'v) M0
vy

Portanto, a matriz By, é definida positiva. O
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Observacao 1.3.1

A convergéncia de um método de Otimizacao esta diretamente ligada ao com-
primento do passo em cada iteracao. Uma condigdo bastante conhecida, que define
o valor de ay que baseia-se num valor minimo de redugao da funcao objetivo f é a

Condicao de Armijo, que possui a seguinte formula recursiva
fa® + apd®) < f(2®) + o V£ (2F) T d" (1.21)

definida para uma constante ¢; € (0,1). Para valores muito pequenos de ay, (1.21))
é satisfeita. Desta forma, apenas a condicao ((1.21]) ndo garante a convergéncia, pois
ay pode se tornar muito pequeno. Para corrigir este problema, introduzimos o que

chamamos de Condicao de Curvatura, que é escrita da forma
Vf(a* + apd)Td" > e,V ()T d* (1.22)

definida para uma constante c; € (0,1). Juntos a Condi¢do de Armijo e a Condigao de

Curvatura sao conhecidas como Condigoes de Wolfe, ou seja

¥ 4+ apd®) < f(2®) + o,V f ()T d*
V(@ + apd®) d* > e,V f (%) d" (1.23)

com 0 < ¢ <o <1
Veremos mais a frente, que quando a fungdo f é fortemente convexa, sly, > 0 sera

k

satisfeita para quaisquer dois pontos z* e z¥!. Para funcdes ndo convexas, a escolha

do comprimento do passo satisfazendo a condi¢do de Wolfe (em particular o passo de
Newton oy, = 1), garante que V f(z*1) s, > oV f(2F)T'sy, e por isso, utilizando as

hipdteses da Proposicao 1.3.1, temos

ylsey = V("™ s, — V(") s, > oV f(a") s, — Vf(2") sy

iV f(2MTd* >0 (1.24)

que coincide com o item (iii), da Proposi¢ao 1.3.1.
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1.3.2 Convergéncia do Método Quase-Newton BFGS

Nesta se¢ao mostra-se a convergéncia dos métodos Quase-Newton, no qual foi

abordado na referéncia [§].

Definigdo 1.3.1. Seja a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo no qual converge
para ¥, i.e., klim |zF — z*|| = 0. Se existe um nimero real p > 1 e uma constante
— 00

positiva 3 (independente de k ), tal que:

[ |

lim =0

hoo [|ag — ||

Dizemos que {xy} € p-ordem. Em particular:

1. Quandop=1¢e[ € (0,1), a sequencia {xy} possui taxa de convergéncia Q-linear.

2. Quandop=1ef=0o0ul <pu<2ef >0, asequencia {xy} tem tara de

convergéncia Q-superlinear.
3. Quando p = 2, dizemos que xy tem taxa de convergéncia (Q-quadrdtica.

Lema 1.3.1. Seja f : D C R*" — R duas vezes diferencidvel no conjunto aberto

convero D. Entdo para qualquer u,v,x € D, temos

) 19100~ 10) = F5@)u =)l < | sup 970+ t(u = 0)) = V27(0)] =1l
o (1.25)
FE além disso, se a matriz Hessiana de f é Lipschitz continua, com constante v, em D,

entao
i) [|Vf(u) = V) = V(@) (u—v)|| <ymaz{|lu—z|, v - z|}|u—o| (1.26)

Demonstragao. Ver [21]. O

Lema 1.3.2. Sejam o gradiente e a Hessiana da funcdao f satisfazendo as condicoes do
lema e que [V2f(x)]™! exista para todo v € D. Entdo eriste e >0 e 3> a >0

tal que para todo u,v € D, quando max{||u — z||,||v — z||} <, vale
allu —vl| < |VF(u) = V()| < Bllu =] (1.27)

Demonstragao. Ver [21]. O
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Agora veremos dois resultados de convergéncia, segundo [22] e [23].

s

Lema 1.3.3. Se a convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo € Q-

superlinear para x*, entao:
li ||xk+1 - JJ]CH o

=1
koo [|lag — 2|
Demonstracao. Para um inteiro k > 0, temos
lzpir — 2| (e — 2+ (e — 27))|| | lleeen — 2l [lee — 27
[T (R T e = e — o

Usando o fato de que a ordem de convergéncia de {x;} é Q-superlinear e a defini¢ao

de mdodulo temos:

Mane =t e =@l e =] [k — 27
[ e I i I (|

Passando o limite quando k& — oo temos:

o< o B =l Jm—atl
S ool oo

Portanto,

T
e — ]

O

Teorema 1.3.1. Sejam a funcdo f: R™ — R duas vezes diferencidvel em um conjunto
aberto convero D C R", um minimizador local x* € D com V?f(x*) simétrica e
definida positiva e uma vizinhanca N(z*,€) de x* tal que |V2f(Z) — V2f(z)| <
YT — ||, Vz,T € N(z* €). Suponha que By, é uma sequéncia de matrizes simétricas
definidas positivas. Assuma que a sequéncia {x*} converge para x*. Entdo V f(z*) =0

e {z*} converge superlinearmente para x* se, e somente se,

1B — V2f(@*)]s"[| _

i B =0
Demonstracao. A ideia é provar a equivaléncia
By — V2 f(z* V£ (k! K+l _
B = Vs IVAEE e e =
koo skl koo ||si koo [l — 2|
no qual s = zF+ — 2~
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(<)

Observamos que:

[Br = V2 f (") (w1 — 21) = =V f(2¥) = V2 f(2") (2" — 2¥)
= [VF(@") = Vf(2¥) = V2 f(@*) (@™ = 2®)] = V f(2*)

que podemos reescrever,
V@) = [V (@) = V@*) = V2 F(@") (@ = 2)] = [Br — V2 f(2")] (21 — 1)

Usando a desigualdade triangular e dividindo por ||s*||, temos:

V@I IV F @) = VR = V2 )@ = 2] 1B = V2 (a7)st]

Is¥ I~ 15" 5%

(1.28)
Pelo lema [1.3.1] a inequagao (|1.28)) fica:

V@O vy ke K
< Sl =2+ [la® — 27
15" 2

sl II(Bi = V2 ())s"|

BN %]

Passando ao limite quando k£ — oo, temos:

L 9]

=0 1.29
R 129

Pelo lema [1.3.2] existe § > 0 e ky > 0 tal que Vk > kg, temos:

VDI =V = V)] = Bl — 27|

k+1 _

Dividindo por ||z 2*||, temos:

| I s I |

— — d —
15" [ — o+ o =]~ T T =

Passando ao limite quando k£ — oo,

k
) T
lim —— =0
k—oco 1 + rk
ou seja,

lim ¥ =0
k—o0

Portanto, a sequéncia {x*} é convergente para z* superlinearmente.
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(=)
Pelo lema [1.3.2] temos:
IV [ D] < Blla™* — o

Dividindo por [|z* — z*||

lz* =2l LV )]
e N |

Passando o limite e usando a hipdtese que a convergéncia é superlinear temos:

LIVAEDT

S TPr——]

Reescrevendo, temos:

LIV S [la™t —a®]

lim = =0
e B b+t —aH k=]
Pelo Lema [1.3.3] fica:
- VFEM
P (1.30)
Note que a sequéncia {z*} converge para z*, ou seja, klim |z* — 2*|| = 0. Como a
—00
funcao f é duas vezes diferenciavel, temos
lim Vf(2*) = Vf(z*) (1.31)
k—o0
Por (|1.30]), e também usando o fato que klim |z* — 2*|| = 0, temos
—00

lim [V f(")]| =0
k—o00
que substituindo em ([1.31]) temos
Vfix*)=0
Observe que:
[Br = V2 f ()@ = 2®) = [Vf (@) = Vf(a") = V2 f(27)s"] = V(")
Usando a desigualdade triangular, dividindo por ||s*|| e usando o lema |1.3.1]

I[Be = V2f@@)]sMl] (™ = o]l + fla® =" DIt IV A ]
%] N 2] s 5"

Passando ao limite quando £ — oo, temos:

1By = V25t

lim

koo %]
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2 Fundamentos de Otimizacao Multiobje-

tivo

Neste capitulo, vamos relacionar alguns aspectos dos modelos matematicos
usados na Otimizacao Multiobjetivo. Definimos ordem parcial no espaco R™ e conceitos

relacionados as solugoes Pareto-6timo, que serao utilizados neste trabalho.

2.1 Problema Geral

A Otimizacao Multiobjetivo consiste em minimizar duas ou mais fungoes
objetivos, em geral conflitantes. A solu¢do que minimiza umas das fungoes objetivo

nao sera, em geral, a solucao que minimiza as demais func¢oes objetivos em questao.

Segundo Miettinen [24], um problema de otimizagao multiobjetivo, é da forma

min F(x) = (fi(z), fo(z),. .., fi(x))"
s.a.r €S

no qual existem j(> 2) fungbes objetivos definidos como f; : R" — R. Deno-
tamos o vetor objetivo por F(z) = (fi(z), f2(z),..., fi(x))T, o vetor decisdo por
r = (x1,%9,...,7,)T pertencente ao conjunto S C R" e S # ). De uma forma geral,

este problema, ndo existe uma tnica solugao que é 6tima para todas as fungoes objetivo.

2.2 Equivaléncias entre alguns problemas de Otimizacao

No desenvolvimento dos artigos principais, vamos utilizar equivaléncias entre
problemas de otimizacao, visando tornar os resultados mais faceis de verificagdo. Sejam

os seguintes problemas
(P1) = {min[ max fi(x)]

zeR” i=1,...,n
Defina uma fungao K : R* — R onde K(z) = max f;(z). Logo o problema (P1) é

ERRRE)

reescrito como:

reR”™

(P1) = {min K(x)

Dizemos que z* € R™ é solugao de (P1), se K(z*) < K(z), Vx € R™.
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min t
(P2)=14s.a. fi(x)<t, VYi=1,...n
(z,t) € R

Sejam os conjuntos A = {(z,t) € R"™; fi(z) <t} eU = {t € R; (x,t) €
A, para algum z € R"}. Dizemos que t* é solugdo de (P2), se t* < ¢, para todo
t € D (conjunto viavel de (P2)).

Proposigao 2.2.1. Seja K(x) = maxfi(z) e t* = K(z*), onde x* = argmin K(z).
Entao o par (x*,t*) € solugio de (P2). Reciprocamente, se (x*,t*) é solugio de (P2),
entao t* = K(x*), i.e., € solugao de (P1).

Demonstragio. Vamos demonstrar primeiramente que o par (z*,t*) solugao de (P1)

resolve o problema (P2).

Seja t* = K (x*) o valor é6timo de (P1), no qual z* € R™ é o ponto étimo. Como
K(z) = maxfi(z), t* = K(z*) = max f;(z*), ou seja, f;(z*) < t*. Isto significa que o
par (z*,t*) pertence ao conjunto A de (P2). Seja t = K(z), no qual t € Im(K) C R.
Como por hipétese, K (x) > f;(x), temos que f;(x) < t. Logo, o par (x,t), pertence ao
conjunto A de (P2). Como K(z*) < K(z), temos que t* <t,comt € R e (z,t) € A.
Portanto, t* é solucao de (P2).

Agora vamos demonstrar que t* solugao de (P2) resolve o problema (P1).

Pelo problema (P2), observamos que um ponto (z,t) € R*™™ é factivel, se
filz) <t, i=1,2,...,n, ou seja, max fi(z) =t, no qual t € Im(K). Tomando a
solugao de (P2) (z*,t*) € R™! temos
max filz®) <t" e t*<t, VteD
Para todo = € R™, é verdade que (z, K(z)) € A e isso implica que K(x) € D.

Agora, como t* < t, para todo t € D, segue que K(z*) < K(x), para todo = € R".
Portanto, a solucao t* de (P2) resolve o problema (P1). O
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2.3 Ordenamento de solucdes no R"

Nos problemas em Otimiza¢ao (com somente uma fungao objetivo), tinhamos
uma certa "facilidade" entre comparacoes de solucoes, pois os valores 6timos pertenciam
ao conjunto dos nimeros reais R. Porém, isto ndo acontece na Otimizacao Multiobjetivo,
pois os valores 6timos estao contidos no R™. Desta forma ficamos impossibilitados de
fazermos comparagoes entre esses vetores. Vamos definir o ordenamento desses vetores

iniciando um estudo sobre Relac¢oes Binarias e Ordens Parciais.

Segundo Sampaio [25], uma relagao bindria A em R™ é um subconjunto do
produto cartesiano R™ x R™. Assim, diz-se que um elemento z € R™ estd relacionado

com y € R" por A se (z,y) € A.

Definigao 2.3.1. Seja A uma relagao bindria em R™. Dizemos que ela é:

1. Reflexiva, se (x,z) € A para todo v € R™
2. Anti-Simétrica, se (z,y) € A se (y,x) € A implica que x =y para x,y € R"
3. Transitiva, se (x,y) € A e se (y,z) € A implica que (x,z) € A para x,y,z € A

4. Completo ou conectado, se (x,y) € A ou (y,z) € A para todo x,y € R™ com
T#y

5. Linear, se (x1,11) , (z2,y2) € A et > 0 entdo (txy,txs) e (v1 + 29, y1 +y2) € A

Definicao 2.3.2. Dizemos que um conjunto X C R™ é parcialmente ordenado, se
existe uma relagdo bindria para todo x,y € X e valem as propriedades de Reflexividade,

Anti-Simetria e Transitividade.

Definigao 2.3.3. Sejam x,y € R™ . Definimos as relagoes ” <X 7,7 <77 =77 £7”

da sequinte forma:

r3yer, <y, i=1,..,n

r<y&sx; <y, t=1,...,n

r=ysr=vy, 1=1..n
x#y e ;T F oy

De forma andloga, definimos as relagoes 7 = 7 e ” = 7 . Se nao houver

comparagio T A y.
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Pela defini¢ao [2.3.2] uma rela¢ao binéria é chamada de ordem parcial se é
reflexiva, transitiva e anti-simétrica. Vamos definir, segundo [20], a classe de ordens
parciais determinadas por cones em R™. Os cones no R™ sdo definidos como o conjunto
K C R™ quando d € K temos td € K, Vt € R,. Também definimos que o cone
K C R™ ¢ pontiagudo se K N(—K) = {0}.

Definicao 2.3.4. Dado K C R™ um cone ndo vazio, convexo, fechado e pontiagudo.

A relacao bindria associada a K, denotada por <, € definida como:
Y1 2k Y2 para Yy, y2 ER" S yp—y € K

Neste caso, diz-se que y, domina ys.
Também definimos a relacao bindria estrita a K denotada por <k, quando K tem

mnterior nao vazio, como
Y1 <K Y2 para yi,y» € R™ & yo —y; € int(K)
Neste caso, diz-se que y; domina fracamente (ou estritamente) ys
Segundo [27], <k é uma relagao binaria reflexiva, transitiva e anti-simétrica.
Portanto, <y é uma ordem parcial. Em [26], além de ser uma ordem parcial, é

compativel com a soma de vetores e o produto com um escalar positivo, ou seja, dados

Y,Y1,Y2 € R™ e X € R tem-se que:

Y1 2k Y2 = A1 Sk AY2

N 3K +TYKkYy2t+Yy

R|

Figura 1 — Cone K C R

A Figura 1 ilustra um cone K C R? fechado, convexo, pontiagudo e com interior

nao vazio.
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Y +K

Figura 2 — Cone transladado.

Na Figura 2, temos a ilustracao de dois cones transladados: ' + K e v/ — K.
Todos os vetores do cone 3’ + K sao dominados por ¢/, enquanto que no cone 3’ — K

todos os vetores do cone dominam v/’

Yy +int(K)

y' —int (,Kg

Figura 3 — Interior de um cone transladado.

Na Figura 3, todos os vetores no cone transladado y' + int(K) sao dominados
estritamente por ', enquanto que todos os vetores do cone y' — int(K) dominam

estritamente y'. Figuras 1, 2 e 3 inspirados no trabalho de [26].

Defini¢ao 2.3.5. Dizemos que um ponto x* € R" é K-minimizador irrestrito (ou

K-étimo) se nao existe um y € R™ com F(y) <k F(z*) e F(y) # F(z*).

Exemplo 2.3.1. Sejam K =R3, F : R* — R? dada por F(z,y) = (2 + 1,2% + y?),
temos que (0,0) é um ponto K-6timo de F, pois x> +1 < 1 e 22 + y*> < 0 ndio
possuem solu¢do para nenhum par (z,y) € R% Assim, ndo eriste um (x,y) € R* com
F(e,y) <a2 F(0,0) ¢ F(z,y) # F(0,0).

Definicao 2.3.6. Dizemos que um ponto x € R™ é K-critico de F' quando:

Im(JF(z)) N —int(K) =0
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Definicao 2.3.7. Seja x € R™ um ponto nao K-critico. Dizemos que v € R™ é uma

K-direcao de descida de F' em x, quando,

JF(z)v € —int(K), ou seja , JF(x)v <k 0

Além disso, existe um t > 0 tal que F(x + tv) <k F(x) para todo t € (0,%).

2.4 Pareto Otimalidade

Nesta secio, vamos definir o conceito de Otimo Pareto [24]. Este conceito surge
da necessidade de comparagao entre vetores do R”. Desta problematica, tomamos os
vetores que "melhoram os resultados" das fungoes objetivos ao mesmo tempo. Estes

elementos irao pertencer ao que chamamos de conjunto Pareto Otimo.

Seja R o conjunto dos niimeros reais. Definimos por R, o conjunto dos ntimeros
reais nao-negativos e por R, o conjunto dos nimeros reais estritamente positivos.

Seja U C R™ um conjunto aberto e uma funcao
F:U—R™

Pela Definigao , usaremos a ordem parcial induzida dos conjuntos R} = R, x

... x Ry (chamado de cone Paretiano do R™ ) e R, =R, x ... x Ry}, definindo
Fly) 2 F(z) & F(z) = F(y) € R}

Fly) < F(z) & F(z) = F(y) € R,

E o conjunto
—RY ={-ujueRY}

Teorema 2.4.1. Seja F' diferencidvel em x € R™. Uma condi¢ao necessdria para que
x seja Pareto-otimo é:

Im(JF(z)) N (-RY,) =0

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que Im(JF(x))N(—R7T, ) # 0, isto é, existe uma
direcao de descida v € R" tal que JF(z)v € (—R7, ), isto implica que (V f;(z),v) <
0,Vi=1,...,m. Assim, v é uma direcdo de descida para cada f; a partir de x, ou seja,
existe A > 0 tal que fi(z + \v) < f;(z), VX € (0, ). Logo, F(z + A\v) =gy F(z) 0 que

¢ uma contradicao, pois supomos que x ¢ Pareto 6timo. O



Capitulo 2. Fundamentos de Otimizacdo Multiobjetivo 24

Exemplo 2.4.1. Caso particular do Teorema |2.4.1

O Teorema [2.4.1] generaliza o conceito de ponto critico para a otimizagio cldssica.
Basta fazerm =1 e K =R,. Seja f: R" — R diferenciavel e x* € R™ uma solucao
Pareto 6timo. Logo, Jf(x*) = Vf(z*) e —intK = —R4, i.e.,

Im(VF(@*) N (=Ryy) = 0

Entao,

Vd ¢ R", Vf(z*)'d ¢ (—Ryy), ou seja, Vf(z*)'d >0 (2.1)

Tome d = =V f(z*). Em (2.1), temos =V f(z*)TV f(z*) > 0, isto ¢, |V f(z*)|? <0,
tem-se, V f(z*) =0

Exemplo 2.4.2. Ezemplo da ndo suficiéncia do Teorema |2.4.1
Seja a fungio f : R? — R, diferencidvel definida como f(z,y) = x> — y? e o ponto
z=(0,0)

Logo, Jf(z,y) = Vf(z,y) = ( 2

). Desta forma, Jf(x) = (0 >, satisfa-
—2y 0

zendo assim a condicdo do Teorema |2.4.1. Porém para T = temos que

f(#) ==3<0=f(z).

Agora definiremos, segundo [24], Solucoes Pareto.

Defini¢ao 2.4.1 ( Solugdo Pareto Otimo)(ou Ponto eficiente global). Um vetor

z* € S é Pareto Otimo se ndo existe outro vetor x € S tal que

file) < fi(z™), i=1,...,m e f;j(x) < fj(z") para algum j
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z* Conjunto Pareto Otimo

Figura 4 — Tlustracdo do conjunto Otimo Pareto.

Na Figura , retirada do trabalho de [24], mostra-se uma regiao factivel S C R® e
seu respectivo conjunto imagem Z C R2. Observe que a linha em negrito corresponde ao
conjunto Pareto Otimo. Outras definicdes sobre Otimo Pareto também sao importantes

para nosso estudo.

Defini¢ao 2.4.2 ( Solugao localmente Pareto ()timo)(ou Ponto eficiente global
local). Uma solugio x* € S € localmente Pareto-otimo se existe 6 > 0 tal que x* €
Pareto-étimo em S N N(z*,0)

Definicao 2.4.3 ( Solugao Pareto Fraco)(ou Ponto eficiente fraco). Uma solugdo
x* € S € Pareto fraco se nao existe um outro ponto x € S tal que fi(x) < fi(z*),

1=1,....,m

Definigao 2.4.4 ( Solugao Pareto Fraco Localmente)(ou Ponto eficiente fraco
local). Uma solugao x* € S é Pareto fraco localmente, se existe 6 > 0 tal que x* € uma

solugao Pareto fraco em S N N(z*,0).
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1 { i 4
= z N(z*,d) z

(a) Eficiéncia global. (b) Eficiéncia local.

: : A A
- T N(z*,8) z

(c) Eficiéncia fraca. (d) Eficiéncia fraca local.

Figura 5 — Tipos de Eficiéncias.

A Figura [p] encontrada em [25], ilustra as defini¢des anteriores. Se as fungoes
objetivo sdo convexas, qualquer solucdo localmente Otimo Pareto é também Otimo
Pareto, fato que provaremos mais adiante através do Teorema [2.5.1] Observe também
que, de uma maneira geral, as solu¢oes Pareto Otimo local, Pareto 6timo fraco e Pareto

6timo fraco local nao sdo solugoes Pareto Otimo.

2.5 Um resultado sobre convexidade em Otimizacao Multiobje-
tivo

A seguir, mostraremos um resultado sobre convexidade, segundo [24]. Seja o
Problema de Otimizacao Multiobjetivo definido como
min F(x)

(2.2)
sa.x €D



Capitulo 2. Fundamentos de Otimizacdo Multiobjetivo 27

Definicao 2.5.1. O problema é converxo se todas as funcoes coordenadas da

fungdo vetorial F e o conjunto D C R™ forem convexos.

Teorema 2.5.1. Se o problema de otimizacao multiobjetivo definido em for
convezo, entdo toda solugdo localmente Pareto-otima é também globalmente Pareto-

otima.

Demonstragao. Seja x* uma solugao Pareto 6timo local do problema (P), i.e., existe

uma vizinhanga B(x*,0) em x*, com § > 0 tal que néo exista z € B(z*,) NS e

fl(l’) < fl(l'*),VZ = 17 e
fi(x) < fij(z*), para algum j

Suponha que z* ndo seja solucdo pareto étimo global, ou seja, existe 2° € S tal que:

Fila®) < fila"), Vi =1 ome (23)

f;(2%) < f;(z*), para algum j

Defina 2 = a(z°%) + (1 — a)z*, onde a < , garantindo assim que & € B(z*,J).

[l — 9
Pela convexidade de S, & € S. Pela convexidade da fun¢ao multiobjetivo e por
temos:

fi(@) = filea® + (1 — a)2*) < afi(2°) + (1 — &) fi(2*) < afi(@*) + (1 — ) fi(a") =
fl(:v*),VZ = 1, ., m.

fi@) = fila*) = fiz") < afi(2®) + (1 — &) fi(z") = fi(z") < fi(a")

Contradigao, pois f;(z*) > f;(2°) para algum j. Portanto, 2* é solugao Pareto 6timo
global do problema (P). O
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3 Alguns Métodos do tipo Quase-Newton

para Otimizacao Multiobjetivo

Nesta secao apresentam-se os principais resultados objetivados neste trabalho
que sao as resolucoes de problemas multiobjetivos de fungoes convexas e ndo convexas.
Na Secao abordaremos algumas defini¢des, lemas e teoremas que irdo servir como
base para a compreensao dos algoritmos propostos nas Sec¢oes e [3.3l Na Segao
, trabalharemos com o artigo de Povalej [6] que estende os resultados obtidos por
[4] para os métodos Quase-Newton. Com o mesmo suporte tedrico de [4], Povalej
incrementa um algoritmo com atualizagdes do método BGF'S, aplicado para Otimizacao
Multiobjetivo. Na Se¢ao[3.3] estudaremos um algoritmo Quase-Newton para Otimizagao
Multiobjetivo nao convexo. Segundo [§], considerando uma func¢do nao convexa
F = (fi,fos-- s fm)T : X — R™ continuamente diferenciavel, no qual X C R", é
um conjunto aberto, mostraremos que o algoritmo tem propriedade convergéncia
global. A partir de agora, em todas as relagoes de elementos do R™, utilizadas para o

desenvolvimento tedrico, sera usado o cone Paretiano.

3.1 Algumas definicbes

3.1.1 Direcao de descida

Defini¢io 3.1.1. Seja a fungio F = (f1, fa, -, fm)T : U CR" = R™, no qual U ¢

um conjunto aberto. As fungoes f;, estao definidas na forma
:UCR"=R, j=1,2,....m

Assumimos que F' é duas vezes diferencidvel no conjunto U.

Se x € U nao é estacionéario (ndo é critico), entdao existe d € R"™ tal que
Vf;i(z)'d < 0 para todo j = 1,2,...,m. Pelo fato que a fun¢io F' ¢ continuamente
diferenciavel, entao

S+ ad) = f(2)

a—0 6%

=Vfi(x)'d<0, j=12,....m
Logo, d € R™ é uma dire¢do de descida de F' em =z, i.e., existe ag > 0 tal que

F(z+ ad) < F(x),Va € (0, ]
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3.1.2 Algumas definicdes para o caso convexo
Teorema 3.1.1. Seja F' : U C R" diferencidvel.

1. Se x* é um ponto Pareto-otimo fraco local, entao x* é um ponto estaciondrio de
F.

2. Se U é um conjunto convexo, F' convexo e x* € U é um ponto estaciondrio de F,

entdao x* é um ponto Pareto étimo fraco.

3. Se U € um conjunto convezo, F' € C*, V2f;(x) > 0 para todo = € U para todo

1=12,....m, e sex* é um ponto estaciondrio de F', entao x* é Pareto détimo.
Demonstragao. 1) Suponha que z* nao é um ponto critico de F'. Entao, o Teorema
[2.4.1 ndo acontece, ou seja, existe to > 0 tal que
F(z* +ts) < F(z*), Vte (0,1
Contradicao, pois * é Pareto 6timo fraco local. Portanto, z* é um ponto critico de F.
2) Como z* é ponto critico, isto é,
Vi (@)'s >0, VseR" e algum jo €I (3.1)
Tome s = x — x*. Pelo Teorema [1.2.2] temos:
fio(@) > fio(z*) + V(@) (x —2%), Ve €U e algum jo€j=1,2,....m

por (3.1]), temos

> fio(2") (3.2)
VeeU e algum joej=1,2,...,m
Logo, #y € U tal que fj,(y) < fjo(z*), jo €7 =1,2,...,m, ou seja, fly € U tal que
F(y) < F(z*), jo € I. Portanto, z* é Pareto étimo fraco.

3) Pelo teorema |1.2.3] como a matriz V2f; (x) ¢ definida positiva, f é estrita-

mente convexa. Logo pelo item (2) do Teorema 3.1.1,
fjo(x) > f]’o(x*) + ijo(x)T(x - .1'*) > fjo(m*)
Ou seja
fio(x) > fjox™ para algum jo€j=1,2,...,m
Logo, nao existe x € U tal que F(z) < F(z*) e F(z) # f(z¥)

Portanto, x* € U é Pareto 6timo. O
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Utilizaremos no caso convexo, a atualizagao Bj(x’”l), tendo como inspira-
¢ao a férmula recursiva Quase-Newton BFGS em (|1.14)), adaptada para o problema
Multiobjetivo, isto é,

Bj(z¥)skst B(a*) | Yy

B;(2**h) = B;(a*) — — (3:3)

st Bj(x*)sy, ijksk
onde j=1,2,...;m

Definicao 3.1.2. [6] Definimos d(z) como dire¢io Quase-Newton quando d(x) é

solucao otima do problema

min max ij(a:)Td—i—;dTBj(x)d (3.4)

deR j=1,2,...m
onde B;(x) é uma aprozimagio BFGS para a Hessiana V*f;j(x), 7 =1,2,...,m

Definicao 3.1.3. Definimos como valor otimo e solugdo as sequintes funcoes respecti-

vamente )
— i ()T ~dTB.
7(x) —Crllelﬂ%nnjilll?mefj(x) d+ 2d Bj(z)d (3.5)
1
P o . T — T .
d(x) = argcrlrelﬁgljgllﬁ'}mef](x) d+ 2d Bj(z)d (3.6)

Pela Proposigao [2.2.1] o problema (3.4)) pode ser escrito como um problema

equivalente de otimizacao quadratica convexa

min g(t,d) =t,
1
s.a. Vfjx)Td+ §dTBj(x)d —t<0, j=1,...,m (3.7)
(t,d) e R x R™.

O Lagrangiano do problema ({3.7)) é
Ui 1
L(td), N) =+ 3 A, (ij@)Td + 5d"B;(x)d - t)
j=1
Pela condigao de otimalidade de KKT, mostraremos os seus multiplicadores. Logo,

2 A (Vfi(x) + Bj(x)d) = 0 (3.8)

A >0, j=1,2....m (3.9)
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SN =1 (3.10)

j=1
T 1 T .
Vfi(z) d+ §d Bi(x)d<t, j=1,2,....,m (3.11)
1
A (ij(a:)Td+ Sd"By(w)d t) —0, j=1,2,....m (3.12)

O problema tem um ponto de Slater (1,0) € R x R™. Logo, pelo Teorema [1.2.12

existem os multiplicadores KKT, A\; = \;(z), j=1,2,...,m. Desta forma, temos em

B3

m

d(z) = - (i Aj(2)B; (l‘)) > Ai(@)V () (3.13)

J=1

A existéncia dos multiplicadores KKT do problema convexo (3.7)), implica que

nao héa brecha de dualidade. O dual, utilizando a fungao 7, serd

7(x) = sup inf L((t,d),\)

A>0 dER™
m 1
= s nf ;AJ (v fita)Td+ Sd Bj(x)d> (3.14)
Soa=1

No seguinte lema, vamos provar condi¢oes para um ponto z € U ser estacionério

(critico) e algumas propriedades da fungao 7.

Lema 3.1.1. Seja a matriz Bj(x) definida positiva para todo x € U CR", no qual U
¢ um conjunto aberto e a fungdo T definida em . Entao:
a) Para todo x € U, temos 7(z) < 0.
b) As condigoes sequintes sao equivalentes
1. O ponto x ndo € estaciondrio (ndo é critico).
2. 7(z) <0.
3. d(x) #0.

c) A fungio d : U — R™, definida em (@, ¢ limitada em conjuntos compactos.
d) A fungio 7 : U — R, definida em ¢ continua no conjunto U C R"™.
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Demonstra¢io. Provando o item a)

Pela equacao (3.5)) e como d € R™ é qualquer, em particular vale para d = 0. Logo,

7(x) < ;max V£i(z) 0+ ;OTBj(x)O =0 (3.15)

1,....m

Equivaléncias do item b)
Provaremos de (1) para (2)

Como por hipétese, x é um ponto nao estacionario,
Im(JF(2)) N (~R7,) # 0

o que significa que existe d € R" tal que ij(x)Tcz <0,j=12....m
Pela funcao (3.5)), para todo ¢ > 0, temos

Jj=12,...m

7(r) <  max ltij(J?)TCZ-F t;CZTBJ(Z‘)CZ]

=t max {ij (z)Td + ;JTBj (x)ci]

j=1,2,...m

Para t suficientemente pequeno, o termo a direita ficara negativo. Portanto,
7(x) <0

Provaremos de (2) para (3)
Suponha que d(x) = 0. Pela fun¢do em (3.5) temos,

7(r) = max [Vfj(z)"0+ ;OTBj(x)O} =0

j=1,2,...m

Contradicao, pois 7(z) < 0. Portanto, d(z) # 0

Provaremos de (3) para (1)

Como por hipétese, a matriz aproximacao B;(z) é definida positiva, paraj = 1,2,...,m,
entao

V() d(x) < Vf;(2)Td(x) + ;d(a:)TBj (2)d(z)

< max [Vr@)Tde) + ;d(:c)TBj(x)d(x) — r(2) <0
Logo, Vf;(z)Td(x) <0, ie.,
Im(JF(x)) N (=RY) # 0

Portanto, x nao é um ponto critico.

Provando o item (c)
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Seja W C U, um conjunto compacto arbitrario. Pelo item (a), tem-se 7(z) < 0, para

todo x € U. Tomando d(z) e substituindo na funcao 7, tem-se

fj(:U)Td(x)+1d(x)TBj(x)d(a:) < max ij(a:)Td(x) + 1d(ac)TBj(x)d(x) =7(x) <0

2 T j=12,..m 2
no qual j =1,2,...,m, ou seja,
1 .
§d(I)TBj (z)d(z) < =V f(x)"d(z), j=1,2,....,m (3.16)
A funcao f é duas vezes diferenciavel e a matriz aproximacao Bj(x) é definida positiva,
e para todox € Wej=12,...,m. Logo, os autovalores de B;(x) sdo uniformemente
limitados (e distantes) por zero em W, para todo j = 1,2,...,m e existem K,L € R,
tal que
N . — ] T .
K= myx [Vh@] e L= mip o' Byl (3.17)
j=1,2,..,m ||’LL||:1
§=1,2,....,m

Passando a norma e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na inequagao (3.16)),

temos .
SIBi@d@)* < [V f(@)lllld@)]
que substituindo os valores de (3.17))

;LHd(fc)H2 < ;Ill3g’(:v)ll|ld(ﬂf)||2 < [IVFi@)[[lld(@)]| < Kld(z)]]

ou seja
2K
ld@)] < =7, v e W

Portanto, a direcao Quase-Newton é uniformemente limitada no conjunto compacto
W.

Provando o item (d)

Para a continuidade da fungao 7 é suficiente mostra-la em um conjunto compacto
arbitrario W C U.

Defina uma familia de fungdes {¢, ;}zew,j =1,2,...,m onde

Yz W =R .

#ai(2) = V3(2) d(x) + 5d(2)" By (2)d(x)

Vamos mostrar que esta familia de func¢des é uniformemente equicontinua.
Primeiro, defina uma cobertura {B(z,4,)}.cw. Para qualquer z € W a bola B(z,4,) é
formada de tal forma que, para todos €, pequenos, existe algum 9, € R, tal que para
todo w € B(z,0,) temos

€, € .
I1Bj(w) =V [;() < 5 e IV fi(w) = V*f;(:)l < 5 para todo j=1,2,....m
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Pela compacidade de W, existe uma subcobertura finita de {B(z,9,)}.ew,
digamos {B(z;,0,,)} ei=1,2,....,m

Podemos reescrever P, COMO

pus(2) = V() dlw) + ()T By()d(a) + () V2 F(2)d(r) — Sd(x) T, (2)d(a)
= V) d(w) + @) VP fi(e)d(e) + [5d) (Bi() = P2 de)]

(3.18)

1
Na equagao (3.18)), os termos V f;(2)7d(z) + §d(x)TV2fj(z)d(x) sdo continuos,
pois a funcao f é C?. Estudaremos o termo entre colchetes de ([3.18)).

Tome wy,wy € W tal que [Jw; — ws|| < 0 no qual § € Ry,. Entdo existem

indices i1,13 € {1,2,...,1} tal que w; € B(2,65,), k = 1,2. Logo

ST (B ) = V2 (wn)d(w) — () (B (z) — V2 (wn)i()

< ;Hd(ﬂf)HQ(HBj(wl) = V22l + V2 f(z1,) = V2 fi(w) | + 1B (ws) — V2 f(23) 1+
+ IV fi(zi) = V2 fi(w2)))

1
< Slld@) P (ex, +€21,)

<

Ou seja,

(I) Pelo Teorema [1.2.10] ¢, ; ¢ uniformemente continua para todo z € W e
7=12....m

(IT) A familia {¢, ;}rew,7 = 1,2,...,m é uniformemente equicontinua.

(IIT) Pelo Teorema [1.2.11}, a familia {¢, = _max o, j}zew € uniformemente equicon-
j

.....

tinua.
Aplicando a definigao de fungao uniformemente equicontinua em (III), no qual, para
todo € € Ry, existe § € R, tal que para todo y,z € W, |y — z|| <  implica
|02 (y) — ¢(2)| < € para todo x € W. Logo para ||y — z|| < d, temos:
1
7(z) £ max Vi (2)d(y) + d(y)" B;(2)d(y) = (=)

7=12,...,

< ¢y(y) + ¢y (2) =y ()| < 7(y) + €

pois 7(y) = max VfT( )d(y )+;d( )Y Bi(y)d(y) = ¢,(y), pela defini¢io de d(z) em

=12,
- 3.1.3l Logo, 7(z)— ( ) < €. De maneira andloga, provamos também que 7(y)—7(2) < e,

e., |7(2) — 7(y)| < e. Portanto, 7 é continua em W. O
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No proximo teorema, vamos definir como vai ser o tamanho do passo «j,
utilizando uma modificagdo na Condi¢ao de Armijo utilizado em [23] e [I8] onde

envolve a funcao 7. A motivagao seria o uso da Condi¢do de Armijo classica

f(z +ad(x)) < f(x) + baV f(z)'d(x), no qual b€ (0,1) (3.19)
Utilizamos o passo de Newton (a = 1) préximo ao ponto 6timo, onde B(z) é uma boa
1
aproximacao para a Hessiana da F', i.e., B(x) serd definida positiva e b € (0, 5), de
acordo com [I6]. Para o caso escalar m = 1, em (3.13)), temos
—Vf(x) = B(z)d(x) (3.20)
¢ 1
7(x) = Vf(z)"d(z) + d(z)" B(x)d(x) (3.21)
Substituindo (3.20) em (3.21)), temos
1
7(x) = Vf(@)"d(z) = 5V f(x)"d(x)
1
=5V f(x)'d(z) (3.22)

Reescrevendo , temos
o+ ad(z)) < f(z) + b@z.;v ) d(x)
que substituindo , fica
flz+ ad(z)) < f(z) + act(x)
no qual ¢ =2b € (0,1).

Teorema 3.1.2. Seja T € U um ponto nao estaciondrio de F'. Entdo para qualquer

0<c<1emister >0 eay€ (0,1] tal que B[Z,r] C U e para todo x € B[T, 1|,
r+adx)eU e fjlx+adx)) < fi(z)+ car(z)
para todo o € [0, € j=1,....m

Demonstragio. Como T é nao critico, pelo Lema item (b2), 7(z) < 0. Usando

(T
a continuidade de 7, temos que dado € < — existe 1z > 0 tal que ||z — Z|| < re,

temos
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Pela definigdo de médulo e somando todos os membros por 7(T) temos
7(7) _
T(x) < Vo € B[, 1] (3.23)

No qual B[z, r¢] C U. Em particular, qualquer x € B[T,r] é ndo critico.

Pelo Lema item (c), d é limitado em conjuntos compactos, i.e., d é limitado
no conjunto B[Z,r|. Logo, existe 0 < oy < 1 tal que x + ad(x) € U para z € B[Z,r| e
a €[0,0q]. Parax € BT, 7] e a € [0, 4]

fi(z +ad(x)) = fij(z) + aV fi(x)Td(z) + oj(ad(z),2), j=1,2,...,m

onde J
lim %(0d@).7) _
a=0+ afld(z)]]

Usando novamente o fato que d é limitado na bola B[Z, ],

lim 0j (Oéd(af), ZL’)
a—0+ [e%

=0
Como Vf;(z)Td(z) < 7(z), com a € [0,01], j=1,2,...,m, temos:

fi(z + ad(x)) < fi(x) + ar(z) + 0;(ad(z), z)
o;(ad(x), )

= fi(x) + act(z) + o |(1 —o)T(x) + >
Por (3.23)) e tomando « suficientemente pequeno
[i(z 4+ ad(z)) < f;(z) + act(x)
O

Lema 3.1.2. Seja V' C U um conjunto convexo e que existam 0,e € R tal que para
€

qualquer x,y € V., com |ly — x|| < 8, temos ||V f;(y) — V2f;(z)]] < i’j =1,2,...,m.

Entao, para qualquer x,y € V tal que ||y — z|| < 0, temos:

IV fi(y) = Vi) = V2fi(@)(y — 2)l| < %Hy — x| (3.24)

e

550~ (f5() + V@~ ) + 5l — 2 L) — o) < Sy —al? (3.25)
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Demonstra¢io. Vamos provar a inequacgao (|3.24|)
Faga p = y—xz. Em (3.24), devemos mostrar que ||V f;(z+p) —V f;(z) = V2 f;(z)(p)]| <
%HpH Por (|1.2.7)), temos:

I [ it to)p dt = VL@l < [ 1935+ ) = T2 el

< IV2fi(y) = V2 i@llpll < 5lpl - (3:26)

Provando a inequacao ([3.25|)

Faca p = y — x. Devemos provar que:

1 € .
i@ +p) = (f3(@) + V(@) p+ 5p" Vi (@)p)| < Jllpl* Vi=1,...m
Observe que, pela Formula de Taylor de segunda ordem:

1 .
|fi(a +p) = (fi(2) + V() p+ 5PTV2fj($)P)| =0j(p), Vi=1,...,m
Logo, dividindo os dois membros por ||p||* e para p suficientemente pequeno temos:
o} (p)
1p]1?

. €
e 05(p) < 7 lpl?

<

R

1 € .
Portanto, |f;(z+p) = (f3(x) + V f;(2) "+ 50" V2 fi(@)p) < {Ipl? Wi =1,...om O

No préximo lema, usaremos um resultado da convergéncia do método Quase-
Newton em otimizacao classica. Verifique que a ordem de convergéncia do método

Quase-Newton ¢é superlinear com as hipoteses do Teorema [1.3.1| e que

I[B(z*) = V2 f)]s] _ (3.27)

lim

ko0 [Is*]

Na otimizacao Multiobjetivo, nao podemos conseguir uma das hipoteses da
Otimizacao Cléassica que é uma solugao z* para o qual Vf;(z*) =0, para todo j =
1,2,...,m. O limite (3.27)), citado em [22], serd utilizado como hipétese no decorrer

do nosso trabalho. Tomando aj = 1, temos

o MB5 () = V2f )

0, 7=1,2,...
koo Hdk” 7] » < 7m

Logo, para um € € R, existe ky € N tal que para todo k > ky, podemos escrever

I[Bs (") = V2 f5(a")]d"|| _ e
1] 2’

17=12....m
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Lema 3.1.3. Seja V C U um conjunto convezo e d,€ € Ry tal que qualquer x,y € V,
com |y — x| < 6 temos [|[V2f;(y) — V2f;(2)] < g Vi =1,...,m. Seja {z*} e

Bj(z%), j=1,...,m sequéncias, nas quais, existe ko € N tal que para todo k > ko,

[[V2f;(z*) — B;(z*)](y — 2")|
ly — =]
Para qualquer 2, k > ko, e qualquer y € V tal que ||y — 2| < 6, temos:

€
< - Vij=1,....,m.
2 j ) 7m

IV£i(y) = [V£i(") + Bi(a")(y — 2] < elly — 2| (3.28)

Fily) = (") + V") (y — %) + ;(y — ") B;(2")(y — )] < %Hy — "
(3.29)

Demonstracao. Provando a inequacao (|3.28]

Usando a inequagcao (3.24])

IV5(9) = [V 55(") + By (@) = ]| < [V 5(0) = Vii(a*) = V£ ) = b))+
+ (72 f5(") = By () — b))
< 5lly =¥+ 5lly = 2*1 = elly - 2*|

Provando a inequacao (|3.29))
Utilizando a inequagao (3.25)), temos

£i0) — ) + V@ — 2 + 5y — 57 By )y — )] <

o) — F(a®) = Ty — 7 — Sy — 29 () g~ a*)
+ |3y =TIV = Biahl(w — 2] < Slly = 217 + Slly = 2l = Slly - 2470

+

<

Lema 3.1.4. Sejax € U ea,be Ry tal quea <b. Seal < Bj(x) <bl, j=1,...,m,

entao

a b
Fld@I° < r(@)] < S lld@)[”
Demonstracao. Defina

H:= Z A\i(2)Bj(x) e v = Z i (2)V f;(2) (3.30)
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Observe que por hipétese, al < B;(z) < bl. Pré-multiplicando por g Aj(x) temos:
j=1

Ou seja,
al < H <bl (3.31)

Substituindo H e v na equagao (3.13)) temos:
d(r) = —H '
Substituindo na fungao temos:
(z) = od(z) + ;d(x)THd(q;)
= (—Hd(z))"d(z) + ;d(a;)THd(x)
= —d(x)"Hd(z) + ;d(:z:)THd(:v)

= L d(x)" Hd(a)

1
Tomando a desigualdade (3.31) e pré-multiplicando por Ed(x)Td(x) temos:

a b
Slld@)|* < =7(x) < Slld(2)]*
utilizando o fato que 7(x) < 0, concluimos que

a 2 b 2
@I < (@) < 5 )]

Lema 3.1.5. Sejam x € U e 0 < a. Se al < Bj(x) para todo j =1,...,m, entdo

2
1

<
()] < 5

SNV ()
=1

para todo \; >0, 7 =1,...,m, com Tf:)\jzl
j=1

Demonstragcao. Seja \; > 0, com j = 1,...,m e ), A\; = 1. Definimos w :=

5\ V()
J=1
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Substituindo w na inequagao dual (3.14)), temos:

UL |
~ T T
T(x) > SlerIlan (w s +]Z::1)\j23 Bj(x)s)
- ., L 2
> inf (w s+ =al|s| )
R 2
J[w]*

2a

Como 7(x) <0, Vx e U, temos:

[Jwl|® [Jwl]®
— < <0< — <
g = () <0< —7(2) < 5y
Portanto,
2
1 m
(@) £ 5 [ AV @)
j=1

3.2 Um algoritmo do tipo Quase-Newton para Otimizacdo Mul-

tiobjetivo (caso convexo)

A seguir, apresentamos o algoritmo para o caso convexo. Inicialmente no passo
1, entramos com um elemento qualquer z° € U, uma matriz simétrica definida positiva
By € R™ ™ os valores de ¢ € (0,1) e € > 0, suficientemente pequeno. No passo 2 é
realizada a resolucao do problema que é equivalente ao sistema , no qual
também é calculada o valor de 7(2*) e d(z*). Pelo Lema [3.1.1] item (b), se obtermos
um valor z¥ € U, onde 7(2*) = 0, o elemento 2* € U ¢ ponto critico. Se isso acontecer,
o algoritmo para. O parametro € serve em nosso algoritmo como critério de parada
para implementacio computacional. Se 7(x*) < 0, avangamos para o passo 4, para o

k

calculo do tamanho do passo o*. Neste momento, tomamos o como o maior valor do

conjunto M = {27, n=0,1,2,...}, que satisfaga as condigoes do Teorema (3.1.2)). De
k

, nos passos 5 e 6, calculamos a atualizacdo 2**1, onde
k1)

posse do tamanho do passo «
oFt = 2% + akd(2%) e também é atualizada a matriz aproximagio B;(z**1), utilizando
a formula . Com estas informagoes volta-se para o passo 2. Por comodidade, em
alguns casos, valem as seguintes igualdades: f(z¥) = f* 7(2%) = 7%, B;(2") = BJ’-“,

Bj(a*t) = By, d(ak) = dF e d(z"t) = dF L

Algoritmo 3.2.1 (Algoritmo Quase-Newton para Otimizagdo Multiobjetivo).
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e Passo 1. Inicio Dados o € U, uma matriz simétrica, definida positiva

By € R™" c € (0,1) ee > 0. Defina M ={1/2"; n=0,1,2,...}

e Passo 2. Direcao de descida Resolver o problema Quase-Newton 2
obter (d*) e 7% resolvendo e .

e Passo 3. Parada Se 7" > —¢, entio PARE!. Sendo, continue no passo 4.

e Passo 4. Busca linear Escolha o* o maior valor de o € M tal que x* +adF €
Ue fi(zF +ad®) < ff+car®, j=1,2,...,m

e Passo 5. Atualizacdo Defina 2! := 2% + o*d*. Atualize B;“ para B]’-€+1 com
o método BFGS , 7=12....m

e Passo 6. Faca k:=k+ 1 é vd para o Passo 2.

Agora estudaremos o teorema principal. Seus principais objetivos sao provar
a ordem de convergéncia superlinear e a convergéncia da sequéncia {2*} gerada pelo

Algoritmo [3.2.1] para um ponto z* € U C R™, Pareto étimo local.
Consideragoes sobre as hipoteses do Teorema [3.2.1

Nas hipdteses de (i) é assegurada sua existéncia pelo Teorema A hipétese
(ii) é garantida pelo fato que a fungao é fortemente convexa e C?, em um conjunto
convexo V', logo, a Hessiana de f é localmente Lipschitz. Em (iii), é valido, pois é
assegurada pelo Lema 3| (Condigao de Dennis Moré). Em (iv), a bola fechada
Blxo, 7] nos auxiliard por exemplo, a usar a hipotese de que a direcao Quase-Newton
d(x) é limitada uniformemente em conjuntos compactos, provado no Lema . Na
relagao da hipétese (v), serd calculado o valor de a utilizada, por exemplo, na hipdtese
(i), no qual os valores de € é dado e ¢ € (0,1) e em (vi), d(xg) vai ser controlado pelos

€
valores de §,7 e —.
a

Teorema 3.2.1 (Teorema Principal do Caso Convexo). Sejam V' um conjunto convezo,
U um conjunto aberto, no qual V. C U C R" e {2*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo
(-) Dados c € (0,1), ko € N e a,b,r,0,e € RY, considere as sequintes hipoteses:
(i) al < Bj(z) <bl eal <V2f;(x)<bl, Yz €V, j=1,...,m,

(@) [IV2f;(y) = V2 fi(@)|l < €/2, Yo,y € Vicom |y — || <6, j=1,....m,
(iid) [(B;(z") = V2 £i(@®)(y — a")| < (e/2)lly — 2™, VE = ko, y €V, j=1,....m,
(iv) Blzg, 7] CV
(v)e/a<l—c
(vi) [|d(zo)[| < min{d,r(1 = (e/a))}
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Entao, para todo k > k:o, temos:

— (¢/a)*
— <

(@ o = 2 < )l 7= 505

(b) Hd( Ol < Hd(ﬂfo)\l(E/a)

(c) 2%, % + d(2%) € Blxg, 7], ||(2F + d(z*)) — 2| <0 e ap = 1

() ld(=" D) < lld(z*)[|(e/a)

(e) A sequéncia {x*} converge para algum Pareto 6timo local z* € R™

(

f) A ordem de convergéncia da sequéncia é superlinear.

Demonstragio. Considerando como verdadeiros os itens (a) e (b) provaremos os itens
(c) e (d):
Prova do item (c)

Pela desigualdade triangular e utilizando os itens (a) e (b) do Teorema ({3.2.1]), temos:
l2* + d(2") — @ol| < [|l2* — on +ld(a)l]
— (¢/a)*
< o)l =L 1 (o) [ (e/a)"
1= (¢/a)

ou seja,

o+ d(at) =l < Nt (L) (3.32)

Na desigualdade ({3.32)), utilizando as hipéteses (v) e (vi) tem-se:

k k 1 —(¢/a)" _ k41
(2" + d(27)) = w0l < Wr(l—(e/a)) =r[l—(e/a)™ <7
i.e., % + d(z*) € Blxo, ]

Do item (a), fica:

1—(¢/a)k
1 —(e/a)

12 — @ol| < lld(o)]

Utilizando (vi) temos:
1— k
||.Ik — ,I0|| S T(l — E/a)l_((ee//cz/l)) S T‘[l — (6/a)k] S T
i.e., zF € B[z, 7]
Por (b), utilizando as hipéteses (v) e (vi)

I(z* + d(*)) — 2*|| = lld(@")]| < ld(wo)l|(¢/a)* < d(e/a)* <o

ou seja, [|(z* — d(z*)) — 2*|| < 4§
Pelo Lema (3.1.3]) na desigualdade ((3.29)

a4 dh) < () + VA + () B + 5 )
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que substituindo pela funcao (3.5)) vale

filat+d(ah) < f@) 7@+ 5 1d@) | = fiah)+er(@h)+(1—o)r(@b)+ )

Pelo Lema (3.1.4]), temos a desigualdade ng(x"“)H2 < |7(2*)|. Pelo Lema (3.1.1)),
T(2%) <0, Va* € U, entao

a
7(a") < —§Hd(f€’“)l|2
Logo, usando a hipétese (v), fica
€ a a
(1 —o)7(a®) + §||d(96‘k)\|2 < -5- o)lld(=")|* + S(1- o)lld(=")|* =0

Ou seja,

fi(a® +d(z")) < fi(@*) +er(@h), c€(0,1), j=1,....m

Pelo Teorema (3.1.2)), concluimos que oy = 1.
Prova do item (d)

Como aj = 1, temos que
" = oF 1 d(2h), 2F 2"t € Blag,r] e ||oFT — 2| <6

Definimos

Z)\ MV fi (2" (3.33)

Substituindo ((3.33) no resultado do Lema -7 temos
1

P < oo (3.34)
Para x € U definimos:
GH(x) = zjl)ff](:v) e H* .= zzlkaf (3.35)
j= j=

No qual podemos escrever
VG (x Z NV fi(x) e VPGMa Z N2 (@

Verificamos que

VGk k—l—l Z /\ka] k+1) (336)

Que substituindo na desigualdade (|3

dk — —(Hk)‘1VGk(a:k)
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i.e.,

H*d* +VG*(2*) =0 (3.37)

As hipoteses (ii) e (iii) ficam respectivamente
I97°G () = V*GH ()] < 5

I(H" = V2G* (")) (y — M) < %Hy — "
Desta forma, podemos reescrever a inequacao do Lema (3.1.3)) como
VG (2F + d¥) — (VG*(2®) + H*dY)| < €||d¥||

que substituindo e usando a relagao temos

[ = [VGH(* )] < elld|
Substituindo em temos

1) < LR < |
Pelo Lema e o item (i) obtemos

2
a €
“d k+1\|12 < k+1 dk 2
)P < (@) < ]

ou seja
a1 < ¥
a

Prova do item (a)
Vamos provar por inducao. Devemos verificar se a inequacao vale para £ = 0 e
k:=k+1.

Verificando quando k = 0, temos

1 — (¢/a)

|20 — ol < ||d(z0)|| =+

1 —(¢/a)
0 que torna a sentenca verdadeira.

Verificando para k := k + 1. Como foi demonstrado na prova do item (c), inequagao

(13.32) e ap = 1, temos

k k 1-— (E/a)k+1
I+ ) - o)l < 2 o)

Ou seja,
1 _ (€/a)k+1

1—(€e/a)

25 — o] < (o)
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Prova do item (b)
Provaremos por inducao
Para k = 0 temos
(o)l < (e/a)°|d(x0)
O que torna a sentenca verdadeira.
Para k := k + 1 temos que provar ||d(z*"1)| < (e/a)**||d(z0)]|.

Utilizando a inequagao do item (d) temos:

ld(z* )| < (e/a)lld(@")| < (e/a)(e/a)*[ld(wo) | = (¢/a)"*[ld(xo)l]

Prova do item (e)

Pelos itens provados anteriormente, ¢ verdade que
o |k k = k = k
1
Dol = aF(f =D ld(N)]| < ld(@o)ll Y _(e/a)" < o0
k=0 k=0 k=0

Logo, {z*} é uma sequéncia de Cauchy, i.e., existe z* € R" tal que

lim 2% = z*

k—o0
Veja que , como 7 ¢ uma fung¢do continua temos
. k\ *
kh_)rgor(x ) =T1(z")
Mais ainda, pelo item (b) e (v)
. k o
Jim [ld()] =0
Pelo Lema ([3.1.4) temos
a kY (|2 k b ky (|2
Sld@)I" < (@) < glld(z")]
Que passando o limite, quando k — oo
L im [|d(@M)][2 < lim |7(2%)] < 2 lim d(2")])?
2 k—oo k—o0 k—o0

substituindo (3.38)) e (3.39)

0<|r(z")] <0

Logo
T(z") =0

(3.38)

(3.39)

As equivaléncias de (b) no Lema também valem para as negagoes. Logo, z* é
ponto estacionario de F' e por (¢) do Teorema [3.1.1 x* é Pareto 6timo de F restrito
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em V, i.e., x* é Pareto 6timo local.

Prova do item (f)

Neste item provamos a ordem de convergéncia superlinear do método Quase-Newton
do algoritmo (|3.2.1))

Definimos

(e/a)k e §F = - e/a)k
T © 0 = ldo)le/a)

Pela desigualdade triangular, (iv) e (vi), temos

r* = ld(zo)]|

By[a* r*] € By[wg, 7] C V (3.40)
Dado ¢ € R arbitrario, definimos € := min{ . 1902(’0, €}
Para k suficientemente grande temos:
IV2/5) = V2 15(@) | < 5, Yooy € Blat,t) com y—af <8 (341

A

(B =92y~ < 5, Wy e BIh ot e 12k j=1..m  (342)

As hipéteses (i) e (vi) sdo satisfeitas trocando os valores de €, 7,8 e x¢ por ,7%, 5% e 2*
respectivamente. O item (iv) serd satisfeito por (3.40) e os itens (ii) e (iii) sdo as
inequagoes e respectivamente. O item (vi) é verdadeiro pelas definigdes
de r* 6% e €e (v) pelas definicdes de €,a e c.

Tomando o item (a), aplicando o limite quando & — oo e trocando xy e € por &y e €

temos
1

1—(¢/a)

A desigualdade acima também vale para k := k + 1 e aplicando

lz* — 2" < [ld(=")]

temos

()
J* — a1 < (@Dl e < ) { /) (3.43)

1—(é/a)

e a inequacdo ([3.43)), temos

)

Usando a definicio de x**!

L e e Ea

> (@) - e LY (6/‘”

— et [1- 0 ]

:Hd(xk)M Ee/a()é/a)é ]




Capitulo 8. Alguns Métodos do tipo Quase-Newton para Otimizacdo Multiobjetivo 47

Logo R
o = ) 2 [l = e (340

Pela defini¢do de €, temos que (1 — (2¢/a)) > 0. De fato

€—1j_¢2§0:>€+2€90—a<,0
Ou seja
G
S0_a—2€

Dividindo por a e pela substituicao de € por é

Y= T —6(/2i/a) (3.45)

Como por hipétese ¢, ¢ e a € RY, o denominador 1 — (2¢/a) > 0. Mais ainda,

(e/a) < 1/2, e quanto menor o valor de (¢/a), temos 0 < ¢ < 1

De (B:43) ¢ (3) temos

lo* — 25| < fla* — ot —LL
1 —(2€¢/a)

De fato, pois de (3.44)) temos

ld(b)] < o — ot 2.

1—(2¢/a)
que substituindo em ([3.43)) fica
SR R TIN (¢/a) 1-—(é/a) TINC (¢/a)
2" — 2" < [la" — 2| =7 Ty = et =t —
1—(é/a)1—(2¢/a) 1 —(2¢/a)
Pela substituicao de € por € e pela equacao (3.45)), o quociente 1(6(/;)/) =
— (2¢/a

Logo

lo* — 2" < pll2” — 2"

Como ¢ € R é arbitrario e esta tendendo a zero para (e/a) pequeno, a sequéncia

{2*} converge superlinearmente para x* O]
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3.3  Um algoritmo Quase-Newton para Otimizacao Multiobjetivo

(caso ndo convexo)

Nesta secao, iniciamos o estudo sobre Otimizacao de problemas Multiobjetivo
com fungbes nao convexas e com convergéncia global. Uma das principais dificul-
dades para incrementacao deste algoritmo, é a garantia da positividade da matriz

(T)sk >0

atualizagio BFGS Quase-Newton B;(z*"!) com a condigdo de curvatura yf
para j = 1,2,...,m. Fukushima em 2001 em [28] propos uma modificagido na atualiza-
cdo BFGS B(x*), através de um sistema de atualizacdo. Também em 2001, em outro
trabalho de Fukushima [7], propés uma outra modificacao da atualizagdo BFGS. Seu
trabalho era voltado para Otimizacao Classica, no qual a modificagdao, era um sistema
da forma
B(x")ssf B(x") | i
B(z") = sk B(ak)sy, Yi sk
B(x"), se ytsp <0

. se yls, >0 (3.46)

Com este sistema, garante-se a positividade da matriz atualizacao e a condicao de
curvatura yi s, > 0. Computacionalmente, yl s, > 0 é substituida pela condigao

ytsp > n, onde n > 0 é suficientemente pequeno.

Para a solugao de problemas de Otimizagao Multiobjetivo nao convexos, se-
guiremos a mesma linha de raciocinio de [7] com o sistema , porém usando a

condigao n, utilizada em [§]. Logo

B;(2¥)spst B(x®)  yiryjy

YR L L v s P e
B;(z%), se yhse < € min{—7(z"),1}
(3.47)
noqual j =1,2,...,m e 7(x) é definida em (3.5
Desta forma, para qualquer j = 1,2,...,m, B;(z*!) herda a limitacdo positiva de

B;(z").

Definicao 3.3.1. Definimos como dire¢io Quase-Newton, para € suficientemente
pequeno, a solu¢io dtima d(x), do problema
min t
1
SP.(r) = {s.a. Vfi(z)'d+ idTBj(x)d <t,j=1,2,....m (3.48)
ld| <1,t<—e,deR"
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Onde B;(x) é uma matriz aprozimagdo para a Hessiana de cada f; obtida pelo sistema
BFGS Quase-Newton em (3.47). A limitagio ||d|| < 1 ¢ usada para eliminar o caso de
] = o0

Lema 3.3.1. Seja x € X C R", no qual X ¢ um conjunto aberto. Entdio,

(i) Se e =0, o conjunto vidvel do problema ¢ nao vazio.

(i) Se Bj(x), j € j=1,2,...,m uma matriz definida positiva, € > 0 suficientemente

pequeno e a regiao vidvel do problema € nao vazio.

(iii) Se a regiao vidvel do problema € vazio, entdo x é uma boa estimativa de ponto

critico de F.

Demonstra¢io. Provando o item (i)

Como por hipotese € = 0, temos pelo problema
1
Viix)'d+ §dTBj(x)d <0

A desigualdade é satisfeita quando d = 0. Portanto, a regiao factivel do problema

(3.48)) nao pode ser vazia.

Provando o item (ii)

Tome d(z) um ponto vidvel do problema (3.48]). A seguinte inequacao é verdadeira

Vf (z)"d(x) + ;d(m)TBj(x)d(x) <t

ou seja,
1
Vii(x)ld(z) <t- id(x)TBj(x)d(x) <t<—e<0,5j=12,....m

Pela Teorema [2.4.1] x é nao critico e d(x) é direcao de descida de F.

Provando o item (iii)
Se a regiao viavel do problema ¢é vazia com € > ( suficientemente pequeno, entao
chegamos a conclusao que nao existe direcao de descida. Logo, x é ponto critico de F.
Suponha que exista direcdo de descida d € R”, i.e., Vf; (r)Td < 0. Logo, existe um

escalar positivo @ tal que Ya € (0, @]
T 5 1 —r - T Oéz—T —
Vii(z) ad+ iad Bj(z)ad = aV fij(x)" d + ?d Bj(z)d

. (v £5(@)Td + ;‘dTBj(x)d) <0
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Isto significa que a direcio ad € R™ é vidvel para o problema (3.48). Contradico, pois
o conjunto vidvel é vazio. Pelo Teorema [2.4.1] existe jo = jo(d), tal que

Vfjo(x)"d >0, ouscja, F (x,d) = 0

Portanto, x é um ponto critico. O

Consideragoes sobre o algoritmo

Neste algoritmo, tomamos inicialmente um elemento 2° € X C R", onde X é um
conjunto aberto, dado ¢ > 0 suficientemente pequeno e uma matriz B(2°) definida
positiva. No passo 2, resolve-se o problema (3.48)). Pelo Lema , se t > —¢,
d(z) ndo é vidvel e portanto, a regido factivel do problema é vazia. Logo, {z*}
é uma boa aproximacao ao ponto critico. Se t < —e, prosseguimos no passo 3,
onde calcula-se o tamanho do passo o, no qual, existe a; > 0, tal que o; €
(0,@;], 2% + a;d(z*) € X e f;(z" + a;d(z*)) < fi(z%) + Br(a®), j = 1,2,...,m,
onde 8 € (0,1/2). Seja @ = j:{%i’?’maj, entdo temos z* + a;d(z*) e Ya € (0,a],
fi(@* + ad(z?)) < f;(z%) + pr(z), j =1,2,...,m. Escolhemos o* € (0,a]. No passo
4, faga 21 := 2F 4+ ad(2*), no qual d(z*) é solucio 6tima do problema . Atualize
B;(z*), de acordo com o sistema (3.47)). Faga k := k + 1 e v& para o passo 2.

Algoritmo 3.3.1 (Algoritmo Quase-Newton para otimiza¢do multiobjetivo (caso nao

convexo)).

e Passo 1. Inicio Sejam 2° € X C R", no qual X é um conjunto aberto, €

suficientemente pequeno e positivo, ¢ > 0 e uma matriz B(z°) definida positiva.

e Passo 2. Diregao de descida Resolver o problema , i.e., até t < —e.
Caso contrario, PARE.

e Passo 3. Busca linear Escolha o pela condicio de Armijo, tal que ¥ +o*d €

X e faga 2" = 2k + oFd(2%), no qual d(z*) € a solugio tima do problema.

e Passo 4. Atualizagdo Gerar a matriz definida B;(z*"'), de acordo com o
sistema . Faca k:=k+1. Vd para o Passo 1.

Lema 3.3.2. Defina ¢(z) = sup meafc{—ij(x)Td}. Um ponto x* € X CR™ € critico
lldll<1 7

de F' se, e somente se, (z*) = 0.

Demonstra¢io. Como z* € X C R™ é ponto critico de F, existe jo = jo(d), para

todo d € R" tal que V f;,(z*)d > 0. Logo, ¢(z*) = sup {—Vfj,(@*)Td <0} =0
lldl|<1
deR™
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Reciprocamente

P(z*) = sup mg;c{ Vfi(x*)Td} =0, i.e., existe jo = jo(d) tal que —V f;,(z*)Td <0,
ldlj<1 7

ou seja, V fj,(z*)Td > 0, para todo d € R", com ||d|| < 1. Portanto, 2* € X CR" é

ponto critico de F'. O

Teorema 3.3.1 (Teorema Principal do Caso ndo Convexo). Seja o conjunto de nivel
Ly = {z € R F(z) < F(2%)} limitado e para k suficientemente grande tal que o
passo o = 1 € aceito e uma constante real ¢ > 0 tal que ||B;(z)|| < ¢, para todo
j=1,2,...,m. Entdo todo ponto de acumulacao, gerado pelo Algoritmo € um

ponto critico da fungdo F'.

Demonstragio. Seja dj, o méximo do problema ([3.48)) para z := z*, temos por (3.5)):

1 -
@) < mpx (VT 5 B

ou seja,

—r@) > max {—v F(a) T — ;dkTBj(xk)dk}

7=12,....m

2
> max = max [—@ij(wk)leg_O;dkTBj(xk)dk]

T 0<a<lj=1,2,....m
1
> max {—oa/J(xk) - 20?0}

0<a<1
P(z")
C

> ;w(xk)mm{l, } (3.49)

Sem perda de generalidade, assuma que a subsequéncia de {z*},cn, convirja para x*.

Por hipodtese, ap = 1 é aceito para algum k suficientemente grande. Logo
T(a") = f; (") = f;(2") + o||d"]*)
Pelo Lema (3.3.2)) e definigao de 7(z*)

2 kez;(¢ KJEJH%):{ m G FCI jejg%%..,m[fj(xo)_f(ﬂ)] < e
k>k
Portanto,
k
S (et minf1, Y0 < o

keK

Pelo Lema ([3.3.2)), basta provarmos que ¥ (z*) = 0. Suponha que ¥(z*) > 0
(pois ¥(x*) < 0 ndo convém, pelo Lema 3.3.1), com > 0 e ¢y > 0 tal que, para todo
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0 <e<e¢etodo ||z* — 2% < ¢, temos

Y(z*) > >0
Isto significa que

()

C

> o) i1, 200 > 3 min(1, 7 - o0

keK

Absurdo. Portanto, ¥(z*) = 0 e z* é ponto critico de F.
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4 Consideracoes Finais

O uso de conceitos de Otimalidade Pareto é fundamental para a resolucao de
problemas de Otimizagao Multiobjetivo. Neste trabalho, apresentamos estratégias do
tipo Quase-Newton para a solu¢ao de problemas convexos e nao convexos. Para o caso
convexo, estudamos condigdes para que o algoritmo (caso convexo), esteja bem definido,
com convergéncia local, fazendo uso da atualizacdo BFGS e garantindo a condicao
de curvatura. Mostramos também para este caso, que a ordem de convergéncia ¢é
superlinear. Para o caso nao convexo, mostramos a convergéncia global do algoritmo,
suprindo a necessidade da condi¢ao de curvatura e da positividade da matriz atualizacao
BFGS, através de um sistema de atualizacao adequado. Desta forma, mostramos que

os pontos de acumulagao do algoritmo sao criticos.

Sugestbes para trabalhos futuros

Para dar continuidade na pesquisa, abordando aspectos nao estudados na

presente dissertacao, seguem algumas sugestoes para trabalhos futuros.

e Investigar ordem de convergéncia para problemas de otimizacao multiobjetivo

nao convexo.

e Implementar computacionalmente os algoritmos dos casos convexos e nao conve-

xos e comparar suas funcionalidades com diferentes funcoes.
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