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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGI/IComp/UFAM como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Informaética.

SOBRE PROBLEMAS DE LISTA COLORACAO E A PROPRIEDADE DE
SELECIONABILIDADE EM GRAFOS

SIMONE INGRID MONTEIRO GAMA

Abril/2016

Orientadora: Profa. Rosiane de Freitas Rodrigues, D.Sc.

Nesta dissertagc@o, o problema da lista coloracdo e a propriedade da selecionabilidade
em grafos sdo abordados. Lista colora¢do é uma generaliza¢dao do problema da coloracao
de vértices em grafos, e tal como este problema cldssico, consiste em colorir um grafo
simples de modo que vértices adjacentes possuam cores distintas, mas, respeitando- se a
restri¢do adicional de que cada vértice possui uma lista restrita de possiveis cores a serem
usadas. Tal problema possui algumas varia¢des, como a (7, u)-coloragdo, que envolve lis-
tas sequenciais com limite inferior e superior conhecidos. A k-selecionabilidade consiste
em determinar o menor tamanho de lista k para o qual sempre hd uma lista coloragio,
seja qual for a distribui¢cdo de lista no grafo. Nesta dissertacao, se investigou a correlacao
entre a propriedade da k-selecionabilidade e a (7y, u)-coloragdo, sendo definida a proprie-
dade de k-(y,u)-selecionabilidade. Com isto, foram também estudadas algumas técnicas
de prova em selecionabilidade, aplicadas para se determinar a k-(7, u)-selecionabilidade
para classes especificas de grafos, como a técnica de degeneracdo em grafos, usada para
provar que grafos periplanares sdo 3-(7y,u)-seleciondveis e a técnica de Marshal Hall,
usada para provar que grafos bipartidos completos sdo 2-(, u)-seleciondveis. O resultado
mais geral, obtido através de uma prova formal, consistiu em determinar que se um grafo €
k-colorivel, entdo tal grafo também ¢é k- (7, u)-seleciondvel, deixando de ser H’Z’ -completo
para ser NP-completo. Adicionalmente, foram estudados e implementados alguns algo-
ritmos para determinar a lista coloragdo e k-selecionabilidade em grafos simples gerais.

Palavras-chave: coloracdo em grafos, complexidade computacional, lista coloragdo,

selecionabilidade em grafos, (7, u)-coloragdo, teoria dos grafos.
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A STUDY ON THE PROBLEM OF LIST COLORING AND PROPERTY
CHOOSABILITY ON GRAPHS
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Advisor: Profa. Rosiane de Freitas Rodrigues, D.Sc.

In this work, the list coloring problem and choosability property in graphs are investi-
gated. List coloring is a generalization of the vertex coloring problem in graph, and as this
classic problem is to color a simple graph so that adjacent vertices have different colors,
but respecting the additional constraint thaht each vertex has a list of porrible colors to be
used. This problem has some variations as the (7, u)-coloring, which involves sequential
lists with lower and upper bounds known. The k-choosability is to determine the small-
est size list k£ for which there is always a valid list coloring, whatever the distribution of
the list in the graph. Thus, we investigated the correlation between k-choosability and
(y,u)-coloring, porposing the k-(7y,u)-choosability property. With this, we also analysed
some proof tecnhiques in choosability, applied to determine k- (7, u)-choosability for spe-
cific graphs are 3-(y,u)-choosable and the technique of Marshal Hall, applied to prove
that complete bipartite graphs are 2-(,u)-choosable. The most general result, obtaines
throught a relatively simple formal proof, consisted to determine if a graph is k-colorable,
then this graph is algo k-(7,u)-choosable, leaving to be Hg—complete for NP-complete.
Additionally, it was studied and implemented some algorithms to determine the list col-
oration and k-choosability for simple general graphs.

Keywords: choosability in graphs, computacional complexity, graph coloring, graph

theory, list coloring, (y,u)-coloring.
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Capitulo 1

Introducao

Coloragao em grafos ¢ um dos problemas mais antigos e bem conhecidos da teoria dos
grafos. Muitos problemas de interesse tedrico e pratico podem ser modelados como pro-
blema de coloragdao em grafos, possuindo uma infinidade de aplicagdes.

A origem de tal problema tedrico se deu com a questio de se colorir um mapa, ou seja,
de se diferenciar regides adjacentes de um mapa usando o menor nimero de cores possivel
(cada regido deve ser colorida com uma cor). A proposta, aparentemente simples, atraiu a
atencao de muitos matemadticos, dando origem a Conjectura das Quatro Cores (do inglés,
Four Colour Conjecture)[S52], que afirmava que para se colorir um mapa, bastam apenas 4
cores. Foram realizadas vdrias tentativas para resolver tal conjectura, ficando sem solugdo
por 120 anos e sendo finalmente provada em 1977 por Appel, Haken e Koch [36]]. A prova
foi elaborada com a ajuda de um computador para verificar centenas de casos especiais
de coloracdo. Até o momento ndo se encontrou uma prova puramente matematica, sendo
a prova mais atual de 1996 [56], onde os autores refinaram a prova anterior, mas ainda se
utilizaram de um computador para esta finalidade. A coloragdo minima de um grafo é um
problema conhecido ser NP-Dificil [335]].

Em termos de teoria dos grafos, esse problema pode ser representado como o pro-
blema de coloracao de vértices de um grafo planar, de tal modo que os vértices repre-
sentam as regides do mapa e as arestas relacionam as regides vizinhas que devem ser
coloridas com cores diferentes. Um exemplo seria os municipios do mapa do Estado
do Amazonas, na Figura [[.1| onde os vértices do grafo representam os municipios e as

arestas representam as regides vizinhas.



(e)

Figura 1.1: Um exemplo de colora¢do do mapa do Estado do Amazonas dividido em
municipios. Em (a) o mapa do Estado do Amazonas. Em (b), o mapa representado por
um grafo planar. Em (c), o mesmo mapa e seu respectivo grafo colorido. Em (d), o mapa
colorido. E por fim, em (e) o respectivo grafo do mapa do Amazonas colorido com 4
cores.

Uma variacao interessante do problema cldssico de se colorir corretamente os vértices
de um grafo surge quando sdo impostas restricdes adicionais sobre as cores disponiveis
para cada vértice. Uma dessas variacdes tem recebido uma atencdo consideravel, e que
levou a vdrias conjecturas [59], teoremas e resultados interessantes, conhecido como o
Problema da Lista Coloragao (do inglés, List Coloring Problem). Neste caso, a cada

vértice de um grafo é dada uma lista de cores possiveis, e aos vértices sdo atribuidas



cores de suas listas, de tal forma que vértices adjacentes recebam cores diferentes. Tal
problema foi introduzido por Paul Erdos ef al., em 1979 [59] e, independentemente por
Vadim Vizing em 1976 [73]], sendo bem estudado desde entdo. Erdds et al. iniciaram
os estudos em lista coloragdo e selecionabilidade em grafos baseando-se no Problema de
Dinitz (do inglés, Dinitz’s Problem), introduzido por Jeff Dinitz [63]. O problema é o que
se segue: considere n® células arranjadas em um (n x n)-quadrado, e seja (i, j) denotado
por uma célula na linha i e coluna j. Suponha que toda célula (i, j) tenha um conjunto
C(i,J) de n cores, e se possivel, deseja-se colorir toda a matriz, escolhendo para cada
célula (i, j) de uma cor a partir do seu conjunto de C(i, j) de tal modo que as cores em
cada linha e em cada coluna sejam distintos?

A Figural[l.2]apresenta um exemplo do quadrado latino representado na forma de gra-
fos. Na Figura[l.2(a)|é apresentado um quadrado 3 x 3 com listas de cores (representadas
por nimeros naturais inteiros) associadas a cada célula. Na Figura [[.2(b)| cada célula
recebe uma cor, sem violar as restricdes. Ja na Figura[l.2(c), o quadrado 3 x 3 estd re-
presentado na forma de grafo, onde cada vértice representa cada célula (i, j) e as arestas
entre as células indica que uma célula estd na mesma linha e mesma coluna a outra célula

a qual € adjacente.

{112;3} {1;2/3} {1,2;3} 1 2 3 3
123} | {123} | (123) 2 3 1 F
&
{1,2,3} | {1,2,3} | {1,2,3} 3 1 2
0 @

() (b) (©)

Figura 1.2: Exemplo do Quadrado Latino 3 x 3 e sua representacdo em forma de grafo.

Colorir uma matriz cuja quantidade de cores de cada célula C(i, j) é igual ou maior
que n é facil. Agora, colorir a mesma matriz com uma quantidade menor que »n cores para
cada célula € mais dificil [63]. A Figura|l.3|apresenta um quadrado latino colorido, onde
as listas de cores possuem tamanho menor que n. Nesse caso, € possivel uma coloragao

do grafo resultante.



{1,2} {2,3} {3,4} 1 2 3

{1,2} | {34} | {13} 2 3 1

(34} | {1,2} | {2,5} 3 1 5

(a) (b) (©)

Figura 1.3: Exemplo do Quadrado Latino 3 x 3 com listas de cores de tamanho 2.

1.1 Objetivos

Neste trabalho deseja-se investigar o problema da lista colorac¢do e suas variagcdes, além
da propriedade de selecionabilidade, correlacionando a selecionabilidade em grafos com

a (y,u)-coloragd@o. Os objetivos especificos sdo:

e Apresentar em detalhes as provas dos principais resultados e teoremas da proprie-

dade de selecionabilidade em grafos.

e Correlacionar a propriedade de selecionabilidade com a (7, u)-colora¢do, uma va-
riacdo da lista colorag@o, gerando assim a k-(,u)-selecionabilidade (ou k-(y,u)-

coloracdo).

e Aplicar algumas das técnicas de provas de selecionabilidade para provar a k-(7y,u)-

coloracdo em algumas classes de grafos.

1.2 Justificativa

O problema da lista coloracdo possui diversas variacdes e propriedades ainda ndo estu-
dadas, principalmente em relacio a propriedade de selecionabilidade em grafos. Apesar
de ser um problema tedrico, a lista colora¢ao pode ser mapeada para inimeros problemas
reais, contribuindo fortemente para justificar o presente trabalho. Além disso, justifica-se
pela oportunidade de associar uma das varia¢des da lista coloragdo, a (7y,u)—coloragdo,

com uma propriedade muito interessante dessa coloragdo, a selecionabilidade, de forma



a verificar o comportamento desse tipo de coloracdo gerado por essa relagdo com os re-
sultados existentes na literatura, além da sua aplicabilidade em diversos problemas, como

alguns listados a seguir:

Alocacao de canais em redes sem fio

O problema da lista coloragdao pode ser modelado como distribui¢do de canais para
cada conexdo de diferentes transmissores em uma rede sem fio, utilizando uma faixa
limitada do espectro eletromagnético e evitando ou minimizando interferéncias. As es-
tacdes de radios sdo representados pelos vértices, as arestas representam as estacoes que
interfiram entre si, os dominios de frequéncia como listas de cores possiveis e os canais

como cores atribuidas a cada vértice.

{2,1,°}

Figura 1.4: Alocacao de canais em redes sem fio modelado como lista coloracao.

Atividades economicas dos municipios de um estado

Um estado recebe recursos do governo federal para que os mesmos sejam distribuidos
entre os seus municipios. Cada municipio recebe seu recurso econdmico de acordo com
uma classificagdo estabelecida pelo Manual da Receita Federal ou de acordo com um
plano estabelecido pelos gestores do municipio em questdo, com o objetivo de cumprir
com a efetiva arrecadacao do municipio, de acordo com a Lei de Responsabilidade Fiscal
[L1].

E necessério que cada municipio seja classificado de acordo com sua principal ati-

vidade econdmica para o recebimento de repasse de verbas. Hipoteticamente, se uma



cidade possui uma atividade econdmica de destaque, o municipio adjacente a esta cidade
nao pode receber a mesma classificacdo, pois de acordo com regras estabelecidas pelo
governo federal, se uma cidade é caracterizada por sua atividade econdmica no campo
tecnoldgico por exemplo, a populagdo da cidade vizinha serd beneficiada pelos mesmos
recursos, com o objetivo de economizar nos repasses de verbas para cada cidade.

Esse problema pode ser modelado como lista coloragdo em grafos, onde a correlacao
serd feita da seguinte forma: as cidades de um estado serdo os vértices, as arestas re-
presentam as cidades que s@o adjacentes, as listas de cores de cada cidade representam os
polos econdmicos que cada cidade pode ter, e a cor selecionada para um vértice representa

que a cidade recebe uma classificagdo econdmica permitida.

Economia Agricola
Economia Agroindustrial
Economia Mineral
Economia Pesqueiro

Economia Tecnolégico

o n s W N e

Economia Téxtil

Economia Agricola
Economia Agroindustrial
Economia Mineral
Economia Pesqueiro

Economia Tecnoldgico

@ n s wN e

Economia Téxtil

(b)

Figura 1.5: Um exemplo de coloracdo do mapa do Estado do Amazonas dividido em
municipios. Em (a) o mapa do Estado do Amazonas com suas respectivas cidades e seus
respectivos pélos. Em (b) o mapa colorido, representando os pélos a qual cada cidade foi
classificada.



A Figura [[.5(b) apresenta um exemplo dessa correlagido. O mapa do estado do Ama-
zonas na Figura apresenta cada cidade com uma lista de classificagdo de polos
econdmicos, que serd representada pela lista de cores. A Figura|l.5(b)[apresenta o mapa
do Amazonas ja colorido com as cores de sua lista de cores, ou seja, cada cidade recebeu
sua respectiva classificacdo econdmica, de tal modo que duas cidades vizinhas ndo po-
dem receber a mesma classifica¢io, de acordo com as regras estabelecidas pelo governo

federal.

1.3 Organizacao do trabalho

Com relacdo a organizagio, esta dissertacdo encontra-se dividida em 06 (seis) capitulos,
que sdo: Neste capitulo ¢ apresentada a introdugdo desta dissertacdo. No Capitulo [2]
apresentado o referencial tedrico necessario para o entendimento da pesquisa realizada,
onde sdo introduzidos os conceitos de Teoria dos Grafos e Complexidade Computacio-
nal. No Capitulo [3| é apresentado o problema da Lista Coloragdo, algumas variagdes,
bem como uma tabela com os trabalhos correlatos comparando os resultados existentes
na literatura entre essas coloracdes. E apresentado também os algoritmo relacionados a
lista coloragdo. No Capitulo [} é apresentado sobre a propriedade da selecionabilidade
em grafos, as provas das principais propriedades e as principais técnicas de provas re-
lacionadas a selecionabilidade sdo apresentadas, além de um algoritmo exato para essa
propriedade. No Capitulo [5] é apresentado as principais contribui¢des relacionados a
k-(y, u)-selecionabilidade, aplicando as técnicas de provas apresentados no capitulo an-
terior, além dos algoritmos para k-(7y,u)-selecionabilidade. No Capitulo @, sao feitas as

consideragdes finais sobre os resultados desta dissertagcdo diretivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Neste capitulo sdo apresentados as defini¢des que formam a base para o desenvolvimento
deste trabalho, envolvendo os principais conceitos em Teoria dos Grafos, Coloragdo em

Grafos, e Complexidade computacional.

2.1 Teoria dos Grafos

Esta secdo apresenta conceitos basicos em teoria dos grafos, bem como algumas de suas
classes importantes. As terminologias e notacdes utilizadas no restante deste documento
sdo introduzidas nesta secdo e utilizaram os livros de Bondy e Murty [4], Jaime Szwarc-

fiter [[68]] e Chartrand [24]].

2.1.1 Conceitos Basicos

Um grafo G = (V, E) é um conjunto finito ndo-vazio onde V (G) é um conjunto de vértices
e E(G) é um conjunto de arestas [68]. Cada elemento e no conjunto E é um par (i, j) que
indica que o vértice i € adjacente ao vértice j (ou seja, sdo adjacentes, € a aresta e incide
em i e j). A representacdo grifica de um grafo consiste em pontos distintos do plano
associados a cada vértice e, para cada aresta (i, j), um segmento de reta conectando os
pontos correspondentes aos vértices i € j. Um exemplo de grafo € mostrado na Figura 2.1
O numero de vértices de um grafo G € dito ser a ordem de G e o numero de arestas é
o tamanho de G [24]]. O grau de um vértice v do grafo equivale a quantidade de arestas
que incidem em v. O grau maximo do grafo, denotado por A(G), € o valor do maior grau

dentre todos os vértices de G. De maneira similar, o grau minimo, denotado por 8(G), é



definido como o valor do menor grau de G. O conjunto de vizinhos de um vértice v de G

¢ denotado por Ng(v).

Figura 2.1: Representagdo grafica de um grafo simples com 7 vértices e 10 arestas.

Definicao 2.1 (Szwarcfiter, 1986 [68]). Um grafo H é dito ser um subgrafo de G se
V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Se além disso H possuir toda aresta (uw) de G tal que
ambos os vértices estejam em V (H ), entdo H é o subgrafo induzido pelo subconjunto de

vértices de H. Diz-se entdo que H induz G.

Um exemplo de subgrafos da Figura[2.1|é mostrado na Figura

(b)

Figura 2.2: Exemplo de Subgrafos do grafo G da Figura Em (a), H é um subgrafo
induzido de G. Em (b), H é um subgrafo de G, mas nao € induzido.

Definicao 2.2. Um grafo completo, denotado por K,, é aquele em que cada vértice é

vizinho de todos os demais, ou seja, cada par de vértices é adjacente entre si.

Figura 2.3: Grafo completo com 4 vértices.

O grau de todos os vértices de um grafo completo € exatamente igual a n —1. A

quantidade de arestas é dada entdo por m = @ Um exemplo de K4 é mostrado na

Figura



Definicao 2.3. Um grafo é conexo se quaisquer que sejam os vértices distintos u e v de G,

existe sempre um caminho que os une. Um grafo que ndo é conexo é chamado desconexo.

Definicao 2.4. Um grafo que possui uma representacdo grdfica sem que as suas arestas

se cruzem é chamado de grafo planar.

Um exemplo de grafo planar é mostrado na Figura 2.1 Um grafo planar divide o
plano em regides chamadas de faces. A face do grafo que € ilimitada é chamada de face
externa enquanto as outras faces sdo chamadas de faces internas. Na Figura [2.1] temos

cinco faces, sendo quatro faces internas e a face externa.

Definicao 2.5 (Bondy [4]]). Um grafo G é periplanar se o mesmo é planar e todos os

vértices de G permanecem limitados na regido exterior.

Um exemplo de grafo periplanar é visto na Figura[2.4] Os vértices do grafo periplanar
ficam limitados apenas a regido externa. Um grafo G € periplanar maximal se a inser¢ao

de uma aresta ao grafo o torna ndo periplanar.

NN

Figura 2.4: Exemplo de grafo periplanar.

Defini¢iio 2.6. Uma clique de um grafo G = (V,E) é um subconjunto V' C'V cujo sub-

grafo induzido G[V'] é completo.

Os vértices v4,v5 € v7 da Figura [2.1) sdo exemplos de vértices que pertencem a uma
clique. Uma clique mdxima de um grafo G € aquela com a maior cardinalidade dentre
todas as cliques de G, e o niimero da clique ®(G) € a cardinalidade da clique maxima de

G.

Definicdo 2.7. Um conjunto estdvel (ou independente) de um grafo G = (V,E) é um
subconjunto V! CV em que nenhum par de vértices é adjacente, para qualquer vértice de

V.

Os vértices vi,v3 e vs da Figura [2.1] sdo exemplos de vértices que pertencem a um

conjunto estavel.
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Definicao 2.8. Um grafo é split se seu conjunto de vértices pode ser particionado em uma

clique e em um conjunto estdvel.

Um grafo € split completo se todos os vértices de sua clique sdo adjacentes a todos os

vértices de seu conjunto estavel.

Definicao 2.9. Um grafo k-partido é um grafo cujos vértices podem ser particionados em

k conjuntos disjuntos, nos quais ndo hd arestas entre vértices de um mesmo conjunto.

Se cada dois vértices de conjuntos diferentes sdo adjacentes, esse € um grafo k-partido
completo. Um grafo 2-partido € conhecido como grafo bipartido. Logo, se cada dois
vértices, um de cada conjunto disjunto sdo adjacentes, entdo t€ém-se um grafo bipartido

completo. Um exemplo de um grafo bipartido completo K3 3 é mostrado na Figura[2.6(a)}

Definicao 2.10 (Szwarcfiter, 1986 [68]). Uma drvore é um grafo conexo, aciclico e que

possui n— 1 arestas.

Um exemplo de uma drvore ¢ dado na Figura[2.5] Se um vértice v da drvore possui
grau um, entdo v € uma folha. Toda arvore € um grafo bipartido e planar. Uma arvore com
um no interno e k folhas ou K  (grafo bipartido completo) € chamada de estrela. Uma

estrela com 3 arestas é chamada de garra (do inglés, claw).

Figura 2.5: Grafo arvore de ordem seis.

Definicao 2.11 (Szwarcfiter, 1986 [68]]). Um grafo caminho é uma sequéncia de vértices
P ={vy,va,...,v, } de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se forem consecutivos na

sequéncia, e ndo adjacentes, caso contrdrio.

O comprimento ou tamanho de P, denotado por |P|, é o nimero de arestas de P, ou

seja, |P| =n—1. Um exemplo de caminho é mostrado na Figura [2.6(b)

Definicao 2.12. Um grafo ciclo C, (para n < 3) é um grafo simples cujo os vértices podem
ser dispostos em uma sequéncia ciclica de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se
sdo consecutivos na sequéncia, e ndo adjacentes em caso contrdrio. O primeiro e ultimo

vértices coincidem.
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Um exemplo de um ciclo C4 é mostrado na Figura O tamanho de um ciclo é
o ndmero de suas arestas. Um ciclo de tamanho k € chamado de k-ciclo. Um grafo G é

aciclico se 0 mesmo ndo contém ciclo.

Definicao 2.13 (Andreas, 1999 [41]]). Um grafo G é um grafo cordal se cada ciclo em
G de tamanho pelo menos 4 tem uma corda. Uma corda é uma aresta que conecta dois

vértices ndo adjacentes neste ciclo.

A Figura[2.3|é um exemplo de um grafo cordal, pois a aresta {v,v4} representa uma

corda do ciclo {v,va,v4,v3,v1 }.

b) (©)

Figura 2.6: Exemplos de Grafos: (a) Grafo Bipartido Completo, (b) Grafo Caminho e (c)
Grafo Ciclo

Definicao 2.14 (Andreas, 1999 [41]). Seja F uma familia de grafos proibidos. Um grafo

G é F-livre se G ndo contém algum subgrafo induzido que pertenca a F

Para grafos proibidos, um exemplo é um grafo triangulo-livre (ou K3-livre) é um
grafo que ndo contém ciclos de tamanho 3 como subgrafo induzido. Um exemplo de um
grafo tridangulo-livre é a Figura [2.5] pois na mesma nio contém ciclos de tamanho 3 ou
mais, portanto € um tridngulo-livre. De forma andloga, um grafo livre de garra (garra-
livre ou K 3-livre) € um grafo que ndo tem qualquer garra como subgrafo induzido. Um
exemplo de grafo livre de garra é mostrado na Figura Grafos que sao livres de P4
(ou Py4-livre) e grafos livres de C4 (C4-livre ou sem Cy4) também sdo chamados de cografos

(41]].

Definicao 2.15 (Bondy [4]). Um grafo G é k-degenerado se cada subgrafo H de G tem

um vértice de grau no mdximo k.

Outra de defini¢do apresentada pelo autor: um grafo é k-degenerado se pode ser redu-

zido a um K por repetidas delecdes de seus vértices de grau no maximo k. Um exemplo
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sdo grafos arvores, que sdo 1-degenerados. Grafos planares sdo 5-degenerados, pois pos-
suem um vértice de até no maximo grau 5. Grafos periplanares sdo 2-degenerados [45].
Desde que todo grafo periplanar possui dois vértices ndo adjacentes de grau no maximo 2
e cada subgrafo de um grafo periplanar também € periplanar, entdao todo grafo periplanar
¢ 2-degenerado [45]].

Uma classe de grafos interessante que serd abordada nos resultados da literatura em
selecionabilidade sdo conhecidos como grafos de Finck [18]], que sdo grafos cujo o con-
junto de vértices podem ser particionados em uma clique K e um conjunto independente
S, onde um dos vértices de S € adjacente a todos os vértices de K (veja Figura [2.7(a))
e grafos cujo conjunto de vértices pode ser particionado em uma clique K, um conjunto

independente S e um Cjs tal que todo vértice de Cs € adjacente a todo vértice de K e a

nenhum vértice de S (veja Figura[2.7(b)).

e e = - -

N —————

Figura 2.7: Grafos de Finck, cujo o conjunto de vértices sdo particionados em uma clique,
um conjunto independente e um Cs (no caso da Figura[2.7(b)).

2.1.2 Problemas de Coloracao em Grafos

Esta secdo apresenta os principais conceitos relacionados a coloragdo de grafos. O estudo
de coloracdo em grafos foi iniciado com o problema das quatro cores, como mencionado

no Capitulo[}

Definicao 2.16. Uma coloragao propria c de vértices em um grafo G é uma atribuicdo

de cores aos vértices de G tal que vértices adjacentes possuem cores diferentes.

As cores sdo representadas por nimeros inteiros positivos 1,2, ..., k. Entdao, uma colo-
ragdo prépria pode ser considerada como uma fungéo ¢ : V(G) — N (onde N € o conjunto

de ndimeros inteiros positivos) tal que ¢(v) # c(u) se u e v sdo vértices adjacentes em G.
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Definicao 2.17 (Bondy, 1982 [4]). Um grafo G que é colorido com k cores possui uma

k-coloragao.

O grau de saturacdo de um vértice v € V(G), é o nimero de vértices previamente
coloridos e adjacentes a v. O vértice v, da Figura [2.8] possui grau de saturacdo 4, pois é

adjacente a quatro vértices coloridos.

(5 —)

Figura 2.8: Coloracao prépria do grafo da Figura

Definicao 2.18 (Bondy, 1982 [4]). Um grafo G é k-colorivel se existe uma k coloracdo
para G. O minimo inteiro positivo para o qual G é k-colorivel é chamado de niimero

cromdtico de G e é denotado por ¥(G) (1é-se chi de G).

O numero cromdtico de um grafo é também o nimero minimo de conjuntos inde-
pendes em que o conjunto de vértices V(G) é particionado. O objetivo é minimizar a
quantidade de cores usadas, que equivale a determinar o nimero cromético do grafo, que

¢ conhecido ser um problema NP-Dificil [35].

(5—&

Figura 2.9: Coloracdo minima dos vértices da Figura sendo que o seu nimero croma-
tico equivale a 3 (trés).

Um grafo G com nimero cromdtico igual a k € um grafo k-cromédtico. Um grafo
completo G com n vértices é n-cromédtico, uma vez que cada vértice de G € adjacente a
todos os n — 1 vértices de G, serdo necessdrias n cores para colorir G [24].

Existem outras formas de coloracdo em grafos, como por exemplo, coloracio de
arestas, onde as cores sdo atribuidas as arestas de tal modo que arestas que compartilham

0 mesmo vértice ndo possuem as mesmas cores. Uma coloracao de arestas com k cores €
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chamada de k-aresta-coloracao, um exemplo é¢ mostrado na Figura Outra forma de
coloracdo € a coloracao total em grafos, que € uma coloracdo de vértices e arestas, no
sentido de que nenhum vértice adjacente, nenhuma aresta adjacente e sem que arestas e

seus respectivos vértices compartilhem a mesma cor.

Figura 2.10: Coloragdo de arestas da Figura

Existem indmeras variacdes do problema de coloragdo em grafos, dentre algumas
destacam-se: a soma coloracao, onde o objetivo é minimizar a soma das cores atribuidas
aos vértices de um grafo. Outra variacdo muito conhecida € a T-coloracao, onde dado
um conjunto 7" de inteiros nao negativos com zero, onde uma coloragio de G é dada de tal
forma que |c(u) —c(v)| ¢ T para todo (u,v) € E(G), ou seja, a distancia entre duas cores
de vértices adjacentes ndo deve pertencer ao conjunto 7" [27]. Os vértices também podem
ter restricdes de quais cores 0os mesmos podem assumir, como a colorag@o por listas de
cores, onde cada vértice possui uma lista de cores possiveis associadas a seus vértices e
que podem ser usadas, e que € o objetivo deste trabalho. Mais detalhes de coloragdo por

listas serdo apresentados no Capitulo[3]

2.2 Complexidade Computacional

Um problema de otimizacdo consiste em encontrar a melhor solu¢do dentre um conjunto
de conjuntos. A qualidade da soluc¢do € medida por meio de uma func¢ao objetivo, sendo
que em um problema de minimizag¢io, a melhor solu¢cdo serd aquela de menor valor, e
em um problema de maximizagdo, a solucdo serd a de maior valor [8]]. Ha muitas classi-
ficagcOes possiveis para o problema de otimizacdo, e algumas delas apresentam métodos
exatos e de resolugdo eficientes. Outras levarao a necessidade de métodos nao-exatos
(conhecidas como heuristicas), uma vez que sua formulacio exata levaria a uma comple-
xidade intratavel.

A teoria da complexidade computacional tem como objetivo classificar problemas

computacionais de acordo com sua dificuldade. Todo problema € tratado como sendo
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um conjunto de pardmetros que definem as instancias e um conjunto de propriedades que
configuram as restricdes do problema a serem satisfeitas. Assim, entre instancias de um
mesmo problema, as tnicas variacdes estdo nos conjuntos dos parametros [[10]].

Em relacdo ao nimero de computacdes necessdrias pare se obter a solu¢cdo 6tima, os
problemas podem ser classificados em trés grandes classes: problemas P, NP e Intratdveis.

Em [10] temos que:

e Problemas P (Polinomial Time) sdo problemas que podem ser resolvidos em tempo
polinomial. Ou seja, o esforco computacional cresce polinomialmente em funcdo
do tamanho da instancia, sdo resolvidos no tempo O(r*) sendo k uma constante e
o tamanho da entrada. Sao também conhecidos como problemas trataveis e existem

algoritmos eficientes para resolugdes de problemas desta classe.

e Problemas NP (Nondeterminisc Polinomial Time) s@o problemas "verificiveis"em
tempo polinomial. Dada uma solucao para o problema, pode-se verificar em tempo
polinomial se a solucdo satisfaz o problema de decisdo, mas o esfor¢co computaci-
onal de encontrar uma solugdo cresce exponencialmente em fun¢do do tamanho da

instancia.

e Problemas intratdveis configuram problemas onde, assim como os NP, o esforco
computacional cresce exponencialmente em fun¢ao do tamanho da instancia, com

a garantia de que a solu¢d@o encontrada seja a solucao 6tima para o problema.

Além disso, existem duas classes denominadas NP-Dificeis e NP-Completos, sendo
que os problemas que possuem uma versdo de Otimizacdo estdo incluidos na classe de
problemas NP-Dificeis. Os problemas NP-Dificeis e NP-Completos sdo problemas que
nao pertencem a classe P, mas possuem a dificuldade caracteristica dos problemas da
classe NP. Um problema € NP-Dificil se todos os problemas da classe NP forem poli-
nomialmente redutiveis a ele. Ou seja, resolvendo um problema NP-Dificil em tempo
polinomial, todos os problemas da classe NP também serdo resolvidos em tempo polino-
mial. E os problemas NP-Completos englobam todos os problemas NP que também sao
NP-Dificeis.

Muitos problemas de otimizacdo podem ser resolvidos usando técnicas de busca

exaustiva, embora a complexidade de tempo possa ser enorme. O método Backtracking ou
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enumeracao explicita ¢ uma maneira sistemadtica para percorrer todas as possiveis configu-
racdes de um espaco de busca. Essas configuragdes podem representar todos os arranjos
possiveis de objetos (permutacdes) ou todas as formas possiveis de construir uma colecio
deles(subconjuntos)[S0]. Essa técnica consome um tempo de execugdo ndo aceitavel em
algumas instancias, dependendo do tamanho da entrada. O ideal seria elaborar um algo-
ritmo de tempo de execucao aceitdvel, além de que a solugdo encontrada seja uma solugdo
6tima para o problema. Na maioria dos casos, um algoritmo heuristico € utilizado para
tal.

O algoritmo heuristico geralmente ndo cumpre uma dessas propriedades, podendo ser
um algoritmo que encontra boas solugdes, mas que nao possui a garantia de que sempre
encontrard, ou possui um processamento rapido, mas ndo hé certeza de que serd rapido

para todas as instancias do problema [49].

2.3 Consideracoes do capitulo

Este capitulo apresentou a fundamentacgdo tedrica necessaria para o desenvolvimento e en-
tendimento dos resultados gerados neste trabalho, principalmente em Teoria dos Grafos.
Na complexidade computacional, foram relatados os principais conceitos relacionados a
complexidade de algoritmos, enumeracao explicita e heuristicas. O estudo destes concei-

tos foram de extrema importincia para o desenvolvimento deste trabalho.
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Capitulo 3

O Problema da Lista Coloracao em

Grafos e variacoes

Neste capitulo € abordado sobre o problema da lista coloragdo em grafos e algumas vari-
acoes deste problema. Sdo apresentadas as definicdes e conceitos principais, bem como
uma tabela da revisdo da literatura para lista coloracdo e suas variagdes, a u-coloracao
e (y,u)-coloragdo. Este capitulo foi estruturado com base na andlise realizada sobre o

problema, os trabalhos e resultados encontrados.

3.1 Definicoes

Seja G um grafo para o qual existe um conjunto associado L(v) de cores especificas para
cada vértice v de G. O conjunto L(v) é chamado uma lista de cores permitidas para v. Um
exemplo é mostrado na Figura O problema da lista coloracao foi introduzido por
Paul Erdos et al., em 1979 [39] e, independentemente por Vadim Vizing em 1976 [73]].

Definicao 3.1 (Chartrand, 2008 [24]). Uma Lista Coloragdo (do inglés, List Coloring) de

G é uma coloragado propria de G tal que c(v) € L(v) para cada v € V(G).

Definicdo 3.2 (Chartrand, 2008 [24]). Dada uma funcdo de escolha L, onde L = {L(v) :
veV(G)}. Se L é o conjunto de listas de cores para os vértices de V (G) e existe uma lista

coloracdo para este conjunto L de listas de cores, entdo G é dito ser L-lista-colorivel.

O grafo da Figura[3.1(a)] possui listas de cores associadas aos seus vértices e 0 mesmo

grafo possui uma coloracdo prépria de seus vértices, onde cada cor associada aos seus

18



{1,2} {1,2,3} {3,4} {12} {1,2,3} {3,4}

Al AV

{25y {12y {1,2} {25y {12y {1,2}
(@) (b)

Figura 3.1: Exemplo de uma lista coloragdo em um grafo G. (a) Grafo com listas de cores
associadas a seus vértices e (b) Grafo G com uma lista coloracao.

vértices pertence a sua lista de cores, conforme € mostrada na Figura logo este
grafo é L-lista-colorivel.

Erdos et al. caracterizaram grafos que sdo d-seleciondvel, onde para cada vértice v
de G, uma lista de cores é atribuida para cada v de tamanho deg(v) (1€-se grau de v).
Logo, um grafo G € d-colorivel se para cada d-atribui¢do de listas de cores, existe uma
lista coloragdo de G [59]. Com isso, encontraram uma generalizagdo para o Teorema de
Brooks, onde se G ndo é um ciclo impar ou um grafo completo com grau maximo A,
entdo (G) = A [4]. O mesmo acontece com lista coloragdo: se um grafo ndo é um grafo

completo ou um ciclo impar, entdo G é A-lista-colorivel [[73]].

3.2 (7,u)-coloracao e u-coloracio

A u-coloracao ¢ a (y,u)-coloracdo sio algumas variacdes de lista coloragdo em grafos,
introduzidas por Fldvia Bonomo [19][19]. Um exemplo das duas variacdes de lista colo-

racdo ¢ apresentado na Figura[3.2] As defini¢des serdo dadas a seguir:

Definicio 3.3 (Bonomo, 2005 [19]). Dado um grafo G e uma fungdo u:V(G) — N, G é

u-colorivel se existe uma coloragdo L de G tal que f(v) < u(v) paratodov € V(G) .

Definicio 3.4 (Bonomo, 2006 [19]). Dado um grafo G e uma func¢do Y,u:V(G) — N tal
que Y(v) < u(v) para todo v € V(G), G é (y,u)-colorivel se existe uma coloragdo L de G
tal que Y(v) < f(v) < u(v) para todo v € V(G).

O esquema de generaliza¢des em coloragdes por restri¢do, resumidos na Figura [3.3]

implica que todos os problemas nessa hierarquia sdo polinomialmente soluciondveis em
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(1,3) (1,1) (2,3) (1,3)
(a) (b)

Figura 3.2: Exemplo de variagdes da lista coloragdo. (a) u-coloracdo de G e (b) (v,u)-
coloracdo de G.

lista coloracdo

(Y, u)-coloragdo

p-colorac@o

k-coloracao

Figura 3.3: Esquema de generalizacdes entre problemas de coloracao em grafos.

uma classe de grafos onde a lista coloracao € polinomial. Por outro lado, todos os pro-
blemas sdo NP-Completo em uma classe de grafos onde a coloracio de vértices é NP-
Completo.

Existem na literatura diversos resultados com relag@o a lista coloragcao para diversas
classes de grafos. O problema da lista coloragc@o pode ser resolvido em tempo polinomial
para arvores e grafos completos [38]. A Tabela |3.1| apresenta uma comparacdo dos re-
sultados da literatura quanto a complexidade computacional para coloracdo cldssica, lista
coloragdo e suas respectivas variagdes, a u-coloragdo e a (7y,u)-coloracdo. Quase todas as
classes de grafos apresentadas para lista coloracdo foram provadas por Jansen, em 1997
[38]], com excec¢do da lista coloragdo em grafos splits, provados por Alan Bertossi [3]]. Os

resultados para u-coloragdo e (7, u)-coloragdo foram provados por Bonomo [[19][5].
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IC

Classe de Grafos Coloracao u-Coloracao (7, u)-Coloragao Lista Coloracao
Geral NP-C (Karp [35]) NP-C (Bonomo [19]) NP-C (Bonomo [5]) NP-C (Gravier [55])
Blocos P (Bonomo [21]) P (Bonomo et al. [22]) P (Bonomo et al [22]) P (Jansen [33])
Bipartido P (Bonomo [3]) NP-C (Bonomo [19]) NP-C (Bonomo [5]) NP-C (Kubale [40])

Bipartido Completo

P (Bonomo [3])

P (Bonomo [5])

P (Bonomo [5))

NP-C (Jansen e Scheffler[34])

Cografos

P (Grostschel et al. [51])

P (Bonomo [19])

?

NP-C (Jansen e Scheffler[34])

Intervalo

P (Grostschel et al. [51])

NP-C (Bonomo [5])

NP-C (Bonomo [5])

NP-C (Bonomo [5])

Intervalo Unitario

P (Grostschel et al. [51])

NP-C (Bonomo [3])

NP-C (Bonomo [5])

NP-C (Bonomo [3])

Split

P (Golumbic [25])

NP-C (Bonomo [3])

NP-C (Bonomo [5])

NP-C (Bonomo [5])

Split Completo P (Bonomo [5]) P (Bonomo [5]) P (Bonomo [5]) NP-C (Jansen e Scheffler[34])
Linha do K, P (Konig [39]) NP-C (Bonomo [5]) NP-C (Bonomo [5]) NP-C (Kubale [40])
Linha do K,, , P (Konig [39]) NP-C (Bonomo [3]) NP-C (Bonomo [3]) NP-C (Bonomo [5])

Tabela 3.1: Tabela de comparacio da complexidade computacional para coloragdo, lista coloracdo e suas variagoes.



3.3 Algoritmos para lista coloracao

Nesta se¢do, serdo abordados os algoritmos em lista coloracdo, sendo algoritmo exato
para lista coloragdo, um algoritmo de reconhecimento, para verificar se um grafo é L-
lista-colorivel com as listas de cores dadas, uma heuristica cldssica de coloragado DSATUR
para lista colorac@o e um algoritmo para verificar se uma solu¢do dada em lista coloracio
¢ solugdo vdlida.

O primeiro algoritmo ¢ um método exato que verifica todas as possiveis solu¢des de
colorac@o de um grafo com as listas de cores atribuidas aos seus vértices. Esse método €
exato, pois testa todas as solugdes. O segundo algoritmo trabalha de forma semelhante ao
primeiro algoritmo, com a diferenca que, encontrando uma solucao valida, o algoritmo
nao testard todas as outras solucdes. O terceiro algoritmo trata-se de uma heuristica clés-
sica da literatura para coloracdo de grafos, o DSATUR, que foi proposto por Daniel Brélaz
em 1979 [7]], que trabalha com o grau de saturacdo dos vértices de um grafo. O dltimo
algoritmo abordado trata-se de um algoritmo para validar uma solucao em lista coloragao.
Dado uma instancia, verificar se a mesma € uma solugdo vélida para lista colora¢do. Nas

proximas se¢des, os algoritmos serdo detalhados.

3.3.1 Algoritmo para gerar todas as solucoes para lista coloracao

O primeiro algoritmo trata-se de um método exato que verifica todas as solucdes possiveis.
Esse método encontrard sempre uma solucdo, se ela existir. Por outro lado, esse método
tem se tornado incapaz de fornecer solu¢des em tempo computacional aceitavel.

O algoritmo exato abordado € para lista coloragdo. O algoritmo testa todas as solucdes
em lista coloragdo e armazena as solugdes que sdo validas. O método, que € recursivo,
inicia com a condi¢do de parada falso. Esse controle € feito pela varidvel existe, na linha
Como no inicio da execucdo o grafo ainda ndo esté colorido, o algoritmo segue para a
linha [§]para o conjunto de listas L, e assim, na linha[I0] o vértice € colorido com as cores
de sua respectiva lista de cores e o algoritmo faz uma chamada recursiva para colorir o

vértice i+ 1, até que todos os vértices recebam a primeira cor da sua lista de cores.
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Algoritmo 1: Lista_Coloracao_Exato(G, L, 1)

1 se todas as solugoes ndo foram testadas entao

2 se L = & entao

3 se ExisteColoracao(G) entao

4 Armazena solucdo vélida;

5 cont++

6 fim se

7 senao

8 [ <— remove o primeiro da lista L
9 para cada cor € [ faca

10 G.v;.cor +— cor

11 Lista_Coloracao_Exato(G,L,i+ 1)
12 fim para cada

13 fim se

14 fim se

Se todos os vértices estdo coloridos, mas nio existe uma colora¢do propria para o
grafo, o algoritmo segue para a proxima cor da lista de cores do ultimo vértice visitado.
Se ainda assim ndo existir coloragc@o propria e nao houver mais cores disponiveis na lista
de cores a serem testados, o algoritmo volta um nivel na arvore de execug¢do para testar a
proxima cor disponivel desse vértice, e assim por diante. A varidvel cont, na Linha[5|conta
a quantidade de solucdes encontradas e na Linha 4] a solugdo encontrada é armazenada.
Se o algoritmo encontrar uma coloragdo valida, a varidvel existe recebe sim e ao retornar
para ultima parada, o algoritmo conta uma solugdo vélida e continua a execu¢do do c6digo
até que nao haja mais cores na lista a serem testadas.

Um exemplo de execuc¢do do algoritmo € apresentado através do grafo ciclo da Figura
3.4l Todas as possiveis solugdes de coloragdo sdo visitados nesse algoritmo. Essas solu-
coes sdo visiveis pela drvore de execucdo. As linhas tracejadas indica o nivel da arvore,
que é determinado pelo nimero de vértices, ou seja, o vi, que possui lista de cor {1,2},
sO pode receber essas duas cores, logo no nivel desse vértice somente essas cores estarao
disponiveis.

A drvore de execugdo do Algoritmo [I]é apresentado na Figura[3.4] O algoritmo per-
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{1,2} {1,2,3}
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{4} {2,2}
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(3) (3) vy
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Figura 3.4: Exemplo de um grafo com suas listas de cores e a arvore gerada pela execugao
do Algoritmo Q para o grafo.

corre todas as solugdes de possiveis coloragdes para o grafo. Ao final de cada nivel, o X
indica que a coloragdo para o grafo do exemplo é invdlida. J4 o 1/ indica que a coloragdo
¢ valida. Ao final da execug¢do, o algoritmo contabiliza um total de 8 (oito) solucdes de

coloragdo para o grafo do exemplo, com as listas de cores dadas.

V1
V2

V3

Vy

X X x xvV xv¥ v v xv v x xx ¥ X X X X x x x Y

Figura 3.5: Exemplo da arvore gerada pela execucao do Algoritmo [2| para o grafo da
Figura@ com as solugdes encontradas em destaque.

O algoritmo testa todas as possiveis solu¢des de coloracdo para as listas de cores atri-
buidas para um grafo. A Figura [3.5] apresenta as solu¢des que sdo invélidas que foram

descartadas, cujo o sombreamento estd mais claro e as solucdes vélidas que foram consi-
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deradas e contadas na Linha[5]do Algoritmo[I] A Figura[3.6apresenta todas as solug¢des

encontradas para o grafo do exemplo.

{1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3}
121 V2 vy V2 1 V2 1 V2
V3 Vs V3 Vs V3 Vs V3 Vy

{3,4} 2,2} {34} {2,3} {24} {2,2} {34} {2,3}

{1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3}
Uy V2 1y V2 vy V2 vy )
V3 Vy V3 Vy V3 Vs V3 Va

Figura 3.6: Exemplo das solucdes encontradas.

Considerando que cada vértice possui uma lista de cor, denotado por |L(v)|, o algo-
ritmo gera no total S = []"_, |L(v;)|, onde S € a quantidade de solugdes geradas. Portanto,
para o exemplo da Figura [3.4]foram geradas um total de 24 solugdes de coloragdo para as
listas de cores {1,2}, {1,2,3}, {2,3} e {3,4}.

O Algoritmo [I| possui complexidade computacional O(n”), onde n é o nimero de
vértices e p € dado pelo tamanho do maior conjunto de listas de cores. Considerando que

o tamanho da maior lista de cores pode ser n, a complexidade computacional serd O(n").

3.3.2 Algoritmo para determinar uma Lista Coloraciao de um grafo

O algoritmo apresentado nesta se¢@o verifica todas as solugdes possiveis, porém, quando o
algoritmo encontra uma coloracao vélida, o restante das possiveis solu¢des nao precisam
ser mais exploradas. Ou seja, algoritmo verifica se existe uma colora¢do propria do grafo
com as listas de cores associadas aos vértices. Quando o algoritmo encontra uma solug¢do
vdlida, ou seja, encontra uma coloragdo prépria para o grafo, o restante da arvore de
enumeracgao de possiveis solugdes ndo precisa ser visitado. O pseudocddigo estd descrito
no Algoritmo 2]

O algoritmo, que € recursivo, inicia com a condi¢@o de parada falso. Esse controle é

feito pela varidvel existe, na linha[I} Como no inicio da execugdo o grafo ainda ndo estd
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colorido, o algoritmo segue para a linha [/| para o conjunto de listas L, e assim, na linha
9] o vértice é colorido com as cores de sua respectiva lista de cores e o algoritmo chama
recursivamente o algoritmo para colorir o vértice i + 1, até que todos os vértices estejam

coloridos.

Algoritmo 2: Existe_Lista_Coloracao(G, L, existe, i)

1 se /(existe) entao

2 se L = & entao

3 se ExisteColoracao(G) entao

4 existe «— SIM;

5 fim se

6 senao

7 [ <— remove o primeiro da lista L;
8 para cada cor € [ faca

9 G.v;.cor +— cor;

10 Existe_Lista_Coloracao(G, L, existe,i+ 1);
11 se (existe) entao

12 Interrompa;

13 fim se

14 fim para cada

15 fim se

16 fim se

Logo, se existe uma coloracido para o grafo com a lista de cores dada, o algoritmo
termina sua execugdo (linha[I2)). O restante das solugdes ndo serdo exploradas.

Se todos os vértices estdo coloridos, mas ndo existe uma coloracdo prépria para o
grafo, o algoritmo segue para a proxima cor da lista de cores do ultimo vértice visitado.
Se ainda assim ndo existir coloragdo prépria e nao houver mais cores disponiveis na lista
de cores a serem testados, o algoritmo volta um nivel na arvore de execugdo (veja Figura
[3.8) para testar a préxima cor disponivel desse vértice, e assim por diante.

A arvore de execugdo gerada pelo Algoritmo 2] na Figura[3.8] Primeiramente, o algo-
ritmo comeca atribuindo a primeira cor da lista de cores do vértice v;. O algoritmo segue

atribuindo aos vértices suas respectivas cores de suas listas até que ndo haja mais vértices
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{1,2} {1,2,3}
vy U3

2 Uy

{54} {2,2}

Figura 3.7: Exemplo de um grafo com listas de cores para demonstrar a execugdo do
Algoritmo 2]

141

U3

V4
X X X xV

Figura 3.8: Exemplo da arvore gerada pela execucdo do Algoritmo [2| para o grafo da
Figura O algoritmo encontra uma solu¢do vélida e ndo visita mais o restante das
solucoes.

a serem coloridos, no exemplo da Figura @ até o vértice v4. Quando isso acontece, a
condicdo de parada da linha 2| do Algoritmo [2| € satisfeita. No entanto, a coloracdo ndo
¢ valida e o algoritmo volfa um nivel na 4rvore, seguindo assim para a proxima cor do
vértice v3 e seguindo novamente até o vértice v4 para testar as cores de sua lista de cores
novamente. Esse processo € repetido até que se encontre uma coloragdo vdlida para o
conjunto de listas de cores associadas ao grafo.

No Algoritmo [T} 0 mesmo executa todas as solugdes possiveis. Nesse caso, o Algo-
ritmo 2 apenas encontra uma solucdo vdlida. Porém, o cdlculo da quantidade de solugdes
de listas de cores permanece, pois o algoritmo pode encontrar uma solucao valida no final
da arvore de execugdo, portanto o algoritmo gera no total S = [, |L(v;)|, onde S é a
quantidade de solucdes geradas.

A complexidade computacional do Algoritmo [2|é semelhante ao Algoritmo (I} O(n?),
onde n € o nimero de vértices e p € dado pelo tamanho do maior conjunto de listas de

cores. Considerando que o tamanho da maior lista de cores pode ser n, a complexidade
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computacional serd O(n").
No Capitulo @, Secdo #.4] sera apresentado um algoritmo de enumeragdo explicita

para verificar se um grafo € k-seleciondvel, que utiliza o Algoritmo

3.3.3 Heuristica gulosa DSATUR para lista coloracao

O terceiro algoritmo abordado é uma cldssica heuristica para colorac¢ao de grafos, o DSA-
TUR (sigla para Degree of Saturation), que € um algoritmo heuristico que utiliza uma
abordagem gulosa, levando em conta o grau de saturacdo dos vértices. Foi proposto por
Daniel Brélaz em 1979, onde o autor também apresentou uma prova de que esse algo-
ritmo € exato para grafos bipartidos [[7]. A sequéncia de passos do DSATUR sera descrito

a seguir:

1. Inicialmente, o algoritmo ordena os vértices por ordem decrescente de grau. A ideia

do algoritmo € colorir primeiramente os vértices de maior grau;

2. O vértice de maior grau € inicialmente colorido com a cor 1. Neste momento, o

grau de saturacdo dos vértices vizinhos ao vértice de maior € acrescido de um;

3. Na préxima iteracdo, seleciona-se o vértice de maior grau de saturacdo, se existir
algum vértice com o mesmo grau de saturagdo, escolhe-se o vértice de maior grau.
Persistindo o empate, escolha € feita pelo vértice de menor indice. Por fim, o vértice
escolhido serd colorido com a menor cor disponivel, tal que essa cor ndo conflite

com seus vértices adjacentes;

4. Repete-se a iteragdo até que todos os vértices estejam coloridos.

O pseudocédigo do DSATUR estd descrito no Algoritmo 3] O algoritmo recebe como
entrada um grafo G e inicia ordenando os vértices por ordem decrescente de grau, na
linha[2] Logo apds, na linha[2] ao vértice de maior grau € atribuida a cor 1. Esse processo
pode ser visto também na Figura [3.9(b)| onde o vértice a é escolhido como o vértice de
maior grau e recebe a cor 1 (vermelha). Nas linhas 6-8, o algoritmo procura o vértice de
maior grau de saturag@o. Se existir outro vértice com grau de saturagdo maior, o algoritmo
escolhe o vértice de maior grau. Com o vértice escolhido, 0 mesmo € finalmente colorido.
O processo se repete até que o grafo seja totalmente colorido. A seguir, um exemplo de

execucao do algoritmo DSATUR em um grafo dado:
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Figura 3.9: Exemplo de execucao do Algoritmo DSATUR.

Algoritmo 3: DSATUR(G = (V,E))

1 inicio

2 Ordenar os vértices V(G) em ordem decrescente de grau;
3 Vértice de maior grau recebe a cor 1;

4 enquanto 3 vértice descolorido faca

5 v < grau_max_saturao(G);

6 se d mais de um vértice possui grau de saturagdo igual a v entao
7 Escolhe o vértice de maior grau;

8 fim se

9 Colore o vértice com a menor cor disponivel

10 fim enquanto

u fim

O algoritmo DSATUR foi utilizado para um grafo com coloragdo por listas, mostrado
no Algoritmo[d} No algoritmo, em vez da utilizagdo da menor cor disponivel no momento
de colorir, serdo utilizadas as cores disponiveis na lista de cores de cada vértice v € V(G).

No Algoritmo [] o processo de coloragdo é semelhante a0 DSATUR original, porém,

as cores utilizadas pertencem a lista de cores do vértice. Esse processo pode ser visto na
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linha [3] onde o vértice de maior grau recebe uma cor de sua lista de cores. O mesmo
ocorre no momento de colorir o vértice com maior grau de saturacao, a cor € escolhida da
lista de cores desse vértice, sem conflitar com o seu vértice adjacente. As setas indicam
a iteracdo no algoritmo. Na Figura o primeiro passo € escolher o vértice de maior
grau, no exemplo, o vértice a. Na Figura[3.9(b)] o vértice de maior grau é colorido com
I (vermelho). J& na Figura o préximo vértice a ser escolhido € o de maior grau
de saturagdo, porém, ocorre um empate, o algoritmo escolhe o de maior grau, no caso,
vértice b, onde b é colorido com 2 (verde). Na Figura[3.9(d)] o fato se repete, o vértice c é
escolhido e colorido com 3 (azul). Na Figura[3.9(e)] o vértice de maior grau de saturagao
€ escolhido e colorido com 3 e por fim, na Figura o ultimo vértice € colorido com
1.

O algoritmo, por sua caracteristica gulosa, ndo funciona em alguns casos de grafos,
veja Figura Observe que na Figura quando o algoritmo tenta colorir o
vértice e, as cores disponiveis em sua lista de cores ja foram utilizadas nos vértices a e b,
ndo sendo possivel colorir o grafo. No exemplo da Figura ¢ possivel obter uma

coloragdo propria para o grafo com as listas de cores disponiveis.

Algoritmo 4: L-DSATUR(G = (V,E))

1 inicio

2 Ordenar os vértices V(G) em ordem decrescente de grau;

3 Vértice v de maior grau recebe a cor ¢ € L(v);

4 enquanto 3 vértice descolorido faca

5 v < grau_max_saturao(G);

6 se J mais de um vértice possui grau de saturacdo igual entao
7 Escolhe o vértice de maior grau;

8 fim se

9 Colore o vértice vi com uma cor de sua lista de cores L(v), tal que essa cor

ndo conflita com seu vértice adjacente

10 fim enquanto
1 fim
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Figura 3.10: Exemplo de execu¢do do Algoritmo L-DSATUR. Em (a), um exemplo de
um grafo com restri¢do de cores onde o L-DSATUR nao funciona. Em (b), um exemplo
onde L-DSATUR funciona.

A complexidade computacional do Algoritmo DSATUR ¢é de O(n?) e do Algoritmo
DSATUR para lista coloragio também é O(n?) e é uma heuristica para encontrar uma
rdpida coloragdo de um grafo. Na proxima secdo serd apresentado um algoritmo de reco-

nhecimento para validar uma solucio em lista coloragdo.

3.3.4 Algoritmo para reconhecimento de uma solucio em lista colo-
racao

O quarto algoritmo abordado € para verificar se dada uma instancia de um grafo colorido
com as cores de suas listas de cores, verificar se € solucao valida.

O algoritmo inicia verificando se as cores atribuidas aos vértices de um grafo ndo
ferem a restricdo de vértices adjacentes que devem receber cores diferentes. Esse passo
pode ser verificado na Linha

O algoritmo verifica na linha [9] se o a cor do vértice v pertence a sua lista de cores
L(v). Se for verdade, o algoritmo segue e testa para outros vértices do grafo. Sendo, ndo
ha necessidade de seguir adiante, pois se a cor do vértices ndo pertence a sia lista de cores
correspondente, entdo ndo € solucdo valida.

O algoritmo percorre todo o grafo, ou seja, verifica para cada vértice se a cor atribuida
¢ diferente a de seus vértices adjacentes e se sua cor pertence a sua lista de cores. Sua
complexidade computacional é de O (max{|V|,Lyax}), onde L4 é 0 tamanho da maior

lista de cores do grafo.
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Algoritmo 5: Validar_Lista_Coloracao(G = (V,E))

1

2

3

10

11

12

13

14

para cada v €V faca
para cada u adjacente a v faca
se cor(u) = cor(v) entdo
Solugdo invalida

fim se

fim para cada
fim para cada
para cada v €V faca
se a cor(v) € L(v) entdo
‘ Testar os vértices restantes
senao

‘ Solucdo invalida

fim se

fim para cada

{1,2} {1,2,3}
12 ()
] Uy

{54} {2,3}

Figura 3.11: Exemplo de uma solucio para demostrar a execu¢do do Algoritmo

Um exemplo pode ser verificado na solugao da Figura[3.11] O algoritmo ird verificar

se a mesma € solucdo em lista coloragdo. O algoritmo ird verificar para cada vértice se a

cor atribuida ndo viola a regra de coloragdo propria e se cada uma dessas cores pertencem

a suas respectivas lista de cores. No exemplo, € possivel verificar que a cor atribuida ao

vértice também estd contida na sua respectiva lista de cores. Portanto a mesma € uma

solucdo valida para lista coloragdo em grafos.

3.4 Consideracoes do capitulo

Este capitulo apresentou as principais definicdes sobre o problema da lista coloracdo em

grafos, suas principais variagdes, a u-coloragdo e a (7y,u)-colora¢do. Foi apresentado uma
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tabela comparando os principais resultados na literatura com essas coloragdes. Foi apre-
sentado também quatro abordagens algoritmicas em lista colora¢do de forma detalhada e

a complexidade computacional de cada uma delas.
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Capitulo 4

A Propriedade da Selecionabilidade em

Grafos

Neste capitulo € abordada a selecionabilidade em grafos, muito diretamente relacionada
com a lista colora¢do em grafos, apresentada no Capitulo[3] Serdo apresentadas as defini-
coes, conceitos principais e provas das principais propriedades em selecionabilidade. Este
capitulo foi estruturado com base na andlise realizada sobre o problema, e os trabalhos e

resultados encontrados.

4.1 Definicoes

A lista coloragdo estd fortemente ligada com selecionabilidade em grafos, que também

foi introduzido por Paul Erdds, Arthur Rubin e Herbert Taylor, em 1979 [S9].

Definicao 4.1 (Chartrand, 2008 [24]). Um grafo G é k-seleciondvel (ou k-choosable) se
G é L-lista-colorivel (ou L-seleciondvel) para toda cole¢do L de listas L(v) para os

vértices de G tal que L(v) < k para todo v € V(G).

Definicao 4.2 (Chartrand, 2008 [24]). A lista niumero cromatico (do inglés, list chromatic

number), Y¢(G) de G é o minimo inteiro positivo k tal que G é k-seleciondvel.

Os autores apresentaram uma caracterizacdo de grafos que sdo 2-seleciondvel. Em
2008, Chartran [24] mostrou que grafos arvores sdo 2-selecionavel. Um grafo arvore per-
tence a uma subclasse de grafos bipartidos, portanto, pensa-se naturalmente que um grafo

bipartido G[X,Y] seria 2-seleciondvel, pois, na parti¢do X, t€ém-se os vértices coloridos
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com a cor a e na particdo Y, os vértices coloridos com a cor b. Serd demonstrado um tipo
de grafo bipartido onde esse processo nao funciona.

Considere o grafo bipartido completo K3 3, mostrado na Figura[d.1} Dadas as listas de
cores associadas a seus vértices, colore-se v; com a cor 1. Logo, v4 € colorido com a cor
2, vs5 € colorido com 3 e vg com a cor 2. No momento de colorir o vértice v3, observa-se
que as cores associadas a sua lista de cores, L(v3) = {2,3}, jd foram utilizadas em v4 e
vs. Logo, € necessario uma cor extra (que ndo estd em sua lista de cores) para colori-lo.

Portanto, K3 3 ndo € 2-seleciondvel e sim 3-seleciondvel.

{1,2} {1,3} {2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

Figura 4.1: Exemplo de um grafo bipartido K3 3 que ndo € 2-selecionavel.

O exemplo do grafo G = K33 mostra que X¢(G) > %(G). Uma caracteristica inte-
ressante em grafos bipartidos completos K., € que se r = (2]‘]{_ ]), entdo K, nao € k-
selecionavel [39].

Erdos et al. caracterizaram grafos que sdo 2-seleciondveis. Os mesmos apresentaram
o0 0-grafo. Um 6-grafo consiste de dois vértices u e v que conectam trés caminhos internos

disjuntos. O grafo 6; ; € o B-grafo cujo os trés caminhos internos disjuntos possuem

tamanhos 7, j e k [59]. Um exemplo deste grafo ¢ mostrado na Figura[4.2]

(a) (b) ©)

Figura 4.2: Exemplos de 6-Grafos: (a) 0122, (b) 0123¢(c) 0133

Teorema 4.1 (Erdos ef al.[39]). Para k > 1, o grafo ;5 5 € 2-seleciondvel.

Prova. Considere os seguintes casos: Caso 1. Todas as listas de cores sdo iguais e Caso

2. Nem todas as listas de cores sdo iguais.
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(a)
(b) (c)

Figura 4.3: Exemplos de Grafos 0,5 5¢: (a) 6222, (b) 8224 € (¢) 0226

Caso 1. Todas as listas de cores sdo iguais, digamos {a,b}. Observe a rotulagem deste
grafo na Figura[d.4] Seja um vértice v;. Se i for impar, esse vértice recebe a cor a. Se i for
par, entdo v; recebe a cor b. Observe que os vértices vy € Vo1, que sdo impares, recebem

a cor a, portanto a cor dos vértices x e y serd a cor b. Logo, uma coloragdo prépria.

Figura 4.4: Exemplo de um Grafo 0, ; 5 rotulado para a prova.

Caso 2. Nem todas as listas de cores sdo iguais. Utilizar as mesmas rotulagens da
Figura encontre dois vértices adjacentes v; e vy tal que L(v;) # L(vit1). Colorir
o grafo da seguinte forma: Colorir v; com uma cor de sua lista que ndo estd na lista de
vi+1. Continuar essa coloracdo até colorir vi com a cor ¢,. Observe a lista de cores de
Vor+1. Seja L(vogs1) = {c1,c2}. Se L(x) # {cy,c1} e L(y) # {cy,c2} entdo existe uma
cor cop+1 € L(vors1) tal que L(x) — {cy,conv1} # 0 e L(y) — {cy,cont1} # 0. Escolher as
cores para x € y e continue colorindo até v;; 1. Entdo temos uma coloragdo propria.

Mas se L(x) = {cy,c1} e L(y) = {cy,c2} entdo voltamos ao ponto inicial v; e viy.

Escolher a cor para L(viy1) que ndo estd em L(v;) agora faca a coloragdo em sentido
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hordrio até colorir vy, 1 com uma cor ¢, # L(v). Escolher a cor ¢, para os vértices x e
y. Existe uma cor disponivel em v;. Continuar colorindo o grafo e verifica-se que existe

uma coloragdo prépria. 0

Uma vez que o ciclo par Cy;y> € um subgrafo de 0, ¢, temos que todo ciclo par €
2-selecionavel [59]. Todo grafo € 2-seleciondvel se possuir em seu nicleo um 65 5 5. Um
nicleo de um grafo € a sucessiva poda de seus vértices de grau 1 (folhas). O subgrafo
restante é o nicleo do grafo. E possivel sempre colorir esses nés (folhas) com uma cor da

lista de cores de tamanho 2, e a outra cor restante serd atribuida para seu vértice adjacente

[59].

Teorema 4.2 (Erdos et al. [59]). Um grafo é 2-seleciondvel se, e somente se, o niicleo do

grafo pertence a T = {K1,Cax2,022 1}

Prova. Seja G o nucleo de um grafo conectado. A ideia da prova é mostrar, por exaustao,
todas as possibilidades, que ou G estd em 7', ou G contém um subgrafo que pertence a

algum dos cinco tipos de grafos seguintes:

e Um ciclo fmpar, mostrado na Figura[4.5(a);

e Dois vértices de ciclos pares disjuntos conectados por um caminho, mostrado na
Figura 55}

e Dois ciclos pares que possuem exatamente um vértice em comum, mostrado na
Figura{d.5(c)

e Grafos 0, ., onde a # 2 e b # 2, mostrado na Figura 4.5(d);

e Grafos 0, 3 7 7x, mostrado na Figura4.5(¢)

Assuma que G ndo pertence a . Se G contém um ciclo impar, o0 mesmo é um dos
cinco tipos citados acima, portanto ndo € um Kj, 42,072 o1 € a prova pode ser finali-
zada.

Entdo, suponha que G € bipartido. Seja C; o menor ciclo. Se existe um ciclo (s,
haverd um vértice em comum com o ciclo Cj, temos o grafo tipo 2 e o grafo tipo 3 e entdo

a prova € finalizada.
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() (b) (©) (d)

(e)

Figura 4.5: Exemplo de grafos para prova: (a) Grafo Tipo 1, (b) Grafo Tipo 2, (c¢) Grafo
Tipo 3, (d) Grafo Tipo 4 e (e) Grafo Tipo 5.

Seja Py o menor caminho com arestas disjuntas de C; e que conecta dois vértices
disjuntos de C;. Se C1 U Pj ndo estd em 7', entdo temos o grafo tipo 4 e entdo a prova €
finalizada.

Agora, suponha que C; U Py estd em T. Se estd em T, entdo ele € do tipo 0,5 5 € Cy
€ um 4-ciclo. Seja P, o menor caminho tal que suas arestas sao disjuntas de C; U Py, mas

conectam dois vértices distintos de C; U P;. Entao ha seis casos a serem considerados:

Figura 4.6: Grafo C| U P, para a prova.

Caso 1. Se as extremidades de P, sdo dois vértices do interior de P; entdo existe um
ciclo disjunto de Cj, logo haverd um grafo do tipo 2 novamente (Figura {.7(a)).

Caso 2. Se as extremidades de P> sdo: o vértice a de C e um vértice do interior de Py,
entdo existe um ciclo com exatamente um vértice em comum com Cy, e haverd um grafo
do tipo 3 (Figura|4.7(b)).

Caso 3. Se as extremidades de P> sdo b e um vértice do interior de P;, entdo existe um
caminho de a para b sem alguma aresta de Cj, existe um grafo do tipo 4 (Figura[4.8(a)).

Caso 4. Se as extremidades de P> s@o a e b, entdo o caso 4 ocorre novamente (Figura
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Figura 4.8: Exemplo de grafos para a prova. O grafo (a) para o caso 3 e (b) para o caso 4.

Caso 5. Se as extremidades de P, sdo a e @, € Py é de tamanho 2, existe um grafo do

tipo 5. Se P; € de tamanho maior que 2, existe um grafo do tipo 4.

(a) (b)

Figura 4.9: Exemplo de grafos para a prova. O grafo (a) para o caso 5, onde o tamanho
de P, € 2 e em (b), o tamanho de P; € maior que 2.

Caso 6. Se as extremidades de P, sdo b e b’, removendo qualquer aresta de Cy, encon-

tramos um grafo 0 e existe um grafo do tipo 4.
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Figura 4.10: Grafo onde as extremidades de P, sdo b e b'.

Na Figura temos o exemplo dos cinco tipos de grafos. Observe que os mesmos

possuem listas de cores de tamanho dois, onde nao € possivel obter uma L-lista-coloragao.

(1.2} {1,3} {1,3}
172} {17
{2,3} {2,3}
{1,2}  {1,2} {1,2} {1,2}
(a) (b)

{1,2}

{1,3} {2,3} @
@

{1,2} {2,1} {3,4}
(©) (d

{1,2}

{1,2}

©)]

Figura 4.11: Exemplo de listas de cores para os cinco tipos de grafos que ndo sdo 2-
seleciondvel.
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Entdo, se G ndo estd em 7', G é um dos cinco tipos de grafos. A Figura[d.TT] apresenta

os cinco tipos de grafos ndo sdo 2-seleciondvel. E assim a prova € finalizada. [

4.2 Técnicas de provas em selecionabilidade

Em 2001, o autor Douglas Woodall [80]] apresentou as principais técnicas de provas utili-
zadas nos resultados existentes na literatura em selecionabilidade de grafos. Essas técni-
cas podem ser divididas em técnicas que envolvem digrafos e técnicas que ndo envolvem

digrafos.

4.2.1 Técnica de degeneraciao em grafos

Um grafo € k-degenerado se pode ser reduzido a um K; por repetidas remogdes de seus
vértices de grau no méaximo k [4]. Um exemplo de grafos degenerados sdo grafos arvores,
que sdo 1-degenerados. Grafos planares sdo grafos 5-degenerados, pois possuem um
vértice de até no maximo grau 5, assim como grafos periplanares, que sdo 2-degenerados
[45].

Um grafo que € k-degenerado € k + 1-selecionével [/9]. Grafos planares sdo 6-
selecionavel com base na afirmagdo anterior: grafos planares sdo 5-degenerados e por-
tanto, 6-seleciondvel [32][80]. Em 1994, Kratochvil e Tuza [32] mostraram que grafos
triangulo-livre sdo 3-degenerados, portanto sdo 4-seleciondvel. Grafos bipartidos sdo gra-
fos triangulo-livre, portanto, pensa-se naturalmente que o argumento anterior vale para

este tipo de grafo, porém, Alon e Tarsi [57] demonstraram (através da técnica de prova

Alon-Tarsi) que grafos bipartidos planares sdo 3-seleciondvel.

Classe de Grafo k-degeneracio | k-selecionabilidade | Referéncias
Planares 5-degenerado 6-selecionavel 321, [80]
Periplanares 2-degenerado 3-seleciondvel [45]
Livres de tridngulo 3-degenerado 4-selecionavel [32]
Bipartido Planar 3-degenerado 3-seleciondvel [57]
Arco-Circulares com cintura 5 ou menos | 2-degenerado 3-selecionavel 1]
Planares livre de Cs 3-degenerado 4-seleciondvel [79]
Planares livre de Cy 3-degenerado 4-seleciondvel [26]
Planares de cintura no maximo 5 3-degenerado 3-selecionavel [70]

Tabela 4.1: Resultados de selecionabilidade em grafos que utilizam como prova a técnica

de degeneracdo em grafos.
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4.2.2 Técnica do sistema dos representantes distintos

E uma técnica que utiliza o Sistema dos Representantes Distintos (SRD), introduzido por
Marshal Hall [28]], também conhecido como Teorema de Hall. Foi primeiramente utili-

7

zado por Erdos, Rubin e Taylor [39] para provar que o grafo completo k-partido Ko 5 .
k-seleciondvel, mostrando que ¢(G) = x(G) se existe uma x(G)-coloragdo em que cada
classe de cor tem no maximo, dois vértices [80]. Em 1998, Maffray e Gravier [23]] apre-
sentaram algumas classes de grafos garras-livre em que o seu nimero cromatico € igual ao
seu nimero lista cromdtico, ou seja, %(G) = x¢(G). A Tabela[4.2] apresenta os principias

resultados da literatura de selecionabilidade em grafos que utilizam a técnica do sistema

dos representantes distintos.

Seja S1,52,...,5¢ e k subconjuntos. Seja I um conjunto de m elementos, onde [ =
{ai,ay,...,a;}, tal que os elementos a; sdo todos distintos e tal que a; pertence a S;
para cada i = 1,...,k. Entdo [ € dito ser sistema dos representantes distintos para os

subconjuntos Sy, 52, ..., 5.

Teorema 4.3 (Hall [28]]). (Teorema dos Representantes distintos de Hall) Uma familia
de conjuntos S1,S83,...,Sy, tem um sistema de representantes distintos se e so se para

qualquer subconjunto I C {1,2,...,m} se verifica a condi¢do

U sil> 1]
iel
Como exemplo, considere os conjuntos S1 = {1,2,3}, S, ={1,4,5} e S3 ={3,5}, en-
tdo I = {1,4,5} é um sistema de representantes distintos para S, S» e S3. O I = {1,2,5}
é outro SRD, porém I = {1,3} ndo é. Ja os conjuntos S; = {2,3,4,5}, S» = {4,5},
S3=1{4,5} e S4 = {5} ndo possuem sistema de representantes distintos. Agora considere
S =A{1,2}, S = {1,2}, S3 = {1,2} e S4 = {2,3,4,5} possui 5 (cinco) representantes
distintos 1 = {1,2,3,4,5}, porém esse tipo de representa¢do ndo é considerado, pois os
trés primeiros conjuntos nao possuem representantes distintos para cada conjunto consi-

derado.
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Classe de Grafo Caracteristicas Referéncias
k-partido Kj.x k-selecionavel [59]
k-partido K33, . o | Para k > 3, k-selecionével [[66]]
Livre de Guarras | y¢(G) = x(G) [66]
k-partido K3 [(4k —1)/3]-seleciondvel (371
k-partido K42 . o> | k-seleciondvel [30]

Tabela 4.2: Resultados de selecionabilidade em grafos que utilizam a técnica de prova do
sistemas dos representantes distintos.

4.2.3 Técnica de Thomassen

E uma técnica apresentada elegantemente por Carsten Thomassen [69]. Foi utilizada para
provar que todo grafo planar € 5-selecionavel. O método propde colorir alguns vértices
que induzem um subgrafo conexo de um grafo G. Um limite € definido para incluir os
vértices incolores e que s@o adjacentes aos vértices coloridos. Colore-se entdo os vértices
do limite, ao qual é permitido que os mesmos tenham listas de cores de menor tamanho
que os outros vértices de G. A prova que apresenta esta técnica € mostrada a seguir.

Para mostrar que todo grafo planar é o 5-seleciondvel, a verificagdo serd feita em
grafos planares quase-triangulados. Um grafo triangulado é um grafo planar onde toda
face € limitada por exatamente trés arestas. Um grafo é quase-triangular se todas as
faces sdo limitadas por exatamente trés arestas, exceto a face externa (ou ilimitada). Um

exemplo desse dois tipos de grafos triangulares sdo mostrados na Figura[d.12]

(1) an
(4)
(a) (b)

Figura 4.12: Exemplo de Grafos Triangulares. Em (a) temos um Grafo Triangulado e em
(b) temos um Grafos Quase-Triangulado.

Teorema 4.4 (Thomassen [69]). Todo grafo planar é 5-seleciondvel.

Prova. Assuma que G é um grafo quase-triangular e C € o ciclo que limita a face externa

de G. Assuma também as seguintes coloragdes para G:
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a) Dois vértices adjacentes v| e vo de C sdo coloridos com as cores 1 e 2;
b) |L(v)| > 3, paratodo v € V(C);

¢) |L(v)| > 5, paratodov e V(G)—V(C).

Considere dois casos:

Caso 1. O ciclo C tem uma corda {uw}. O subgrafo G; é limitado por C; U {uw} e
contém os vértices vy, vo, u e w (observe a Figura 4.13)) e, por hipétese de indugdo este
subgrafo € 5-lista-coloracdo, pois € possivel obter uma coloracdo préopria com as listas de
cores dadas.

Suponha que os vértices u e w recebam as cores 3 e 4. O subgrafo G, é limitado por
CyU{uw}. Como v; e v, foram coloridos anteriormente, entdo podemos usar a hipdtese

de inducdo para G,. Por isso, o mesmo € verdade para todo o grafo G.

V2

Vi w

Figura 4.13: Exemplo de configuragdo de um grafo quase-triangular para a prova.

Caso 2. O ciclo C nao possui corda. Seja G um grafo guase-triangulado. Seja vy
o vértice adjacente a vy e seja vi,uy,uz,...,us, g1 0s vértices adjacentes a vy. Com a
retirada do vértice vk, ou seja, G’ = G\{v;}, as suas arestas adjacentes também sdo retira-
das. Observe que na coloracio proposta no caso (b), o ciclo externo C tem lista de cores

|L(vi)| > 3 e que existem dois vértices coloridos com as cores 1 e 2.
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Vi Vi

uj uy

Vk V2 uz VZ
us

Vi—1 Vik—1

() (b)

Figura 4.14: Exemplo de configuracdo de um grafo quase-triangular sem corda para a
prova. (a) Grafo guase-triangular com o vértice v e (b) Grafo quase-triangular sem o
vértice vy e suas arestas adjacentes.

Como v, pode receber as cores 1 ou 2, essas cores sdo eliminadas dos vizinhos de
Vi, cada um ficando com |L(u;)| = 3. Os vértices restantes de G’ que ndo compartilham
aresta com v; permanecem com suas cores originais. O grafo G’ satisfaz todas as trés
suposi¢des iniciais e &, portanto, 5-lista-colorivel por hipétese de indug@o. Ao retornar
ao grafo original G, escolher a cor 1 ou 2, uma cor diferente de v;_; e entdo G € 5-lista-

colorivel. O]

Alguns dos resultados na literatura que utilizam esse método foram apresentados na
Tabela[d.5] que sdo: grafos planares Ks-minor-livre e grafos planares com dois cruzamen-
tos sao S-seleciondveis [64],[62] e grafos planares de circunferéncia no maximo 4 que sao

3-selecionaveis [42].

4.2.4 Técnicas que envolvem digrafos

Existem duas técnicas de prova que envolvem digrafos, a técnica de kernel [80] (que nao
serd tratada aqui) e a técnica de Alon-Tarsi [S7)]. Suponha uma orientacdo das arestas de
um grafo G, de modo a formar um digrafo D, e em seguida, atribua as listas de cores para
os vértices, de tal maneira que cada vértice v tem uma lista L(v) contendo mais cores do

que o seu grau de saida em D.

IL()| >d"(v)+1 (4.1)
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Se D nao possui ciclos direcionados entdo G € L-lista-colorivel sempre que a Equacao
M.1]¢é valida [80]. Contudo, hd os casos em que existem ciclos direcionados nos digrafos.
O método de prova proposto por Alon-Tarsi [S7] trabalha com essas condicdes.

A técnica de Alon-Tarsi possui esse nome gragas aos autores, Alon e Tarsi, e se utiliza
da defini¢do de grafos polinomiais [57][2]. Os mesmos utilizam esse método para mostrar
que o grafo bipartido planar é 3-seleciondvel. Outros trabalhos que utilizaram esse método
foram Fleischner e Stiebitz [20], para provar que se G € um grafo 4-regular sobre 3n
vértices cujas arestas podem ser decompostas em um circuito hamiltoniano e n tridngulos
vértice disjuntos dois a dois, entdo Y (G) = x(G) = 3 [80]. Ja em [80], o autor utilizou a

técnica para provar que em um grafo arco circular é vélido que ¥¢(G) = x(G).

4.3 Resultados em selecionabilidade para classes especi-

ficas de grafos

Esta secdo apresenta os principais resultados da literatura de selecionabilidade em grafos
em algumas classes de grafos. Existem diversos resultados em grafos planares, grafos
bipartidos e multipartidos, além de resultados comparando classes de grafos em que o

namero cromatico coincide com o nimero lista cromatico.

4.3.1 Selecionabilidade em grafos bipartidos e multipartidos

Os primeiros resultados em selecionabilidade em grafos para grafos bipartidos foi apre-
sentado por Erdos, Rubin e Taylor. Foi apresentado o classico exemplo do grafo bipartido
completo K3 3 com listas de cores de tamanho dois para o qual 0 mesmo ndo € lista co-
lorivel. Também mostraram que dado um grafo bipartido completo K, ,, se m = (2kk_ 1),

entdo esse grafo ndo é k-seleciondvel [S9]. A prova deste teorema segue abaixo:

Teorema 4.5 (Chartran [24]]). Se r e k sdo inteiros positivos tal que r > (2k,; 1), entdo

XE(Kr,r) >k+1.

Prova. Assume-se, por contradigdo, que X/ (K.,) < k. Entdo existe uma k-lista-coloragio
de K,.,. SejaU e W as parti¢des de K., onde U = {uy,uz,...,ur} e W = {wy,wa,...,w,}.
Seja § = {1,2,...,2k — 1}. Existem (*_") subconjuntos distintos de k-elementos de

S. Atribuir essas listas de cores para (Zkk_ 1) vértices de U e para (Zkk_ 1) vértices de W.
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Os vértices remanescentes (se houver), aos mesmos poderdo ser atribuidos qualquer dos
subconjuntos de S. Parai=1,2,...,r,escolhaacora; € L(u;) esejaT ={a;: 1 <i<r}.
Considere dois casos:

Caso 1. Seja |T| < k— 1. Entdo existe um subconjunto de k-elementos S’ de S que é
disjunto de 7. Porém L(u;) = S para algum j com 1 < j < r. Uma contradigdo.

Caso 2. Seja |T| > k. Entdo existe um subconjunto de k-elementos T' de T. Assim,
L(wj) =T' para algum j com 1 < j <r. Ndo importa a cor que for atribuida para w;, essa
cor jd foi atribuida para algum vértice u; (observe o exemplo do K3 3 na Figura[f.T)). As-
sim, u; € w; possuem a mesma cor, sendo que u;w; € uma aresta de K. ,. Isso fere a restri¢éo

de que vértices adjacentes devem ter cores diferentes. Portanto, uma contradicao. 0

Existem na literatura diversos resultados para grafos multipartidos completos. Seja
um K., um grafo k-partido completo com m vértices em cada particio. A Tabela 4.3
apresenta os diversos resultados para grafos multipartidos completos. Em 2002, Ohba et
al. apresentaram alguns grafos multipartidos completo onde ¥ (G) # %/(G). Kierstead
[37] provou que todo grafos k-partido K. € [(4k — 1)/3]-seleciondvel. Em 1998, [23]

mostrou que o grafo K3 3 24 € k-selecionavel.

Tipos de Multipartidos k-selecionabilidade Referéncias
Xe(Kowk) k-selecionével [59]
Xe(K32...2) k-selecionével 23]
Xe(K332,.2) k-selecionavel 23]
Yo (Kask) [(3k —1)/3]-seleciondvel [29]
Xe(Ksuk) =k [(4k — 1)/3]-seleciondvel [37]
k-selecionavel, se k € impar,
Xe(Ks2,..2) [30]
k + 1-seleciondvel, se k € par

Tabela 4.3: Resultados da k-selecionabilidade para grafos multipartidos.

4.3.2 Selecionabilidade em grafos planares

A classe de grafos planares t€ém sido um dos objetos de estudos principais em selecio-
nabilidade. De acordo com o Teorema das Quatro Cores, o nimero cromatico de um

grafo planar € no maximo 4 [36]. Erdos et. al. [39] conjecturaram que a lista nimero
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cromético de um grafo planar € no méximo 5 e que existem grafos planares que nao sao
4-seleciondveis. Esses resultados foram provados, respectivamente por Thomassen [69] e
Voigt [74]].

Resultados que verificam a ndo-selecionabilidade para um determinado k em grafos
planares também sao encontrados na literatura. Erdos et al. [S9] conjecturaram que exis-
tiam grafos planares que nao sdo 4-seleciondvel. Esse resultado foi provado por Voigt
[74], com um grafo de ordem 238. Em 1996 Maryam Mirzakhani [53] deu um exemplo
de um grafo planar de ordem 63, que ndo é 4-seleciondvel. A Tabela 4.4] apresenta os

principais resultados da literatura de grafos planares que ndo sao 4-selecionavel.

Caracteristicas Referéncias
Grafos Planares que ndo sdo 4-seleciondvel [74]
Grafos Planares sem C3 que ndo sdo 3-seleciondvel [75]
Grafos Planares que ndo sio 4-seleciondvel [76]
Grafos sem Cy4, Cs e intersecdo de C3 que ndo sdo 3-seleciondveis [154]
Grafos Planares sem Cy e Cs que ndo s@o 3-selecionavel 1771

Tabela 4.4: Resultados da ndo k-selecionabilidade para grafos planares.

Existe na literatura diversos resultados que envolvem grafos planares, de acordo com
algumas caracteristicas presentes em alguns desses grafos, como grafos planares que nao
possuem um ciclo de tamanho sete (C7) como subgrafo induzido [61] e grafos planares
que ndo possuem diversos ciclos como subgrafo induzido, como o resultado de Tho-
massen [70], mostra que grafos planares sem C3 e C4 sdo 3-seleciondvel. A Tabela 4.5

apresenta os resultados encontrados na revisao da literatura.
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Caracteristicas Referéncias
Todo grafo planar [69]
Ks-menor-livre [64]
Planares com dois cruzamentos [62]
Planar Cy4-livre [61]
Planar sem Cy [61]
Planar 2-Cs-livre com um vértice em comum [17]
Bipartido planar 571
Planares de cintura 4 sem Cs e Cg [60]
Planares de cintura 5 [70]
Planar sem C3 e Cy [I70]
Planar sem i-ciclos para cada i € {4,...,9} (6]
Periplanares com cintura no méximo 4 [48]
Planar sem C4,C5,Cq ou Co [15]
Planar sem Cy4,Cq,C7 ou Co [82]
Planar sem i-ciclos para cada i € {1,...,10} com uma corda [16]
Planar sem C4,Cs,Cg 0u Co [44]
Planar triangulo-livre sem C3,Cq,C7 € Cg [46]
Planar sem C3,C7 e Cg [185]
Alguns planares de cintura no maximo 4 [42]
Planar tridngulo-livre tal que C4 ndo compartilha aresta com Cy4 e Cs [186]
Planar sem Cy, C5, Cg € Cy [183]
Planar sem C3 adjacentes e nem Cs,Cg € Cy [187]
Planar tridngulo-livre tal que C4 ndo € adjacente a C4 ou Cs [l84]

Tabela 4.5: Resultados da k-selecionabilidade para grafos planares.
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4.3.3 Selecionabilidade versus namero cromatico

Um grafo G € y(G)-selecionével se o seu nimero lista cromdtico coincide com seu nu-
mero croméatico. Como visto no inicio deste capitulo, isso ndo acontece um grafos bipar-
tidos. Erdos ef al. caracterizaram grafos em que /(G) = % (G) = 2, como o ciclo par e
grafos 075 2. E ficil ver que ciclos impares o %,(G) = %(G) = 3 [80]. Grafos érvores,
que sdo 2-colorivel, também sdo 2-seleciondvel [24].

Aplicando a técnica de Hall (veja Se¢do[d.2.2)), Erdos et al. [59] provaram que o grafo
completo k-partido K> . » é k-seleciondvel, mostrando que ¢(G) = x(G) nesse caso.
Gravier e Maffray [66] mostram que o complemento de um grafo tridngulo-livre € vilido

que x¢(G) = x(G). A Tabela 4.6/ apresenta uma comparacao de classes de grafos em que
xe(G) =%(G) e x¢(G) # x(G).

Classe de Grafos k-coloracao | Referéncias | k-seleciondvel | Referéncias
Bipartido 2-colorivel [67] 3-seleciondvel [39]
Arvores 2-colorivel [67] 2-seleciondvel [24]
Ciclo Par 2-colorivel [80O] 2-seleciondvel [24]
Ciclo fmpar 3-colorivel [180] 3-seleciondvel [80]
Planar 4-colorivel [36] 5-seleciondvel [69]
Bipartido Planar 2-colorivel 67] 3-seleciondvel 157]
Planar sem C3 3-colorivel [72] 4-seleciondvel [132]
Planar com cintura 5 3-colorivel [71] 3-seleciondvel [[70]
Planar sem ciclos de C4 a Cy | 3-colorivel (6] 3-seleciondvel [43]
Periplanar Bipartido 2-colorivel [67] 3-seleciondvel 78]
Ko .2 k-colorivel [180] k-seleciondvel [159]
Linha de um Bipartido k-colorivel 58] k-seleciondvel 58]
Garra-livre k-colorivel [65] k-seleciondvel [65]
Diamante 3-colorivel [12] 4-seleciondvel [47]
n-roda (n impar) 3-colorivel [12] 4-seleciondvel [47]
n-roda (n par) 4-colorivel [12] 4-seleciondvel [47]
{Garra, K4 }-livre 6-colorivel 9] 4-seleciondvel [47]
Toroidal 4-colorivel [31] 4-seleciondvel [181]

Tabela 4.6: Tabela de comparacao dos resultados existentes na literatura para k-coloracao
e k-selecionabilidade em diversas classes de grafos. A parte sombreada indica que para
essas classes de grafos, o resultado depende do valor de %.

Na literatura existe um teorema conhecido por Teorema de Nordhaus-Gaddum (Teo-
rema @, em que dado um grafo G de ordem n, entdo o seu ndmero cromdtico mais o

nimero cromdtico de seu complementar € menor ou igual a n+ 1 [14].
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Teorema 4.6. x(G)+x(G) <n+1

Na literatura existem alguns resultados em que o Teorema [4.6| atinge a igualdade.
Alguns desses grafos foram caracterizados por Finck [18], que apresentou dois tipos de
grafos com essa propriedade: Erdos er al. [59] apresentaram uma versdo do Teorema4.6|

para lista coloragdao em grafos, como segue:

Teorema 4.7. x/(G) +y¢(G) <n+1

Simone Dantas [13]] provou a igualdade do Teorema[.7jem algumas classes de grafos
extremais, como por exemplo, um grafo extremal F>(S,K,Cs), onde seu conjunto de vér-
tices pode ser particionado em uma clique K, um conjunto estavel S e um Cs tal que todo

vértice do C5 € adjacente a todo vértice de K e a nenhum vértice de S.

4.4 Algoritmo para determinar a k-selecionabilidade

Um algoritmo foi abordado para a k-selecionabilidade. O método enumera todas as listas
de tamanho k para verificar se o grafo € colorivel para todas essas listas e utiliza o Algo-
ritmo 2] da Secdo [3.3.2] para verificar se o grafo € colorivel para cada conjunto de listas
geradas.

O algoritmo inicia gerando dentro da fun¢do é_k-seleciondvel, o conjunto de listas,
formado pela combinac@o de elementos sem repeticdo, dado pela Equagdo {.2] onde n
equivale a quantidade de vértices do grafo tomados k a k. O valor inicial de k € 2, que € o

valor que determina o tamanho das listas de cores.

n
X ( k) (4.2)

Formado os conjuntos de listas, o algoritmo forma os conjuntos de solucdes de listas
de cores, com elementos repetidos, ou seja, a permutacdo de listas de cores repetidas,
dada pela fungdo Py, na linha 2] do Algoritmo

Para cada conjunto L € P de listas para o grafo, o algoritmo faz uma chamada a fungao
Existe_Lista_Coloracao do Algoritmo[2]para verificar se o grafo possui colora¢do propria
com este conjunto de listas. Se ndo for possivel colorir, a funcao retorna ndo para a fungao

é_k-seleciondvel, onde o algoritmo incrementa k e recomeca a montagem de novas listas
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de cores, agora com k+ 1. Se for possivel colorir, a fun¢do retorna sim para a fungdo

é_k-seleciondvel, finalizando assim a execug¢do do algoritmo.

Algoritmo 6: AlgoritmoGeral(G = (V,E))

1 n<|V|

2 k+2

3 enquanto /(é_k-seleciondvel(G,k)) faca
4 k—k+1

5 fim enquanto

6 Retorne &

Algoritmo 7: é_k-selecionavel(G = (V,E), k)

n
1 X+ (k)
2 P, < todas as n-permutagdes de X com elementos repetidos;

3 paracada L € P, faca

4 se /(Existe_Lista_Coloracao(G,L,nao, 1)) entao
5 Retorne NAO
6 fim se

7 fim para cada

s Retorne SIM

E importante enfatizar que o algoritmo efetua a verificagio para todos os conjuntos
de tamanho k. Quando o grafo ndo é k—seleciondvel, o algoritmo faz a verificacdo para
0 k+ 1, e assim por diante, até encontrar um conjunto de listas para o qual o grafo seja
colorivel.

Observe o exemplo de execucdo dos Algoritmos [6] e [7] no grafo da Figura|f.135] As
listas de cores possiveis sdo formadas pela Fun¢do[d.2] onde n =4 e k = 2. Portanto, serdo
6 conjuntos de listas de cores, tomados, 2 a 2, que sdo {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}
e {3,4}.

A seguir, uma possivel solugdo é formado pelas listas anteriores, tomados n a n, onde
pode-se existir listas repetidas. Um exemplo de permutacdo dos elementos do conjunto

de listas apresentado seria:

L= <{172}7{1’2}7{172}7{1a2})
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{1,2} {2,3}

vy vy
V3 Uy
{14} {2,3)
O

vy
(3) (32 V2
O, (a) O, O, V3
® ® ® ® ® ® ©, ®

Figura 4.15: Exemplo de um grafo e drvore gerada pela execu¢do do algoritmo para a as
listas de cores do grafo.

({1,2},{1,2},{1,2},{1,3})
({1,2},{1,2},{1,2},{1,4})
({1,2},{1,2},{1,2},{2,3})

L
L
L

L= ({1,3},{2,3},{1,2},{2,4})

Para cada conjunto L de listas, € feito uma chamada ao Algoritmo |Z| e assim, verificar
se existe uma colorac@o prépria para o conjunto de listas. No exemplo da Figura[4.15] a
arvore de execucdo para as listas L = ({1,3},{2,3},{1,2},{2,4}) é mostrado na Figura
A.15] Observe que no exemplo da drvore de execugdo, na Figura[f.15] o algoritmo da lista
colora¢do, quando encontra uma solugdo, o restante da arvore de solugdes para o grafo
néo precisa ser visitado, encerrando assim a execugdo do Algoritmo [2]

Um exemplo de execugio dos Algoritmos[6]e [7/no grafo da Figura[d.15] As listas de
cores possiveis sdo formadas pela Fungido[d.2] onde n =4 e k = 2. Portanto, serdo 6 con-
juntos de listas de cores, tomados, 2 a 2, que sdo p = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}
e {3,4}}.

A seguir, as solucdes sdo formadas pelas listas de cores anteriores, tomados n a n, onde
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{1,2} {2,3}

12 V2
V3 Vg
{1,4} {2,3}
L]
U1
V2
(a) V3
® Vs
X x x Vv

Figura 4.16: Exemplo de solucdo encontrada com a execugao do algoritmo para selecio-
nabilidade em grafos.

¢ possivel elementos repetidos. Essa notagéo € dada por AR;. O principio multiplicativo
diz que o numero total de maneiras de se retirar n elemento dos p objetos, distintos ou
ndo, € igual a

AR = p" (4.3)

uma vez que o primeiro elemento pode ser retirado de p maneiras, o segundo também de
p maneiras, e assim sucessivamente, até que o n-ésimo seja escolhido.

Voltando ao caso da geracdo de solucdes de listas de cores, o grafo da Fi-
gura B.15] possui 4 vértices e 6 listas de cores de tamanho 2 (relembrando
{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4} e {3,4}). No caso, as listas de cores serdo tomados
n a n, podendo ter listas repetidas. Logo, o cdlculo serd feito de acordo com a férmula
da Equacao para calcular o nimero de todas as solucdes de listas de cores. Conside-
rando as varidveis da equacao, m representa o nimero de vértices do grafo e n representa

a quantidade de listas de cores:

Pl =6%=1296 (4.4)
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Ou seja, para o grafo da Figura 4.15] com 6 possiveis listas de cores de tamanho 2,

temos 1296 solucdes de lista coloragao.

4.5 Consideracoes do capitulo

Este capitulo apresentou as principais defini¢des em selecionabilidade em grafos, além
de apresentar com detalhes as provas dos principais resultados existentes na literatura,
como a propriedade em grafos bipartidos completos e grafos planares. Além disso, um
algoritmo em k-selecionabilidade foi apresentado com o seu respectivo cdlculo da geracao

das listas de cores.
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Capitulo 5

Contribuicoes

Neste capitulo é introduzido a k-(y,u)-selecionabilidade, uma correlagio da -
selecionabilidade e da (7y,u)-coloragdo. Sdo apresentadas as provas em k-(y,u)-
selecionabilidade em duas classes de grafos, os grafos periplanares, que sdo 3-(y,u)-
seleciondvel e grafos bipartidos completos, que sdo 2-(7,u)-seleciondvel, além de uma
prova mais geral, de grafos que sdo k-coloriveis sdo k-(7y,u)-coloriveis. Ao final, o algo-
ritmo abordado no capitulo anterior para k-selecionabilidade serd abordado também para
k-(7y, u)-selecionabilidade, comparando a quantidade de listas de cores geradas por ambos

os algoritmos.

5.1 Definicao da propriedade da k-(y, u)-
selecionabilidade

Nos resultados principais, a (7, u)-coloragdo foi correlacionada com a k-selecionabilidade,
onde dado um grafo G, a mesma ¢ atribuido a seus vértices listas de cores do tipo (7, u)
e todas essas listas de cores possuem tamanho k. A defini¢do desta coloragdo serd dada a

seguir:

Definicdo 5.1. Um grafo G é k-(y,u)-seleciondvel ou k-(7y, u)-lista-colorivel se G é (Y, u)-
colorivel para cada cole¢do L de listas L(v) para os vértices v de G tal que |L(v)| > k

para cada vértice v, e as listas sdo do tipo (Y, u).

O menor inteiro k para o qual G é k-(7,u)-lista-colorivel para todas as listas de cores

tipo (v, ) de tamanho k é denominado nimero lista cromatico v, u, também representado
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por Xy, (yu)- A Figura @ apresenta o K3, um grafo que é 3-colorivel, 3-seleciondvel e
também 3-(7y,u)-seleciondvel. Ou seja, o K3 é colorivel para qualquer lista de cores de

tamanho trés do tipo v, u atribuido a seus vértices.

{1,2,%}

{1,2,2} {1,2,7}

Figura 5.1: Grafo K3 em que 0 X/ (y,,) = 3.

5.2 Aplicacao das técnicas de provas de selecionabilidade
em k- (7, u)-selecionabilidade

Esta sec@o apresenta os principais resultados obtidos para a k-(7y,u)- selecionabilidade,
utilizando algumas das técnicas de provas apresentadas no Capitulo[d Serd apresentado
uma prova de que grafos periplanares, que sdo 2-degenerados [45]], e portanto sdo 3-(y, u)-

selecionavel.

5.2.1 k-(7y,u)-selecionabilidade em grafos periplanares

Esta sec@o apresenta a prova de que grafos periplanares sdo 3-(y,u)-seleciondvel. Em
1972, Lick e White [45] apresentaram a caracterizacdo de k-degeneracdo em diversas
classes de grafos, dentre elas, o grafo periplanar, que ¢ 2-degenerado. Para mostrar
que o grafo periplanar € 2-degenerado, € suficiente mostrar que todo subgrafo de grafo
periplanar € periplanar e todo grafo periplanar ndo trivial contém pelo menos 2 vértices

de grau 2 ou menos [43]).

Teorema 5.1 (Chartrand [24]). Todo grafo periplanar ndo trivial contém pelo menos 2

vértices de grau 2 ou menos.
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Prova. Seja G um grafo periplanar nao trivial. Esse resultado € trivial se G é de ordem 4
ou menos. Logo, assume-se que G é de ordem 5 ou mais. Adicionando arestas em G, se
necessdrio, para obter um grafo periplanar maximal. Assim, o limite da regido exterior de

G é um ciclo hamiltoniano C.

Figura 5.2: Grafo periplanar maximal para demonstra¢io do Teorema

Dentre as cordas de C, seja uv tal que uv e um caminho # —v em C produz um ciclo
que contém um ndmero minimo de regides. Necessariamente, esse minimo € 1. Entdo, o
grau do vértice remanescente y do limite dessa regido € 2. Existe uma corda wx de C por
outro caminho u — v de C que produz um vértice z de grau 2. Em G (na Figura[5.2)), os

graus de y e z sdo, portanto, 2 ou menos. O]
Teorema 5.2. Todo grafo periplanar é 3-(Y, u)-seleciondvel.

Prova. A prova é feita por indugdo sobre n. Seja G = K. Este grafo ndo tem arestas e €
trivialmente periplanar e 3-(7, u)-seleciondvel.

Supondo que todo grafo periplanar com n vértices é 3-(7y,u)-seleciondvel, serd de-
monstrado que a lista coloragdo também € valido para um grafo periplanar G, 1| com
n—+ 1 vértices e com uma distribuigdo de listas de cores em seus vértices do tipo (y,u) de
tamanho 3. Pelo Teorema [5.1] existe um vértice v em G, com grau até no maximo 2.
Removendo este vértice, tem-se um subgrafo G, com n vértices.

Uma vez que G4 pode ser desenhado com seus vértices em forma de ciclo com
cordas sem cruzamentos (planar), o subgrafo também pode ser desenhado dessa forma.
Isso implica que G, tem uma lista colorag@o com listas do tipo (Y, u) de tamanho 3. Colorir
os vértices de G,,41 com 3 ou mais cores. Uma vez que os vértices adjacentes ao vértice

v de grau no maximo 2 j4 estdo coloridos, considere dois casos:

e O vértice v possui grau um. Nesse caso, o vértice v recebe uma cor da lista de cores
e o vértice adjacente recebe outra cor. Como a lista de cores tem tamanho trés, uma

cor sobrara.
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e O vértice v possui grau dois. O vértice v receberd uma terceira cor da sua lista de

cores que seja diferente de seus adjacentes. E assim a demonstracdo € valida.

5.2.2  k-(7y,u)-selecionabilidade em grafos bipartido completo

Serd apresentado a prova para o grafo bipartido completo, que € 3-selecionavel [39], po-
rém € 2-(y,u)-seleciondvel. Antes, serd apresentado as provas de alguns lemas importan-

tes para a prova principal.

Lema 5.1. Considere um grafo bipartido completo K, , = G[V,W| para n > 1 com par-
ticoes V. ={vi,..., vy}, W = {wy,...,wn} e uma distribui¢do de listas (y,u) de tamanho
2, L(v) para todo v € K, tal que L(v;) # L(v;) se i # j, e L(v;) = L(w;) para todo

i=1,...,n Entdo o K, , é 2 — (Y,u)-seleciondvel.

Prova. Sera provado por indu¢@o sobre n. Paran = 1, o grafo K ; possui dois vértices vy
ewy e L(vi) =L(wy) ={1,2}. Desta forma escolhe-se a cor 1 para o vértice v| e a cor 2
para o vértice wi, € t€ém-se uma lista colorag@o para o Kj j.

Suponha agora que o teorema € valido para K, ,, onde n > 1 e entdo vale para o
Kyt1n+1. Sem perda de generalidade, supor que as listas L(v;) = {¥;,Y; + 1} estdo dis-

tribuidas nos vértices tal que y; <> < ... < ¥u+1. Considere o subgrafo completo K, ,

obtido pelos vértices vi,va,...,v, € wi,wa,...,w,. Esse grafo estd representado pela Fi-
gura
{a,a—|—1} {b7b+1} {C7C—|—1} {'an'yn"_l} {'Yn+17'Yn+1+1}

{a,a+1} {b,b+1} {e,e+1} Y, Yu+1} Yot 1, Yo + 1}

Figura 5.3: Grafo K, , com parti¢des com listas de cores iguais.

Por hipétese de indugdo existe uma lista coloragio para este K, ,. Falta colorir os

vértices v,41 € Wy+1. No pior dos casos Y,+1 = Yo + 1 pois ¥, < Yu+1 € as listas sdo
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em sequéncia. Na Figura [5.4 hd um exemplo de K33, onde o pior caso, dois vértices
contém a lista de cores {5,6} e esse dois vértices estdo representados pelos vértices v,
e wp+1. Neste caso entdo, se for y,+1 =¥, + 1, sem perda de generalidade, supor que a
cor escolhida para o vértice v, foi 7y, e para o vértice w, foi y, + 1. Entdo o vértice v,y

serd colorido com a cor ¥,+1 + 1 e o vértice w, 1 com a cor Y, 1.

{Yn+layn+1 + 1}

@

@

{’an’Yn—'_ 1}

Figura 5.4: Exemplo de um grafo K3 3. O subgrafo com uma linha tracejada representa o
subgrafo com os vértices v, 11 € Wy41.

Se V41 < Vn + 1 ndo € possivel fazer esta mesma coloracdo para os vértices v, | €
wn+1. Essa coloragdo pode ser observada na Figura[5.5] onde o vértice v, é colorido com
a cor v, (cor vermelha, 4), o vértice v,,11 € colorido com a cor ¥,+1 + 1 (cor verde, 6), o
vértice wy, e o vértice w,1 sdo coloridos com a cor ¥,+1 € ¥,+1+ 1 (cor azul, 5) . Portanto

Kyt1,n+1 € 2-(77, u)-seleciondvel.

¥, Yo+ TH Y1, Vo1 + 1} {475} {57 }
Vn Vnt1
—
Wn Wn+1
{0 Yo+ Vo1, Vo1 +13 {4,5} {5,6}

Figura 5.5: Subgrafo de um K, ,. Colorag@o feita nos vértices v 11 € Wy1.

]

Lema 5.2. Considere um K,, , = G[V,W| paran > 1 com particoes V = {vy,...,v,},W =
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{w1,...,wu} e uma distribuicdo de listas (y,u) de tamanho 2, L(v) para todo v € K, , tal

que L(v;) # L(w;) para todo i, j=1,...,n. Entdo o K, ,, é 2 — (Y, u)-seleciondvel.

{a7a+1} {b7b+1} {C7C+1} {’Yna’Yn‘Fl} {Yn+17Yn+l+1}

{d7d+1} {€,€+1} {f7f+l} {’an’Yn+1} {’Yﬂ+17'yn+l+1}

Figura 5.6: Grafo K, ,, com parti¢des com listas de cores diferentes.

Prova. Considere na particdo V somente as listas distintas Si,...,S,, € na particdio W
somente as listas distintas S,11,...,54;. Assim, S; # §;, para i # j, e como sdo listas
(v,u) de tamanho 2, a interse¢do de quaisquer duas destas listas tem no maximo um
elemento. Assim, estes conjuntos S; cumprem o Teorema [4.3] e assim tém-se elementos
distintos ¢; € S;, com ¢; # c;. Entdo colore-se um vértice v € K,, , com a cor ¢; se L(v) = S;,

assim como € feita na Figura[5.7} e assim uma lista coloragdo do K, , € realizada.

{1,2} {2,3} (3,4} {4}

{-.60} {6, } {8} {8,9}

Figura 5.7: Grafo K4 4. Cada vértice foi colorido com uma cor distinta ¢; tal que L(v) = S,
cumprindo o Teorema

O
Teorema 5.3. O grafo bipartido completo K, , é 2 — (Y,u)-seleciondvel para n > 1.
Prova. Seja G = K, , um grafo bipartido completo com parti¢des V = {v,v2,...,v,} €
W ={wi,wa,...,w,}, para n > 1. Considere uma distribui¢éo de listas de cores do tipo
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(v,u) de tamanho 2, L(v) para todo vértice v de G. Escolha as listas de cores que aparecem
ao mesmo tempo nos vértices das duas particdes V e W. Claramente algumas dessas listas
podem aparecer em mais de um vértice em cada parti¢do, porém considere apenas uma
lista representante no caso dela aparecer mais de uma vez numa mesma parti¢do. Deste
modo, considere os conjuntos Si,S>,...,S, (r < n) (Figura , que sdo as listas que
ocorrem ao mesmo tempo em vértices de V e W, e como foi selecionado apenas um

representante em caso de repeti¢cdo na parti¢do, tem-se que S; # S, para i # j.

- -~ - - —_—— -

7/ \\\ ,’ \\I \
I {g,a+1} {wa+1} 1 (Bb+1} |:{n,n+1}
1! 1

N7 \ 4 \

{a,a+1} {b,b +1} : :{n,n+1}

_—— e e == ===

I 1
1 1 11 1
\wa+ 3 r L b+l 0 fect} | (unt1) (@a+1} | ! bb+1})  foc+1} U n+ 1)
\__// \___—,l —_——— —_———— l,___/ —_———-
S S, S, s, S, s,
Figura 5.8: Para r > 1, temos os conjuntos S1, 52, ...,S,.

Se r =0, o grafo G cumpre as hipdteses do Lema[5.2]e assim existe uma lista colora-
cdo de G.

Se r > 1, formar um subgrafo completo K., com estas listas de cores S1,52,...,5, €
um vértice representante para cada uma delas. Um exemplo desta configuracdo é dado na
Figura[5.9] Este grafo K., cumpre as hipteses do Lema [5.T] e portanto existe uma lista
coloragdo para este subgrafo K,.,. Sejam entdo x1,x2,...,x, as cores escolhidas para estes
r vértices de V e y1,ys,...,y, as cores escolhidas para estes r vértices de W. Estende-se
estas cores para todos os vértices restantes de G que possuem uma destas listas de cores
S1,82,...,S,, colorindo com a cor x; para os demais vértices de V que possuem a lista §;
e com a cor y; para os demais vértices de W que possuem a lista S;.

Agora, os vértices v de G que ainda ndo foram coloridos possuem listas de cores L(v)
que estdo apenas numa parti¢do de G. Ainda assim, em cada particdo V e W podem ha-
ver listas que se repetem, ou seja, mais de um vértice podem ter a mesma lista em uma
mesma particdo. Deste modo, novamente considere apenas uma lista representante de

cada uma dessas restantes, definindo os conjuntos: Ey,E», ..., E;, que sdo as listas distin-
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tas distribuidas nos vértices restantes de V, e Fi,F», ..., F;, as listas distintas distribuidas

nos vértices restantes de W, observe a Figura[5.10

N e e e e e e e e e e, e, e, ——— - - -

Figura 5.9: Conjuntos S1,S57,...,S, coloridos.

Por construc@o, considere que E; # Ej para i # j, F; # Fjparai # je E; # F; ,
Vi, j. Além disso, por serem listas de tamanho 2 do tipo (,u) duas dessas listas distintas

possuem no mdximo um elemento em comum.

\
~

-~—- ~ -

S1 Sz Fy F,

Figura 5.10: Conjuntos E1,E>,...,E; e F1,F>,... F;.

Considere entdo somente as cores distintas dentre as COres X1,X2, ..., X, Y1,V2, -+, Vs
Pela coloracdo € claro que x; # y;,Vi,j. Defina estas cores distintas como sendo

XrysXrys oo s Xrps VrisYrys - oo Vrye
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Defina entio os conjuntos Ay = {x;},A2 = {x},...,A4p = {x,},Apy1 =
nbAp2 = ko Apu = nbhAprurt = Evy o Aprune = EApiurl =
Fi,...,Apiutr+s = F5. Como as listas E; e F; sdo do tipo (Y,u) de tamanho 2 e distintas,
temos que |A;NAj| < 1,ouseja, 3 < |A;UAj| <4, Vi#je{p+u+l,....p+u+t+s}.

Cada conjunto A;, para i > p+u+ 1, pode contar no mdximo um dos elementos

XrysXrys s Xrps Vrs Yras - -« 5 Y, ASSI,

3<IA U, <4, izptutlj=1,...p
3<IAU{ <4, izptutlj=1,...u

3<IAU{x Ut <4, izptutlj=1,...pk=1,. . .u

Assim, dado qualquer I C {1,...,p+u+1+s} tem-se que | U Ail > |1
icl
4.3|que garante a escolha de elementos distintos ¢; € A;, parai=1,...,p+u-+1+s, com

, € pelo Teorema

ci # cj, para i # j. Assim, escolha as cores ¢;, i=p+u-+1,...,p+u-+t-+s para os
vértices que nao estavam coloridos de tal forma que o vértice receberd a cor ¢; se sua lista
de cores forA;,i = p+u-+1,...,p+u-+t+s, completando assim a lista coloragao de K}, ,

e concluindo a prova.

]

5.3 Grafos k-coloriveis sao k-(7,u)-selecionaveis

A seguir, serd apresentado uma prova mais geral envolvendo k-(,u)-selecionabilidade.

Dado um grafo G, se G ¢é k-colorivel entdo G € k-(7y,u)-selecionavel.

Teorema 5.4. Seja G um grafo k—colorivel. Entdo G é k — (Y, u)-seleciondvel.

Prova. Como G € k—colorivel, existe uma coloragdo ¢ : V — N tal que c¢(v) €
{0,1,2,...,k—1}, e se os vértices v; e v; sdo adjacentes c(v;) # c(v;).

Em uma divisao de um inteiro qualquer m por k, obtém-se o resto da divisao r, tal que
re {0,1,2,...,k—1}. Além do mais esta divisdo particiona os inteiros em k conjuntos
distintos. Considere Ag = {n € Z| o resto da divissiode npor k ¢ 0 }, Ay ={n € Z| o

resto da divisdo de n por k é 1 }, A = {n € Z| o resto da divissfo de n por k é 2 }, ...,
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Ap—1 = {n € Z| o resto da divisdo de n por k é k — 1 }. Estes conjuntos sdo dois a dois
disjuntos, ou seja, A;NA; =0, se i # j.

Outro fato importante € que dada qualquer sequéncia de k inteiros consecutivos x,x +
I,x+2,...,x+k— 1, existe exatamente um destes elementos contido em cada um dos
conjuntos A;. Ou seja, um desses elementos deixa resto i na divisdo por k, para i =
0,1,2,...k—1.

Considere agora uma distribui¢do qualquer de listas de tamanho k do tipo (y,u) para
os vértices de V. Assim, para cada v; € V, L(v;) = {Vi,Yi+1,...,Yi+k—1}. Sejav; e
v; vértices adjacentes em G, assim ¢; = c¢(v;) # ¢(v;) = ¢}, e portanto os conjuntos A,
e A, sdo disjuntos. Para uma (y,u)-lista coloragdo de G nestes vértices adjacentes v; e
v; escolha como cor para o vértice v; o elemento de L(v;) que pertence ao conjunto A
e para o vértice v; escolhemos o elemento de L(v;) que pertence ao conjunto Ag; eisto
garante que vértices adjacentes serdo coloridos com cores distintas. Portanto G é k- (7, u)-

selecionavel. ]

27 ’ } { 757 }
k {1,2,0}
s *5}

{1,2,3}

»3,4} {4,5,0} {
k@ {0,1,2}
9 75} {

{1,2,3}
(a) b)

2
{

Figura 5.11: Uma k-(7y,u)-colora¢do de um grafo, que é 3-colorivel, portanto é 3-(y,u)-
selecionavel.

A Figura [5.T1] apresenta um exemplo da coloragdo da prova. A Figura apre-
senta um grafo 3-colorido (considere 0 vermelho, 1 azul e 2 verde) com uma distribuicao
qualquer de lista de cores do tipo (Y,u). A Figura apresenta ao lado de cada vér-
tice uma lista do resultado do resto da divisdo das listas de cores de cada vértice por 3. A
cor a ser escolhida para o vértice serd a qual o resto da divisdo dessa cor por 3 seja igual
a cor ja atribuida ao vértice. No exemplo, as cores escolhidas sdo: vi =3, v, =4,v3 =4

CV4:2.
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54 Algoritmos para  determinar a  k-(y,u)-
selecionabilidade

Nesta secdo, serdo abordados os algoritmos implementados para k-(V,u)-
selecionabilidade. O primeiro € um algoritmo exato para encontrar a k-coloracdo
de um grafo. Esse algoritmo se fez necessdrio, com base na prova do Teorema [5.3] que
afirma que todo grafo que é k-colorivel é k-(y,u)-colorivel. Desse algoritmo, podemos
colorir o grafo com listas do tipo y,u de tamanho k facilmente. O segundo algoritmo
abordado retrata um método exato para k- (7, u)-selecionabilidade, utilizando o algoritmo
da k-coloragdo para determinar o tamanho das listas de cores que serdo geradas. Esses
algoritmos serdo apresentados em detalhes nas proximas secoes.

O primeiro algoritmo abordado utiliza o0 método de enumeracao implicita para encon-
trar a k-coloragdo de um grafo, e que foi implementado para k- (7, u)-selecionabilidade.
Com base no Teorema todo grafo que tem uma k-coloragdo é k-(7y,u)-colorivel.
Portanto, basta um algoritmo para encontrar a k-colora¢do que encontraremos a k-(y, u)-
coloracao.

O Algoritmo (19| para encontrar a k-coloragdo de um grafo G, inicia na Linha|l] verifi-
cando se o nivel da drvore de recursdo € igual ao nimero de vértices n do grafo, ou seja,
se todos os vértices do grafo estdo coloridos. Como no primeiro instante essa verificacdo
é falsa, o algoritmo segue para a Linhal6] para iniciar a coloragio.

O vértice inicialmente é marcado com S/M, para informar que o mesmo foi colorido.
Logo apds, o vértice receberd uma cor na estrutura col «— col U (v, k). Antes de avangar
para outro vértice, o algoritmo verifica a factibilidade da cor atribuida ao vértice atual na
Linha Se ndo for factivel, entdo o algoritmo testa outra cor. Se for factivel, o algoritmo
segue para a recursdo para o proximo vértice. Quando todos os vértices estdo coloridos,
temos uma colorag@o prépria do grafo, porém, falta verificar se a colora¢do do grafo € a
menor. Esse passo é realizado na Linha 2]

Um exemplo da execucdo do Algoritmo [19|€ apresentado na Figura que possui
um grafo K3 e a drvore de execugdo do algoritmo. Na drvore de execugdo, no final de cada

nivel, o X indica que a coloragdo para o grafo do exemplo € invalida. J4 o 1/ indica que a
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coloracdo € valida.

Algoritmo 8: k-coloracdo(G = (V, E),col, jacol, nivel)

1

2

10

11

12

13

14

15

16

17

18

se todos os vértices foram coloridos entao

se a coloracdo propria é minima entao
E a melhor solugdo

fim se

senao

para cada v € V faca

se (cor(v) ==NAO) entdo

cor(v) «—SIM

para cada k «— O até n— 1 faca

col «— col U(v, k)

se a coloracdo ndo é factivel entao
Testa a préxima cor

fim se

k-colora¢do(G,col, jacol, nivel+1);

col «—col —(v,k);

fim para cada

fim se

fim para cada

fim se

O algoritmo comega atribuindo as cores para os vértices do grafo. Quando uma das

cores atribuidas fere a restricdo de coloracdo, o algoritmo ndo desce mais na arvore e

continua para uma outra solu¢do. Essa ndo descida na arvore € indicada pelo X. Esse

método de ndo descida na arvore poda as solugdes infrutiferas. Quando o algoritmo

encontra uma solugdo valida , a melhor solugdo é guardada (esse passo estd na Linha[2]do

Algoritmo 19).
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U1

vy V3

41

Figura 5.12: Exemplo de execug¢do do algoritmo.

A melhor solugado € aquela em que o grafo usa a menor quantidade de cores para sua
coloragdo propria. O exemplo é um K3, logo a menor quantidade de cores utilizada € 3
(trés). A Figura[5.13]apresenta todas as solugdes encontradas na execugio do Algoritmo

[19] O algoritmo encontrou 6 solugdes validas.

121 (%1 U1
vy V3 U2 U3 U2 VU3
! %1 vy
7] U3 vy V3 1] V3

Figura 5.13: Solugdes encontradas para o grafo da Figura

O algoritmo abordado é semelhante ao apresentado no Capitulo [ para a k-

selecionabilidade e também serd abordado nesta se¢do, porém para determinar a k-(7y, u)-
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selecionabilidade. O algoritmo enumera todas as listas de tamanho & do tipo (y,u) para
verificar se o grafo € colorivel para todas essas listas de cores.

O algoritmo comeca na Linha [I| com n recebendo o niimero de vértices. O algo-
ritmo é_k-(,u)-seleciondvel é chamado dentro do enquanto, onde sera realizado o cal-
culo as listas de cores do tipo Y,u de tamanho k. Esse cdlculo € feito pela formula
{1,2,...,k},{2,3,...,k+1},...,{n—k+ 1,n—k+2,n}. A quantidade de listas gera-
dasén—(k—1).

Formado os conjuntos de listas, o algoritmo forma os conjuntos de solucdes de listas
de cores, com elementos repetidos, ou seja, a permutacio de listas de cores repetidas, dada
pela funcdo P, na linha[2] Para cada conjunto L € P de listas para o grafo, o algoritmo faz
uma chamada a fung@o Existe_Lista_Coloracao do Algoritmo [2] para verificar se o grafo

possui coloracdo propria com este conjunto de listas.

Algoritmo 9: k-(y,u)-seleciondvel(G = (V,E))

1 n|V|

2 k<2

3 enquanto /(é_k-(y,u)-seleciondvel(G,k)) faca
4 k<—k+1

5 fim enquanto

¢ Retorne k

Algoritmo 10: é_k- (v, u)-seleciondvel(G = (V,E), k)
VX {12, k{23, k1) {n—k+ Ln—k+2,n)

2 P, < todas as n-permutagdes de X com elementos repetidos

3 paracada L € P, faca

4 se /(Existe_Lista_Coloracao(G,L,nao, 1)) entao
5 Retorne NAO
6 fim se

7 fim para cada

8 Retorne SIM

Se ndo for possivel colorir, a fun¢do retorna ndo para a fungio é_k-(y, u)-seleciondvel,

onde o algoritmo incrementa k e recomega a montagem de novas listas de cores, agora

69



com k+ 1. Se for possivel colorir, a fung¢@o retorna sim para a func¢do é_k-(,u)-
seleciondvel, finalizando assim a execug¢do do algoritmo.

Um exemplo de execugdo deste algoritmo pode ser verificado em um grafo C4. As
listas tipo y,u sdo determinadas na Linha [I} e sdo {1,2}, {2,3} e {3,4}. A seguir, as
solucdes sdo formadas pelas listas de cores anteriores, tomados n a n, onde € possivel
elementos repetidos. Essa notagdo ¢ dada por AR),. O principio multiplicativo diz que o
nimero total de maneiras de se retirar n elemento dos p objetos, distintos ou ndo, € igual
a

ARY = p" (5.1)

uma vez que o primeiro elemento pode ser retirado de p maneiras, o segundo também de
p maneiras, e assim sucessivamente, até que o n-ésimo seja escolhido.

Voltando ao caso da geragdo de solugdes de listas de cores, 0 C4 possui quatro vértices
e trés listas de cores de tamanho 2 (relembrando {1,2}, {2,3} e {3,4}). No caso, as listas
de cores serdo tomados n a n, podendo ter listas repetidas. Logo, o célculo seré feito de
acordo com a formula da Equacdo para calcular o nimero de todas as solucdes de
listas de cores. Considerando as varidveis da equacdo, n representa o nimero de vértices

do grafo e p representa a quantidade de listas de cores geradas anteriormente:
pl=3%*=381 (5.2)

Ou seja, para o grafo Cy4, com trés possiveis listas de cores de tamanho 2, existe 81
solugdes de lista coloragdo de tamanho k do tipo v, u.

A Figura[5.14]apresenta um grafico comparando a quantidade de listas de cores gera-
das pelos algoritmos de k-selecionabilidade e k- (7, u)-selecionabilidade para dois grafos,
um com quatro vértices e outro com cinco vértices. E possivel perceber que a diferenca
na quantidade de listas de cores geradas é grande. A k-(7,u)-coloragdo gera menos que
50% da quantidade de listas geradas pelo algoritmo da k-selecionabilidade. A quantidade

de listas de cores é determinada pelo valor de k.
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Figura 5.14: Graficos comparando a quantidade de listas de cores gerados. As barras com
a cor rosa indica a quantidade de listas geradas pelo algoritmo da k-selecionabilidade e as
barras com a cor azul indica a quantidade de listas de geradas pelo algoritmo da k-(y, u)-
selecionabilidade.

A Tabela[5.1) apresenta a quantidade de listas de cores geradas pelos dois algoritmos,

de acordo com o valor de k e com a quantidade de vértices do grafo.

2 3 4
n/k

X Xe,(v) X Xe,(vu) Xe X, (y,u)
2 1 1 - R
3 27 8 1 1 -
4 1296 81 256 16 1 1
5 100000 1024 100000 243 3125 32
6 11390625 15625 64000000 4096 11390625 729
7 1801088541 279936 64339296875 78125 64339296875 16384
8 377801998336 5764801 96717311574016 1679616 576480100000000 390625
9 101559956668416 | 134217728 208215748530929664 40353607 8004512848309157376 10077696
10 | 34050628916015600 | 3486789401 | 640173642240000000000 | 1073741824 | 166798809782010000000000 | 282475249

Tabela 5.1: Quantidade de listas de cores geradas pelos algoritmos da k-selecionabilidade
(e ) € k-(y,u)-selecionabilidade (Xf,(w))'

71



5.5 Consideracoes do capitulo

Este capitulo apresentou a principal contribuicao deste trabalho. Foram apresentados o
conceito da correlagdo entre (7y,u)-coloracdo e selecionabilidade em grafos, a k-(y,u)-
selecionabilidade. Além disso, foram apresentados provas para duas classes de grafos,
provando que grafos bipartidos completos sdao 2-(y,u)-coloriveis e grafos periplanares,
que sdo 3-(y,u)-coloriveis, além de uma prova geral, de grafos que sdo k-coloriveis que
s&0 k-(7y,u)-coloriveis. Foram apresentados algoritmos para essa coloragio e o célculo da

quantidade de listas de cores geradas pelo algoritmo exato.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao, foram apresentados o problema da lista coloragdo em grafos, suas va-
riagdes u-coloragdo e (7y,u)-coloragdo, e as propriedades da selecionabilidade em gra-
fos. Uma correlagdo entre a (7, u)-coloragdo com a propriedade de selecionabilidade foi
proposta, gerando assim a k- (7, u)-coloragdo ou k-(7, u)-selecionabilidade. O problema
da lista coloracdo e a selecionabilidade possuem muitas variagdes e propriedades ainda
pouco exploradas, além do mais, a lista coloragao também possui aplicacao no problema
pratico de alocacdo de canais.

A revisdo literatura foi elaborada com base na metodologia adotada pela revisao sis-
temadtica e apresentou os principais resultados na literatura de selecionabilidade em gra-
fos, principalmente relacionados a diversos tipos de grafos, como grafos planares, grafos
multipartidos e grafos proibidos. Destacam-se também os resultados que que utilizam
algumas das principais técnicas de provas de selecionabilidade em grafos. Alguns dos
principais resultados em selecionabilidade e suas respectivas provas existentes na litera-
tura foram apresentados com mais detalhes, além da prova detalhada dos teoremas de
grafos 0, > o que sdo 2-seleciondvel e de um grafo que € 2-seleciondvel se, e somente se,
o niicleo do grafo pertence a T = {Ki,Cak2,0222¢}, além do teorema de que todo grafo
planar é 5-selecionavel.

Com relag@o a k-(y,u)-colora¢do, algumas provas foram apresentadas utilizando as
principais técnicas de provas em selecionabilidade. Foram provados que: grafos biparti-
dos completos sdo 2-(, u)-seleciondvel, através da técnica do sistema dos representantes
distintos e grafos periplanares sdo 3-(, u)-seleciondvel através da técnica de degeneracéo

em grafos. A prova de grafos que sdo k-coloriveis sdo k-(7,u)-seleciondveis comprovou
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que algumas propriedades em selecionabilidade ndo sdo vdlidas em alguns casos para
k-(y,u)-coloragdo. Um exemplo seria o grafo bipartido completo, que é 3-selecionavel,
porém é 2-(, u)-seleciondvel.

Foram realizados estudos de algoritmos para lista coloracao, selecionabilidade e k-
(y,u)-coloragdo. Em lista coloragdo, apresentamos 4(quatro) algoritmos: um algoritmo
exato, um algoritmo para verificar se existe coloracao prépria com as listas de cores dada,
uma heuristica cldssica para lista colora¢do e um algoritmo para verificar se dada solucao
em lista coloragdo é valida. Além de um algoritmo para k-selecionabilidade e k-(y,u)-
colorac@o, com base no teorema de que todo grafo tem uma k-coloragdo possui uma k-
(Y, u)-colorag@o.

Como atividades adicionais da pesquisa, no ano de 2012 ocorreu a participagdo no
Congresso Latino-Iberoamericano Investigacién Operativa/Simpésio Brasileiro de Pes-
quisa Operacional (CLAIO/SBPO) de 24 a 28 de setembro de 2012 no Rio de Janeiro,
com apresentacdo de um resumo na forma de poster envolvendo algoritmos apresenta-
dos, para a determinagcdo do nimero lista cromdtico de uma coloracdo com restri¢des.
Um artigo estd em fase de submissdo para a revista Mateméatica Contemporanea, como
resultado da apresentacdo no evento Latin American Workshop on Cliques in Graphs
(LAWCG) 2014.

Como trabalhos futuros, pretende-se estudar outros tipos de variacdes em lista co-
lorag@o, se possivel correlacionar a (7, u)-coloragdo com outras variacdes de coloragdo
existentes na literatura, verificando assim, se as propriedades de uma dessas variacdes se
mantém, caso aja correlacdo dessa coloracdo com a (7y,u)-coloragdo. Pretende-se ainda
estudar os algoritmos, provas e/ou a complexidade computacional dessas variagdes, bem

como verificar a existéncia de problemas em aberto.
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