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Resumo

Neste trabalho se estuda como certos tipos de álgebras de loop podem ser classi�-
cados com a ajuda da cohomologia galoisiana. Na primeira parte do trabalho é exposta
a teoria de álgebras de Lie de dimensão �nita e é introduzida a noção de álgebra de loop.
Em seguida, é explicado a relação das álgebras de loop com as S/R formas de g(R), para
R o anel de polinômios de Laurent em uma variável sobre um corpo algebricamente fe-
chado e S uma extensão deste anel. No capítulo seguinte será apresentado a teoria da
cohomologia galoisiana. No �nal será mostrado como classes de isomor�smo de álgebras
de loop podem ser representados por elementos de conjuntos da cohomologia galoisiana.

Palavras-chave: Álgebras de Lie; Álgebras de Loop (Álgebras de Lacetes); Cohomologia
Galoisiana; Cohomologia Não-Abeliana; Espaços Principais Homogêneos.



Abstract

In this work we study how certain types of loop algebras can be classi�ed with the
help of Galois cohomology. In the �rst part of the paper we expose the theory of �nite-
dimensional Lie algebras and introduce the notion of a loop algebra. Subsequently we
explain the relationship of loop algebras with the S/R-forms of g(R), where R is the ring of
Laurent polynomials in one variable over an algebraically closed �eld and S an extension
of the ring. In the second chapter the theory of Galois cohomology will be developped.
Finally we will show how isomorphism classes of loop algebras can be represented by
elements of sets of Galois cohomology.

Keywords: Lie Algebras; Loop Algebras; Galois Cohomology; Non-Abelian Cohomology.
Principal Homogeneous Spaces.
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Introdução

Álgebras de loop, representam realizações concretas de álgebras de Kac-Moody:
Uma álgebra de Kac-Moody a�m sobre C pode ser vista como uma extensão central
de uma álgebra de loop sobre C. Álgebras de Kac-Moody foram descobertas indepen-
dentemente por Victor Kac e Robert Moody nos anos 1960s. Estas álgebras aparecem
naturalmente na física teórica, Johnny T. Ottesen (1995) [15], Jurgen Fuchs (1992) [6]
e foram amplamente pesquisadas. Por sua vez as técnicas de cohomologia galoisiana e
não-abeliana foram desenvolvidas nos anos 1950 e 1960 por John Tate, Jean-Pierre Serre e
Jean Giraud entre outros, a partir das necessidades da teoria dos números e da geometria
álgebrica, vide [21] e [11].

Esse trabalho está baseado nos artigos de A. Pianzola (2005) [16], (2002) [18], onde
foram usadas pela primeira vez técnicas de cohomologia galoisiana e cohomologia não-
abeliana para a classi�cação de álgebras de loop, como torsores sobre o anel de polinômios
de Laurent em uma variável sobre um corpo de característica zero. Estes artigos foram
os pontos de partida de vários outros trabalhos que em seguida utilizaram estas técni-
cas para classi�car álgebras de multi-loop (uma generalização de álgebras de loop) nos
anos seguintes, como Gille-Pianzola (2007) [8], (2008) [9], (2013) [10] e Steinmetz-Zikesch
(2012) [25].

Nós ilustraremos a rica interação de duas áreas de álgebra, que parecem relativa-
mente distintas: álgebras de Lie de dimensão in�nita e cohomologia galoisiana. Uma
álgebra de loop L (construída a partir de uma álgebra de Lie g de dimensão �nita sobre
C) contém o anel R = C[t, t−1] e é "trivializada" por uma extensão �nita de R. Isto é,
existe uma extensão �nita (e galoisiana) de anéis S/R, tal que

L⊗R S ' gR ⊗R S,

onde gR = g ⊗C R. Este fato permite aplicar técnicas de cohomologia a estas álgebras
de loop. No nosso trabalho mostraremos como o problema da classi�cação de álgebras
de loop sobre C pode ser transformado essencialmente em um problema de cohomologia
galoisiana.

A nossa teoria se aplica principalmente a álgebras de loop sobre o corpo C. Porém
a nossa teoria só utiliza propriedades algébricas e não analíticas do corpo C, assim ela
ela será desenvolvida, em maior generalidade, sobre um corpo algebricamente fechado de
característica zero. Estruturamos o nosso trabalho em dois capítulos da seguinte forma:

No Capítulo 1, estudamos alguns conceitos relacionados a álgebras de Lie de dimen-
são �nita, apresentamos exemplos e revisamos alguns resultados clássicos que serão de
importância no decorrer deste trabalho, utilizando como principais referências, os textos
[5], [12], [20] e [22]. Na última parte do capítulo 1 de�niremos a noção de álgebra de loop
L(g, σ), para g uma álgebra de Lie de dimensão �nita e σ uma automor�smo de g de
período �nito e mostramos que toda álgebra de loop é uma S/R-forma de g⊗R, para S

10
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uma extensão �nita de C[t, t−1]. Utilizamos como principais referências, [1], [17] e [24].

No Capítulo 2, apresentamos a teoria da cohomologia galoisiana . Começamos por
introduzir as noções de grupo topológico, limite inverso e grupo pro�nito. Em seguida,
desenvolvemos a teoria da cohomologia de grupos pro�nitos na medida que precisamos.
Esta teoria pode ser aplicada ao grupo de Galois de uma extensão de corpos, sendo um
grupo pro�nito. Apresentaremos as noções de espaços principais homogêneos (torsores)
da cohomologia não-abeliana. No �nal do capítulo mostraremos que as álgebras de loop
podem ser associadas a cociclos da cohomologia não-abeliana. Assim mostraremos que ál-
gebras de loop L(g, σ) podem ser classi�cados, a menos de R-isomor�smo, pelas classes do
conjunto de cohomologia galoisiana H1(Γ, AutS(g(S))), onde g(S) = g⊗CS. Construimos
explicitamente uma função injetiva:

{
Classes de R-isomor�smos de álgebras de loop da forma

L(g, σ), onde σ é um automor�smo de g de período m.

}
−→ H1(Γ, AutS(g(S)))

Desta correspondência podemos rapidamente deduzir as classes de C-isomor�smo
de álgebras de loop. De fato as classes de C-isomor�smo podem ser identi�cados com um
quociente do conjunto de cohomologia acima. A importância disso é que nós conseguimos
transformar um problema da teoria de álgebras de Lie de dimensão in�nita (a classi�cação
de álgebras de loop) em um problema de cohomologia galoisiana. Além disso classi�cação
destas álgebras não depende diretamente da álgebra de Lie g, mas apenas do seu grupo
de Aut(g), ou seja do grupo de automor�smos de S-álgebra g⊗ S.



Capítulo 1

Álgebras de Lie e de Loop

As álgebras de loop, que são o objeto principal do nosso trabalho e que serão intro-
duzidas na última seção deste capítulo, são álgebras de Lie de dimensão in�nita sobre o
corpo C. Portanto começamos por expor neste capítulo os conceitos básicos da teoria das
álgebra e Lie sobre um corpo.

1.1 De�nições e exemplos de álgebras de Lie

De�nição 1.1.1. Seja k um corpo. Uma Álgebra de Lie consiste de um k-espaço vetorial
g, munido de uma aplicação bilinear, (colchete ou comutador)

[ , ] : g× g −→ g

satisfazendo as seguintes propriedades:

(L1) [x, x] = 0 para todo x ∈ g,
(L2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 para todo x, y, z ∈ g.

A condição (L2) é conhecida como identidade de Jacobi. Neste trabalho, iremos por
a condição de que o corpo k seja algebricamente fechado de característica zero.

Observação 1.1.1.

• A condição (L1) implica que [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g e é equivalente se o corpo
de escalares k não é de característica dois.

• Em uma álgebra de Lie g, tem-se que [x, 0] = 0 = [0, x] para todo x ∈ g, pois, [x, 0] =
[x, 0 + 0] = [x, 0] + [x, 0] o que implica que [x, 0] = 0 = [0, x].

• Em geral uma álgebra de Lie g, não é uma álgebra associativa, pois podemos ter
[x, [x, y]] 6= [[x, x], y] quando [x, [x, y]] 6= 0.

Exemplo 1.1.1 (Álgebras de Lie proveniente de álgebras associativas). Seja A
uma álgebra associativa. Podemos de�nir sobre o espaço vetorial A um colchete a partir
do produto associativo da seguinte forma:

12
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[x, y] := xy − yx para todo x, y ∈ A

onde xy indica a multiplicação k-bilinear associativa em A. O colchete de�nido assim dá
uma estrutura de álgebra de Lie em A a qual denotamos por A(−), para indicar que é
uma álgebra de Lie proveniente de uma álgebra associativa.

Exemplo 1.1.2. (M(n, k), [, ]) ondeM(n, k) é o k-espaço vetorial das matrizes de orden
n× n com entradas em k, é uma álgebra de Lie. De fato, de�na o colchete de Lie, pondo
[A,B] := AB − BA para todo A,B ∈ M(n, k), onde AB indica o produto usual de ma-
trizes. É facil ver, que [ , ] é uma aplicação bilinear e cumpre as condições (L1) e (L2).

Essa álgebra de Lie será denotada por gl(n, k). Muitas das vezes elas serão indicadas
somente por gl(n), sem especi�car o corpo quando este não for relevante.

Exemplo 1.1.3. Seja V um k-espaço vetorial. Considere o k-espaço vetorial End(V),
isto é, o conjunto de todas as transformações lineares do k-espaço vetorial V . End(V)
é uma álgebra de Lie, onde o colchete é dado por [T1, T2] = T1 ◦ T2 − T2 ◦ T1 para todo
T1, T2 ∈ End(V), a qual T1 ◦ T2 indica a composição de transformações lineares. Por
de�nição, [ , ] é bilinear, onde cumpre as condições (L1), (L2).

A essa álgebra de Lie, denotaremos por gl(V ). Quando o k-espaço vetorial V , tiver
dimensão �nita (dimkV = n < ∞), gl(V ) coincide com gl(n). Essa álgebra de Lie é
conhecido como álgebra linear geral.

De�nição 1.1.2. Uma álgebra de Lie g é chamada de abeliana, se [x, y] = 0, para todo
x, y ∈ g.

Exemplo 1.1.4.

• Seja g um espaço vetorial qualquer, em g de�nimos [x, y] = 0, para todo x, y ∈ g.
Portanto g munido desse colchete é uma álgebra de Lie abeliana.

• Se dimensão de g é 1, então g é abeliana.

• Todo subespaço de dimensão 1 de uma álgebra de Lie é uma álgebra de Lie abeliana.

Alguns conceitos da teoria da álgebra e da álgebra linear podem ser introduzidas na
teoria de álgebra de Lie, vejamos.

De�nição 1.1.3. Sejam g uma álgebra de Lie e h ⊆ g. Dizemos que h é uma subálge-
bra de Lie, se h é um subespaço vetorial de g fechado para o colchete, isto é, para todo
x, y ∈ h, [x, y] ∈ h.

Observação 1.1.2. Uma subálgebra de Lie h é um subespaço vetorial que herda as es-
truturas de álgebra de Lie de g.
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Exemplo 1.1.5. O espaço b(n, k) das matrizes triangulares superiores (aij = 0 ∀ i > j)
é uma subálgebra de Lie de gl(n), pois a soma e a multiplicação de matrizes triangula-
res superiores ainda é uma matriz triangular superior. logo, [A,B] ∈ b(n, k) para todo
A,B ∈ b(n, k).

Exemplo 1.1.6. O conjunto h = {A ∈ gl(n) | Tr(A) = 0} é uma subálgebra de Lie de
gl(n), onde Tr indica o traço da matriz. Com efeito, h é subespaço vetorial de gl(n), pois
é não vazio (0 ∈ h) e para todo A,B ∈ h e α ∈ k, temos:

Tr(A+ αB) = Tr(A) + αTr(B) = 0

isto é, A+αB ∈ h, provando assim que h é subespaço vetorial de g. Sejam agora A,B ∈ h,
então

Tr([A,B]) = Tr(AB −BA) = Tr(AB)− Tr(BA) = 0.

Portanto, h é subálgebra de gl(n).

Representaremos essa subálgebra de Lie por sl(n, k) ou apenas sl(n) quando não
houver confusão em relação ao corpo.

As álgebra de Lie gl(n) e sl(n) aparecerão com bastante frequência no decorrer do
trabalho, por isso, damos tal importância a elas para o desenvolvimento dessa teoria.

De�nição 1.1.4. Sejam g uma álgebra de Lie, h ⊂ g uma subálgebra. De�nimos o
normalizador de h em g como

Ng(h) = {x ∈ g | [x, h] ∈ h, ∀ h ∈ h}.

Observação 1.1.3. É fácil veri�car que Ng(h) é uma subálgebra de g, que contém h.

De�nição 1.1.5. Sejam g uma álgebra de Lie e I ⊆ g. Dizemos que I é um ideal de g,
se I é um subespaço vetorial, tal que:

[x, y] ∈ I,∀ x ∈ g, y ∈ I.

Em outras palavras, [g, I] ⊂ I.

Observação 1.1.4.

• Em virtude da condição que [x, y] = −[y, x] ∀ x, y ∈ g, não há uma distinção entre ideal
a esquerda e a direita.

• Se I é um ideal de g, então I é uma subálgebra de g, mas a recíproca é falsa, um contra
exemplo é a subálgebra b(2, k) da álgebra de Lie gl(2), onde considerando(

1 0
0 0

)
∈ b(2, k), e

(
0 0
1 0

)
∈ gl(2).

podemos veri�car que [(
0 0
1 0

)
,

(
1 0
0 0

)]
=

(
0 0
1 0

)
6∈ b(2, k).
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Exemplo 1.1.7. {0}, g são ideais de g chamados ideais triviais.

Exemplo 1.1.8. sl(n) é um ideal de gl(n), pois, para todo A ∈ sl(n) e B ∈ gl(n),
[A,B] = AB −BA ∈ sl(n).

De�nição 1.1.6. Sejam g uma álgebra de Lie e B ⊆ g. Chamamos de centralizador de
B em g ao conjunto

Z(B) = {x ∈ g | [x, y] = 0 ∀ y ∈ B}.
Se B = g chamamos Z(g) de centro de g.

Observação 1.1.5. O centro Z(g) é um ideal da álgebra de Lie g. Isso é veri�cado atra-
vés da identidade de Jacobi.

Mostraremos agora como propriedades de soma e interseção de ideais e subálgebras
podem ser interpretadas. Vejamos isso na seguinte proposição.

Proposição 1.1.1. Sejam g uma álgebra de Lie e h1, h2 dois subespaços de g. Então:

h1 h2 =⇒ h1 + h2 h1 ∩ h2
Ideal Ideal =⇒ Ideal Ideal

Subálgebra Ideal =⇒ Subálgebra Subálgebra

Demonstração. Como h1 e h2 são subespaços de g, então claramente a soma e a interseção
são subespaços de g. Suponhamos que h1, h2 são ideais, e sejam x ∈ h1 +h2 e y ∈ g, então
existem x1 ∈ h1 e x2 ∈ h2,tal que x = x1 + x2, assim

[x, y] = [x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y] ∈ h1 + h2.

Isso mostra que a soma de dois ideais é um ideal. Para a interseção de dois ideais, sejam
x ∈ h1 ∩ h2 e y ∈ g, por de�nição [x, y] ∈ h1 ∩ h2, como queríamos.
No caso da soma de um ideal com uma subálgebra de Lie é fácil veri�car que é uma
subálgebra de Lie.

Observação 1.1.6. A soma de duas subálgebras de Lie não é, em geral, uma subálgebra
de Lie, um contra-exemplo é dado pelas subálgebras de Lie h1 e h2 de sl(2,R) gerados por(

1 0
0 −1

)
e

(
0 1
1 0

)
respectivamente. Podemos veri�car que[(

1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)]
=

(
0 2
−2 0

)
.

Suponhamos que (
0 2
−2 0

)
=

(
a 0
0 −a

)
+

(
0 b
b 0

)
com a, b ∈ R. Assim teremos, por igualdade em b, uma contradição. Portanto, h1 + h2
não é uma subálgebra de Lie.
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De�nição 1.1.7. Sejam g uma álgebra de Lie sobre k eA,B subconjuntos de g. De�nimos
o colchete de A,B como o k-subespaço vetorial gerado por {[x, y] : x ∈ A e y ∈ B}, a
qual denotamos por:

[A,B] = Span k{[x, y] | x ∈ A e y ∈ B}.

Proposição 1.1.2. Sejam h1 e h2 ideais de uma álgebra de Lie g. Então [h1, h2] é um
ideal de g.

Demonstração. Por de�nição [h1, h2] é um subespaço vetorial de g. Sejam z ∈ g e w ∈
[h1, h2], então w =

∑
i

αi[xi, yi] com xi ∈ h1 e yi ∈ h2. Pela identidade de Jacobi, tem-se:

[z, w] =

[
z,
∑
i

αi[xi, yi]

]
=
∑
i

αi[z, [xi, yi]] =
∑
i

αi([xi, [z, yi]] + [[z, xi], yi]).

Portanto, [z, w] ∈ [h1, h2], como queríamos.

1.2 Homomor�smo de álgebras de Lie

Para procedermos no trabalho e assim de�nirmos as álgebras de loop, precisamos
de alguns conceitos básicos sobre automor�smos de álgebras de Lie de périodo n, para
isso, iniciaremos a expor sobre homomor�smo de álgebras de Lie, em que apresentaremos
alguns exemplos e teoremas clássicos.

De�nição 1.2.1. Sejam g, h álgebras de Lie sobre um corpo k. Dizemos que a aplicação
φ : g −→ h é um homomor�smo de álgebras de Lie, se cumpre as seguintes condições:

(i) φ é uma transformação linear.
(ii) φ preserva colchete de Lie, isto é, φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] para todo x, y ∈ g.

Observação 1.2.1.

• Notemos que no item (ii) o primeiro colchete é dado pela álgebra de Lie g e o segundo
colchete é dado pela álgebra de Lie h.

• φ é chamado monomor�smo, se é injetora, epimor�smo se é sobrejetora e isomor�smo
se é bijetora.

• Um automor�smo de uma álgebra de Lie g é um isomor�smo φ da forma φ : g −→ g.
De�nimos um período de um automor�smo φ como um inteiro positivo n, tal que, φn = Id,
onde Id indica o homomor�smo identidade.

• Ker(φ) = {x ∈ g | φ(x) = 0} é um ideal de g.

• Im(φ) = {y ∈ h | y = φ(x) para algum x ∈ g} é uma subálgebra de Lie de h.

Exemplo 1.2.1. A aplicação traço

Tr : gl(n) −→ k
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é um homomor�smo de álgebras de Lie. De fato, Tr é uma transformação linear, tal que,

Tr([A,B]) = Tr(AB −BA)

= Tr(AB)− Tr(BA)

= 0

= [Tr(A),Tr(B)]

pois k é álgebra de Lie abeliana.

Exemplo 1.2.2. Consideremos as álgebras de Lie L e gl(L), de�nimos o homomor�smo
adjunto

ad : L −→ gl(L)

por adx(y) := [x, y] para todo x, y ∈ L. Está aplicação é um homomor�smo entre álgebras
de Lie, pois,

adαx+βy(z) = [αx+ βy, z]

= α[x, z] + β[y, z]

= α.adx(z) + β.ady(z)

para todo x, y, z ∈ L e α, β ∈ k e da identidade de Jacobi, temos

ad[x,y](z) = [[x, y], z]

= [[x, z], y] + [x, [y, z]]

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= adx ◦ ady(z)− ady ◦ adx(z).

De�nição 1.2.2. Sejam g uma álgebra de Lie e h um ideal de g. O espaço vetorial
quociente g/h = {x + h : x ∈ g} tem estrutura de álgebra de Lie, de�nindo o colchete
por

[x+ h, y + h] := [x, y] + h.

É facil veri�car que a de�nição do colchete de acima independe dos representantes,
no qual cumpre as condições (L1) e (L2). Com isso, podemos veri�car que a projeção
canônica π : g −→ g/h, dado por π(x) = x+ h, x ∈ g, é um homomor�smo sobrejetor de
álgebras de Lie, pois para todo x, y ∈ g, temos

π([x, y]) = [x, y] + h = [x+ h, y + h] = [π(x), π(y)].

Teorema 1.2.1 (Teorema do Isomor�smo).

(1) Se φ : g1 −→ g2 é um homomor�smo de álgebras de Lie, então

g1/Ker(φ) ' Im(φ).

(2) Se h1 e h2 são ideais de g, então

(h1 + h2)/h1 ' h2/h1 ∩ h2.

(3) Suponha que h1 e h2 são ideais de g, tal que h1 ⊆ h2. Então
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h2/h1 é um ideal de g/h1 e (g/h1)/(h2/h1) ' g/h2.

Demonstração. A demostração é análogo as outras estruturas algébricas (Aneis, módulos,
etc).

Exemplo 1.2.3. Sejam a aplicação traço Tr : gl(n) −→ k e Ker(Tr) = sl(n), assim, pelo
Teorema do Isomor�smo gl(n)/sl(n) ' k.

Como caso particular de homomor�smo de álgebra de Lie temos as derivações:

De�nição 1.2.3. Seja g uma álgebra de Lie sobre k. Uma derivação de g é uma aplicação
k-linear

D : g −→ g

tal que

D([x, y]) = [D(x), y] + [x,D(y)] para todo x, y ∈ g.

Podemos de�nir de forma mais geral, para uma álgebra A, com um endomor�smo
D de A, onde cumpre a regra de Leibniz de derivada de produto D(xy) = D(x)y+xD(y).

Exemplo 1.2.4. A adjunta dos elementos de uma álgebra de Lie g, é uma derivação. De
fato, pela identidade de Jacobi,

adx([y, z]) = [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]].

Portanto, adx([y, z]) = [adx(y), z] + [y, adx(z)] para todo x, y, z ∈ g.

O colchete de Lie de uma álgebra de Lie g de dimensão �nita com base
B = {X1, X2, ..., Xn}, está completamente determinado pelo colchetes dos elementos de

B, pois [Xi, Xj] =
n∑
k=1

ckijXk, para alguns ckij ∈ k e para quaisquer X, Y ∈ g, temos,

X =
n∑
i=1

aiXi, Y =
n∑
j=1

bjXj e

[X, Y ] =

[
n∑
i=1

aiXi,
n∑
j=1

bjXj

]
=
∑
i,j

aibj[Xi, Xj]

=
∑
i,j,k

aibjc
k
ijXk

A esses coe�cientes ckij, damos o nome de constantes de estrutura de g com respeito
a base B. Essas constantes de estruturas dependem da escolha da base de g, em geral,
diferentes base implicam em diferentes constantes de estrutura.
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Observação 1.2.2. Pela condição (L1) tem-se que [Xi, Xi] = 0, para todo i, a qual
implica que [Xi, Xj] = −[Xj, Xi] ∀ i, j. Então é su�ciente conhecer as constantes de es-
trutura ckij para 1 ≤ i < j ≤ n.

Existe uma maneira de veri�car que álgebras de Lie de dimensão �nita são isomor-
fas através do colchete, onde analisamos as constantes de estrutura, esse é o resultado da
proposição seguinte.

Proposição 1.2.1. Sejam g e h álgebras de Lie de dimensão �nita. g é isomorfo a h se, e
somente se, existe uma base B de g e uma base C de h, tal que, as constantes de estrutura
de g com respeito a B são iguais as constantes de estrutura de h com respeito a C.

Demonstração. Sejam as bases B={X1, X2, ..., Xn} e C={Y1, Y2, ..., Yn} de g e h respecti-
vamente. Se g e h tem as mesmas constantes de estrutura ckij e de�nirmos a transformação

linear φ : g −→ h, tal que φ(Xi) = Yi, então para todo X =
∑
i

aiXi e Y =
∑
j

bjXj em

g, temos:

φ([X, Y ]) =
∑
i,j,k

aibjc
k
ijYk

=
∑
i,j

aibj[Yi, Yj]

= [φ(X), φ(Y )]

como consequência temos que as álgebras de Lie g e h são isomorfas.
Reciprocamente, se φ : g −→ h é um isomor�smo, então existem bases B={X1, X2, ..., Xn}

e C={Y1, Y2, ..., Yn} de g e h respectivamente, tal que, φ(Xi) = Yi. Consideremos as cons-
tantes de estrutura akij, b

k
ij de g e h com relação as bases B e C respectivamente, assim,

[Yi, Yj] = φ ([Xi, Xj]) =
∑
k

akijφ(Xk) =
∑
k

akijYk.

Por outro lado, temos [Yi, Yj] =
∑
k

bkijYk, logo
∑
k

akijYk =
∑
k

bkijYk, portanto, a
k
ij = bkij.

Exemplo 1.2.5. A menos de isomor�smo, existem apenas duas álgebras de Lie de dimen-
são dois. Uma delas é a abeliana e a outra é a que admite base {X, Y }, com [X, Y ] = Y .

1.3 Soma direta e representações de álgebras de Lie

De�nição 1.3.1. Sejam g1, ..., gn álgebras de Lie e

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn

sua soma direta como espaço vetoriais. Para X = (X1, ..., Xn) e Y = (Y1, ..., Yn) ∈ g,
de�nimos o colchete
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[X, Y ] = ([X1, Y1], ..., [Xn, Yn]),

equipando g de uma estrutura de álgebra de Lie em que a i-ésima componente é um ideal
isomorfo a gi.
De forma semelhante, podemos de�nir o produto e a soma direta de uma família arbitrária
de álgebras de Lie.

De�nição 1.3.2. Uma representação de uma álgebra de Lie g sobre k, é um par (V, ρ),
em que V é um k-espaço vetorial e ρ : g −→ gl(V ) é um homomor�smo de álgebras de
Lie.

Dizemos que V é o espaço da representação e sua dimensão é a dimensão da re-
presentação. Dizemos ainda que a representação é �el se Ker(ρ) = {0}.

Exemplo 1.3.1. Toda álgebra de Lie g tem uma representação trivial, ρ : g −→ gl(V ),
dada por ρ(x) = 0, para todo x ∈ g. Para toda álgebra de Lie g 6= 0, essa representação
nunca é �el.

Exemplo 1.3.2. Se g ⊆ gl(V ) é uma subálgebra de Lie, então a inclusão de�ne uma
representação de g em V , a qual chamamos de representação canônica.

Exemplo 1.3.3. Seja g uma álgebra de Lie. O homomor�smo adjunto

ad : g −→ gl(g)

é uma representação de g, chamada representação adjunta.

De�nição 1.3.3. Dizemos que uma álgebra de Lie g é simples se

1. Os únicos ideais de g são 0 e g.

2. dimkg 6= 1.

Observação 1.3.1. O fato de dimkg 6= 1 é imposto para que simplesmente exista uma
compatibilidade entre os conceitos de álgebra simple e semi-simples que veremos mais
adiante.

Exemplo 1.3.4. A álgebra de Lie sl(2, k) é simples.

sl(2, k) =

{(
a b
c −a

)
| a, b, c ∈ k

}
.

Todo elemento X ∈ sl(2, k) pode ser escrito como X = αe+ βf + δh, onde

e =

(
0 1
0 0

)
f =

(
0 0
1 0

)
h =

(
1 0
0 −1

)
,

é a base canônica para sl(2, k) e o colchete entre eles cumprem a seguinte propriedade:
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[e, f ] = h [h, e] = 2e [h, f ] = −2f .

Vamos provar que, se h um ideal não-nulo de sl(2, k), então h = sl(2, k). De fato, tomemos
Y = αe+ βf + γh ∈ h não-nulo, notemos que,

[Y, e] = −βh+ 2γe ∈ h, [[Y, e], e] = −2βe ∈ h

[Y, f ] = αh− 2γf ∈ h, [[Y, f ], f ] = −2αf ∈ h.

Portanto, se α ou β são não nulos, então h contém e ou f , assim h = sl(n, k). Por outro
lado, se α = β = 0, então γ 6= 0 e portanto h ∈ h, logo h = sl(n, k).

Podemos veri�car que há uma relação entre representações de álgebras de Lie com
módulos, eles podem nos fornecer informações importantes sobre a álgebra de Lie, como
o Lema de Schur, que será mostrado em seguida.

De�nição 1.3.4. Seja g uma álgebra de Lie sobre um corpo k. Um g-módulo é um par
(M, ·) em que:

(M1) M é um k-espaço vetorial,
(M2) A aplicação · : g×M −→M é k-bilinear, em que associa (x,m) 7→ x ·m, chamada

ação de g sobre M
(M3) [x, y] ·m = x ·(y ·m)−y ·(x ·m) ∀ x, y ∈ g e m ∈M , compatibilidade com o colchete.

Notemos que, a condição (M2) implica que para cada x ∈ g, a aplicação
Tx : M −→ M onde Tx(m) = x · m, é um endomor�smo linear de M , em outras pa-
lavras, os elementos de g agem sobre M por aplicações lineares

T :g −→ End(M)

x 7→ Tx : M −→M

m 7→ Tx(m) = x ·m.

Observação 1.3.2. Sejam g uma álgebra de Lie e (M,ρ) uma representação de g, então
V é um g-módulo, pois, basta de�nir

· : g×M −→M

(x,m) 7→ x ·m = ρx(m).

Reciprocamente, dado um g-módulo M , então (M,ρ) é uma representação de g, em que,

ρ : g −→ gl(M)

x 7→ ρx : M −→M

m 7→ ρx(m) = x ·m.

Portanto existe uma correspondência biunívoca,

{Representações de g} 1−1 // {g-módulos}oo .
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Exemplo 1.3.5. Sejam M um k-espaço vetorial e g uma subálgebra de Lie de gl(M),
podemos veri�car facilmente que M é um g-módulo, onde x ·m é dado pela imagem de
m pela aplicação linear x, isto é,

· : g×M −→M

(x,m) 7→ x ·m = x(m).

Sejam g uma álgebra de Lie e V um g-módulo, dizemos que um subespaço W de V é
um submódulo de V , se W é invariante pela acão de g, isto é, para cada x ∈ g e w ∈ W ,
temos x · w ∈ W .

De�nição 1.3.5. SejaW um submódulo do g-módulo V . Como em outras estruturas, po-
demos tambem dar uma estrutura de g-módulo ao espaço quociente V/W . Essa estrutura
é dada por:

x · (v +W ) := (x · v) +W para todo x ∈ g e v ∈ V .

A este módulo chamamos de quociente ou módulo de fator. É fácil ver que essa ação de
g em V/W independe dos representantes, ou seja, está bem de�nida.

Um homomor�smo de g-módulos é uma aplicação linear φ : V −→ W , tal que,
φ(x · v) = x · φ(v) ∀ x ∈ g e v ∈ V . É fácil veri�car que o Teorema do Isomor�smo é
ainda válido para g-módulos.

Observação 1.3.3. As categorias de representações de g e de g-módulos são equivalentes.

De�nição 1.3.6. Seja g uma álgebra de Lie. Dizemos que um g-módulo V é irredutível
ou simples, se tem precisamente dois g-submódulos, o próprio e o {0}.

Observação 1.3.4. Usando a Observação 1.3.3, podemos dizer que no contexto de repre-
sentações, uma representação ρ de g em V é irredutível se os únicos subespaços invariantes
por ρx para todo x ∈ g, são os triviais, isto é, {0} e V .

Exemplo 1.3.6. Sejam g uma álgebra de Lie simples e seja (g, ad) a representação ad-
junta, então g é um g-módulo irredutível.

De�nição 1.3.7. Seja g uma álgebra de Lie. Dizemos que um g-módulo V é indecompo-
nível se não houver submódulos não-nulos U e W tal que V = U ⊕W .

Podemos veri�car que um g-módulo V irredutível é indecomponível, mas a recíproca
não é válido.

De�nição 1.3.8. Seja V um g-módulo. V é dito completamente redutível, se pode ser
escrito como soma direta �nita de g-módulos irredutíveis, isto é, V =

⊕
Vi com Vi um

g-módulo irredutível.
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Exemplo 1.3.7. Seja g = d(n) a subálgebra de gl(n), consistindo de todas as matrizes
diagonais. Seja o k-espaço vetorial V = kn, de�na D · v = D.v ∀ D ∈ g e v ∈ V , em que
D.v indica o produto usual de matrizes. Assim, V torna-se um g-módulo completamente
redutível. De fato, se Vi = Span{ei}, então Vi é um g-submódulo de dimensão 1 e logo
irredutível, no qual V =

⊕
Vi.

Um dos resultados importantes na teoria de representações (ou módulos), no qual
envolvem representações irredutíveis é o Lema de Schur, o qual diz:

Lema de Schur 1. Seja g uma álgebra de Lie sobre k e seja S um g-módulo irredutível
de dimensão �nita. A aplicação θ : S −→ S é um homomor�smo de g-módulos se, e
somente se, θ é um múltiplo por escalar da transformação identidade, isto é, θ = λIdS,
para algum λ ∈ k.

Demonstração. Suponhamos que θ : S −→ S é um homomor�smo de g-módulos, como
k é algebricamente fechado e θ é, em particular, uma transformação linear de espaços
vetoriais, então θ possui um autovalor λ ∈ k. Agora θ − λIdS é um homomor�smo de
g-módulos, o Ker(θ − λIdS) possui um λ-autovetor de θ, e assim Ker(θ − λIdS) é um
submódulo não-nulo de S, como S é irredutível, Ker(θ− λIdS) = S, portanto θ = λIS. A
recíproca é claramente válida.

Com o Lema de Schur, temos muitas aplicações, como:

Lema 1.3.1. Seja g uma álgebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado e seja V
um g-módulo irredutível. Se z ∈ Z(g), então z age por multiplicação escalar em V , isto
é, existe λ ∈ k, tal que, z · v = λv, ∀ v ∈ V.

Demonstração. De�na a aplicação v −→ z·v,∀ v ∈ V . Essa aplicação é um homomor�smo
de g-módulo irredutível. De fato, seja x ∈ g, então:

z · (x · v) = x · (z · v) + [z, x] · v = x · (z · v), onde z ∈ Z(g).

Agora, aplicando Lema de Schur, tem-se que existe λ ∈ k, tal que, z · v = λv, para todo
v ∈ V .

1.4 Álgebras de Lie solúveis e semi-simples

1.4.1 Série derivada

Seja g uma álgebra de Lie. De�ne-se por indução os seguintes subespaços de g:

g(0) = g

g(1) = [g, g]

...

g(j) = [g(j−1), g(j−1)].

Esses subespaços são na verdade ideais de g (Proposição 1.1.2). Notemos que elas
cumprem uma sequência de ideais, ou seja,
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g = g(0) ⊇ g(1) ⊇ · · · ⊇ g(j) ⊃ · · ·

Essa sequência de ideais é conhecida por série derivada de g onde suas componentes são
chamadas de álgebras derivadas de g.

De�nição 1.4.1. Uma álgebra de Lie g é dita solúvel, se alguma de suas álgebras deri-
vadas se anula, isto é,

g(n) = 0

para algum n ≥ 1 (e portanto, g(j) = 0, para todo j ≥ n).

Exemplo 1.4.1. As álgebras abelianas são solúveis, pois g(1) = 0.

Exemplo 1.4.2. Toda álgebra de Lie g de dimensão 2 é solúvel. De fato, pelo Exemplo
1.2.5, g é abeliana ou existe uma base {X, Y }, tal que, [X, Y ] = Y . Segue do Exemplo
1.4.1 que, se g é abeliana então g é solúvel. Se g não é abeliana, então, têm álgebra
derivada de dimensão 1 e, portanto, a segunda derivada se anula.

Proposição 1.4.1. Seja g uma álgebra de Lie.

(1) Se g é solúvel, então também são, todas subálgebra e imagens homomor�cas de g.

(2) Se h é um ideal solúvel de g, tal que, g/h é solúvel, então g é solúvel.

(3) Se h1 e h2 são ideais solúveis de g, então h1 + h2 é um ideal solúvel.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em ([12], Cap. 1, p.11).

Proposição 1.4.2. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão �nita. Então, existe em g um
único ideal solúvel r ⊂ g que contém todos os ideais solúveis de g.

Demonstração. Seja n o máximo das dimensões dos ideais solúveis de g e seja r um ideal
solúvel com dimr = n. Então, todo ideal solúvel de g está contido em r. De fato, seja h
um ideal solúvel de g, então, r + h também é solúvel. Pela maximalidade da dimensão,
dim(r + h)=dimr, assim r + h ⊂ r, segue que, h ⊂ r. Portanto, r contém todos ideais
solúveis de g e ele é evidente o único.

O ideal r da Proposição 1.4.2 é chamado de radical solúvel de g, no qual denota-
remos por r(g). Assim uma álgebra de Lie é solúvel se r(g) = g.

1.4.2 Álgebra semi-simples

De�nição 1.4.2. Uma álgebra de Lie é dita semi-simples se

r(g) = 0

ou seja, g não contém ideais solúveis além do 0.
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Para uma álgebra semi-simples g, o seu centro é um ideal necessariamente nulo.
Como o centro de uma álgebra de Lie é o núcleo da representação adjunta, segue que, a
representação adjunta de uma álgebra semi-simples é �el, assim, toda álgebra semi-simples
pode ser vista como uma subálgebra de gl(g).

Exemplo 1.4.3. As álgebras simples são semi-simples. De fato, g não contém ideais ex-
ceto g e 0. Como r(g) é um ideal, ele deve ser 0 ou g. No primeiro caso, g é semi-simples
como se pretende. O segundo caso, não pode ocorrer, pois r(g) = g implica em g ser solú-
vel e, portanto g′ 6= g. Como g′ também é um ideal, g′ = 0, isto é, g é abeliana, logo todo
subespaço de uma álgebra abeliana é um ideal, o que não pode acontecer, pois, dim kg ≥ 2.

Exemplo 1.4.4. A álgebra de Lie sl(2,C) é semi-simples, pois não possui ideais próprios.

Proposição 1.4.3. Sejam g uma álgebra de Lie que não é solúvel e h ⊂ g um ideal
solúvel. Então, g/h é semi-simples se, e somente se, h = r(g).

Demonstração. A demonstração pode ser consultada em ([20], Cap. 1, 51).

1.5 Álgebras de loop

Nesta seção, �xaremos um corpo k algebricamente fechado de característica zero e
(ζn)n≥1 uma família compatível de n-ésimas raizes primitivas da unidade em k.

Consideremos nesta seção uma álgebra de Lie g de dimensão �nita sobre k e σ um
automor�smo de g de período m. Usaremos o simbolo ⊗, para indicar o produto tensorial
sobre o corpo k. As principais referências para esta seção são, [1], [17] e [24].

1.5.1 De�nição e algumas propriedades

Consideremos o seguinte conjunto,

gı = {x ∈ g | σ(x) = ζ imx},

onde ζm é uma m-ésima raiz primitiva da unidade em k, i ∈ Z e i→ ı é a projeção natural
da aplicação Z→ Γ := Z/mZ. A álgebra de Lie g pode ser decomposta em autoespaços

g =
⊕
ı∈Γ

gı. (1.1)

Podemos notar que g0 = gσ, isto é, o conjunto dos pontos �xos de σ em g.

Seja R := k[t, t−1] a k-álgebra dos polinômios de Laurent na variável t. Podemos
identi�car R com uma k-subálgebra do anel polinomial de Laurent na variável z de

S := k[z, z−1]

via
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t = zm e t−1 = z−m.

Desta forma S é uma R-álgebra. Este anel pode também ser denotado por S = k[t
1
m , t−

1
m ].

Consideremos a S-álgebra de Lie

g(S) := g⊗ S, [x⊗ zi, y ⊗ zj] = [x, y]⊗ zi+j.

Podemos identi�car essa álgebra de Lie g(S) com g[z, z−1]. Assim temos:

g(S) =
⊕
i∈Z

(g⊗ zi).

Fixando a componente g⊗ zj, por (1.1), temos,

g⊗ zj = (
⊕
ı∈Γ

gı)⊗ zj

=
⊕
ı∈Γ

(gı ⊗ zj)

=
⊕
ı 6= ∈Γ

(gı ⊗ zj)⊕ (g ⊗ zj)

Observação 1.5.1. A noção de álgebra de Lie se estende de forma natural a um anel de
base, isto é para A um anel comutativo com unidade é possível de�nir sem problemas a
noção de A-algebra de Lie, vide ([23], Cap.1, Parte 1).

De�nição 1.5.1. A álgebra de loop de g relativo a σ é a subálgebra

L(g, σ) : =
⊕
j∈Z

g ⊗ zj

da álgebra g(S), onde  ∈ Z/mZ é a imagem de j ∈ Z pelo homomor�smo canônico.

As álgebras de loop satisfazem as seguintes propriedades:

Propriedades 1.5.1.

• L(g, σ) é uma R-subálgebra de g(S), e portanto uma k-álgebra.

• Para todo i ∈ Z, existe um único R-automor�smo de S, que denotamos por i tal que

i(z) = ζ imz.

Então a aplicação ı 7→ i é um isomor�smo de Γ para o grupo de todos os R-automor�smo
de S, que denotaremos por AutR(S).

• AutR(S) é gerado por 1, onde 1(z) = ζmz.
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Exemplo 1.5.1. Se σ = Id e m = 1, então L(g, Id) = g ⊗ R. Esta álgebra de loop é
chamada de não-torcida ou untwisted e denotada por L(g). Dizemos que L(g, σ) é trivial,
se L(g, σ) 'k g⊗R.

Uma de�nição alternativa para uma álgebra de loop, pode ser dada da seguinte
forma: Seja σ um automor�smo de g de período m, e ζm uma m-ésima raiz primitiva da
unidade, estendendo o automor�smo σ, para um automor�smo σ̃ da álgebra de Lie g(S),
dado por

σ̃ : g(S) −→ g(S)

er ⊗ zk 7−→ ζ−km σ(er)⊗ zk,

onde {er} e {zk} são bases de g e S, respectivamente. De�nimos a álgebra de loop de
g relativo a σ, por

L(g, σ) = (g(S))σ̃ = {a ∈ g(S)) | σ̃(a) = a}. (1.2)

Propriedades 1.5.2.

(a) L(g, σ−1) 'k L(g, σ).

(b) Se τ ∈ Autk(g), então L(g, τστ−1) 'R L(g, σ).

Demonstração.

(a) Seja κ : S −→ S o automor�smo da k-álgebra S, tal que, κ(z) := z−1, então a aplicação
id⊗ κ é um automor�smo da k-álgebra g(S), que aplica L(g, σ) em L(g, σ−1).

(b) Seja τ ∈ Autk(g). Então a aplicação τ ⊗ id é um automor�smo da R-álgebra g(S), que
aplica L(g, σ) em L(g, τστ−1).

De�nimos agora a noção de S/R-forma de uma álgebra. Para isso observamos que:

g(S) = g⊗ S = g⊗R⊗R S = g(R)⊗R S.

De�nição 1.5.2. Uma S/R-forma de g(R) é uma R-álgebra A, tal que

A⊗R S ' g(R)⊗R S

como S-álgebras.

Este conceito nos será útil no próximo capítulo. Pela identi�cação t = zm e t−1 =
z−m, podemos notar que S é um R-módulo livre com base 1, z, . . . zm−1 e obtemos então
a seguinte proposição.

Proposição 1. Se A é uma S/R forma de g(R), então A pode ser identi�cado com uma
R-subálgebra de g(S), tal que cada elemento de g(S), pode ser expresso unicamente na

forma
m−1∑
i=0

ziyi, onde yi ∈ A para i = 0, . . . ,m−1. Reciprocamente, qualquer R-subálgebra

A de g(S) com esta propriedade é uma S/R forma de g(R).

Assim observamos que toda álgebra de loop L(g, σ), é uma S/R-forma de g⊗R.



Capítulo 2

Cohomologia Galoisiana

Neste capítulo começamos por expor a teoria da cohomologia galoisiana e a teoria da
cohomologia não-abeliana. A teoria de cohomologia não-abeliana pode ser visto como uma
generalização parcial da cohomologia galoisiana para grupos de coe�cientes não-abelianos.
De�niremos a noção de espaço principal homogêneo e mostraremos que as algebras de loop
podem ser identi�cados com espaços principais homogêneos sobre R = k[t, t−1]. Assim
mostraremos que as álgebras de loop podem ser classi�cadas (como R-álgebras) por um
conjunto desta cohomologia não-abeliana.

2.1 O Grupo de Galois como grupo pro�nito

Começamos por lembrar algumas de�nições básicas sobre grupo de Galois. Ob-
servamos que o grupo de Galois, por de�nição, é completamente determinado por seus
quocientes �nitos. Ele é o que chamamos de um grupo pro�nito. Como veremos em se-
guida, um grupo pro�nito é um grupo que é limite inverso (ou projetivo) de grupos �nitos
e assim é naturalmente munido de uma topologia. Assim um grupo pro�nito é um grupo
topológico. A cohomologia galoisiana então pode ser enxergado como a cohomologia do
grupo de Galois (do ponto de vista da teoria de cohomologia de grupos), levando em conta
a topologia da qual ele é munido, isto é, só serão considerados aplicações contínuas para a
construção dos grupos de cohomologia. Aqui daremos uma de�nição explícita dos grupos
de cohomologia com cocadeias, seguindo J.P. Serre [21].

A teoria da cohomologia galoisiana tem aplicações e sua motivação originou-se prin-
cipalmente na teoria algébrica dos números, ilustraremos isso ao mostrarmos no caminho
alguns teoremas clássicos como Hilbert 90 e Teoria de Kummer. No �nal do capí-
tulo mostraremos como a cohomologia galoisiana pode ter um papel na classi�cação de
álgebras de loop.

De�nição 2.1.1. Suponha que K é uma extensão do corpo k (denotada por K/k). Diz-se
que um automor�smo de K é um K/k-automor�smo, ou um automor�smo de K/k, se
ele �xa os elementos de k.

Em outras palavras, um automor�smo de K/k é um isomor�smo φ de K para
K tal que φ(x) = x para todo x ∈ k. Podemos veri�car que o conjunto de todos os
automor�smos de K/k, forma um grupo com a operação composição de funções, o qual
denotamos por Aut(K/k).

De�nição 2.1.2. Se K/k é uma extensão de Galois então Aut(K/k) é chamado de grupo
de Galois da extensão K/k e o denotamos por Gal(K/k).

28
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2.1.1 Grupos topológicos

De�nição 2.1.3. Um conjunto G de elementos é chamado grupo topológico, se satisfaz
as seguintes propriedades:

(1) G é um grupo,

(2) G é um espaço topológico,

(3) A aplicação m : G × G −→ G, de�nida por m(a, b) = ab é contínua, onde G × G é
equipada com a topologia produto,

(4) A aplicação i : G −→ G, de�nida por i(a) = a−1 é contínua.

Observação 2.1.1. As propriedade (3) e (4) podem ser reformuladas respectivamente da
seguinte forma:

• Se a, b ∈ G, então para todo aberto U ⊆ G tal que m(a, b) = ab ∈ U , existem abertos
V1 e V2, com a ∈ V1 e b ∈ V2, tal que m(V1 × V2) = V1V2 ⊆ U .

• Se a ∈ G, então para todo aberto U ⊆ G, com i(a) = a−1 ∈ U , existe um aberto V , tal
que a ∈ V , de tal forma que i(V ) = V −1 ⊆ U .

Exemplo 2.1.1.

• Todo grupo munido da topologia discreta, é um grupo topológico.

• O grupo aditivo dos numeros reais (R,+) munido da topologia usual de R, é um grupo
topológico.

De�nição 2.1.4. Um homomor�smo de grupos topológicos é um homomor�smo de gru-
pos contínuo.

A partir da de�nição acima, podemos ver que um isomor�smo de grupos topológicos
é um homeomor�smo.

Proposição 2.1.1. Seja G um grupo topológico.Para cada g ∈ G, as seguintes aplicações,
são homeomor�smo:

• Translação a esquerda: fg : G −→ G, fg(h) = gh,

• Translação a direita: φg : G −→ G, φg(h) = hg,

• Inversão: i : G −→ G, i(h) = h−1,

• Conjugação: ρg : G −→ G, ρg(h) = ghg−1.

Demonstração. Perceba que fg é a restrição da aplicação m ao subconjunto g×G. Como
por de�nição m é contínua, sua restrição também será contínua. Considere a aplicação
contínua fg−1 como foi de�nida acima, então:

(fg ◦ fg−1)(h) = fg(fg−1(h)) = fg(g
−1h) = gg−1h = h

(fg−1 ◦ fg)(h) = fg−1(fg(h)) = fg−1(gh) = g−1gh = h
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Portanto, fg é um homeomor�smo. Análogo para os demais itens.

Podemos veri�car que o subgrupo de um grupo topológico também é um grupo to-
pológico.

Proposição 2.1.2. Seja G um grupo topológico e H ≤ G subgrupo. Então H é um
grupo topológico.

Demonstração. É fácil ver que H é um espaço topológico e um grupo. Basta mostrar
que as aplicações m e i são contínuas, mas a restrição de uma aplicação contínua a um
subconjunto é contínua. Portanto, H é um espaço topológico.

2.1.2 Limite inverso

Para procedermos precisamos de algumas de�nições tecnicas. Como veremos nesta
seção, o fato que o grupo de galois é determinado por seus quocientes �nitos, em outras
palavras pode ser expresso matematicamente como um limite inverso de grupos �nitos.

De�nição 2.1.5. Um conjunto não-vazio (I,�) é chamado conjunto dirigido, se satisfaz
a seguintes condições:

(1) i � i, para todo i ∈ I.
(2) Se i � j e j � k, então i � k, para todo i, j, k ∈ I.
(3) Se i, j ∈ I, então existe um k ∈ I, tal que, i, j � k.

Exemplo 2.1.2. Seja I o conjunto formado por todos os subgrupos normais de indice
�nito de um grupo G. Em I de�na a seguinte ordem: Uα � Uβ :⇔ Uβ ⊂ Uα. Então I é
um conjunto dirigido.

De�nição 2.1.6. Seja I um conjunto dirigido. Um sistema inverso (ou projetivo) (Xi, fij)I
de espaços topológicos indexados por I, consiste de uma família {Xi | i ∈ I} de espaços
topológicos e de uma família {fij : Xj −→ Xi | i, j ∈ I, i � j} de aplicações contínuas,
tais que:

(1) fii é a identidade sobre Xi, para todo i ∈ I.
(2) fij ◦ fjk = fik, para todo i � j � k ∈ I.

Exemplo 2.1.3. Considere o seguinte conjunto dirigido (Z,�), com n � m se, e somente
se, n divide m, para todo m,n ∈ Z. Considere Z/mZ junto com a projeção natural

fnm : Z/mZ −→ Z/nZ, com fnm(k +mZ) = k + nZ

A aplicação acima está bem de�nida pela relação dada no conjunto dirigido, e temos ainda
que, fnm◦fmj = fnj, para todo n � m � j ∈ Z. Então (Z/mZ, fnm)Z é um sistema inverso.
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De�nição 2.1.7. Se Y é um espaço topológico, chamamos a família de aplicações contí-
nuas {ψi : Y −→ Xi}i∈I de compatível, se fij ◦ ψj = ψi para todo i � j ∈ I. Em outras
palavras o seguinte diagrama é comutativo.

Y
ψj

~~

ψi

  
Xj fij

// Xi

De�nição 2.1.8. Um limite inverso (ou projetivo) (X,ψi) (denotado por lim
←I

Xi) de um

sistema inverso (Xi, fij)I de espaços topológicos, é um espaço topológico X, equipado com
uma família compatível {ψi : X −→ Xi}i∈I satisfazendo a seguinte propriedade universal:
Para todo espaço topológico Y e para toda família compatível {φi : Y −→ Xi}i∈I , existe
uma única aplicação contínua θ : Y −→ X, tal que o seguinte diagrama é comutativo
para todo i � j ∈ I.

Y

∃! θ
��

φj

��

φi

��

X

ψj~~ ψi   
Xj fij

// Xi

Podemos garantir a existência e a unicidade, a menos de um homeomor�smo, do
limite inverso lim

←I
Xi de um sistema inverso (Xi, fij)I , o leitor interessado pode consultar a

demonstração em ([19], Cap.1, p.2). Se considerarmos ainda, o caso de um sistema inverso
(Gi, fij)I , onde cada Gi é um grupo topológico, então lim

←I
Gi é um subgrupo topológico

de
∏

i∈I Gi, consistindo de sequências (gi), tal que, fij(gj) = gi, i ≤ j. Podemos agora
de�nir o que é um grupo pro�nito.

De�nição 2.1.9. Um grupo pro�nito G é um grupo topológico que é isomorfo a um limite
inverso de um sistema inverso (Gi, fij)I de grupos �nitos, onde cada Gi é munido com a
topologia discreta.

Exemplo 2.1.4. De acordo com o Exemplo 2.1.3, (Z/mZ, fnm)Z é um sistema inverso,
onde denotamos Ẑ := lim

←m∈Z
Z/mZ como seu limite inverso. Ẑ é chamado de grupo de

Prüfer.

Teorema 2.1.1. Seja K/k uma extensão galoisiana e seja a coleção
F = {K ′ | k ⊆ K ′ ⊆ K , K ′/k extensão galoisiana}. Então, Gal(K/k) é o li-
mite inverso do grupo �nito Gal(K ′/k) com K ′ ∈ F ; em particular, Gal(K/k) é um
grupo pro�nito.

Demonstração. A demonstração pode ser consultada em ([19],Cap. 2, p.68).
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2.2 Cohomologia galoisiana

Nesta seção introduziremos a cohomologia galoisiana. Faremos uma contrução ex-
plícita aqui, baseada na abordagem de J.P. Serre em [21]. Esta construção, em particular
a de�nição de cocadeias, é baseada na cohomologia de complexos simpliciais da topolo-
gia algébrica. De�niremos primeiro G- módulos discretos, eles podem ser vistos como os
coe�cientes desta teoria de cohomologia. Em seguida mostraremos como estas de�nições
nos fornecem uma teoria cohomologica.

2.2.1 G-módulos discretos

De�nição 2.2.1. Seja (G, ·) um grupo pro�nito. Um G-módulo discreto é um grupo
abeliano (A,+) equipado com a topologia discreta, em que G age continuamente em A.
Em outras palavras, um G-módulo discreto é um grupo abeliano A, com uma aplicação
contínua G×A −→ A : (g, a) 7→ g ·a, em que para todo a, b ∈ A e g1, g2, g ∈ G, cumprem
as seguintes condições:

(1) (g1g2) · a = g1 · (g2 · a),

(2) g · (a+ b) = g · a+ g · b,
(3) 1G · a = a.

De�nição 2.2.2. Sejam G um grupo pro�nito e A e B dois G-módulos discretos. Dizemos
que a aplicação φ : A −→ B é um G-homomor�smo, se φ é um homormor�smo de grupos,
tal que:

φ(g · a) = g · φ(a),∀ g ∈ G e ∀ a ∈ A.

2.2.2 Cocadeias, cociclos e cohomologia

Seja G um grupo pro�nito e A um G-módulo discreto. Consideremos o seguinte
conjunto:

Cn(G,A) := {f : Gn −→ A | f contínua}.

Por A ser um grupo abeliano, Cn(G,A) também é um grupo abeliano, o qual chamamos
de grupo de n-cocadeia.
Para cada n ≥ 1 de�nimos a aplicação

dn : Cn(G,A) −→ Cn+1(G,A)

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1 · f(g2, . . . , gn+1)

+
n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . gi−1, gigi+1, gi+2 . . . , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn),

para todo f ∈ Cn(G,A) e todo (g1, . . . , gn+1) ∈ Gn+1. E para n = 0 de�nimos por

(d0a)(g) = g · a− a
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para todo a ∈ A e todo g ∈ G. Essas aplicações são chamadas de operadores cobordo.
Uma fácil veri�cação mostra que dn é um homomor�smo de grupos, tal que,

dn+1 ◦ dn = 0 (2.1)

para todo n. Assim obtemos um complexos de grupos abelianos:

· · · −→ Cn−1(G,A) −→ Cn(G,A) −→ Cn+1(G,A) −→ · · ·

Como de costume podemos agora de�nir os grupos de cociclos e grupos de cobordo deste
complexo:

De�nição 2.2.3. Sejam G um grupo pro�nito e A um G-módulo discreto.

• Chamamos de grupo de n-cociclos de G, ao grupo Zn(G,A) := Ker(dn),

• Chamamos de grupo de n-cobordos de G, ao grupo Bn(G,A) := Im(dn−1).

A equação (2.1), implica que Bn(G,A) ⊆ Zn(G,A), isto é, Bn(G,A) é um subgrupo
de Zn(G,A). Assim podemos de�nir os grupos de cohomologia deste complexo como de
costume:

De�nição 2.2.4. Sejam G um grupo pro�nito e A um G-módulo discreto. Chamamos
de n-ésimo grupo de cohomologia de G com coe�cientes em A, ao grupo

Hn(G,A) := Zn(G,A)/Bn(G,A).

Exemplo 2.2.1. Consideremos A = Z, a qual G age trivialmente em Z, entãoH1(G,A) =
Homc(G,Z). Onde Homc denota todos os homomor�smo contínuos.

Podemos veri�car que essa construção dos grupos de cohomologia é funtorial em
relação aos G-módulos discretos, isto é:

Para todo G-homomor�smo A −→ B existem aplicações canônicas

H i(G,A) −→ H i(G,B)

para todo i. Além disso H0(G,A) = AG, onde AG denota os elementos de A �xos pela ação
de G. No mais, uma sequência exata curta de G-módulos discretos induz uma sequência
exata longa de grupos de cohomologia:

Teorema 2.2.1. Seja 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 uma sequência exata curta de
G-módulos discretos. Então existe uma sequência exata longa de grupos abelianos

· · · −→ Hn(A′) −→ Hn(A) −→ Hn(A′′) −→ Hn+1(A′) −→ · · ·

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em ([7], Cap. 4, p.90)
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Podemos veri�car que a contrução acima nos fornece uma teoria de cohomologia
no sentido de Henry Cartan e Samuel Eilenberg [3], vide também Philippe Gille e Tamás
Szamuely 3.1 [7]. O grupo de Galois de uma extensão de corpos K/k é um grupo pro�nito
pelo Teorema 2.1.1. A teoria exposta acima então se aplica ao grupo de Galois. Podemos
então de�nir:

De�nição 2.2.5 (Cohomologia galoisiana). Seja G = Gal(K/k) o grupo de Galois da
extensão de corpos K/k e A um G-módulo discreto. Então chamamos o grupo Hn(G,A)
de n-ésimo grupo de cohomologia galoisiana da extensão K/k com valores em A. Se K é
um fecho separável de k então denotamos esse grupo por Hn(k,A).

Exemplo 2.2.2. Se A = k∗S, então H
0(k,A) = AG = k∗.

Observamos que é possível também obter estes grupos de cohomologia galoisiana
como limites diretos dos grupos de cohomologia dos grupos de Galois das extensões �nitas.
Para isso precisamos da de�niçao de limite direto que é dual à de�nição de limite inverso:

De�nição 2.2.6. Sejam I um conjunto dirigido e C uma categoria. Um sistema direto
(Xi, fij)I de objetos da categoria C indexados por I, consiste de uma família {Xi | i ∈ I}
de objetos e de uma família {gij : Xi −→ Xj | i, j ∈ I, i � j} de mor�smos, tal que:

(1) gii é a identidade sobre Xi, para todo i ∈ I.
(2) gjk ◦ gij = gik, para todo i � j � k ∈ I.

Exemplo 2.2.3. Sejam A um G-módulo discreto e I como no Exemplo 2.1.2. Seja ainda
AUα o subconjunto dos pontos de A que são �xos pelos subgrupos normais de G de indice
�nito Uα ∈ I. Consideremos Gα = G/Uα. Então:

• AUα é um Gα-módulo.
• φαβ : Gβ −→ Gα induz Infαβ : Hn(Gα, A

Uα) −→ Hn(Gβ, A
Uβ), para todo n ≥ 0.

• (Hn(Gα, A
Uα), Infαβ)I é um sistema direto.

De�nição 2.2.7. Seja Y um objeto de C, chamamos a família de mor�smos
{ψi : Xi −→ Y }i∈I de compatível, se ψj ◦ gij = ψi para todo i � j ∈ I. Em outras
palavras o seguinte diagrama é comutativo.

Y

Xi gij
//

ψi

>>

Xj

ψj
``

De�nição 2.2.8. Um limite direto (ou indutivo) (X,ψi) (denotado por lim
→I

Xi) de um

sistema direto (Xi, gij)I de objetos de C, é um objeto X, equipado com uma família
compatível {ψi : Xi −→ X}i∈I satisfazendo a seguinte propriedade universal:
Para todo objeto Y e para toda família compatível {φi : Xi −→ Y }i∈I , existe um único
mor�smo de C, θ : X −→ Y , tal que o seguinte diagrama é comutativo para todo i � j ∈ I.
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Y

X

∃! θ

OO

Xi gij
//

φi

FF

ψi

>>

Xj

ψi

``
φi

XX

Proposição 2.2.1. Sejam (Gi, fij)I um sistema inverso de grupos pro�nito e (Ai, gij) um
sistema direto de Gi-módulos discreto. Sejam ainda, G = lim

←I
Gi e A = lim

→I
Ai. Então:

Hn(G,A) = lim
→I

Hn(Gi, Ai), para todo n ≥ 0.

Demonstração. [21], Cap. 1, seção 2.2 Proposição 8.

Como corolário obtemos que os grupos de cohomologia galoisiana podem ser des-
critos como limite direto dos grupos de cohomologia galoisiana dos seus quocientes �nitos:

Corolário 2.2.1. Consideremos (Hn(Gα, A
Uα), Infαβ)I , o sistema direto, Seja G = Gal(kS/k),

para algum fecho separável kS de k. Então obtemos Hn(G,A) = lim
→I

Hn(Gα, A
Uα).

Observação 2.2.1. Em alguns textos os grupos de cohomologia galoisiana são de�nidos
desta maneira, como limites diretos dos grupos de cohomologia dos grupos de Galois das
extensões �nitas ([7], Cap. 4, p.86).

Para ilustrar as aplicações originais da teoria da cohomologia galoisiana, enuciemos
alguns teoremos clássicos da teoria de números que podem ser formulados e provados em
termos da cohomologia galoisiana.

A primeira a�rmação do seguinte teorema é o Teorema Hilbert 90.

Teorema 2.2.2. Para toda extensão de Galois K/k, temos, H1(k,K∗) = 0 e
Hn(k,K) = 0, para todo n ≥ 1.

Demonstração. Proposição 1 em ([21]), Cap. 2, p.72).

Corolário 2.2.2 (Teoria de Kummer). Seja n um inteiro ≥ 1, primo com a caracte-
rística de k. Seja µn o grupo das n-ésima raízes da unidade em ks. Temos:

H1(k, µn) = k∗/(k∗)n.

Demonstração. Consideremos a seguinte sequência exata:

1 −→ µn −→i k∗S −→n k∗S −→ 1

onde n denota o endomor�smo x 7→ xn. Pelo Teorema 2.2.1, esta sequência exata,
induz uma sequência exata de cohomologia, dada por:

H0(k, k∗S) −→ H0(k, k∗S) −→ H1(k, µn) −→ H1(k, k∗S)
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Pelo Exemplo 2.2.2 e o Teorema 2.2.2, H0(k, k∗S) = k∗ e H1(k, k∗S) = 0, logo a sequência
é da forma:

k∗ −→ k∗ −→ H1(k, µn) −→ 0

Portanto, H1(k, µn) = k∗/(k∗)n.

Observação 2.2.2. Se no corolário anterior, impormos a condição que µn ⊂ k∗, então
podemos identi�car µn com Z/nZ ao escolher uma n-ésima raiz primitiva da unidade.
Logo, há um isomor�smo entre k∗/(k∗)n com Homc(Gal(ks/k),Z/nZ) = H1(k,Z/nZ).
No caso em que n = 2, temos H1(k,Z/2Z) = k∗/(k∗)2.

2.3 Cohomologia não abeliana

Na seção anterior de�nimos a teoria da cohomologia galoisiana para A um G-módulo
discreto - isto é, A sendo, em particular, um grupo abeliano.

Nesta seção estudaremos o caso quando A não é necessariamente abeliano. Como
nós veremos é possível estender a teoria parcialmente a este caso. Os primeiros conjuntos
de cohomologia (H1) não possuem mais uma estrutura de grupo e não existe uma maneira
fácil de de�nir conjuntos de cohomologia (Hn) se n > 1.

Nesta seção G denotará um grupo pro�nito.

2.3.1 De�nições de H0 e H1

Dizemos que A é um G-conjunto, se A é um espaço topológico discreto, em que
G age continuamente. Se s ∈ G e x ∈ A, denotaremos por sx o resultado da ação de
s sobre a. Se A e A′ são dois G-conjuntos, um mor�smo de A em A′ é uma aplicação
f : A −→ A′, que comuta com a ação de G, isto é, f(sx) = sf(x), para todo s ∈ G e x ∈ A.

Se A é um grupo, o chamamos de G-grupo, e vale que s(xy) = sxsy, para todo
s ∈ G e x, y ∈ A, e se A for ainda, comutativo, a de�nição de G-conjunto, coincide com
a de�nição de G-módulos discretos.

De�nição 2.3.1. Para qualquer G-conjunto A, de�nimos o seguinte conjunto

H0(G,A) = AG,

o conjunto dos elementos de A �xos pela ação de G. Se A é um G-grupo, H0(G,A) é um
subgrupo de A.

Agora queremos de�nir o conjunto H1(G,A). Para isso, precisaremos da noção de
um 1-cociclo de G com coe�cientes em A.

De�nição 2.3.2. Seja A um G-grupo. Um 1-cociclo de G (ou simplesmente cociclo) com
coe�cientes em A, é uma aplicação contínua u : G −→ A que satisfaz a seguinte condição:

ust = us
sut, para todo s, t ∈ G,
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onde u(s) = us para s ∈ G. Denotamos por Z1(G,A) o conjunto de todos os 1-cociclos
de G com coe�cientes em A.

A aplicação u : G −→ A, dada por us = 1 para todo s ∈ G, é um 1-cocilo, chamado
de 1-cocilo trivial. É fácil ver que, para qualquer 1-cociclo u ∈ Z1(G,A), u1 = 1.

De�nição 2.3.3. Seja u, v ∈ Z1(G,A). Dizemos que u e v são cohomólogos (denotado
por u ∼ v), se existe um b ∈ A, tal que vs = b−1us

sb, para todo s ∈ G.

Podemos veri�car facilmente que ∼ de�ne uma relação de equivalência em Z1(G,A).

De�nição 2.3.4. Seja A um G-grupo. De�nimos o primeiro conjunto de cohomologia de
G com coe�cientes em A, o qual denotamos por H1(G,A), ao conjunto quociente, dado
por:

H1(G,A) = Z1(G,A)/ ∼.

H1(G,A) tem um elemento especial, ou distinguido, que é a classe do cociclo trivial,
pois através dele, H1(G,A) torna-se um conjunto pontuado. Na categoria de conjuntos
pontuados, existe a noção de sequências exatas.

Observação 2.3.1. No caso em que A é um grupo abeliano, a de�nição de H1(G,A)
coincide com a de�nição de cohomologia no caso de G-módulos discretos.

2.3.2 Espaços principais homogêneos

Nesta seção daremos uma interpretação muito útil para o primeiro conjunto de
cohomologia da cohomologia não-abeliana. Como veremos, os seus elementos podem ser
identi�cados com classes de isomor�smos de espaços principais homogêneos.

Seja A um G-grupo e seja P um G-conjunto. Dizemos que A age a direita em P (·),
se A age no sentido natural

P × A −→ P

(x, a) 7→ x · a

e cumpre s(x ·a) = sx · sa, para todo x ∈ P e a ∈ A. De maneira análoga, podemos de�nir
a ação a esquerda.

De�nição 2.3.5. Seja A um G-grupo. Um espaço principal homogêneo, ou torsor
sobre A, é um G-conjunto P , tal que, A age a direita em P , de modo que para cada par
x, y ∈ P , existe um único a ∈ A, tal que, y = x · a, isto é, a ação de A em P é simples e
transitiva ou que P é um "espaço a�m" sobre A.
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Um mor�smo entre dois espaços principais homogêneos sobre A, é uma aplicação
que é A-homomor�smo e G-homomor�smo . Um isomor�smo entre espaços principais ho-
mogêneos, é de�nido de modo natural. Podemos ainda, veri�car que um mor�smo entre
espaços principais homogêneos é um ismomor�smo.

Denotaremos o conjunto das classes de isomor�smo de espaços principais homogê-
neos sobre A, por P (A).

Seja P ∈ P (A), e escolhemos x ∈ P . Para cada s ∈ G, existe um único as ∈ A, tal
que,

sx = x · as.

Se de�nirmos a aplicação

a : G −→ A
s 7−→ as

podemos ver, que a, de�ne um cociclo.

Por outro lado, se x′ for outro elemento em P , pelo mesmo argumento dado acima,
para todo s ∈ G existe um único a′s ∈ A, tal que, sx′ = x′ · a′s, e a aplicação

a′ : G −→ A
s 7−→ a′s

é um cociclo.
Como x, x′ ∈ P , existe um único b ∈ A, tal que, x′ = x · b. Portanto, a′s = b−1as

sb, o
que implica que a e a′, são cohomólogos, isto é, não depende da escolha dos representantes.

Desta maneira, obtemos uma aplicação

λ :P (A) −→ H1(G,A)

[P ] 7−→ [a]

onde a é o cociclo construído acima, que é bem de�nida.
A aplicação λ também possui uma aplicação inversa:
Seja a ∈ Z1(G,A). Podemos então de�nir um G-grupo Pa, que como grupo é igual

a A, porém equipe com uma G-ação diferente ("torcida"):

G× Pa −→ Pa
(s, y) 7−→ s′y := as · sy

Além disso, ao considerar a operação de A sobre Pa por translações:

Pa × A −→ Pa
(y, b) 7−→ y · b

observamos que, se y · b = yb, Pa é um espaço principal homogêneo sobre A.
Ora, para todo a, a′ ∈ Z1(G,A), temos,

a ∼ a′ =⇒ Pa ' Pa′ .



39

Para isso, basta considerar, o seguinte mor�smo

Pa −→ Pa′
y 7−→ b−1 · y

onde b ∈ A, tal que a′s = b−1as
sb, para todo s ∈ G.

Obtemos assim uma aplicação

µ : H1(G,A) −→ P (A)

[a] 7−→ [Pa]

que é bem de�nida.
Veri�caremos �nalmente que as aplicaçãoes λ e µ são inversas uma da outra. Para isso seja
P ∈ P (A), tal que λ(P ) = [a]. Mostraremos que [Pa] = [P ]. De fato, basta considerarmos
que, para cada x ∈ P �xo, a seguinte aplicação é um mor�smo entre espaços principais
homogêneos.

Pa −→ P

y 7−→ x · y

Deste modo provamos a seguinte proposição:

Proposição 2.3.1. Seja A um G-grupo. Existe uma bijeção entre o conjunto P (A) e o
conjunto H1(G,A).

2.3.3 Torsão (Twisting)

Sejam A um G-grupo e P um espaço principal homogêneo sobre A. Seja F um
G-conjunto em que A age a esquerda. Considere em P × F a seguinte relação:

(p, f) ∼ (q, g) ⇐⇒ ∃ a ∈ A, tal que, (q, g) = (p · a, a−1f).

Podemos ver que ∼ de�ne uma relação de equivalência em P×F , a qual é compatível
com a ação de G. Denotamos o G-conjunto quociente de P × F por essa relação de
equivalência por:

PF = (P × F )/ ∼.

Denotaremos os elementos de PF por pf , e podemos ver que esses elementos cum-
prem a seguinte condição (pa)f = p(af), e mais ainda, para todo p ∈ P , a aplicação
abaixo é uma bijeção:

Φp : F −→ PF , dada por f 7→ Φp(f) := pf .

Através disso, dizemos que PF é obtido de F , por torsão (ou um twisting) usando
P . Vejamos essa noção de torsão, através de um cociclo.

Sejam a ∈ Z1(G,A) e aF o conjunto F em que G age da seguinte forma:

s′f = as · sf .
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Nesse caso, dizemos que aF é obtido de F , por torsão (ou por um twisting) usando o
cociclo a.

A aplicação Φp de�nida acima induz um isomor�smo entre o G-conjunto aF e o
G-conjunto PF , para a ∈ Z1(G,A). De fato, basta mostrar que Φp(

s′f) = Φp(f).
Se p ∈ P , vimos que p de�ne um cociclo a ∈ Z1(G,A), tal que, sp = p · as.

Φp(
s′f) = p · (s′f) = p · (as · sf) = sp · sf = s(p · f) = sΦp(f).

Proposição 2.3.2. Sejam A um G-grupo, e F um G-conjunto em que A age a esquerda
sobre F . Seja ainda a ∈ Z1(G,A). Então o grupo torcido (ou "twisted") aA, age sobre
aF , de forma compatível com a ação de G.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em ([21], Cap. 1, p. 48).

2.4 Álgebras de loop e cohomologia galoisiana

Seja a partir de agora k um corpo álgebricamente fechado de característica zero e
�xamos uma família de raizes compatíveis da unidade (ζn), n ∈ Z.

Mostraremos que as k-álgebras de loop podem ser classi�cadas por um conjunto
de cohomologia galoisiana. Em primeiro lugar observamos que a teoria da cohomologia
galoisiana, que foi desenvolvida no capítulo anterior para grupo de Galois de um corpo,
pode ser estendida sem problemas para o anel R = k[t, t−1] no seguinte sentido:

Existe uma noção de extensão separável de anéis, vide ([14], I,7.3.3)], assim como
uma noção de extensão galoisiana de anéis, vide ([14], III.1.1.3).

É possível veri�car que as extensões Rn = k[t
1
n , t−

1
n ] já introduzidas na seção 1.5,

para n ∈ N, são extensões galoisianas, vide ([18], Remark 6) de R. Obtemos um grupo
de Galois Gn para cada extensão Rn/R. Com a escolha da família de raízes da unidade
acima podemos identi�car o grupo de Galois Gn com o grupo �nito cíclico Z/nZ, vide
([18], Remark 6).

Fixamos então um m ∈ N, uma extensão galoisiana S = k[t
1
m , t−

1
m ] = k[z, z−1] onde

zm = t e z−m = t−1, como na seção 1.5. Notamos o grupo de Galois desta extensão por
Γ e fazemos identi�cação Γ = Z/mZ. Lembramos também que g(S) = g ⊗k R ⊗R S.
Retomando as demais notações da seção 1.5, obtemos a seguinte proposição, que mostra
que AutS(g(S)) é um Γ-grupo:

Proposição 2.4.1. Para todo ı ∈ Γ e τ ∈ AutS(g(S)), a aplicação

Γ× AutS(g(S)) −→ AutS(g(S))

( ı , τ) 7−→ ıτ := (id⊗ i)τ(id⊗ i)−1

é bem de�nida e é uma ação de Γ em AutS(g(S)).

Demonstração. De fato, para todo ı,  ∈ Γ e τ, σ ∈ AutS(g(S)), temos

• 0τ = (id⊗ 0) τ (id⊗ 0)−1 = τ , pois 0(z) = ζ0
mz = z.

• ı+τ = ı+τ = (id⊗ (i+ j)) τ (id⊗ (i+ j))−1

= (id⊗ i)(id⊗ j) τ (id⊗ j)−1(id⊗ i)−1 = ı(τ)
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• ı(τσ) = (id⊗ i) τ σ(id⊗ i)−1 = (id⊗ i) τ (id⊗ i)−1(id⊗ i)σ (id⊗ i)−1 = ıτ ıσ.

Como veremos na próximas proposições, S/R-formas, a menos R-isomor�smo, cor-
respondem bijetivamente a classes de H1(Γ, AutS(g(S))), que por sua vez são represen-
tados por cociclos. Veremos primeiro como podemos construir uma S/R-forma de g(R)
através de um cociclo

u ∈ Z1(Γ, AutS(g(S))) :

Proposição 2.4.2. Seja um cociclo u ∈ Z1(Γ, AutS(g(S))), e consideremos o seguinte
conjunto

g(S)u = {x ∈ g(S) | uı(id⊗ i)(x) = x, ∀ ı ∈ Γ }.
Então g(S)u é uma S/R-forma de g(R).

Demonstração. Consideremos a aplicação wı = uı(id ⊗ i). Podemos ver que wı é um
R-automor�smo de g(S) e para todo ı ∈ Γ, temos que wı(zk(x ⊗ zj)) = i(zk)wı(x ⊗ zj),
isto é, wı é i-semilinear, e mais ainda, pela condição de u ser um cociclo, temos que para
todo ı,  ∈ Γ, wı+ = wıw, ou seja, o conjunto {wı | ı ∈ Γ} é um grupo cíclico gerado por
w1.

A�rmamos que g(S)u = Fix(w1) onde Fix(w1) é o conjunto dos pontos �xos de w1

em g(S). De fato, se x ∈ Fix(w1), então w1(x) = x, portanto para todo n ∈ N, temos
wn

1
(x) = x, e devido ao fato que w1 gera {wı | ı ∈ Γ}, então para todo ı ∈ Γ, existe um

n ∈ N, tal que, wı = wn
1
, assim wı(x) = wn

1
(x) = x. A outra inclusão é evidente.

Para todo ı ∈ Γ, consideremos o ζ im-autoespaço (g(S))ı de w1 em g(S), como temos,
wm

1
= w0 = id, logo g(S) =

⊕
ı∈Γ(g(S))ı, e pelo fato de w1 ser 1-semilinear, obtemos

ti(g(S))0 ⊆ (g(S))ı e t−i(g(S))ı ⊆ (g(S))0

para todo 0 ≤ i ≤ m− 1. Como ti é invertível em S, temos ti(g(S))0 = (g(S))ı, logo

g(S) =
⊕
ı∈Γ

ti(g(S))0 =
⊕
ı∈Γ

ti(g(S)u),

portanto g(S)u é uma S/R forma de g(R)

O próximo lema mostra que cociclos cohomólogos nos fornecem S/R-formas que são
isomorfas como R-álgebras.

Lema 2.4.1. Sejam u, v ∈ Z1(Γ, AutS(g(S))). Então:

u ∼ v ⇔ g(S)u 'R g(S)v.

Demonstração. Se u ∼ v, então existe um f ∈ AutS(g(S)), tal que, vı = f−1uı
ıf , para

todo ı ∈ Γ, então:

vı(id⊗ i) = f−1uı(id⊗ i)f. (2.2)

A�rmamos que f aplica g(S)v em g(S)u. Com efeito, se x ∈ g(S)v, temos por de�nição,
vı(id⊗ i)(x) = x e por (2.2), obtemos

f−1uı(id⊗ i)f(x) = vı(id⊗ i)(x) = x

uı(id⊗ i)f(x) = f(x)
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portanto, f(x) ∈ g(S)u, para todo x ∈ g(S)v.
Por outro lado, se y ∈ g(S)u, temos por de�nição, uı(id ⊗ i)(y) = y e por f ∈

AutS(g(S)) existe um x ∈ g(S), tal que, f(x) = y, logo

uı(id⊗ i)f(x) = f(x)

f−1uı(id⊗ i)f(x) = x

vı(id⊗ i)(x) = x

onde na última igualdade foi usado (2.2), portanto x ∈ g(S)u. Assim g(S)v 'R g(S)u.
Reciprocamente, seja f : g(S)v −→ g(S)u o R-ismomor�smo. Como g(S)u e g(S)u

são S/R-formas de g(R), temos:

g(S)v ⊗R S 'S g(S) e g(S)u ⊗R S 'S g(S)

podemos assim estender f unicamente a um elemento f ∈ AutS(g(S)). Como id ⊗ i
é R-automor�smo i-semilinear, então podemos considerar f−1uı(id ⊗ i)f e vı(id ⊗ i)
R-automor�smo de g(S) que são i-semilinear e �xam elementos de g(S)v, com isso,
f−1uı(id⊗ i)f = vı(id⊗ i), assim vı = f−1uı

ıf para todo ı ∈ Γ, portanto u ∼ v.

Obtemos então o seguinte resultado:

Proposição 2.4.3. As classes de R-isomor�smo de S/R formas de g(R) estão em bijeção
com as classes de cohomologia em H1(Γ, AutS(g(S))).

Demonstração. Vamos denotar por C(R) o conjunto das classes de R-isomor�smo de S/R
formas de g(R). Seja u ∈ Z1(Γ, AutS(g(S))) e considere [u] ∈ H1(Γ, AutS(g(S))). Pelo
Lema 2.4.1, a aplicação

Φ : H1(Γ, AutS(g(S))) −→ C(R)

[u] 7−→ [g(S)u]

é bem de�nida, e ainda mais, ela é injetora. Resta mostrarmos que Φ é sobrejetora.
Seja A uma S/R forma de g(R), para cada ı ∈ Γ existe um único i ∈ AutR(S),

assim consideremos wı a única aplicação R-linear e ı-semilinear de g(S) para g(S) que
�xa os elementos de A. Então wı é um R-automor�smo de g(S) e wıw = wı+ para cada
ı,  ∈ Γ. A aplicação

u : Γ −→ AutS(g(S))

ı 7−→ uı := wı(id⊗ i)−1

de�ne um cocilo de Γ em AutS(g(S)). De fato, para todo ı,  ∈ Γ, temos

uı+ = wı+(id⊗ (i+ j))−1

= wıw((id⊗ i)(id⊗ j))−1

= wıw(id⊗ j)−1(id⊗ i)−1

= wıu(id⊗ i)−1

= uı(id⊗ i)u(id⊗ i)−1

= uı
ıu.

Assim, u ∈ Z1(Γ, AutS(g(S))) e veri�ca-se que A = g(S)u, portanto Φ é sobrejetora.
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A seguinte proposição mostra como toda álgebra de loop de�ne um cociclo em
Z1(Γ, AutS(g(S))).

Proposição 2.4.4. Sejam g uma álgebra de Lie e L(g, σ) a álgebra de loop associada ao
automor�smo σ de g de período m. A aplicação

L(g, σ) : Γ −→ AutS(g(S))

ı 7−→ σ−i ⊗ id

de�ne um cociclo de Γ = Z/mZ com coe�cientes em AutS(g(S)).

Demonstração. Queremos mostrar que, para todo ı,  ∈ Γ, temos L(g, σ)ı+ = L(g, σ)ı
ıL(g, σ).

Em outras palavras, queremos mostrar que:

(σ−(i+j) ⊗ id)(id⊗ i) = (σ−i ⊗ id)(id⊗ i)(σ−j ⊗ id).

De fato, seja
∑

λrk(er ⊗ zk) ∈ g(S) onde a soma é �nita e onde {er}r∈I e {zk}k∈J são

bases de g e S respectivamente e λrk ∈ k. Então

(σ−(i+j) ⊗ id)(id⊗ i)

(∑
λrk(er ⊗ zk)

)
= (σ−(i+j) ⊗ id)

(∑
λrk(er ⊗ ζkimzk)

)
=
∑

λrk(σ
−(i+j)(er)⊗ ζkimzk).

Por outro lado,

(σ−i ⊗ id)(id⊗ i)(σ−j ⊗ id)

(∑
λrk(er ⊗ zk)

)
= (σ−i ⊗ id)(id⊗ i)

(∑
λrk(σ

−j(er)⊗ zk)

)

= (σ−i ⊗ id)

(∑
λrk(σ

−j(er)⊗ ζkimzk)

)
=
∑

λrk(σ
−(i+j)(er)⊗ ζkimzk)

portanto, para todo ı,  ∈ Γ, temos L(g, σ)ı+ = L(g, σ)ı
ıL(g, σ).

Observamos que nós podemos de�nir uma relação de equivalência no conjunto H1(Γ, AutS(g(S))),
da seguinte maneira:
Sejam [L(g, σ)] e [L(g, τ)] ∈ H1(Γ, AutS(g(S))). Então de�nimos:

[L(g, σ)] ∼ [L(g, τ)] ⇔ [L(g, σ)] = [L(g, τ)] ou
[
L(g, σ−1)

]
= [L(g, τ)] .

Enuciemos então os nossos resultados principais:

Teorema 2.4.1. Sejam g uma álgebra de Lie de dimensão �nita e σ, τ dois k-automor�smos
de mesmo período m, então:

L(g, σ) 'R L(g, τ) ⇔ [L(g, σ)] = [L(g, τ)] .

L(g, σ) 'k L(g, τ) ⇔ [L(g, σ)] ∼ [L(g, τ)] .
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Demonstração. Veri�camos anteriormente que L(g, σ) e L(g, τ) são cociclos de Γ = Z/mZ
em AutS(g(S)). Usando a Proposição 2.4.3, basta mostrarmos que a S/R forma de g(R)
associados a esses cociclos são as álgebras de loop L(g, σ) e L(g, τ).

Consideremos wı como na Proposição 2.4.2, mostramos que g(S)L(g,σ) = Fix(w1),
onde w1 = L(g, σ)1(id⊗ 1), assim,

g(S)L(g,σ) = {x ∈ g(S) | w1(x) = x}.

Podemos veri�car que g(S)L(g,σ) coincide com a de�nição dada na equação (1.2), ou seja,
g(S)L(g,σ) = L(g, σ). Portanto, pela Proposição 2.4.3, temos

L(g, σ) 'R L(g, τ)⇔ [L(g, σ)] = [L(g, τ)] .

A segunda a�rmação é uma consequência direta de ([8], Corollary 5.4).

Corolário 2.4.1. Seja g uma k-álgebra de Lie de dimensão �nita. Então obtemos uma
correspondência injetiva:{
Classes de R-isomor�smos de álgebras de loop da forma

L(g, σ), onde σ é um automor�smo de g de período m.

}
↪→ H1(Γ, AutS(g(S)))

{
Classes de k-isomor�smos de álgebras de loop da forma

L(g, σ), onde σ é um automor�smo de g de período m.

}
↪→ H1(Γ, AutS(g(S))) / ∼

Observação 2.4.1.

• Observamos a signi�cância deste resultado: A classi�cação de álgebras de loop como
k-álgebras depende somente da cohomologia galoisiana do grupo AutS(g(S)). Logo nós
mostramos que o problema de classi�car estas álgebras de Lie de dimensão in�nita sobre
k, pode ser essencialmente reduzido a um problema de cohomologia galoisiana.

• É possível mostrar que as injeções acima são de fato bijeções, vide ([8], Theorem 5.13) -
isto é, toda classe do conjunto de cohomologia provém de uma álgebra de loop.
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