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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Geralis

Nos ultimos anos, as mudancgas climaticas vém ganhando espaco nas midias e tém
trazido grandes preocupagoes tanto regionais quanto globais. Por exemplo, em 2014, o
Painel Intergovernamental sobre Mudangas Climéaticas (IPCC, em inglés) publicou mais
um relatorio a respeito dos avancgos da ciéncia referente as mudancas climaticas globais.
O cendrio mais otimista prevé um aumento da temperatura terrestre entre 0,3 °C e 1,7 °C
de 2010 até 2100 e, no pior cendrio, a superficie da Terra podera aquecer entre 2,6 °C e 4,8
°C ao longo deste século (IPCC, 2014). Além disso, existem outros modelos climéticos que
estimam um aumento na temperatura de 4°C a 6°C em partes do Brasil (principalmente
na Amazonia) até 2100 (Nobre, 2001).

A sociedade a nivel regional é sensivel a variagoes e mudancgas em eventos mete-
orologicos extremos, e espera-se que em cendarios futuros de clima, como consequéncia
de aquecimento global, a frequéncia e intensidade de eventos extremos podem ser altera-
das, com varios efeitos potenciais sobre individuos, ecossistemas naturais, populacoes e
comunidades (Lurgi et al., 2012, Marengo et al., 2007, Tood et al., 2011, Walther et al.,
2002). Como exemplo, nos anos de 2005 e 2010 aconteceram as maiores secas do século
na Amazonia. A falta prolongada de chuvas nas calhas dos rios Solimoes fez cair o nivel
da dgua e deixou varias cidades da regiao Amazonica praticamente isoladas. Para a po-
pulacao ribeirinha os reflexos foram a falta de agua potavel, surtos epidémicos de doengas
e dificuldade de acesso a outras cidades (Serrao et al., 2015).

Os estudos para detectar as mudancas climaticas podem ser realizados usando séries
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temporais histéricas de varidveis atmosféricas (como temperatura e precipitagao) de uma
estagao meteorologica ou de varias estagoes ajustadas em pontos nao observados por algum
modelo estatistico de predi¢ao ou interpolacao espacial (Brillinger e Finney, 2014, Cunha
et al., 2017, Davidson et al., 2016, Gelfand et al., 2010, Guttorp e Xu, 2011, Krahenmann
et al., 2011, Shaby e Reich, 2012, Reich e Shaby, 2013). Geralmente, a temperatura do ar
e a precipitacao sao consideradas indicadoras cldssicas de mudancas de clima (Blanchet
e Davison, 2011, Cooley e Sain , 2010, Lurgi et al., 2012, Padoan, 2011). Com base
nisto, neste trabalho uma classe de distribui¢oes multivariadas para dados possivelmente
correlacionados é construida através da marginalizagao da distribuicao Pareto tipo IV G-
exponencializada condicionada a uma mistura de distribuicoes estaveis positivas. Algumas
propriedades desta classe sao apresentadas e procedimentos para estimacgao e inferéncia
sao discutidos. Como um caso particular desta classe, o modelo espacial Log-Poly-Weibull
é proposto para modelagem e predicao espago-temporal de superficies de temperatura.
Algumas propriedades deste modelo sao apresentadas de maneira semelhante as do modelo
geral e outras sao acrescentadas, todas no contexto da aplicagao. Os parametros deste
modelo sao estimados através do algoritmo MCEM e os erros padroes dos mesmos sao
calculados via método Bootstrap paramétrico. O modelo proposto é aplicado aos dados
de temperatura média compensada observados no periodo de 1996 a 2015 nas estagoes
meteorolégicas do Estado do Amazonas-Brasil, e estudos simulados sao realizados para

avaliar a capacidade preditiva do modelo.

1.2 Justificativa e Relevancia

Modelos climaticos utilizados para as simulacoes de climas futuros numa regiao sao
dependentes de metodologias para predigao ou interpolagao espacial de valores climéaticos
como, por exemplo, valores de temperatura, precipitacao, velocidade do vento etc. Por
exemplo, em alguns modelos usuais, a interpolagao ¢ realizada usando o algoritmo Vebyk
(Value Estimation by Kriging). Para utilizacdo do Vebyk é recomendéavel termos um
nimero razoavel de estagdes meteoroldgicas uniformemente espagadas (Marengo et al.,
2007). No entanto, devido a grande extensao do Estado do Amazonas e a poucas estagoes
meteorolégicas, interpoladores como este produzem valores erroneos para a temperatura

e outras variaveis climaticas. A consequéncia é que as tendéncias de clima estimadas no
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Amazonas podem ser bastante distorcidas. Logo, a construcao de modelos estatisticos
mais robustos para a predi¢ao espacial ou espaco-temporal sao necesséarios e podem con-
tribuir para o aprimoramento nas previsoes climéticas nao somente no Amazonas, mas em
todo o Brasil. Além disso, os modelos podem ajudar na anélise de impactos de mudancas
climéticas e nas avaliagoes de vulnerabilidade e de risco frente a estas mudancas. Isto
pode auxiliar na definicao de politicas de planejamento ambiental, assim como na imple-
mentacao de politicas locais de avaliacao e definicao de zonas de risco a eventos extremos

de tempo e clima.

1.3 Objetivos

O objetivo geral desta dissertacao é propor um modelo multivariado para modela-
gem e predicao de dados de temperatura no espago-tempo.

Como objetivos especificos, temos:

1. Construir uma classe de distribui¢oes multivariadas;

2. Apresentar algumas propriedades desta classe;

3. Propor o modelo Log-Poly-Weibull Multivariado como caso particular desta classe;
4. Representar hierarquicamente o modelo proposto e discutir suas propriedades;

5. Desenvolver e implementar o algoritmo MCEM para a inferéncia e estimacao dos

parametros do modelo proposto;

6. Aplicar o modelo proposto em dados reais para predicao de temperatura no espaco-

tempo;

7. Realizar estudos simulados para verificar a capacidade preditiva do modelo proposto.

1.4 Organizacao

Em termos de estruturacao, esta dissertacao esta dividida em 6 capitulos.
No capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos que fundamentam esta disserta-

Gao.
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No Capitulo 3, construimos uma classe de distribui¢oes multivariada chamada Log-
Pareto-Exponencializada. Derivamos também algumas de suas propriedades e discutimos
métodos de estimacao de seus parametros.

No Capitulo 4, propomos o modelo Log-Poly-Weibull multivariado como um caso
particular da classe construida e apresentamos suas propriedades. Além disso, desenvol-
vemos o algoritmo MCEM para a inferéncia e estimacao dos parametros deste modelo.

No Capitulo 5, aplicamos o modelo proposto no problema de predicao espago-
temporal de valores de temperatura para o Estado do Amazonas e avaliamos a capacidade
preditiva do modelo por meio de dois estudos simulados.

No Capitulo 6, descrevemos as consideracoes finais e, com base neste trabalho,

sugerimos algumas ideias para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo serao apresentados os conceitos basicos necessarios para uma melhor
compreensao desta dissertacao. Primeiramente, apresentaremos a classe de distribuigoes
Pareto, em seguida a relacao da distribuicao Pareto tipo I com a exponencial e o conceito
de distribuigoes estaveis e condicionais G-exponencializadas e, por ultimo, o algoritmo

EM e MCEM.

2.1 A Classe de distribuicoes Pareto

A classe de distribuigoes Pareto, em homenagem ao engenheiro civil italiano, eco-
nomista e socidlogo Vilfredo Pareto, é constituida por distribuicoes de probabilidade leis
de poténcias e sao bastante usadas para modelar fenomenos observaveis nas areas de
economia, engenharias e ciéncias atuarias (Arnold, 1983).

A seguir apresentamos a distribuigao Pareto tipo IV e obtemos as seguintes distri-
buigoes como casos particulares: Pareto tipo I (ou apenas Pareto), Pareto tipo II e Pareto

tipo TII.

2.1.1 A Pareto Tipo IV

Definicao 2.1. Seja Y uma varidvel aleatoria. Dizemos que Y possui distribuicao Pareto
tipo IV com o vetor de parametros @ = (X, u,v,0), e representamos por' Y ~ P(IV)(8),

se Y possui a sequinte funcao distribuicao acumulada (Fig. (2.1) a direita)



1 —0

—A
Gy;0)=1— 1+<y—)7 LY > A (2.1)
1
em que, N € R e u,v,0 > 0. O\ € o parametro de locagao, i o parametro de escala, ~y
o parametro de desigualdade e o o parametro de forma (Aban et al., 2000, Arnold, 1983,

Forbes et al., 2011, Johnson et al., 1994).

A fungao densidade de probabilidade (Fig. (2.1) & esquerda) da varidvel aleatdria

Y ~ P(IV)(A, p,7,0) é dada por

0.8 1.0

a(y)
G(y)

0.2

00 01 02 03 04 05 06 07

Figura 2.1: Graficos da funcao densidade (& esquerda) e fungao distribuicao acumulada

(a direita) Pareto tipo IV com os parametros: A =0, u=1,y=1eo = 1.

2.1.2 Casos Particulares da Pareto Tipo IV

Alguns casos particulares da distribuicao P(IV)(A, i, 7, o) sdo:



L P(IV)(p,p,1,0) = P(I)(n,0)
2. P(IV)(A\ pu,1,0) = P(IT)(\ p,0)

3. PUIV)(\, iy, 1) = P(IIT)(\, 1, )

em que, P(I), P(II) e P(III) representam , respectivamente, as distribui¢oes Pareto tipo
I, tipo II e tipo III.

Definicao 2.2. Dizemos que a varidvel aleatoria Y possui distribuicao Pareto tipo I com
0s parametros e o, e denotamos por Y ~ P(I)(u,0), se Y possui a sequinte fun¢ao

distribuicao acumulada (Fig. (2.2) a direita)

Gy o) =1— (%) ia, y > p. (22)

em que j1 > 0 € o parametro de escala e o0 > 0 é chamado de indice da cauda ou parametro

de forma.

A fungao densidade de probabilidade (Fig. (2.2) a esquerda) é expressa por:

g

o
9(y;p,0) = g YTk
0, se y<up
O valor esperado deste modelo é
o
, se o>1
E(Y)=¢o—1 (2.3)

oo, se o<1

A variancia é dada por
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Figura 2.2: Graficos das fungoes densidades e fungoes distribuicoes acumuladas das dis-
tribuicoes Pareto tipo I com parametro de escala fixado 4 = 1 e parametros de forma

variando c = 1,0 =2e o0 =3

2.1.3 Relagao da Distribuicao Pareto tipo I Com a Distribuicao

Exponencial
O seguinte resultado mostra a relagao entre as distribuicoes Pareto e exponencial.

Proposicao 2.1.1. Sejam X e Y varidveis aleatorias. Se X € exponencialmente distri-
buida com parametro de taxa o, entao Y = pexp(X) possui distribui¢ao Pareto tipo I

com parametros p e o.

Demonstracao. Com efeito,

Gy(yip,o) = PY <y) =P(ue* <y)

)
~ e (__Ualog (%))
)



Assim, Gy (y;p,0) =1 — <g> e, portanto, segue o resultado. ]
L

Observagao 2.1. Onde usamos o sequinte resultado: Se X ~ exp(A\) entao Gx(x; ) =
1 —exp(—Ax), x> 0. Para mais detalhes sobre a distribui¢ao exponencial, veja (Maga-

lhaes, 2006).

2.2 Funcoes de Excedéncia e de Risco

Definicao 2.3. Seja Y uma varidvel aleatoria com fungdao de distribuicao G. Definimos
funcdo de excedéncia da varidvel Y, indicada por G, como sendo o complementar da sua
respectiva funcao distribuicao, isto €,

G(y;0) =1 - G(y; 0).

Defini¢ao 2.4. A fungao de risco de uma varidvel aleatéria Y com densidade g(y;0) e

fungdo de excedéncia G(y;0) é dada por

em que 0 ¢ o vetor de parametro.

Exemplo 2.2.1. A funcao de risco da distribuicdo da varidvel aleatoriaY ~ Pareto(IV')(0)

com 0 = (\, u,7y,0) € expressa por:

h(y; 0) = % (?) - (1 + (?) i) ) Ly > A (2.5)

2.3 Distribuicoes Estaveis

Distribuicoes estaveis é uma rica classe de distribuicoes de probabilidades que per-
mitem assimetria e caudas pesadas e tém muitas propriedades matematicas intrigantes.
A classe foi caracterizada por Paul Levy em seu estudo de soma de variaveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas (iid) na década de 1920, (Nolan, 2012).

As funcoes de densidades e distribuicao pertencentes a essa classe, com excecao de
trés tipos Normal, Cauchy e Lévy, nao possuem formas analiticamente trataveis. Entre-

tanto, sua funcao caracteristica ¢ bem conhecida.
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Definicao 2.5. Uma varidvel aleatoria E ~ estdvel com o wvetor de parametros 0 =

(av, B,7,0) se sua fungdao caracteristica for dada por:

exp { —7y*[ul® (1 + if tan(Z2) sign(u) (|yu[=* — 1) +idu) } , se a#1

¢p(u) =
exp { —y|u| (1 + iB8(2)sign(u) log(y|u]) + idu)} , se a=1
com sign(u) = % VueR, ae (0,2, be[-1,1],y>0edeR.

As interpretagoes dos parametros sao as seguintes: « é o parametro chamado de
indice de estabilidade ou expoente caracteristico, ele define o nivel da intensidade local, 3
é o parametro de assimetria (se § = 0 a distribuigao é totalmente simétrica em torno de
zero, se f = —1 é assimétrica negativa, se § = 1 é assimétrica positiva), J é o parametro
de locagao e v é o parametro de escala.

A seguinte definicao trata-se de um caso particular da distribuicao estavel e sera

bastante 1til.

Definicao 2.6. Seja E uma varidvel aleatoria estavel. Dizemos que E € a-estdvel positiva
(E > 0), quando o € (0,1], 8 =0, 0 =0 ey = 1. Neste caso, sua distribuicao fica

especificada pela sequinte transformada de Laplace:

E(e™F) =™ u>0. (2.6)

Os momentos da distribuicao estdvel nao existem, porém (Zolotarev, 1986) mostrou

que os momentos log-estaveis sao bem conhecidos. Usando estes resultados, temos que:

Eng):%;1—a) 2.7)

WM%EZ%(L_Q' (2.8)

em que, v* ~ 0.57721 é a constante de Euller.
Um resultado importante que nos auxiliara na geracao de varidveis aleatorias a-

estaveis positivas é dada no seguinte corolario:
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Corolario 2.1. Sejam V' e U waridveis aleatorias independentes em que V ~ exp(1) e
a(U)
%

(1-a)/«
U ~ U0, 7]. Entao para o € (0,1) tem-se que E = ( ) ~ «a-estdvel positiva.

Em que a fungdo a(.) é dada por:

a() = sin(ap) (-~ sin((1 — o))
h = sin(ep) sin(a)
Demonstracao. Ver (Kanter , 1975). O

Entao, valores de E podem ser gerados da seguinte forma:

1. Gere U ~U(0,7) e V ~ exp(1), independentes.

(1-a)/«
9. Obtenha E — (%U)) .

2.4 Distribuicoes Condicionais G-Exponencializadas

Outro conceito fundamental nesta dissertacao, é o de distribuigoes condicionais
G-exponencializadas caracterizadas pelas suas respectivas funcoes de distribuicoes acu-
muladas G (ou por suas fungdes de excedéncias G) de uma varidvel aleatéria elevada a
um expoente E. Embora este tipo de distribuicao, com E fixo, tenha sido apresentada
a mais de meio século (Lehmann, 1953), nés o formulamos com objetivo de introduzir a

dependéncia em distribui¢oes multivariadas.

Definicao 2.7. Sejam Y e E > 0 duas varidveis aleatorias. Dizemos que condicional a

E| Y possui distribuicao G-Ezxponencializada, se a distribuicao de'Y for dada por:

F(y;6|E) = P(Y < y|E) = [G(y:0)]" (2.9)

ou, se sua funcao de excedéncia € da forma

F(y;0|E)=P(Y >ylE) = [1-G(y;0)])"
= [G(y;0))" (2.10)

em que G e G sio chamadas, respectivamente, de funcdo de distribuicdo e funcdo de

excedéncia de base dependendo do vetor de parametros 6.
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Uma aplicacao interessante da definigao acima é vista quando consideramos £ ~ a-

estavel positiva. Primeiramente, note que podemos expressar (2.9) da seguinte maneira:

F(y;0|E) = [G(y; 0)]" = exp(—Elog(1/G(y; 9))).

Aplicando esperanga em ambos os membros desta igualdade e em seguida (2.6),
com u = log(G(y; 0)™'), vem que a distribuigao marginal G-exponencializada de Y é dada

por

F(y;0,a) = P(Y <y) = exp {—[~log(G(y;8))]"} . (2.11)

Analogamente, usando a Equacao (2.10), obtemos

F(y;8,0) = P(Y > y) = exp { —[~1og(G(y; 0))]"} . (2.12)

Em alguns casos o parametro « é chamado parametro de forma. Em outros casos,
entretanto, ele apenas modifica (aumenta ou diminui) os parametros da fungao (distribui-
¢ao ou excedéncia) de base.

A seguir vamos apresentar alguns exemplos dessa observagao. As notagoes Y ~
G(y;0) ouY ~ G(y; 0) sera utilizada para especificar que G ou G é a distribuicdo de base

para a variavel Y.

Exemplo 2.1. Considere que E ~ a-estdvel positiva e Y ~ P(I)(p,1/0) entao Y|E ~
P(I)(u, EJo), isto €,

E
Fy:01F) = (%) T, g (2.13)
Logo, por (2.12), temos que
- logy — log 11\
F(y;&oz):exp{— (w) } y > p (2.14)
o

que representa a fungao de excedéncia Log-Poly-Weibull(log u, o, ) (Berger e Sun, 1993).
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Na Figura (2.3) apresentamos o grafico dessa fungao de excedéncia com p = 0.5,

o = 2 e variando os valores do parametro de forma «.

1.0

0.9
|

P(Y >y)
0.7 0.8

0.6

0.5

0.4

Figura 2.3: Grafico da funcao de excedéncia Log-Poly-Weibull

Exemplo 2.2. Dizemos que Y possui distribuicao Kumaraswamy se sua func¢ao de exce-

déncia € dada por:

G(y;0) = (1—¢")’, ye(0,1). (2.15)

em que \, 3 > 0 sao parametros de forma. Nota¢ao: Y ~ KW (A, B).
Agora, se E ~ a-estdvel positiva e Y ~ KW(A,B) entio Y|E ~ KW (A BE).

Portanto, por (2.12) a distribui¢ao marginal € dada por:

F(y;8, ) = exp { =%~ log(1 = yM))*}, y e (0,1). (2.16)

Nos dois exemplos acima, vemos que apds a marginalizacao, as distribui¢oes nao
pertencem a mesma familia. No entanto, existem casos em que as distribuicoes tanto con-
dicionais quanto incondicionais pertencem a mesma classe de distribuicoes. Os exemplos

a seguir ilustram esse fato.
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Exemplo 2.3. Se a distribuicao de base € Y ~ Gumbel(p, o) com p € R e o >0, isto €

G(y;e):exp{—exp [— (y;“ﬂ} yeR (2.17)

entao,

T B () S B R PR

isto €, Y|E ~ Gumbel(p + olog E, o). Logo, aplicando (2.11), vem que

F(y; 8) = exp {—exp {— (yaza“ﬂ } , yeR

em que 8 = (u,0/a).

Portanto, apos a marginalizacao Y pertence a mesma familia Gumbel. Neste caso
a nao representa um parametro de forma. Deste modo, dizemos que a distribuicdo estdvel

positiva simplesmente aumentou o parametro de escala de o para o/c.

Exemplo 2.4. Se E ~ a-estavel positiva e Y ~ Weibull(k,n), isto € possui fun¢do de

excedéncia

G(y; k,m) = exp {— (%)n} , y>0. (2.18)

Entao, Y|E ~ Weibull(k/E",n) e aplicando (2.12), temos

F(y;@):exp{— (%)na}, y>0 (2.19)

em que 6 = (K, na).
Portanto, apds a marginaliza¢ao Y ~ Weibull(k,na). Neste caso, dizemos que o

parametro o diminuiu o parametro de forma n para no.

2.5 O Algoritmo EM e MCEM

O algoritmo EM, proposto por (Dempster et al., 1977), é um método computaci-

onal iterativo para encontrar o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) quando a
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funcao de verossimilhanca nao é analiticamente tratavel, e é principalmente utilizado em
problemas envolvendo dados incompletos ou nao observéveis (efeitos aleatérios, variaveis
latentes ou dados faltantes)(Casella e Berger, 2010).

Considere y o vetor dos dados observados e y* o vetor dos dados faltantes ou

latentes tais que admitem a seguinte representacao hierdrquica:

yly* ~ f(y;0ly*)
y* o~ fly"6)

O vetor y, = (y, y*) é chamado de dados completos ou aumentados e possui fungao
densidade de probabilidade f(y,;0) = f(y;0y*)f(y*;0), 0 € © CR? d € N.

Sejam (.(0;y.) e £(0;y), respectivamente, as fungoes log-verossimilhangas dos da-
dos completos e dos dados observados. Segundo (Zhu e Lee, 2001), na maioria das apli-
cagOes em estatistica, a fungao log-verossimilhanga dos dados completos geralmente tem
forma mais simples que a log-verossimilhanca dos dados observados.

Defina /O\(k) como a estimativa da k-ésima iteracao e f(y*|y,§(k)) a distribuicao

~u. Cada iteracao do

condicional de Y* dado os dados observados com esperanca EY*|Y 5

algoritmo EM envolve dois passos, um passo E (esperanca) e um passo M (maximizagao),

definidos da seguinte maneira:

1. Passo E: Na (k+1)-ésima interagdo compute a quantidade:

~ ~(k)

;yc))

=~ (k)

2. Passo M: Encontre g(kﬂ) = Argmax, (56(0 ;yc))

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergéncia. Podemos adotar

~(k+1 ~(k ~(k+1
como critério de parada \6(0( i );y) — 5(0( );y)] < € ou HB( "

) (k) ,

—0 || <eemqueeé
um valor, maior do que zero, especificado para o erro de aproximacao e ||a|| é a norma do
vetor a.

~(k
Em muitas aplicacoes, a esperanca condicional EY*|Y 5 (&;(0( :

;yc)> do passo E
nao pode ser calculada analiticamente. Quando este problema ocorre, geralmente, usamos
o método de Monte Carlo para solucioné-lo e, assim, o algoritmo EM passa a ser chamado

MCEM (Levine e Casella, 2001, Wei e Tanner, 1990).



Capitulo 3

A Classe Multivariada Proposta

Neste capitulo construiremos uma classe de distribui¢oes multivariadas para da-
dos possivelmente correlacionados chamada Log-Pareto-Exponencializada e representada
por Log-Pareto-Exp(a, 8). Algumas propriedades serao desenvolvidas e métodos para a

estimacao dos parametros serao discutidos.

3.1 Construcao da Classe

Considere A e B conjuntos de indices discretos finitos. Sejam {d,,:a € A e b€
B} constantes nao-negativas tais que Y, pdap = 1 e, {£ : b € B} um conjunto de
varidveis independentes ay-estaveis positivas. Defina H, = ), 5 045 L, isto é, para cada
a € A, H, é uma mistura de distribuigoes ay-estaveis positivas. Assuma que {Y,|H, : a €
A} é um conjunto de varidveis condicionalmente independentes com distribui¢oes Pareto

(IV)(Xay fas Yas Ha/04), ou seja, possui fungao de excedéncia

F(ya;0|Ha) =exp{ —H,log

1/0a
= )\a 1/’711
14 (y ) ] D e A (30)

lha

Seja H um vetor cujas coordenadas sao marginais formadas por misturas de dis-

tribuigoes ap-estaveis. Entao,
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Fly;01H) = []F(ya;01H.)
acA
1/0a

= Hexp —H,log
acA

. — Aa 1/7(1
14 <y )
Ha
Desta forma, aplicando esperanca em ambos os lados da igualdade acima, temos

que marginalmente ao vetor H

F(y;0,0) = E(F(y;0H))

= E Hexp —Ebz5a7blog

beB acA

1/0a
a )\a 1/%1
1+ <y )
Ha

Como FEy, b € B, sao variaveis aleatorias independentes ay-estaveis positivas, apli-

cando (2.6), obtemos o seguinte resultado:

F(y;0,a) = Hexp {— [Z(da,b/aa)log (1 + (ya; )\a) M)] } s Yo > A (3.2)

beB acA @
O modelo multivariado obtido é chamado de Modelo Log-Pareto-Exponencializado
e denotado por Y ~Log-Pareto-Exp(8, ). Dizemos também que este modelo forma uma

classe multivariada, pois a distribuicao Pareto tipo IV possui como caso particulares as

distribuigoes P(I11), P(I11) e P(I) (veja a Subsecao (2.1.2)).

3.2 Propriedades

Nesta se¢ao apresentamos algumas propriedades do modelo multivariado Log-Pareto-

Exp(0, o).

3.2.1 Funcao Densidade Conjunta

Para o cédlculo da fungao densidade conjunta, definimos as seguintes variaveis:

Vap = (60p/04) log (1 + (y“ ;A)> (3.3)




ap
= (Z Va,b) '
acA
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(3.4)

Entao, a funcao de excedéncia conjunta (3.2) fica expressada da seguinte maneira:

F(y;0,a) = exp (— Zzb> .z > 0.

beB

(3.5)

De acordo com (Li, 1997), a fungdo densidade de probabilidade multivariada de

um vetor aleatério Y = (Y7, Y5, ...,Y,) pode ser encontrada a partir do conhecimento da

funcao de excedéncia pela seguinte formula:

(-0 F(y,0, )

y oo Yns 07 &) =
o Y ) 0y10ys...0yy,

Usando este resultado, temos a seguinte

Proposicao 3.2.1. A funcdao densidade conjunta de (3.5) é expressa por:

f(yveaa) :F(y707a)¢1,2 ,,,,, A(y;07a>7

em que A € a cardinalidade do conjunto A,

0
D12,...4(Y,0, ) = pa(y,0,0) .01, (a-1)(y,0, ) — @%,g ..... (a-1(y,0, )

67
Ga(y:0;00) = h(y,:0).¥(y;0,a) para a=1,2,3, .. A
com
U(y; 0, ) Z&ababzb b
beB
67
1 _ -1
(ya — A ) 1 (1+ (yw)wz)
Ha Ha
h<ya3 0) =
O-alflaf)/a

¢ a fungao de risco associada a distribuicao P(IV)(Aa, tay Ya, 1/04)-

(3.7)

(3.8)
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Demonstracdo. Vamos usar o principio da inducao finita sobre A > 2. Com efeito, para

A =2, temos que por (3.6)

Flyn,12: 0, ) = (_1)2(9(2)F(y1,y2;0,a) 0 (af(yl,yz;g,a))

0y1, 0y B 0y oy

Note que,

OF(y;0.a)

2 —F(y;0,0).04(y;0; ) para a=1,23, .., A (3.9)

Assim,

fy,12;0, ) = F (Y1, y2; 0, ). 1 (y1, 423 0, 04))

— — 0

F y17y2a9 a):| ¢1(y1>y276 Of) F(ylayQ;Oaa)' [@gbl(yl?y%eaa)]
2
0

= F(y1,y2,0, ) {6252(?/1,92;9704)-¢1(y1,y2;9,04) — a—y2¢1(y1>yz;9,a)] :

Logo,

f(yla Yo2; 07 a) = F(yla Yo 07 a)'¢1,2(y17 Y2; 07 a)

e, portanto, o resultado é valido.

Suponha que o resultado é vélido para A = k com k € N, isto é,

(_]‘>ka(k)ﬁ(y17 Y2, ooy Yk 07 a)
3y18y2...8yk
= F(yla Y2, o5 Yk 07 a)'¢1,2 ..... k(yla Y2.. Yk, 07 OC)

T, vo, oy 0, ) =

Devemos provar que vale para A = k+ 1, k € N. De fato, por diferenciacao

recursiva temos que

_a (_1)ka(k)F(y17 Y2, ooy Y41, 07 a))
JY2s e 0, ) =
f(yl v Yhit ) OYkt1 < 0Y10Yys...0yy,
-0

== a (F(y17y27"'7yk+1;07a)'¢1,2 ..... k<y17y27“'7yk+1;07a))
Y41
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de modo que

f(yl; Y2, -y Yk+1; 07 a) = F(yb Y2, ooy Yk+1; 07 a>¢1,2,...,k+1(y17 Y2, s Yk+1, 07 a)

Portanto, segue o resultado para todo A € N. O

Essa férmula recursiva da densidade é conveniente para programagao computacio-

nal.

3.2.2 Distribuigcoes do Minimo e Marginal

Considere Y ~Log-Pareto-Exp(a, 0). As distribuigoes do minimo e marginais
sobre qualquer subconjunto A, C A, tal que Ay # 0, pertencem a mesma classe Log-

Pareto-Exponencializado.

Demonstrag¢ao. Com efeito, observe que

F(y;0,a) =E (P (minYa > y|7-[))
a€Ag
Como, {Y,|H, : a € Ay} sdo varidveis condicionalmente independentes com distri-

buigdes Pareto (IV')( g, fha, Yas Ha/04), entao por (3.1)

(2

Substituindo-se H, = Z dapEp € em seguida aplicando (2.6), temos

F(y; 0, ( H exp { % log

a€Ag

(3.10)

beB
_ g\ )
F(y;0,a) = [ [ exp {— [Z(5a,b/0a)log (1 + (y ) )] } ;Y > A
beB acAp Ha

e pertence a mesma familia Log-Pareto-Exponencializado.

Em particular, se Ag possui apenas um ponto entao a distribuicao marginal de Y,

1 Qap
[ )\a a
Fy,(ya; 0, ) Hexp (0up/0a)log | 1+ <y ) . Yo > A
beB Ha

e, também pertence a mesma familia. O
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3.2.3 Funcao Densidade Por Grupos

Considere que a familia de subconjuntos {4,; b € B} é uma partigao de A e que para
cada b € B temos observagoes da forma y, = (y1, ¥a, ..., ya,) em A,. Obtemos diretamente
de (3.5) que a fungao distribui¢ao marginal do vetor aleatério Y, ~Log-Pareto-Exp(6, ay)

¢ dada por

F(yy 0, a0) =exp{-Z}, 7% >0 (3.11)

ap
em que Z, = (Z z/mb) e U, € dado em (3.3).

a€Ay
Proposicao 3.1. A fun¢ao densidade do vetor aleatorio Yy ~ Log-Pareto-Ezp(0,ay),

b e B é expressa por

Ap

F (Y 0, ) = 03 (H Oap (Y 9)) exp(—2)Z, " Qa,(F0, ) (3.12)

a€ Ay

em que @y € o subvetor de parametros, Ay € a cardinalidade do conjunto Ay, h(.) € dada

como em (3.8) e Q1(Zp, ) =1 com

0

+5b) Qa,-1(Zp, ) — Eba_szAb—l(EbaOéb)a Ap >2.(3.13)

Ab—l—Oéb
ayp

Qa,(Zp, ) = <

FEsta fun¢ao densidade conjunta por grupos (3.12) € encontrada de forma similar

a (Shi, 1995), em que Qa,(Zp, ) € um polinomio de ordem (Ap, — 1) em Z.

A demonstragao desse resultado é consequéncia da Proposigao (3.2.1) e se encontra

no Apéndice A.

3.2.4 Geracgao de Vetores Aleatérios Por Grupos

Para todas as observagoes y, = (1, Y2, ..., Ya,) pertencentes a A,, introduzimos a

seguinte transformacao

(wl,wg,...,wAb_l,Zb):<Z b 2 ,(Zya,b)ab> (3.14)

) )
ac Ay Va,b ZaEAb Va,b ZaeAb Va,b acA,
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1
[e%

Obviamente que wy + wy + ... + wa, =1 € Vg = Wz, " . Assim,

W X Z”‘%’ se a=j
aya,b . aymb 81/,”, ov b b =]
= X = a,
(‘3wj 81/(171, awa )
0, se a#j

L
e, COMO Vgyp = 2" — E Vjp, temos que:
j#a

0Ya OYa v, OYa 1 _+-1
Yab y,bx Vap y,bx

62;, 8Va7b 821) 8Va7b (673
daf, o médulo do jacobiano da transformacao (yip, Y2, .-, Ya,6) —> (W1, ..., wa,_,,Z) €

dado por,

1J| = % N (3.15)

Observe que

Logo,

Ap—1
a, .

f(’LUl, ...,wAbfl,Eb) = F(Ab) X QAb<Eb7ab) F(Ab) e %, (316)

Portanto, W, é independente de Z,. Além disso, temos que W, ~ Dirichlet(1, ..., 1)

simétrica (Bela et al., 2010) e Z, é uma mistura de distribuicdes Gama. Isto 6,

- 1 0 =
f(Zb) = Z QAb,amZb le b Zp >0

a€Ay
em que, 0s pesos ¢, sao decididos por Qa,(Zs, ). De (3.13), (Shi, 1995) obtém as

seguintes relacoes de recorréncia:

_ F(Ab — Oéb)
141 = DAL — )’
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_ ap(a —1)qa,—1,a-1 + (Ap — 1 — acy)qa,—1,4
QAb,a (Ab o 1)

_ A1
4A,,A, = O

Por exemplo, se A, = 2, teremos

Zy~ (1 —ap)L(1,1) + apI(2,1) e Wiy ~ Beta(l,1). (3.17)

Observe que nao é uma tarefa facil gerar valores do vetor Y, diretamente do modelo
dado em (3.11). Todavia, a partir de (3.3) e da transformagao (3.14) obtemos que
1

L “a

_ab
TaWapZy” logpa | =1 + )Xoy Vae A (3.18)

Ya,p = Ha |E€XP S )

Entdo, geramos valores das distribuicdes de W, e Z, e obtemos, y, através do

método da transformacao inversa dado em (3.18).

3.2.5 Inferéncia Por Grupos

Para realizar o ajuste do modelo, uma abordagem pode ser o método da méaxima
verossimilhanca por grupos. Neste caso, a funcao log-verossimilhanca do modelo Log-

Pareto-Exponencializado por grupo é dada por

A
00, ap;y,) = Aplogay, + Y 10g[0ash(Yas; 0)] — % + (1 - a_:) log Zy + log Q , (Z, ).

acAy

ot ot ot ot ol

’
As componentes para o vetor escore U = (— _—, — ) sao

or O |CLo 1 /1 b — A\ ! A
-G GO L (L) (e =d) (1) i)
HaVa Ha \ Va Ha Qp

ONa  TaValla
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o e {_wca(e) (ya,b—Aa)_% (1_1)}

Ha Oaﬂg'}’g Ha

Ci(0 b — \a _ _ A _
+ 1( ) (Z/ b ) Dl(zb,ab) (Zb — (1 — —b) — Slzb)
OallaYa Ha ap

ot _ C1(09) + Vo D1(Zs, o) (zb N (1 B é) B Sﬁb>

ao_a Ggfya/ia 5a,b0-a

= - 5 10g e 1— | =
Ma 0aVq HaTVa Ha, Ha
C 9 ]. 1 a - )\a _ a - )\a — A p—
Oa7e Ha HaVa Ha Ha Qy

ov R
s _ g
6ab ozb+ 2
em que,
M)\ Ao\ 7 5
ab — Aa |\ ab — Aa |\ _ a,b®¥
01<0>=<1+(L) ) (yb—) Di(Z, 00) = =
Ha Ha =

Zp

dlog Qa,(Zs, )
0z,

dlog Qa,(Zs, )

Sl - Sl(zbaab) = aab

Sy = S5(Zp, ap) =

R = Ay +logz, — Zylog z, + S1Zp log Z,

Notamos que a funcao log-verossimilhanca é analiticamente intratavel de modo que
a obtencao dos estimadores dos parametros do modelo deve ser realizada por algum algo-
ritmo de otimizacao numérica do tipo Newton-Raphson. E possivel notar também que a
matriz de informacao de Fisher nao pode ser facilmente obtida dificultando a inferéncia
do mesmo. Mas, como sabemos gerar amostras a partir da Equagao (3.18), apds a esti-
macao dos parametros, podemos obter reamostras e neste caso a inferéncia pelo método

Bootstrap paramétrico torna-se mais viavel.



Capitulo 4

O Modelo Log-Poly-Weibull
Multivariado Para Predicao

Espaco-Temporal de Temperatura

Neste capitulo proporemos o modelo Log-Poly-Weibull multivariado para a mode-
lagem e predicao espago-temporal de valores de temperatura. Esse modelo surge como
um caso particular do modelo Log-Pareto-Exp(6, a) multivariado dado em (3.2), quando
utilizamos como base a fungao de excedéncia Pareto tipo I (cldssica). A estrutura e propri-
edades do modelo descrito no capitulo anterior serao retomadas e aplicadas neste contexto

especifico de modelagem de dados espago-temporais.

4.1 O Modelo Log-Poly-Weibull Multivariado

Considere uma regiao espacialmente continua D C R? na qual somente para um
conjunto A =& C D de posigoes fixas s1, 89, ...,8;, e tempos t = 1,2, ..., T sao conhecidas
as medidas de interesse de um processo estocdstico Y = (Y, ..., Y.).

O objetivo da nossa modelagem é ser capaz de fornecer a qualquer localizagao
so € Det>1, em que nao se conhece o valor da medida de interesse, a estimativa }Aft(so)

a partir do processo observado Y.
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4.1.1 Construcao do Modelo

Sejam sq,s,, ..., s, as localizagoes espaciais de L estagoes meteoroldgicas, em que
para cada tempo ¢ é observado o processo estocastico espacial Y(s) = (Yi(s1), ..., Yi(s))
A variavel Yi(sy) = Y;, representa uma medida de temperatura na (-ésima estagdo no
tempo t (semana, més ou ano). Considere B = U = {uj,uy,...,uy} C D, um con-
junto com M localizacoes espaciais arbitrarias préoximas as localizacoes sq, s5..., 5. Sejam
{6(sp,up) =0py -m=1,2,.... M e (=12, .., L} constantes representando uma me-
dida de distancia entre o par de localizagdes (s, u,,). A regiao D é particionada em M
sub-regides/grupos com centros em u,,. Quanto mais préximo a localizagao s, estiver do
ponto u,, maior sera dy,,. Em cada u,,, m = 1,2,..., M atribuimos varidveis aleatérias

latentes E(u,,) independentes, isto é

E(u,,) ~ a,,-estavel Positiva.

O processo espacial {F(u,,) : m =1,2,..., M} é um campo aleatério latente cons-
truido por variaveis independentes «,,-estavel positivas e é incorporado ao modelo para
capturar a dependéncia espacial entre os componentes do processo observado Y ,(s). Para
acomodar essa dependéncia espacial, definimos k(log(||s; — un||); 7mm) como sendo o valor

de uma funcao nucleo gaussiana centrada em u,, e avaliada em s:

1 log(||se — u,||))?
k(log(| s — wnll); 7n) = 5—— exp (_( g(||se 1)) ) -

272

A notacgao ||sy — u,,|| representa a distancia euclidiana da ¢-ésima estacao para o
ponto u,,. Os parametros 7,,,, m = 1,2, ..., M, sao chamados de parametros de suavizagao
da funcao nicleo. Quanto maiores os valores de 7,, mais suave é o processo final observado
(Cunha et al., 2017). Os pesos 0y, sao definidos em funcao de k(log(||s; — un||); 7)), tal
que 0 < 6 <1le 2%21 d¢.m = 1, similar ao descrito em (Banerjee et al., 2004).

Para cada m fixo definimos Ht(m)(Sg) = 0pmE(uy,) /oy, op > 0. Neste caso, dizemos
que E(u,,) é um efeito espacialmente compartilhado por todas as esta¢oes meteoroldgicas
préximas do ponto u,, e Ht(m)(sﬁ) ¢ a contribuicao desse efeito para a medida na (-ésima
estagao proxima de u,, ajustado por um fator de larga escala temporal o;.

Para exemplificar nossa modelagem, na Figura (4.1) apresentamos uma regiao

D = [0,100] x [0,100] composta de 40 localizacoes arbitrarias (sy, S, ...,S40) €m que sdao
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observadas as medidas de interesse ;. O conjunto U = {u;, uy, us, uy} representa 4

localizagoes arbitrarias em que sao alocados os processos latentes E(u,,), m = 1,2, 3, 4.

o o :
= 21 :
+ + :
+ " + : 2 X
* + o x
8 1 + o + o, 8 - + 5 x
Us + 4la usz Pox M4 *
+ " i
+ o+ + - ix .
8 1 + * 1 + *
@ @ H
- + o + :
= + = — penesessssssssassseasssnsaanas e
= + + = o N
[+] H
== . + - = . o i a
<+ =< -
+* + = o a o
+ o :
+ : a
un u + U : u &
o | o
~ + ] o
- + o a
- a
+ * + * o ° e e &
o o
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
longitude longitude

(a)

(b)

Figura 4.1: Exemplo de representacao espacial do processo de modelagem. Fonte (Cunha

et al., 2017).

Seja L, € {1,2,..,L} a quantidade de estagbes meteorologicas mais proximas

de u,, do que de qualquer outro u,, € U, m # m’/, com observacoes ygm). Assu-
mindo que dado o valor do efeito aleatério {F(u,,) : u, € U}, Yt(m)(sz)|Ht(m)(Sg) ~
P(I) <,u(s@), Hm™ (Sg)) e sao condicionalmente independentes para todo £ = 1,2, ..., L,,,

m=1,2,...Met=1,2,....T. Entao,

7 (4.1)

H™ (s¢)
m m He m
(yt(,f);ot,£|H15( )(Sz)> = (W) ; yt(,e) > [

t0
em que 0,0 = (fu, o).

No modelo condicional acima, p(s;) = 1y > 0 é o parametro que representa o menor
valor para a temperatura no ponto sy e que pode ser ajustado por covariaveis ambientais.

Para cada t fixo, a distribuicao condicional conjunta é dada por

~
3

F(?Jt; HtlHt) =

=

F (yt(,??)Eet,dHfm)(SeD

log 4™ — 1o
exp d —Ba, (1B —logm ) |
10=1 T1/0t,m

3
I
1L
&
EN

I
—=

m
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Deste modo, aplicando esperanca em ambos os lados, temos que

< (log yyy) — log
oo = [Jow {-p 3 (242
=1 m

Como FE(u,,) sdo varidveis independentes «,,,-estéveis, resulta de (2.6) que o modelo

marginal do processo observado é expresso por:

M L, (m) Qm
= logy,,” — log m
Flusooo) - { -3 (3 (205 W 42

m=1 \ /=1

que representa o modelo Log-Poly-Weibull multivariado no sentido (Berger e Sun, 1993).

4.1.2 Propriedades

Nesta se¢ao, apresentamos propriedades para o modelo Log-Poly-Weibull multiva-
riado semelhantes as desenvolvidas na Segao (3.2) e acrescentamos outras, todas baseadas

no contexto da aplicacao.

1. Dependéncia Espacial: Suponha que Yt%n) e Yt(;n) compartilhem do mesmo efeito
aleatério E(u,,). Entao, pela independéncia condicional e representagao do modelo
dado pela Equagao (4.15) segue que IE((COU(IogYM NH™ (sy), loth NH™(s;))) =
0. De modo que,

Cov(log V", log ;") = Cov(E(logY, " |H™(s)), E(log Y, |H™ (5)))

= Cov o1 o1
N SemE () 0jmE(uy,)

2
B o; 1
R (E(um>>

2
_ —log E(um)
=3 m(;] - Var ( )

™ N oFem 1 m0m)
6 Oé%n 5€,m5j,m

em que ¢ usada a aproximacao de segunda ordem para Var (e‘ log & (“m)) e o resultado

Q

dado em (2.6). Observe que, quando o, — 1 temos que Cov(log Y, logY; ;) — 0,
entao «,, pode ser interpretado como uma medida de dependéncia espacial na escala
logaritmica. Nota-se também que como 0 < 0gm X 9;,, < 1, quanto mais préximo

estiverem sy e s; de u,, maior serd a covariancia.
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2. Distribuicao do Minimo: Seja Sy C S nao-vazio. Considere m e t fixos e defina

Y, ™ (s9) = min Y;(s,).

SZES()

Observe que,

SgESo

Py (i Buavan) = B (P (i i(s) > o Oual 50 ) )

Agora, como {Y;(sg)|H(s¢) : Vs, € Sy} sao variaveis condicionalmente independen-

tes com distribuigao (4.1), vem que

Fyt(,gn)(yt,O;et,Oaam) = E H P<Yt,e>yt,0;9t,0|Ht(m)(Sz)>>

SpESo

m Yt,
= E H exp{—Ht( )(Sg) log (ﬁ)})
SpESy
log Y10 — log i
= E[exp< —FE(uy,) ( ’
{ S[GZSO Jt/éf,m

e, por (2.6), obtemos que a distribui¢ao do minimo é dada por:

= . log yro — log i\ \
FYf,B") (Y1,05 01,0, Q) = €XP {— (Z ( o0 /oo . Yro > e (4.3)

SgESo

. Distribuicao Marginal: Se Sy ¢ unitdrio, entao a distribui¢cao marginal de Y;, é

dada por:

— (m log y(?) — log e o -
F(yg,g )7 015,37 O-/m) = exp {— ( l;_ /5€ ’ y,g,g) > L. (44)
t ,m

Logo, Yt(;n) ~ Log-Poly-Weibull(log tis, 04 /80.m, ).

E(upm)
t

Note que, por construcao Y| E(u,,) ~ P(I) (ug, TS

), assim o valor esperado

(aproximado) é
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-1
Ot _2" (1_a
E(Y;s) = E(E(Yii|E(un))) = (1 _ @_te (1 m>)

e, portanto, um preditor para a temperatura na /(-ésima estacao e tempo t pode ser

dado por:

5, -~ (-an)
Vo =g [1— e an . (4.5)
’ 5€,m
Para o célculo da variancia do preditor acima, usamos a seguinte Propriedade (Feller,

1966, Magalhaes, 2006):

Var(Y}") = Var(E(Y,}”|E(u,))) + E(Var (Y| B(w,))). (4.6)
Como
(m) . 1% 0 mE(um)
B, B(un)) = g (47)
(m) _ pio} E(a)d0m
v 60 = (o) (B 7))

Agora, usando (2.7) e (2.8) e, fazendo aproximagoes de primeira e segunda ordem,

temos que

. 2,2 2 2 —2, —4
VCLT(KEE )) ~ /ijll’[/*o-t O eXp( % ) (1 _ & exp(—,u*))

5!%m 5€,m
207 -
+ pio; (53,m exp(24t.) = 40100 exp(j1.) — == exp(—jr.) + 507 ) :
l,m

em que , /i, e 02 sdo, respectivamente, a esperanca e variancia das log-estaveis dados

em (2.7) e (2.8). Portanto, o erro padrao do preditor (4.5) é dado por:

—

EPY") =\ Var(v§"). (4.9)
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4. Densidade de Probabilidade por Grupos: Considere as L,, observacoes ygm)

que compartilham F(u,,) e possuem distribui¢do conjunta

L (m) Qm
F(y" logy,,” — log pu
rurtann - {-[£ (20722}

(=1

Entao, sua funcao densidade conjunta é dada por

L
£yl %et,am):a#(II gkm))e 2 QB ). (4.10)

=1 OtYsyp

logyﬁ,?)—loguz” "

em que, OEm) ¢ o subvetor de parametros, z;,, = [Zfzml ( 7
O¢/0¢,m

Ql(zt,maam) =1 € para Lm Z 2

L,—1—a, 0
Em7am =|—+Zitm m— Zm;OCm — Ztm m— Emaam-
QG ) = (F2 2 4 51 ) QG ) = T Qs G )
Demonstragao. E analoga a demonstracao do Apéndice A. O]

5. Geracao de valores da distribuigao conjunta por grupos: Considere ygm) =

(ye(s1), ye(s2), ..., y¢(sr,,)) com densidade (4.10). Introduzimos a seguinte transfor-

macao
(m) (m) (m) Lm
— Ut,l Ut,? 'Utszfl ( ) m
(W1, Wegs ooy We =15 Ztm) = ( L (M) L (M) L (M) (Z vie )"
=1Vt =1 Yt =1V =1
(m) log ?/57) — log . L
emquev,,’ = ’ paral =1,2,3, ..., Ly, e, obviamente, ),/ w;, =
’ O-t/(sf,m
1. Entao,

(m) _ (m)—am oy _ dyry  ouy) _ A
/Ut,e - wt,e zt,m € p) - (m) X P - (m) X Zt,m7 (411)

entdo, o jacobiano da transformacao (y:(s1), ye(S2), -, Y(SL,,)) — (W1, Weay ooy Wi L, —1, Ztm)

¢ dado por
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Lm _q
—om

Ztm
J= :

lm

L | O
Gm | Lle=1 |7 ()
OtYy; g

X

Segue que,
olbm—1 ~
Jwea, oo wen, 1 Zem) = (L) X %QL,” (Ztm, e 20m . (4.12)

Assim, ng) e Zym sdo independentes, e temos que ng) ~ Dirichlet(1,1,...,1) si-
métrica, (Bela et al., 2010), e Zt,m ¢ uma mistura de distribuicoes Gamma com pesos

determinados por Qr,, (Ztm, @m), (Shi, 1995). Por exemplo, se L,, = 2, teremos

Zim ~ (1 — o) Gamma(1,1) + oy, Gamma(2,1) e W;; ~ Beta(1,1). (4.13)

_1
Agora, da transformacao vt(zl) = wt(j?)zt‘f;j;, obtemos que
5 (M5
(m) Ll <t ~
Yy = €xXp 5 +logue |, £=1,2,....L, (4.14)
lm

Entao, apds a estimacao dos parametros, geramos valores das distribuicao conjunta

wim e Zs.m € obtemos, y!™ através da transformacdo em (4.14).

4.1.3 Representacao Hierarquica

O modelo em (4.2) pode ser representado hierarquicamente da seguinte forma,

log(ye(s)) = n(s) + &(s) (4.15)

em que, 7(s) = log(u(s)) é a componente responsavel pela relagao entre as covaridveis e

a tendéncia para o menor valor da minima temperatura. Assim, assumimos a estrutura

n(s) = Bo + fix(s)
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em que [y é um coeficiente offset que também pode ser obtido por um ajuste ou interpo-
lagao de minimos quadrados, também chamado gradiente horizontal da temperatura, x(s)
¢ altitude da estagao meteoroldgica localizada em s e 3; é interpretado como o gradiente
vertical de temperatura, pois mede a variacao da temperatura de acordo com a altitude.

A quantidade & (s) é assumida ser o produto de duas componentes, tal que

log(&:(s)) = log(e;) + log(v(s,u))

aqui, € representa o efeito temporal de larga escala comum as estacoes meteoroldgicas e
assumido ¢ ~ exp(o; '), com Var(e;) = o2. Por fim, v(s,u) = 1/6,,,E(u) representa o
efeito espacialmente compartilhado que captura os efeitos locais proximos a u nao explica-
dos pelas covariaveis e efeitos temporais. Observa-se que condicional ao campo aleatério

{E(u) : u € U}, temos que

Y "(s) = u(s) exp <0-H<—m>(>> .

Entéao, pela relacao entre as distribui¢oes Pareto (I) e exponencial dado na Propo-

sicao (2.1.1), segue-se que (4.2) é a distribui¢do marginal do modelo proposto em (4.15).

4.2 Estimacao dos Parametros

Como os dados sao condicionalmente independentes no tempo, a partir da densi-
dade dada em (4.10) na Propriedade 4., obtemos que a fungao log-verossimilhanga para o

modelo proposto (4.15) é,

log[f(yt"™; 6, )]

]~
NE

1(0,0cy) =

w
Il
—
3
Il
i

I
[M] =
M=

Lom Lm
(Lm log oy, + Z 10g 0¢.m — L log oy — Z log yt(f;) — Z,m)

t=1 m=1 =1 =1
T M
_ Ly, _ _
+ Z Z (log Ztm — o log Zi m + log Qr,, (Zt.m, am)> ) (4.16)
t=1 m=1

A maximizacao de [(0, a;; y) por Newton-Raphson apresentou problemas numéri-
cos. Desta forma, propomos a maximizacao através algoritmo MCEM, em que o passo E

do algoritmo EM é substituido por uma aproximacao de Monte Carlo.
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4.2.1 Construcao do algoritmo MCEM

Considere y, = (y, E) o vetor de dados completos e ¢ = (0, ) seu respectivo

vetor de parametros. A funcao de verossimilhanca completa é dada por:

L(#y.) = f(y;0|E, a)p(E; )
M T Lm
m=1 t=1 ¢=1

1

(m)
Y e

(m
parametros i e oy €, h(yt 0 ,Ot 0 ) ¢ a fungao de risco associada.

ot
em que é(yt(j;);et,g) = (ﬂ> , yg?) > py € a funcao de excedéncia Pareto com

Seja By, € (0,1) uma variavel auxiliar tal que a distribui¢ao conjunta de (E,,, By,)

em que,

[ sin(mam, B) e sin{(1 — ay)7 By}
(Bm) _{ sin(7By,) } sin(mra, Bn)

Entao, marginalmente a B,,, E,, é a,-estavel (Stephenson, 2009).

Logo, a funcao log-verossimilhanca completa é

T Lm T Lm
le(diye) = Z(Zzlogégm— 0™ (0) + ) 0 log h ytéaetf))

m=1 \t=1 /(=1 t=1 (=1
M

+ Y (logp(Em; ) + T Ly log E,,)

= 4L(6;y, E) + b E)

em que v{™ (@ )——Zt 125 5zm10gG(ytg ;0t0).

A seguinte proposi¢ao tem o objetivo de calcular a distribui¢ao condicional E|y, 0,

que sera utilizada no Passo E do algoritmo MCEM.

Proposicao 4.1. A distribui¢ao condicional de E|y,0,a é dada por

M

p(Ely,0,a) = H

=1

(m) (@)Lt T L o=Emv™ ©) 0 (B, )
TLm + 1)Eg((,00<Em, Oém))
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em que G ~ Gamma(TL,, + 1,v™(0)) ¢

1

1 __am
0By ) = B / e(By)e B (4.18)
0

Demonstracao. Observe que

p(Ely,0,a) < f(y;0|E,a)p(E; )

M

m=1

M (U(m) (0))TLm+1
em que k € a constante de normalizacao. Afirmamos que k = H F(T Lo + DEg(po(E )
o G Lo\ Lim, Om

sendo que G ~ Gama(TL,, + 1,v™(0)).

Com efeito,

=
1,
I
=

/ 00( By ) ELLm e Eno ™ @) g( )
0

3
I

[(T Ly, + D)Eg(90( Em, )
(v(m)(@))TLm+1

I
=

m=1
e, portanto
A PEERCGID)
42 (T Ly + 1)Eg(¢o(Em, otm))’
como queriamos. O

Agora, considere ZC(¢; Y.) = Egyoallc(h;y,)), entdo a partir da proposicao

acima, temos

l(#5y,) = (1(8;y, E) + l(c; E) (4.19)

em que,

M [T Ln T Lm
Oy, Z(ZZlog&,m—v( ml—l—ZZlogh Yy ,OM)>

m=1 t=1 (=1 t=1 (=1
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M
1
ly(cv: E) :Z (log( — ) — (l—a )Em,2+Em,3_Em,4+TLm]Em,2>
m=1 m m

em que

]EEm|y,9,a(Em X 00(Em, tm))
EEm|y,9,a(§00(Em’ am))

]Em,l - EE|y,9,a(Em) -

EEm|y,0,a(log Em X SOO(Ema am))

m|y,0,a my m

EEm\y,O,a (Sol (Em> O‘m))
Eg,.1y.0.0(00(Em; i)

Ems = EE|y,o,a(10g(C(Bm>>) =

EEm‘y707a(El:17am X (p2(Em7 am))
EEm\y,97a<900(Em7 O‘m))

Em,4 = ]EE|y’97a(En_11_am ()02<Em7 Ozm>) =

Essas esperancas E,, 1, E,, 2, Ep, 3 € E,,, 4 nao possuem forma fechada e por isso serao
aproximadas através de simulagdo de Monte Carlo em que E,,|y, 0, « ~ Gamma(TL,, +

1,9 ()) (veja o Apéndice B) e

1

1 —_%m _
o1 (B, i) = Epp =5 / log(c(Byy)) X ¢(By)e EmEn"""" gp (4.20)
0

1

1 s
oo(Bms i) = BT / (B, BB g (4.21)
0

Desta forma, o algoritmo MCEM para maximizacao de (.(¢;y,.) é da seguinte

forma:

1. Passo E: Inicialize o processo iterativo com q,’)(o) = (9(0), a(O)) e na k-ésima iteracao,
obtenha v(™ (™), gere {(Bix, E*) : j. = 1,2,..., N}, em que E¥ ~ Gamma(T Ly, +
1,0 (0%)) e Bit ~ U(0,1). Compute E*  E*, E*

Jk
m. 1 B o, B 5, B 4 €, finalmente, apro-

xime, E,, 1, E;, 2, Ep, 3 € Ep, 4 por Monte Carlo,

Eiﬁ,)l:;ZE]mku Eony = ZE%{?% E ;,Z:Eis,:se EgLI%ZEiﬁA-

Jr=1 ]k 1 Jk=1 Jr=1
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2. Passo M: Considerando log iy = 8y + f1x¢ em que z, indica a altitude na ¢-ésima
estacao e By um valor offset, temos que o estimador de maxima verossimilhanca para
e é iy = exp(fBo + leg). Como y ¢ > f1g, obtemos que o estimador para [ que

maximiza (,(¢;y,) é,

o~ ) log Y0 — Bo
(t,0)

f£1 = min , £=1,2,....L e t:1,2,...,T}.
Ty

Apés algumas manipulagdes algébricas, obtemos diretamente, na (k + 1)-iteragao

que os estimadores de méaxima verossimilhanca para o; e «,, sao:

M
Lom 1
k:+1 —~ —~
— E E 5em logyte —logfi), a%t = m (4.22)

h

m=1 =1

Estes estimadores de maxima verossimilhanga obtidos para (8, ), ndo convergem
para distribui¢cao normal, pois o suporte da variavel Y;, depende do parametro jp,. Ou
seja, a distribuigdo proposta nao satisfaz as condigdes de regularidade (Casella e Berger,
2010). Neste caso, testes de hipGtese e intervalos de confianga para os parametros podem
ser obtidos via método Bootstrap paramétrico. Para isso, é suficiente reamostrar valores

do processo utilizando a transformagao apresentada na Equagao (4.14) da Propriedade 5.

4.3 O Processo de Predicao

Para realizar a predicao espaco-temporal, consideramos inicialmente os parametros
estimados na secao anterior (8, &) = (i, &, ).
Observa-se, pela Propriedade 3, Yt(;n) |E(u,,) ~ P(I) (,ug,

- (m)
a mesma distribuicao para qualquer Ytﬁ1

(Sg,mE(um)

0y

) . Admitindo

,em que sy € D, entao o seguinte algoritmo pode

ser utilizado para predicao de valores de temperatura no espago-tempo:
1. Param =1,2,..., M gere E(u,,) ~ ap-estavel positiva (coroldrio 2.1);

. m.i —~ (S mE u,,
2' Para Cada t= ]'727"‘7N € t - 1727"‘7T gere Y;‘fO’) ~ P(I) (MO? & A( ))7 ou

Ot
através da transformagao inversa dado em (4.14);

3. Estime o valor predito, }Z(E)n ). pela média aparata (trimmed mean, em inglés) (Leo-

nowicz et al., 2005) dos valores gerados Yt%n’i) em cada tempo t =1,2,...,7T.
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A utilizacao da média trimmed para predizer os valores de temperatura é neces-
saria, pois a distribuicao Pareto tipo I possui caudas pesadas no sentido que acomoda
valores extremos (a direita). Deste modo, o processo de geracao é afetado por outlines e,
consequentemente, a média aritmética é influenciada.

Outra forma que pode ser utilizada para fazer as predicoes espaco-temporais é
através do preditor valor esperado da distribuigado marginal dado na Equagao (4.5), sendo

este assumido valido para toda localizagao sy pertencente a regiao D. Isto é,

* -1

.7

~(m . -—= (1-am)

v = | 1- (;ie am . (4.23)
0,m

Na Secao (5.3) apresentamos estudos simulados que mostram que a predi¢ao espago-
temporal através do preditor valor esperado marginal mostrou-se mais eficiente do que a
predicao espago-temporal através da média trimmed (preditor Trimmed), no sentido de
apresentar menor erro quadratico médio de predicao quando temos poucas informagoes

vizinhas.



Capitulo 5

Aplicacao a Dados Reais

Neste capitulo aplicaremos o modelo Log-Poly-Weibull multivariado (4.2) no pro-
blema de predicao de temperatura para o Estado do Amazonas. Ao final do capitulo,

avaliaremos a capacidade preditiva do modelo por meio de dois estudos simulados.

5.1 Descricao dos Dados

Para a realizagao das andlises, foram obtidos os dados das estacoes meteoroldgi-
cas do Estado (Fig. (5.1)) disponiveis na Base de Dados Meteorolégicos para Ensino e
Pesquisa do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET, BDMEP).

Os dados referem-se a registros de temperatura média compensada' mensais obser-
vadas nos anos de 1996 a 2015 (7" = 20 anos) nas L = 14 estacoes do Estado distribuidas
em 13 municipios (o municipio Sdo Gabriel da Cachoeira possui duas estagoes: lauareté
e S.G. da Cachoeira) e monitoradas pelo INMET. A Tabela (5.1) mostra as coordenadas

geogréficas (longitude, latitude e altitude) de cada uma dessas estagoes.

!Nas estacoes meteoroldgicas sao feitas leituras das temperaturas de seis em seis horas, as 9h, 15h e
21h, por exemplo. Para um perfeito controle, dever-se-ia fazer uma quarta leitura, as 3h da madrugada,
0 que nao costuma ocorrer, por se tratar de horario de descanso do observador. Assim, a temperatura
média que se calcula nao é exatamente a média do dia, pois falta o valor das 3h. O que os meteorologistas
fazem entdo é calcular uma média das trés leituras, mais a méaxima e a minima. A média desses cinco

valores é chamada de temperatura média compensada (CPRM, 2017).
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Figura 5.1: Distribuicao espacial das estagoes meteorologicas do Estado do Amazonas

segundo o INMET.

Tabela 5.1: Coordenadas geografica das estagoes meteorolégicas do Estado do Amazonas-

INMET

Estacoes Meteoroldgicas Longitude Latitude Altitude

Barcelos -62.91 -0.96 40
Tauarete -69.2 0.61 120
S.G da Cachoeira -67 -0.11 90
Fonte Boa -66.16 -2.53 25.57
Tefé -64.7 -3.83 47
Benjamin Constant -70.03 -4.38 65
Eirunepé -69.86 -6.66 104
Labrea -64.83 -7.25 61
Coari -63.13 -4.08 46
Codajas -62.08 -3.83 48
Manicoré -61.3 -5.81 20
Manaus -59.95 -3.11 67
Itacoatiara -58.43 -3.13 40

Parintins -56.73 -2.63 29
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A partir desses dados, consideramos a temperatura média anual do periodo - julho,
agosto, setembro e outubro - que representam os meses mais quentes do Estado. A Figura
(5.2) mostra o comportamento desses dados para o perfodo considerado. Observe que a
menor temperatura foi 24.46°C registrada no ano de 1998 na estacao de S. G. da Cachoeira,

enquanto que a maior foi 30.23°C observada no ano de 2015 na estacao de Manaus.

& 4 — BARCELOS —— FONTE BOA —— MANICORE
—— BENJAMIN_CONST IAUARETE —— PARINTINS
—— COARI ITACOATIARA S.G.DA CACHOEIRA
—— CODAJAS —— LABREA —— TEFE
o —— EIRUNEPE MANAUS
S -
o
>
©
Q foe)
o4 _
g o
L
© _]
~

5 10 15 20

Anos

Figura 5.2: Séries de temperaturas compensadas médias anuais observadas nas 14 estagoes

meteorologicas do Estado do Amazonas no periodo de 1996 a 2015.

As estagoes meteorolégicas foram dispostas em M = 3 sub-regides/grupos com
centros, respectivamente, em u;, Us; e us em que alocamos as variaveis latentes a,,-
estaveis, m = 1,2, 3. Essa divisao foi feita de acordo com o regime pluviométrico para o
Estado (Quadro et al., 2014). A composigao desses grupos é mostrada na Figura (5.3).
Observe que Ly = 5, Ly = 3 e L3 = 6, representam a quantidade de estacoes préximas a
uy, Uy e ug, respectivamente.

Como a distancia entre as estagoes sao grandes, pois o Estado do Amazonas apre-

senta extensoes continentais, os pesos dg,, foram normalizados da seguinte maneira

k(log(|se — l]); 70n)
S Ek(log(]lse — Wwl]); i)

m=1,2,3.

Lm —
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Figura 5.3: Divisao das estagoes meteoroldgicas em 3 sub-regides com centros uj, u, e us.

Os pontos

com os mesmos simbolos pertencem a mesma sub-regiao/grupo.

Os parametros de suavizacao 7,,, m = 1,2, 3, foram estimados por:

-

m=1,2,3

1
> Me{[([se — un[]) — Me(llse — wnl[)[; Vse ~ wn}
0.6745 ’

em que Me indica a mediana (Bowman e Azzalini, 1997, Hogg, R. V., 1979).

5.2 Resultados do Modelo

Nesta secao, apresentamos os resultados referentes a aplicagao do modelo Log-Poly-

Weibull no problema espago-temporal de temperatura. Os parametros do modelo foram

estimados usando o algoritmo MCEM descrito na Subsecao (4.2.1) e seus respectivos erros

padroes foram obtidos através do método Bootstrap paramétrico da seguinte forma: 1)

Estimamos os parametros com os dados reais; 2) Com os parametros estimados, geramos

N = 1000 reamostras do modelo usando a Equacao (4.14) ou algoritmo descrito em (4.3);

3) Com estas N = 1000 reamostras estimamos novamente os parametros do modelo.

Entao, o erro padrao Bootstrap foi estimado pelo desvio padrao das N = 1000 estimativas
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geradas. Todos estes algoritmos foram implementados no software R (R, 2016).

A Tabela (5.2) mostra os valores estimados para o parametro ov.

Tabela 5.2: Estimativas do parametro a

Parametros Estimativas Erro Padrao

o 0.39 0.01185603
o 0.51 0.01347734
o3 0.41 0.01206314

Percebe-se que todas as estimativas @, indicam uma razodvel dependéncia entre
as observagoes pertencentes a mesma sub-regiao com centro em u,,. Essa dependéncia ¢é
esperada desde que estamos trabalhando com dados medidos em estagoes meteorolégicas.
Note que as observagoes pertencentes a sub-regiao centrada em u, sao menos espacial-
mente dependentes que as demais. Isto porque as estacoes pertencentes a essa sub-regiao
sao as mais distantes uma das outras.

No que diz respeito a predigao do menor valor da temperatura, pu(s), este foi
obtido através da fixacao do valor 5y = 3.30562, que representa o gradiente horizontal
de temperatura e foi calculado como sendo o menor valor dentre todos os ajustes de
minimos quadrados para as temperaturas observadas em relacao as altitudes x(s) de cada
estacao. O gradiente vertical de temperatura, f;, estimado pelo algoritmo MCEM foi

31 = —0.001338944 (com erro padrao = 0.000192), de modo que

i(s) = exp(3.30562 — 0.00134 x x(s))

em que cada x(s) representa a altitude da estagao localizada em s dada na Tabela (5.1).
A variacao em larga escala, o;, estimadas para cada tempo é descrita na Tabela
(5.3) com seus respectivos erros padroes. Percebe-se que durante os 20 anos avaliados foi

estimada uma variacao média de aproximadamente 0.075 °C em torno da temperatura.
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Parametros Estimativas Erro Padrao | Parametros Estimativas Erro Padrao
o1 0.05532001  0.0006090359 011 0.08486613  0.0009346822
lops 0.07899923  0.0008717993 012 0.07181195 0.0007928621
o3 0.07288298  0.0008039714 013 0.07415741  0.0008191996
04 0.04550858  0.0005064726 014 0.09324918  0.001029045
lop 0.04739926  0.0005237235 015 0.08276133 0.0009110714
o 0.07127485 0.0007851173 016 0.08085126  0.0008901698
o7 0.07713923  0.0008498745 o17 0.07924172  0.0008740455
o3 0.06958395  0.0007660154 018 0.06911851  0.0007625005
o9 0.06746180  0.0007428254 019 0.07873016  0.0008693515
010 0.07971330  0.0008784233 020 0.11495550  0.001270557

Com estes parametros estimados obtivemos as temperaturas preditas utilizando o

preditor valor esperado marginal dado na Equagao (4.23). Apds a realizacao das predigoes

em cada municipio, o pacote kriging do sofware R (Kriging, 2014) foi utilizado para a

suavizagao dos mapas.

As Figuras (5.4) e (5.5) mostram os resultados gerados pela aplicagdo do modelo

para os ultimos 18 anos (1998-2015). E possivel observar, principalmente na Figura (5.5),

um suave aumento na distribuicao espacial da temperatura no Estado do Amazonas. Esse

aumento ¢ mais evidente na regiao leste do Estado em que se encontra a capital Manaus.

Isto pode ser explicado pela grande urbanizacao dessas areas e, consequentemente, altos

indices de queimadas, poluicao e desmatamento.
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Figura 5.5: Mapas de predicao de temperatura de 2007 a 2015

Para termos uma ideia geral do aumento da temperatura no Estado, na Figura
(5.6) apresentamos o grafico que mostra as médias das temperaturas preditas para cada
ano. Observa-se que, anualmente, a temperatura aumentou, em média, cerca de 0.062 °C.
Ou seja, durante os 20 anos de estudo o aumento médio da temperatura foi de aproxima-
damente 1.25 °C. Entao, considerando as mesmas condicoes climaticas, o modelo estima
que a temperatura média podera subir até 5.27 °C ao final deste século. Este resultado
¢é bastante coerente ao se comparar com o valor estimado pelo IPCC, o qual aponta um
aumento médio na temperatura global de quase 5°C (IPCC, 2014). Além disso, existem
outros modelos climaticos que estimam um aumento na temperatura de 4°C a 6°C em

partes do Brasil (principalmente na Amazonia) (Nobre, 2001).
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Figura 5.6: Série das médias das temperaturas preditas para todo o Estado do Amazonas

no periodo de 1996 a 2015. A linha tracejada indica a média global.

5.3 Avaliacao da Capacidade Preditiva do Modelo

Nesta secao avaliamos a capacidade do modelo proposto (4.2) no problema de
predicao espacgo-temporal de temperatura no Estado do Amazonas. Para isto, fizemos
dois estudos simulados: um para o municipio de Manaus e outro para o municipio de
Eirunepé (veja a Figura (5.3)).

No primeiro estudo retiramos a localizacao da estacao de Manaus do conjunto &
(conjunto das localizacoes das estagoes meteoroldgicas) e repetimos os procedimentos de
geragao de valores (Secao (4.3)) e estimacao dos parametros com as informagoes das L =
13 estacoes meteoroldgicas restantes. Apds este procedimento, os valores de temperatura
para Manaus foram preditos de duas maneiras: pelo valor esperado marginal (Equagao
(4.23)) e pelo algoritmo de predi¢ao espago-temporal descrito na Secao (4.3) (preditor
Trimmed). Os valores verdadeiros e os preditos estdo descritos na Tabela (5.4) juntamente
com suas respectivas estimativas do erro quadratico de predicao. Observou-se que em

média os erros quadraticos de predigao foram préximos (0.28065 para o preditor Trimmed
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e 0.28986 para o preditor valor esperado marginal).

No segundo estudo simulado retirou-se as informacoes de dados da estacao de
Eirunepé e, novamente, os procedimentos de geracao e estimacao foram repetidos. Os
resultados sdo mostrados na Tabela (5.5) com seus respectivos erros quadraticos de pre-
digao. Neste caso, o preditor valor esperado marginal apresentou erro quadratico médio
(0.15657) substancialmente inferior em relagao preditor Trimmed (0.84102).

O fato é que quando realizamos a predicao de temperatura em Manaus, as in-
formagoes vizinhas (ou de dependéncia espacial) sdo obtidas através de cinco estagoes
meteoroldgicas e quando realizamos a predicao de temperatura em Eirunepé utilizamos
informagoes vizinhas de apenas duas estagdes (veja a Fig. (5.3)). Desta forma, como o
preditor valor esperado marginal mostrou-se razoavel nos dois estudos, nos parece racional
concluir que esse preditor seja mais eficaz para a realizagao da predicao espacial utilizando

este modelo proposto (veja as Figuras (5.7) e (5.8)).



49

Tabela 5.4: Estimativas da predigao em Manaus através dos preditores Trimmed (EN/t) e

Valor Esperado Marginal (Y;) e seus erros quadréticos (€2 ¢ ¢2).

Ano (t) Y; Y, Y, e? e
1996  27.48730 27.07562 27.35846 0.16948 0.01660
1997 29.29949 27.98597 28.44204 1.72533 0.73522
1998  27.18544 28.00584 28.46878 0.67306 1.64696
1999  26.73389 26.75642 26.97173 0.00051 0.05657
2000 26.97572 26.73668 26.94325 0.05714 0.00105
2001 27.99775 27.80456 28.18517 0.03732 0.03513
2002 28.21038 28.11881 28.53154 0.00839 0.10314
2003 27.83126 27.75904 28.14060 0.00522 0.09569
2004  27.48351 27.67309 28.07947 0.03594 0.35517
2005  28.35528 28.13642 28.65734 0.04790 0.09124
2006  28.35075 28.43257 29.02039 0.00669 0.44842
2007 27.51074 27.91493 28.35186 0.16337 0.70748
2008  27.58733 28.02481 28.43674 0.19139 0.72150
2009  29.15728 28.77329 29.44032 0.14745 0.08011
2010  28.49291 28.30466 28.84161 0.03544 0.12159
2011 29.00559 28.13926 28.58598 0.75053 0.17607
2012 28.71542 28.08188 28.56523 0.40137 0.02256
2013 28.37200 27.63697 28.02310 0.54027 0.12173
2014 28.72348 28.07423 28.55639 0.42153 0.02792
2015  30.23109 29.78982 30.71394 0.19472 0.23314
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Tabela 5.5: Estimativas da predicao em Eirunepé através dos preditores Trimmed (}N/t) e

Valor Esperado Marginal (Y;) e seus erros quadréticos (€2 ¢ ¢2).

Ano (t) Y, Y, }A/} 2 €2
1996  25.83609 26.4111  25.6457 0.33064 0.03625
1997 2597347 27.03833 26.39344 1.13393 0.17637
1998  26.15026 27.05504 26.41186 0.81863 0.06843
1999  25.49104 26.20204 25.36979 0.50552 0.0147
2000  25.28561 26.18002 25.35633 0.79997  0.005
2001 26.28599 26.88636 26.21663 0.36044 0.00481
2002 26.25664 27.08217 26.45207 0.6815 0.03819
2003  25.58015 26.85363 26.18832 1.62175 0.36987
2004  25.71305 26.82147 26.14625 1.22859 0.18766
2005 26.18381 27.11616 26.53745 0.86928 0.12506
2006  26.32000 27.33471 26.78395 1.02964 0.21525
2007  26.37381 26.98698 26.32754 0.37598 0.00214
2008  26.60681 27.02494 26.38743 0.17483 0.04813
2009  26.58366 27.56836 27.06409 0.96963 0.23081
2010  26.04962 27.22678 26.66488 1.38571 0.37854
2011 25.87698 27.09326 26.49219 1.47934 0.37848
2012 26.34092 27.09965 26.47373 0.57567 0.01764
2013 25.96498 26.80241 26.10399 0.70129 0.01932
2014 26.43469 27.05827 26.46706 0.38885 0.00105
2015 27.00142 28.18004 27.90343 1.38915 0.81362
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao construimos uma classe de distribui¢oes multivariadas para dados
possivelmente correlacionados (por grupos, objetos e/ou individuos) chamada Log-Pareto-
Exponencializada. A classe foi caracterizada por uma funcao de excedéncia Pareto tipo IV
e foi construida através de misturas de distribuigoes a-estaveis positivas. Apresentamos
algumas de suas propriedades como, por exemplo, a distribuicao do minimo e a geracao
de vetores aleatorios por grupos e, além disso, discutimos métodos para a estimacao e
inferéncia dos parametros. Como um caso particular desta classe, propomos o modelo Log-
Poly-Weibull multivariado para a modelagem e predigao espaco-temporal de temperatura.
As propriedades deste modelo foram apresentadas de maneira semelhante as do modelo
geral e outras foram acrescentadas, todas no contexto espaco-temporal. Os parametros
desse modelo foram estimados através do algoritmo MCEM e os erros padroes calculados
pelo método Bootstrap paramétrico.

O foco da nossa aplicacao foi a analise dos dados de temperatura observados nas
14 estagoes meteoroldgicas do Estado do Amazonas. O modelo mostrou que houve um
aumento médio na temperatura do Estado de aproximadamente 1.25 °C durante os periodo
estudado. Além disso, o modelo estimou que a temperatura média podera subir até 5.27°C
ao final do século, se as mesmas condigoes climaticas forem mantidas. Esta estimativa
estd de acordo com as feitas por (Nobre, 2001) e (IPCC, 2014).

Para avaliar a capacidade preditiva do modelo proposto, foram realizados dois
estudos simulados. Nestes estudos, foram comparados dois preditores para os valores
de temperatura: Trimmed e valor esperado marginal. No primeiro estudo percebemos

que os preditores Trimmed e valor esperado marginal obtiveram desempenhos similares
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quando comparamos seus respectivos erros quadraticos médios de predicao, enquanto que
no segundo estudo o preditor valor esperado marginal apresentou menor erro quadratico
médio de predicao. Como no segundo estudo contamos com menos informacoes vizinhas
(ou de dependéncia espacial), recomendamos o uso do preditor valor esperado marginal
na pratica.

Com base neste trabalho, algumas abordagens futuras podem ser desenvolvidas:

1. Testar hipoteses e construir intervalos de confianca para os parametros do modelo

Log-Poly-Weibull através do método Bootstrap paramétrico;

2. Aplicar o modelo Log-Poly-Weibull multivariado para modelar dados de satide pu-
blica e confiabilidade (Andlise de Sobrevivéncia multivariada para dados dependen-

tes);

3. Considerar as observagoes dependentes tanto no espago quanto no tempo (série

espago-temporal multivariada);
4. Versao Bayesiana do modelo Log-Poly-Weibull;

5. Comparar nossa abordagem com a de (Cunha et al., 2017).



Apeéendice A

Demonstracao da Funcao Densidade

por Grupos

Neste apéndice vamos demonstrar a fun¢ao densidade por grupos dada em (3.12)

aplicando derivadas recursivas sucessivamente.

Demonstracao. Primeiramente note que,

af(yh 97 O{b) o af(yb, 0, Ofb) % 8Zb % 0I/a7b
aya,b B 82b 8Va,b aya,b

1

= —apluph(Yap;0)Z, e, para a=1,2, ..., A, (A.1)

Agora, vamos usar o método da indugao finita sob A, > 2 e (Li, 1997).

Para A, = 2, temos que:

_ a(z)F(yl,lH y?,b; 07 Oéb) o a aﬁ(yLb’ y27b; 0’ ab)
fW1,y20;0,00) = -

0Y10Yy 0y o

0 -2

— ay < apd1ph(y1p; 0)Z, e ”> (por A.l)
8 -
= —01h(y1,; 0 8 < ‘e b>
Bz Qe 7

= — 5 h b _Zb o‘b

01 ph(y1; 0 [ 9 +Zb ( 9 )
= —01ph(y1; 0 [ oy — 1) 51, 52 oYz, 0) — bab(;Q,bzbinh(yQ,b;e)

_ 1—
= <H 6(1 bh ya b > szb ab ( & + Eb) .
Qp
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1—(]./b

Como Q2(Zp; ap) = ( ”

Agora, suponha que o resultado é valido para A, = k, isto é

+ Eb>, o resultado é valido para A, = 2.

K
1— Kk
FW1bs Y2.r s i On, ) = <H Oa,61(Yab; 9)) exp(—2s)z, " Qk(Zp, )  (A2)

a=1

Devemos mostrar que vale para A, = k + 1. De fato,

(—1)FVOEIE (g1 yo, o, Yk, Ys13 0, o)
0y10Ya...0Yp 11
__9 <(—1)k8(’“)7(y1,y2,---,yk,ykﬂ;@,ab))
aykJrl 0 OYr,

f(y17y27"'7ykayk+1;0vab) =

1—k

= aka < (H Oab (Yap; )exp(—zb)gb ap Qk(zba@b)>
= —a (1;[1 5a,bh(ya,b;9)> ayczﬂ (eXp(—zb)z;_;”Qk(zb,abO (A.3)

Mas,

1

0 11—k e 2\ 1-k (o7, ™
<6Zb2b : > N < > Eb " _'_ 67Zb :

OYki1 OYr+1 Y11

0Qr(Zp, ) 0Qr(Zp, ) " 0z Xa’/k:-i-l,b

OYit1 0z OVkt1p Okt
0 Z ) 170%
= %ﬁ)%) (Oéb5k+1,bh(yk+1;9)5b b) (A.5)

Fazendo algumas manipulagoes algébricas em (A.3), usando os resultados obtidos

m (A.4) e (A.5) temos que,

k+1 k+1
1_k+1
Frs Y2y oo Yk Yrg1; 0, 00) = o ! <H Oa,bh(Yap; 0 ) e 2 " Qi (Zo, )

e, portanto, o resultado é valido para todo A, € N. n



Apeéendice B

Demonstracao das Esperancas

Em,b Em,Qa Em,S € EmA

Neste apéndice vamos demonstrar as seguintes expressoes:

1.
E, .\ = Egypo(Ey) = —EziyealBn X ¢0(Em, dn))
m,1 Ely,0,a\fm EEm\y,o,a(SOO(Em’ Oém))
2.
F _ EEm\y,B,aaOg Em X @O(Emv O-/m))
m,2 — .
EEm\y,G,a<SDO(Em7 am))
3.
E 3= ]EEm\y,O,a((,Ol(Em, am))
" EEm\y,G,Ot(SOO(Em7 am))
4.

EEm‘yveva(Eb_ e X QD2(Em7 am))

E, 4=
a EEm\y,G,a<SDO(Em7 am))

Demonstrag¢ao. Usando a Proposigao (4.1) e as fungoes ¢, 1 € 2 definidas nas equagoes

(4.18), (4.20) e (4.21), temos que
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]EE\yOa / / mp E|y70 a)

/ Enp(Enly. 0, a)dE,
0

(U(m)(g))TLm+1 /oo L —Eye™(®)
Eoo(Ep,, ) E, “me 5 m? dE,,
T L + DEglgo(Brran)) Jy ol @n)
1 (m) o)) Lm+1 oo .
<<U ( )) / EmSOO(Emy am)E;Z;LmefEmu( )(O)dEm>

EQ(SOO(Ema O‘m)) F<TLm + 1) 0
EEm\y,O,a(Em X SOO(Ema am))

Eg(¢o(Em, am))

Eiy . (l0g(Ey)) = / log(Ey)p(Euly. 8, 2)dE,,
0

(0™ (@))TEm+1 /Oo o
lo Em Em7am Em m o~ Hmv ( )dEm
(T Ly, + 1)Eg(0o(Em, am)) Jo 8(Em)eo( )
1 (v ()" Em /oo o )
log(E,, By, i) ELEm g Bmv (O)dEm
Eg(¢o(Em, um)) < D(TLn,+1) Jo 8(Em)eo( )
EEm\y,B,a(IOg(Em) X (PO(Em, am))

Esiy0.0(08(c(Bn)) = / " log(e(Bo)p(Enly. 0, a)dE,,

(U(m)(e))TLm+l /Oo T Lo —Eymo(™ (0
By, ) EXEm e B O g,

T + DEglpo( B ) Jo £ ) B¢

1 (m) 0 TLn+1 00 -

((U (0)) / (pl(Em’am)Enge—Emw )(B)dEm)
EQ(SOD(Emv am)) F(TLm + 1) 0
EEm\y,H,a(Qpl(Em> am))
Eg(@O(EWwO‘m))

Epy.a(En® o7 ) = / (B En™ % p(Ep|y, 0, @) dEy,
0

(o ()
F(TLm + 1>Eg(900(Em7 Oy
1 (VM (@))TLm+l (o _am o
Emlfam Em m ETLm —FEnv (g)dEm
EEM‘yﬁaa(SOl(Em, am))
Eg(po(Em, atm))

) / En ™" 03B, ) ELEm e En ™ @ g,
0
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