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Resumo

Na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody, com trabalhos independentes,
forneceram uma generalizagao das algebras de Lie semissimples de dimensao finita
por meio da chamada matriz de Cartan generalizada (MCG). Tais algebras de Lie,
encontradas por Kac e Moody, sao denominadas algebras de Kac-Moody e geralmente
sao algebras de dimensao infinita. Basicamente, a dissertacao é dedicada ao estudo das
algebras de Kac-Moody afim nao torcidas, mais precisamente, o resultado principal
deste trabalho é fornecer uma construcao (realizagdo) concreta dessas algebras por
meio de uma algebra de loop onde a algebra base ¢ uma &algebra de Lie simples de
dimensao finita.

Palavras-chave: Algebras de Lie, Algebras de Kac-Moody, Algebras de loop.



Abstract

In the 1960s, Victor G. Kac and Robert V. Moody, working independently, provided
a generalization of finite semisimple Lie algebras by means of the so-called generalized
Cartan matrix (GCM). Such Lie algebras, discovered by Kac and Moody, are called
Kac-Moody algebras and are usually infinite-dimensional algebras. This dissertation
is devoted to the study of non-twisted affine Kac-Moody algebras, more precisely, the
main result of this work is to provide a concrete construction (realization) of these
algebras by means of a loop algebra where the base algebra is a finite dimensional
simple Lie algebra.

Keywords: Lie algebras, Kac-Moody algebras, Loop algebras.
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Introducao

As algebras de Lie foram originalmente introduzidas por S. Lie como estrutura al-
gébrica usada para o estudo dos grupos de Lie, no entanto, as algebras de Lie também
provaram ter propriedades muito interessantes e foram estudadas, de forma indepen-
dente, por E. Cartan e W. Killing que, durante a década de 1890-1900, classificaram
todas as algebras de Lie simples de dimensoes finitas sobre o corpo dos complexos.
Conceitos bésicos sobre a estrutura e a teoria da representagao destas algebras de Lie
também foram investigadas por H. Weyl tempos mais tarde. Desde entao, a teoria de
Algebras de Lie encontrou variadas aplicacdes tanto em mateméatica quanto em outras
areas do conhecimento, como por exemplo, em fisica-matemaética..

Dentre as algebras de Lie de dimensao finita, as algebras de Lie semissimples pos-
suem propriedades convenientes, como por exemplo, podem ser representadas por uma
matriz chamada de matriz de Cartan que, por sua vez, é associada a um grafo que
possui as mesmas informagoes da matriz de Cartan e é chamado de diagrama de Dyn-
kin. Devido ao grande desenvolvimento da teoria de algebras de Lie semissimples e
suas representagoes, varias tentativas de generaliza-las (preservando suas proprieda-
des) foram feitas, porém, somente na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody,
com trabalhos independentes, forneceram uma generalizacao eficaz por meio da cha-
mada matriz de Cartan generalizada (MCG). Tais édlgebras de Lie, encontradas por
Kac e Moody, sao denominadas algebras de Kac-Moody e geralmente sao élgebras de
dimensao infinita.

As algebras de Kac-Moody sao divididas em algebra de Kac-Moody finita, que sao
exatamente as algebras de Lie simples de dimensao finita, e em algebra de Kac-Moody
afim, onde esta ultima divide-se em nao torcida e torcida. A teoria de Kac-Moody
desenvolveu-se rapidamente desde a sua introducao e resultou em aplicacoes em muitas
areas da matematica, incluindo a teoria de grupos, combinatoria e equagoes diferenciais.
Além disso, as algebras de Kac-Moody também sao a estrutura algébrica por tras de
muitas teorias fisicas e tém aplicagoes, por exemplo, na fisica estatistica, equagoes de
Yang-Baxter e teoria das cordas. As algebras de Kac-Moody sao definidas de modo
abstrato por meio de geradores e relacoes na MCG, entretanto, as do tipo afim podem
ser obtidas explicitamente por meio da chamada algebra de loop.

O objetivo principal desta disserta¢ao é fornecer uma realizagdo (construgao) ex-
plicita das algebras de Kac-Moody afim nao torcidas por meio da algebra de loop de
uma algebra de Lie simples de dimensao finita. Como é esperado, todas as algebras
de Kac-Moody estao associadas a uma MCG, ou equivalentemente a um diagrama de
Dynkin. Adicionando uma linha e uma coluna a uma matriz do tipo finito A, sempre
obtemos uma matriz do tipo afim nao torcida A e esta é denominada de matriz de Car-
tan estendida da algebra de Lie § associada a matriz A. Seja £ := C[t,t71] a algebra
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dos polindmios de Laurent, entao a algebra de Kac-Moody afim nao torcida associada
a matriz A ¢é obtida a partir da algebra de loop £(g) := £® g.

A dissertacao esté dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo, estudaremos
basicamente as algebras de Lie de dimensao finita. Trabalharemos com as &algebras
semissimples e ao final apresentaremos todos os possiveis diagramas de Dynkin conexos,
que sao os diagramas associados as algebras de Lie simples e isto classifica as algebras
de Lie semissimples, pois estas sao decompostas em soma direta de simples. No segundo
capitulo, vamos definir e classificar as matrizes de Cartan generalizadas bem como as
algebras de Kac-Moody associadas a estas matrizes e trataremos das defini¢oes e dos
resultados necesséarios para a prova do teorema principal. Finalmente no capitulo trés,
vamos definir dlgebras de loop e construir uma élgebra de Lie, a partir de uma algebra
de Lie simples de dimensao finita, e provar que esta é exatamente uma algebra de
Kac-Moody afim nao torcida.



Capitulo 1
Algebras de Lie

Neste capitulo, vamos introduzir a definicao de algebra de Lie e suas propriedades.
Vamos trabalhar especificamente com algebras de dimensao finita, a fim de construir
uma boa base de conhecimento e motivar resultados quando estas possuem dimensao
infinita. O principal pré-requisito exigido neste capitulo é o conhecimeto razoavel de
Algebra Linear. Alguns conceitos de Algebra Linear podem ser encontrados no apéndice
desse trabalho.

1.1 Definicao e exemplos

Definicao 1.1.1. Seja K um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre K é um K-espaco
vetorial g, munido com um produto (colchete de Lie)

[ ]:gxg—g,
que cumpre as sequintes propriedades:

(1) [-,-] € bilinear,

(1)) VX € g, [X,X] =0,

(1)) VX, Y € g, [X,[Y.Z]| + Y, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0 (identidade de Jacobi).
Observacgoes 1.1.1.

1. Mais precisamente, [-,-] € um produto que dd ao espago vetorial uma estrutura de
dlgebra. Geralmente chamaremos as dlgebras de Lie apenas de dlgebras.

2. VX € g, tem-se [0, X] = 0. De fato, 0 = [X, X| = [X+0, X] = [X, X]|+]0, X]| =
[0, X] = 0.

3. O colchete [-,-] € anti-simétrico. De fato, VX,Y € g temos 0 = [X +Y, X +Y] =
XX 4 Y] [V, X 4 Y] = [X, X] 4 [X, V] + [Y, X] + [Y, Y] = [X, Y] + [V, X] =
[(X,Y] = —[Y, X]. No caso em que char(K) # 2, tem-se

[X,Y] = —[Y, X] & (ii).

13
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4. Note que a identidade de Jacobi € uma espécie de operacao em ciclo e que pode
ser escrita alternativamente de duas formas:

(XY, 2 = [[X Y] 2]+ IV [X 20 ou [[X YD, Z0) = (X 21, YT+ [X Y, Z])

5. Em geral, o colchete de Lie mao € associativo, pois em todos o0s casos
[[X, X],Y] =0, porém [ X, [X, Y]] nem sempre é nulo.

6. A dimensaio de uma dlgebra de Lie g € a sua dimensao como espago vetorial. A
partir desse momento, salvo dito o contrdrio, vamos considerar todas as dlgebras
de Lie com dimensao finita.

7. Sabemos que qualquer elemento de g € escrito como combinagao linear dos ele-
mentos da base, entdo para determinar se um dado colchete "transforma' um
espaco vetorial numa dlgebra de Lie, basta verificar as condigoes acima apenas
para os elementos de uma base do espaco.

Definicao 1.1.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco
vetorial b de g que € fechado pelo colchete de Lie, isto €, [X,Y] € h,VX,Y € b.

Portanto, uma subéalgebra de Lie é um subespago vetorial de g, que munido com o
mesmo colchete de g, ¢ uma élgebra de Lie (Relembre a caracteriza¢do de um subespago
vetorial).

Exemplo 1.1.1. Se K = R, entao o produto vetorial (x,y) — = Ay define a estru-
tura de dlgebra de Lie em R®. Com efeito, sejam x,y € R, onde x = (w1, 72, 73) e
y = (y1,v2,y3), definimos em R3 o colchete

[% y] =T ANy = (17293 — T3Y2,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 9E2y1)'

Entao, Vo = (x1,%2,23),y = (Y1,Y2,Y3), 2 = (21, 22, 23) € R® e Vk € R temos:
(2) [-,] € bilinear:

[z, y + 2] = (71,2, 3) A (Y1 + 21, Y2 + 22, Y3 + 23)
= (2ys + T223 — T3Yo — T32a, T3Y1 + T321 — T1Y3 — T123, T1Y2 + T122 — Ty — T221)
= (90293 — T3Y2,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 90291) + (90223 — X322,T3%1 — T1R3,T122 — $22’1)

=@ Ay)+ (v A2)=[z,y] + [z,2]

[L k‘y] = ($1, T, $3) A (kyh kya, ky3) = (k’l‘2ys —kxsys, kxsy, — kx1ys, kr1ys — k$2yl)
=k(z ANy) = klz,y].

Analogamente, prova-se para a outra coordenada.
(i1) Vale [z,z] = 0:

[%95] = ($1,$2>$3)A(9E1,$2,$3) = ($2953—9€3$2,x3$1—$19€3,$1$2—$2$1) = (070,0)-
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(11i) Do mesmo modo como foi feito nos casos anteriores, fazendo as contas verifica-se
que também vale a identidade de Jacobt, isto é:

[z, [y, 2]l + [y, [z 2] + [z, [l = (@A (y A 2) + (A (2 A2) + (2 A (2 Ay)) = 0.

Portanto, o par (R3,\) é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.2. Um espago wetorial V sobre K munido de wum colchete
[,-] : V xV = V dado por [X,Y] := 0,YX,Y € V ¢é uma dlgebra de Lie. Alge-
bras desse tipo sio chamadas de Algebras abelianas e, nesse caso, a estrutura de
dlgebra de Lie nao acrescenta nada a estrutura do espago vetorial.

Observagao 1.1.1. Se dim(g) = 1 entdo g € abeliana. Basta ver que dim(g) = 1
mmplica que toda base de g possui apenas um elemanto v € g nao nulo, portanto,
VX,Y €g, tem-se X =av eY =bv, com a,b € K. Dai, [X,Y] = [av, bv] = abv,v] =
(ab)0 = 0.

Exemplo 1.1.3. Seja g uma dlgebra de dimensao < 2 :
a) Como vimos, se dim(g) = 1 entao g € abeliana.
b) Se dim(g) = 2 entdo temos duas possibilidades:

i) g € abeliana;

ii) Existe uma base {X,Y} de g tal que,
X,Y]=Y.

Se g nao é abeliana, entdo tomemos uma base {X’, Y’} qualquer de g. [X',Y’] # 0,
caso contrario, g seria abeliana, pois o colchete de Lie é bilinear e todo elemento de g
escreve-se como combinagao linear dos elementos da base. Seja Y = [X' Y], {Y"} ¢

linearmente independente e portanto faz parte de uma base de g. Escolhemos X" tal
que {X”,Y"} seja uma base de g, entdo X" = aX' +b0Y", Y" =cX' +dY" e

(X" Y"] = aY" para algum « € K.

Como {X”,Y"} é base e g ndo é abeliana, temos que « # 0, logo, tomando X = — X"
o

e Y = Y” obtemos que {X,Y} é uma base de g com [X,Y] =Y e, a partir dai, o
colchete de dois elementos quaisquer de g ¢ dado por

[aX +0Y,cX +dY]| = (ad — cb)[ X, Y] = (ad — b)Y .

Exemplo 1.1.4. Algebras de Lie provenientes de dlgebras associativas: Seja A uma
dlgebra associativa (isto €, A é um anel cujo produto € associativo e, no nosso caso, €
um K-espago vetorial). Definimos o sequinte colchete, chamado de comutador:

X,Y] = XY - VX, XY € A.

FEsse colchete define uma estrutura de dlgebra de Lie em A.
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Veja que utilizamos as operagoes do proprio anel A, principalmente o produto, para
definir o comutador. Ou seja, o produto associativo induz uma estrutura de algebra
de Lie em A, com isso, podemos construir varios exemplos de algebras de Lie, basta
considerar uma algebra associativa (Algebra onde o anel é associativo) e definir o co-
mutador.

Os exemplos a seguir sao de extrema importancia na contrucao da teoria de algebras
de Lie:

Exemplo 1.1.5. M, ,,(K) é uma dlgebra associativa, entao, pelo exemplo anterior,
vamos introduzir o comutador:

X,Y]=XY - YX,  X,Y € My (K).
Como vimos, o par (Mx,(K), [-,-]) € uma dlgebra de Lie, que denotaremos por gl(n,K).

Da mesma forma, o espaco dos operadores lineares de um espaco vetorial V' sobre K
(T : V V), sera denotado por gl(V') e também assume a estrutura de algebra de Lie,
com o comutador, utilizando a composicao de aplicagoes como produto associativo.
Lembre-se que quando dim (V') = n < oo as transformagoes lineares identificam-se de
maneira natural com as matrizes, portanto, neste caso, gl(n, K) = gl(V).

As algebras envolvendo o espago das matrizes, aparecerao com grande frequéncia
no decorrer da teoria, entao, salvo dito o contrario, quando tratarmos de matrizes
estaremos considerando sempre o colchete comutador.

Exemplo 1.1.6. O conjunto sl(n,K) = {A € M,»,(K) : tr(A) = 0} é uma subdlgebra
de gl(n,K), em que tr(A) significa o traco da matriz A.

De fato, sl(n,K) é fechado nas operagoes de gl(n,K) (isto é, o produto e a soma de
matrizes com a trago nulo ainda possuem o trago nulo), portanto, € um subespago
vetorial e, como o comutador € definido a partir das operacoes do anel, concluimos que
sl(n,K) é uma subdlgebra.

Quando especificar o corpo nao for relevante, denotaremos as algebras de Lie
gl(n,K) por gl(n) e sl(n,K) por sl(n). Claramente existem outras subalgebras de
gl(n, K) porém, somente serdo tratadas quando forem necessarias.

1.2 Generalidades algébricas

Assim como em outras estruturas algébricas, vamos definir as nogoes de homomor-
fismo, quociente, soma e etc.

B Homomorfismo

Definig¢ao 1.2.1. Sejam g e by dlgebras de Lie com [-,-]4 € [-,-]y sGo seus respectivos
colchetes. Uma aplicacao ¢ : g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie se:

i) ¢ € uma transformagao linear (como na dlgebra linear);

ii) @ preserva os colchetes, isto é:
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e([X,Y]g) = [p(X), o(Y)]y, VXY €g.
Observagoes 1.2.1. Seja ¢ : g — b um homomorfismo:

e © ¢ um isomorfismo se € invertivel. Neste caso, dizemos de g e by sao isomorfas
e denotamos por g ~ .

e © € um automorfismo se € um isomorfismo e g = bh.

e No caso entre dlgebras abelianas, os homomorfismos sao simplesmente as trans-
formagoes lineares.

e Da mesmo forma, como no homomorfismo de outras estruturas algébricas, pode-
mos definir o nicleo:

kerp:={X € g:¢(X)=0}.
e O conjunto imagem de p:
im(p) :={Y € bh:3X € g onde p(X) =Y}.
B Constantes de estrutura

Sejam g uma algebra de Lie, B = {X3, X», ..., X;,} uma base de g e considere X;
e X; dois elementos quaisquer desta base. Note que o colchete [X;, X;| € g, portanto
pode ser escrito como a seguinte combinacgao linear:

[Xi, X;] = cj.;.Xk.
k=1

Os coeficientes cfj sao denominados de constantes de estrutura da algebra g em re-
lacao a base B. Em algebra linear, se queremos determinar uma transformagao linear
entre espacos vetoriais, basta determinar as imagens dos elementos de alguma base do
dominio, no nosso contexto, se queremos que um espaco vetorial se "torne" uma alge-
bra de Lie, basta determinar o colchete para os elementos de alguma base do espago,
isto é, basta determinar as constantes de estrutura em relagao a alguma base.

Veremos a seguir que as constantes de estrutura determinam a algebra de Lie a
menos de isomorfimo.

Proposigao 1.2.1. Duas dlgebras de Lie sao isomorfas se, e somente se, elas possuem
as mesmas constantes de estrutura.

Demontracao: Sejam g e h duas algebras de Lie e ¢ : g — b um isomorfismo, e
considere A = {X3, ..., X,,} uma base de g (qualquer). Temos de algebra linear que um
isomorfismo "leva base em base", entdo B = {p(X1), ..., p(X,)} é uma base de h. Dai,
para i,7 = 1,...,n temos:

o([Xi, Xj]) = [0(Xah), o(X;)] = [Y3, Y]

Por um lado,
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Xi, X1 =) diXy e [V.,Y]] Zb Y,

k=1

onde afj e bfj sao as contantes de estrutura de g e h em relagao as bases A e B respec-
tivamente.

Por outro lado,

V:, Vi) = [p(X), o(X)] = 0([X:, X;]) = () _diXp) = plaf;Xy)

entao,

Z bk Y = Z ijk, como B é linearmente independente, temos bfj = afj.
k=1

Reciprocamente, suponha que g e h possuem as mesmas constantes de estrutura em
relagao a alguma base, ent@o elas possuem a mesma dimensao. Sejam A = {X,..., X, }
e B={Y},...,Y,} bases de g e b respectivamente, tais que as constantes de estruturas
de g e h sejam iguais. Basta contruir a aplicagdo ¢ : g — b tal que p(X;) =Y, isto
¢ "leva base em base", logo ¢ é um isomorfismo de espagos vetoriais e preserva os
colchetes.

k

De fato, considere ¢
n

Z ar X eY = i b X; € g entao,

k=1 t=1

p(XY)) 290([;%&,2@&]) :¢<Z { Z,ZbXD :(p(gaiébj[)(i,)(j]> -

=1

ga( zn: aibj[Xi,Xj]) = gp( zn: aibjzn:chk) = 90< zn: ab;c; ) = zn: ab;ckip(Xy) =

2,j=1 1,j=1 ) _7 k=1 ,5,k=1

> abih¥i= 3 ablvi vl = (o3 ox) be )| = ). o)

,5,k=1 1,7,k=1 =1

as constantes de estruturas em relacao as bases Ae Be X =

O
Note que se duas algebras possuem as constantes de estrutura iguais para pelo
menos uma base, entao elas possuem constantes de estrutura iguais para todas as
bases. No caso de dlgebras de dimensao < 2, a menos de isomorfismo, s6 existem duas:
as abelianas e as que admitem uma base {X, Y} tal que [X,Y] =Y.

B Ideais

Definicao 1.2.2. Um subconjunto h C g € ideal de g se,
i) b € um subespago vetorial de g;

W) VX €geVY €l tem-se [X,Y] €b.
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Observagoes 1.2.2. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Entao
e Todo ideal ¢ uma subdlgebra, no entanto, nem toda subdlgebra é um ideal.
e O nicleo de um homomorfismo é um ideal.

A imagem de um homomorfismo é uma subdlgebra.

Sejam b, e b, ideais, entao também sao ideais:
by +bh.={a+b:ach,ebebh,} e b.(h,.

Para b, e b, ideais, definimos o "produto” de dois ideais como sendo o conjunto:

(b1, b,] := spang{[a,b] :a €h, ebeEh,}

onde "spang " significa o conjunto de todas as combinagoes K-lineares (as vezes,
quando citar o corpo for desnecessdrio, escreveremos somente span), isto €, se

X € [by,h,], entao X = Zci[ai,bi], onde ¢; €K, a; € by, b; € h,,i=1,...,n.
i=1

Veja que [b,,h,] também é um ideal (para verificar isto basta usar a identidade de

Jacobi). Claramente podemos definir o "produto” de quaisquer dois subconjuntos

da dlgebra, porém, de modo geral, este é um subespago e nao necessariamente um

ideal.

e Sejam b, um ideal e by, uma subdlgebra. Os conjuntos b, + b, e b, (b, sao
subdlgebras, mas nao necessariamente ideais.

B Quocientes

Definicao 1.2.3. Para g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g, definimos o quociente
como:

g/b={X:Xcg}l,onde X =X+h={X+h:hech}

e vamos considerar em g/h o sequinte colchete:

[Xa ] = [X’ Y],
tem-se em g/b uma estrutura de dlgebra de Lie.

Assim como em toda construgao de quocientes, é necessario verificar se o colchete
definido acima independe dos representantes das classes e, é claro, mostrar que define
em g/h uma estrutura de algebra de Lie. Poderiamos definir o conjunto quociente sem
exigir que b seja um ideal de g, no entanto, g/bh somente serd uma élgebra de Lie,

com [X,Y] = [X,Y], mediante essa condi¢ao, entdo no nosso contexto, é bem mais
interessante considerar f um ideal. Salvo dito o contrario, sempre que tratarmos de
algebras quocientes, estaremos considerando o colchete definido acima.
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B Teoremas de isomorfismo

1) Se g e b s@o algebras de Lie e ¢ : g — h um homomorfismo, entao

g/kerp ~im(p).

onde o homomorfismo ¢ dado por T — p(z).

2) Se g é uma éalgebra de Lie e b/, b ideais de g com ' C b, entao
(a/b')/(g/b) ~b/b".
3) Se g é uma algebra de Lie e i, b ideais de g, entao
(b+b)/b~(b'/(bNbH).

As demonstragoes desses teoremas, sao analogas as outras estruturas algébricas.
B Soma direta

Defini¢ao 1.2.4. Sejam g1, ...,8, dlgebras de Lie, com [-,-]; o colchete de g;, e con-
sidere o espaco vetorial

g=g1 X - Xg,={(X1,...,. X)) : X1 €g1,...., X, €Egn}
e X =(Xy,...,X,),Y=(M,....Y,) €g. A sequinte expressao

[X7 Y] - ([X17 Yi]la ceey [Xna Yn]n)
define em g uma estrutura de dlgebra de Lie e vamos denotar esta dlgebra de Lie por:

9=01D - Don

Antes de mais nada, uma &algebra de Lie é um espaco vetorial, portanto, podemos
definir essa soma direta do seguinte modo: sejam A um conjunto de indices e g, uma
algebra de Lie com A € A, entdao a soma direta é dada por

@gA = {(X))x : X\ € g e X\ # 0 para um namero finito de A}.
AeA

Assim como em algebra linear, os elementos de g; @ - -+ ® g, podem ser vistos como
Xi+---+X,onde Xy €gy,.... X, €gne(gr+--+8i1+0g1+0,)Ng ={0}.

1.3 Representacoes

Definigao 1.3.1. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e gl(V) o con-
Junto de todas as transformagoes lineares de V' (vimos que gl(V') € uma dlgebra de
Lie com o comutador), e considere g uma dlgebra de Lie sobre o mesmo corpo K. Uma
representacao de g em V ¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie

p: g — ol(V)
X —  px.
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Dizemos que V' € o espaco da representacao e a sua dimensao é a dimensao da represen-
tagao. Utilizamos as representacoes para "descrever" as dlgebras de Lie como algebras
de transformagodes lineares, na qual temos bem mais controle.

Uma representacao importante é a representagao adjunta de g, dada por

ad: g — gl(g)
X +— adx: g — ¢
Y +—— adx(Y)=[X,Y] (esse é o colchete de g).

A aplicacao ad estd bem definida, pois pelo fato do colchete de g ser K-bilinear,
temos que ady ¢ K-linear, mais do que isso, ad ¢ um homomorfismo de algebras de
Lie, isto é, é uma representacao de g em g como espaco vetorial. Basta verificar que
ad & K-linear e preserva o colchete, ou seja, vamos mostrar que ad(xt+y) = adx + ady,
adikxy = k(adx) com k € K e adixy) = [adx,ady] (onde o simbolo "=" denota a
equivaléncia ("igualdade") de aplicagoes'). De fato, para todo X,Y € ge k € K
temos:

e para todo Z € g

adxy(Z2)=[X+Y,Z) =X, Z)+ Y, Z] = adx(Z) + ady (Z)

e Para todo Z € g e utilizando a identidae de Jacobi, tem-se
adixy)(2) = [[X,Y], 2] = [X, [V, Z]] = [V, [X, Z]] = adx([Y, Z]) — ady ([X, Z])
== (adX e} ady)(Z> - (ady @) adx)(Z) = [adx, (ldy](Z)

No decorrer da teoria, trocaremos gradualmente "=" por "=", quando estiver-
mos falando de representacoes, mas deve-se ficar bem claro que px, px4y, px,y], Por
exemplo, sao aplicagoes e, portanto, ao considerar igualdades contendo esses objetos,
estamos tratando de igualdade de aplicacoes. Muitas vezes, representaremos a compo-
sicao de aplicagoes p o v simplesmente pelo produto uv.

Para uma algebra de Lie g vamos definir, a seguir, alguns conjuntos notaveis:

e O centro de g ¢é conjunto,
3g) ={X €g: [X,Y] =0V €g},

de todos os elementos de g que comutam com qualquer outro elemento de g, isto
¢, [X,Y] = 0. Note que ker(ad) = 3(g), portanto, 3(g) ¢ um ideal de g.

e O centralizador de um subconjunto A C g, é o conjunto

Oy(A) = {X € g:[X,Y] =0,VY € A},

lf =g, quando f,g: A — B com f(x) = g(x) para todo x € A.
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dos elementos de g que comutam com todos os elementos de A. Claramente 3(A)
¢ uma subalgebra e o centralizador de g é o proprio centro de g (o que justifica
a notagao).

¢ O normalizador de um subconjunto A C g é o conjunto,
NA) ={X eg:[X,Y] € A VY € A},
dos elementos de g que deixam A invariante pelo colchete.
B Representacoes equivalentes
Sejam p' : g — gl(V1) e p* : g — gl(Vz) duas representagoes de uma mesma
algebra de Lie g. Elas sao ditas equivalentes (ou isomorfas) se existe um isomorfismo
de espacos vetoriais P : V] — V4, tal que

p% o P = P o pk, para qualquer X € g,

e vice-versa, dados uma representaciao p' e um isomorfismo linear P, definindo p?, de
acordo com a expressdo acima, obtemos uma representacao isomorfa a p'. Dizemos
que P & um operador de intercambio (ou uma aplicagao), entre p' e p?. Em outras
palavras, p' e p? sao isomorfas se para todo X € g, o diagrama abaixo comuta:

vy
PlOlP
v, 501

B Soma direta de representacoes

Sejam g uma algebra de Lie e pl, ..., p" representacoes de g em Vi, ..., V,,, respecti-
vamente. Defina a aplicacao

pig—>gl(V1€B---eBVn):X»przpk@...@pg(

onde
px: Vie---aV,) — Vie---al,)

V=, Y) — px(Y) = (px (Y1), s 0% (Yn))-

O fato de cada p’ ser linear, garante que p é linear e que cada p’ preserva o colchete,
entao garante que p também preserva o colchete.

De fato, considere X = (X1,...X,), Y = (Y1,...,.Y,) € (Vi & --- & V,), entao,
[(X,Y] = ([X1,Y1], ..., [Xy, Ya]), dai

pixv1 = Py Plv) = (X0 o) o (0%, 0%,])
(P> 2% )5 (s oo P,)]
[PX;PY].



23

Isso mostra que p é uma representacgao de g em (V3 & --- @ V,), denominada de soma
direta das representacoes p'. Sabemos que p’ e p sdo transformacoes lineares, entao
podemos considerar suas matrizes A; e A, respectivamente, e dai a matriz A é formada
pelos blocos A;s na sua diagonal, isto é,

B Decomposicoes de representacoes

Para p uma representacao de g em V' e um subespaco V' C V, dizemos que V'
¢ invariante por p se px(V') C V/ VX € g. Agora, considere W um subespago
invariante por p, e defina a restricao de p a W como sendo a aplicagao:

plw g — gl(W) : X +— px|w.
Nestas condigoes, p|w define uma representagao de g em W.
Definigao 1.3.2. Seja p uma representacao de g em V.

e p € dita irredutivel se os inicos subespagos de V invariantes por p sao os triviais
{0} e V.

e p ¢ dita completamente redutivel se V' decompoe-se como
V=Vi® -V,

com cada V; CV invariante por p e a restricao de p a V; € irredutivel.

A proposigao a seguir fornece um critério, bastante utilizado, para verificar se uma
representacao é completamente redutivel.

Proposicao 1.3.1. Se p é uma representagao de dimensao finita de g em V', entdo,
p € completamente redutivel se, e somente se, todo subespago invariante admite um

complementar invariante, ou seja, para todo W C V invariante, existe W' C V' também
mvariante tal que

V=WeW.

Demonstragao: Veja [1], Proposicao 1.7, p. 34

B Mo6dulos sobre uma algebra de Lie

Um modulo sobre uma algebra de Lie g é um K-espago vetorial V' munido com uma
operagao de multiplica¢ao (ou ac¢ao de g em V'), dado por

gxV — V
(X,v) +— Xv (acdo de X em v),
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que satisfaz, para todo X, Y € g;u,v € V e k € K, as seguintes propriedades:
L. (X +Y)v=Xv+Yu
2. X(u+v) = Xu+ Xv;
3. k(Xv) = X(kv);
4. [X,Y]v=XYv—YXv.

Neste caso, dizemos que V' é um g-moédulo. Em virtude da definicao de modulo so-
bre uma algebra de Lie, concluimos que os conceitos de médulo e representacao
sao equivalentes, isto ¢, a cada representagao de g em V associamos um g-modulo e
vice-versa. De fato, considere g uma algebra de Lie sobre K e V' um K-espago vetorial,
e seja p uma representacao de g em V. Vamos munir V' com uma estrutura de g-modulo:

sabemos que p : g — gl(V) é K-linear, onde px : V — V também K-linear, entao a

aplicacao dada por axV — v

(X,U) — Xv:= IOX(U)
define uma multiplicagdo que torna V' um g-moédulo. A verificagao vem do fato de que

p e px sao K-lineares e px y) = [px, py] = pxpy — pypx (lembre que pxpy = px o py,
isto é, a operagao é a composigao de aplicagoes "o").

Reciprocamente, seja V um g-moédulo, entao existe uma multiplicacao da forma
gxV — V
(X,v) — Xv
que compre as quatro condic¢oes listadas acima, e defina a aplicacao
p: g — gl(V)
X — px: V. — V
v — px(v):=Xv (agdo de X em v).

Decorre das propriedades de modulo, que p é um homomorfismo de algebras de Lie e,
portanto, ¢ uma representagao de g em V.

1.4 Derivacoes

Definicao 1.4.1. Uma aplicagao linear D : g — g € uma derivacao da dlgebra de
Lie g se, para todo X,Y € g, satisfaz:

D[X,Y] = [DX,Y]+ [X,DY].

De modo geral, uma derivacao de uma algebra é uma transformacao linear que satisfaz
a regra de Leibniz de derivagdo de um produto D(zy) = D(z)y + xD(y).

Exemplo 1.4.1. A adjunta dos elementos de uma dlgebra (adx, para cada X ) é um tipo
de derivacao que frequentemente aparece na teoria. Com efeito, considere X,Y, 7 € g,
entao, utilizando a identidade de Jacobi, temos

adX[KZ]:[X’[szH:_[Y7[Z’X]]_[Z’[X’YH = [K[XvZ]]+[[X7Y]’Z]
= [adXY,Z]—I—[Y,adXZ].
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1.5 Séries de decomposicao

B Série derivada

Seja g uma algebra de Lie, e lembre que definimos o "produto" de dois ideais como
sendo o ideal [g1, g2] = span{[a,b] : a € g1 e b € go}. Para k € N definiremos, por
inducao, os seguintes subconjuntos de g:

g = g,

gV = [g,9],

g®? (g, gM],
gl = [ghb), g,

Vimos que o produto de ideais é um ideal, portanto todos esses subconjuntos sao ideais
de g. Essa sequéncia de ideais é conhecida como série derivada de g e cada g ¢é
chamado de algebra derivada de g. Comumente representamos g e g por ¢’ e g”
respectivamente, e note que gt C g, isto é, a série derivada determina uma cadeia
decrescente de ideais:

Exemplo 1.5.1. Para g = sl(2,R) (ezemplo 1.1.6), temos a série derivada da sequinte
forma:

De fato, todo elemento de g pode ser escrito da forma

(= 2 =ad 2)we (5 3)+e(0 D).

com a,b,c € R, entao as matrizes

1 0 0 1 00
= h) =G (D)
formam uma base de g e

!/

1
[h,e] =2¢ — §[h,e]:e = e€yg

hfl=-2f = —3hfl=f = Jeg
[f,e]=h = heg,

dai concluimos que g = g’ e, utilizando o mesmo argumento, verificamos que gi*) = g
para todo k£ > 0. A mesma afirmagao vale para s[(2,K), desde que K seja um corpo
de caracteristica diferente de 2.

Listaremos a seguir algumas proposi¢oes referentes as séries centrais. A fim de

avancar na teoria, omitiremos as demonstracoes das proposicoes?.

2Veja [1], pag.43
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Proposigao 1.5.1. O quociente g~V /g ¢ uma dlgebra abeliana.

Proposicao 1.5.2. Se g uma dlgebra de Lie, h C g um ideal e 7 : g — g/b a projecao
candnica, entao

m(g™) = (a/b)".
Proposicao 1.5.3. Se g uma dlgebra de Lie e h C g € uma subdlgebra, entao
ho) C g,
B Série central descendente

Assim como foi definida a série derivada, definiremos por inducao a série central
decendente de uma algebra de Lie g, como sendo:

g = g
g = [g.9",
g = [o.9%],
g = [9,0°7,

Note que para todo k& > 1, g¥ é um ideal e g"*! C g*, logo essa série constitui uma
cadeia decrescente de ideais, isto é,
g=g'2¢°2¢°2---2¢" 2"

A fim de evitar confusao, é importante salientar que ha uma pequena diferenca
entre as notacoes de série derivada (g(®)) e série central descendente (g¥). Da mesma
maneira que fizemos nas séries derivadas, listaremos algumas proposicoes, das quais

omitiremos as demonstracoes®.

Proposicao 1.5.4. Seja g uma dlgebra de Lie. Entao,
1. [¢'¢’] Cg';

2. g* ¢ o subespago gerado por todos os possiveis produtos (colchetes) envolvendo k
elementos de g: [ X1, ..., [Xp_1, Xi].-.];

k+1

Proposigao 1.5.5. g¥/gkt! ¢ uma dlgebra abeliana.

Proposigao 1.5.6. Se 7 : g* — g/h o homomorfismo candnico, entdo
m(g") = (g/b)".

A afirmacao seguinte fornece uma comparacao, no sentido de inclusdo, entre a série
derivada e a série central descendente de uma mesma algebra de Lie.

Proposicao 1.5.7. A série derivada possui decrescimento mais rapido do que a série
central descendente, ou seja, para todo k > 1 tem-se
g(k) C gk+1.

Segue diretamente da Proposicdo 1.5.7 que g*) C g*, basta observar a condicio de
cadeia decrescente da série central descendente:

g CgttlCghCght C--- Cgl.

3Veja [1], pag.44
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1.6 Algebras soltveis

Definicao 1.6.1. Uma dlgebra é dita soluvel se alguma de suas dlgebras derivadas se
anula, isto €, se existe kg > 1 tal que

gko) = 0.
Consequentemente, g*) = 0 para todo k > ko (entenda "0" como a subdlgebra {0} ).

Observagao 1.6.1. Como uma subdlgebra é uma dlgebra que herda o colchete, entao
a definicao acima também pode ser aplicada as subdlgebras. Tal objeto chamaremos de
subdlgebra soluvel e ideal soluvel, no caso de ideais.

Proposigao 1.6.1. Seja g uma dlgebra de Lie, entdo

1. Se g € solivel e h C g € uma subdlgebra, entao bt também é solivel.

2. Se g é soluvel e h C g € um ideal, entiao g/b também é solivel.
Demonstragao:

1. Decorre diretamente da Proposicao 1.5.3.

2. Decorre diretamente da Proposicao 1.5.2.

O
Uma consequéncia direta da afirmacdo 1) é que um ideal de uma algebra solavel é
também solavel.

Proposicao 1.6.2. Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal, e suponha que tanto
b quanto g/b sejam soliveis, entdo g € solivel.

Demonstragao: Considere 7 0 homomorfismo canénico, e seja k; tal que (g/bh)*1) =
0. Como 7(g®) = (g/h)* para todo k > 0, temos que 0 = (g/h)*) = 7(g*)) =
g¥) C b (pois ker(m) = b), e é uma subalgebra de b, mas b é soltvel, entdo existe ky
tal que h*2) =0, como g**) C h & uma subalgebra temos que,
0= [)(kz) — (g(kl))(kz) — g(’flJrkz)7

portanto, g é soluvel.
O

Observagao 1.6.2. Para verificar que (g()® = gl@tb  com a,b > 0, basta considerar
a fixo, porém arbitrdrio, e fazer inducdao em b.

A seguir apresentaremos o Teorema de Lie que é de grande importéancia no estudo
de algebras soluveis.

Teorema 1.6.1. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e b uma subdlgebra
soluvel de gl(V'). Se V. # 0, entdao V' contém um autovetor comum a todos os endo-
morfismos de by, isto €, todos os elementos de by possuem um autovetor em comum.

Demonstragao: Veja [2|, pag. 15.
0

Teorema 1.6.2 (Teorema de Lie). Se V' um espaco vetorial de dimensao finita e
g C gl(V) uma subdlgebra, entao existe uma base de V' em relagao a qual as matrizes
de g sao triangulares superiores.

Demonstragao: Aplicar o Teorema 1.6.1 e fazer indugao sobre a dimensao de V.
OJ
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1.7 Algebras nilpotentes

Definicao 1.7.1. Uma dlgebra € dita nilpotente se sua série central descendente se
anula em algum momento, isto €, se existe ko > 1 tal que

gho = 0.
Consequentemente, gt = 0 para todo k > ko (entenda 0" como a subdlgebra {0} ).
Proposicao 1.7.1. Seja g uma dlgebra nilpotente.
1. Seh C g é uma subdlgebra, entao by é nilpotente.
2. Se b C g € um ideal, entio g/b é nilpotente.
3. A imagem homomorfica de qualquer subdlgebra nilpotente € nilpotente.

4. Se g/3(g) € nilpotente, entdo g € nilpotente.

Demonstragao: A demonstracio de 1), 2) e 3) segue do fato de h* C g*, se
h C g e se ™ éum homomorfismo, entdo 7(g¥) = (7(g))* e w([h, b*]) = [x(h), 7(h*)].
Para 4), considerando a projecao canénica 7, temos que 7(g*) = (7(g))*, portanto,
0+35(g) = (9/3(9))" = g"/3(g) == g" C3(9) = "' =g, 9"] = 0.
O
Utilizando a Proposicao 1.5.7, concluimos que toda algebra nilpotente é soliivel, no
entanto, nem toda solivel é nilpotente. Uma distincao entre as algebras soltuveis e as
nilpotentes é dada pelo centro:

Proposicao 1.7.2. O centro de uma dlgebra nilpotente nao é trivial.
Demonstragao: Seja k o maior tal que gF # 0, entdo [g,¢"] = g™ = 0, o que
implica g* C 3(g).
OJ
No entanto, o centro de uma algebra soltavel pode se anular.

Definicao 1.7.2. Seja g uma dlgebra de Lie.

e Uma representacao p de g em V € dita é uma representacao nilpotente ou
uma nil-representacao, se para todo X € g, px € nilpotente, ou seja, existe um
k>1 (k em fungdo de X ), tal que (px)* = 0.

e Seja X € g. Dizemos que X € ad-nilpotente se adx ¢é nilpotente.
Observacoes 1.7.1.

1. De modo geral, um elemento x de um anel € nilpotente se existe k > 1, tal que
k
" =0.

2. A condigao para g ser nilpotente pode ser escrita como seque: para algum n (de-

pendendo somente de g), tem-se adx,ady,---adx,(Y) = 0, para todos
X, Y € g, em particular, (adx)™ = 0 para todo X € g. De fato, basta ver que
se g € nilpotente, entdo 0 = g" = [g,9" '] = [9.[0,8" ]| = g, [9. [ -~ [g,9] - ]]] e

isso € equivalente a adgady - - - ady(g) = 0.
—_———

n—vezes
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A principal consequéncia dessa observagao é que se uma algebra é nilpotente entao
todo elemento é ad-nilpotente.

Lema 1.7.1. Se V' um espago vetorial de dimensao finita e X € gl(V') nilpotente,
entao adx também € nilpotente.

Demonstragao: Sabemos que
Xr—adyx :gl(V) — gl(V) +— adx(Y)=[X,Y]=XY - YX,

portanto, cada X pode ser associado a Ax, ux : gl(V) — gl(V'), dados por Ax(Y) =
XY e ux(Y) =YX, ambos sao nilpotentes, pois X o é. Como a diferenga de nilpo-
tentes ¢ nilpotente, temos que ad, = \x — pux € nilpotente.

O

1.8 Algebras simples e algebras semissimples

Proposicao 1.8.1. Se g uma dlgebra de Lie, entao existe em g um tunico ideal solivel
t C g que contém todos os ideais soliveis de g.

Demonstragao: Veja [1]|, Proposicao 1.28, p.49.
O
Observe que na definicao acima, g nao precisa ser soliuvel, neste caso, g é soluvel se, e
somente se, t(g) = g.

Definicao 1.8.1. Seja uma g dlgebra de Lie. O ideal v que contém todos os ideais
soliveis de g é chamado de radical solivel de g (ou simplesmente radical de g), e
utilizaremos a notagao v(g) para indicar o radical de g.

Podemos definir também o radical nilpotente de uma algebra, como sendo o ideal
que contém todos os ideais nilpotentes da algebra, porém a demonstracao da sua exis-
téncia requer resultados nao citados nesse trabalho.

Definicao 1.8.2. Dizemos que uma dlgebra de Lie é semissimples se
t(g) =0,
1sto €, g nao possui ideais soliveis além do 0.
Definicao 1.8.3. Uma dlgebra de Lie g € dita simples se:
1. Os unicos ideais de g sao os triviais 0 e g;
2. dim(g) # 1.

Uma é&lgebra de dim(g) = 1 nao possui ideais triviais, porém essas nao sao consideradas
algebras simples, essencialmente para que haja compatibilidade, que veremos abaixo,
entre os conceitos de algebras semissimples e simples.

Afirmamos que toda algebra simples é semissimples. De fato, seja g uma &algebra
simples. Se g é nula, ndo h& o que provar, entdo tome dim(g) > 2 , como t(g) é um
ideal, ele deve ser 0 ou g, no caso t(g) = 0 tem-se g é semissimples. O segundo caso
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nao pode acontecer, pois suponha que t(g) = g entdo vimos que g ¢é soluvel e, portanto,
existe um g™ = 0. Considere k o maior tal que gt = g, entdo g*t? # g, como g*+V
também é um ideal, temos g*+! = [g¥) g¥)] = [g,g] = 0, ou seja, g ¢ abeliana. Veja
que g # 0, pois dim(g) > 2, e todo subespaco de uma éalgebra abeliana é um ideal,
entao existem ideias que nao sao os triviais, e isso ¢ uma contradicao, portanto, toda
algebra simples é semissimples.

Por outro lado, toda algebra semissimples ¢ um produto direto de &lgebras simples.
Isso é consequéncia de um dos critérios de Cartan que sera discutido a seguir.

Observagao 1.8.1. A defini¢ao acima também € vdlida para subdlgebras, isto €, defi-
nimos subdlgebra simples e subdlgebra semissimples, em particular, ideal simples e ideal
semissimples.

1.9 Critérios de Cartan

Para determinar se uma algebra de Lie é semissimples, utilizando apenas a defini-
¢ao, € nessessario verificar se todo ideal, nao nulo, nao é solivel, de modo geral, nao é
uma tarefa simples. Apresentaremos nessa se¢ao, uma maneira pratica de determinar
se uma algebra é semissimples ou soluvel, apenas olhando o trago de transformagoes
lineares. A partir de agora vamos considerar somente algebras sobre corpos algebrica-
mente fechados, de modo prético, sobre o corpo dos complexos.

B Forma de Cartan-Killing

Seja g uma algebra de Lie sobre um corpo K. Dada uma representagao p de dimen-
sao finita de g, defini-se em g a forma traco 3, que ¢ a forma bilinear simétrica
B, 9 x g — K, dada por:

Bo(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

Observe que o produto em questao é a composicao de aplicagoes, no entanto, como p
tem dimensao finita, podemos considerar o produto de matrizes.

Definicao 1.9.1. No caso em que consideramos a representacao adjunta de g, a forma
tragco € chamada de forma de Cartan-Killing, que vamos denotar por (-,-)q ou
simplesmente (-, -), isto €, € uma forma bilinear simétrica (-,-) : gx g — K, dada por:

(X,Y) =tr(adxady).

Observagao 1.9.1. Dizemos que uma forma bilinear € nao-degenerada, quando para
todo X € g, fixado, vale:

(X,Y)=0,¥Y g — X =0.
Um caso bem conhecido de forma bilinear nao-degenerada € o produto interno.

B Critérios de Cartan
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Os critérios de Cartan sao condigoes necessarias e suficientes, em termos da forma
de Cartan-Killing, para que g seja semissimples ou soluvel. Para apresenta-los, preci-
saremos do seguinte lema:

Lema 1. Seja g uma dlgebra de Lie e suponha que sua forma de Cartan-Killing seja
identicamente nula. Entao, g € solivel.

Demonstracao: Veja [1], Lema 3.6, pag. 86.
0]

Teorema 1.9.1 (Critérios de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie e denote por (-,-) a
sua forma de Cartan-Killing.

1. g € solivel se, e somente se, g C g+, onde gt ={X € g:VY € g,(X,Y) =0},
em outras palavras,

g € sulivel <= VX € ¢ eVY € g tem-se (X,Y) = 0.

2. A forma de Cartan-Killing é nao-degenerada se, e somente se, g € semissimples.

Demonstragao: Veja [1], pag. 87, Teorema 3.7 e Teorema 3.8.
0

Teorema 1.9.2. Se g uma dlgebra de Lie semissimples, entdo g se decompoe em soma
direta

g:gl@...@gs;

com cada g; um ideal simples, e nessa decomposi¢io [g;,8;] = 0 se i # j e, além do
mazis,

1. O ortogonal g} de uma componente simples, em rela¢io a forma de Killing, ¢ a
soma das demais componentes.

2. Os ideais de g sao somas de algumas dessas componentes.
3. A decomposi¢ao € unica (a menos de permutacao dos indices).

Demonstragao: Veja [1], pag. 90, Teorema 3.10.

1.10 Subalgebras de Cartan

Lembre que definimos o normalizador de um subconjunto A C g como sendo
NA) ={X eg:[X,Y] € A VY € A}

Definicao 1.10.1. Uma subdlgebra b C g é chamada de subdlgebra de Cartan se:

1. b € milpotente.

2. b € o seu proprio normalizador, isto €, h = N(b).
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Exemplo 1.10.1. Para g = sl(2,C), a subdlgebra

{5 %) e

¢ uma subdlgebra de Cartan. De fato, como b") = [h,h] = 0, temos que b € abeliana,
portanto € nilpotente. Provemos que b = N(h). Claramente h C N(h), e como

0 1 10 00
S ) R () B

¢ a base do exemplo 1.5.1, considerando W € N(b) temos [h, W] € b, mas W =
ae +bh +cf € g, com a,b,c € C, portanto,

[h,W]=2ae-2cfehsa=c=0=W =bh €,

isto é, ) = N(b). Por razées semelhantes, a subdlgebra das matrizes diagonais de trago
nulo é uma subdlgebra de Cartan em sl(n,C).

Definicao 1.10.2. Seja X € g. O polinémio caracteristico de ady, denotado por px,
€ da forma
pX(/\) = \" —f—pn_l(X))\n_l + - +p1(X)/\ —f—po(X),

onde n = dim(g) e cada p;(-) é um polinémio de grau n — i em X. Nesta condigoes,
definimos o posto de uma dlgebra de Lie de dimensao finita como sendo o menor indice
i em que p; 0. Um elemento X € g € dito reqular se p;(X) # 0, onde i é posto de

g.

Nao trataremos as subalgebras de Cartan com muitos detalhes, mas uma das razoes
pelas quais se introduz a noc¢ao de subalgebra de Cartan é que esse tipo de subalgebra é
exatamente o que aparece como gy na decomposi¢ao primaria de ady para X (regular)
em g. Outra razao é o fato de h ser nilpotente garantir que sua representacao em g,
via representacao adjunta, se decompoe em uma soma direta de subalgebras onde a
primeira componente é exatamente .

Teorema 1.10.1. Seja X € g e denote por go(X) o auto-espago generalizado associado
ao autovalor nulo na decomposi¢cdo primdria

g=00(X)Dgr ®--- Doy,

de adx com Ay, ..., A\, autovalores nao-nulos. Entao, go(X) € subdlgebra de Cartan se
X for regular.

Demonstragao: Veja [1], pag. 104, Teorema 4.3.
([l

Como os elementos regulares sao aqueles que nao anulam um polinémio nao-nulo,
certamente podemos garantir a existéncia de tais elementos, portanto:

Corolario 1.10.1. Existem subdlgebras de Cartan em dlgebras de Lie de dimensao
finita.
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1.11 Algebras semissimples

Nessa se¢ao, mostraremos alguns resultados sobre as subalgebras de Cartan de
uma algebra semissimples, sua representacao adjunta e os pesos relacionados a essa
representacao. Na sequéncia estudaremos a féormula de Killing, sistemas simples de
raizes e seus diagramas de Dynkin. Salvo dito o contrario, vamos sempre considerar
algebras sobre corpos algebricamente fechados.

1.11.1 Peso de uma representacao

Em algebra linear, trabalhamos com o conceito de autovalores e autovetores de um
operador linear fixo, no entanto, podemos estender essa definicao para uma familia
de operadores, no entanto, nao é simples saber como generalizar autovalores, porém,
dados V' é um espago vetorial sobre K e A C gl(V'), podemos especificar os autovalores
de elementos de A, dando o funcional linear A : A — K tal que Va € A, \(a) é um
autovalor de a, isto é, av = A(a)v. No caso de autovetor, dizemos que v € V é um
autovetor de A se é um autovetor para cada elemento de A. Vamos utilizar a mesma
ideia para definir o conceito de peso e subespago de peso de uma representacao p (mais
precisamente de I'm(p)).

Defini¢ao 1.11.1. (peso de uma representacao) Sejam g uma dlgebra de Lie e p uma
representacdo de g em V. Um peso de p é um funcional linear X : g — K tal que o
subespaco Vy de V' definido por

Vi={veV VX €g,px(v) =ANX)v}

satisfaz Vy # 0. O subespaco Vy € chamado de subespag¢o de peso associado a A e a
dimensao de V) é chamada de multiplicidade de .

Para cada X € g, A\x é um autovalor de px, entao de modo mais simples, podemos
dizer que os pesos de uma representagao sao, portanto, os autovalores dos elementos
da algebra (isto é, autovalores dos elementos da subélgebra p; C gl(V)), e o subespaco
de peso é o conjunto dos elementos que sao autovetores de cada px.

No caso em que h é uma subalgebra de Cartan de uma algebra de Lie semissimples g,
e considerando a representagao adjunta de h em g (ad : h — gl(g)), existe a seguinte
decomposi¢ao em subespacos de peso:

k
s=ho (@ g) ,
i=1
onde cada «; é um peso da representacao adjunta e os subespacos de peso sao da forma
9o, ={X €9:VH € b,[H, X] = a;(H)X} #0.

Note que b é uma algebra de Lie e g ¢ um espacgo vetorial, logo faz sentido considerar
a representacao adjunta de h em g.
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1.11.2 Subalgebras de Cartan, raizes e a férmula de Killing

Seja g uma algebra de Lie semissimples e h uma subalgebra de Cartan de g. Con-
sidere a decomposic¢ao

g:b@gal @gaz@"'@gaka

onde g,, € o subespago de peso, associado a «;, da representacao adjunta de h em g, e
aq,Qg, ..., 0 $80 0s pesos nao nulos (h = go, onde 0 é o peso nulo). Nesse contexto,
chamaremos esses pesos de raizes de b em relagao a g, o conjunto das raizes sera
denotado por A e os subespacos de pesos g,,, serao chamados de espagos de raizes.
Portanto, conhecer as raizes permite conhecer, consequentemente, toda estrutura da
algebra semissimples.

O funcional nulo é sempre um peso dessa representacao, e como o corpo é algebrica-
mente fechado, a representacao de h dentro de cada g; é dada por matrizes da forma

a;(H) *
CLdH = )

para cada H € § e, além do mais,

[gai7gaj] C gaH_aj.

Apresentaremos a seguir, uma gama de resultados dos quais omitiremos as demons-
tragoes (para mais detalhes consultar [1], cap. 6). Assim como antes, denotaremos a
forma de Cartan-Killing por (-, ).

Proposicao 1.11.1. Sao afirmacoes vdlidas:
i) A restrigao da forma de Cartan-Killing a subdlgebra by € nao degenerada.
i) Se a € raiz entio —« € raiz.

iWi) Para todo X € g,, existe Y € g_, tal que (X,Y) # 0.
Proposicao 1.11.2. A subdlgebra by € abeliana.

Proposicao 1.11.3. O conjunto A, das raizes, gera o dual h* de b, isto é, H =0 se
para toda raiz B, tem-se B(H) = 0.

[remos definir a forma de Cartan-Killing no dual h* de b, e para isso, vamos con-
siderar a aplicagdo ¢ : h — b*, onde p(H) := ¢y = (H,-). Como a forma de
Cartan-Killing, em b, é nao degenerada, pode-se concluir que ¢ é um isomorfismo,
portanto, denotando ay = (H, -), temos que para cada H € b, existe um tnico o € h*
tal que ¢y = a, e reciprocamente, para cada o € h*, existe um tunico H, € h tal que,
para todo H € b, tem-se

a(H)=(H,, H).

Desse modo, podemos definir:
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Definigao 1.11.2. (Forma de Cartan-Killing em §*). Dados o, 5 € b*, a forma de
Cartan-Killing em b* € definida como

(a, B) = (Ho, Hg) = a(Hp) = B(Ha,).

O isomorfismo entre h e h*, definido a partir da forma de Cartan-Killing, garante
que as raizes a € A determinam um ntmero finito de elementos H, em b e mais, como
h* é gerado por A, o conjunto {H, : « € A} gera b.

Lema 1.11.1. Sao afirmacoes vdlidas:
i) Se X €9, eY €9y, entao [ X,Y] = (X,Y)H,.
it) Para todo X € g,, existe Y € g_,, tal que [X,Y] = H,.

iii) Sejam « e B raizes. Entao,
(B, ) = qgala, )
com qga € Q (Em geral qgo # qus)-

i) Para todo o € A, {a, ) € um racional estritamente positivo, portanto, («, ) € Q
para qualquer par de raizes o e [3.

v) dimg, = 1, para todo o € A.

vi) Os inicos multiplos inteiros de uma raiz « que $ao raizes sao a e —a.

Definicao 1.11.3. De modo geral, considere o e 3 dois pesos. A sequéncia de elemen-
tos de bh*

o B=20,0—a, 6,6+ a,B4+2a,...
€ denominada a a-sequéncia inicitada em [5.

E natural perguntar quais desses elementos sao também pesos. O proximo teorema
responde essa questao.

Teorema 1.11.1. Os elementos da a-sequéncia iniciada em 3, que sao pesos, formam
um intervalo contendo B, isto €, existem inteiros p,q > 0 tais que

5—pa,...,ﬁ—a,ﬁ,5+a,...,ﬂ+qa
540 0s unicos pesos da forma B+ ka com k € Z. Além disso, vale a sequinte formula:

_2p.a)

(@, a)

Y

conhecida como formula de Killing.

Na formula de Killing o e 5 nao sao simétricos, ou seja, os valores de p e ¢ sao diferentes
se tomarmos a (-sequéncia iniciada em «. O inteiro

2(8, )

(@, a)

¢ donominado namero de Killing associado as raizes a e 3.

Proposigao 1.11.4. Os tnicos mailtiplos de uma raiz o que sao raizes sao +a ou zero.
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1.11.3 Sistema simples de raizes

Apresentaremos agora, um conjunto de raizes (subconjunto de A), que é base de h*
visto como o espago vetorial sobre o corpo Q (denotamos por l‘){*@), e ainda, que todos os
elementos de A sejam escritos como combinagoes dos elementos dessa base com todos
os coeficientes inteiros. Esse conjunto serda denominado sistema simples de raizes.

Definicao 1.11.4. Vamos introduzir uma ordem lexicogrdfica nos espagos vetoriais
racionais. Seja V. um espago vetorial sobre Q e {vy,...,v;} uma base ordenada desse
espago, entao tome dois elementos v,w € V. como combina¢ao dos elementos da base,

vo= v+ -+,
w = b1U1+"‘+bﬂjl.

Dizemos que v < w se v =w ou se a; < b;, para o primeiro indice i tal que a; # b;.

Observacgoes 1.11.1.

i) Essa relagao define de fato uma ordem que € compativel com a estrutura de espago
vetorial, isto €,

v<w=v+uLwtu e zv<zwsexr >0ev < w.

it) Seja v = ajvy + - - - + qu; um vetor nas condigoes citadas na definicao acima. v > 0
se a; >0, onde i € o primeiro indice tal que a; # 0 (0 = 0vy; + ...+ Ov;).

Definicao 1.11.5. Fizada uma ordem lexicogrdifica dada por uma base do espacgo ve-
torial racional by, uma raiz a € A € dita simples, se

i) a>0;

ii) Nao existem [ e~y pertencentes a A tais que B e vy sao positivas e « = § + 7.

O conjunto finito das raizes simples serd denotado por II e serd escrito como
II={a,...,0q}.

Note que o conjunto das raizes simples depende diretamante da ordem lexicografica,
em outras palavras, depende da base adotada.

Lema 1.11.2. (o, ) <0 sea,B €Il e a # 5.

Definigao 1.11.6. Um subconjunto {as,...,aq} de A € denominado um sistema
stmples de raizes, quando

i) € uma base de by;

it) e para todo € A,
5:n1a1+'--+nlal

com todos os coeficientes inteiros e de mesmo sinal (obrigatoriamente).
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Assim como os nomes sugerem, prova-se que o conjunto das raizes simples, definido
acima a partir de uma ordem lexicogréfica em b, ¢ um sistema simples de rafzes.
Vice-versa, partindo de um sistema simples de raizes II, pode-se definir em b a ordem
lexicografica definida por II, que é uma base de by, e, em relagao a essa ordem, o con-
junto das raizes simples é exatamente II, ou seja, qualquer sistema simples de raizes é
um conjunto de raizes. Observe que nao existe um tnico sistema simples de raizes, por
exemplo, se {aq, ..., q} é um sistema simples de raizes, entao {—ay, ..., —a;} também

2

€.

Observagoes 1.11.2. Seja A o conjunto das raizes, entao as afirmagoes abaizo sao
verdadeiras:

i) Sejam Il = {ay, ...} o conjunto das raizes simples obtido a partir de uma ordem
lezicogrdfica e B € A uma raiz positiva (f > 0). Entao, B escreve-se unicamente
como

B =mnias+ -+ nay,

com ny,...,n todos inteiros positivos (= 0).

Essa € uma caracteristica do conjunto das raizes simples, isto €, nao estamos conside-
rando o fato de ser um sistema simples de raizes, no entanto, vimos qualquer sistema
simples de raizes € um conjunto de raizes simples proveniente da ordem lexicogrdfica
definida por ele mesmo, ou seja, a propriedade descrita acima, bem como todas as
outras, € valida para qualquer sistema simples de raizes. Veja que a partir dessa ob-
servagao e da defini¢ao de sistema simples, podemos concluir que as raizes negativas
possuem todos 0s coefiecientes inteiros negativos.

i) Toda raiz positiva v pode ser escrita como
Y= oy,

onde a;; € raiz simples de tal maneira que as somas parciais
O{il +-"+ai5}

com s =1,...,k, sao raizes. Pela observagio i) acima, o =Y . | kjo; com k; € Zxg
(inteiros nao negativos), dai sempre € possivel escrever o como uma soma de raizes
simples com coeficientes unitdrios (podendo haver repeti¢oes), porém, pode ser que nem
todas as raizes fagcam parte da soma (algum k; = 0), estao indexamos os indices, isto
é, tomamos uma espécie de "subsequéncia” de (aq,...,q;, ..., qp). Também por esse
motivo, essa pode parecer uma observacao obvia, no entanto, a soma de raizes nao €
necessariamente uma raiz, esse resultado garante que escolhida uma posicao 1; > 1,
entao toda a soma anterior a essa posicao € uma raiz.

i11) Podemos "separar” as raizes em positivas e negativas, isto €, firando um sistema
simples de raizes (ou uma ordem lexicogrdfica em f)(*@), pode-se definir

At ={a€eA:a>0} e Am=-At={aeA:a<0}
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dat,
A=ATUA" = AT U-AT,

portanto, para encontrar todas as raizes, basta encontrar somente as positivas (ou as
negativas).

i) A forma de Cartan-Killing é um produto interno em ho (e em by, como espago ve-
torial racional, também).

Para mais detalhes e demonstragoes sobre os sistemas simples de raizes, recomenda-
se ao leitor que veja [1], cap. 6, seg. 4.

1.11.4 Matrizes de Cartan

Vimos que se II é um sistema simples de raizes, entao toda raiz positiva é combi-
nacao linear de II com coeficientes inteiros positivos, isto é, ¢ o mesmo que uma soma,
com possiveis repeticoes, de elementos de II. Um dos objetivos dessa secao sera iden-
tificar quando uma soma de elementos de II é uma raiz e, dai, encontar todas as raizes
positivas (consequentemente todas as raizes). Para isso, vamos utilizar a formula de
Killing considerando a quantidade de raizes simples que aparece na expressao de uma
raiz positiva.

Definicao 1.11.7. Seja
= {a,...,0q}
o sistema simples de raizes fixado. Se 3 € uma raiz positiva tal que
B=nioq+ - +noy, n; € Lo,
entdao o niumero inteiro positivo ny + - - -+ n; € denominado a altura de (3.

Por exemplo, as raizes positivas de altura 1 sao exatamente as raizes simples.

Ja as raizes positivas de altura 2 sao as da forma a;+a; (loy+1eyj) com i # j, pois para
uma raiz «, 2« nao é raiz, (Lema 1.11.1, item vi). Para verificar quais destas somas
sao raizes, considere o intervalo da a;-sequéncia iniciada em «; que contém raizes (veja
Teorema 1.11.1)

O — POy ooy Oy O F QO p,q = 0.

Como todas as raizes, quando escritas no sistema simples, devem possuir os coeficientes
do mesmo sinal, temos que «; — a; nao pode ser raiz, portanto, o intervalo contendo
raizes (pesos), deve ser a;; +0, ..., a; 4+ qay, isto é, p = 0. Logo, pela fomula de Killing,

_ 2ai, o)
<Oé7;, a7,>
Se ¢ = 0, entao o; + ; nao pode ser raiz, pois nao esta no intervalo da sequéncia que

contém rafzes (na verdade, somente a; é raiz na sequéncia), como queremos os casos
em que «; + «; € uma raiz, concluimos que ¢ deve ser pelo menos 1, isto &, ¢ > 0, daf
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Oéj,Oéj +0zi,aj —|—204i,..‘,05j —|—q0¢l
sao todas raizes. Em termos da féormula de Killing:

2<CY,L', Oéj>

<0
<ai7 ai> ’

q > 0 se, e somente se,

assim,

2<O[Z', O[j>

< 0.
<CY7;,CY,L'>

«; + a; € ralz positiva < ¢ > 0 &

Lembre que se « é raiz, entdo (a, ) é um racional estritamente positivo e que se «a,
sao raizes do sistema simples (e portanto raizes simples) e a # (3, entdao (o, ) < 0
(veja Lema 1.11.1, item iv e Lema 1.11.2). Dessa forma, para decidir quais sao as raizes
de altura 2, basta olhar a tabela
2(q, o
M, i,j=1,...1;
<Qi7 O"i>
dos numeros de Killing associados as raizes simples.

Seja § uma raiz de altura 3, pela observacao 1.11.2, item ii), todas as raizes positivas
sao da forma 5 = a; + -+ + a4 com cada «; € II (altura 1) e qualquer soma parcial
a; + -+ a, s < k, ¢ uma raiz. Fazendo a = a3 + -+ + ag_1, temos f = a + ay.
Como [ tem altura 3 e oy, tem altura 1, claramente « deve ter altura 2 (« é positiva,
caso contrario, § nao seria raiz, pois seus coeficientes teriam sinais diferentes), pelo
caso anterior, temos

B = (i + ;) + ay, com i # j.
Como antes, considere a ag-sequéncia iniciada em oy + o
Oéi+Oéj —pOék,...,Oéi—FOéj —Oék,Oéi—i‘Oéj,Oéi—FOéj+Oék,...,04i+06j+q04k,
cuja formula de Killing é

2(a; + o, «
p—q= < J k’>
(o, o)

H& duas possibilidades:

a) i # j # k. Nesse caso, p =0, pois o; + a; — a; ndo é raiz por ser uma combinacao
linear, do sistema simples, com coeficientes positivos e negativos, assim, como no caso
de altura 2, temos ¢ > 0 e, portanto,

2<Oéi + Oéj, Ozk>

< 0.
(o, )

a; + o + oy € uma raiz positiva < ¢ > 0 &

A forma de Cartan-Killing ¢ um produto interno em hg (observagao 1.11.2, item iv)),
entao
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2(a; + aj,on)  2(qg, o) 2(aj, o)

(amon)  {amon)  (aw,on)

_q:

como as parcelas do lado direito sao sempre menores ou iguais a zero, basta que uma
delas nao seja zero, isto é,

2(ay, ap)  2(aj, ag) 2(cv, ag)

2 .
<0 <OouM

(o) (ag, ag) (o, x) (om0 < 0.

qg>0&

b) i = k ou j = k. Por exemplo, se k = j, entdo = a; + 2a, isto é, a aj-sequéncia
iniciada em «a; + «; € parte da a;-sequéncia iniciada em «a;. Como a; — a; nao é raiz,
novamente p = 0 e para que a; + 2a; seja uma raiz simples ¢ deve ser pelo menos 2,
isto é, basta olhar

2<O[Z‘7 O[j>

(o, a5)
Em todos esses casos, os nimeros de Killing correspondentes as raizes simples deter-
minam as raizes de altura 3.

Por inducao, esse argumento se estende ao caso geral, pois, pela observacao 1.11.2 item
ii), dada uma raiz 8 de altura n + 1, ela é da forma o 4+ a; com « raiz de altura n e
ay € II. Outra vez a formula de Killing nos diz quando essa soma é uma raiz. De fato,
pela ag-sequéncia iniciada em « temos

2o, a)
p—qg= )
<Oék7 Oék>
onde p é conhecido, pois o — ay, @ — 2q, ..., se sao raizes (é possivel, pois a pode

possuir alguma parcela contendo ay e por esse fato terd altura menor que n), sdo
positivas (pois os coeficientes de « sdo positivos) e de altura menor que n. Se

o =nioy + -+ noy,
entao
2<Oé,Oék> _ 2<Oé,0(1> 2(04,0q>
(v, o) (a1, an) (au, aq)
e novamente ¢ (o fato de a + ay, ser raiz ou nao), é encontrado a partir dos nimeros

de Killing correspondentes aos elementos de II.

Essa discussao permite que se convenga que os numeros de Killing associados aos
elementos de um sistema simples determinam todas as raizes de ) e, portanto, a estru-
tura da algebra semisimples. Os niimeros associados as raizes podem ser colocados em
forma de matriz, isso nos leva a seguinte definicao:

Definicao 1.11.8. (Matriz de Cartan) Seja I1 = {ay, ..., o} um sistema simples de
raizes. Entao a matriz [ x [ l
O (2(0@,0@-))
(i, ) ij=1

formada pelos nimeros Killing associados as raizes de um sistema simples, recebe o
nome de matriz de Cartan do sistema simples de raizes.
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Os elementos da diagonal sao todos iguais a 2 e os elementos restantes sao inteiros
(pela formula de Killing) negativos. A proxima proposi¢ao mostra que as possibilidades
para os elementos de fora da diagonal sao bastantes restritas.

Note que como a forma de Cartan-Killing restrita a hg € um produto interno, entao
podemos falar em angulo entre elementos de A. Dai, podemos considerar (o, ) =
(Ho, Hg) = |H,||Hp| cosf (onde | - | denota a norma), e tudo mais que conhecemos de
produto interno.

Proposicao 1.11.5. Sejam « e 8 raizes (veja que as raizes ndo sao necessariamente
simples, isto €, o resultado vale para todas as raizes). Entdo

a) Se 0 denota o dngulo entre o e B (ou entre H, e Hg), entdo

3 2 1
V3 v2 1

0=0,+1,+—
COoS ) ) 27 2 27

‘ . km km
isto €, 0 = — ou —.
6 4

b) Os possiveis valores para os nimeros de Killing sao

2(8, @)

(@, a)

=0,+1,+2, +3.
Demonstragao:

a) Pela formula de Killing, podemos concluir que os nimeros

2(8,0)  2(6,0)
RN

sao inteiros e, como

(@, 8)% = |B|af? cos® 0 = (B, B) (e, ) cos® B,
temos que

2(8,0) 2(8,0) 4B, 0)?

= =4cos?d

() (6,8)  (a,)(B,B)

¢ inteiro. Sabendo que 0 < cos?6 < 1 tem-se 4cos?0 = 0,1,2,3,4 e, dai, o cosf é
como no enunciado.

b) Pelo item anterior, o nimero

2(8, ) 28, )
(o, a) (B, 0)

¢ um dos inteiros 0, 1,2, 3,4 e cada um dos fatores é um inteiro. Além do mais, se um
deles se anula, entdo (8,a) = (a, ) = 0 e, portanto, o outro também se anula, dai,
cada um desses fatores pode assumir apenas os valores 0, +1,+2, £3,+4, sendo que
44 nao ocorre. De fato,

4cos?f =
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20,0) _ y 2000 4y,
(o, @) (8,8)
como 0 nao é possivel, temos
2 _ _ _ _ 2<B7Oé> _
dcos’l=4=cosl=+1=0={0,7} = f=+ta= oy =42

o que é uma contradigao.
O
Como o nimero de Killing associado as raizes simples, quando estas sao distintas,
¢ negativo (pelo Lema 1.11.2), "restringindo" essa proposigao a raizes simples, con-
cluimos que os elementos de fora da diagonal da matriz de Cartan assumem apenas os
valores 0, —1, —2 ou —3. Temos ainda que se # é o angulo entre duas raizes simples
a; e aj, entao 0 = 0° se as raizes coincidem ou 6 = 90°,120°,135°,150°, se as raizes
simples sao distintas. Com efeito, basta lembrar que para o, 5 € Il e a # 3, tem-se

e, portanto, (a, f) < 0 e (a,a) > 0.

V3 V2 ,
7,—7 ou —5 Além do

mais, o fato de que 4cos?6 = 0,1,2,3,4, para i # j, garante que se

E dai ver que, no caso das raizes simples, cosf = 0,1, —

Y <O{i, az) ’
entao, necessariamente,
oo o)
7 <ai7 ai>

pois o produto desses dois ntimeros de Killing coincide com 4 cos? 6.

Em resumo:

Proposigao 1.11.6. Seja C' = (¢;j) a matriz de Cartan de um sistema simples de
raizes. Entao

i) ci; = 2 para todo i;

i) ¢ij =0,—1,—2 ou —3, para i # j;
W) cj; = —1, se ¢;j = —2 ou —3;

w) cji =0<=¢; =0.

Observagao 1.11.1. Nem todas as matrizes | X1 satisfazendo essas quatro propriedades
sao efetivamente matrizes de Cartan de algum sistema simples de raizes.
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Observacao 1.11.2. Recorde que dados A = (ay)},—, e B = (bij)}' ;=1 matrizes diago-

nais, temos que AB = (Cz'j)?j:p tal que c;; = E apbr; =0 se i # j e ci; = aybi, ou
‘ o k=1
seja, AB também é uma matriz diagonal.

Exemplo 1.11.1. Seja b a subdlgebra das matrizes diagonais de tra¢o nulo, vimos no
exemplo 1.10.1 que by € uma subdlgebra de Cartan de sl(n,C). Parai,j = 1,...,n,
considere E;; a matriz n X n cuja inica entrada nao nula € a;; = 1, entao o conjunto
das matrizes E;; e E;; — Ej;, para i # j, € uma base de sl(n). Dado H € by, escrevemos

H := diag{ay,...,a,}, onde a; + -+ a, =0,

e vamos aplicar adg nos elementos da base de sl(n):

® cm E“ — E]] N
= (@i — a;)Eii — (a5 — a;) Ej; = 0;
® cm EU

adH(E”) = [H, E”] = HEZ] — E”H = aiEij — ajEij = (ai — CLj)EZ‘j.

Em outras palavras, as raizes nao nulas de by sao os funcionais lineares oi; := \; — Aj,
i # j, onde \; : h —> K dado por

H = diag{ay,...,a,} — a;.

Para H = diag{as,...,a,} € b, temos

(H,H) = tr(adgady) = Z(ai —aj)’ = QZ(%‘ —a;)? = 22 a; + a 42@2(1],

i#£j 1<J 1<j 1<j

mas

—42%@—22@ PO iai:(),
i=1

1<j

como cada a? é somado n — 1 vezes, vem que

(H,H) =2n Z a?
i=1
Esta igualdade e a fomula de polarizacao que relaciona uma forma quadrdtica com a
forma bilinear associada, fornece a forma de Cartan-Killing restrita a b:
(H,H'Y =2n(aiby + - -+ + apby),

onde H' = diag{bi,...,b,}. Seque dai que os valores da forma de Cartan-Killing nas
raizes $a0 08 racionais



44

1

%(5# — 0is — Ojr + 0js),

<aija ars> =

onde d;; =1 sei =7 e 0 caso contrdrio, em particular,

S e

(igs i) =
Temos ainda, (E;j, E,s) =0 se (r,s) # (i,7), e (Eij, E;i) = 2n.

Para mais detalhes, veja [1], cap. 6, pag. 155. exemplo.

Exemplo 1.11.2. A matriz

¢ a matriz de Cartan de s1(3). As raizes positivas sao obtidas da matriz de Cartan da
sequinte forma:

a) Raizes de altura um, isto é, raizes simples: a matriz de Cartan é 3 X 3, portanto,
procuramos 3 raizes simples. Utilizando o exemplo anterior e a relagdo da formula de
Killing com as raizes (discutida anteriormente), vamos procurar as raizes que satisfa-
zem as entradas da matriz (defini¢ao 1.11.8), sao elas:

a1 = (2, Qg = Qg3 € (i3 = (i34.

De fato,
(0, ag) = (12, aigg) = 1/8(12 — 013 — dag + d23) = —1/8 = (an, ay),
(g, a3) = (a3, aizg) = 1/8(d23 — 024 — 033 + d34) = —1/8 = (a3, ),
(an, a3) = (12, azg) = 1/8(013 — 014 — O23 + d24) = 0 = (a3, 2),
(041,041> = <a2,a2 = (043,043> = 1/47
dat,
2
C12 = <a1’ a2> -1 C21
<a17 O{1>
2
Co3 = (0, a3) —1=cs
<042, a?)
2
C13 <a1’ a3> =0=c3
<Oél, al)

b) As raizes de altura dois sio somente ay + ag e g + @, Pois a soma ay + a3 nao €
raiz, visto que
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¢) A tnica raiz de altura trés € aq + oo + as, jd que a; + 2a; ndo € raiz para nenhum
par de raizes simples o; e o;.

Nao existem raizes de altura quatro, pois na oy-sequéncia iniciada em o + ag + Qsz,
p=1lsei=1o0ou3d ep=0set =2, jd que as rizes de altura dois sao a; + as e
a9 + 3. Pela matriz de Cartan, vé-se que esses valores coincidem com

2(041-, a1 + ag + Oég)

<ai7 ai)

e, portanto, q = 0.

1.11.5 Diagramas de Dynkin

O diagrama de Dynkin é um diagrama (grafo) que contém as mesmas informagoes
que a matriz de Cartan e é definido a partir de um sistema simples de raizes fixado:

II=A{a,...,0q}.

O diagrama contém [ pontos (vértices) representando cada uma das raizes. Os vértices
sao ligados ou ndo por um, dois ou trés segmentos (arestas) de acordo com as seguintes
instrucoes:

1) Se
2{ai, o) 2{ai, o)
=0,
(i, ) (v, )
nao existe ligagao:
O O
a; Q;
2) se
2aiyag) _ 2Aai0y)

(i, 00) ()

entao «; e o sao ligados por um segmento:

a; (6%}

2<Oél',04j> 2<O{Z’,O{j>

(v, i) (aj, a;)

¢ —2 (respectivamente —3) entdo os vértices sao ligados por dois (respectivamente trés)
segmentos:

Oo—=>0
(67 Q;

—=0
a; Q;
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Nesse caso o angulo entre as raizes ¢ 135° (respectivamente 150°), pois 4 cos? § = 2 =

2 3
cosf = j:g (respectivamente 4 cos? § = 3 = cos = j:g)

A ideia do diagrama de Dynkin é poder utiliza-lo para obter a matriz de Cartan,
entdo seja C' = (¢;;) a matriz de Cartan. Se construimos o diagrama de acordo com as
regras acima, entao c¢;; = c¢;; = 0 quando as raizes o; e a; nao sao ligadas e ¢;; = ¢j; =
—1 se o; e «; sao ligadas por apenas um segmento. No entanto, quando a ligagao ¢
feita por dois ou trés segmentos, nao fica claro qual das entradas

Y oy, ) (e, 0)

da matriz de Cartan é —2 ou —3, para distinguir isso, orienta-se a ligagao na diregao
da raiz a; (o equivalente para «;) se

2(ay, o
%:M:_Qou_g
<O‘j7 O‘J’)
(e, portanto, ¢;; = —1). Obtém-se dessa forma as ligagOes orientadas:

a; %Oé‘

J

a; %Oé'

J

O namero de ligacoes entre duas raizes no diagrama de Dynkin tem a seguinte
interpretagao geométrica: se 6 ¢ o angulo entre «; e oy, entao

feos? g — 2 o) 2ai, )
(i, i) (e, )

e, portanto, este valor é o niimero de arestas que ligam as raizes pois, se um dos fatores
deste produto é nulo o mesmo ocorre com o outro e, caso contrario, pelo menos um
deles é 1. Resumindo, o ntamero de ligagoes entre duas raizes simples e o angulo que
elas formam entre si estao relacionadas pela seguinte tabela:

O O 0 = 90°

o—oO 0 = 120°
O—0 0 = 135°
=0 0 = 150°

Os exemplos abaixo mostrarao que para encontrar o diagrama a partir da matriz
(ou vice-versa), basta analisar as entradas, da matriz, referentes as posigoes
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das raizes, jaA que na diagonal é sempre 2 e as outras entradas da matriz sao
nulas. A ordem da matriz é a quantidade de raizes.

Exemplo 1.11.3. Dada a matriz de Cartan

(5 3)

temos que
o 2(aq, ag) _ 1
12 <CY17 O[1> 9
o 2(ag, 1) __3
21 <a2’ C(2> b

e assitm a matriz de Cartan acima define o diagrama

631 2042

Exemplo 1.11.4. A matriz de Cartan

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -2 2 -1
0o 0 -1 2

¢ uma matriz 4 x 4, logo Il = {ay, ag, as, ay}. Dai

2 2
oy = Howar) o 2epoy
<0517 Oé1> (062, Oéz)
‘ _ 2(0(27 043> -1
23 <0427 O[2> 9
2
Cyy = <$;3 7022; — _2’
2(0&3, Oé4> 2(0&4, 053>
i (043, Oé3> 0 (044, Oé4>

e, portanto, o diagrama

ap Qg :043 Oy

e a matriz estao associados entre si.
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Exemplo 1.11.5. Seja o diagrama

ag
(S eY)

Oy

logo, T1 = {an, e, vz, au }, a matriz é 4 x 4 e

Clg==Co1 = —1, co3=c30=—1 € cog = a2 = —1.
Dai, a matriz
2 -1 0 0
-1 2 -1 -1
0o -1 2 0
0O -1 0 2

e o diagrama estao associados entre si.

Os diagramas de Dynkin foram construidos a partir de sistemas simples de raizes
que, em tltima instancia, sao bases de espagos vetoriais racionais com produto interno.
A maneira como se associou um diagrama a uma base dependeu apenas da estrutura
geométrica da base, ou seja, dos comprimentos e dos angulos entre seus elementos,
dessa forma, os diagramas podem ser considerados sem fazer alusao aos sistemas de
raizes.

Vimos que hd uma correspondéncia entre as &algebras de Lie semissimples e os
diagramas de Dynkin. Podemos encontrar todos os diagramas de Dynkin possiveis e,
consequentemente, a classificacao das algebras semissimples de dimensao finita sobre
corpos algebricamente fechados. Para encontrar os diagramas de Dynkin é suficiente
encontrar os que sao conexos, isto é, aqueles em que duas raizes quaisquer podem ser
conectadas por um caminho de arestas do diagrama, pois um diagrama qualquer é
sempre uniao disjunta de diagramas conexos, dessa forma, conhecendo-se os diagramas
conexos obtém-se todos os diagramas.

Apresentaremos alguns resultados, dos quais omitiremos as demonstragoes, que nos
ajudarao a eliminar uma série de possibilidades para os diagramas de Dynkin. Ao final,
teremos o Teorema 1.11.2 que apresentaré apenas 9 diagramas conexos possiveis (Para
mais detalhes, veja [1], cap. 7).

Lema 1.11.3. Ao retirar de um diagrama alguns vértices juntamente com todas as
arestas incidentes a esses vértices, o que se obtém ainda é um diagrama, denominado
de subdiagrama.

Lema 1.11.4. Num diagrama com [ vértices, a quantidade de pares conectados (isto
€, que nao sao ortogonais), € menor do que l.

Lema 1.11.5. Um diagrama nao contém ciclos.
Lema 1.11.6. A quantidade de arestas incidentes a um vértice de um diagrama é < 3.

Todos os possiveis diagramas conexos sao dados pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.11.2. Os diagramas de Dynkin conexos sao

|

> Oo—O0—O0— ---
Al =1 ar ay ag a1

> O—O0—O0— - —O%O
Bilz2 & as a_1/0y
> O—O0—O0— --- —O%O
Crl=3 o) Qg Q3 N1 o
a1
N OO0
Dnizd oG M3
67/
G2 (07] :ag
F4 aq (0D :Oég Yy

Eg O—0
Q; Qg Q3 Q4 QOf
Ta7
E7 O O O O O O
Qp Qg Q3 Q4 Q05 O
Tag
Ey O—0—0—0 Oo—oO
Q;p Qg Q3 Q4 Q5 Qg Q7

Os diagramas conexos sao associados a algebras de Lie simples, sendo que as com-
ponentes conexas de um diagrama para uma algebra semissimples correspondem aos
diagramas de suas componentes simples (veja Teorema 1.9.2). Caso o leitor esteja in-
teressado nas matrizes de Cartan associadas aos diagramas acima, veja [2], cap. 11,
pag. 59. (Fique atento para "o nome" das raizes, aqui tomamos uma ordem diferente
e essa ordem vai influenciar diretamente na matriz).



Capitulo 2

Algebras de Kac-Moody

Na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody iniciaram, independentemente,
o estudo de certas algebras de Lie, as quais hoje sdo denominadas Algebras de Kac-
Moody (também conhecidas como algebras de Kac-Moody Lie). Essas édlgebras sao
uma generalizagao das algebras de Lie semissimples de dimensao finita que preservam
quase toda a estrutura original. Uma &lgebra de Kac-Moody é uma &lgebra de Lie,
normalmente de dimensao infinita, que pode ser obtida a partir da generalizacao da
matriz de Cartan. Dentre as algebras de Kac-Moody estao compreendidas as algebras
de Lie simples de dimensao finita e as chamadas algebras de Kac-Moody afim, as quais
podem ser subdivididas em nao torcidas e torcidas. Neste capitulo, a fim de avancar
na teoria, apresentaremos muitos resultados dos quais omitiremos as demonstragoes,
caso o leitor necessite de mais detalhes, consulte [4] e [5].

2.1 Algebras de Lie associadas a uma matriz quadra-
tica complexa

Nessa secao, vamos associar a qualquer matriz quadrada complexa A uma algebra de
Lie, que denotaremos por g(A), e estudaremos algumas de suas propriedades. Estamos
particularmente interessados nas algebras de Lie associadas a um tipo especifico de
matrizes, as chamadas matrizes de Cartan generalizadas. Por ora, vamos considerar as
matrizes de modo geral, portanto, considere A = (a;;);;_; uma matriz complexa n x n
de posto (ou rank) [.

Defini¢ao 2.1.1. (Realiza¢io de uma matriz). Seja A a matriz descrita acima. Uma
realizacdo de A é uma tripla (h,ILI1V), onde h € um espaco vetorial de dimensdo
finita sobre C, I = {ay,...,a,} C b* (dual de h) e IV = {af,...,aY} C b sdo
subconjuntos indezxados de h* e by, respectivamente, satisfazendo as sequintes condigoes:

i) os conjuntos I1 e 11V sdao linearmente independentes em h* e by respectivamente;

i) (o), ;) = ay;, para i,j = 1,...,n, onde (-,-) denota o pareamento' natural entre
um espaco vetorial e seu dual;

!Também conhecido como pairing ou "emparelhamento", (o, o) € a notacao para o (a)). Fique

atento, pois muitas vezes vamos utilizar a ordem invertida desta notacdo, ou seja, («, X) denotara
a(X) (um funcional « aplicado em um elemento X).

20
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iii) dim(bh) — n = corank(A), isto €, dim(h) —n=n—1

Na verdade, podemos definir a realizagdo de modo geral retirando a condicdo iii), a
tripla descrita acima é conhecida como realizacao minimal, mas como toda realizacao
admite uma realizagao minimal, entao sem perda de generalidade, podemos considerar
a minimal, isto é, quando falarmos em realizacao estamos considerando a realizacao
minimal.

Definigao 2.1.2. Duas realizagoes (b, 11 I1V) e (b, 111, I1)) sao ditas isomorfas se
existe um isomorfismo de espagos vetoriais ¢ : h — by tal que (1Y) =TI} e ¢*(I1;) =
I1, onde ¢* € a transformagao linear transposta de ¢ (veja A.2.2).

Proposicao 2.1.1. Quaisquer duas realizagoes de uma matriz complexa quadrada A
sao isomorfas, isto €, a menos de isomorfismo, existe uma unica realizagao para cada
matriz.

Demonstragao: Veja [5], pag. 321, Proposigao 14.3.

Observagoes 2.1.1.

i) Se (h, I, 11V) € uma realizagao de uma matriz A, entao (h*, 11V, 11) é uma realizagio
de A" (transposta de A). Faz sentido, pois II C b* e como by tem dimensdo finita,
existe um isomorfismo narural entre by e h** (isto €, nao depende da base adotada), que
permite identificar h com §** e, portanto, escrever h = h**, dai 11V C h = h**.

i) Dadas duas matrizes Ay e Ay, e suas respectivas realizagoes (b1, 111, 1Y) e (b, ITo, 1Y),
0
1
0 A,
(b @ by, I x {0} U {0} x My, I} x {0} U {0} x I1}),

chamada de soma direta das realizacoes.

entao podemos obter uma realizacao da soma direta ( das duas matrizes:

Defini¢ao 2.1.3. i) Uma matriz A (e sua realizagdo) € dita decomponivel se, apds
reordenar os indices (isto €, efetuar uma permutacao de suas linhas e a mesma permu-
tag¢ao das colunas), A se decompoe em uma soma direta nao trivial. Caso contrdrio,
A € dita indecomponivel. Sempre podemos reordenar os indices de uma matriz de-
componivel A, de modo que tenhamos uma decomposiciao de A em uma soma direta de
matrizes indecomponiveis e a sua realizacao correspondente em uma soma direta das
realizagoes indecomponiveis correspondentes.

ii) Assim como no caso de dimensao finita, para os conjuntos da defini¢ao 2.1.1, vamos
usar as sequintes terminologias: 11 € chamado de base de raizes, 11V é chamado de
base de co-raizes e seus elementos sao chamados de raizes simples e co-raizes

stmples respectivamente. Definimos também, () = Z Zoy; (Z-mddulo gerado por 1) e
i=1

Qv = ZZ&ZV (Z-mddulo gerado por 11V ), chamados, respectivamente, de reticulado
i=1
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de raizes e reticulado de co-raizes. Denote por Q. o monoide gerado em @ pelas
n

raizes simples, isto €, Q4 = g Loy
=1

ii) Para o = Zk a; € Q, o numero ht(a Zk € chamado de altura de o.

=1 =1
Vamos introduzir também, uma ordem parcial > em b* definindo A > pu se A\—pu € Q4

(portanto, a >0 se a € Q4 ea <0 se —a € Q).

2.1.1 A algebra de Lie g(A) associada a uma matriz complexa

Definigao 2.1.4. Seja A = (ai;);;—; wma matriz compleza n X n com posto | e seja
(b, ILI1Y) uma realizagdo de A. A dlgebra §(A), associada & matriz A, é a dlgebra de
Lie com geradores {e1,...,en, f1,..., fu} € b que satisfazem, para todo i,j =1,...,n
e todo H, H' € b, as sequintes relagoes:

ei, fil = 6”@1 ,onde 0;; € o delta de Kronecker;

H') =
Z] = <a27 H>€i§

[e: f;
4,
[H,e

[H fz]: <Ozl, >fz

Observe que (o, H) é a notagao usada para «;(H ), e que por geradores queremos dizer
que e;, f; e b geram g(A) com &algebra de Lie, isto é, qualquer elemento de g(A) é
uma combinagao linear complexa finita dos elementos de {ey,...,e,, f1,..., fu}, dos
elementos de b e de configuracoes ! de colchetes entre os elementos desses dois primeiros.
Note, que pela unicidade da realizacao de A, g(A) depende apenas da matriz A. Denote
por iy a subélgebra de g(A) gerada por ey, ..., e, e por n_ asubalgebra de g(A) gerada
por fi,..., fn (gerados como algebras de Lie).

Teorema 2.1.1. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

i) 9(A) =n_ @ hdny (soma direta de espagos vetoriais).

it) ny (respectivamente n_ ) € livremente gerado porey, ..., e, (respectivamente fi, ..., frn).
Em outras palavras, nao hd relagoes entre os e;s, isto €, cada elemento tem escrita unica

como combinacoes dos e;s e das configuracoes dos colchetes entre eles.

i) Para i = 1,...,n e H € b, a aplicagio e; — —fi, fi — —e;, H — H
pode ser umcamente estendida a uma involucdo & da dlgebra de Lz g(A )

-

—_ <

@ : g(A) — g(A) € um homomorfismo de dlgebras de Lie, tal que @ # 1 e @
(claramente é um isomorfismo).
iv) Com respeito a by, existe uma decomposi¢cao em espagos de raizes:

Yode [550 e [y [ [ o)) sdo exemplos de configuragoes de colchetes ou palavras de Lie ou

monomios de Lie.
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§A)=(Piaobe (P b
acQ a€Qy
a#0 a#0
onde go = {X € g(A) : [H, X] = (o, H) X para todo H € h}. E mais, dim(g,) < oo e
go C 0y, para +a € Q4 , a # 0.

v) Dentre os ideais de §(A) intersectando b trivialmente, existe um inico ideal mazximal
T, além disso,

T=(rNn_)® (rNny) (soma direta de ideais).

Demonstracao: Veja [4], pag. 3, Teorema 1.2.

O
Como cada elemento de n; (respectivamente n_) ¢ combinagao linear complexa
finita de monémios de Lie em e, .. ., e, (respectivamente fi, ..., f,), podemos destacar

0 seguinte:

= Pia.ii=Pach=g

acQ+ acQ+
a#0 a#0

dai, g, C ny e g_, Cn_, para todo a € @, a # 0, entao sao gerados por mondmios
de Lie em eq,...,e, e f1,..., fn, respectivamente.

2.2 Matrizes de Cartan generalizadas e Algebras de
Kac-Moody

O objetivo dessa segao é definir a algebra de Lie g(A), obtida a partir de g(A), e
estudar algumas de suas propriedades. Em seguida, vamos definir a matriz de Cartan
generalizada e associar a esta matriz a algebra de Lie g(A). Essa élgebra sera chamada
de algebra de Kac-Moody.

2.2.1 A algebra de Lie g(A)

Sejam A uma matriz complexa nxn, (h, [T, II") uma realizagao de A, g(A) a algebra
Lie associada a A (definigdo 2.1.4), pelo Teorema 2.1.1, item i), a aplicagdo natural
h — g(A) é injetiva, entdo podemos dizer que h C g(A). Seja 7 o ideal maximal que
intersecta h trivialmente (Teorema 2.1.1, item v), definimos entdo, a algebra de Lie:

g(A) = a(A)/7.

Chamaremos a matriz A de matriz de Cartan da algebra de Lie g(A), diremos
que n ¢ o posto de g(A) e vamos manter a mesma notagdo para as imagens de ¢;, f; e
b em g(A) (ouseja, € :=¢;, f, := fi e H := H para H € b pelo homomorfismo natural

X — X, portanto, salvo dito contrario, ao usar essa notagao estamos nos referindo
aos elementos de g(A)).
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Observacgoes 2.2.1. Sao importantes:
i) O quddruplo (g(A), b, I, 11V) € chamado de quddruplo associado a matriz A.

i) Dois quddruplos (g(A), b, ILITYV) e (g(Ay), by, 111, I1Y) sdo ditos isomorfos, se
existe um isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g(A1) — g(A1) tal que ¢(h) = by,
p(IIV) =11V e ¢*(I1;) = I, onde ¢* ¢ a transposta de ¢.

ii) Como b C g(A) e h N7 = {0}, podemos concluir que a aplicagio natural
h — g(A) dada por H — H € injetiva e, portanto, podemos escrever hh C g(A). A
subdlgebra by de g(A) é chamada de subdlgebra de Cartan e os elementos e;, f; sdo

chamados de geradores de Chevalley. Na verdade, eles geram a subdlgebra derivada
g'(A) = [9(A),9(A)] de g(A) (veja se¢io 1.5) e, além disso,

g(A) =g'(A) +b.

A decomposigao de g(A), vista no Teorema 2.1.1, item iv, induz uma decomposigao
em g(A), chamada de decomposigao em espagos de raizes com respeito a b:

9(4) = P ga
ae@

onde g, = {X € g(A) : [H,X]| = (o, H)X, para todo H € h} é o espago de raizes
associado a «, com go = §o/Tas Ta = TN §a, €m particular, go = b, pois 7 intersecta
b trivialmente. O numero mult(a) := dim(g,) ¢ chamado de multiplicidade de «
(como g = §a/Ta, temos dim(g,) < 00).

Definicao 2.2.1. Um elemento o« € Q) € chamado de raiz se a # 0 e
mult(a) # 0. Uma raiz a > 0 (respectivamente o < 0) é chamada positiva (res-
pectivamente negativa) (veja defini¢ao 2.1.3, item iii). Seque de Teorema 2.1.1, item
), que cada raiz € ou positiva ou negativa, entdo denotando por A, A, e A_ os
conjuntos de todas as raizes, raizes positivas e raizes negativas, respectivamente, temos

A=A, UA_ (unigo disjunta).
Note que podemos escrever

9A) = P g ondegy=".

aceAU{0}

Denote por n; a subdlgebra de g(A) gerada por ey, ..., e, e por n_ a subalgebra de
g(A) gerada por fi,..., f,, temos

n,:@ga%ﬁ,/Tﬂﬁ,en+:@ga%ﬁ+/7ﬂﬁ+,

a<0 a>0

e daf vem a decomposigao triangular:

g(A) =n_ @ bhPn, (soma direta de espagos vetoriais).
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Veja que go C ny se a > 0 e gy, C n_se a < 0, isto ¢, para o > 0 (resp.
(

a < 0), go é a combinagao linear de elementos da forma |[... [[e;, €:,], €] - - - €;.] (resp.
[ Ufins fiols fis) - - - fil]), tal que oy + -+ + o, = a (vesp. o, + -+ + a;, = —a), ou
seja,
Jo = > ClLolen e ei) el
o o =a
9o = o CL s fuls fil - i

ot taig=—a

Como exemplo, vamos considerar & = aj+as+as, com a > 0, entao g, = C|[eq, ez, e3]+

Cles, [e2, €3]]

Em particular, g,, = Ce;, g-o, = Cfi € gso;, = 0 se |s| > 1, parai = 1,...,n (Essa
tltima, basta utilizar o item ii) da definigdo 1.1.1). Lembre que o > 0 (resp. a < 0)
implica o = > | ko (vesp. —a = > ¢ | ko) com k; € Z, entdo, pelo mesmo mo-
tivo citado na observac¢ao 1.11.2, item ii), indexamos os indices. Note que e; # 0 em
g(A), poise; =0 (isto é, e, =0) = e, €7 = 0+# a) = e, fi] € 7Nheissoé uma
contradigao, de modo anélogo, f; # 0 em g(A).

Seja @ o automorfismo involutivo de g(A) e 7 ¢ um ideal maximal de g(A), entao
@(7) também é um ideal maximal de g(A) e, além disso,
Heao(r)nh=H=w(X),XerT = —-H=wH)=XerT
= Hertnh= H=0,
isto é, @(7) é um ideal maximal de g(A) que intersecta b trivialmente, pela unicidade

de 7 temos @(7) = 7. Assim, @ induz um automorfismo involutivo w : g(A) — g(A) :
X — @(X), com as seguintes propriedades:

wle)=—fi, w(fi)=—e, @@=1,...,n),
w(H)=—H, se H €.

O automorfismo involutivo w, induzido por @ na &lgebra de Lie g(A), é chamado
de involugao de Chevalley. O fato de w(g,) = g_o (veja Lema 2.4.2), nos da
mult(a) = mult(—«) e, em particular, A_ = —A,.

As seguintes proposi¢oes sao muito uteis:

Proposicao 2.2.1. a) Sejam g uma dlgebra de Lie, h C g uma subdlgebra comu-

tativa (abeliana), e1,...,en, f1,..., fo elementos de g e IV = {af,...,aY} C b,
II={a,...,a,} CH* conjuntos linearmente independentes, tais que:
lei, fi] = 0o €b (6,5 =1,...,n), (2.1)

[H,e;] = (a, HYe;, [H, fi] = =i, H) f;, (Hebh e i=1,...,n). (2.2)

Suponha que e;, f; (i,7=1,...,n) el geram g como dlgebra de Lie, e que g nao possui
ideais nao nulos que cruzam by trivialmente. Finalmente, seja A = ((a},a;))}—; e
suponha que dim(h) = 2n — posto(A). Entao, (g,b, I, 1IV) € um quddruplo associado

a matriz A.
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b) Dadas duas matrizes A e A" de ordem n, existe um isomorfismo dos quddruplos
associados se, e somente se, A’ pode ser obtida de A por uma reordenacao do conjunto
de indices.

Demonstragao: Decorre da Proposigao 2.1.1 e do Teorema 2.1.1.
OJ
A préxima proposicao trata de graduagoes, portanto, relembrando brevemente,

dado um grupo abeliano M, a decomposicao V = EB V, do espaco vetorial V', em

aceM
uma soma direta de seus subespacos, ¢ chamada uma M-graduagao de V. Um subes-

pago U C V é dito graduado se U = @(U NV,). Os elementos de V,, sdo chamados

acM
de homogéneos de grau a.

Proposicao 2.2.2. Sejam b uma dlgebra de Lie comutativa (isto €, b é abeliana) e V
um bh-modulo diagonalizdvel, isto €,

(x) V=PV ondeVy={veV:H@w) =AH), VH € b}.

AEb*
Entao, todo submddulo U de V € graduado com respeito a graduacao (x).

Demonstragao: Veja [4], pag. 8, Proposigao 1.5.

([l
Proposicao 2.2.3. O centro da dlgebra de Lie g(A) € igual a
c:={Hebh:{a;,H)=0,Vi=1,...,n},
além disso, dim(c) =n — .
Demonstragao: Veja [4], pag. 11, Proposi¢ao 1.6.
0

2.2.2 Matriz de Cartan generalizada

Definigao 2.2.2. Seja A = (a;;);—, wma matriz complera n X n. A ¢ uma matriz
de Cartan generalizada (MCG) se, para todo i,j = 1,...,n, satisfaz as sequintes
condigoes:

(Cl) Qi = 2;

(C2) a; €Z e a; <0, sei##j;

(C3) a;; = 0 implica aj; = 0.

Veremos mais adiante que no caso especial em que A é uma matriz de Cartan (def.
1.11.8 e Prop. 1.11.6), a algebra de Lie g(A), construida por Kac e Moody, coincide
com a algebra de Lie semissimples de dimensao finita. Contudo, a algebra de Lie g(A),
em geral, é de dimensao infinita.



57

Definicao 2.2.3. (Algebra de Kac-Moody) Seja A wma matriz de Cartan generalizada.
A dlgebra de Lie g(A) associada a matriz A é chamada de dlgebra de Kac-Moody.

Em outras palavras, uma algebra de Kac-Moody é a algebra de Lie g(A), onde A é
uma matriz de Cartan generalizada.

2.3 Classificacao das matrizes de Cartan generaliza-
das e diagramas de Dynkin

A estrutura da algebra de Kac-Moody g(A), depende essencialmente da matriz de
Cartan generalizada, portanto, vamos verificar quais os possiveis tipos que a MCG pode
assumir. Para isto, enunciaremos os princiais resultados que nos levarao a classificacao
das MCG dos tipos finito e afim.

Primeiramente, refinando a defini¢gdo 2.1.3, item i), dizemos que duas MCGs
A = (a;;) e A" = (a;;) sdo equivalentes, se elas possuem o mesmo grau n e existe uma
permutacao o de S, tal que

@ij = Ao(i)o(j)s para todoi,j =1,...,n.

Uma MCG A é dita indecomponivel, se nao é equivalente a uma soma direta de
A1 O
0 A,
A é uma MCG, entdo a sua transposta A' também é uma MCG e, além disso, A é
indecomponivel se, e somente se, A® ¢ indecomponivel.

MCGs menores A; e Ay, isto é, A nao é equivalente a Claramente, se

Considere uma matriz real A = (a;;), n X n, com as seguintes propriedades:

(m1) A & indecomponivel,
(m2) a;; <0, parai#j;
(m3) a;; = 0 implica a;; = 0.

Note que uma MCG cumpre (m2), (m3) e podemos admitir que satisfaz (ml), pois
sem perda de generalidade, pode-se considerar que uma MCG é indecomponivel, ja
que qualquer matriz pode ser decomposta em uma soma de indecomponiveis (isto é, é
suficiente estudar as matrizes indecomponiveis).

Observagao 2.3.1. Para um vetor coluna real u = (uy,us, .. .)", adotaremos a sequinte
notacao: escreveremos u > 0 se u; > 0 para cada i, e u > 0 se u; = 0 para cada 1.

Definigao 2.3.1. Seja A wma matriz real n X n satisfazendo (m1), (m2) e (m3).
Definimos:
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a) A € do tipo finito se

(i) det(A) #0;
(1) existe u > 0 tal que Au > 0;
(11i) Au > 0 implica w > 0 ou u = 0.

b) A € do tipo afim se

(i) n — posto(A) = 1; 2
(ii) existe uw > 0 tal que Au=0;
(11i) Au > 0 implica Au = 0.

c) A € do tipo indefinido se

(i) existe w > 0 tal que Au < 0;
(i) Au >0 e u > 0 implica u = 0.

Teorema 2.3.1. Seja A uma matriz real n xn satisfazendo (m1), (m2) e (m3). Entao
uma, e apenas uma, das trés possibilidades descritas na defini¢ao 2.3.1 vale para ambas

A e At

Demonstragao: Veja [4], pag. 48, Teorema 4.3.
O
Em outras palavras, esse resultado diz que podemos classificar uma MCG indecompo-
nivel em ou finito, ou afim, ou indeterminado.

A fim de classificar todas as MCGs do tipo finito e afim, vamos introduzir, assim
como fizemos no caso das algebras de Lie de dimensao finita semissimples, os chamados
diagramas de Dynkin.

Definigao 2.3.2. Seja A = (ay)};—; uma MCG. Associaremos a A um grafo S(A),
chamado o diagrama de Dynkin de A, dado da sequinte forma:

i) Se a;;a;; < 4, entao os vértices i e j sao conectados por max{|a;;|, |a;i|} arestas e,
tais arestas, sao equipadas com uma flecha apontando para i sempre que |a;;| > 1, e
apontando para j sempre que |a;;| > 1.

i) Se a;;a;; > 4, os vértices i e j sao conectados por uma aresta com o par (|a;;|, |aj|)
sobre ela.

Note que A é indecomponivel se, e somente se, S(A) é um grafo conectado (conexo).
Veja também que a cada MCG A, determinamos um diagrama de Dynkin S(A) que,
assim como a sua matriz, acompanha a classificacao de tipo ou finito ou afim ou inde-
terminado e mais, A é determinada pelo diagrama de Dynkin S(A) e uma enumeracao
de seus vértices.

2Como defini-se corank(A) = n — posto(A), é comum encontrar tal condi¢io escrita da forma
corank(A) =1
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Exemplo 2.3.1. Considere as MCGs e seus respectivos diagramas de Dynkin:
2 -1
A= (—1 2 ) 1 2
2 -1 ;
-2 2 1 2
2 =2
Ay = (—2 2 ) Clé >§

(2 =2 (2,3)
As = (—3 2) 1 2

Note que a ordem da matriz é a quantidade de vértices do diagrama.

As

A proxima proposicao e o proximo teorema, fornecem um resumo dos resulta-
dos referentes as MCGs indecomponiveis. Mas antes, relembre que uma matriz da
forma (a;;)ijes, onde S C {1,...,n}, é chamada de uma submatriz principal de
A = (ai;)};= e denotemos por Ag (uma submatriz é obtida excluindo-se algumas li-
nhas ou colunas de uma matriz original). O determinante de uma submatriz principal
é chamado de menor principal, em outras palavras, um menor principal é o deter-
minante de uma submatriz de A tal que a sua diagonal principal faz parte da diagonal
principal de A.

Proposigao 2.3.1. Seja A uma MCG indecomponivel.
i) A € do tipo finito se, e somente se, todos 0s seus menores principais $ao positivos.

ii) A € do tipo afim se, e somente se, todos os seus menores Principais proprios Sao
positivos e det A = 0.

iii) Se A € do tipo finito ou afim, entdo qualquer subdiagrama proprio de S(A) é uma
uniao (conexao) de diagramas de Dynkin do tipo finito.

iv) Se A € do tipo finito, entdo S(A) nao contém ciclos. Se A é do tipo afim e S(A)
contém ciclos, entio S(A) € o ciclo

Qo
04 k@, onde [ =2.

a1 (%) a1
v) A € do tipo afim se, e somente se, existe 6 > 0, tal que A0 = 0; tal 6 € unico a
menos de multiplicagao por uma constante.

Demonstragao: Veja [4], pag. 51, Proposigao 4.7.
O
Por meio dos diagramas de Dynkin, podemos listar todas as MCGs do tipo finito e
afim, isto é feito no préximo teorema.



Teorema 2.3.2. a) Os diagramas de Dynkin de todas as MCGSs do tipo finito sdo:

Es

b) Os diagramas de Dynkin de todas as MCGs do tipo afim sao:

TABELA Fin
o—O0—O0— -+ —0O0—=0
;. Qg O3 a1 o
ap Gg Qg o Ofl—lzal

7]
o o O
Qg O3 a3 O
(67

O O
Qp Qg Q3 Q4 OQOp

Ta7
@ O O ' O O
Q. Qg Q3 Qg Q5 Qg

TQS

O—O0—0 O—O0—o0
(0751 [6%) Q3 a4 Qp (073 (074

TABELA Aff 1

1o
1 1 1 1
a1 Qg a1 Oy
1 O
1 2 2 2 2
aq Qo Q3 a1 Qg
1 2 2 2 1
Qo /0 Qg a2 O

(I+1)

60
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10 g 10 01
D(l) IS4 1 2 2 2 1
o (=4) ap oy Qg a2
1 2 3
1
Gy
Qp Qp /0
FO b3 & 3
4 Qo Oq Qg /g Oy
2 0[6
1 2 3 2 1
Eél) o—>0 5—0
(5] (0%)] Qa3 )y (673
2 (X7
W Logop 43 2
E) o—o O O
Qp Q1 Qo Q3 Q4 Q5 Qg
3 0[8
(1) 2 3 4 5 6 4 2
E O—O0—=0—"0—=05 )
8 Qyp Qg Qo (3 Gy Q5 Qg Q7
TABELA Aff 2
2 1
Af) o%o
Qo Qg
2 2 2 1
AD (1> 9 O%Oi 40%0
o (12 2) ap Qg aN
1 2 2 2 1
A(2) 1>3 40%0
2-1(1 > 3) ap ay Qg TRV NYeY
%) 1 1 1 1 1
D@ (=2
il >2) ag Qg a1 by
5@ b b ¥ -2 &
A\
6 Qp Q1 Qv Q3 Qy
TABELA Aff 3
1 2 1

D®)
4 (%)) (0%} (6]

c) A numeragio que aparece nos diagramas do item b) sio as coordenadas do unico
cap)t, tal que Ad = 0 e 0s a;s sdo inteiros positivos relativamente

vetor 0 = (ay, ...

PTiMmos.
Demonstracao: Veja [4], pag. 51, Teorema 4.8.
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Proposicao 2.3.2. Seja A uma MCG indecomponivel de ordem n. Entdao sao equiva-
lentes:

i) A € do tipo finito;
i) |A] < o0;
iii) g(A) € uma dlgebra de Lie simples de dimensao finita;

iv) existe « € Ay tal que o + oy & A para todoi=1,...,n.

Demonstracao: Veja [4], pag. 55, Proposicao 4.9.
]

Observacgoes 2.3.1. Referente aos resultados apresentados podemos comentar que:

i) A classificagao dos diagramas do tipo finito € exatamente a mesma dos diagramas
das dlgebras de Lie simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado.

ii) Na tabela Fin, os vértices dos diagramas estao enumerados pelos simbolos as, . . ., ay,
e cada diagrama Xl(l) da tabela Aff 1 € obtido do diagrama X; (da tabela Fin), pela
adigao de um vértice, enumerado por cg e mantendo o restante da enumera¢ao jd exis-
tente nos vértices originais; na MCG isso € equivalente ao acréscimo de uma linha ”0”
e uma coluna 70" (veja Proposicao 3.2.1). Os vértices dos diagramas das tabelas Aff
2 e Aff 3 estao enumerados pelos simbolos ag, aq, ..., q.

iii) Os nimeros em parénteses na tabela Fin sao os det A. As etiquetas numéricas nas
tabelas Affs sao os coeficientes de uma dependéncia linear entre as colunas de A.

w) O tipo afim divide-se em duas classes, as nao torcidas listadas na tabela Aff 1 e
torcidas listadas nas tabelas Aff 2 e Aff 3.

Definigao 2.3.3. Uma raiz de um sistema de raizes finito A que satisfaz a condi¢do
iv) da Proposi¢ao 2.3.2, é chamada raiz de altura mdzxima. Tal raiz é unica e €

dada pela formula .
0 = Z biOéi,
i=1

onde b; sio os rotulos (etiquetas) do diagrama de Dynkin estendido referente 4 posi¢ao
i da tabela aff 1, e oy sao as raizes em cada vértice do mesmo. Perceba que excluimos
a posicao ”0”, jd que estamos no contexto de dlgebras de tipo finito (vamos generalizar
esse conceito mais adiante).

Exemplo 2.3.2. Consideremos uma matriz A do tipo Fy da tabela Fin., temos entdo
A e seu respectivo diagrama de Dynkin (exemplo 1.11.4):

A—_12_10 3:>: o.
o o -2 2 -1 ap Qg /g Qg
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As entradas que satisfazem a definicao 2.3.2 sao aia, ao1, Ao3, A3, G34 € Gy43, a diagonal
€ toda igual a 2 e as demais entradas sao nulas. A matriz B do tipo F4(1) da tabela
Aff 1, é obtida adicionando uma ’linha 0 e uma ’coluna 0° a matriz A, e no diagrama
basta adicionar mais um vértice ayg:

2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O L2 a3\ 2
B=|10 -1 2 -1 0 G W A
o 0 -2 2 -1
o 0 0 -1 2
Em B, basta analisar ag, € ayg. Denotando as colunas de B por cg,...,cq, temos

que lcg + 2¢1 + 3co + 4egz + 2¢4 = 0, portanto, as etiquetas numéricas sao realmente
coeficientes de uma dependéncia linear entre as colunas de B. Veja ainda que A tem
posto 4, sendo det A # 0, jd o posto de B também é 4 e det B = 0.

Observagoes 2.3.2. Sobre a simplicidade de g(A) temos:
e Se A ¢ do tipo finito, entao g(A) é simples.

e Se A é do tipo afim, entao g(A)/Z € simples, onde Z € o centro de g(A).

2.4 Sistema de raizes

Nesta secao, damos uma descri¢ao do sistema de raizes A de uma algebra de Kac-
Moody g(A). Nosso principal instrumento é a noc¢ao de raiz imaginaria, que nao tem
contrapartida na teoria das dimensoes finitas.

Antes de iniciar o estudo do sistema de raizes de uma algebra de Kac-Moody, precisamos
comentar sobre duas ferramentas importantes: a forma bilinear invariante e o grupo

de Weyl.
2.4.1 A forma bilinear invariante e o grupo de Weyl

Definigao 2.4.1. Seja A = (a;;) uma matriz n X n. Diremos que A é simetrizdvel
se existe uma matriz diagonal inversivel D = diag(ey, ..., €,) (¢, # 0) e uma matriz
simétrica B = (b;;) tais que

A=DB.
Chamamos a matriz B de simetrizagao de A e g(A) de dlgebra de Lie simetrizdvel.

Definigao 2.4.2. Fize a matriz A da definicio acima, e seja (b, ILI1Y) uma reali-
zagdo de A. Fizamos o subespago complementar §" do subespago b/ = Y7 Cal em
b, e definimos uma forma bilinear simétrica (- | -) : h x h — C, pelas sequintes
equacoes:

(*) (@ | H) = (o, H)e;, VHED, i =1,... n;

)

() (Hy | Hy) =0, VHy, Hy € B".
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Como oY, ..., aY

que b =h' @ bh").

sao linearmente independentes, entao (- | -) ¢ bem definida (lembre

De A = DB, vem a;; = €;b;; = €;b;;, entao por (x) e o item ii), da definigdo 2.1.1, temos:

| oy

(5 % *) (cv ;

— |4 — — Tos
) == <ozi,ozj >€i = ;i€ = bijeiej para 7, 7] = 1, o, n.

Lema 2.4.1. A respeito de (- | -) temos:
i) O Nicleo da restricao da forma bilinear (- | -) a b’ coincide com ¢ (centro de g(A)).

it) A forma bilinear (- | -) € nao degenerada em b.

Demonstragao: i) Basta ver que o nucleo é da forma bilinear (- | -) é
{H ey :(af | H = {a;,H) = 0, para todo i = 1,...,n} pois {af,...,a)} &
uma base de b’ (definigdo A.4.2), e aplicar Proposigao 2.2.3. Em ii), veja que para
todo Heh, (O ol | H)=>" ci(a) | H) =Y ceilai, H) = O cieio, H)
(lembre que c;e;{a;, HY = cie;0(H) = o (cie;H)).

0

Observagao 2.4.1. Como a forma bilinear (- | -) € nao degenerada em Yy, podemos
considerar o isomorfismo v : h — b* definido por H — v(H) = (H | -), isto é,

v(H)(H') = (v(H), H') = (H | H'), H,H" € b,

ou ainda, para cada o € h* existe um unico H, € b tal que o = (H, | ). Agora
podemos induzir uma forma bilinear (- | -) em b*, para isso basta tomar o caminho
natural (o | B) := (v (a) | v™(B)) = (Ha | Hp), para todo o, 3 € bh*.

Por (x), temos v(o))(H) = (o) | H) = {a;, H)e; = ;0;(H), o que implica v(a)) =
Ei()éi,’i: 1,...,71.

A partir de (% * %), para i,j = 1,...,n, deduzimos
(Oéi ‘ ij) = <Oéi,0é;/>€j_1 = (Ijiéj_l = bij = Clijﬁi_l. (23)

Teorema 2.4.1. Seja g(A) uma dlgebra de Lie simetrizdvel, onde A é a matriz da
definicao 2.4.1. Entao, existe uma forma bilinear simétrica nao degenerada em g(A),
a valores em C, denotada por (- | -), tal que 3:

a) (-] -) € invariante, ou seja, ([X,Y]| Z) = (X | Y, Z]), para todo X,Y,Z € g(A).

b) (- | -) restrita a b é definida por (x) e (xx) e é ndao degenerada.

¢) (8o | 85) =0, sempre que a+ B # 0.

3Nao confundir com a forma bilinear (- | -) em b definida anteriormente, porém podemos estendé-la
a uma desse tipo em g(A).
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d) (- | -) restrita a go + g—o € nao degenerada para o # 0, e consequentemente g, e
g_a SGo pareados de forma nao degenerada por (- | ).

e) [X,Y]=(X |Y)v Ha), para X € go, Y €Eg_0, a € A.

Demonstragao: Veja [4], pag. 17, Teorema 2.2.
O
Supondo que A = (a;;)'._; é¢ uma MCG simetrizavel, podemos fixar uma decomposicao

n
Z"j:
J— y n
A —_— dlag(El, .« .. ,en)(blj)l7j:1, (2.4)
onde o0s ¢;’s s@o numeros racionais positivos e (b;;) ¢ uma matriz racional simétrica.

Tal decomposicao sempre existe e, além disso, se A é indecomponivel, entao a matriz
diag(eq, ..., €,), a menos de um fator constante, é unicamente determinada.

Observacgoes 2.4.1.

i) Fize uma forma bilinear simétrica nao degenerada (- | -) associada & decomposi¢io
(2.4) conforme na defini¢ao 2.4.2. Por (2.3), parai,j=1,...,n, temos:

(i | w) = aue;’ =267 >0
(@i |aj) = ayer' <O para i # j;
2
af = viaeg) =ar () = (o | a.)yil(ai)'

A= (%):1 |

ii) Estendemos a forma bilinear (- | ) de b para uma forma bilinear invariante si-
métrica (- | -) em toda a dlgebra de Kac Moody g(A), pelo Teorema 2.4.1, tal forma
existe e satisfaz todas as propriedades descritas ld. Prova-se também, que essa forma
estendida € unica.

iwi) A forma bilinear (- | -) em g(A), do Teorema 2.4.1 , que satisfaz (o, | ;) > 0 para
1=1,...,n, € chamada de forma bilinear invariante padrao.

Apresentaremos a seguir, a nocao de grupo de Weyl de uma algebra de Kac-Moody
g(A). Mas antes precisamos definir a reflexao® fundamental.

Definigao 2.4.3. Seja g(A) uma dlgebra de Kac-Moody com A = (a;)};—,. Para cada
i =1,...,n, definimos a reflexao fundamental r; do espagco b* por

ri(A) =X — (N, o) )y, A € b*.

4Veja A.3.
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Em particular, ri(a;) = a; — (o, o) Yoy = a; — agje; € Q (ri(ei) = —a), o que nos dd
riQ C Q.

Como {ay,...,a,} C b* é linearmente independente, podemos completa-lo para
obter uma base de h*, entao para cada i fixado, escrevendo a matriz A; de r; nessa
base, teremos det A; = —1 e ela é sua propria inversa, portanto, r? = 1. O conjunto de
pontos fixos T; = {\ € h* : (\,a)) = 0} de r;, ¢ um hiperplano de h*, somando-se ao
fato de ;(a;) = —ay, conclui-se que realmente 7; é uma reflexao, para todoi =1,...,n.

Definicao 2.4.4. O subgrupo W dos automorfismos® de b* gerados por todas as re-
flexoes fundamentais é chamado de grupo de Weyl de g(A). Escreveremos W(A)
quando for necessdrio enfatizar a dependéncia de A.

2.4.2 Raizes reais e raizes imaginarias

Definicao 2.4.5. Uma raiz o € A é chamada raiz real se existe w € W tal que w(«)
¢ uma raiz simples (w(o) € II). Denotamos por A™, A’¢ e A o conjunto das raizes
reais, raizes reais positivas e raizes reais megativas, respectivamente.

Como os elementos de W sao isomorfismos, temos que se « € A™, entdo o = w(qy)
para algum «; € Il e w € W. Podemos definir a reflexao r, com respeito a o« € A"
por

ra(A) =X — (N, a")a, A € b*.
Proposicao 2.4.1. Seja o uma raiz real de uma dlgebra de Kac-Moody g(A). Entao,
(a) mult(a) = 1.
(b) koo € uma raiz se, e somente se, k = +1.

(c) Se B € A, entao existem inteiros nao negativos p e q relacionados pela equagao
pb—q= <57 av>7

tais que 4+ ka € AU {0} se, e somente se, —p < k < q, k € Z.

(d) Suponha que A € simetrizdvel e seja (- | -) a forma bilinear invariante padrao em
g(A). Entao,

i) (o] ) > 0
i) oV =207 a)/(a | a);
iii) se o = Zkiai, entao ki(a; | ;) € (o | @)Z.

(e) Devido +a & 11, existe i tal que

[ L .
°Lembre que cada r; é um isomorfismo.
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|ht ()| < |ht af.

Demonstracao: Veja [4], pag. 59, Proposicao 5.1.
O

Sejam A uma MCG simetrizavel e (- | -) a forma bilinear invariante padrao (veja
observagao 2.4.1, item iii)). Entao, dada uma raiz real «, temos |a]* = (a | a) =
(w(a) | w(ey)) = (i | ;) = |u]?, para alguma raiz simples «;.

Definigao 2.4.6. Diremos que o é uma raiz real curta (respectivamente longa), se
(| @) = ming(cy | ;)

(respectivamente (o | a) = maz;(a; | o;)). Esses nao dependem da escolha da forma
padrao.

Definicao 2.4.7. Uma raiz a que nao € real € chamada de raiz tmagindria. De-
notamos por A", A" e A" o conjunto das raizes imagindrias, raizes imagindrias
positivas e raizes 1magindrias negativas, respectivamente.

Por definicao, temos
A = A" U A™ (unido disjunta),
além disso, A™ = ATf LI —A"¢ e A™ = A LA™
Proposigao 2.4.2. As raizes imagindrias possuem as sequintes propriedades:
i) O conjunto AT é W -invariante, isto €, para todo w € W tem-se w(AT") C A"

it) Se A € simetrizdvel e (- | ) € a forma bilinear invariante padrdo, entdo uma raiz o
¢ imagindria se, e somente se, (a | a) < 0.

Demonstragao: Veja [4], pag. 61, Proposigao 5.2.
0

Definicao 2.4.8. Para o = Zk:iozi € Q, definimos o suporte de o (denotaremos

por supp(a) ), como sendo o subdiagrama de S(A) que consiste dos vértices i tais que
k; # 0, e de todas as arestas que ligam esses vértices. O supp(a) € conectado, para
toda raiz o de g(A).

Teorema 2.4.2. Seja A uma MCG indecomponivel. Entao,

i) Se A ¢ do tipo finito, entdo o conjunto A™ € vazio, isto é, a dlgebra de Kac-Moody
9(A) nao possui raizes imagindrias.

it) Se A € do tipo afim, entao

A = {ng(n =1,2,..)},
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!
onde 6 = Z by, € 0s bis sao as etiquetas de S(A) nas tabelas Affs e o 0s respectivos
i=0

vértices de S(A).

iti) Se A € do tipo indeterminado, entdo eziste uma Taiz imagindria positiva
o= Zk‘iai tal que k; >0 e {a,a)) <0, para todoi=1,...,n

Demonstragao: Veja [4], pag. 64, Teorema 5.6.

O

Considere agora, g = g(A) uma é&lgebra de Kac-Moody associada a uma matriz
A do tipo afim (tabelas Aff 1, Aff 2 e Aff 3). De g(A), sejam bh a subalgebra de
Cartan, 1T = {ay, ..., a;} C h* o conjunto das raizes simples, 1V = {a}/,...,a)} C b
o conjunto das coraizes simples, A o sistema de raizes, @ e Q" o reticulado de raizes
e o reticulado de coraizes, respectivamente.
Denote por g a subélgebra de g gerada pelos e;’s e f;’s (como algebras de Lie). Veja
que § ¢ uma algebra de Kac-Moody associada & matriz A, obtida retirando a linha 0

e a coluna 0 da matriz A. Com relagdo a g, os elementos ¢; e f; (i = 1,...,1) sdo os
geradores de chevalley, h = g N b ¢ a subalgebra de Cartan, II = {ag, .. ozl} Ch*eé
a base de raizes, IV = {a},...,a)} C b é a base de coraizes. Pela Proposu;ao 2.3.2,

g= g(A) é uma algebra de Lie simples de dimensao finita cujo diagrama de Dynkin
S(A) ¢é obtido removendo o vértice 0 de S(A).

O conjunto A = ANh* é o sistema de raizes de §, este é finito e consiste de raizes
reais. Ay = ANA; ¢o conjunto das raizes positivas e denote por A, e A, as raizes
curtas e rafzes longas de A, respectivamente, e coloque Q = ZA.

Do Teorema 2.4.2; item ii), temos que o conjunto de raizes imaginarias e raizes imagi-
narias positivas da algebra de Lie g sao da forma:

— {£6,426,...} ¢ A™ = {5,25,.. }.

A seguinte proposicao descreve o conjunto das raizes reais A’ e raizes reais positivas
AT¢ de algebra de Lie associada & uma MCG do tipo afim em termos de A e 6.

Proposicao 2.4.3. Seja a dlgebra de Kac-Moody g = g(A), onde A pertence a tabela
Aff r. Entao,

i) A ={a+nd:acA necZ}ser=1.

i) A ={a+nd:ac A, ncZyU{a+nrd:acA,n€L} ser=2ou3, mas A
nao € do tipo A;%).

1 . .
iii) Am:{é(a—l—(Qn—l)(S):aeAl, neZiU{a+nd:a€ A, neZu{a+2nd:
ac A, nel) seAédo tipo AS).

i) AT +rj = A",

v) AT = {a € A™ comn >0} UA,.
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Demonstracao: Veja [4], pag. 83, Proposicao 6.3.
0

Definicao 2.4.9. Utilizando o mesmo ¢ visto acima, vamos introduzir o sequinte ele-
mento importante:

l
9:5—600(0 = Zbl@l € Q
=1

Considerando o isomorfismo da observacao 2.4.1, podemos destacar:
0=0bw(0V), [0V]>=2b" e af =v71(6-0),

e além disso, no caso em que A € do tipo da tabela Aff 1, tem-se by =1 e dai 6 = v(6")
e |0V]? = 2.

Proposigao 2.4.4. a) Se A € da tabela Aff 1 ou do tipo Ag), entio 0 € (AL) e €a
unica ratz em A de altura mdzima.

b) Se A € da tabela Aff 2 ou 3 e nao é do tipo Ag), entio 6 € (AL), e 0 € a tnica raiz
em A de altuta mdxima.

Demonstragao: Veja [4], pag. 85, Proposigao 6.4.
O
Salvo indicagdo em contrario, no caso de uma matriz de tipo finito A, vamos nor-
malizar a forma padréo invariante (- | -) em g(A) pela condigao

(] ) =2,8e a € Ay,
e chamaremos de forma invariante normalizada.
O proximo lema fornece alguns resultados que vamos utilizar com frequéncia no
capitulo seguinte.

Lema 2.4.2. Considere a decomposi¢cao em espacos de raizes de uma dlgebra de Kac-

Moody g(A) = @ga. Entao:
a€eq@

1. [8a, 98] C 8a+p para todo o, 5 € Q.
2. Seja w a involugio de Chevalley e v € Q. Entao, w(ga) = §—a-

3. (8o | 8-a) # 0, para todo o € A, a # 0. Consequentemente, no caso em que
a€ A para X €g, eY € g o, com X,Y #0, tem-se (X |Y) #0.

Demonstragao:

1. Sejam X € g, e Y € g quaisquer, entdo para todo H € b, [H, X| = (o, H)X e
[H,Y] = (8, H)Y. Utilizando a identidade de Jacobi, temos:

H, [ X, Y]] =Y, H], X]+ [[H, X].Y] = —[(8,H)Y, X]+ [(a, H)X,Y]
(B, H)[X, Y]+ (o, H)[X, Y]
= (a+ 3, H)X,Y].

Isto ¢, [X,Y] € gt para todo X € g, e Y € gg.



2. Para X € g,, tem-se [H, X| = (o, H) X para todo H € h. Entao,

[H, X] = (o, H)X = w([H, X]) =w((a, H)X) = [w(H),w(X)] = (o, Hw(X)

Portanto, w(X) € g_, para todo X € g,.

3. Do Teorema 2.4.1, item d), temos que a forma (- | -) restrita a g, + g— ¢ nao
degenerada e, por consequéncia, g, € g_, sao pareados de forma nao degenerada
por (- | -). De fato, seja X € g, tal que (X | W) = 0 para todo W € g_,,
entdo para todo Y +Z € go + g-0, vem que (X | Y +2) = (X | Y) + (X |
Z) =0, pois (X | Z) = 0 por hipotese, e (X | Y) = 0 pelo fato de a + a # 0
(Teorema 2.4.1, item c)). Claramente X € g, + g_a, logo X = 0 e, portanto,
(go | 9-a) # 0. Quando « é uma raiz real, a Proposi¢ao 2.4.1, item a), garante
dim(g,) = dim(g_o) = 1, entdo considere {X} e {Y} as bases de g, € g_a,
respectivamente. Necesariamente, (X | Y) # 0, caso contréario g, = 0. Entao,
XegaeY €g 4, com XY # 0 implica (X | Y) # 0.

OJ
Este Lema completa a breve introducao que fizemos sobre as élgebras de Kac-
Moody. Caso o leitor esteja interessado num estudo mais aprofundado, ou detalhes
sobre o que apresentamos neste trabalho, recomendamos [4] e [5].



Capitulo 3

Algebras de loop e algebras de
Kac-Moody afim nao torcidas

Para ¢ é um automorfismo de ordem finita de uma &lgebra de Lie g, Victor Kac
introduziu a algebra de loop L(g,0) de g determinada por o, onde L(g, o) é dita nao
torcida se ¢ = Id, e torcida caso contrario. Kac estava interessado em algebras de
loop, desde que, no caso em que a algebra de base g ¢ simples de dimensao finita, as
algebras de loop fornecem construgdes explicitas (ou realizagoes) de édlgebras de Kac-
Moody afim sobre o corpo dos complexos. Neste capitulo, focaremos na construgao
das algebras de Kac-Moody afim nao torcidas, isto é, vamos construir tais algebras
por meio de algebras de loop, cuja algebra base é uma algebra Lie simples de dimensao
finita e, este, é o resultado principal deste trabalho.

3.1 Algebras de loop

Nesta se¢ao, vamos introduzir o conceito geral de algebras de loop e apresentar o
chamado principio das algebras de loop.

Antes de comecar, relembre que num corpo algebricamente fechado K de caracteristica
nula, a equagao 2" —1 =0, comn = 1,2,.. ., possui exatamente n raizes distintas em K
e, tais raizes, sao conhecidas como raizes n-ésimas da unidade. Qualquer raiz n-ésima
da unidade z € K, com z # 1, chama-se raiz n-ésima primitiva da unidade (ou
raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade), quando n é o menor inteiro positivo
nao nulo tal que 2" = 1 ou, equivalentemente, quando z, z2,..., 2", 2" sao todas as
raizes n-ésimas da unidade (obviamente z" = 1). Em outras palavras, todas as outras
raizes n-ésimas da unidade sao poténcias da n-ésima raiz primitiva da unidade. Note

ainda que, conforme as poténcias aumentam, as raizes comportam-se de modo ciclico.

Denotaremos por K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e, a menos
que seja explicitamente mencionado, ® denotara o produto tensorial sobre o corpo K.
Fixemos a familia ((,),>1, onde ¢, denota a n-ésima rafz primitiva da unidade em K*
e, antes de definir algebras de loop, precisamos introduzir R C .S, C S , que sao trés

71
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anéis dados por:

R :=K[t7] = K[t,t7!];
Spy 1= K[EY™] = KtV/™, ¢/

S :=lim S;n
_>.

Apesar da aparente hostilidade, este dltimo anel possui uma interpretagao bem mais
simples. Como um K-espaco!, S pode ser naturalmente identificado com @ Kt?, onde

q€Q
a multiplicacao de seus elementos é dada pela extensao bilinear de tPt? = P19,

Uma algebra de loop, é obtida por meio de um par (A, o), que consiste de uma
K-algebra A e um K-automorfismo o de A, de ordem finita m (menor natural nao nulo
tal que 0™ = id4). Neste momento, nao estabelecemos nenhuma suposi¢ao sobre a
natureza da algebra A. Dito isto, definimos:

Definigao 3.1.1. (Algebra de loop) Sejam A uma K-dlgebra A e o € Autg(A) (auto-
morfismos de A) de ordem m < oco. Considere a decomposicao em autoespagos (veja
A.l):

m—1

A:@Ag, com A; ={a € A:0(a) = (,a},

1=0

onde = : L — L, = Z/mZ (proje¢ao candnica). Entao, definimos a dlgebra de loop
de (A, o) por

L(A0) =P ARt CAQS, CA®S.

€7

Um elemento X € L(A, ), é escrito da forma X = >",_, ¢;, com ¢; € 4; @ t¥/™, de tal
modo que apenas um numero finito de ¢;’s sao nao nulos. Uma algebra de loop possui
a estrutura natural de K-algebra (de dimensao infinita sempre que A # 0), e mais, se
A é algum dos "tipos" usuais de dlgebras, como por exemplo: associativa, Lie, Jordan
e etc, entdo L(A, o) também é.

Exemplo 3.1.1. Dizemos que L(A, o) € trivial se L(A,0) ~ A® R (isomorfismo de
K-dlgebras). Vejamos que L(A,Idy) = A® R: de fato, um elemento de L(A,Idy) €
composto por somatorios finitos de elementos da forma a;Qt/, comi,j € Z ea; € A, por
outro lado, um elemento de AQ R é um somatorio finito de elementos da forma a; ® P,,
comi,n € 7, a; € A e P, € R, mas usando a K-bilinearidade do produto tensorial,
temos que tal elementos a; ® P, € composto por somatdrios finitos de elementos da
forma a; @7, com i,j € Z e a; € A, portanto, concluimos que L(A,Ids) = A® R.

Sobre isomorfismo de algebras de loop

E natural questionar quando duas élgebras de loop, proveniente de dois automor-
fismos, sao isomorfas. Levando em consideragao esta pergunta, evidéncias empiricas

ILembre-se que comumente nossos objetos de estudo sdo médulos sobre um corpo K, isto &, sdo
K-espagos vetoriais e, como é esperado, utilizaremos os conhecimentos de algebra linear.
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sugerem que as algebras de loop tendem a comportar-se de acordo com o seguinte prin-
cipio:

O principio das algebras de loop: Seja A uma K-dlgebra. Eziste um subgrupo nor-
mal Int(A) de Autk(A), com a propriedade de que para quaisquer dois automorfismos
de ordem finita 0 e T de A, tem-se

L(A, O') ~K—alg L(A, T) = Y ?:tl,

onde ~ : Autg(A) — Autg(A)/Int(A) € a projecao candnica.

Este pricipio permite determinar se duas algebras de loop sao isomorfas somente
olhando os automorfismos e, caso tenha-se informagoes sobre uma das algebras de loop,
podemos obter informagoes sobre a outra sem apresentar explicitamente a sua forma.
Aqui, e no decorrer da teoria, o simbolo "~" denota a conjugacdo? no grupo abs-
trato em questdo, no presente caso, Autg(A)/Int(A) é o grupo considerado (o grupo
Autg(A)/Int(A) corresponde ao grupo de automorfismos do diagrama de Dynkin como
objeto geométrico).

O principio das algebras de loop ainda nao possui uma demonstracao para um grupo
genérico de algebras, no entanto, existem certos tipos especificos de algebras onde o
principio é verificado. Neste ponto, a relacao entre as algebras de Kac-Moody e as
algebras de loop comeca a se fazer presente, pois quando consideramos uma élgebra de
Kac-Moody associada & MCG simetrizével indecomponivel, o principio das élgebras de
loop ¢ valido, em particular, também ¢é valido para élgebras de Lie simples de dimensao
finita. Pode-se encontrar a demonstragao geral desse fato em [8], porém, caso o leitor
queira a demonstracao apenas no caso de algebras de Lie simples, pode encontrar em

19]-

3.2 Algebras de Kac-Moody como extensao central
de Algebras de loop

Nesta segao, vamos considerar o caso de uma algebra de Kac-Moody associada a
uma MCG A do tipo afim. Lembre-se que esta é uma matriz cujos menores principais
sao positivos, mas det A = 0 (A é entdo automaticamente indecomponivel). Uma alge-
bra de Kac-Moody associada a uma MCG do tipo afim é chamada de élgebra afim (ou
algebra de Kac-Moody afim, ou ainda, algebra de Lie afim). Mais precisamente, man-
teremos nosso foco na construgao explicita (ou realizac¢ao) das algebras de Kac-Moody
afim nao torcidas, aquelas associadas as matrizes da tabela Aff 1. Tal construgao
seré realizada por meio de élgebras de loop. Salvo dito o contrario, vamos considerar
algebras sobre o corpo dos complexos.

2Sejam G um grupo e a,b € G. a ~ b < Jg € G tal que gag~! = b. Esta é uma relacio de

equivaléncia, onde a classe de equivaléncia @ := cl(a) = {b € G :a ~ b < g € G,gag™* = b} =
{gag™! : g € G}, é chamada de classe de conjugagao de a.
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3.2.1 Preliminares

Considere £ = C[t,t!] a 4lgebra dos polindmios de Laurent? na variavel ¢, isto ¢,
um polinémio P € £ é da forma P = Z c;t', onde ¢; # 0 para apenas um ntimero finito
i€z
d )
de ¢;’s. Considere também, a derivada de P como sendo o polindémio o= Z icit™!
i€Z

(note que ic; ocupa a posigao i—1 em ’r e que valem todas as regras vistas no calculo).

Definicao 3.2.1. Seja P = Z cit' um polinomio de Laurent. Definimos o residuo de
1€EL

P, e donotamos por Res P, como sendo o coeficiente que corresponde a posi¢ao —1, ou
seja, Res P =c_1. Res P ¢ um funcional linear em £ com as sequintes propriedades:

dP

Rest'=1 e Res— =0.

dt
Definicao 3.2.2. A partir do residuo de um polinémio, vamos definir uma func¢ao
bilinear ¢ : £ x £ — C dada por

©(P,Q) = Res %Q

d(PQ)

dt
Y possui as sequintes propriedades:

dP d dpP
= EQ—FPd—? e Res o 0, prova-se que, para P,Q), R € £,

Utilizando que

(*) @(Pv Q) = _QD(Qa P),

(xx) ©(PQ, R) + ¢(QR, P) + p(RP,Q) =0 (aplicagoes em ciclos).

Definicio 3.2.3. Seja A = (a;;)} ._, wma matriz do tipo X; (matriz da tabela Fin.) e

> =1 .
g = 9g(A) a dlgebra de Lie simples de dimensao finita associada a matriz A. Considere
6 = Zé:l b;a; a raiz de altura mdzima de § e a co-raiz 0 = Zl cia}/ de 0. Podemos

i=1
definir uma MCG do tipo afim A = (aij)é,jzo, a partir de A, adicionando uma coluna
e uma linha ”0” da sequinte forma:

Q5 = CLU S€ Z,jzl,,l,
l

(7 — —ijaw Se 221,,l,
j=1
l

Qp; = —Zcidij Se ]:1,,l,
i=1

app — 2.

3Quando K é qualquer corpo algebricamente fechado com char(K) = 0 denotamos R = K[t,t71],
no caso especial do corpo dos complexos, denotaremos £ = C[t, ¢~ 1].
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Proposicao 3.2.1. A matriz A, do modo como foi definida acima, é uma MCG da
tabela Aff 1, onde A= X, e A = X” (X =A,B,C,D,E,F,G).

Demonstragao: Veja [5], pag. 416, Proposigao 18.1.
0

Definigao 3.2.4. A dlgebra de Lie afim associada a matriz de MCG do tipo Xl(l), da
tabela Aff 1, € chamada de dlgebra de Kac-Moody afim nao torcida. Uma matriz
A do tipo Xl(l) com X = A, B,...,G nada mais € que a chamada matriz de Cartan
estendida da dlgebra de Kac-Moody de dimensio finita § := g(A), cuja matriz A é
do tipo finito X;, obtida de A removendo a coluna e linha ”0”. (Qualquer matriz da
tabela Aff 1 € sempre uma "extensao” de alguma matriz da tabela Fin, acrescentando
uma linha e uma coluna "0").

3.2.2 Resultado principal

Passaremos agora para a construcao da &algebra de Lie afim nao torcida propria-
mente dita. Caso o leitor nao tenha familiaridade com o produto tensorial de espacos
vetoriais, recomenda-se que veja A.5.

Considere a algebra de loop de g
’S(g) =L Qc ga

que ¢ a algebra de Lie complexa de dimensao infinita cujo colchete de Lie, denotado
por [, o, ¢ dado por

PRX,QRY])=PQ®[X,Y] (P,Qec L X,Y €3g).

E suficiente definir para os elementos da forma P® X, pois £(§) é composto por somas
finitas e arbitrarias desses elementos. Utilizando as propriedades do produto tensorial
de espacgos vetoriais, para P € £ e X € g, temos

PX = <Z citi> RX =) (t'®X)=)» (t'e®(X) =) (I®X)),

portanto, um elemento de £(g) é uma soma finita e arbitraria de elementos da forma
Z(ti ® X;), com i € Z e X; € g. Dai, podemos apresentar uma defini¢do equivalente

do colchete de Lie em £(g) da seguinte forma:
"X, " Y]y =t""@[X,Y] (m,n € Z; X,Y €g).

Novamente é suficiente definir apenas para os elementos da forma t™ ® X e usar a
bilinearidade.

Observe que consideramos a C-algebra de Kac-Moody de dimensao finita g, e obtemos
a algebra de loop £(§) = £®c g, onde £ = C[t,t7']. Veja que £(g) é a algebra de loop
do par (g, Idy), isto é, £(g) = L(g, Id;) (veja exemplo 3.1.1).
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Fixemos uma forma bilinear simétrica invariante ndo degenerada (- | -) em g, a valores
em C, tal forma existe e é tnica até multiplica¢ao por escalar (veja Teorema 2.4.1). Por
bilinearidade, estendemos esta forma a uma forma bilinear simétrica nao degenerada
(-] )¢ em £(g), a valores em £, da seguinte forma:

(PRX|QRY),=PQ(X|Y) (P,QcL;X,Y €g).
Assim como fizemos antes, podemos considerar uma definicao equivalente:
("X [t"QY), =t""(X |Y) (m,n € Z; X,Y €§).

Veja que (- | -); é invariante em £(g). De fato, sejam P,Q,R € £e X,Y,Z € g, entao
pelo fato de (- | -) ser invariante em g, tem-se

([PoX,QY])|R®Z); = (PQ®[X,Y]|R®Z),=PRR®([X,Y]|Z)=
= PQR®(X|[V,Z])=(PR®X|QR®[Y,Z]), =
= (PRX|[QRY,R® Z)y).

Estendemos também, cada derivacdo D da élgebra £ (veja defini¢ao 1.4.1), a uma
derivacao da élgebra de Lie £(g) por

DPX)=DP)®X, (Pec X ecyg).
Ou ainda,
Dt"®X)=D({t")® X, (meZ, X €g).

Definicao 3.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie. Um 2-cociclo* sobre g, a valores em
C, ¢ uma funcao bilinear 1 em g, a valores em C, satisfazendo, para X,Y,Z € g, as
sequintes condicoes:

(COI) ¢(X7 Y) = _w(}/’ X>7'

(Co2) Y([X, Y], Z) + (Y, Z], X) + ¥([Z, X],Y) = 0 (aplicagio em ciclo).
Definigao 3.2.6. Defina a funcao ¢ : £(g) x £(g) — C, dada por

da
Y(a,b) = Res (E | b> .

t

A fim de esclarecer a defini¢cao da fungao ¢, vamos destacar:

a .
i) 7 é uma derivacao de £, portanto faz sentido falar em a quando a € £(g), basta

estender a derivacao.

d d
ii) d_j’ b € £(g), entdo também faz sentido falar em (d_(tl | b) :
t

4Conceito proveniente da teoria de cohomologia.
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d
iii) (- | -)¢ assume valores em £ e isto justifica Res (d—? | b) .
t
A fungao 1, da definigdo 3.2.6, ¢ um 2-cociclo na algebra £(g) a valores em C, e isto
pode ser provado sem muitas dificuldades, basta utilizar (x) e (**) (definicao 3.2.2).
Para ilustrar e fixar o que foi visto anteriormente, provaremos uma delas:

(Col) Sejama=PR@ X eb=Q®Y,com P, € £e X,Y € g. Entao,

bah) = WPBX.QRY) = Res(@\@@Y)t:
- Res@—f@){|Q®Y)t:Res<‘;—fQ(ny)):
= (X |Y)Res (0;—];62) = (X | Y)p(P,Q).

Por (k) e pela simetria de (- | -) em g, temos

Bt = (XIVIRPQ) = ~(X | V)6lQ.P) = (v | X)fes (2P =

= —Res(%P(Y]X)):—Res(%@)Y]P@X)t:
= —Res(%HD@X) =—Y(QeY,P®X)=—9(,a).

E isto mostra a validade de (Col).

Antes de continuar, precisamos definir a extensao central de uma &lgebra de Lie.
Primeiramente, a sequéncia de homomorfismos de algebras de Lie,

hStD g,

com 7 injetiva e m sobrejetiva, é dita uma sequéncia exata curta, se ker(m) = Im(i),
nesse contexto, dizemos que t € uma extensao central de g por 0, se ker(m) C Z(t)
(centro de t). Observe que h = Im(i) = ker(m) C Z(t), logo b é abeliana.

Sempre podemos construir uma extensao central de uma &algebra de Lie g a partir de
um 2-cociclo 1 definido em g. De fato, considere um espaco vetorial® unidimensional
h := CK, onde K é um simbolo. Fazemos g’ = g&® CK, e definimos o seguinte colchete
em g’

[Gl + /\K, G2 + ,uK] = [Gl, GQ]g + ¢<G1, GQ)K

Utilizando as propriedades do colchete [-,-]; de g e do 2-cociclo ¢, prova-se que o
colchete acima, define em g’ uma estrutura de algebra de Lie. Dai, vamos considerar a
seguinte sequéncia exata curta:

(CKi&g@(CKgg

®Todo espago vetorial é uma algebra de Lie com o colchete trivial, isto é, [-,-] = 0.
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com a inclusdo i(AK) = 0 4+ AK e a projegao 7(G; + AK) = G;. Claramente,
ker(m) = CK e [CK,g + CK| = 0, portanto, ker(m) C Z(g'), isto é, g’ é uma ex-
tensao central de g por CK.

Agora podemos retomar a constru¢ao. Vamos denotar por f}(g) a extensao central da
algebra de Lie £(g) por um centro unidimensional associado ao cociclo . Explicita-
mente, £(§) = £(§) ® CK (soma direta de espacos vetoriais), onde K ¢ um elemento
central de £(g), e definimos um colchete dado por

[a+ MK, b+ puK] = [a,blo + ¢¥(a,b)K, com a,b € £(g); A\, n € C.
Lema 3.2.1. E(g) € uma dlgebra de Lie com respeito ao colchete definido acima.

Demonstragao: Como 1 é bilinear, [,]o ¢ bilinear em £(g) e ambas sdo anti-
simétricas, entdo claramente o colchete definido em £(g) ¢ bilinear, anti-simétrico e
vale [z, z] = 0 para todo x € £(g). Para concluir a identidade de Jacobi, basta ver que

para a + AK, b+ uK,c+vK € £(g), tem-se
la+AK, b+ pK],c+vK] = [[b+ pK,c+vK],a + AK] — [[c + 7K, a + AK], b+ pK].

O
Considere agora o operador linear d : £(g) — £(g) dado por

dt" @ X)=mt™® X, comm € Z; X € g.

O operador definido acima satisfaz a regra de Leibniz de derivacao de produto em
relagdo ao colchete de £(g), entdo d é uma derivagao de £(g). Com efeito, sejam
"R X, t"®Y comm,n € Z; X,Y € g, entao

A" @ X), " QY]+ [t" @ X,dt" @)y = [mt" X" QY]+ [t"® X,nt" ® Y]y
= mt"" X, Y]+ nt""®[X,Y]
= (mt™" +nt"™) @ [X,Y]
(m+n)t" ™" @ [X,Y]
A" @ [X,Y]) = d[t" @ X, t" @ Y],.

Veja ainda que para t" ® X com m € Z; X € g, tem-se

d d(tm
<ta®1> (tm®X):t%@JX:tmtm_l®X:mtm®X:d(tm®X),

tanto. d — ¢4
ortanto, d = t—.
p i

Finalmente, denote por 2(9) a algebra de Lie que é obtida pela adjuncéo a £(g) de
uma derivacao d em £(§) que age em £(g) como ta, e que "mata" K (isto é, d = t% é
a derivagao vista acima estendida a £(g) de modo que d(K) = 0). Em outras palavras,

£(g) é o espago vetorial complexo
£(g) = £(9) @ CK @Cd,
——
£(g)
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onde, para X,Y € g; A\, u, A\, 1 € C e myn € Z, o colchete é definido da seguinte
forma:

(" @ X ®AK ® pd,t" @Y & MK & pyd) =
=" [X, Y]+ punt" @Y — pymt™ @ X) & mb,, (X | VK

com 0y, _p 0 delta de Kronecker.

Considere g a algebra de Lie associada a matriz A da definicio 3.2.4 (A é uma
matriz de ordem [ do tipo finito e, portanto, det(A) # 0, mas isto é equivalente a
posto(A) = 1). Sejam {ay,...,a;} e {Hy,...,H;} a base de raizes e co-raizes, res-
pectivamente, f C § a subalgebra de Cartan, ¢ E;, F} (¢ =1,...,1) os geradores de
Chevalley de g, considere # a raiz de altura maxima do sistema de raizes A C h* de §
(veja Proposicao 2.3.2 e definigao 2.3.3), e seja ainda g = @ go a decomposicao de

acAuo
g em espaco de raizes (recorde que (o | @) # 0 e dim(g,) = 1 para a € A Teorema
2.4.2 e Proposigao 2.4.1). Por fim, seja w a involugao de Chevalley de g.

Agora vamos escolher Fy € gy = {X € ¢ : [H, X] = (§, H)X,VYH € b} tal que
(Fo | w(Fo)) = =2/(0]0) e Ey = —w(Fp).

De fato existe tal Fp, basta tomar 0 # X € gy tal que (X|w(X)) # 0 (Lema 2.4.2,
itens 2 e 3), entao

(X |oX)@10) 1 —2 1 1 —2

= A= (X N@(X) = g = (=X [a(=X) =

0 #

1
Claramente —)\X € gp, assim podemos tomar F = ﬁX’ e mais, Fy € g9 = EFy =

—w(Fy) € g_p (Lema 2.4.2, item 2), entao, pelo Teorema 2.4.1, item e) e Proposi¢ao
2.4.1, item d), vem que

(o, Eo] = (Fo | Eo)v™'(0) = —(Fo | @(Fo))v™'(0) = 2/(0 | 0)v='(0) = 0",
logo,

[Eo, Fy] = —0". (3.1)

Sobre £(§) podemos destacar:

i) O conjunto 1 ® g é uma subélgebra de S(g) e podemos identificar g com esta subal-
gebra por X — 1 ® X, portanto, dizemos que g C 2( ). Em particular, hC 2( ).

ii) Por i), podemos definir o conjunto b : = hd CK @ Cd, que é uma subalgebra
comutativa (abeliana) em £(g) e tem dlmensao [+2, pois b & comutativa e dim(h) = [
(lembre que A tem posto maximo [). Estendemos \ € h* a um funcional linear em b
definindo (A, K) = (\,d) = 0, de tal modo que h* é identificado com um subespaco
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em h*, e denotamos por d o funcional linear em b definido por 5|6+<CK =0, (0,d) = 1.
Temos ainda
eo=t@E, fo=t"'eHRK,

GZ:]_@EZ, fZ:]_®E, (Z:L,l),
e de (3.1) deduzimos:

2 v
leo, fol = WK —0". (3.2)

Basta ver que

[eo, fol = 1@ [Eo, Fo] +(Bo | Fo)K =18(=0") = (Fy | @(Fo)) K =1(=0")+ (9?9)}(

iii) Podemos descrever o sistema de raizes e a decomposi¢ao em espago de raizes com
respeito a b:

A ={jd+~,onde j € Z,ve AYU{jé, onde j € Z — 0},

Q(g) =hd (@ Q(Q)Q), onde

a€EA

~

£(8) 51~ = t® 9y,  L(9)js = t® [j
iv) Construimos os seguintes conjuntos:

M={ap:=0—0,0a1,...,0q},

2
1" = {ay = WK—l@HV,OzY =1®H,...,a) =1 H.

Lema 3.2.2. Afirmamos que (b, I, 11V) € uma realizagdo da matriz afim nao torcida
A, ou seja, b, 11 e I1V satisfazem as condigoes descritas na definicio 2.1.1.

Demonstragao: De fato,

o 2n —rank(A) =2(1+1) — 1l =1+ 2 = dim(h).

e Provemos que I = {ag:=3 — 0, ay,...,q;} é linearmente independente (LI) em
h*. Sabemos que {aq,...,q} é LI, assim, basta provar que ag nao é combinagao
dos demais, entao suponha que 6 —0 = by +- - -+ by, como 0 = a1+ - -+ a0y,
temos

(5 = (bl — (Zl)Ckl + -4 (bl — al)al.

Para todo H € b tem-se 0 = §(H) = (by —ay)ay(H) + - -+ (b — a;)ay(H), isto ¢é,

(bl—CLl)Oél—F"'—i—(bl—CLl)Oél:0 % b1:a1,~~,bl:al,
logo, 0 = 26. Para todo H € b, escolhemos X = H + AK + 0d € b, entao

0=06(X)=20(H) = 0(H) =0VH € h = 6 = 0. Contradicao!
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Dai, II é LI. As raizes e co-raizes simples estao relacionadas pelo isomorfismo v
da observacao 2.4.1, portanto, IIV também ¢ LI em b.

e Note que 6§ é o mesmo da definicao 2.3.3 %, entdo utilizando a definicao 3.2.3,
temos _
A= ({ag, oy >)i,j:0‘

Com efeito, claramente (a;, o)) = a;;, para todo 4,5 = 1,...,l, portanto, basta

. A ! !
verificar nos outros casos. Primeiramente, tome § = Y. _ b e 0V =>"._ ¢;H;
e relembre que estendemos os funcionais de h para b, entao

para i # 0, tem-se

l

<a0’ > <5 0 H> <97 Hz> = - ij a]7 Zb azy o,
j=1

e para j # 0, tem-se

2 )
(o, 00 ) = (aj, @ Q)K 0"y = —(a;,0") = ZC’ a;, H —Zciaij = ay;.

Finalmente,

Vy (g 2 vy _ Vy — (g 16V =2 — 4
(040>040>—<07(9|9)K 07) =(0,0") = (0" [6") =2 = ag.

O

Agora com todas esses ferramentas, podemos apresentar o resultado central do
trabalho. Resumindo os passos até o momento, tomamos inicialmente uma matriz A
da tabela Aff 1, que claramente, estéa relacionada a alguma algebra de Kac-Moody afim
nao torcida. A pergunta é: qual? Como toda matriz da tabela Aff I é uma matriz
estendida de alguma matriz da tabela Fin, retirando a linha e coluna ”0” obtemos a
matriz A da tabela Fin e, a partir dai, fizemos a construgao. O proximo teorema,
garante que a algebra de Lie f)(g), que construimos utilizando uma algebra de loop que
tem como &lgebra base uma algebra de Lie simples de dimensao finita g, é a algebra
de Kac-Moody afim nao torcida associada & matriz A.

Teorema 3.2.1 (Kac). Seja § = g(A) wma dlgebra de Lie simples de dimensio finita
sobre os complexos, e seja A a matriz de Cartan estendida de § (isso significa que A
pertence a tabela Aff 1). Entao Q(g) € a dlgebra de Kac-Moody associada a matriz A,
b € a subdlgebra de Cartan, I1 e IIV sdo as bases de raizes e co-raizes, respectivamente,

€ €y, €, fo,- .., Ji sao os geradores de Chevalley. Em outras palavras, o quddruplo
(£(9), h I, 11Y) esta associado o matriz A.

Demonstracao: A prova é feita basicamente utilizando a Proposicao 2.2.1 item
a), entao basta verificar se os objetos, definidos sobre fl(g), estao de acordo com as
hipoteses de 14. Antes de mais nada, devemos salientar que g é uma algebra de Kac-
Moody e, portanto, cumpre todos o requisitos da Proposi¢ao 2.2.1. Provaremos o
teorema em algumas etapas:

6Veja também definicdo 2.4.9
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e Pelo Lema 3.2.2, (h, I, IIV) é uma realizacao de A.
e As relagoes (2.1) e (2.2): para todoi =1,...,l, temos

lei, [l =1 © E, 10 F] =1® [E;, F}] = 1® 6 H; = 6;;(1® Hy) = 007 .

Para ey e fy: pelo fato de Fy € gy, Ey € g_g e 0 ser a raiz de altura méxima,
concluimos que

I
—

leo, fil =0 =100y e e, fo]l = 0=l (i o0,

e por (3.2)
2
= " K—-1®60" = §pay .
[eo, fol @10 ® 00
Portanto, [e;, f;] = d;;a), pata todo 4,5 = 0,1,...,1, e isto prova (2.1).
No caso de (2.2), considere H = t° ® H + ¢; K + cod € b qualquer (H € h) Para

1=1,...,1, tem-se

[Hoe] =[t°@ H+ 1K +cd, " @ B =1"® [H,E)] = 1® (o, H)E;
por outro lado, a; € h é estendido de modo que (i, K) = {ay,d) = 0, entao

<Oéz‘, H>61 = (<Oéi, H) -+ <Oél‘,ClK —+ 02d>)(1 X E,) =1 X <Oéi, H)Ez

Logo, [H,e;] = (o, H)e;, para todo i = 1,...,1.

Para eq:

[H, 0] = [t0®H+ClK+ng,t®E0] = t®[H,E0]+CQt®E0
t@ ([H,Eo] +CQEO).

Recordando que 0 € h* = (A, K) = (0,d) = 0 e que Olircx = 0, (6,d) = 1, por
outro lado temos

<Oéo, H>€0 = <(5 - 6, 1 X H -+ ClK + ng>60
= (0,1 H) — (0,c1 K + cad) + (6,1 @ H + e, K) + (5, cod)) (t ® E)
(—(0,1® H) 4 ) (t @ —w(Fp)) =t @ (0, HYw(Fy) — caw(Fy)).

Pelo Lema 2.4.2, item 2), w(Fy) € g_, isto ¢, [H,w(Fy)] = —(0, H)w(F,), por-
tanto,

(g, Hey = t® ([H, —w(Fy)] — caw(Fy)) =t ® ([H, Eo] 4+ 2 Fp).

Dai [H,eg] = (oo, H)eg. Logo, [H,e;] = (i, H)e; para todo i = 0,1,...,1 e, de
modo anélogo, prova-se que [H, f;| = —(«;, H) f; para todo : =0,1,...,1.
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e Nao existe ideal 7 # 0 tal que 7N h = 0: com efeito, suponha que exista tal
ideal, entao pela Proposicao 2.2.2, 7 é graduado em relagao a decomposicao
em espacos de raizes de £(g), ou seja, 0 £ 7 = @7’ N £(§)a implicando que

aEA

7N £(§)a # 0 para algum o € A. Tome 0 £ a € 7N £(§)a, isto ¢, a = " ® X,
para algum m € Ze X € g,, X #0, v € AU {0}. Escolhendo Y € g_, tal que
(X | Y) # 0 (Lema 2.4.2, item 3), pelo Lema 2.4.2, item 1), [X,Y] € §o = b,
portanto, "X, tT"RY] = 1®[X,Y]+m(X | Y)K € hN7, como 7Nh = 0, deve
acontecer m = 0, mas entao vy # 0, pois caso contrario f)(g)a =t"Rg, =1 @b C
h,edai 7Nh #0. Comoy #0e (X |Y) #0, pelo Teorema 2.4.1, item e), temos
04 (X |Y)ri(y)=[X,Y] €bh,assim, 0 # 1®[X,Y] = [t"®X,t QY] € TN}
e isto ¢ uma contradigao.

° f)(g) é gerada como &lgebra de Lie por e;, f;, b: considere a subalgebra 8 C fl(g)
gerada por e;, f; e b (i = 0,1,...1). Vamos mostrar que t* ® § C B para todo
k € Z, ou melhor, Q(g) = B. De fato, como E;, F; geram g (i = 1,...1) e cada
1R E,1®F, € B, temos que 1 @ g C B. Sejal :={X € g:t® X € B},
provemos que I é um ideal nao nulo de g: primeiramente, veja que eg = tQFEy € B
e consequentemente 0 # Fy € [. Agoratome X € [eY € g,entaot @ X € B e
vimos que 1 ® Y € B, dai

te[X,Y]=[t® X,19Y] € B,

isto é, [X,Y] € I o que faz de I um ideal, mas como g é simples e I # 0,
concluimos que I = §, em outras palavras, t® g C B. Afirmamos que t* @ g C B,
k > 0. Para verificar esse fato, vamos fazer inducao em k: suponha que t*®g C B,
do mesmo modo de antes, vamos definir J := {X € § : t*"' ® X € B}. Por
hipotese de inducao, t* ® X € B para todo X € g, em particular, considere
Xegy,eY eg_,, comy #0, tais que (X | Y) # 0 (veja Lema 2.4.2, item 3)),
pelo Teorema 2.4.1, item e), obtemos [X, Y] # 0 e [X,Y] € J, pois " @[ X, Y] =
[t*@X,t®@Y] € B. Por fim, seja X € JeY € g, temos "0 X € Be 1Y € B,
dai
XY =t""eX,1eY]cB

e, outra vez, J = g e, consequentemente, t**! ® g C B, provando que t* ® g C B
para todo k > 0. Analogamente, prova-se que t* ® g C B para todo k < 0 e
isto completa a demonstracao, pois o fato de h C B implica que K e d também
pertencem a ‘B.

O

De modo mais simples, toda algebra de Kac-Moody afim nao torcida poder ser
obtida explicitamente por meio de uma algebra de loop e, portanto, sempre podemos
"resgatar" a algebra de Kac-Moody a partir de sua matriz. Além disso, tal construcao
permite o estudo das algebras de Kac-Moody afim nao torcidas por meio de algebras
de loop. Para exemplificar, vamos construir as algebras de Kac-Moody associadas as
matrizes Agl) e Agl) do tipo Aff 1, que sao "extensoes" das matrizes A; e As do tipo Fin.

Observagao 3.2.1. Em geral, o diagrama de Dynkin de sl(l + 1) € da forma

A,l>1 O0—0—0— .. —0—0-
Q. Qg Q3 a1 O
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Exemplo 3.2.1. Considere a matriz A := Agl) = <_22 _22) da tabela Aff 1. Clara-

mente, removendo-se a linha e coluna ”0”, obtemos a matriz A, :== A = (2) da tabela
Fin, que estd associada a dlgebra de Lie simples de dimensdo finita g = sl(2). Pelos
exemplos 1.10.1 e 1.11.1, temos que

e e

¢ uma subdlgebra de Cartan de s1(2), A = {\; — Xa, Ay — M1} € 0 sistema de raizes e,
considerando os conjuntos

H:{a:/\l—/\g}eﬂvz{aVZ(l _1) }7,

prova-se facilmente que (h, 11, 11V) € uma realizagio de A. O prézimo passo é encontrar
os geradores de Chevalley, entdo considere as matrizes

. E1 E2 o Fl F2
e-(on) « 75 R)
tais que [H,E) = (o, H)E e [H,F| = —(a, H)F, para todo H € . Em particular,

[O‘V,E]=<a,av>E$avE—EaV:2E:>( 0 2E2):<2E1 2E2)7

—2FE3 0 2Fs 2FE,
isto implica By = F3 = By = 0 e By € C, e da mesma forma encontra-se F; =
F,=F,=0¢F; € C. Tomando Fy = F3 =1, temos £ = (8 (1)) e F = ((i 8)

os geradores de Chevalley de §. Note que {E,a",F} é exatamente a base obtida no
exemplo 1.5.1, e que temos a decomposi¢ao triangular

g=n, dhon_
0ndeﬁ+:CE,6:<CaVeﬁ_:CF.

A raiz0 = a =\ — Xy € a raiz de altura mdzima de § e claramente 0V = o¥. Como

=Y "Cl...[[ei, €i,]; €is] - - - €i.], sempre que o = oy + -+ -+ a;, e a > 0, concluzmos
que g9 = CE e o mesmo para §_9 = CF, dito isto, vamos considerar Fy = bE € gg
com b € C, entio Ey = —w(Fy) = bF € g_9. O elemento Fy deve satisfazer
(Fo | w(Fy)) = —2/(0 | 0), portanto, vamos firar a forma bilinear em g dado pelo
traco, isto €, (X | Y) = tr(adxady) e, pelo isomorfismo entre b e b* dado por
Hy, — o = (H, | -), induzimos wma forma bilinear em b* definindo (o | ) =
(Ho | Hy).

Para encontrar Fy, e consequentemente encontrar Ey, vamos verificar para qual b a

relagao (Fy | w(Fy)) = —2/(0 | 0) € satisfeita, para isso, conside Hy = (8 _Oa);

temos as sequintes matrizes na base B = {E,a", F}:

"Note que a¥ = E11 — Es9, vistos no exemplo 1.11.1.
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2a 0 0 20 0
adg,=10 0 0 e ad,yvy=10 0 0 ],
0 0 —2a 00 -2

1
dat, 2 = (0,a") = (Hp | @") = tr(ady,ad,v) = 8a = a = T entao

1/2 0 0
adg,=| 0 0 0 e (Hy| Hp) =tr(adg,ady,) =1/2,
0 0 —1/2

e isto resolve um dos lados da igualdade, pois —2/(0 | 0) = —2/(Hy | Hp) = —4. Para
trabalhar no outro lodo da igualdade, precisamos das sequintes matrizes na base B:

0 —2b 0 0 0 0
adp,= 10 0 b e adypy=1b 0 0],
0O 0 O 0 —2b 0

entao, —4 = —=2/(0 | 0) = (Fy | w(Fp)) = tr(adpadym)) = —4b* = b= £1. No caso
em que b =1 tem-se Fy = E, logo € preferivel tomar b = —1.

Finalmente, pelo Teorema 3.2.1, a dlgebra
g(A) =C[t,t H®sl(2) o CK & Cd

€ a dlgebra de Kac-Moody associada a matriz Agl), onde (b, I, 11V) € uma realizagdo
de tal matriz, com

e h=ha CK ¢ Cd;
oH:{a0:(5—()\1—)\2),041:)\1—)\2}e
1 0 1 0
vV _ vV _ _ vV _ .
1" ={ay =4K 1®(O _1>,Oz1 1®(0 _1)},

e Geradores de Chevalley:

0 0 0 1 0 -1 00
60:t®(—10)’61:1®(00)7f‘):t_l®<o o) e<ﬁ:1®<10>

2 -1 -1

Exemplo 3.2.2. Considere a matriz A := AS) = |-1 2 —1| da tabela
-1 -1 2

Aff 1. Removendo-se a linha e coluna 707, obtemos a matriz Ay := A = _21 _21

da tabela Fin, que estd associada o dlgebra de Lie simples de dimensao finita g = sl(3).
Novamente pelos exemplos 1.10.1 e 1.11.1, temos que

. al
h:{ as 2a1,a2€C}
—a1 — G2
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¢ uma subdlgebra de Cartan de s((3), e considerando os conjuntos

H:{alz)\l_AQ,OJQZ)\Q_)\g}e
_ 1 0
v = {Hy: UTRN 7 O B }
0 —1

prova-se facilmente que (G,H,Hv) ¢ uma realizagio de A. Utilizando a mesma estra-
tégia do exemplo anterior obtemos os geradores de Chevalley:

010 000 000 000
Ey=10 0 0, E2=1{(00 1), FA=1|1 00 e Fh=10 0 0
000 000 000 010

A raiz 0 = ag + ag = (A — A\3) € a raiz de altura mdzima de g e, pelo mesmo motivo
citado no exemplo anterior, concluimos que o = C[E1, Fs| e g_g = C[F1, Fy|, dito isto,
vamos considerar Fy = b[Ey, Es] € g9 com b € C, entao Ey = —w(Fy) = —b[Fy, Fy] €
g_9, € 0 elemento Fy deve satisfazer (Fy | w(Fy)) = —2/(0 | 0). Fizando novamente
a forma traco, e diferente do exemplo anterior, dessa vez vamos utilizar as relagoes
wistas no exemplo 1.11.1:

(qij i) =1/n e (Ey| Ej;)=2n (i # 7).

Entao, por um lado,

00 b 0 00
Fo=blE,E) =10 0 0] =bE;; e w(F)=bF,F=[0 00]=-bEy,
00 0 b 0 0

o que implica (Fy | w(Fy)) = —b*(Ey3 | E31) = —6b%.
Por outro lado,
@10)=AM—=X3| A1 —A3)=1/3=-2/(0]6) =—6,

e dai, b= =+1. Tomando b =1, temos

0 01 000 10 0
Fo=10 0 0}, Ey={(0 0 0 e 0V =[F,E|=100 0
000 1 00 00 -1

Pelo Teorema 3.2.1, a dlgebra
g(A) =C[t,t ' ®sl(3) ® CK & Cd

€ a dlgebra de Kac-Moody associada & matriz Agl), onde (b,I1,11V) € uma realizagdo
de tal matriz, com

e h=haCK @ Cd;
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)\2—)\3} (&

{04025—()\1—)\3),041:)\1—)\2,042:

.H:

oS O O

o Geradores de Chevalley:

o —H O

o o O

o O O

o O O

S O O

S o -

o O O

o O O

o~ O

o O O

oS O O



Apéndice A

Algebra linear

A.1 Decomposicao em autoespacos

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo algebricamente fechado K, e considere
T :V — V um operador linear. Um escalar A € K é chamado de autovalor de T se
existe v € V., v # 0, tal que

T(v) = Av.
O vetor v é chamado de autovetor de 71" associado a A, nessas condic¢oes, considere o
conjunto de todos os autovetores de 1" associados a A unido com {0}:
Vw={veV :Tw) = v},

tal conjunto é chamado de autoespaco de 7' associado a A. Note que cada V) é um
subespago vetorial de V' e que V) = ker(T — A dy).

Seja V um K-espaco vetorial e T um operador linear de V. Considerando a familia
(V), onde X\ é um autovalor de T e V) é o autoespago associado a A, entao existe a
decomposicao em autoespacgos:

V - @ V)\.
A

Seja V' como acima, e considere o : V — V um automorfismo de ordem m, isto é, m
é¢ o menor natural nao nulo tal que ¢™ = idy. Dado A um autovalor de ¢ arbitrario,
entdo para todo natural k e v € V, tem-se o*(v) = A\¥v, em particular

v =1idy(v) = o™(v) = A",
dai,
A'v)—v=0=N"—-1v=0=\"=1,
como K é algebricamente fechado, essa equacao possui exatamente m raizes distin-
tas. Em outras palavras, os autovalores de o sao exatamente as raizes da unidade
1,(,...,¢™ ' em K, onde ¢ é a m-ésima raiz primitiva da unidade, isto é, todas as
outras sao poténcias dela (de modo ciclico). Nesse contexto, a decomposi¢ao em auto-

espagos pode ser escrita da seguinte forma:

m—1

V:@\/,», onde V; = {v € V : o(v) = ('v}.

=0

88
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A.2 Espaco dual

Definicao A.2.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. O espago dual de 'V,
denotado por V*, € o espaco de todas as transformacoes lineares de V em K, isto €, €
o conjunto de todos os funcionais lineares de V.

Considere a base B = {b1,...,b,} de V. Para cada b; associamos o funcional linear f;
determinado por (f;,b;) = é;; onde d;; ¢ o delta de Kronecker, isto é,

_J L=y
% = { 0, i)
No caso da dimensao finita, o conjunto B* = {fi,..., f,} ¢ uma base de V*. Dali,

V e V* possuem a mesma dimensao, portanto, sao isomorfos. Se o espaco possui
um produto interno, entao existe um isomorfismo natural entre V' e V* que permite
identificar o espago com o seu dual, isto é, podemos escrever V = V*

Definigao A.2.2. (Transposta). Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo K.
Dada uma transformacao linear T : V. — W, a aplicagio T : W* — V* definida
como T (f) = foT :V — K para cada f € W* é denominada de transposta de T .

A.3 Reflexao

Definicao A.3.1. Seja E um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Dado um
elemento nao-nulo a € E, uma reflexao em relacao a o € uma transformacao linear
mversivel o, - E — E que satisfaz:

i) ro(a) = —a;

i) o conjunto F,, = {B € E : ro(B) = B} dos pontos fizos de 1, € um hiperplano' de
E.

Evidentemente, F,. é um subespaco complementar a reta gerada por « e, é claro, que
cada hiperplano complementar define uma reflexao em relacao a a. Como 7, restrito
a F, ¢ aidentidade e r,(a) = —a, 7, ¢ involutivo, isto ¢, r2 = 1.

A.4 Formas Bilineares

Definicao A.4.1. Seja V' um espago vetorial de dimensio n sobre um corpo K.

(i) Dizemos que B é uma forma Bilinear definida em V', quando B : V xV — K €
uma aplicacao bilinear, isto €, linear nas duas coordenadas.

Nesse caso, define-se a matriz de B, em relagao a uma base {e1,...e,} de V, como
sendo (a;j)nxn onde a;; = B(e;, €;).

!Seja V' um espaco vetorial nao-nulo, e W um subespaco V. Entdo W ¢ hiperplano de V se, e
somente se, existe um funcional linear ndo-nulo ¢ : V.— R tal que ker(p) = W.
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(i) B € dita simétrica quando vale B(u,v) = B(v,u) Yu,v € V.

(11i) A forma B diz-se ndao degenerada (ou nao singular), se ocorrer qualquer uma
das sequintes condi¢oes equivalentes:

1. Para qualquer 0 # u € V tem-se B(u,.) £ 0, isto é, Vu € V —{0},3v € V tal
que B(u,v) # 0.

2. A matriz de B em relagao a qualquer base de V é invertivel (ou nao singular).

3. A matriz de B em relagao a uma base dada de V é invertivel (ou nao singular).

Ou ainda,
B € nao degenerada se, e somente se, posto(B) = n.

(iv) Considere B uma forma bilinear simétrica. Uma forma quadrdtica associada a
B ¢ uma funcao ¢ :' V — K tal que,

¢(u) = B(u,u) YueV.

Se K € um subcorpo do corpo dos numeros complexos, a forma bilinear simétrica B
¢ completamente determinada por sua forma quadrdtica associada, de acordo com a
sequinte identidade, conhecida por identidade de polarizacao:

Blu,v) = 7o(u+v) — 16(u—v)

Definigao A.4.2. Seja B:V x V — K uma forma bilinear. O nicleo (ou kernel)
de B ¢ definido como:

ker(B) ={v €V : B(u,v) =0, para todo u € V'},
ou equivalentemente,
ker(B) ={v €V : B(e;,v) =0, para todo i =1,...,n}.

Onde {e1,...,e,} € uma base de V.

A.5 Produto tensorial de espacos vetoriais

A nocao de produto tensorial de espacgos vetoriais é relevante em diversas areas do
conhecimento e no desenvolver da teoria discutida neste trabalho. Apresentaremos a
seguir uma definicao sucinta e mais intuitiva.

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (de caracteristica zero), com
V* e W* seus respectivos duais. Dados v € V e w € W, denote por
vegw V' x W* — K o funcional bilinear cujo valor em (o, 3) € V* x W* é
dado por

(v @k w)(a, f) = a(v)(w).
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Definicao A.5.1. O produto tensorial entre os K-espacos vetoriais V e W, denotado
por V @x W, é o K-espaco vetorial? composto por todas as somas finitas de elementos
da forma v g w comv €V ew € W, isto €,

n
VoW = { Z v; Qg w; :n € N arbitrario e v; € V,w; € W, também arbitrdrios }

i=1

Para v,v; € V; w,w; € W, k € K e utilizando (v ®g w)(a, f) = a(v)s(w), podemos
destacar:

v Rk W 4+ v Qg Wy = v Rk (W1 + W);
U1®Kw+U2®Kw:(U1+U2)®KU};
k(v @k w) = (kv) @k w = v Qg (kw).

Esta tltima, justifica o fato de aparecer "composto por" e nao simplesmente "gerado
por" na defini¢ao A.5.1. Pode-se estender o produto por escalar a qualquer elemento
de V ®x W, da seguinte forma:

n n n

i=1 i=1 i=1

Quando nao for relevante especificar o corpo K, escreveremos somente ® em vez de
®k. Os elementos de V' ® W sao genericamente denominados tensores de ordem 2
(ou rank 2). A seguir comentaremos os tensores de ordem maior.

Baseado no que foi feito anteriormente, vamos estender para o caso de uma cole¢ao finita

de K-espacos vetoriais V!, ..., V™. Considerando o funcional multilinear denotado por
V@ @um s (V) x o x (VM) =5 Ko (g, o) = ag(v) -+ ag, (™), onde
v' € Viparai=1,...,m. Definimos o produto tensorial V! ® --- ® V™ como sendo

o K-espago vetorial cujos elemetos sao da forma de somas finitas de elementos como
P ® - ®0™, ou seja,

Vig-- V™= {Zv}@---@v}”:nENevf eV, arbitrérios}.
=1
Observagoes A.5.1. Para todo v' € Vi comi=1,...,m ek € K, valem:

) (e -e2r!'ererd?e. - )+ e v euert e @) =
=0'® - W tw) e ®"

para todo w € V¢, para algum j =1,...,m.

2) O vetor nulo de V'@ ---@V™ é0®---®0 e identificamos
—_——

m—vezes

0®"'®0:0®1}2®-..®0n:...:U1®U2®,”®UTL71®O‘

2Claramente o conjunto de todos os funcionais bilineares ¢ : V* x W* — K é um K-espaco vetorial
e V ®x W é um subespaco vetorial deste.
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3) k(zvll(g...@w) = Z(k‘vzl)®vf®“'®vfl — = ZU}‘@"'@U?_I@(’W”'
=1 1=1 =1
4) Pelo que vimos, para ki, ...k, € K tem-se

(k1 k) (@' @v? @ @) = (hiv!) ® (k20?) @ -+ @ (knv").

5) Frequentemente usamos a notagao VEE™ | ou simplesmente VE™ | para denotar V@ --- @ V.
E conveniente definir VO™ | para m = 0, como sendo o corpo K. Assim como no caso
anterior, os elementos V' ® --- @ V™ sdo genericamente denominados tensores de or-

dem m (ou rank m).

6) Seja V. um K-espago vetorial. Faz sentido considerar K @V, pois K é claramente
um espaco vetorial sobre si mesmo. E natural identificar K®V com V' através do
isomorfismo k ® v — kv, para todo k € K ev € V.

7) Dadas duas colegoes finitas V1, ..., V™ e W ... W™ de espagos vetoriais sobre um
mesmo corpo K, podemos definir os espacos vetoriais produto

AZ(V1®--~®Vm)®(W1®~-®Wn) e B=Vg . . V"Wl .- Wm.

FEsses espacos sao isomorfos, basta considerar o isomorfismo v : A — B dado de
modo natural por

PV @)W @ Ru) =0 @ Ru @ @w".

Esse isomorfismo € chamado de tsomorfismo canénico entre A e B. Isso mostra
que VO™ @ VO ¢ canonicamente isomorfo a VEm+n,
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