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Resumo

Na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody, com trabalhos independentes,
forneceram uma generalização das álgebras de Lie semissimples de dimensão finita
por meio da chamada matriz de Cartan generalizada (MCG). Tais álgebras de Lie,
encontradas por Kac e Moody, são denominadas álgebras de Kac-Moody e geralmente
são álgebras de dimensão infinita. Basicamente, a dissertação é dedicada ao estudo das
álgebras de Kac-Moody afim não torcidas, mais precisamente, o resultado principal
deste trabalho é fornecer uma construção (realização) concreta dessas álgebras por
meio de uma álgebra de loop onde a álgebra base é uma álgebra de Lie simples de
dimensão finita.

Palavras-chave: Álgebras de Lie, Álgebras de Kac-Moody, Álgebras de loop.



Abstract

In the 1960s, Victor G. Kac and Robert V. Moody, working independently, provided
a generalization of finite semisimple Lie algebras by means of the so-called generalized
Cartan matrix (GCM). Such Lie algebras, discovered by Kac and Moody, are called
Kac-Moody algebras and are usually infinite-dimensional algebras. This dissertation
is devoted to the study of non-twisted affine Kac-Moody algebras, more precisely, the
main result of this work is to provide a concrete construction (realization) of these
algebras by means of a loop algebra where the base algebra is a finite dimensional
simple Lie algebra.

Keywords: Lie algebras, Kac-Moody algebras, Loop algebras.
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Introdução

As álgebras de Lie foram originalmente introduzidas por S. Lie como estrutura al-
gébrica usada para o estudo dos grupos de Lie, no entanto, as álgebras de Lie também
provaram ter propriedades muito interessantes e foram estudadas, de forma indepen-
dente, por E. Cartan e W. Killing que, durante a década de 1890-1900, classificaram
todas as álgebras de Lie simples de dimensões finitas sobre o corpo dos complexos.
Conceitos básicos sobre a estrutura e a teoria da representação destas álgebras de Lie
também foram investigadas por H. Weyl tempos mais tarde. Desde então, a teoria de
Álgebras de Lie encontrou variadas aplicações tanto em matemática quanto em outras
áreas do conhecimento, como por exemplo, em física-matemática..

Dentre as álgebras de Lie de dimensão finita, as álgebras de Lie semissimples pos-
suem propriedades convenientes, como por exemplo, podem ser representadas por uma
matriz chamada de matriz de Cartan que, por sua vez, é associada a um grafo que
possui as mesmas informações da matriz de Cartan e é chamado de diagrama de Dyn-
kin. Devido ao grande desenvolvimento da teoria de álgebras de Lie semissimples e
suas representações, várias tentativas de generalizá-las (preservando suas proprieda-
des) foram feitas, porém, somente na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody,
com trabalhos independentes, forneceram uma generalização eficaz por meio da cha-
mada matriz de Cartan generalizada (MCG). Tais álgebras de Lie, encontradas por
Kac e Moody, são denominadas álgebras de Kac-Moody e geralmente são álgebras de
dimensão infinita.

As álgebras de Kac-Moody são divididas em álgebra de Kac-Moody finita, que são
exatamente as álgebras de Lie simples de dimensão finita, e em álgebra de Kac-Moody
afim, onde esta última divide-se em não torcida e torcida. A teoria de Kac-Moody
desenvolveu-se rapidamente desde a sua introdução e resultou em aplicações em muitas
áreas da matemática, incluindo a teoria de grupos, combinatória e equações diferenciais.
Além disso, as álgebras de Kac-Moody também são a estrutura algébrica por trás de
muitas teorias físicas e têm aplicações, por exemplo, na física estatística, equações de
Yang-Baxter e teoria das cordas. As álgebras de Kac-Moody são definidas de modo
abstrato por meio de geradores e relações na MCG, entretanto, as do tipo afim podem
ser obtidas explicitamente por meio da chamada álgebra de loop.

O objetivo principal desta dissertação é fornecer uma realização (construção) ex-
plicita das álgebras de Kac-Moody afim não torcidas por meio da álgebra de loop de
uma álgebra de Lie simples de dimensão finita. Como é esperado, todas as álgebras
de Kac-Moody estão associadas a uma MCG, ou equivalentemente a um diagrama de
Dynkin. Adicionando uma linha e uma coluna a uma matriz do tipo finito Ȧ, sempre
obtemos uma matriz do tipo afim não torcida A e esta é denominada de matriz de Car-
tan estendida da álgebra de Lie ġ associada à matriz Ȧ. Seja L := C[t, t−1] a álgebra
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dos polinômios de Laurent, então a álgebra de Kac-Moody afim não torcida associada
à matriz A é obtida a partir da álgebra de loop L(ġ) := L⊗ ġ.

A dissertação está dividida em três capítulos. No primeiro capítulo, estudaremos
basicamente as álgebras de Lie de dimensão finita. Trabalharemos com as álgebras
semissimples e ao final apresentaremos todos os possíveis diagramas de Dynkin conexos,
que são os diagramas associados às algebras de Lie simples e isto classifica as álgebras
de Lie semissimples, pois estas são decompostas em soma direta de simples. No segundo
capítulo, vamos definir e classificar as matrizes de Cartan generalizadas bem como as
álgebras de Kac-Moody associadas a estas matrizes e trataremos das definições e dos
resultados necessários para a prova do teorema principal. Finalmente no capítulo três,
vamos definir álgebras de loop e construir uma álgebra de Lie, a partir de uma álgebra
de Lie simples de dimensão finita, e provar que esta é exatamente uma álgebra de
Kac-Moody afim não torcida.



Capítulo 1

Álgebras de Lie

Neste capítulo, vamos introduzir a definição de álgebra de Lie e suas propriedades.
Vamos trabalhar especificamente com álgebras de dimensão finita, a fim de construir
uma boa base de conhecimento e motivar resultados quando estas possuem dimensão
infinita. O principal pré-requisito exigido neste capítulo é o conhecimeto razoável de
Álgebra Linear. Alguns conceitos de Álgebra Linear podem ser encontrados no apêndice
desse trabalho.

1.1 Definição e exemplos
Definição 1.1.1. Seja K um corpo. Uma álgebra de Lie sobre K é um K-espaço
vetorial g, munido com um produto (colchete de Lie)

[·, ·] : g× g −→ g,
que cumpre as seguintes propriedades:

(i) [·, ·] é bilinear,

(ii) ∀X ∈ g, [X,X] = 0,

(iii) ∀X, Y ∈ g, [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (identidade de Jacobi).

Observações 1.1.1.

1. Mais precisamente, [·, ·] é um produto que dá ao espaço vetorial uma estrutura de
álgebra. Geralmente chamaremos as álgebras de Lie apenas de álgebras.

2. ∀X ∈ g, tem-se [0, X] = 0. De fato, 0 = [X,X] = [X+0, X] = [X,X]+[0, X] =⇒
[0, X] = 0.

3. O colchete [·, ·] é anti-simétrico. De fato, ∀X, Y ∈ g temos 0 = [X+Y,X+Y ] =
[X,X + Y ] + [Y,X + Y ] = [X,X] + [X, Y ] + [Y,X] + [Y, Y ] = [X, Y ] + [Y,X]⇒
[X, Y ] = −[Y,X]. No caso em que char(K) 6= 2, tem-se

[X, Y ] = −[Y,X]⇔ (ii).
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4. Note que a identidade de Jacobi é uma espécie de operação em ciclo e que pode
ser escrita alternativamente de duas formas:

[X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]] ou [[X, Y ], Z]] = [[X,Z], Y ] + [X, [Y, Z]].

5. Em geral, o colchete de Lie não é associativo, pois em todos os casos
[[X,X], Y ] = 0, porém [X, [X, Y ]] nem sempre é nulo.

6. A dimensão de uma álgebra de Lie g é a sua dimensão como espaço vetorial. A
partir desse momento, salvo dito o contrário, vamos considerar todas as álgebras
de Lie com dimensão finita.

7. Sabemos que qualquer elemento de g é escrito como combinação linear dos ele-
mentos da base, então para determinar se um dado colchete "transforma" um
espaço vetorial numa álgebra de Lie, basta verificar as condições acima apenas
para os elementos de uma base do espaço.

Definição 1.1.2. Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de g é um subespaço
vetorial h de g que é fechado pelo colchete de Lie, isto é, [X, Y ] ∈ h,∀X, Y ∈ h.

Portanto, uma subálgebra de Lie é um subespaço vetorial de g, que munido com o
mesmo colchete de g, é uma álgebra de Lie (Relembre a caracterização de um subespaço
vetorial).

Exemplo 1.1.1. Se K = R, então o produto vetorial (x, y) 7→ x ∧ y define a estru-
tura de álgebra de Lie em R3. Com efeito, sejam x, y ∈ R3, onde x = (x1, x2, x3) e
y = (y1, y2, y3), definimos em R3 o colchete

[x, y] = x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).

Então, ∀x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), z = (z1, z2, z3) ∈ R3 e ∀k ∈ R temos:

(i) [·, ·] é bilinear:

[x, y + z] = (x1, x2, x3) ∧ (y1 + z1, y2 + z2, y3 + z3)
= (x2y3 + x2z3 − x3y2 − x3z2, x3y1 + x3z1 − x1y3 − x1z3, x1y2 + x1z2 − x2y1 − x2z1)

= (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) + (x2z3 − x3z2, x3z1 − x1z3, x1z2 − x2z1)

= (x ∧ y) + (x ∧ z) = [x, y] + [x, z]

e

[x, ky] = (x1, x2, x3)∧(ky1, ky2, ky3) = (kx2y3−kx3y2, kx3y1−kx1y3, kx1y2−kx2y1)
= k(x ∧ y) = k[x, y].

Analogamente, prova-se para a outra coordenada.

(ii) Vale [x, x] = 0:

[x, x] = (x1, x2, x3)∧(x1, x2, x3) = (x2x3−x3x2, x3x1−x1x3, x1x2−x2x1) = (0, 0, 0).
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(iii) Do mesmo modo como foi feito nos casos anteriores, fazendo as contas verifica-se
que também vale a identidade de Jacobi, isto é:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = (x ∧ (y ∧ z)) + (y ∧ (z ∧ x)) + (z ∧ (x ∧ y)) = 0.

Portanto, o par (R3,∧) é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.2. Um espaço vetorial V sobre K munido de um colchete
[·, ·] : V × V 7→ V dado por [X, Y ] := 0,∀X, Y ∈ V é uma álgebra de Lie. Álge-
bras desse tipo são chamadas de Álgebras abelianas e, nesse caso, a estrutura de
álgebra de Lie não acrescenta nada à estrutura do espaço vetorial.

Observação 1.1.1. Se dim(g) = 1 então g é abeliana. Basta ver que dim(g) = 1
implica que toda base de g possui apenas um elemanto v ∈ g não nulo, portanto,
∀X, Y ∈ g, tem-se X = av e Y = bv, com a, b ∈ K. Daí, [X, Y ] = [av, bv] = ab[v, v] =
(ab)0 = 0.

Exemplo 1.1.3. Seja g uma álgebra de dimensão 6 2 :

a) Como vimos, se dim(g) = 1 então g é abeliana.

b) Se dim(g) = 2 então temos duas possibilidades:

i) g é abeliana;

ii) Existe uma base {X, Y } de g tal que,

[X, Y ] = Y .

Se g não é abeliana, então tomemos uma base {X ′, Y ′} qualquer de g. [X ′, Y ′] 6= 0,
caso contrário, g seria abeliana, pois o colchete de Lie é bilinear e todo elemento de g
escreve-se como combinação linear dos elementos da base. Seja Y ′′ = [X ′, Y ′], {Y ′′} é
linearmente independente e portanto faz parte de uma base de g. Escolhemos X ′′ tal
que {X ′′, Y ′′} seja uma base de g, então X ′′ = aX ′ + bY ′, Y ′′ = cX ′ + dY ′ e

[X ′′, Y ′′] = αY ′′ para algum α ∈ K.

Como {X ′′, Y ′′} é base e g não é abeliana, temos que α 6= 0, logo, tomando X =
1

α
X ′′

e Y = Y ′′ obtemos que {X, Y } é uma base de g com [X, Y ] = Y e, a partir daí, o
colchete de dois elementos quaisquer de g é dado por

[aX + bY, cX + dY ] = (ad− cb)[X, Y ] = (ad− cb)Y .

Exemplo 1.1.4. Álgebras de Lie provenientes de álgebras associativas: Seja A uma
álgebra associativa (isto é, A é um anel cujo produto é associativo e, no nosso caso, é
um K-espaço vetorial). Definimos o seguinte colchete, chamado de comutador:

[X, Y ] = XY − Y X, X, Y ∈ A.

Esse colchete define uma estrutura de álgebra de Lie em A.



16

Veja que utilizamos as operações do próprio anel A, principalmente o produto, para
definir o comutador. Ou seja, o produto associativo induz uma estrutura de álgebra
de Lie em A, com isso, podemos construir vários exemplos de álgebras de Lie, basta
considerar uma álgebra associativa (Álgebra onde o anel é associativo) e definir o co-
mutador.

Os exemplos a seguir são de extrema importância na contrução da teoria de álgebras
de Lie:

Exemplo 1.1.5. Mn×n(K) é uma álgebra associativa, então, pelo exemplo anterior,
vamos introduzir o comutador:

[X, Y ] = XY − Y X, X, Y ∈Mn×n(K).

Como vimos, o par (Mn×n(K), [·, ·]) é uma álgebra de Lie, que denotaremos por gl(n,K).

Da mesma forma, o espaço dos operadores lineares de um espaço vetorial V sobre K
(T : V 7→ V ), será denotado por gl(V ) e também assume a estrutura de álgebra de Lie,
com o comutador, utilizando a composição de aplicações como produto associativo.
Lembre-se que quando dim(V ) = n < ∞ as transformações lineares identificam-se de
maneira natural com as matrizes, portanto, neste caso, gl(n,K) = gl(V ).

As álgebras envolvendo o espaço das matrizes, aparecerão com grande frequência
no decorrer da teoria, então, salvo dito o contrário, quando tratarmos de matrizes
estaremos considerando sempre o colchete comutador.

Exemplo 1.1.6. O conjunto sl(n,K) = {A ∈Mn×n(K) : tr(A) = 0} é uma subálgebra
de gl(n,K), em que tr(A) significa o traço da matriz A.

De fato, sl(n,K) é fechado nas operações de gl(n,K) (isto é, o produto e a soma de
matrizes com a traço nulo ainda possuem o traço nulo), portanto, é um subespaço
vetorial e, como o comutador é definido a partir das operações do anel, concluímos que
sl(n,K) é uma subálgebra.

Quando especificar o corpo não for relevante, denotaremos as álgebras de Lie
gl(n,K) por gl(n) e sl(n,K) por sl(n). Claramente existem outras subálgebras de
gl(n,K) porém, somente serão tratadas quando forem necessárias.

1.2 Generalidades algébricas
Assim como em outras estruturas algébricas, vamos definir as noções de homomor-

fismo, quociente, soma e etc.

� Homomorfismo

Definição 1.2.1. Sejam g e h álgebras de Lie com [·, ·]g e [·, ·]h são seus respectivos
colchetes. Uma aplicação ϕ : g 7→ h é um homomorfismo de álgebras de Lie se:

i) ϕ é uma transformação linear (como na álgebra linear);

ii) ϕ preserva os colchetes, isto é:
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ϕ([X, Y ]g) = [ϕ(X), ϕ(Y )]h, ∀X, Y ∈ g.

Observações 1.2.1. Seja ϕ : g −→ h um homomorfismo:

• ϕ é um isomorfismo se é invertível. Neste caso, dizemos de g e h são isomorfas
e denotamos por g ' h.

• ϕ é um automorfismo se é um isomorfismo e g = h.

• No caso entre álgebras abelianas, os homomorfismos são simplesmente as trans-
formações lineares.

• Da mesmo forma, como no homomorfismo de outras estruturas algébricas, pode-
mos definir o núcleo:

kerϕ := {X ∈ g : ϕ(X) = 0}.

• O conjunto imagem de ϕ:

im(ϕ) := {Y ∈ h : ∃X ∈ g onde ϕ(X) = Y }.

� Constantes de estrutura

Sejam g uma álgebra de Lie, B = {X1, X2, ..., Xn} uma base de g e considere Xi

e Xj dois elementos quaisquer desta base. Note que o colchete [Xi, Xj] ∈ g, portanto
pode ser escrito como a seguinte combinação linear:

[Xi, Xj] =
n∑
k=1

ckijXk.

Os coeficientes ckij são denominados de constantes de estrutura da álgebra g em re-
lação à base B. Em álgebra linear, se queremos determinar uma transformação linear
entre espaços vetoriais, basta determinar as imagens dos elementos de alguma base do
domínio, no nosso contexto, se queremos que um espaço vetorial se "torne" uma álge-
bra de Lie, basta determinar o colchete para os elementos de alguma base do espaço,
isto é, basta determinar as constantes de estrutura em relação à alguma base.

Veremos a seguir que as constantes de estrutura determinam a álgebra de Lie a
menos de isomorfimo.

Proposição 1.2.1. Duas álgebras de Lie são isomorfas se, e somente se, elas possuem
as mesmas constantes de estrutura.

Demontração: Sejam g e h duas álgebras de Lie e ϕ : g 7→ h um isomorfismo, e
considere A = {X1, ..., Xn} uma base de g (qualquer). Temos de álgebra linear que um
isomorfismo "leva base em base", então B = {ϕ(X1), ..., ϕ(Xn)} é uma base de h. Daí,
para i, j = 1, ..., n temos:

ϕ([Xi, Xj]) = [ϕ(Xi), ϕ(Xj)] = [Yi, Yj].

Por um lado,
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[Xi, Xj] =
n∑
k=1

akijXk e [Yi, Yj] =
n∑
k=1

bkijYk,

onde akij e bkij são as contantes de estrutura de g e h em relação às bases A e B respec-
tivamente.

Por outro lado,

[Yi, Yj] = [ϕ(Xi), ϕ(Xj)] = ϕ([Xi, Xj]) = ϕ(
n∑
k=1

akijXk) =
n∑
k=1

ϕ(akijXk)

=
n∑
k=1

akijϕ(Xk) =
n∑
k=1

akijYk

então,

n∑
k=1

bkijYk =
n∑
k=1

akijYk, como B é linearmente independente, temos bkij = akij.

Reciprocamente, suponha que g e h possuem as mesmas constantes de estrutura em
relação à alguma base, então elas possuem a mesma dimensão. Sejam A = {X1, ..., Xn}
e B = {Y1, ..., Yn} bases de g e h respectivamente, tais que as constantes de estruturas
de g e h sejam iguais. Basta contruir a aplicação ϕ : g 7→ h tal que ϕ(Xi) = Yi, isto
é "leva base em base", logo ϕ é um isomorfismo de espaços vetoriais e preserva os
colchetes.
De fato, considere ckij as constantes de estruturas em relação às bases A e B e X =
n∑
k=1

akXk e Y =
n∑
t=1

btXt ∈ g então,

ϕ([X, Y ]) = ϕ

([ n∑
i=1

aiXi,
n∑
j=1

bjXj

])
= ϕ

( n∑
i=1

ai

[
Xi,

n∑
j=1

bjXj

])
= ϕ

( n∑
i=1

ai

n∑
j=1

bj[Xi, Xj]

)
=

ϕ

( n∑
i,j=1

aibj[Xi, Xj]

)
= ϕ

( n∑
i,j=1

aibj

n∑
k=1

ckijXk

)
= ϕ

( n∑
i,j,k=1

aibjc
k
ijXk

)
=

n∑
i,j,k=1

aibjc
k
ijϕ(Xk) =

n∑
i,j,k=1

aibjc
k
ijYk =

n∑
i,j,k=1

aibj[Yi, Yj] =

[
ϕ(

n∑
i=1

aiXi), ϕ(
n∑
j=1

bjXj)

]
= [ϕ(X), ϕ(Y )]

�
Note que se duas álgebras possuem as constantes de estrutura iguais para pelo

menos uma base, então elas possuem constantes de estrutura iguais para todas as
bases. No caso de álgebras de dimensão ≤ 2, a menos de isomorfismo, só existem duas:
as abelianas e as que admitem uma base {X, Y } tal que [X, Y ] = Y .

� Ideais

Definição 1.2.2. Um subconjunto h ⊆ g é ideal de g se,

i) h é um subespaço vetorial de g;

ii) ∀X ∈ g e ∀Y ∈ h tem-se [X, Y ] ∈ h.
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Observações 1.2.2. Seja g uma álgebra de Lie sobre um corpo K. Então

• Todo ideal é uma subálgebra, no entanto, nem toda subálgebra é um ideal.

• O núcleo de um homomorfismo é um ideal.

• A imagem de um homomorfismo é uma subálgebra.

• Sejam h1 e h2 ideais, então também são ideais:

h1 + h2 = {a+ b : a ∈ h1 e b ∈ h2} e h1
⋂

h2.

• Para h1 e h2 ideais, definimos o "produto" de dois ideais como sendo o conjunto:

[h1, h2] := spanK{[a, b] : a ∈ h1 e b ∈ h2}

onde "spanK" significa o conjunto de todas as combinações K-lineares (às vezes,
quando citar o corpo for desnecessário, escreveremos somente span), isto é, se

X ∈ [h1, h2], então X =
n∑
i=1

ci[ai, bi], onde ci ∈ K, ai ∈ h1, bi ∈ h2, i = 1, ..., n.

Veja que [h1, h2] também é um ideal (para verificar isto basta usar a identidade de
Jacobi). Claramente podemos definir o "produto" de quaisquer dois subconjuntos
da álgebra, porém, de modo geral, este é um subespaço e não necessáriamente um
ideal.

• Sejam h1 um ideal e h2 uma subálgebra. Os conjuntos h1 + h2 e h1
⋂
h2 são

subálgebras, mas não necessariamente ideais.

� Quocientes

Definição 1.2.3. Para g uma álgebra de Lie e h um ideal de g, definimos o quociente
como:

g/h = {X : X ∈ g}, onde X := X + h = {X + h : h ∈ h}

e vamos considerar em g/h o seguinte colchete:

[X,Y ] = [X, Y ],

tem-se em g/h uma estrutura de álgebra de Lie.

Assim como em toda construção de quocientes, é necessário verificar se o colchete
definido acima independe dos representantes das classes e, é claro, mostrar que define
em g/h uma estrutura de álgebra de Lie. Poderíamos definir o conjunto quociente sem
exigir que h seja um ideal de g, no entanto, g/h somente será uma álgebra de Lie,
com [X,Y ] = [X, Y ], mediante essa condição, então no nosso contexto, é bem mais
interessante considerar h um ideal. Salvo dito o contrário, sempre que tratarmos de
álgebras quocientes, estaremos considerando o colchete definido acima.
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� Teoremas de isomorfismo

1) Se g e h são álgebras de Lie e ϕ : g 7→ h um homomorfismo, então

g/kerϕ ' im(ϕ).

onde o homomorfismo é dado por x 7−→ ϕ(x).

2) Se g é uma álgebra de Lie e h′, h ideais de g com h′ ⊆ h, então

(g/h′)/(g/h) ' h/h′.

3) Se g é uma álgebra de Lie e h′, h ideais de g, então

(h + h′)/h ' (h′/(h
⋂
h′).

As demonstrações desses teoremas, são análogas às outras estruturas algébricas.

� Soma direta

Definição 1.2.4. Sejam g1, . . . , gn álgebras de Lie, com [·, ·]i o colchete de gi, e con-
sidere o espaço vetorial

g = g1 × · · · × gn = {(X1, . . . , Xn) : X1 ∈ g1, . . . , Xn ∈ gn}

e X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Yn) ∈ g. A seguinte expressão

[X, Y ] = ([X1, Y1]1, ..., [Xn, Yn]n)

define em g uma estrutura de álgebra de Lie e vamos denotar esta álgebra de Lie por:

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn.

Antes de mais nada, uma álgebra de Lie é um espaço vetorial, portanto, podemos
definir essa soma direta do seguinte modo: sejam Λ um conjunto de índices e gλ uma
álgebra de Lie com λ ∈ Λ, então a soma direta é dada por⊕

λ∈Λ

gλ = {(Xλ)λ : Xλ ∈ gλ e Xλ 6= 0 para um número finito de λ}.

Assim como em álgebra linear, os elementos de g1 ⊕ · · · ⊕ gn podem ser vistos como
X1 + · · ·+Xn onde X1 ∈ g1, ..., Xn ∈ gn e (g1 + · · ·+ gi−1 + gi+1 + gn) ∩ gi = {0}.

1.3 Representações
Definição 1.3.1. Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K e gl(V ) o con-
junto de todas as transformações lineares de V (vimos que gl(V ) é uma álgebra de
Lie com o comutador), e considere g uma álgebra de Lie sobre o mesmo corpo K. Uma
representação de g em V é um homomorfismo de álgebras de Lie

ρ : g −→ gl(V )
X 7−→ ρX .
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Dizemos que V é o espaço da representação e a sua dimensão é a dimensão da represen-
tação. Utilizamos as representações para "descrever" as álgebras de Lie como álgebras
de transformações lineares, na qual temos bem mais controle.

Uma representação importante é a representação adjunta de g, dada por

ad : g −→ gl(g)
X 7−→ adX : g −→ g

Y 7−→ adX(Y ) = [X, Y ] (esse é o colchete de g).

A aplicação ad está bem definida, pois pelo fato do colchete de g ser K-bilinear,
temos que adX é K-linear, mais do que isso, ad é um homomorfismo de álgebras de
Lie, isto é, é uma representação de g em g como espaço vetorial. Basta verificar que
ad é K-linear e preserva o colchete, ou seja, vamos mostrar que ad(X+Y ) ≡ adX + adY ,
ad(kX) ≡ k(adX) com k ∈ K e ad[X,Y ] ≡ [adX , adY ] (onde o símbolo "≡" denota a
equivalência ("igualdade") de aplicações1). De fato, para todo X, Y ∈ g e k ∈ K
temos:

• para todo Z ∈ g

adX+Y (Z) = [X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z] = adX(Z) + adY (Z)
e
adkX(Z) = [kX,Z] = (kadX)(Z).

• Para todo Z ∈ g e utilizando a identidae de Jacobi, tem-se

ad[X,Y ](Z) = [[X, Y ], Z] = [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]] = adX([Y, Z])− adY ([X,Z])

= (adX ◦ adY )(Z)− (adY ◦ adX)(Z) = [adX , adY ](Z).

No decorrer da teoria, trocaremos gradualmente "≡" por "=", quando estiver-
mos falando de representações, mas deve-se ficar bem claro que ρX , ρX+Y , ρ[X,Y ], por
exemplo, são aplicações e, portanto, ao considerar igualdades contendo esses objetos,
estamos tratando de igualdade de aplicações. Muitas vezes, representaremos a compo-
sição de aplicações µ ◦ ν simplesmente pelo produto µν.

Para uma álgebra de Lie g vamos definir, a seguir, alguns conjuntos notáveis:

• O centro de g é conjunto,

z(g) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ g},

de todos os elementos de g que comutam com qualquer outro elemento de g, isto
é, [X, Y ] = 0. Note que ker(ad) = z(g), portanto, z(g) é um ideal de g.

• O centralizador de um subconjunto A ⊆ g, é o conjunto

Cg(A) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0,∀Y ∈ A},
1f ≡ g, quando f, g : A −→ B com f(x) = g(x) para todo x ∈ A.
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dos elementos de g que comutam com todos os elementos de A. Claramente z(A)
é uma subálgebra e o centralizador de g é o próprio centro de g (o que justifica
a notação).

• O normalizador de um subconjunto A ⊆ g é o conjunto,

N(A) = {X ∈ g : [X, Y ] ∈ A,∀Y ∈ A},

dos elementos de g que deixam A invariante pelo colchete.

� Representações equivalentes

Sejam ρ1 : g 7−→ gl(V1) e ρ2 : g 7−→ gl(V2) duas representações de uma mesma
álgebra de Lie g. Elas são ditas equivalentes (ou isomorfas) se existe um isomorfismo
de espaços vetoriais P : V1 7−→ V2, tal que

ρ2
X ◦ P ≡ P ◦ ρ1

X , para qualquer X ∈ g,

e vice-versa, dados uma representação ρ1 e um isomorfismo linear P , definindo ρ2, de
acordo com a expressão acima, obtemos uma representação isomorfa a ρ1. Dizemos
que P é um operador de intercâmbio (ou uma aplicação), entre ρ1 e ρ2. Em outras
palavras, ρ1 e ρ2 são isomorfas se para todo X ∈ g, o diagrama abaixo comuta:

V1

ρ1X−→ V1

P
y 	

yP

V2

ρ2X−→ V2

� Soma direta de representações

Sejam g uma álgebra de Lie e ρ1, ..., ρn representações de g em V1, ..., Vn, respecti-
vamente. Defina a aplicação

ρ : g −→ gl(V1 ⊕ · · · ⊕ Vn) : X 7−→ ρX = ρ1
X ⊕ · · · ⊕ ρnX

onde
ρX : (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn) −→ (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn)

Y = (Y1, ..., Yn) 7−→ ρX(Y ) = (ρ1
X(Y1), ..., ρnX(Yn)).

O fato de cada ρi ser linear, garante que ρ é linear e que cada ρi preserva o colchete,
então garante que ρ também preserva o colchete.

De fato, considere X = (X1, ..., Xn), Y = (Y1, ..., Yn) ∈ (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn), então,
[X, Y ] = ([X1, Y1], ..., [Xn, Yn]), daí

ρ[X,Y ] ≡ (ρ1
[X1,Y1], ..., ρ

n
[Xn,Yn]) ≡ ([ρ1

X1
, ρ1

Y1
], ..., [ρ1

Xn , ρ
n
Yn ])

≡ [(ρ1
X1
, ..., ρ1

Xn), (ρ1
Y1
, ..., ρnYn)]

≡ [ρX , ρY ].
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Isso mostra que ρ é uma representação de g em (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn), denominada de soma
direta das representações ρi. Sabemos que ρi e ρ são transformações lineares, então
podemos considerar suas matrizes Ai e A, respectivamente, e daí a matriz A é formada
pelos blocos Ais na sua diagonal, isto é,

ρ =

A1

. . .
An

 .

� Decomposições de representações

Para ρ uma representação de g em V e um subespaço V ′ ⊆ V , dizemos que V ′
é invariante por ρ se ρX(V ′) ⊆ V ′,∀X ∈ g. Agora, considere W um subespaço
invariante por ρ, e defina a restrição de ρ a W como sendo a aplicação:

ρ|W : g −→ gl(W ) : X 7−→ ρX |W .

Nestas condições, ρ|W define uma representação de g em W .

Definição 1.3.2. Seja ρ uma representação de g em V .

• ρ é dita irredutível se os únicos subespaços de V invariantes por ρ são os triviais
{0} e V .

• ρ é dita completamente redutível se V decompõe-se como

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn,

com cada Vi ⊆ V invariante por ρ e a restrição de ρ a Vi é irredutível.

A proposição a seguir fornece um critério, bastante utilizado, para verificar se uma
representação é completamente redutível.

Proposição 1.3.1. Se ρ é uma representação de dimensão finita de g em V , então,
ρ é completamente redutível se, e somente se, todo subespaço invariante admite um
complementar invariante, ou seja, para todoW ⊆ V invariante, existeW ′ ⊆ V também
invariante tal que

V = W ⊕W ′.

Demonstração: Veja [1], Proposição 1.7, p. 34
�

� Módulos sobre uma álgebra de Lie

Um módulo sobre uma álgebra de Lie g é um K-espaço vetorial V munido com uma
operação de multiplicação (ou ação de g em V ), dado por

g× V −→ V
(X, v) 7−→ Xv (ação de X em v),
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que satisfaz, para todo X, Y ∈ g;u, v ∈ V e k ∈ K, as seguintes propriedades:

1. (X + Y )v = Xv + Y v;

2. X(u+ v) = Xu+Xv;

3. k(Xv) = X(kv);

4. [X, Y ]v = XY v − Y Xv.
Neste caso, dizemos que V é um g-módulo. Em virtude da definição de módulo so-
bre uma álgebra de Lie, concluímos que os conceitos de módulo e representação
são equivalentes, isto é, a cada representação de g em V associamos um g-módulo e
vice-versa. De fato, considere g uma álgebra de Lie sobre K e V um K-espaço vetorial,
e seja ρ uma representação de g em V . Vamos munir V com uma estrutura de g-módulo:

sabemos que ρ : g −→ gl(V ) é K-linear, onde ρX : V −→ V também K-linear, então a
aplicação dada por

g× V −→ V
(X, v) 7−→ Xv := ρX(v)

define uma multiplicação que torna V um g-módulo. A verificação vem do fato de que
ρ e ρX são K-lineares e ρ[X,Y ] ≡ [ρX , ρY ] ≡ ρXρY − ρY ρX (lembre que ρXρY = ρX ◦ ρY ,
isto é, a operação é a composição de aplicações "◦").

Reciprocamente, seja V um g-módulo, então existe uma multiplicação da forma
g× V −→ V
(X, v) 7−→ Xv

que compre as quatro condições listadas acima, e defina a aplicação

ρ : g −→ gl(V )
X 7−→ ρX : V −→ V

v 7−→ ρX(v) := Xv (ação de X em v).

Decorre das propriedades de módulo, que ρ é um homomorfismo de álgebras de Lie e,
portanto, é uma representação de g em V .

1.4 Derivações
Definição 1.4.1. Uma aplicação linear D : g −→ g é uma derivação da álgebra de
Lie g se, para todo X, Y ∈ g, satisfaz:

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ].

De modo geral, uma derivação de uma álgebra é uma transformação linear que satisfaz
a regra de Leibniz de derivação de um produto D(xy) = D(x)y + xD(y).

Exemplo 1.4.1. A adjunta dos elementos de uma álgebra (adX , para cada X) é um tipo
de derivação que frequentemente aparece na teoria. Com efeito, considere X, Y, Z ∈ g,
então, utilizando a identidade de Jacobi, temos

adX [Y, Z] = [X, [Y, Z]] = −[Y, [Z,X]]− [Z, [X, Y ]] = [Y, [X,Z]] + [[X, Y ], Z]

= [adXY, Z] + [Y, adXZ].
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1.5 Séries de decomposição
� Série derivada
Seja g uma álgebra de Lie, e lembre que definimos o "produto" de dois ideais como

sendo o ideal [g1, g2] = span{[a, b] : a ∈ g1 e b ∈ g2}. Para k ∈ N definiremos, por
indução, os seguintes subconjuntos de g:

g(0) = g,

g(1) = [g, g],

g(2) = [g(1), g(1)],
...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)],
...

Vimos que o produto de ideais é um ideal, portanto todos esses subconjuntos são ideais
de g. Essa sequência de ideais é conhecida como série derivada de g e cada g(i) é
chamado de álgebra derivada de g. Comumente representamos g(1) e g(2) por g′ e g′′
respectivamente, e note que g(i+1) ⊆ g(i), isto é, a série derivada determina uma cadeia
decrescente de ideais:

g = g(0) ⊇ g(1) ⊇ g(2) ⊇ · · · ⊇ g(k) ⊇ g(k+1) · · · .
Exemplo 1.5.1. Para g = sl(2,R) (exemplo 1.1.6), temos a série derivada da seguinte
forma:

g = g(0) = g(1) = · · · = g(k) = · · · , k ∈ N

De fato, todo elemento de g pode ser escrito da forma(
a b
c −a

)
= a

(
1 0
0 −1

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
,

com a,b,c ∈ R, então as matrizes

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

formam uma base de g e

[h, e] = 2e =⇒ 1

2
[h, e] = e =⇒ e ∈ g′

[h, f ] = −2f =⇒ −1

2
[h, f ] = f =⇒ f ∈ g′

[f, e] = h =⇒ h ∈ g′,

daí concluímos que g = g′ e, utilizando o mesmo argumento, verificamos que g(k) = g
para todo k > 0. A mesma afirmação vale para sl(2,K), desde que K seja um corpo
de característica diferente de 2.

Listaremos a seguir algumas proposições referentes às séries centrais. A fim de
avançar na teoria, omitiremos as demonstrações das proposições2.

2Veja [1], pag.43
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Proposição 1.5.1. O quociente g(k−1)/g(k) é uma álgebra abeliana.

Proposição 1.5.2. Se g uma álgebra de Lie, h ⊆ g um ideal e π : g→ g/h a projeção
canônica, então

π(g(k)) = (g/h)(k).

Proposição 1.5.3. Se g uma álgebra de Lie e h ⊆ g é uma subálgebra, então

h(k) ⊆ g(k).

� Série central descendente
Assim como foi definida a série derivada, definiremos por indução a série central

decendente de uma álgebra de Lie g, como sendo:

g1 = g,

g2 = [g, g1],

g3 = [g, g2],
...

gk = [g, gk−1],
...

Note que para todo k ≥ 1, gk é um ideal e gk+1 ⊆ gk, logo essa série constitui uma
cadeia decrescente de ideais, isto é,

g = g1 ⊇ g2 ⊇ g3 ⊇ · · · ⊇ gk ⊇ gk+1 · · · .
A fim de evitar confusão, é importante salientar que há uma pequena diferença

entre as notações de série derivada (g(k)) e série central descendente (gk). Da mesma
maneira que fizemos nas séries derivadas, listaremos algumas proposições, das quais
omitiremos as demonstrações3.

Proposição 1.5.4. Seja g uma álgebra de Lie. Então,

1. [gi, gj] ⊆ gi+j;

2. gk é o subespaço gerado por todos os possíveis produtos (colchetes) envolvendo k
elementos de g: [X1, ..., [Xk−1, Xk]...];

Proposição 1.5.5. gk/gk+1 é uma álgebra abeliana.

Proposição 1.5.6. Se π : gk 7−→ g/h o homomorfismo canônico, então

π(gk) = (g/h)k.

A afirmação seguinte fornece uma comparação, no sentido de inclusão, entre a série
derivada e a série central descendente de uma mesma álgebra de Lie.

Proposição 1.5.7. A série derivada possui decrescimento mais rápido do que a série
central descendente, ou seja, para todo k ≥ 1 tem-se

g(k) ⊆ gk+1.

Segue diretamente da Proposição 1.5.7 que g(k) ⊆ gk, basta observar a condição de
cadeia decrescente da série central descendente:

g(k) ⊆ gk+1 ⊆ gk ⊆ gk−1 ⊆ · · · ⊆ g1.
3Veja [1], pag.44
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1.6 Álgebras solúveis
Definição 1.6.1. Uma álgebra é dita solúvel se alguma de suas álgebras derivadas se
anula, isto é, se existe k0 > 1 tal que

g(k0) = 0.

Consequentemente, g(k) = 0 para todo k > k0 (entenda ′′0′′ como a subálgebra {0}).
Observação 1.6.1. Como uma subálgebra é uma álgebra que herda o colchete, então
a definição acima também pode ser aplicada às subálgebras. Tal objeto chamaremos de
subálgebra solúvel e ideal solúvel, no caso de ideais.

Proposição 1.6.1. Seja g uma álgebra de Lie, então

1. Se g é solúvel e h ⊆ g é uma subálgebra, então h também é solúvel.

2. Se g é solúvel e h ⊆ g é um ideal, então g/h também é solúvel.

Demonstração:

1. Decorre diretamente da Proposição 1.5.3.

2. Decorre diretamente da Proposição 1.5.2.

�
Uma consequência direta da afirmação 1) é que um ideal de uma álgebra solúvel é

também solúvel.

Proposição 1.6.2. Seja g uma álgebra de Lie e h ⊆ g um ideal, e suponha que tanto
h quanto g/h sejam solúveis, então g é solúvel.

Demonstração: Considere π o homomorfismo canônico, e seja k1 tal que (g/h)(k1) =
0. Como π(g(k)) = (g/h)(k) para todo k > 0, temos que 0 = (g/h)(k1) = π(g(k1)) =⇒
g(k1) ⊆ h (pois ker(π) = h), e é uma subálgebra de h, mas h é solúvel, então existe k2

tal que h(k2) = 0, como g(k1) ⊆ h é uma subálgebra temos que,

0 = h(k2) = (g(k1))(k2) = g(k1+k2),

portanto, g é solúvel.
�

Observação 1.6.2. Para verificar que (g(a))(b) = g(a+b), com a, b ≥ 0, basta considerar
a fixo, porém arbitrário, e fazer indução em b.

A seguir apresentaremos o Teorema de Lie que é de grande importância no estudo
de álgebras solúveis.

Teorema 1.6.1. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e h uma subálgebra
solúvel de gl(V ). Se V 6= 0, então V contém um autovetor comum a todos os endo-
morfismos de h, isto é, todos os elementos de h possuem um autovetor em comum.

Demonstração: Veja [2], pag. 15.
�

Teorema 1.6.2 (Teorema de Lie). Se V um espaço vetorial de dimensão finita e
g ⊆ gl(V ) uma subálgebra, então existe uma base de V em relação à qual as matrizes
de g são triangulares superiores.

Demonstração: Aplicar o Teorema 1.6.1 e fazer indução sobre a dimensão de V .
�
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1.7 Álgebras nilpotentes
Definição 1.7.1. Uma álgebra é dita nilpotente se sua série central descendente se
anula em algum momento, isto é, se existe k0 > 1 tal que

gk0 = 0.

Consequentemente, gk = 0 para todo k > k0 (entenda ”0” como a subálgebra {0}).

Proposição 1.7.1. Seja g uma álgebra nilpotente.

1. Se h ⊆ g é uma subálgebra, então h é nilpotente.

2. Se h ⊆ g é um ideal, então g/h é nilpotente.

3. A imagem homomórfica de qualquer subálgebra nilpotente é nilpotente.

4. Se g/z(g) é nilpotente, então g é nilpotente.

Demonstração: A demonstração de 1), 2) e 3) segue do fato de hk ⊆ gk, se
h ⊆ g e se π é um homomorfismo, então π(gk) = (π(g))k e π([h, hk]) = [π(h), π(hk)].
Para 4), considerando a projeção canônica π, temos que π(gk) = (π(g))k, portanto,
0 + z(g) = (g/z(g))k = gk/z(g)⇐⇒ gk ⊆ z(g) =⇒ gk+1 = [g, gk] = 0.

�
Utilizando a Proposição 1.5.7, concluímos que toda álgebra nilpotente é solúvel, no

entanto, nem toda solúvel é nilpotente. Uma distinção entre as álgebras solúveis e as
nilpotentes é dada pelo centro:

Proposição 1.7.2. O centro de uma álgebra nilpotente não é trivial.

Demonstração: Seja k o maior tal que gk 6= 0, então [g, gk] = gk+1 = 0, o que
implica gk ⊆ z(g).

�

No entanto, o centro de uma álgebra solúvel pode se anular.

Definição 1.7.2. Seja g uma álgebra de Lie.

• Uma representação ρ de g em V é dita é uma representação nilpotente ou
uma nil-representação, se para todo X ∈ g, ρX é nilpotente, ou seja, existe um
k ≥ 1 (k em função de X), tal que (ρX)k = 0.

• Seja X ∈ g. Dizemos que X é ad-nilpotente se adX é nilpotente.

Observações 1.7.1.

1. De modo geral, um elemento x de um anel é nilpotente se existe k ≥ 1, tal que
xk = 0.

2. A condição para g ser nilpotente pode ser escrita como segue: para algum n (de-
pendendo somente de g), tem-se adX1adX2 · · · adXn(Y ) = 0, para todos
Xi, Y ∈ g, em particular, (adX)n = 0 para todo X ∈ g. De fato, basta ver que
se g é nilpotente, então 0 = gn = [g, gn−1] = [g, [g, gn−2]] = g, [g, [· · · [g, g] · · · ]]] e
isso é equivalente a adgadg · · · adg︸ ︷︷ ︸

n−vezes

(g) = 0.
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A principal consequência dessa observação é que se uma álgebra é nilpotente então
todo elemento é ad-nilpotente.

Lema 1.7.1. Se V um espaço vetorial de dimensão finita e X ∈ gl(V ) nilpotente,
então adX também é nilpotente.

Demonstração: Sabemos que

X 7−→ adX : gl(V ) −→ gl(V ) :7−→ adX(Y ) = [X, Y ] = XY − Y X,

portanto, cada X pode ser associado a λX , µX : gl(V ) −→ gl(V ), dados por λX(Y ) =
XY e µX(Y ) = Y X, ambos são nilpotentes, pois X o é. Como a diferença de nilpo-
tentes é nilpotente, temos que adx = λX − µX é nilpotente.

�

1.8 Álgebras simples e álgebras semissimples
Proposição 1.8.1. Se g uma álgebra de Lie, então existe em g um único ideal solúvel
r ⊆ g que contém todos os ideais solúveis de g.

Demonstração: Veja [1], Proposição 1.28, p.49.
�

Observe que na definição acima, g não precisa ser solúvel, neste caso, g é solúvel se, e
somente se, r(g) = g.

Definição 1.8.1. Seja uma g álgebra de Lie. O ideal r que contém todos os ideais
solúveis de g é chamado de radical solúvel de g (ou simplesmente radical de g), e
utilizaremos a notação r(g) para indicar o radical de g.

Podemos definir também o radical nilpotente de uma álgebra, como sendo o ideal
que contém todos os ideais nilpotentes da álgebra, porém a demonstração da sua exis-
tência requer resultados não citados nesse trabalho.

Definição 1.8.2. Dizemos que uma álgebra de Lie é semissimples se

r(g) = 0,

isto é, g não possui ideais solúveis além do 0.

Definição 1.8.3. Uma álgebra de Lie g é dita simples se:

1. Os únicos ideais de g são os triviais 0 e g;

2. dim(g) 6= 1.

Uma álgebra de dim(g) = 1 não possui ideais triviais, porém essas não são consideradas
álgebras simples, essencialmente para que haja compatibilidade, que veremos abaixo,
entre os conceitos de álgebras semissimples e simples.

Afirmamos que toda álgebra simples é semissimples. De fato, seja g uma álgebra
simples. Se g é nula, não há o que provar, então tome dim(g) ≥ 2 , como r(g) é um
ideal, ele deve ser 0 ou g, no caso r(g) = 0 tem-se g é semissimples. O segundo caso
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não pode acontecer, pois suponha que r(g) = g então vimos que g é solúvel e, portanto,
existe um g(n) = 0. Considere k o maior tal que g(k) = g, então g(k+1) 6= g, como g(k+1)

também é um ideal, temos g(k+1) = [g(k), g(k)] = [g, g] = 0, ou seja, g é abeliana. Veja
que g 6= 0, pois dim(g) ≥ 2, e todo subespaço de uma álgebra abeliana é um ideal,
então existem ideias que não são os triviais, e isso é uma contradição, portanto, toda
álgebra simples é semissimples.

Por outro lado, toda álgebra semissimples é um produto direto de álgebras simples.
Isso é consequência de um dos critérios de Cartan que será discutido a seguir.

Observação 1.8.1. A definição acima também é válida para subálgebras, isto é, defi-
nimos subálgebra simples e subálgebra semissimples, em particular, ideal simples e ideal
semissimples.

1.9 Critérios de Cartan
Para determinar se uma álgebra de Lie é semissimples, utilizando apenas a defini-

ção, é nessessário verificar se todo ideal, não nulo, não é solúvel, de modo geral, não é
uma tarefa simples. Apresentaremos nessa seção, uma maneira prática de determinar
se uma álgebra é semissimples ou solúvel, apenas olhando o traço de transformações
lineares. A partir de agora vamos considerar somente álgebras sobre corpos algebrica-
mente fechados, de modo prático, sobre o corpo dos complexos.

� Forma de Cartan-Killing

Seja g uma álgebra de Lie sobre um corpo K. Dada uma representação ρ de dimen-
são finita de g, defini-se em g a forma traço βρ que é a forma bilinear simétrica
βρ : g× g −→ K, dada por:

βρ(X, Y ) = tr(ρ(X)ρ(Y )).

Observe que o produto em questão é a composição de aplicações, no entanto, como ρ
tem dimensão finita, podemos considerar o produto de matrizes.

Definição 1.9.1. No caso em que consideramos a representação adjunta de g, a forma
traço é chamada de forma de Cartan-Killing, que vamos denotar por 〈·, ·〉g ou
simplesmente 〈·, ·〉, isto é, é uma forma bilinear simétrica 〈·, ·〉 : g×g −→ K, dada por:

〈X, Y 〉 = tr(adXadY ).

Observação 1.9.1. Dizemos que uma forma bilinear é não-degenerada, quando para
todo X ∈ g, fixado, vale:

〈X, Y 〉 = 0,∀Y ∈ g =⇒ X = 0.

Um caso bem conhecido de forma bilinear não-degenerada é o produto interno.

� Critérios de Cartan
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Os critérios de Cartan são condições necessárias e suficientes, em termos da forma
de Cartan-Killing, para que g seja semissimples ou solúvel. Para apresentá-los, preci-
saremos do seguinte lema:

Lema 1. Seja g uma álgebra de Lie e suponha que sua forma de Cartan-Killing seja
identicamente nula. Então, g é solúvel.

Demonstração: Veja [1], Lema 3.6, pag. 86.
�

Teorema 1.9.1 (Critérios de Cartan). Seja g uma álgebra de Lie e denote por 〈·, ·〉 a
sua forma de Cartan-Killing.

1. g é solúvel se, e somente se, g′ ⊆ g⊥, onde g⊥ = {X ∈ g : ∀Y ∈ g, 〈X, Y 〉 = 0},
em outras palavras,

g é sulúvel ⇐⇒ ∀X ∈ g′ e ∀Y ∈ g tem-se 〈X, Y 〉 = 0.

2. A forma de Cartan-Killing é não-degenerada se, e somente se, g é semissimples.

Demonstração: Veja [1], pag. 87, Teorema 3.7 e Teorema 3.8.
�

Teorema 1.9.2. Se g uma álgebra de Lie semissimples, então g se decompõe em soma
direta

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs,

com cada gi um ideal simples, e nessa decomposição [gi, gj] = 0 se i 6= j e, além do
mais,

1. O ortogonal g⊥i de uma componente simples, em relação a forma de Killing, é a
soma das demais componentes.

2. Os ideais de g são somas de algumas dessas componentes.

3. A decomposição é única (a menos de permutação dos índices).

Demonstração: Veja [1], pag. 90, Teorema 3.10.
�

1.10 Subálgebras de Cartan
Lembre que definimos o normalizador de um subconjunto A ⊆ g como sendo

N(A) = {X ∈ g : [X, Y ] ∈ A, ∀Y ∈ A}.

Definição 1.10.1. Uma subálgebra h ⊆ g é chamada de subálgebra de Cartan se:

1. h é nilpotente.

2. h é o seu próprio normalizador, isto é, h = N(h).
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Exemplo 1.10.1. Para g = sl(2,C), a subálgebra

h =

{(
a 0
0 −a

)
: a ∈ C

}
é uma subálgebra de Cartan. De fato, como h(1) = [h, h] = 0, temos que h é abeliana,
portanto é nilpotente. Provemos que h = N(h). Claramente h ⊆ N(h), e como

e =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

é a base do exemplo 1.5.1, considerando W ∈ N(h) temos [h,W ] ∈ h, mas W =
ae+ bh+ cf ∈ g, com a, b, c ∈ C, portanto,

[h,W ] = 2ae− 2cf ∈ h⇔ a = c = 0⇒ W = bh ∈ h,

isto é, h = N(h). Por razões semelhantes, a subálgebra das matrizes diagonais de traço
nulo é uma subálgebra de Cartan em sl(n,C).

Definição 1.10.2. Seja X ∈ g. O polinômio característico de adX , denotado por pX ,
é da forma

pX(λ) = λn + pn−1(X)λn−1 + · · ·+ p1(X)λ+ p0(X),

onde n = dim(g) e cada pi(·) é um polinômio de grau n − i em X. Nesta condições,
definimos o posto de uma álgebra de Lie de dimensão finita como sendo o menor índice
i em que pi 6≡ 0. Um elemento X ∈ g é dito regular se pi(X) 6= 0, onde i é posto de
g.

Não trataremos as subálgebras de Cartan com muitos detalhes, mas uma das razões
pelas quais se introduz a noção de subálgebra de Cartan é que esse tipo de subálgebra é
exatamente o que aparece como g0 na decomposição primária de adX para X (regular)
em g. Outra razão é o fato de h ser nilpotente garantir que sua representação em g,
via representação adjunta, se decompõe em uma soma direta de subálgebras onde a
primeira componente é exatamente h.

Teorema 1.10.1. Seja X ∈ g e denote por g0(X) o auto-espaço generalizado associado
ao autovalor nulo na decomposição primária

g = g0(X)⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλk

de adX com λ1, . . . , λk autovalores não-nulos. Então, g0(X) é subálgebra de Cartan se
X for regular.

Demonstração: Veja [1], pag. 104, Teorema 4.3.
�

Como os elementos regulares são aqueles que não anulam um polinômio não-nulo,
certamente podemos garantir a existência de tais elementos, portanto:

Corolário 1.10.1. Existem subálgebras de Cartan em álgebras de Lie de dimensão
finita.
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1.11 Álgebras semissimples
Nessa seção, mostraremos alguns resultados sobre as subálgebras de Cartan de

uma álgebra semissimples, sua representação adjunta e os pesos relacionados a essa
representação. Na sequência estudaremos a fórmula de Killing, sistemas simples de
raízes e seus diagramas de Dynkin. Salvo dito o contrário, vamos sempre considerar
álgebras sobre corpos algebricamente fechados.

1.11.1 Peso de uma representação

Em álgebra linear, trabalhamos com o conceito de autovalores e autovetores de um
operador linear fixo, no entanto, podemos estender essa definição para uma família
de operadores, no entanto, não é simples saber como generalizar autovalores, porém,
dados V é um espaço vetorial sobre K e A ⊆ gl(V ), podemos especificar os autovalores
de elementos de A, dando o funcional linear λ : A −→ K tal que ∀a ∈ A, λ(a) é um
autovalor de a, isto é, av = λ(a)v. No caso de autovetor, dizemos que v ∈ V é um
autovetor de A se é um autovetor para cada elemento de A. Vamos utilizar a mesma
ideia para definir o conceito de peso e subespaço de peso de uma representação ρ (mais
precisamente de Im(ρ)).

Definição 1.11.1. (peso de uma representação) Sejam g uma álgebra de Lie e ρ uma
representação de g em V . Um peso de ρ é um funcional linear λ : g −→ K tal que o
subespaço Vλ de V definido por

Vλ = {v ∈ V : ∀X ∈ g, ρX(v) = λ(X)v}

satisfaz Vλ 6= 0. O subespaço Vλ é chamado de subespaço de peso associado a λ e a
dimensão de Vλ é chamada de multiplicidade de λ.

Para cada X ∈ g, λX é um autovalor de ρX , então de modo mais simples, podemos
dizer que os pesos de uma representação são, portanto, os autovalores dos elementos
da álgebra (isto é, autovalores dos elementos da subálgebra ρg ⊆ gl(V )), e o subespaço
de peso é o conjunto dos elementos que são autovetores de cada ρX .

No caso em que h é uma subálgebra de Cartan de uma álgebra de Lie semissimples g,
e considerando a representação adjunta de h em g (ad : h → gl(g)), existe a seguinte
decomposição em subespaços de peso:

g = h⊕

(
k⊕
i=1

gαi

)
,

onde cada αi é um peso da representação adjunta e os subespaços de peso são da forma

gαi = {X ∈ g : ∀H ∈ h, [H,X] = αi(H)X} 6= 0.

Note que h é uma álgebra de Lie e g é um espaço vetorial, logo faz sentido considerar
a representação adjunta de h em g.
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1.11.2 Subálgebras de Cartan, raízes e a fórmula de Killing

Seja g uma álgebra de Lie semissimples e h uma subálgebra de Cartan de g. Con-
sidere a decomposição

g = h⊕ gα1 ⊕ gα2 ⊕ · · · ⊕ gαk ,

onde gαi é o subespaço de peso, associado a αi, da representação adjunta de h em g, e
α1, α2, . . . , αk são os pesos não nulos (h = g0, onde 0 é o peso nulo). Nesse contexto,
chamaremos esses pesos de raízes de h em relação a g, o conjunto das raízes será
denotado por ∆ e os subespaços de pesos gαi , serão chamados de espaços de raízes.
Portanto, conhecer as raízes permite conhecer, consequentemente, toda estrutura da
álgebra semissimples.

O funcional nulo é sempre um peso dessa representação, e como o corpo é algebrica-
mente fechado, a representação de h dentro de cada gi é dada por matrizes da forma

adH =

αi(H) ∗
. . .

αi(H)

 ,

para cada H ∈ h e, além do mais,

[gαi , gαj ] ⊂ gαi+αj .

Apresentaremos a seguir, uma gama de resultados dos quais omitiremos as demons-
trações (para mais detalhes consultar [1], cap. 6). Assim como antes, denotaremos a
forma de Cartan-Killing por 〈·, ·〉.

Proposição 1.11.1. São afirmações válidas:

i) A restrição da forma de Cartan-Killing à subálgebra h é não degenerada.

ii) Se α é raiz então −α é raiz.

iii) Para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que 〈X, Y 〉 6= 0.

Proposição 1.11.2. A subálgebra h é abeliana.

Proposição 1.11.3. O conjunto ∆, das raízes, gera o dual h∗ de h, isto é, H = 0 se
para toda raiz β, tem-se β(H) = 0.

Iremos definir a forma de Cartan-Killing no dual h∗ de h, e para isso, vamos con-
siderar a aplicação ϕ : h −→ h∗, onde ϕ(H) := ϕH = 〈H, ·〉. Como a forma de
Cartan-Killing, em h, é não degenerada, pode-se concluir que ϕ é um isomorfismo,
portanto, denotando αH = 〈H, ·〉, temos que para cada H ∈ h, existe um único α ∈ h∗

tal que ϕH = α, e reciprocamente, para cada α ∈ h∗, existe um único Hα ∈ h tal que,
para todo H ∈ h, tem-se

α(H) = 〈Hα, H〉.

Desse modo, podemos definir:
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Definição 1.11.2. (Forma de Cartan-Killing em h∗). Dados α, β ∈ h∗, a forma de
Cartan-Killing em h∗ é definida como

〈α, β〉 = 〈Hα, Hβ〉 = α(Hβ) = β(Hα).

O isomorfismo entre h e h∗, definido a partir da forma de Cartan-Killing, garante
que as raízes α ∈ ∆ determinam um número finito de elementos Hα em h e mais, como
h∗ é gerado por ∆, o conjunto {Hα : α ∈ ∆} gera h.

Lema 1.11.1. São afirmações válidas:

i) Se X ∈ gα e Y ∈ g−α, então [X, Y ] = 〈X, Y 〉Hα.

ii) Para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que [X, Y ] = Hα.

iii) Sejam α e β raízes. Então,

〈β, α〉 = qβα〈α, α〉

com qβα ∈ Q (Em geral qβα 6= qαβ).

iv) Para todo α ∈ ∆, 〈α, α〉 é um racional estritamente positivo, portanto, 〈α, β〉 ∈ Q
para qualquer par de raízes α e β.

v) dimgα = 1, para todo α ∈ ∆.

vi) Os únicos múltiplos inteiros de uma raiz α que são raízes são α e −α.
Definição 1.11.3. De modo geral, considere α e β dois pesos. A sequência de elemen-
tos de h∗

. . . , β − 2α, β − α, β, β + α, β + 2α, . . .

é denominada a α-sequência iniciada em β.

É natural perguntar quais desses elementos são também pesos. O próximo teorema
responde essa questão.

Teorema 1.11.1. Os elementos da α-sequência iniciada em β, que são pesos, formam
um intervalo contendo β, isto é, existem inteiros p, q > 0 tais que

β − pα, . . . , β − α, β, β + α, . . . , β + qα

são os únicos pesos da forma β+ kα com k ∈ Z. Além disso, vale a seguinte fórmula:

p− q =
2〈β, α〉
〈α, α〉

,

conhecida como fórmula de Killing.

Na fórmula de Killing α e β não são simétricos, ou seja, os valores de p e q são diferentes
se tomarmos a β-sequência iniciada em α. O inteiro

2〈β, α〉
〈α, α〉

é donominado número de Killing associado às raízes α e β.

Proposição 1.11.4. Os únicos múltiplos de uma raiz α que são raízes são ±α ou zero.
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1.11.3 Sistema simples de raízes

Apresentaremos agora, um conjunto de raízes (subconjunto de ∆), que é base de h∗
visto como o espaço vetorial sobre o corpo Q (denotamos por h∗Q), e ainda, que todos os
elementos de ∆ sejam escritos como combinações dos elementos dessa base com todos
os coeficientes inteiros. Esse conjunto será denominado sistema simples de raízes.

Definição 1.11.4. Vamos introduzir uma ordem lexicográfica nos espaços vetoriais
racionais. Seja V um espaço vetorial sobre Q e {v1, . . . , vl} uma base ordenada desse
espaço, então tome dois elementos v, w ∈ V como combinação dos elementos da base,

v = a1v1 + · · ·+ alvl,

w = b1v1 + · · ·+ blvl.

Dizemos que v 6 w se v = w ou se ai < bi, para o primeiro índice i tal que ai 6= bi.

Observações 1.11.1.

i) Essa relação define de fato uma ordem que é compatível com a estrutura de espaço
vetorial, isto é,

v 6 w ⇒ v + u 6 w + u e xv 6 xw se x > 0 e v 6 w.

ii) Seja v = a1v1 + · · ·+alvl um vetor nas condições citadas na definição acima. v > 0
se ai > 0, onde i é o primeiro índice tal que ai 6= 0 (0 = 0v1 + . . .+ 0vl).

Definição 1.11.5. Fixada uma ordem lexicográfica dada por uma base do espaço ve-
torial racional h∗Q, uma raiz α ∈ ∆ é dita simples, se

i) α > 0;

ii) Não existem β e γ pertencentes a ∆ tais que β e γ são positivas e α = β + γ.

O conjunto finito das raízes simples será denotado por Π e será escrito como

Π = {α1, . . . , αl}.

Note que o conjunto das raízes simples depende diretamante da ordem lexicográfica,
em outras palavras, depende da base adotada.

Lema 1.11.2. 〈α, β〉 6 0 se α, β ∈ Π e α 6= β.

Definição 1.11.6. Um subconjunto {α1, . . . , αl} de ∆ é denominado um sistema
simples de raízes, quando

i) é uma base de h∗Q;

ii) e para todo β ∈ ∆,

β = n1α1 + · · ·+ nlαl

com todos os coeficientes inteiros e de mesmo sinal (obrigatoriamente).
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Assim como os nomes sugerem, prova-se que o conjunto das raízes simples, definido
acima a partir de uma ordem lexicográfica em h∗Q, é um sistema simples de raízes.
Vice-versa, partindo de um sistema simples de raízes Π, pode-se definir em h∗Q a ordem
lexicográfica definida por Π, que é uma base de h∗Q e, em relação a essa ordem, o con-
junto das raízes simples é exatamente Π, ou seja, qualquer sistema simples de raízes é
um conjunto de raízes. Observe que não existe um único sistema simples de raízes, por
exemplo, se {α1, . . . , αl} é um sistema simples de raízes, então {−α1, . . . ,−αl} também
é.

Observações 1.11.2. Seja ∆ o conjunto das raízes, então as afirmações abaixo são
verdadeiras:

i) Sejam Π = {α1, . . . αl} o conjunto das raízes simples obtido a partir de uma ordem
lexicográfica e β ∈ ∆ uma raíz positiva (β > 0). Então, β escreve-se unicamente
como

β = n1α1 + · · ·+ nlαl,

com n1, . . . , nl todos inteiros positivos (> 0).

Essa é uma característica do conjunto das raízes simples, isto é, não estamos conside-
rando o fato de ser um sistema simples de raízes, no entanto, vimos qualquer sistema
simples de raízes é um conjunto de raízes simples proveniente da ordem lexicográfica
definida por ele mesmo, ou seja, a propriedade descrita acima, bem como todas as
outras, é válida para qualquer sistema simples de raízes. Veja que a partir dessa ob-
servação e da definição de sistema simples, podemos concluir que as raízes negativas
possuem todos os coefiecientes inteiros negativos.

ii) Toda raiz positiva γ pode ser escrita como

γ = αi1 + . . .+ αik ,

onde αij é raiz simples de tal maneira que as somas parciais

αi1 + . . .+ αis,

com s = 1, . . . , k, são raízes. Pela observação i) acima, α =
∑n

i=1 kiαi com ki ∈ Z≥0

(inteiros não negativos), daí sempre é possível escrever α como uma soma de raízes
simples com coeficientes unitários (podendo haver repetições), porém, pode ser que nem
todas as raízes façam parte da soma (algum ki = 0), estão indexamos os índices, isto
é, tomamos uma espécie de "subsequência" de (α1, . . . , αi, . . . , αl). Também por esse
motivo, essa pode parecer uma observação óbvia, no entanto, a soma de raízes não é
necessariamente uma raíz, esse resultado garante que escolhida uma posição ij > 1,
então toda a soma anterior a essa posição é uma raiz.

iii) Podemos "separar" as raízes em positivas e negativas, isto é, fixando um sistema
simples de raízes (ou uma ordem lexicográfica em h∗Q), pode-se definir

∆+ = {α ∈ ∆ : α > 0} e ∆− = −∆+ = {α ∈ ∆ : α < 0}
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daí,

∆ = ∆+ ∪∆− = ∆+ ∪ −∆+,

portanto, para encontrar todas as raízes, basta encontrar somente as positivas (ou as
negativas).

iv) A forma de Cartan-Killing é um produto interno em h∗Q (e em h, como espaço ve-
torial racional, também).

Para mais detalhes e demonstrações sobre os sistemas simples de raízes, recomenda-
se ao leitor que veja [1], cap. 6, seç. 4.

1.11.4 Matrizes de Cartan

Vimos que se Π é um sistema simples de raízes, então toda raiz positiva é combi-
nação linear de Π com coeficientes inteiros positivos, isto é, é o mesmo que uma soma,
com possíveis repetições, de elementos de Π. Um dos objetivos dessa seção será iden-
tificar quando uma soma de elementos de Π é uma raiz e, daí, encontar todas as raízes
positivas (consequentemente todas as raízes). Para isso, vamos utilizar a fórmula de
Killing considerando a quantidade de raízes simples que aparece na expressão de uma
raíz positiva.

Definição 1.11.7. Seja

Π = {α1, . . . , αl}

o sistema simples de raízes fixado. Se β é uma raiz positiva tal que

β = n1α1 + · · ·+ nlαl, ni ∈ Z≥0,

então o número inteiro positivo n1 + · · ·+ nl é denominado a altura de β.

Por exemplo, as raízes positivas de altura 1 são exatamente as raízes simples.

Já as raízes positivas de altura 2 são as da forma αi+αj (1αi+1αj) com i 6= j, pois para
uma raiz α, 2α não é raiz, (Lema 1.11.1, item vi). Para verificar quais destas somas
são raízes, considere o intervalo da αi-sequência iniciada em αj que contém raízes (veja
Teorema 1.11.1)

αj − pαi, . . . , αj, . . . , αj + qαi, p, q > 0.

Como todas as raízes, quando escritas no sistema simples, devem possuir os coeficientes
do mesmo sinal, temos que αi − αj não pode ser raiz, portanto, o intervalo contendo
raízes (pesos), deve ser αj + 0, . . . , αj + qαi, isto é, p = 0. Logo, pela fómula de Killing,

−q =
2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

.

Se q = 0, então αi + αj não pode ser raiz, pois não está no intervalo da sequência que
contém raízes (na verdade, somente αj é raiz na sequência), como queremos os casos
em que αi + αj é uma raiz, concluímos que q deve ser pelo menos 1, isto é, q > 0, daí
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αj, αj + αi, αj + 2αi, . . . , αj + qαi

são todas raízes. Em termos da fórmula de Killing:

q > 0 se, e somente se,
2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

< 0,

assim,

αi + αj é raiz positiva ⇔ q > 0⇔ 2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

< 0.

Lembre que se α é raiz, então 〈α, α〉 é um racional estritamente positivo e que se α, β
são raízes do sistema simples (e portanto raízes simples) e α 6= β, então 〈α, β〉 6 0
(veja Lema 1.11.1, item iv e Lema 1.11.2). Dessa forma, para decidir quais são as raízes
de altura 2, basta olhar a tabela

2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

, i, j = 1, . . . l;

dos números de Killing associados às raízes simples.

Seja β uma raíz de altura 3, pela observação 1.11.2, item ii), todas as raízes positivas
são da forma β = α1 + · · · + αk com cada αi ∈ Π (altura 1) e qualquer soma parcial
α1 + · · · + αs, s 6 k, é uma raiz. Fazendo α = α1 + · · · + αk−1, temos β = α + αk.
Como β tem altura 3 e αk tem altura 1, claramente α deve ter altura 2 (α é positiva,
caso contrário, β não seria raiz, pois seus coeficientes teriam sinais diferentes), pelo
caso anterior, temos

β = (αi + αj) + αk, com i 6= j.

Como antes, considere a αk-sequência iniciada em αi + αj

αi + αj − pαk, . . . , αi + αj − αk, αi + αj, αi + αj + αk, . . . , αi + αj + qαk,

cuja fórmula de Killing é

p− q =
2〈αi + αj, αk〉
〈αk, αk〉

.

Há duas possibilidades:

a) i 6= j 6= k. Nesse caso, p = 0, pois αi + αj − αk não é raiz por ser uma combinação
linear, do sistema simples, com coeficientes positivos e negativos, assim, como no caso
de altura 2, temos q > 0 e, portanto,

αi + αj + αk é uma raiz positiva ⇔ q > 0⇔ 2〈αi + αj, αk〉
〈αk, αk〉

< 0.

A forma de Cartan-Killing é um produto interno em h∗Q (observação 1.11.2, item iv)),
então
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−q =
2〈αi + αj, αk〉
〈αk, αk〉

=
2〈αi, αk〉
〈αk, αk〉

+
2〈αj, αk〉
〈αk, αk〉

,

como as parcelas do lado direito são sempre menores ou iguais a zero, basta que uma
delas não seja zero, isto é,

q > 0⇔ 2〈αi, αk〉
〈αk, αk〉

+
2〈αj, αk〉
〈αk, αk〉

< 0⇔ 2〈αi, αk〉
〈αk, αk〉

< 0 ou
2〈αj, αk〉
〈αk, αk〉

< 0.

b) i = k ou j = k. Por exemplo, se k = j, então β = αi + 2αj, isto é, a αk-sequência
iniciada em αi + αj é parte da αi-sequência iniciada em αj. Como αi − αj não é raiz,
novamente p = 0 e para que αi + 2αj seja uma raiz simples q deve ser pelo menos 2,
isto é, basta olhar

2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

.

Em todos esses casos, os números de Killing correspondentes às raízes simples deter-
minam as raízes de altura 3.

Por indução, esse argumento se estende ao caso geral, pois, pela observação 1.11.2 item
ii), dada uma raiz β de altura n + 1, ela é da forma α + αk com α raiz de altura n e
αk ∈ Π. Outra vez a fórmula de Killing nos diz quando essa soma é uma raiz. De fato,
pela αk-sequência iniciada em α temos

p− q =
2〈α, αk〉
〈αk, αk〉

,

onde p é conhecido, pois α − αk, α − 2αk, . . ., se são raízes (é possível, pois α pode
possuir alguma parcela contendo αk e por esse fato terá altura menor que n), são
positivas (pois os coeficientes de α são positivos) e de altura menor que n. Se

α = n1α1 + · · ·+ nlαl,

então

2〈α, αk〉
〈αk, αk〉

= n1
2〈α, α1〉
〈α1, α1〉

+ · · ·+ nl
2〈α, αl〉
〈αl, αl〉

e novamente q (o fato de α + αk ser raiz ou não), é encontrado a partir dos números
de Killing correspondentes aos elementos de Π.

Essa discussão permite que se convença que os números de Killing associados aos
elementos de um sistema simples determinam todas as raízes de h e, portanto, a estru-
tura da álgebra semisimples. Os números associados às raízes podem ser colocados em
forma de matriz, isso nos leva à seguinte definição:

Definição 1.11.8. (Matriz de Cartan) Seja Π = {α1, . . . , αl} um sistema simples de
raízes. Então a matriz l × l

C =

(
2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

)l
i,j=1

formada pelos números Killing associados às raízes de um sistema simples, recebe o
nome de matriz de Cartan do sistema simples de raízes.
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Os elementos da diagonal são todos iguais a 2 e os elementos restantes são inteiros
(pela fórmula de Killing) negativos. A próxima proposição mostra que as possibilidades
para os elementos de fora da diagonal são bastantes restritas.

Note que como a forma de Cartan-Killing restrita a h∗Q é um produto interno, então
podemos falar em ângulo entre elementos de ∆. Daí, podemos considerar 〈α, β〉 =
〈Hα, Hβ〉 = |Hα||Hβ| cos θ (onde | · | denota a norma), e tudo mais que conhecemos de
produto interno.

Proposição 1.11.5. Sejam α e β raízes (veja que as raízes não são necessariamente
simples, isto é, o resultado vale para todas as raízes). Então

a) Se θ denota o ângulo entre α e β (ou entre Hα e Hβ), então

cos θ = 0,±1,±
√

3

2
,±
√

2

2
,±1

2
,

isto é, θ =
kπ

6
ou

kπ

4
.

b) Os possíveis valores para os números de Killing são

2〈β, α〉
〈α, α〉

= 0,±1,±2,±3.

Demonstração:

a) Pela formula de Killing, podemos concluir que os números

2〈β, α〉
〈α, α〉

e
2〈β, α〉
〈β, β〉

são inteiros e, como

〈α, β〉2 = |β|2|α|2 cos2 θ = 〈β, β〉〈α, α〉 cos2 θ,

temos que

2〈β, α〉
〈α, α〉

2〈β, α〉
〈β, β〉

=
4〈β, α〉2

〈α, α〉〈β, β〉
= 4 cos2 θ

é inteiro. Sabendo que 0 6 cos2 θ 6 1 tem-se 4 cos2 θ = 0, 1, 2, 3, 4 e, daí, o cos θ é
como no enunciado.

b) Pelo item anterior, o número

4 cos2 θ =
2〈β, α〉
〈α, α〉

2〈β, α〉
〈β, β〉

é um dos inteiros 0, 1, 2, 3, 4 e cada um dos fatores é um inteiro. Além do mais, se um
deles se anula, então 〈β, α〉 = 〈α, β〉 = 0 e, portanto, o outro também se anula, daí,
cada um desses fatores pode assumir apenas os valores 0,±1,±2,±3,±4, sendo que
±4 não ocorre. De fato,
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2〈β, α〉
〈α, α〉

= ±4 =⇒ 2〈β, α〉
〈β, β〉

= 0,±1,

como 0 não é possível, temos

4 cos2 θ = 4 =⇒ cos θ = ±1 =⇒ θ = {0, π} =⇒ β = ±α =⇒ 2〈β, α〉
〈α, α〉

= ±2

o que é uma contradição.
�

Como o número de Killing associado às raízes simples, quando estas são distintas,
é negativo (pelo Lema 1.11.2), "restringindo" essa proposição a raízes simples, con-
cluímos que os elementos de fora da diagonal da matriz de Cartan assumem apenas os
valores 0,−1,−2 ou −3. Temos ainda que se θ é o ângulo entre duas raízes simples
αi e αj, então θ = 0◦ se as raízes coincidem ou θ = 90◦, 120◦, 135◦, 150◦, se as raízes
simples são distintas. Com efeito, basta lembrar que para α, β ∈ Π e α 6= β, tem-se

cos θ =
〈α, β〉
|α||β|

e, portanto, 〈α, β〉 6 0 e 〈α, α〉 > 0.

E daí ver que, no caso das raízes simples, cos θ = 0, 1,−
√

3

2
,−
√

2

2
ou −1

2
. Além do

mais, o fato de que 4 cos2 θ = 0, 1, 2, 3, 4, para i 6= j, garante que se

cij =
2〈αj, αi〉
〈αi, αi〉

= −2 ou −3,

então, necessariamente,

cji =
2〈αj, αi〉
〈αi, αi〉

= −1

pois o produto desses dois números de Killing coincide com 4 cos2 θ.

Em resumo:

Proposição 1.11.6. Seja C = (cij) a matriz de Cartan de um sistema simples de
raízes. Então

i) cii = 2 para todo i;

ii) cij = 0,−1,−2 ou −3, para i 6= j;

iii) cji = −1, se cij = −2 ou −3;

iv) cji = 0⇐⇒ cij = 0.

Observação 1.11.1. Nem todas as matrizes l×l satisfazendo essas quatro propriedades
são efetivamente matrizes de Cartan de algum sistema simples de raízes.



43

Observação 1.11.2. Recorde que dados A = (aij)
n
i,j=1 e B = (bij)

n
i,j=1 matrizes diago-

nais, temos que AB = (cij)
n
i,j=1, tal que cij =

n∑
k=1

aikbkj = 0 se i 6= j e cii = aiibii, ou

seja, AB também é uma matriz diagonal.

Exemplo 1.11.1. Seja h a subálgebra das matrizes diagonais de traço nulo, vimos no
exemplo 1.10.1 que h é uma subálgebra de Cartan de sl(n,C). Para i, j = 1, . . . , n,
considere Eij a matriz n× n cuja única entrada não nula é aij = 1, então o conjunto
das matrizes Eij e Eii−Ejj, para i 6= j, é uma base de sl(n). Dado H ∈ h, escrevemos

H := diag{a1, . . . , an}, onde a1 + · · ·+ an = 0,

e vamos aplicar adH nos elementos da base de sl(n):

• em Eii − Ejj:

adH(Eii − Ejj) = [H,Eii − Ejj] = HEii − EiiH −HEjj + EjjH

= (ai − ai)Eii − (aj − aj)Ejj = 0;

• em Eij:

adH(Eij) = [H,Eij] = HEij − EijH = aiEij − ajEij = (ai − aj)Eij.

Em outras palavras, as raízes não nulas de h são os funcionais lineares αij := λi − λj,
i 6= j, onde λi : h −→ K dado por

H = diag{a1, . . . , an} 7−→ ai.

Para H = diag{a1, . . . , an} ∈ h, temos

〈H,H〉 = tr(adHadH) =
∑
i 6=j

(ai − aj)2 = 2
∑
i<j

(ai − aj)2 = 2
∑
i<j

(a2
i + a2

j)− 4
∑
i<j

aiaj,

mas

−4
∑
i<j

aiaj = 2
n∑
i=1

a2
i pois

n∑
i=1

ai = 0,

como cada a2
i é somado n− 1 vezes, vem que

〈H,H〉 = 2n
n∑
i=1

a2
i .

Esta igualdade e a fómula de polarização que relaciona uma forma quadrática com a
forma bilinear associada, fornece a forma de Cartan-Killing restrita a h:

〈H,H ′〉 = 2n(a1b1 + · · ·+ anbn),

onde H ′ = diag{b1, . . . , bn}. Segue daí que os valores da forma de Cartan-Killing nas
raízes são os racionais
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〈αij, αrs〉 =
1

2n
(δir − δis − δjr + δjs),

onde δij = 1 se i = j e 0 caso contrário, em particular,

〈αij, αij〉 =
1

n
.

Temos ainda, 〈Eij, Ers〉 = 0 se (r, s) 6= (i, j), e 〈Eij, Eji〉 = 2n.

Para mais detalhes, veja [1], cap. 6, pag. 155. exemplo.

Exemplo 1.11.2. A matriz  2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


é a matriz de Cartan de sl(3). As raízes positivas são obtidas da matriz de Cartan da
seguinte forma:

a) Raízes de altura um, isto é, raízes simples: a matriz de Cartan é 3 × 3, portanto,
procuramos 3 raízes simples. Utilizando o exemplo anterior e a relação da fórmula de
Killing com as raízes (discutida anteriormente), vamos procurar as raízes que satisfa-
zem as entradas da matriz (definição 1.11.8), são elas:

α1 = α12, α2 = α23 e α3 = α34.

De fato,

〈α1, α2〉 = 〈α12, α23〉 = 1/8(δ12 − δ13 − δ22 + δ23) = −1/8 = 〈α2, α1〉,
〈α2, α3〉 = 〈α23, α34〉 = 1/8(δ23 − δ24 − δ33 + δ34) = −1/8 = 〈α3, α2〉,
〈α1, α3〉 = 〈α12, α34〉 = 1/8(δ13 − δ14 − δ23 + δ24) = 0 = 〈α3, α2〉,
〈α1, α1〉 = 〈α2, α2 = 〈α3, α3〉 = 1/4,

daí,

c12 =
2〈α1, α2〉
〈α1, α1〉

= −1 = c21

c23 =
2〈α2, α3〉
〈α2, α2〉

= −1 = c32

c13 =
2〈α1, α3〉
〈α1, α1〉

= 0 = c31.

b) As raízes de altura dois são somente α1 + α2 e α2 + α3, pois a soma α1 + α3 não é
raiz, visto que

2〈α1, α3〉
〈α3, α3〉

= 0.
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c) A única raiz de altura três é α1 + α2 + α3, já que αi + 2αj não é raiz para nenhum
par de raízes simples αi e αj.

Não existem raízes de altura quatro, pois na αi-sequência iniciada em α1 + α2 + α3,
p = 1 se i = 1 ou 3 e p = 0 se i = 2, já que as rízes de altura dois são α1 + α2 e
α2 + α3. Pela matriz de Cartan, vê-se que esses valores coincidem com

2〈αi, α1 + α2 + α3〉
〈αi, αi〉

e, portanto, q = 0.

1.11.5 Diagramas de Dynkin

O diagrama de Dynkin é um diagrama (grafo) que contém as mesmas informações
que a matriz de Cartan e é definido a partir de um sistema simples de raízes fixado:

Π = {α1, . . . , αl}.

O diagrama contém l pontos (vértices) representando cada uma das raízes. Os vértices
são ligados ou não por um, dois ou três segmentos (arestas) de acordo com as seguintes
instruções:

1) Se

2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

=
2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

= 0,

não existe ligação: e
αi

e
αj

2) se

2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

=
2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

= −1,

então αi e αj são ligados por um segmento:e
αi

e
αj

3) se

2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

ou
2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

é −2 (respectivamente −3) então os vértices são ligados por dois (respectivamente três)
segmentos: e

αi
e
αje

αi
e
αj
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Nesse caso o ângulo entre as raízes é 135◦ (respectivamente 150◦), pois 4 cos2 θ = 2 =⇒

cos θ = ±
√

2

2
(respectivamente 4 cos2 θ = 3 =⇒ cos θ = ±

√
3

2
).

A ideia do diagrama de Dynkin é poder utilizá-lo para obter a matriz de Cartan,
então seja C = (cij) a matriz de Cartan. Se construímos o diagrama de acordo com as
regras acima, então cij = cji = 0 quando as raízes αi e αj não são ligadas e cij = cji =
−1 se αi e αj são ligadas por apenas um segmento. No entanto, quando a ligação é
feita por dois ou três segmentos, não fica claro qual das entradas

cij =
2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

ou cji =
2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

da matriz de Cartan é −2 ou −3, para distinguir isso, orienta-se a ligação na direção
da raiz αj (o equivalente para αi) se

cji =
2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

= −2 ou −3

(e, portanto, cij = −1). Obtém-se dessa forma as ligações orientadas:e
αi

e
αj
AA
��

e
αi

e
αj
AA
��

O número de ligações entre duas raízes no diagrama de Dynkin tem a seguinte
interpretação geométrica: se θ é o ângulo entre αi e αj, então

4 cos2 θ =
2〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

2〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

e, portanto, este valor é o número de arestas que ligam as raízes pois, se um dos fatores
deste produto é nulo o mesmo ocorre com o outro e, caso contrário, pelo menos um
deles é 1. Resumindo, o número de ligações entre duas raízes simples e o ângulo que
elas formam entre si estão relacionadas pela seguinte tabela:e e θ = 90◦

e e θ = 120◦

e e θ = 135◦

e e θ = 150◦

Os exemplos abaixo mostrarão que para encontrar o diagrama a partir da matriz
(ou vice-versa), basta analisar as entradas, da matriz, referentes às posições
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das raízes, já que na diagonal é sempre 2 e as outras entradas da matriz são
nulas. A ordem da matriz é a quantidade de raízes.

Exemplo 1.11.3. Dada a matriz de Cartan(
2 −1
−3 2

)
temos que

c12 =
2〈α1, α2〉
〈α1, α1〉

= −1,

c21 =
2〈α2, α1〉
〈α2, α2〉

= −3,

e assim a matriz de Cartan acima define o diagrama

e
α1

e
α2

AA
��

Exemplo 1.11.4. A matriz de Cartan
2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −2 2 −1
0 0 −1 2


é uma matriz 4× 4, logo Π = {α1, α2, α3, α4}. Daí

c12 =
2〈α1, α2〉
〈α1, α1〉

= c21 =
2〈α2, α1〉
〈α2, α2〉

= −1,

c23 =
2〈α2, α3〉
〈α2, α2〉

= −1,

c32 =
2〈α3, α2〉
〈α3, α3〉

= −2,

c34 =
2〈α3, α4〉
〈α3, α3〉

= c43 =
2〈α4, α3〉
〈α4, α4〉

= −1

e, portanto, o diagrama

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

AA
��

e a matriz estão associados entre si.



48

Exemplo 1.11.5. Seja o diagrama

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

��

@@

logo, Π = {α1, α2, α3, α4}, a matriz é 4× 4 e

c12 = c21 = −1, c23 = c32 = −1 e c24 = c42 = −1.

Daí, a matriz 
2 −1 0 0
−1 2 −1 −1
0 −1 2 0
0 −1 0 2


e o diagrama estão associados entre si.

Os diagramas de Dynkin foram construídos a partir de sistemas simples de raízes
que, em última instância, são bases de espaços vetoriais racionais com produto interno.
A maneira como se associou um diagrama a uma base dependeu apenas da estrutura
geométrica da base, ou seja, dos comprimentos e dos ângulos entre seus elementos,
dessa forma, os diagramas podem ser considerados sem fazer alusão aos sistemas de
raízes.

Vimos que há uma correspondência entre as álgebras de Lie semissimples e os
diagramas de Dynkin. Podemos encontrar todos os diagramas de Dynkin possíveis e,
consequentemente, a classificação das álgebras semissimples de dimensão finita sobre
corpos algebricamente fechados. Para encontrar os diagramas de Dynkin é suficiente
encontrar os que são conexos, isto é, aqueles em que duas raízes quaisquer podem ser
conectadas por um caminho de arestas do diagrama, pois um diagrama qualquer é
sempre união disjunta de diagramas conexos, dessa forma, conhecendo-se os diagramas
conexos obtêm-se todos os diagramas.

Apresentaremos alguns resultados, dos quais omitiremos as demonstrações, que nos
ajudarão a eliminar uma série de possibilidades para os diagramas de Dynkin. Ao final,
teremos o Teorema 1.11.2 que apresentará apenas 9 diagramas conexos possíveis (Para
mais detalhes, veja [1], cap. 7).

Lema 1.11.3. Ao retirar de um diagrama alguns vértices juntamente com todas as
arestas incidentes a esses vértices, o que se obtém ainda é um diagrama, denominado
de subdiagrama.

Lema 1.11.4. Num diagrama com l vértices, a quantidade de pares conectados (isto
é, que não são ortogonais), é menor do que l.

Lema 1.11.5. Um diagrama não contém ciclos.

Lema 1.11.6. A quantidade de arestas incidentes a um vértice de um diagrama é 6 3.

Todos os possíveis diagramas conexos são dados pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.11.2. Os diagramas de Dynkin conexos sãoe
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αl

Al, l > 1

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αl
AA
��

Bl, l > 2

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αlAA

��Cl, l > 3

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−3

e
αl−2

eαl−1

eαl
��

@@
Dl, l > 4

e
α1

e
α2

AA
��

G2

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

AA
��

F4

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

eα6

E6

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

e
α6

eα7

E7

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

e
α6

e
α7

eα8

E8

Os diagramas conexos são associados à álgebras de Lie simples, sendo que as com-
ponentes conexas de um diagrama para uma álgebra semissimples correspondem aos
diagramas de suas componentes simples (veja Teorema 1.9.2). Caso o leitor esteja in-
teressado nas matrizes de Cartan associadas aos diagramas acima, veja [2], cap. 11,
pag. 59. (Fique atento para "o nome" das raízes, aqui tomamos uma ordem diferente
e essa ordem vai influenciar diretamente na matriz).



Capítulo 2

Álgebras de Kac-Moody

Na década de 60, Victor G. Kac e Robert V. Moody iniciaram, independentemente,
o estudo de certas álgebras de Lie, as quais hoje são denominadas Álgebras de Kac-
Moody (também conhecidas como álgebras de Kac-Moody Lie). Essas álgebras são
uma generalização das álgebras de Lie semissimples de dimensão finita que preservam
quase toda a estrutura original. Uma álgebra de Kac-Moody é uma álgebra de Lie,
normalmente de dimensão infinita, que pode ser obtida a partir da generalização da
matriz de Cartan. Dentre as álgebras de Kac-Moody estão compreendidas as álgebras
de Lie simples de dimensão finita e as chamadas álgebras de Kac-Moody afim, as quais
podem ser subdivididas em não torcidas e torcidas. Neste capítulo, a fim de avançar
na teoria, apresentaremos muitos resultados dos quais omitiremos as demonstrações,
caso o leitor necessite de mais detalhes, consulte [4] e [5].

2.1 Álgebras de Lie associadas a uma matriz quadrá-
tica complexa

Nessa seção, vamos associar a qualquer matriz quadrada complexa A uma álgebra de
Lie, que denotaremos por g̃(A), e estudaremos algumas de suas propriedades. Estamos
particularmente interessados nas álgebras de Lie associadas a um tipo específico de
matrizes, as chamadas matrizes de Cartan generalizadas. Por ora, vamos considerar as
matrizes de modo geral, portanto, considere A = (aij)

n
i,j=1 uma matriz complexa n×n

de posto (ou rank) l.

Definição 2.1.1. (Realização de uma matriz). Seja A a matriz descrita acima. Uma
realização de A é uma tripla (h,Π,ΠV ), onde h é um espaço vetorial de dimensão
finita sobre C, Π = {α1, . . . , αn} ⊂ h∗ (dual de h) e ΠV = {αV1 , . . . , αVn } ⊂ h são
subconjuntos indexados de h∗ e h, respectivamente, satisfazendo as seguintes condições:

i) os conjuntos Π e ΠV são linearmente independentes em h∗ e h respectivamente;

ii) 〈αVi , αj〉 = aij, para i, j = 1, . . . , n, onde 〈·, ·〉 denota o pareamento1 natural entre
um espaço vetorial e seu dual;

1Também conhecido como pairing ou "emparelhamento", 〈αV
i , αj〉 é a notação para αj(α

V
i ). Fique

atento, pois muitas vezes vamos utilizar a ordem invertida desta notação, ou seja, 〈α,X〉 denotará
α(X) (um funcional α aplicado em um elemento X).

50
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iii) dim(h)− n = corank(A), isto é, dim(h)− n = n− l

Na verdade, podemos definir a realização de modo geral retirando a condição iii), a
tripla descrita acima é conhecida como realização minimal, mas como toda realização
admite uma realização minimal, então sem perda de generalidade, podemos considerar
a minimal, isto é, quando falarmos em realização estamos considerando a realização
minimal.

Definição 2.1.2. Duas realizações (h,Π,ΠV ) e (h1,Π1,Π
V
1 ) são ditas isomorfas se

existe um isomorfismo de espaços vetoriais φ : h −→ h1 tal que φ(ΠV ) = ΠV
1 e φ∗(Π1) =

Π, onde φ∗ é a transformação linear transposta de φ (veja A.2.2).

Proposição 2.1.1. Quaisquer duas realizações de uma matriz complexa quadrada A
são isomorfas, isto é, a menos de isomorfismo, existe uma única realização para cada
matriz.

Demonstração: Veja [5], pag. 321, Proposição 14.3.
�

Observações 2.1.1.

i) Se (h,Π,ΠV ) é uma realização de uma matriz A, então (h∗,ΠV ,Π) é uma realização
de At (transposta de A). Faz sentido, pois Π ⊂ h∗ e como h tem dimensão finita,
existe um isomorfismo narural entre h e h∗∗ (isto é, não depende da base adotada), que
permite identificar h com h∗∗ e, portanto, escrever h = h∗∗, daí ΠV ⊂ h = h∗∗.

ii) Dadas duas matrizes A1 e A2, e suas respectivas realizações (h1,Π1,Π
V
1 ) e (h2,Π2,Π

V
2 ),

então podemos obter uma realização da soma direta
(
A1 0
0 A2

)
das duas matrizes:

(h1 ⊕ h2,Π1 × {0} ∪ {0} × Π2,Π
V
1 × {0} ∪ {0} × ΠV

2 ),

chamada de soma direta das realizações.

Definição 2.1.3. i) Uma matriz A (e sua realização) é dita decomponível se, após
reordenar os índices (isto é, efetuar uma permutação de suas linhas e a mesma permu-
tação das colunas), A se decompõe em uma soma direta não trivial. Caso contrário,
A é dita indecomponível. Sempre podemos reordenar os índices de uma matriz de-
componível A, de modo que tenhamos uma decomposição de A em uma soma direta de
matrizes indecomponíveis e a sua realização correspondente em uma soma direta das
realizações indecomponíveis correspondentes.

ii) Assim como no caso de dimensão finita, para os conjuntos da definição 2.1.1, vamos
usar as seguintes terminologias: Π é chamado de base de raízes, ΠV é chamado de
base de co-raízes e seus elementos são chamados de raízes simples e co-raízes

simples respectivamente. Definimos também, Q =
n∑
i=1

Zαi (Z-módulo gerado por Π) e

QV =
n∑
i=1

ZαVi (Z-módulo gerado por ΠV ), chamados, respectivamente, de reticulado
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de raízes e reticulado de co-raízes. Denote por Q+ o monoide gerado em Q pelas

raízes simples, isto é, Q+ =
n∑
i=1

Z+αi.

iii) Para α =
n∑
i=1

kiαi ∈ Q, o número ht(α) :=
n∑
i=1

ki é chamado de altura de α.

Vamos introduzir também, uma ordem parcial ≥ em h∗ definindo λ ≥ µ se λ−µ ∈ Q+

(portanto, α > 0 se α ∈ Q+ e α < 0 se −α ∈ Q+).

2.1.1 A álgebra de Lie g̃(A) associada a uma matriz complexa

Definição 2.1.4. Seja A = (aij)
n
i,j=1 uma matriz complexa n × n com posto l e seja

(h,Π,ΠV ) uma realização de A. A álgebra g̃(A), associada à matriz A, é a álgebra de
Lie com geradores {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} e h que satisfazem, para todo i, j = 1, . . . , n
e todo H,H ′ ∈ h, as seguintes relações:

[ei, fj] = δijα
V
i , onde δij é o delta de Kronecker;

[H,H ′] = 0;

[H, ei] = 〈αi, H〉ei;
[H, fi] = −〈αi, H〉fi.

Observe que 〈αi, H〉 é a notação usada para αi(H), e que por geradores queremos dizer
que ei, fi e h geram g̃(A) com álgebra de Lie, isto é, qualquer elemento de g̃(A) é
uma combinação linear complexa finita dos elementos de {e1, . . . , en, f1, . . . , fn}, dos
elementos de h e de configurações 1 de colchetes entre os elementos desses dois primeiros.
Note, que pela unicidade da realização de A, g̃(A) depende apenas da matriz A. Denote
por ñ+ a subálgebra de g̃(A) gerada por e1, . . . , en e por ñ− a subálgebra de g̃(A) gerada
por f1, . . . , fn (gerados como álgebras de Lie).

Teorema 2.1.1. As seguintes afirmações são verdadeiras:

i) g̃(A) = ñ− ⊕ h⊕ ñ+ (soma direta de espaços vetoriais).

ii) ñ+ (respectivamente ñ−) é livremente gerado por e1, . . . , en (respectivamente f1, . . . , fn).
Em outras palavras, não há relações entre os eis, isto é, cada elemento tem escrita única
como combinações dos eis e das configurações dos colchetes entre eles.

iii) Para i = 1, . . . , n e H ∈ h, a aplicação ei 7−→ −fi, fi 7−→ −ei, H 7−→ −H,
pode ser unicamente estendida a uma involução ω̃ da álgebra de Lie g̃(A), isto é,
ω̃ : g̃(A) −→ g̃(A) é um homomorfismo de álgebras de Lie, tal que ω̃ 6= 1 e ω̃2 = 1
(claramente é um isomorfismo).

iv) Com respeito a h, existe uma decomposição em espaços de raízes:
1[·, ·] e [·, [·, ·]] e [[·, [·, ·]], [·, ·]] são exemplos de configurações de colchetes ou palavras de Lie ou

monômios de Lie.
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g̃(A) = (
⊕
α∈Q+
α 6=0

g̃−α)⊕ h⊕ (
⊕
α∈Q+
α 6=0

g̃α)

onde g̃α = {X ∈ g̃(A) : [H,X] = 〈α,H〉X para todo H ∈ h}. E mais, dim(g̃α) <∞ e
g̃α ⊂ ñ±, para ±α ∈ Q+, α 6= 0.

v) Dentre os ideais de g̃(A) intersectando h trivialmente, existe um único ideal maximal
τ , além disso,

τ = (τ ∩ ñ−)⊕ (τ ∩ ñ+) (soma direta de ideais).

Demonstração: Veja [4], pag. 3, Teorema 1.2.
�

Como cada elemento de ñ+ (respectivamente ñ−) é combinação linear complexa
finita de monômios de Lie em e1, . . . , en (respectivamente f1, . . . , fn), podemos destacar
o seguinte:

ñ− =
⊕
α∈Q+
α 6=0

g̃−α , ñ+ =
⊕
α∈Q+
α6=0

g̃α e h = g̃0

daí, g̃α ⊂ ñ+ e g̃−α ⊂ ñ−, para todo α ∈ Q+, α 6= 0, então são gerados por monômios
de Lie em e1, . . . , en e f1, . . . , fn, respectivamente.

2.2 Matrizes de Cartan generalizadas e Álgebras de
Kac-Moody

O objetivo dessa seção é definir a álgebra de Lie g(A), obtida a partir de g̃(A), e
estudar algumas de suas propriedades. Em seguida, vamos definir a matriz de Cartan
generalizada e associar a esta matriz a álgebra de Lie g(A). Essa álgebra será chamada
de álgebra de Kac-Moody.

2.2.1 A álgebra de Lie g(A)

Sejam A uma matriz complexa n×n, (h,Π,ΠV ) uma realização de A, g̃(A) a álgebra
Lie associada a A (definição 2.1.4), pelo Teorema 2.1.1, item i), a aplicação natural
h −→ g̃(A) é injetiva, então podemos dizer que h ⊂ g̃(A). Seja τ o ideal maximal que
intersecta h trivialmente (Teorema 2.1.1, item v), definimos então, a álgebra de Lie:

g(A) = g̃(A)/τ .

Chamaremos a matriz A de matriz de Cartan da álgebra de Lie g(A), diremos
que n é o posto de g(A) e vamos manter a mesma notação para as imagens de ei, fi e
h em g(A) (ou seja, ei := ei, f i := fi e H := H para H ∈ h pelo homomorfismo natural
X 7−→ X, portanto, salvo dito contrário, ao usar essa notação estamos nos referindo
aos elementos de g(A)).
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Observações 2.2.1. São importantes:

i) O quádruplo (g(A), h,Π,ΠV ) é chamado de quádruplo associado à matriz A.

ii) Dois quádruplos (g(A), h,Π,ΠV ) e (g(A1), h1,Π1,Π
V
1 ) são ditos isomorfos, se

existe um isomorfismo de álgebras de Lie φ : g(A1) −→ g(A1) tal que φ(h) = h1,
φ(ΠV ) = ΠV

1 e φ∗(Π1) = Π, onde φ∗ é a transposta de φ.

iii) Como h ⊂ g̃(A) e h ∩ τ = {0}, podemos concluir que a aplicação natural
h −→ g(A) dada por H 7−→ H é injetiva e, portanto, podemos escrever h ⊂ g(A). A
subálgebra h de g(A) é chamada de subálgebra de Cartan e os elementos ei, fi são
chamados de geradores de Chevalley. Na verdade, eles geram a subálgebra derivada
g′(A) = [g(A), g(A)] de g(A) (veja seção 1.5) e, além disso,

g(A) = g′(A) + h.

A decomposição de g̃(A), vista no Teorema 2.1.1, item iv, induz uma decomposição
em g(A), chamada de decomposição em espaços de raízes com respeito a h:

g(A) =
⊕
α∈Q

gα,

onde gα = {X ∈ g(A) : [H,X] = 〈α,H〉X, para todo H ∈ h} é o espaço de raízes
associado a α, com gα ∼= g̃α/τα, τα = τ ∩ g̃α, em particular, g0

∼= h, pois τ intersecta
h trivialmente. O número mult(α) := dim(gα) é chamado de multiplicidade de α
(como gα ∼= g̃α/τα, temos dim(gα) <∞).

Definição 2.2.1. Um elemento α ∈ Q é chamado de raiz se α 6= 0 e
mult(α) 6= 0. Uma raiz α > 0 (respectivamente α < 0) é chamada positiva (res-
pectivamente negativa) (veja definição 2.1.3, item iii). Segue de Teorema 2.1.1, item
iv), que cada raiz é ou positiva ou negativa, então denotando por ∆, ∆+ e ∆− os
conjuntos de todas as raízes, raízes positivas e raízes negativas, respectivamente, temos

∆ = ∆+ t∆− (união disjunta).

Note que podemos escrever

g(A) =
⊕

α∈∆∪{0}

gα, onde g0 = h.

Denote por n+ a subálgebra de g(A) gerada por e1, . . . , en e por n− a subálgebra de
g(A) gerada por f1, . . . , fn, temos

n− =
⊕
α<0

gα ∼= ñ−/τ ∩ ñ− e n+ =
⊕
α>0

gα ∼= ñ+/τ ∩ ñ+,

e daí vem a decomposição triangular:

g(A) = n− ⊕ h⊕ n+ (soma direta de espaços vetoriais).
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Veja que gα ⊂ n+ se α > 0 e gα ⊂ n− se α < 0, isto é, para α > 0 (resp.
α < 0), gα é a combinação linear de elementos da forma [. . . [[ei1 , ei2 ], ei3 ] . . . eis ] (resp.
[. . . [[fi1 , fi2 ], fi3 ] . . . fis ]), tal que αi1 + · · · + αis = α (resp. αi1 + · · · + αis = −α), ou
seja,

gα =
∑

αi1+···+αis=α

C[. . . [[ei1 , ei2 ], ei3 ] . . . eis ]

g−α =
∑

αi1+···+αis=−α

C[. . . [[fi1 , fi2 ], fi3 ] . . . fis ].

Como exemplo, vamos considerar α = α1+α2+α3, com α > 0, então gα = C[[e1, e2], e3]+
C[e1, [e2, e3]].

Em particular, gαi = Cei, g−αi = Cfi e gsαi = 0 se |s| > 1, para i = 1, . . . , n (Essa
última, basta utilizar o item ii) da definição 1.1.1). Lembre que α > 0 (resp. α < 0)
implica α =

∑n
i=1 kiαi (resp. −α =

∑n
i=1 kiαi) com ki ∈ Z+, então, pelo mesmo mo-

tivo citado na observação 1.11.2, item ii), indexamos os índices. Note que ei 6= 0 em
g(A), pois ei = 0 (isto é, ei = 0) ⇒ ei ∈ τ ⇒ 0 6= αVi = [ei, fi] ∈ τ ∩ h e isso é uma
contradição, de modo análogo, fi 6= 0 em g(A).

Seja ω̃ o automorfismo involutivo de g̃(A) e τ é um ideal maximal de g̃(A), então
ω̃(τ) também é um ideal maximal de g̃(A) e, além disso,

H ∈ ω̃(τ) ∩ h⇒ H = ω̃(X), X ∈ τ ⇒ −H = ω̃(H) = X ∈ τ
⇒ H ∈ τ ∩ h⇒ H = 0,

isto é, ω̃(τ) é um ideal maximal de g̃(A) que intersecta h trivialmente, pela unicidade
de τ temos ω̃(τ) = τ . Assim, ω̃ induz um automorfismo involutivo ω : g(A) −→ g(A) :
X 7−→ ω̃(X), com as seguintes propriedades:

ω(ei) = −fi, ω(fi) = −ei, (i = 1, . . . , n),

ω(H) = −H, se H ∈ h.

O automorfismo involutivo ω, induzido por ω̃ na álgebra de Lie g(A), é chamado
de involução de Chevalley. O fato de ω(gα) = g−α (veja Lema 2.4.2), nos dá
mult(α) = mult(−α) e, em particular, ∆− = −∆+.

As seguintes proposições são muito úteis:

Proposição 2.2.1. a) Sejam g uma álgebra de Lie, h ⊂ g uma subálgebra comu-
tativa (abeliana), e1, . . . , en, f1, . . . , fn elementos de g e ΠV = {αV1 , . . . , αVn } ⊂ h,
Π = {α1, . . . , αn} ⊂ h∗ conjuntos linearmente independentes, tais que:

[ei, fj] = δijα
V
i ∈ h (i, j = 1, . . . , n), (2.1)

[H, ei] = 〈αi, H〉ei, [H, fi] = −〈αi, H〉fi, (H ∈ h e i = 1, . . . , n). (2.2)

Suponha que ei, fi (i, j = 1, . . . , n) e h geram g como álgebra de Lie, e que g não possui
ideais não nulos que cruzam h trivialmente. Finalmente, seja A = (〈αVi , αj〉)ni,j=1 e
suponha que dim(h) = 2n − posto(A). Então, (g, h,Π,ΠV ) é um quádruplo associado
à matriz A.
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b) Dadas duas matrizes A e A′ de ordem n, existe um isomorfismo dos quádruplos
associados se, e somente se, A′ pode ser obtida de A por uma reordenação do conjunto
de índices.

Demonstração: Decorre da Proposição 2.1.1 e do Teorema 2.1.1.
�

A próxima proposição trata de graduações, portanto, relembrando brevemente,
dado um grupo abeliano M , a decomposição V =

⊕
α∈M

Vα do espaço vetorial V , em

uma soma direta de seus subespaços, é chamada uma M-graduação de V . Um subes-
paço U ⊂ V é dito graduado se U =

⊕
α∈M

(U ∩ Vα). Os elementos de Vα são chamados

de homogêneos de grau α.

Proposição 2.2.2. Sejam h uma álgebra de Lie comutativa (isto é, h é abeliana) e V
um h-módulo diagonalizável, isto é,

(∗) V =
⊕
λ∈h∗

Vλ, onde Vλ = {v ∈ V : H(v) = λ(H)v, ∀H ∈ h}.

Então, todo submódulo U de V é graduado com respeito à graduação (∗).

Demonstração: Veja [4], pag. 8, Proposição 1.5.
�

Proposição 2.2.3. O centro da álgebra de Lie g(A) é igual a

c := {H ∈ h : 〈αi, H〉 = 0, ∀ i = 1, . . . , n},

além disso, dim(c) = n− l.

Demonstração: Veja [4], pag. 11, Proposição 1.6.
�

2.2.2 Matriz de Cartan generalizada

Definição 2.2.2. Seja A = (aij)
n
i,j=1 uma matriz complexa n × n. A é uma matriz

de Cartan generalizada (MCG) se, para todo i, j = 1, . . . , n, satisfaz as seguintes
condições:

(C1) aii = 2;

(C2) aij ∈ Z e aij 6 0, se i 6= j;

(C3) aij = 0 implica aji = 0.

Veremos mais adiante que no caso especial em que A é uma matriz de Cartan (def.
1.11.8 e Prop. 1.11.6), a álgebra de Lie g(A), construída por Kac e Moody, coincide
com a álgebra de Lie semissimples de dimensão finita. Contudo, a álgebra de Lie g(A),
em geral, é de dimensão infinita.
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Definição 2.2.3. (Álgebra de Kac-Moody) Seja A uma matriz de Cartan generalizada.
A álgebra de Lie g(A) associada à matriz A é chamada de álgebra de Kac-Moody.

Em outras palavras, uma álgebra de Kac-Moody é a álgebra de Lie g(A), onde A é
uma matriz de Cartan generalizada.

2.3 Classificação das matrizes de Cartan generaliza-
das e diagramas de Dynkin

A estrutura da álgebra de Kac-Moody g(A), depende essencialmente da matriz de
Cartan generalizada, portanto, vamos verificar quais os possíveis tipos que a MCG pode
assumir. Para isto, enunciaremos os princiais resultados que nos levarão à classificação
das MCG dos tipos finito e afim.

Primeiramente, refinando a definição 2.1.3, item i), dizemos que duas MCGs
A = (aij) e A′ = (a′ij) são equivalentes, se elas possuem o mesmo grau n e existe uma
permutação σ de Sn tal que

a′ij = aσ(i)σ(j), para todo i, j = 1, . . . , n.

Uma MCG A é dita indecomponível, se não é equivalente a uma soma direta de

MCGs menores A1 e A2, isto é, A não é equivalente a
(
A1 0
0 A2

)
. Claramente, se

A é uma MCG, então a sua transposta At também é uma MCG e, além disso, A é
indecomponível se, e somente se, At é indecomponível.

Considere uma matriz real A = (aij), n× n, com as seguintes propriedades:

(m1) A é indecomponível;

(m2) aij 6 0, para i 6= j;

(m3) aij = 0 implica aji = 0.

Note que uma MCG cumpre (m2), (m3) e podemos admitir que satisfaz (m1), pois
sem perda de generalidade, pode-se considerar que uma MCG é indecomponível, já
que qualquer matriz pode ser decomposta em uma soma de indecomponíveis (isto é, é
suficiente estudar as matrizes indecomponíveis).

Observação 2.3.1. Para um vetor coluna real u = (u1, u2, . . .)
t, adotaremos a seguinte

notação: escreveremos u > 0 se ui > 0 para cada i, e u > 0 se ui > 0 para cada i.

Definição 2.3.1. Seja A uma matriz real n × n satisfazendo (m1), (m2) e (m3).
Definimos:
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a) A é do tipo finito se

(i) det(A) 6= 0;
(ii) existe u > 0 tal que Au > 0;
(iii) Au > 0 implica u > 0 ou u = 0.

b) A é do tipo afim se

(i) n− posto(A) = 1; 2

(ii) existe u > 0 tal que Au = 0;
(iii) Au > 0 implica Au = 0.

c) A é do tipo indefinido se

(i) existe u > 0 tal que Au < 0;
(ii) Au > 0 e u > 0 implica u = 0.

Teorema 2.3.1. Seja A uma matriz real n×n satisfazendo (m1), (m2) e (m3). Então
uma, e apenas uma, das três possibilidades descritas na definição 2.3.1 vale para ambas
A e At.

Demonstração: Veja [4], pag. 48, Teorema 4.3.
�

Em outras palavras, esse resultado diz que podemos classificar uma MCG indecompo-
nível em ou finito, ou afim, ou indeterminado.

A fim de classificar todas as MCGs do tipo finito e afim, vamos introduzir, assim
como fizemos no caso das álgebras de Lie de dimensão finita semissimples, os chamados
diagramas de Dynkin.

Definição 2.3.2. Seja A = (aij)
n
i,j=1 uma MCG. Associaremos a A um grafo S(A),

chamado o diagrama de Dynkin de A, dado da seguinte forma:

i) Se aijaji 6 4, então os vértices i e j são conectados por max{|aij|, |aji|} arestas e,
tais arestas, são equipadas com uma flecha apontando para i sempre que |aij| > 1, e
apontando para j sempre que |aji| > 1.

ii) Se aijaji > 4, os vértices i e j são conectados por uma aresta com o par (|aij|, |aji|)
sobre ela.

Note que A é indecomponível se, e somente se, S(A) é um grafo conectado (conexo).
Veja também que a cada MCG A, determinamos um diagrama de Dynkin S(A) que,
assim como a sua matriz, acompanha a classificação de tipo ou finito ou afim ou inde-
terminado e mais, A é determinada pelo diagrama de Dynkin S(A) e uma enumeração
de seus vértices.

2Como defini-se corank(A) = n − posto(A), é comum encontrar tal condição escrita da forma
corank(A) = 1



59

Exemplo 2.3.1. Considere as MCGs e seus respectivos diagramas de Dynkin:

A1 =

(
2 −1
−1 2

) e
1

e
2

A2 =

(
2 −1
−2 2

) e
1

e
2

AA
��

A3 =

(
2 −2
−2 2

) e
1

e
2

AA
��

��
AA

A4 =

(
2 −2
−3 2

)
(2,3)e

1

e
2

Note que a ordem da matriz é a quantidade de vértices do diagrama.

A próxima proposição e o próximo teorema, fornecem um resumo dos resulta-
dos referentes as MCGs indecomponíveis. Mas antes, relembre que uma matriz da
forma (aij)i,j∈S, onde S ⊂ {1, . . . , n}, é chamada de uma submatriz principal de
A = (aij)

n
i,j=1 e denotemos por AS (uma submatriz é obtida excluindo-se algumas li-

nhas ou colunas de uma matriz original). O determinante de uma submatriz principal
é chamado de menor principal, em outras palavras, um menor principal é o deter-
minante de uma submatriz de A tal que a sua diagonal principal faz parte da diagonal
principal de A.

Proposição 2.3.1. Seja A uma MCG indecomponível.

i) A é do tipo finito se, e somente se, todos os seus menores principais são positivos.

ii) A é do tipo afim se, e somente se, todos os seus menores principais próprios são
positivos e det A = 0.

iii) Se A é do tipo finito ou afim, então qualquer subdiagrama próprio de S(A) é uma
união (conexão) de diagramas de Dynkin do tipo finito.

iv) Se A é do tipo finito, então S(A) não contém ciclos. Se A é do tipo afim e S(A)
contém ciclos, então S(A) é o ciclo

e
α1

e
α2

eα0

. . . e
αl−1

e
αl

!!
!!

!!

aa
aa

aa

, onde l > 2.

v) A é do tipo afim se, e somente se, existe δ > 0, tal que Aδ = 0; tal δ é único a
menos de multiplicação por uma constante.

Demonstração: Veja [4], pag. 51, Proposição 4.7.
�

Por meio dos diagramas de Dynkin, podemos listar todas as MCGs do tipo finito e
afim, isto é feito no próximo teorema.
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Teorema 2.3.2. a) Os diagramas de Dynkin de todas as MCGs do tipo finito são:

TABELA Fin

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αl

Al(l > 1) (l + 1)

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αl
AA
��

Bl(l > 2) (2)

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e
αlAA

��Cl(l > 3) (2)

e
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−3

e
αl−2

eαl−1

eαl
��

@@
Dl(l > 4) (4)

e
α1

e
α2

AA
��

G2
(1)

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

AA
��

F4
(1)

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

eα6

E6
(3)

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

e
α6

eα7

E7
(2)

e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

e
α5

e
α6

e
α7

eα8

E8
(1)

b) Os diagramas de Dynkin de todas as MCGs do tipo afim são:

TABELA Aff 1

e1
α0

e1
α1

AA
��

��
AAA

(1)
1

e1
α1

e1
α2

e1 α0

. . . e1

αl−1

e1
αl

!!
!!

!!

aa
aa

aa

A
(1)
l (l > 2)

e1
α1

e2

α2

e2
α3

e1 α0

. . . e2
αl−1

e2
αl
AA
��

B
(1)
l (l > 3)

e1
α0

e2
α1

e2
α2

. . . e2
αl−1

e1
αl

AA
�� AA

��C
(1)
l (l > 2)
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e1
α1

e2

α2

e2
α3

e1 α0

. . .

e1 αl−1

e2

αl−2

e1
αl

D
(1)
l (l > 4)

e1
α0

e2
α1

e3
α2

AA
��

G
(1)
2

e1
α0

e2
α1

e3
α2

e4
α3

e2
α4

AA
��

F
(1)
4

e1
α1

e2
α2

e3

α3

e2
α4

e1
α5

e2 α6

e1 α0

E
(1)
6

e1
α0

e2
α1

e3
α2

e4

α3

e3
α4

e2
α5

e1
α6

e2 α7

E
(1)
7

e1
α0

e2
α1

e3
α2

e4
α3

e5
α4

e6

α5

e4
α6

e2
α7

e3 α8

E
(1)
8

TABELA Aff 2

e
α0

2 e
α1

1��
AAA

(2)
2

e2
α0

e2
α1

. . . e2
αl−1

e1
αlAA

��
AA
��A

(2)
2l (l > 2)

e1
α1

e2

α2

e2
α3

e1 α0

. . . e2
αl−1

e1
αlAA

��A
(2)
2l−1(l > 3)

e1
α0

e1
α1

e1
α2

. . . e1
αl−1

e1
αl
AA
��AA

��D
(2)
l+1(l > 2)

e1
α0

e2
α1

e3
α2

e2
α3

e1
α4AA

��E
(2)
6

TABELA Aff 3

e1
α0

e2
α1

e1
α2AA

��D
(3)
4

c) A numeração que aparece nos diagramas do item b) são as coordenadas do único
vetor δ = (a1, . . . , al)

t, tal que Aδ = 0 e os ais são inteiros positivos relativamente
primos.

Demonstração: Veja [4], pag. 51, Teorema 4.8.
�
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Proposição 2.3.2. Seja A uma MCG indecomponível de ordem n. Então são equiva-
lentes:

i) A é do tipo finito;

ii) |∆| <∞;

iii) g(A) é uma álgebra de Lie simples de dimensão finita;

iv) existe α ∈ ∆+ tal que α + αi 6∈ ∆ para todo i = 1, . . . , n.

Demonstração: Veja [4], pag. 55, Proposição 4.9.
�

Observações 2.3.1. Referente aos resultados apresentados podemos comentar que:

i) A classificação dos diagramas do tipo finito é exatamente a mesma dos diagramas
das álgebras de Lie simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado.

ii) Na tabela Fin, os vértices dos diagramas estão enumerados pelos símbolos α1, . . . , αl,
e cada diagrama X(1)

l da tabela Aff 1 é obtido do diagrama Xl (da tabela Fin), pela
adição de um vértice, enumerado por α0 e mantendo o restante da enumeração já exis-
tente nos vértices originais; na MCG isso é equivalente ao acréscimo de uma linha ”0”
e uma coluna ”0” (veja Proposição 3.2.1). Os vértices dos diagramas das tabelas Aff
2 e Aff 3 estão enumerados pelos símbolos α0, α1, . . . , αl.

iii) Os números em parênteses na tabela Fin são os det A. As etiquetas numéricas nas
tabelas Affs são os coeficientes de uma dependência linear entre as colunas de A.

iv) O tipo afim divide-se em duas classes, as não torcidas listadas na tabela Aff 1 e
torcidas listadas nas tabelas Aff 2 e Aff 3.

Definição 2.3.3. Uma raiz de um sistema de raízes finito ∆ que satisfaz a condição
iv) da Proposição 2.3.2, é chamada raiz de altura máxima. Tal raiz é única e é
dada pela fórmula

θ =
l∑

i=1

biαi,

onde bi são os rótulos (etiquetas) do diagrama de Dynkin estendido referente à posição
i da tabela aff 1, e αi são as raízes em cada vértice do mesmo. Perceba que excluímos
a posição ”0”, já que estamos no contexto de álgebras de tipo finito (vamos generalizar
esse conceito mais adiante).

Exemplo 2.3.2. Consideremos uma matriz A do tipo F4 da tabela Fin., temos então
A e seu respectivo diagrama de Dynkin (exemplo 1.11.4):

A =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −2 2 −1
0 0 −1 2

 e
α1

e
α2

e
α3

e
α4

AA
��

.
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As entradas que satisfazem a definição 2.3.2 são a12, a21, a23, a32, a34 e a43, a diagonal
é toda igual a 2 e as demais entradas são nulas. A matriz B do tipo F (1)

4 da tabela
Aff 1, é obtida adicionando uma ’linha 0’ e uma ’coluna 0’ à matriz A, e no diagrama
basta adicionar mais um vértice α0:

B =


2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −2 2 −1
0 0 0 −1 2

 e1
α0

e2
α1

e3
α2

e4
α3

e2
α4

AA
��

.

Em B, basta analisar a01 e a10. Denotando as colunas de B por c0, . . . , c4, temos
que 1c0 + 2c1 + 3c2 + 4c3 + 2c4 = 0, portanto, as etiquetas numéricas são realmente
coeficientes de uma dependência linear entre as colunas de B. Veja ainda que A tem
posto 4, sendo det A 6= 0, já o posto de B também é 4 e det B = 0.

Observações 2.3.2. Sobre a simplicidade de g(A) temos:

• Se A é do tipo finito, então g(A) é simples.

• Se A é do tipo afim, então g(A)/Z é simples, onde Z é o centro de g(A).

2.4 Sistema de raízes
Nesta seção, damos uma descrição do sistema de raízes ∆ de uma álgebra de Kac-

Moody g(A). Nosso principal instrumento é a noção de raiz imaginária, que não tem
contrapartida na teoria das dimensões finitas.
Antes de iniciar o estudo do sistema de raízes de uma álgebra de Kac-Moody, precisamos
comentar sobre duas ferramentas importantes: a forma bilinear invariante e o grupo
de Weyl.

2.4.1 A forma bilinear invariante e o grupo de Weyl

Definição 2.4.1. Seja A = (aij) uma matriz n × n. Diremos que A é simetrizável
se existe uma matriz diagonal inversível D = diag(ε1, . . . , εn) (εi 6= 0) e uma matriz
simétrica B = (bij) tais que

A = DB.

Chamamos a matriz B de simetrização de A e g(A) de álgebra de Lie simetrizável.

Definição 2.4.2. Fixe a matriz A da definição acima, e seja (h,Π,ΠV ) uma reali-
zação de A. Fixamos o subespaço complementar h′′ do subespaço h′ =

∑n
i=1 CαVi em

h, e definimos uma forma bilinear simétrica (· | ·) : h × h −→ C, pelas seguintes
equações:

(∗) (αVi | H) = 〈αi, H〉εi, ∀H ∈ h, i = 1, . . . , n;

(∗∗) (H1 | H2) = 0, ∀H1, H2 ∈ h′′.
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Como αV1 , . . . , αVn são linearmente independentes, então (· | ·) é bem definida (lembre
que h = h′ ⊕ h′′).

De A = DB, vem aij = εibij = εibji, então por (∗) e o item ii), da definição 2.1.1, temos:

(∗ ∗ ∗) (αVi | αVj ) = 〈αi, αVj 〉εi = ajiεi = bijεiεj para i, j = 1, . . . , n.

Lema 2.4.1. A respeito de (· | ·) temos:

i) O Núcleo da restrição da forma bilinear (· | ·) a h′ coincide com c (centro de g(A)).

ii) A forma bilinear (· | ·) é não degenerada em h.

Demonstração: i) Basta ver que o núcleo é da forma bilinear (· | ·) é
{H ∈ h′ : (αVi | H) = 〈αi, H〉 = 0, para todo i = 1, . . . , n} pois {αV1 , . . . , αVn } é
uma base de h′ (definição A.4.2), e aplicar Proposição 2.2.3. Em ii), veja que para
todo H ∈ h, (

∑n
i=1 ciα

V
i | H) =

∑n
i=1 ci(α

V
i | H) =

∑n
i=1 ciεi〈αi, H〉 = 〈

∑n
i=1 ciεiαi, H〉

(lembre que ciεi〈αi, H〉 = ciεiαi(H) = αi(ciεiH)).
�

Observação 2.4.1. Como a forma bilinear (· | ·) é não degenerada em h, podemos
considerar o isomorfismo ν : h −→ h∗ definido por H 7−→ ν(H) = (H | ·), isto é,

ν(H)(H ′) = 〈ν(H), H ′〉 = (H | H ′), H,H ′ ∈ h,

ou ainda, para cada α ∈ h∗ existe um único Hα ∈ h tal que α = (Hα | ·). Agora
podemos induzir uma forma bilinear (· | ·) em h∗, para isso basta tomar o caminho
natural (α | β) := (ν−1(α) | ν−1(β)) = (Hα | Hβ), para todo α, β ∈ h∗.

Por (∗), temos ν(αVi )(H) = (αVi | H) = 〈αi, H〉εi = εiαi(H), o que implica ν(αVi ) =
εiαi, i = 1, . . . , n.

A partir de (∗ ∗ ∗), para i, j = 1, . . . , n, deduzimos

(αi | αj) = 〈αi, αVj 〉ε−1
j = ajiε

−1
j = bij = aijε

−1
i . (2.3)

Teorema 2.4.1. Seja g(A) uma álgebra de Lie simetrizável, onde A é a matriz da
definição 2.4.1. Então, existe uma forma bilinear simétrica não degenerada em g(A),
a valores em C, denotada por (· | ·), tal que 3:

a) (· | ·) é invariante, ou seja, ([X, Y ] | Z) = (X | [Y, Z]), para todo X, Y, Z ∈ g(A).

b) (· | ·) restrita a h é definida por (∗) e (∗∗) e é não degenerada.

c) (gα | gβ) = 0, sempre que α + β 6= 0.

3Não confundir com a forma bilinear (· | ·) em h definida anteriormente, porém podemos estendê-la
a uma desse tipo em g(A).
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d) (· | ·) restrita a gα + g−α é não degenerada para α 6= 0, e consequentemente gα e
g−α são pareados de forma não degenerada por (· | ·).

e) [X, Y ] = (X | Y )ν−1(α), para X ∈ gα, Y ∈ g−α, α ∈ ∆.

Demonstração: Veja [4], pag. 17, Teorema 2.2.
�

Supondo que A = (aij)
n
i,j=1 é uma MCG simetrizável, podemos fixar uma decomposição

A = diag(ε1, . . . , εn)(bij)
n
i,j=1, (2.4)

onde os εi’s são números racionais positivos e (bij) é uma matriz racional simétrica.
Tal decomposição sempre existe e, além disso, se A é indecomponível, então a matriz
diag(ε1, . . . , εn), a menos de um fator constante, é unicamente determinada.

Observações 2.4.1.

i) Fixe uma forma bilinear simétrica não degenerada (· | ·) associada à decomposição
(2.4) conforme na definição 2.4.2. Por (2.3), para i, j = 1, . . . , n, temos:

(αi | αi) = aiiε
−1
i = 2ε−1

i > 0;

(αi | αj) = aijε
−1
i 6 0 para i 6= j;

αVi = ν−1(αiεi) = εiν
−1(αi) =

2

(αi | αi)
ν−1(αi).

Com as relações acima, obtemos a expressão usual para a MCG:

A =

(
2(αi | αj)
(αi | αi)

)n
i,j=1

.

ii) Estendemos a forma bilinear (· | ·) de h para uma forma bilinear invariante si-
métrica (· | ·) em toda a álgebra de Kac Moody g(A), pelo Teorema 2.4.1, tal forma
existe e satisfaz todas as propriedades descritas lá. Prova-se também, que essa forma
estendida é única.

iii) A forma bilinear (· | ·) em g(A), do Teorema 2.4.1 , que satisfaz (αi | αi) > 0 para
i = 1, . . . , n, é chamada de forma bilinear invariante padrão.

Apresentaremos a seguir, a noção de grupo de Weyl de uma álgebra de Kac-Moody
g(A). Mas antes precisamos definir a reflexão4 fundamental.

Definição 2.4.3. Seja g(A) uma álgebra de Kac-Moody com A = (aij)
n
i,j=1. Para cada

i = 1, . . . , n, definimos a reflexão fundamental ri do espaço h∗ por

ri(λ) = λ− 〈λ, αVi 〉αi, λ ∈ h∗.
4Veja A.3.
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Em particular, ri(αj) = αj − 〈αj, αVi 〉αi = αi− aijαi ∈ Q (ri(αi) = −αi), o que nos dá
riQ ⊂ Q.

Como {α1, . . . , αn} ⊂ h∗ é linearmente independente, podemos completá-lo para
obter uma base de h∗, então para cada i fixado, escrevendo a matriz Ai de ri nessa
base, teremos det Ai = −1 e ela é sua própria inversa, portanto, r2

i = 1. O conjunto de
pontos fixos Ti = {λ ∈ h∗ : 〈λ, αVi 〉 = 0} de ri, é um hiperplano de h∗, somando-se ao
fato de ri(αi) = −αi, conclui-se que realmente ri é uma reflexão, para todo i = 1, . . . , n.

Definição 2.4.4. O subgrupo W dos automorfismos5 de h∗ gerados por todas as re-
flexões fundamentais é chamado de grupo de Weyl de g(A). Escreveremos W (A)
quando for necessário enfatizar a dependência de A.

2.4.2 Raízes reais e raízes imaginárias

Definição 2.4.5. Uma raiz α ∈ ∆ é chamada raiz real se existe w ∈ W tal que w(α)
é uma raiz simples (w(α) ∈ Π). Denotamos por ∆re, ∆re

+ e ∆re
− o conjunto das raízes

reais, raízes reais positivas e raízes reais negativas, respectivamente.

Como os elementos de W são isomorfismos, temos que se α ∈ ∆re, então α = w(αi)
para algum αi ∈ Π e w ∈ W . Podemos definir a reflexão rα com respeito a α ∈ ∆re

por

rα(λ) = λ− 〈λ, αV 〉α, λ ∈ h∗.

Proposição 2.4.1. Seja α uma raiz real de uma álgebra de Kac-Moody g(A). Então,

(a) mult(α) = 1.

(b) kα é uma raiz se, e somente se, k = ±1.

(c) Se β ∈ ∆, então existem inteiros não negativos p e q relacionados pela equação

p− q = 〈β, αV 〉,

tais que β + kα ∈ ∆ ∪ {0} se, e somente se, −p 6 k 6 q, k ∈ Z.

(d) Suponha que A é simetrizável e seja (· | ·) a forma bilinear invariante padrão em
g(A). Então,

i) (α | α) > 0;

ii) αV = 2ν−1(α)/(α | α);

iii) se α =
∑
i

kiαi, então ki(αi | αi) ∈ (α | α)Z.

(e) Devido ±α 6∈ Π, existe i tal que
5Lembre que cada ri é um isomorfismo.
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|ht ri(α)| < |ht α|.

Demonstração: Veja [4], pag. 59, Proposição 5.1.
�

Sejam A uma MCG simetrizável e (· | ·) a forma bilinear invariante padrão (veja
observação 2.4.1, item iii)). Então, dada uma raiz real α, temos |α|2 = (α | α) =
(w(αi) | w(αi)) = (αi | αi) = |αi|2, para alguma raiz simples αi.

Definição 2.4.6. Diremos que α é uma raiz real curta (respectivamente longa), se

(α | α) = mini(αi | αi)

(respectivamente (α | α) = maxi(αi | αi)). Esses não dependem da escolha da forma
padrão.

Definição 2.4.7. Uma raiz α que não é real é chamada de raiz imaginária. De-
notamos por ∆im, ∆im

+ e ∆im
− o conjunto das raízes imaginárias, raízes imaginárias

positivas e raízes imaginárias negativas, respectivamente.

Por definição, temos

∆ = ∆re t∆im (união disjunta),

além disso, ∆re = ∆re
+ t −∆re

+ e ∆im = ∆im
+ t −∆im

+ .

Proposição 2.4.2. As raízes imaginárias possuem as seguintes propriedades:

i) O conjunto ∆im
+ é W -invariante, isto é, para todo w ∈ W tem-se w(∆im

+ ) ⊂ ∆im
+ .

ii) Se A é simetrizável e (· | ·) é a forma bilinear invariante padrão, então uma raiz α
é imaginária se, e somente se, (α | α) 6 0.

Demonstração: Veja [4], pag. 61, Proposição 5.2.
�

Definição 2.4.8. Para α =
∑
i

kiαi ∈ Q, definimos o suporte de α (denotaremos

por supp(α)), como sendo o subdiagrama de S(A) que consiste dos vértices i tais que
ki 6= 0, e de todas as arestas que ligam esses vértices. O supp(α) é conectado, para
toda raiz α de g(A).

Teorema 2.4.2. Seja A uma MCG indecomponível. Então,

i) Se A é do tipo finito, então o conjunto ∆im é vazio, isto é, a álgebra de Kac-Moody
g(A) não possui raízes imaginárias.

ii) Se A é do tipo afim, então

∆im
+ = {nδ(n = 1, 2, . . .)},
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onde δ =
l∑

i=0

biαi, e os bis são as etiquetas de S(A) nas tabelas Affs e αi os respectivos

vértices de S(A).

iii) Se A é do tipo indeterminado, então existe uma raiz imaginária positiva
α =

∑
i

kiαi tal que ki > 0 e 〈α, αVi 〉 < 0, para todo i = 1, . . . , n.

Demonstração: Veja [4], pag. 64, Teorema 5.6.
�

Considere agora, g = g(A) uma álgebra de Kac-Moody associada a uma matriz
A do tipo afim (tabelas Aff 1, Aff 2 e Aff 3 ). De g(A), sejam h a subálgebra de
Cartan, Π = {α0, . . . , αl} ⊂ h∗ o conjunto das raízes simples, ΠV = {αV0 , . . . , αVl } ⊂ h
o conjunto das coraízes simples, ∆ o sistema de raízes, Q e QV o reticulado de raízes
e o reticulado de coraízes, respectivamente.
Denote por ġ a subálgebra de g gerada pelos ei’s e fi’s (como álgebras de Lie). Veja
que ġ é uma álgebra de Kac-Moody associada à matriz Ȧ, obtida retirando a linha 0
e a coluna 0 da matriz A. Com relação a ġ, os elementos ei e fi (i = 1, . . . , l) são os
geradores de chevalley, ḣ = ġ ∩ h é a subálgebra de Cartan, Π̇ = {α1, . . . , αl} ⊂ ḣ∗ é
a base de raízes, Π̇V = {αV1 , . . . , αVl } ⊂ ḣ é a base de coraízes. Pela Proposição 2.3.2,
ġ = g(Ȧ) é uma álgebra de Lie simples de dimensão finita cujo diagrama de Dynkin
S(Ȧ) é obtido removendo o vértice 0 de S(A).

O conjunto ∆̇ = ∆ ∩ ḣ∗ é o sistema de raízes de ġ, este é finito e consiste de raízes
reais. ∆̇+ = ∆̇ ∩∆+ é o conjunto das raízes positivas e denote por ∆̇s e ∆̇l as raízes
curtas e raízes longas de ∆̇, respectivamente, e coloque Q̇ = Z∆̇.
Do Teorema 2.4.2, item ii), temos que o conjunto de raízes imaginárias e raízes imagi-
nárias positivas da álgebra de Lie g são da forma:

∆im = {±δ,±2δ, . . .} e ∆im
+ = {δ, 2δ, . . .}.

A seguinte proposição descreve o conjunto das raízes reais ∆re e raízes reais positivas
∆re

+ de álgebra de Lie associada à uma MCG do tipo afim em termos de ∆̇ e δ.

Proposição 2.4.3. Seja a álgebra de Kac-Moody g = g(A), onde A pertence à tabela
Aff r. Então,

i) ∆re = {α + nδ : α ∈ ∆̇, n ∈ Z} se r = 1.

ii) ∆re = {α+ nδ : α ∈ ∆̇s, n ∈ Z} ∪ {α+ nrδ : α ∈ ∆̇l, n ∈ Z} se r = 2 ou 3, mas A
não é do tipo A(2)

2l .

iii) ∆re = {1

2
(α+ (2n− 1)δ) : α ∈ ∆̇l, n ∈ Z} ∪ {α+ nδ : α ∈ ∆̇s, n ∈ Z} ∪ {α+ 2nδ :

α ∈ ∆̇l, n ∈ Z} se A é do tipo A(2)
2l .

iv) ∆re + rδ = ∆re.

v) ∆re
+ = {α ∈ ∆re com n > 0} ∪ ∆̇+.
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Demonstração: Veja [4], pag. 83, Proposição 6.3.
�

Definição 2.4.9. Utilizando o mesmo δ visto acima, vamos introduzir o seguinte ele-
mento importante:

θ = δ − b0α0 =
l∑

i=1

biαi ∈ Q̇.

Considerando o isomorfismo da observação 2.4.1, podemos destacar:

θ = b0ν(θV ), |θV |2 = 2b−1
0 e αV0 = ν−1(δ − θ),

e além disso, no caso em que A é do tipo da tabela Aff 1, tem-se b0 = 1 e daí θ = ν(θV )
e |θV |2 = 2.

Proposição 2.4.4. a) Se A é da tabela Aff 1 ou do tipo A(2)
2l , então θ ∈ (∆̇+)l e θ é a

única raiz em ∆̇ de altura máxima.

b) Se A é da tabela Aff 2 ou 3 e não é do tipo A(2)
2l , então θ ∈ (∆̇+)s e θ é a única raiz

em ∆̇ de altuta máxima.

Demonstração: Veja [4], pag. 85, Proposição 6.4.
�

Salvo indicação em contrário, no caso de uma matriz de tipo finito A, vamos nor-
malizar a forma padrão invariante (· | ·) em g(A) pela condição

(α | α) = 2, se α ∈ ∆l,

e chamaremos de forma invariante normalizada.

O próximo lema fornece alguns resultados que vamos utilizar com frequência no
capítulo seguinte.

Lema 2.4.2. Considere a decomposição em espaços de raízes de uma álgebra de Kac-
Moody g(A) =

⊕
α∈Q

gα. Então:

1. [gα, gβ] ⊂ gα+β para todo α, β ∈ Q.

2. Seja ω a involução de Chevalley e α ∈ Q. Então, ω(gα) = g−α.

3. (gα | g−α) 6= 0, para todo α ∈ ∆, α 6= 0. Consequentemente, no caso em que
α ∈ ∆re, para X ∈ gα e Y ∈ g−α, com X, Y 6= 0, tem-se (X | Y ) 6= 0.

Demonstração:

1. Sejam X ∈ gα e Y ∈ gβ quaisquer, então para todo H ∈ h, [H,X] = 〈α,H〉X e
[H,Y ] = 〈β,H〉Y . Utilizando a identidade de Jacobi, temos:

[H, [X, Y ]] = [[Y,H], X] + [[H,X], Y ] = −[〈β,H〉Y,X] + [〈α,H〉X, Y ]

= 〈β,H〉[X, Y ] + 〈α,H〉[X, Y ]

= 〈α + β,H〉[X, Y ].

Isto é, [X, Y ] ∈ gα+β para todo X ∈ gα e Y ∈ gβ.
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2. Para X ∈ gα, tem-se [H,X] = 〈α,H〉X para todo H ∈ h. Então,

[H,X] = 〈α,H〉X ⇒ ω([H,X]) = ω(〈α,H〉X) ⇒ [ω(H), ω(X)] = 〈α,H〉ω(X)

⇒ [−H,ω(X)] = 〈α,H〉ω(X)

⇒ [H,ω(X)] = 〈−α,H〉ω(X).

Portanto, ω(X) ∈ g−α para todo X ∈ gα.

3. Do Teorema 2.4.1, item d), temos que a forma (· | ·) restrita à gα + g−α é não
degenerada e, por consequência, gα e g−α são pareados de forma não degenerada
por (· | ·). De fato, seja X ∈ gα tal que (X | W ) = 0 para todo W ∈ g−α,
então para todo Y + Z ∈ gα + g−α, vem que (X | Y + Z) = (X | Y ) + (X |
Z) = 0, pois (X | Z) = 0 por hipótese, e (X | Y ) = 0 pelo fato de α + α 6= 0
(Teorema 2.4.1, item c)). Claramente X ∈ gα + g−α, logo X = 0 e, portanto,
(gα | g−α) 6= 0. Quando α é uma raiz real, a Proposição 2.4.1, item a), garante
dim(gα) = dim(g−α) = 1, então considere {X} e {Y } as bases de gα e g−α,
respectivamente. Necesariamente, (X | Y ) 6= 0, caso contrário gα = 0. Então,
X ∈ gα e Y ∈ g−α, com X, Y 6= 0 implica (X | Y ) 6= 0.

�
Este Lema completa a breve introdução que fizemos sobre as álgebras de Kac-

Moody. Caso o leitor esteja interessado num estudo mais aprofundado, ou detalhes
sobre o que apresentamos neste trabalho, recomendamos [4] e [5].



Capítulo 3

Álgebras de loop e álgebras de
Kac-Moody afim não torcidas

Para σ é um automorfismo de ordem finita de uma álgebra de Lie g, Victor Kac
introduziu a álgebra de loop L(g, σ) de g determinada por σ, onde L(g, σ) é dita não
torcida se σ = Id, e torcida caso contrário. Kac estava interessado em álgebras de
loop, desde que, no caso em que a álgebra de base g é simples de dimensão finita, as
álgebras de loop fornecem construções explícitas (ou realizações) de álgebras de Kac-
Moody afim sobre o corpo dos complexos. Neste capítulo, focaremos na construção
das álgebras de Kac-Moody afim não torcidas, isto é, vamos construir tais álgebras
por meio de álgebras de loop, cuja álgebra base é uma álgebra Lie simples de dimensão
finita e, este, é o resultado principal deste trabalho.

3.1 Álgebras de loop
Nesta seção, vamos introduzir o conceito geral de álgebras de loop e apresentar o

chamado princípio das álgebras de loop.

Antes de começar, relembre que num corpo algebricamente fechado K de característica
nula, a equação zn−1 = 0, com n = 1, 2, . . ., possui exatamente n raízes distintas em K
e, tais raízes, são conhecidas como raízes n-ésimas da unidade. Qualquer raiz n-ésima
da unidade z ∈ K, com z 6= 1, chama-se raiz n-ésima primitiva da unidade (ou
raiz primitiva das raízes n-ésimas da unidade), quando n é o menor inteiro positivo
não nulo tal que zn = 1 ou, equivalentemente, quando z, z2, . . . , zn−1, zn são todas as
raízes n-ésimas da unidade (obviamente zn = 1). Em outras palavras, todas as outras
raízes n-ésimas da unidade são potências da n-ésima raiz primitiva da unidade. Note
ainda que, conforme as potências aumentam, as raízes comportam-se de modo cíclico.

Denotaremos por K um corpo algebricamente fechado de característica zero e, a menos
que seja explicitamente mencionado, ⊗ denotará o produto tensorial sobre o corpo K.
Fixemos a família (ζn)n≥1, onde ζn denota a n-ésima raíz primitiva da unidade em K×
e, antes de definir álgebras de loop, precisamos introduzir R ⊂ Sm ⊂ Ŝ, que são três
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anéis dados por:

R := K[t±1] = K[t, t−1];

Sm := K[t±1/m] = K[t1/m, t−1/m];

Ŝ := lim
−→

Ŝm.

Apesar da aparente hostilidade, este último anel possui uma interpretação bem mais
simples. Como um K-espaço1, Ŝ pode ser naturalmente identificado com

⊕
q∈Q

Ktq, onde

a multiplicação de seus elementos é dada pela extensão bilinear de tptq = tp+q.

Uma álgebra de loop, é obtida por meio de um par (A, σ), que consiste de uma
K-álgebra A e um K-automorfismo σ de A, de ordem finita m (menor natural não nulo
tal que σm = idA). Neste momento, não estabelecemos nenhuma suposição sobre a
natureza da álgebra A. Dito isto, definimos:

Definição 3.1.1. (Álgebra de loop) Sejam A uma K-álgebra A e σ ∈ AutK(A) (auto-
morfismos de A) de ordem m < ∞. Considere a decomposição em autoespaços (veja
A.1):

A =
m−1⊕
i=0

Ai, com Ai = {a ∈ A : σ(a) = ζ ima},

onde − : Z −→ Zm = Z/mZ (projeção canônica). Então, definimos a álgebra de loop
de (A, σ) por

L(A, σ) :=
⊕
i∈Z

Ai ⊗ ti/m ⊂ A⊗ Sm ⊂ A⊗ Ŝ.

Um elemento X ∈ L(A, σ), é escrito da forma X =
∑

i∈Z ci, com ci ∈ Ai ⊗ ti/m, de tal
modo que apenas um número finito de ci’s são não nulos. Uma álgebra de loop possui
a estrutura natural de K-álgebra (de dimensão infinita sempre que A 6= 0), e mais, se
A é algum dos "tipos" usuais de álgebras, como por exemplo: associativa, Lie, Jordan
e etc, então L(A, σ) também é.

Exemplo 3.1.1. Dizemos que L(A, σ) é trivial se L(A, σ) ' A⊗ R (isomorfismo de
K-álgebras). Vejamos que L(A, IdA) = A ⊗ R: de fato, um elemento de L(A, IdA) é
composto por somatórios finitos de elementos da forma ai⊗tj, com i, j ∈ Z e ai ∈ A, por
outro lado, um elemento de A⊗R é um somatório finito de elementos da forma ai⊗Pn,
com i, n ∈ Z, ai ∈ A e Pn ∈ R, mas usando a K-bilinearidade do produto tensorial,
temos que tal elementos ai ⊗ Pn é composto por somatórios finitos de elementos da
forma ai ⊗ tj, com i, j ∈ Z e ai ∈ A, portanto, concluímos que L(A, IdA) = A⊗R.

Sobre isomorfismo de álgebras de loop

É natural questionar quando duas álgebras de loop, proveniente de dois automor-
fismos, são isomorfas. Levando em consideração esta pergunta, evidências empíricas

1Lembre-se que comumente nossos objetos de estudo são módulos sobre um corpo K, isto é, são
K-espaços vetoriais e, como é esperado, utilizaremos os conhecimentos de álgebra linear.
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sugerem que as álgebras de loop tendem a comportar-se de acordo com o seguinte prin-
cípio:

O princípio das álgebras de loop: Seja A uma K-álgebra. Existe um subgrupo nor-
mal Int(A) de AutK(A), com a propriedade de que para quaisquer dois automorfismos
de ordem finita σ e τ de A, tem-se

L(A, σ) 'K−alg L(A, τ)⇔ σ ∼ τ±1,

onde − : AutK(A) −→ AutK(A)/Int(A) é a projeção canônica.

Este pricípio permite determinar se duas álgebras de loop são isomorfas somente
olhando os automorfismos e, caso tenha-se informações sobre uma das álgebras de loop,
podemos obter informações sobre a outra sem apresentar explicitamente a sua forma.

Aqui, e no decorrer da teoria, o simbolo "∼" denota a conjugação2 no grupo abs-
trato em questão, no presente caso, AutK(A)/Int(A) é o grupo considerado (o grupo
AutK(A)/Int(A) corresponde ao grupo de automorfismos do diagrama de Dynkin como
objeto geométrico).

O princípio das álgebras de loop ainda não possui uma demonstração para um grupo
genérico de álgebras, no entanto, existem certos tipos específicos de álgebras onde o
princípio é verificado. Neste ponto, a relação entre as álgebras de Kac-Moody e as
álgebras de loop começa a se fazer presente, pois quando consideramos uma álgebra de
Kac-Moody associada à MCG simetrizável indecomponível, o princípio das álgebras de
loop é válido, em particular, também é válido para álgebras de Lie simples de dimensão
finita. Pode-se encontrar a demonstração geral desse fato em [8], porém, caso o leitor
queira a demonstração apenas no caso de álgebras de Lie simples, pode encontrar em
[9].

3.2 Álgebras de Kac-Moody como extensão central
de álgebras de loop

Nesta seção, vamos considerar o caso de uma álgebra de Kac-Moody associada a
uma MCG A do tipo afim. Lembre-se que esta é uma matriz cujos menores principais
são positivos, mas det A = 0 (A é então automaticamente indecomponível). Uma álge-
bra de Kac-Moody associada a uma MCG do tipo afim é chamada de álgebra afim (ou
álgebra de Kac-Moody afim, ou ainda, álgebra de Lie afim). Mais precisamente, man-
teremos nosso foco na construção explícita (ou realização) das álgebras de Kac-Moody
afim não torcidas, aquelas associadas às matrizes da tabela Aff 1. Tal construção
será realizada por meio de álgebras de loop. Salvo dito o contrário, vamos considerar
álgebras sobre o corpo dos complexos.

2Sejam G um grupo e a, b ∈ G. a ∼ b ⇔ ∃g ∈ G tal que gag−1 = b. Esta é uma relação de
equivalência, onde a classe de equivalência a := cl(a) = {b ∈ G : a ∼ b ⇔ ∃g ∈ G, gag−1 = b} =
{gag−1 : g ∈ G}, é chamada de classe de conjugação de a.
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3.2.1 Preliminares

Considere L = C[t, t−1] a álgebra dos polinômios de Laurent3 na variável t, isto é,
um polinômio P ∈ L é da forma P =

∑
i∈Z

cit
i, onde ci 6= 0 para apenas um número finito

de ci’s. Considere também, a derivada de P como sendo o polinômio
dP

dt
=
∑
i∈Z

icit
i−1

(note que ici ocupa a posição i−1 em
dP

dt
e que valem todas as regras vistas no cálculo).

Definição 3.2.1. Seja P =
∑
i∈Z

cit
i um polinômio de Laurent. Definimos o resíduo de

P , e donotamos por Res P , como sendo o coeficiente que corresponde a posição −1, ou
seja, Res P = c−1. Res P é um funcional linear em L com as seguintes propriedades:

Res t−1 = 1 e Res
dP

dt
= 0.

Definição 3.2.2. A partir do resíduo de um polinômio, vamos definir uma função
bilinear ϕ : L× L −→ C dada por

ϕ(P,Q) = Res
dP

dt
Q.

Utilizando que
d(PQ)

dt
=
dP

dt
Q+P

dQ

dt
e Res

dP

dt
= 0, prova-se que, para P,Q,R ∈ L,

ϕ possui as seguintes propriedades:

(∗) ϕ(P,Q) = −ϕ(Q,P );

(∗∗) ϕ(PQ,R) + ϕ(QR,P ) + ϕ(RP,Q) = 0 (aplicações em ciclos).

Definição 3.2.3. Seja Ȧ = (ȧij)
l
i,j=1 uma matriz do tipo Xl (matriz da tabela Fin.) e

ġ = g(Ȧ) a álgebra de Lie simples de dimensão finita associada à matriz Ȧ. Considere
θ =

∑l
i=1 biαi a raiz de altura máxima de ġ e a co-raiz θV =

∑l
i=1 ciα

V
i de θ. Podemos

definir uma MCG do tipo afim A = (aij)
l
i,j=0, a partir de Ȧ, adicionando uma coluna

e uma linha ”0” da seguinte forma:

aij = ȧij se i, j = 1, . . . , l;

ai0 = −
l∑

j=1

bj ȧij se i = 1, . . . , l;

a0j = −
l∑

i=1

ciȧij se j = 1, . . . , l;

a00 = 2.

3Quando K é qualquer corpo algebricamente fechado com char(K) = 0 denotamos R = K[t, t−1],
no caso especial do corpo dos complexos, denotaremos L = C[t, t−1].
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Proposição 3.2.1. A matriz A, do modo como foi definida acima, é uma MCG da
tabela Aff 1, onde Ȧ = Xl e A = X

(1)
l (X = A,B,C,D,E, F,G).

Demonstração: Veja [5], pag. 416, Proposição 18.1.
�

Definição 3.2.4. A álgebra de Lie afim associada à matriz de MCG do tipo X(1)
l , da

tabela Aff 1, é chamada de álgebra de Kac-Moody afim não torcida. Uma matriz
A do tipo X(1)

l com X = A,B, . . . , G nada mais é que a chamada matriz de Cartan
estendida da álgebra de Kac-Moody de dimensão finita ġ := g(Ȧ), cuja matriz Ȧ é
do tipo finito Xl, obtida de A removendo a coluna e linha ”0”. (Qualquer matriz da
tabela Aff 1 é sempre uma "extensão" de alguma matriz da tabela Fin, acrescentando
uma linha e uma coluna "0").

3.2.2 Resultado principal

Passaremos agora para a construção da álgebra de Lie afim não torcida propria-
mente dita. Caso o leitor não tenha familiaridade com o produto tensorial de espaços
vetoriais, recomenda-se que veja A.5.

Considere a álgebra de loop de ġ

L(ġ) := L⊗C ġ,

que é a álgebra de Lie complexa de dimensão infinita cujo colchete de Lie, denotado
por [, ]0, é dado por

[P ⊗X,Q⊗ Y ]0 = PQ⊗ [X, Y ] (P,Q ∈ L;X, Y ∈ ġ).

É suficiente definir para os elementos da forma P ⊗X, pois L(ġ) é composto por somas
finitas e arbitrárias desses elementos. Utilizando as propriedades do produto tensorial
de espaços vetoriais, para P ∈ L e X ∈ ġ, temos

P ⊗X =

(∑
i∈Z

cit
i

)
⊗X =

∑
i∈Z

(cit
i ⊗X) =

∑
i∈Z

(ti ⊗ (ciX)) =
∑
i∈Z

(ti ⊗Xi),

portanto, um elemento de L(ġ) é uma soma finita e arbitrária de elementos da forma∑
i

(ti ⊗Xi), com i ∈ Z e Xi ∈ ġ. Daí, podemos apresentar uma definição equivalente

do colchete de Lie em L(ġ) da seguinte forma:

[tm ⊗X, tn ⊗ Y ]0 = tm+n ⊗ [X, Y ] (m,n ∈ Z;X, Y ∈ ġ).

Novamente é suficiente definir apenas para os elementos da forma tm ⊗ X e usar a
bilinearidade.

Observe que consideramos a C-álgebra de Kac-Moody de dimensão finita ġ, e obtemos
a álgebra de loop L(ġ) = L⊗C ġ, onde L = C[t, t−1]. Veja que L(ġ) é a álgebra de loop
do par (ġ, Idġ), isto é, L(ġ) = L(ġ, Idġ) (veja exemplo 3.1.1).
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Fixemos uma forma bilinear simétrica invariante não degenerada (· | ·) em ġ, a valores
em C, tal forma existe e é única até multiplicação por escalar (veja Teorema 2.4.1). Por
bilinearidade, estendemos esta forma a uma forma bilinear simétrica não degenerada
(· | ·)t em L(ġ), a valores em L, da seguinte forma:

(P ⊗X | Q⊗ Y )t = PQ(X | Y ) (P,Q ∈ L;X, Y ∈ ġ).

Assim como fizemos antes, podemos considerar uma definição equivalente:

(tm ⊗X | tn ⊗ Y )t = tm+n(X | Y ) (m,n ∈ Z;X, Y ∈ ġ).

Veja que (· | ·)t é invariante em L(ġ). De fato, sejam P,Q,R ∈ L e X, Y, Z ∈ ġ, então
pelo fato de (· | ·) ser invariante em ġ, tem-se

([P ⊗X,Q⊗ Y ]0 | R⊗ Z)t = (PQ⊗ [X, Y ] | R⊗ Z)t = PQR⊗ ([X, Y ] | Z) =

= PQR⊗ (X | [Y, Z]) = (P ⊗X | QR⊗ [Y, Z])t =

= (P ⊗X | [Q⊗ Y,R⊗ Z]0)t.

Estendemos também, cada derivação D da álgebra L (veja definição 1.4.1), a uma
derivação da álgebra de Lie L(ġ) por

D(P ⊗X) = D(P )⊗X, (P ∈ L;X ∈ ġ).

Ou ainda,

D(tm ⊗X) = D(tm)⊗X, (m ∈ Z;X ∈ ġ).

Definição 3.2.5. Seja g uma álgebra de Lie. Um 2-cociclo4 sobre g, a valores em
C, é uma função bilinear ψ em g, a valores em C, satisfazendo, para X, Y, Z ∈ g, as
seguintes condições:

(Co1) ψ(X, Y ) = −ψ(Y,X);

(Co2) ψ([X, Y ], Z) + ψ([Y, Z], X) + ψ([Z,X], Y ) = 0 (aplicação em ciclo).

Definição 3.2.6. Defina a função ψ : L(ġ)× L(ġ) −→ C, dada por

ψ(a, b) = Res

(
da

dt
| b
)
t

.

A fim de esclarecer a definição da função ψ, vamos destacar:

i)
d

dt
é uma derivação de L, portanto faz sentido falar em

da

dt
quando a ∈ L(ġ), basta

estender a derivação.

ii)
da

dt
, b ∈ L(ġ), então também faz sentido falar em

(
da

dt
| b
)
t

.

4Conceito proveniente da teoria de cohomologia.
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iii) (· | ·)t assume valores em L e isto justifica Res
(
da

dt
| b
)
t

.

A função ψ, da definição 3.2.6, é um 2-cociclo na álgebra L(ġ) a valores em C, e isto
pode ser provado sem muitas dificuldades, basta utilizar (∗) e (∗∗) (definição 3.2.2).
Para ilustrar e fixar o que foi visto anteriormente, provaremos uma delas:

(Co1) Sejam a = P ⊗X e b = Q⊗ Y , com P,Q ∈ L e X, Y ∈ ġ. Então,

ψ(a, b) = ψ(P ⊗X,Q⊗ Y ) = Res

(
d(P ⊗X)

dt
| Q⊗ Y

)
t

=

= Res

(
dP

dt
⊗X | Q⊗ Y

)
t

= Res

(
dP

dt
Q(X | Y )

)
=

= (X | Y )Res

(
dP

dt
Q

)
= (X | Y )ϕ(P,Q).

Por (∗) e pela simetria de (· | ·) em ġ, temos

ψ(a, b) = (X | Y )ϕ(P,Q) = −(X | Y )ϕ(Q,P ) = −(Y | X)Res

(
dQ

dt
P

)
=

= −Res
(
dQ

dt
P (Y | X)

)
= −Res

(
dQ

dt
⊗ Y | P ⊗X

)
t

=

= −Res
(
d(Q⊗ Y )

dt
| P ⊗X

)
t

= −ψ(Q⊗ Y, P ⊗X) = −ψ(b, a).

E isto mostra a validade de (Co1).

Antes de continuar, precisamos definir a extensão central de uma álgebra de Lie.
Primeiramente, a sequência de homomorfismos de álgebras de Lie,

h
i−→ t

π−→ g,

com i injetiva e π sobrejetiva, é dita uma sequência exata curta, se ker(π) = Im(i),
nesse contexto, dizemos que t é uma extensão central de g por h, se ker(π) ⊂ Z(t)
(centro de t). Observe que h ∼= Im(i) = ker(π) ⊂ Z(t), logo h é abeliana.
Sempre podemos construir uma extensão central de uma álgebra de Lie g a partir de
um 2-cociclo ψ definido em g. De fato, considere um espaço vetorial5 unidimensional
h := CK, onde K é um símbolo. Fazemos g′ = g⊕CK, e definimos o seguinte colchete
em g′:

[G1 + λK,G2 + µK] = [G1, G2]g + ψ(G1, G2)K.

Utilizando as propriedades do colchete [·, ·]g de g e do 2-cociclo ψ, prova-se que o
colchete acima, define em g′ uma estrutura de álgebra de Lie. Daí, vamos considerar a
seguinte sequência exata curta:

CK i−→ g⊕ CK π−→ g

5Todo espaço vetorial é uma álgebra de Lie com o colchete trivial, isto é, [·, ·] = 0.
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com a inclusão i(λK) = 0 + λK e a projeção π(G1 + λK) = G1. Claramente,
ker(π) = CK e [CK, g + CK] = 0, portanto, ker(π) ⊂ Z(g′), isto é, g′ é uma ex-
tensão central de g por CK.

Agora podemos retomar a construção. Vamos denotar por L̃(ġ) a extensão central da
álgebra de Lie L(ġ) por um centro unidimensional associado ao cociclo ψ. Explicita-
mente, L̃(ġ) = L(ġ) ⊕ CK (soma direta de espaços vetoriais), onde K é um elemento
central de L̃(ġ), e definimos um colchete dado por

[a+ λK, b+ µK] = [a, b]0 + ψ(a, b)K, com a, b ∈ L(ġ);λ, µ ∈ C.

Lema 3.2.1. L̃(ġ) é uma álgebra de Lie com respeito ao colchete definido acima.

Demonstração: Como ψ é bilinear, [, ]0 é bilinear em L(ġ) e ambas são anti-
simétricas, então claramente o colchete definido em L̃(ġ) é bilinear, anti-simétrico e
vale [x, x] = 0 para todo x ∈ L̃(ġ). Para concluir a identidade de Jacobi, basta ver que
para a+ λK, b+ µK, c+ γK ∈ L̃(ġ), tem-se

[[a+ λK, b+ µK], c+ γK] = [[b+ µK, c+ γK], a+ λK]− [[c+ γK, a+ λK], b+ µK].

�
Considere agora o operador linear d : L(ġ) −→ L(ġ) dado por

d(tm ⊗X) = mtm ⊗X, com m ∈ Z;X ∈ ġ.

O operador definido acima satisfaz a regra de Leibniz de derivação de produto em
relação ao colchete de L(ġ), então d é uma derivação de L(ġ). Com efeito, sejam
tm ⊗X, tn ⊗ Y com m,n ∈ Z;X, Y ∈ ġ, então

[d(tm ⊗X), tn ⊗ Y ]0 + [tm ⊗X, d(tn ⊗ Y )]0 = [mtm ⊗X, tn ⊗ Y ]0 + [tm ⊗X,ntn ⊗ Y ]0

= mtm+n ⊗ [X, Y ] + ntm+n ⊗ [X, Y ]

= (mtm+n + ntm+n)⊗ [X, Y ]

= (m+ n)tm+n ⊗ [X, Y ]

= d(tm+n ⊗ [X, Y ]) = d[tm ⊗X, tn ⊗ Y ]0.

Veja ainda que para tm ⊗X com m ∈ Z;X ∈ ġ, tem-se(
t
d

dt
⊗ 1

)
(tm ⊗X) = t

d(tm)

dt
⊗X = tmtm−1 ⊗X = mtm ⊗X = d(tm ⊗X),

portanto, d = t
d

dt
.

Finalmente, denote por L̂(ġ) a álgebra de Lie que é obtida pela adjunção à L̃(ġ) de

uma derivação d em L̃(ġ) que age em L(ġ) como t
d

dt
, e que "mata"K (isto é, d = t

d

dt
é

a derivação vista acima estendida à L̃(ġ) de modo que d(K) = 0). Em outras palavras,
L̂(ġ) é o espaço vetorial complexo

L̂(ġ) = L(ġ)⊕ CK︸ ︷︷ ︸
L̃(ġ)

⊕Cd,
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onde, para X, Y ∈ ġ;λ, µ, λ1, µ1 ∈ C e m,n ∈ Z, o colchete é definido da seguinte
forma:

[tm ⊗X ⊕ λK ⊕ µd, tn ⊗ Y ⊕ λ1K ⊕ µ1d] =

= (tm+n ⊗ [X, Y ] + µntn ⊗ Y − µ1mt
m ⊗X)⊕mδm,−n(X | Y )K,

com δm,−n o delta de Kronecker.

Considere ġ a álgebra de Lie associada à matriz Ȧ da definição 3.2.4 (Ȧ é uma
matriz de ordem l do tipo finito e, portanto, det(Ȧ) 6= 0, mas isto é equivalente a
posto(Ȧ) = l). Sejam {α1, . . . , αl} e {H1, . . . , Hl} a base de raízes e co-raízes, res-
pectivamente, ḣ ⊂ ġ a subálgebra de Cartan, e Ei, Fi (i = 1, . . . , l) os geradores de
Chevalley de ġ, considere θ a raiz de altura máxima do sistema de raízes ∆̇ ⊂ ḣ∗ de ġ

(veja Proposição 2.3.2 e definição 2.3.3), e seja ainda ġ =
⊕
α∈∆̇∪0

ġα a decomposição de

ġ em espaço de raízes (recorde que (α | α) 6= 0 e dim(ġα) = 1 para α ∈ ∆̇ Teorema
2.4.2 e Proposição 2.4.1). Por fim, seja ω̇ a involução de Chevalley de ġ.

Agora vamos escolher F0 ∈ ġθ = {X ∈ ġ : [H,X] = 〈θ,H〉X, ∀H ∈ ḣ} tal que

(F0 | ω̇(F0)) = −2/(θ | θ) e E0 = −ω̇(F0).

De fato existe tal F0, basta tomar 0 6= X ∈ gθ tal que (X|ω̇(X)) 6= 0 (Lema 2.4.2,
itens 2 e 3), então

0 6= (X | ω̇(X))(θ | θ)
−2

= λ⇒ 1

λ
(X | ω̇(X)) =

−2

(θ | θ)
⇒ (

1√
λ
X | ω̇(

1√
λ
X)) =

−2

(θ | θ)
.

Claramente
1√
λ
X ∈ gθ, assim podemos tomar F0 =

1√
λ
X, e mais, F0 ∈ gθ ⇒ E0 =

−ω(F0) ∈ g−θ (Lema 2.4.2, item 2), então, pelo Teorema 2.4.1, item e) e Proposição
2.4.1, item d), vem que

[F0, E0] = (F0 | E0)ν−1(θ) = −(F0 | ω̇(F0))ν−1(θ) = 2/(θ | θ)ν−1(θ) = θV ,

logo,

[E0, F0] = −θV . (3.1)

Sobre L̂(ġ) podemos destacar:

i) O conjunto 1⊗ ġ é uma subálgebra de L̂(ġ) e podemos identificar ġ com esta subál-
gebra por X 7−→ 1⊗X, portanto, dizemos que ġ ⊂ L̂(ġ). Em particular, ḣ ⊂ L̂(ġ).

ii) Por i), podemos definir o conjunto h := ḣ ⊕ CK ⊕ Cd, que é uma subálgebra
comutativa (abeliana) em L̂(ġ) e tem dimensão l+ 2, pois ḣ é comutativa e dim(ḣ) = l
(lembre que Ȧ tem posto máximo l). Estendemos λ ∈ ḣ∗ a um funcional linear em h
definindo 〈λ,K〉 = 〈λ, d〉 = 0, de tal modo que ḣ∗ é identificado com um subespaço
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em h∗, e denotamos por δ o funcional linear em h definido por δ|ḣ+CK = 0, 〈δ, d〉 = 1.
Temos ainda

e0 = t⊗ E0, f0 = t−1 ⊗ F0,

ei = 1⊗ Ei, fi = 1⊗ Fi, (i = 1, . . . , l),

e de (3.1) deduzimos:

[e0, f0] =
2

(θ | θ)
K − θV . (3.2)

Basta ver que

[e0, f0] = 1⊗ [E0, F0]+(E0 | F0)K = 1⊗(−θV )−(F0 | ω̇(F0))K = 1⊗(−θV )+
2

(θ | θ)
K.

iii) Podemos descrever o sistema de raízes e a decomposição em espaço de raízes com
respeito a h:

∆ = {jδ + γ, onde j ∈ Z, γ ∈ ∆̇} ∪ {jδ, onde j ∈ Z− 0},

L̂(ġ) = h⊕ (
⊕
α∈∆

L̂(ġ)α), onde

L̂(ġ)jδ+γ = tj ⊗ ġγ, L̂(ġ)jδ = tj ⊗ ḣ.

iv) Construímos os seguintes conjuntos:

Π = {α0 := δ − θ, α1, . . . , αl},

ΠV = {αV0 :=
2

(θ|θ)
K − 1⊗ θV , αV1 := 1⊗H1, . . . , α

V
l := 1⊗Hl}.

Lema 3.2.2. Afirmamos que (h,Π,ΠV ) é uma realização da matriz afim não torcida
A, ou seja, h,Π e ΠV satisfazem as condições descritas na definição 2.1.1.

Demonstração: De fato,

• 2n− rank(A) = 2(l + 1)− l = l + 2 = dim(h).

• Provemos que Π = {α0 := δ − θ, α1, . . . , αl} é linearmente independente (LI) em
h∗. Sabemos que {α1, . . . , αl} é LI, assim, basta provar que α0 não é combinação
dos demais, então suponha que δ−θ = b1α1+· · ·+blαl, como θ = a1α1+· · ·+alαl,
temos

δ = (b1 − a1)α1 + · · ·+ (bl − al)αl.

Para todo H ∈ ḣ tem-se 0 = δ(H) = (b1− a1)α1(H) + · · ·+ (bl− al)αl(H), isto é,

(b1 − a1)α1 + · · ·+ (bl − al)αl = 0
LI
=⇒ b1 = a1, · · · , bl = al,

logo, δ = 2θ. Para todo H ∈ ḣ, escolhemos X = H + λK + 0d ∈ h, então

0 = δ(X) = 2θ(H) =⇒ θ(H) = 0 ∀H ∈ ḣ =⇒ θ = 0. Contradição!
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Daí, Π é LI. As raízes e co-raízes simples estão relacionadas pelo isomorfismo ν
da observação 2.4.1, portanto, ΠV também é LI em h.

• Note que θ é o mesmo da definição 2.3.3 6, então utilizando a definição 3.2.3,
temos

A = (〈αj, αVi 〉)li,j=0.

Com efeito, claramente 〈αi, αVi 〉 = aij, para todo i, j = 1, . . . , l, portanto, basta
verificar nos outros casos. Primeiramente, tome θ =

∑l
i=1 biαi e θ

V =
∑l

i=1 ciHi

e relembre que estendemos os funcionais de ḣ para h, então

para i 6= 0, tem-se

〈α0, α
V
i 〉 = 〈δ − θ,Hi〉 = −〈θ,Hi〉 = −

l∑
j=1

bj〈αj, Hi〉 = −
l∑

j=1

bj ȧij = ai0,

e para j 6= 0, tem-se

〈αj, αV0 〉 = 〈αj,
2

(θ | θ)
K−θV 〉 = −〈αj, θV 〉 = −

l∑
i=1

ci〈αj, Hi〉 = −
l∑

i=1

ciȧij = a0j.

Finalmente,

〈α0, α
V
0 〉 = 〈α0,

2

(θ | θ)
K − θV 〉 = 〈θ, θV 〉 = (θV | θV ) = 2 = a00.

�

Agora com todas esses ferramentas, podemos apresentar o resultado central do
trabalho. Resumindo os passos até o momento, tomamos inicialmente uma matriz A
da tabela Aff 1, que claramente, está relacionada a alguma álgebra de Kac-Moody afim
não torcida. A pergunta é: qual? Como toda matriz da tabela Aff 1 é uma matriz
estendida de alguma matriz da tabela Fin, retirando a linha e coluna ”0” obtemos a
matriz Ȧ da tabela Fin e, a partir daí, fizemos a construção. O próximo teorema,
garante que a álgebra de Lie L̂(ġ), que construímos utilizando uma álgebra de loop que
tem como álgebra base uma álgebra de Lie simples de dimensão finita ġ, é a álgebra
de Kac-Moody afim não torcida associada à matriz A.

Teorema 3.2.1 (Kac). Seja ġ = g(Ȧ) uma álgebra de Lie simples de dimensão finita
sobre os complexos, e seja A a matriz de Cartan estendida de ġ (isso significa que A
pertence a tabela Aff 1). Então L̂(ġ) é a álgebra de Kac-Moody associada a matriz A,
h é a subálgebra de Cartan, Π e ΠV são as bases de raízes e co-raízes, respectivamente,
e e0, . . . , el, f0, . . . , fl são os geradores de Chevalley. Em outras palavras, o quádruplo
(L̂(ġ), h,Π,ΠV ) está associado à matriz A.

Demonstração: A prova é feita basicamente utilizando a Proposição 2.2.1 item
a), então basta verificar se os objetos, definidos sobre L̂(ġ), estão de acordo com as
hipóteses de lá. Antes de mais nada, devemos salientar que ġ é uma álgebra de Kac-
Moody e, portanto, cumpre todos o requisitos da Proposição 2.2.1. Provaremos o
teorema em algumas etapas:

6Veja também definição 2.4.9



82

• Pelo Lema 3.2.2, (h,Π,ΠV ) é uma realização de A.

• As relações (2.1) e (2.2): para todo i = 1, . . . , l, temos

[ei, fj] = [1⊗ Ei, 1⊗ Fi] = 1⊗ [Ei, Fj] = 1⊗ δijHi = δij(1⊗Hi) = δijα
V
i .

Para e0 e f0: pelo fato de F0 ∈ ġθ, E0 ∈ ġ−θ e θ ser a raiz de altura máxima,
concluímos que

[e0, fi] = 0 = δ0iα
V
0 e [ei, f0] = 0 = δi0α

V
i (i = 1, . . . , l),

e por (3.2)

[e0, f0] =
2

(θ | θ)
K − 1⊗ θV = δ00α

V
0 .

Portanto, [ei, fj] = δijα
V
i , pata todo i, j = 0, 1, . . . , l, e isto prova (2.1).

No caso de (2.2), considere H = t0 ⊗ Ḣ + c1K + c2d ∈ h qualquer (Ḣ ∈ ḣ). Para
i = 1, . . . , l, tem-se

[H, ei] = [t0 ⊗ Ḣ + c1K + c2d, t
0 ⊗ Ei] = t0 ⊗ [Ḣ, Ei] = 1⊗ 〈αi, Ḣ〉Ei,

por outro lado, αi ∈ ḣ é estendido de modo que 〈αi, K〉 = 〈αi, d〉 = 0, então

〈αi, H〉ei = (〈αi, Ḣ〉+ 〈αi, c1K + c2d〉)(1⊗ Ei) = 1⊗ 〈αi, Ḣ〉Ei.

Logo, [H, ei] = 〈αi, H〉ei, para todo i = 1, . . . , l.

Para e0:

[H, e0] = [t0 ⊗ Ḣ + c1K + c2d, t⊗ E0] = t⊗ [Ḣ, E0] + c2t⊗ E0

= t⊗ ([Ḣ, E0] + c2E0).

Recordando que θ ∈ ḣ∗ ⇒ 〈θ,K〉 = 〈θ, d〉 = 0 e que δ|ḣ+CK = 0, 〈δ, d〉 = 1, por
outro lado temos

〈α0, H〉e0 = 〈δ − θ, 1⊗ Ḣ + c1K + c2d〉e0

= (−〈θ, 1⊗ Ḣ〉 − 〈θ, c1K + c2d〉+ 〈δ, 1⊗ Ḣ + c1K〉+ 〈δ, c2d〉)(t⊗ E0)

= (−〈θ, 1⊗ Ḣ〉+ c2)(t⊗−ω(F0)) = t⊗ (〈θ, Ḣ〉ω(F0)− c2ω(F0)).

Pelo Lema 2.4.2, item 2), ω(F0) ∈ g−θ, isto é, [Ḣ, ω(F0)] = −〈θ, Ḣ〉ω(F0), por-
tanto,

〈α0, H〉e0 = t⊗ ([Ḣ,−ω(F0)]− c2ω(F0)) = t⊗ ([Ḣ, E0] + c2E0).

Daí [H, e0] = 〈α0, H〉e0. Logo, [H, ei] = 〈αi, H〉ei para todo i = 0, 1, . . . , l e, de
modo análogo, prova-se que [H, fi] = −〈αi, H〉fi para todo i = 0, 1, . . . , l.
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• Não existe ideal τ 6= 0 tal que τ ∩ h = 0: com efeito, suponha que exista tal
ideal, então pela Proposição 2.2.2, τ é graduado em relação a decomposição
em espaços de raízes de L̂(ġ), ou seja, 0 6= τ =

⊕
α∈∆

τ ∩ L̂(ġ)α implicando que

τ ∩ L̂(ġ)α 6= 0 para algum α ∈ ∆. Tome 0 6= a ∈ τ ∩ L̂(ġ)α, isto é, a = tm ⊗X,
para algum m ∈ Z e X ∈ ġγ, X 6= 0, γ ∈ ∆̇ ∪ {0}. Escolhendo Y ∈ ġ−γ tal que
(X | Y ) 6= 0 (Lema 2.4.2, item 3), pelo Lema 2.4.2, item 1), [X, Y ] ∈ ġ0 = ḣ,
portanto, [tm⊗X, t−m⊗Y ] = 1⊗[X, Y ]+m(X | Y )K ∈ h∩τ , como τ∩h = 0, deve
acontecer m = 0, mas então γ 6= 0, pois caso contrário L̂(ġ)α = tm⊗ ġγ = 1⊗ ḣ ⊂
h, e daí τ ∩h 6= 0. Como γ 6= 0 e (X | Y ) 6= 0, pelo Teorema 2.4.1, item e), temos
0 6= (X | Y )ν−1(γ) = [X, Y ] ∈ ḣ, assim, 0 6= 1⊗[X, Y ] = [tm⊗X, t−m⊗Y ] ∈ τ∩h
e isto é uma contradição.

• L̂(ġ) é gerada como álgebra de Lie por ei, fi, h: considere a subálgebra B ⊂ L̂(ġ)
gerada por ei, fi e h (i = 0, 1, . . . l). Vamos mostrar que tk ⊗ ĝ ⊂ B para todo
k ∈ Z, ou melhor, L̂(ġ) = B. De fato, como Ei, Fi geram ġ (i = 1, . . . l) e cada
1 ⊗ Ei, 1 ⊗ Fi ∈ B, temos que 1 ⊗ ġ ⊂ B. Seja I := {X ∈ ġ : t ⊗ X ∈ B},
provemos que I é um ideal não nulo de ġ: primeiramente, veja que e0 = t⊗E0 ∈ B
e consequentemente 0 6= E0 ∈ I. Agora tome X ∈ I e Y ∈ ġ, então t⊗X ∈ B e
vimos que 1⊗ Y ∈ B, daí

t⊗ [X, Y ] = [t⊗X, 1⊗ Y ] ∈ B,

isto é, [X, Y ] ∈ I o que faz de I um ideal, mas como ġ é simples e I 6= 0,
concluímos que I = ġ, em outras palavras, t⊗ ġ ⊂ B. Afirmamos que tk⊗ ġ ⊂ B,
k > 0. Para verificar esse fato, vamos fazer indução em k: suponha que tk⊗ġ ⊂ B,
do mesmo modo de antes, vamos definir J := {X ∈ ġ : tk+1 ⊗ X ∈ B}. Por
hipótese de indução, tk ⊗ X ∈ B para todo X ∈ ġ, em particular, considere
X ∈ ġγ e Y ∈ ġ−γ, com γ 6= 0, tais que (X | Y ) 6= 0 (veja Lema 2.4.2, item 3)),
pelo Teorema 2.4.1, item e), obtemos [X, Y ] 6= 0 e [X, Y ] ∈ J , pois tk+1⊗[X, Y ] =
[tk⊗X, t⊗Y ] ∈ B. Por fim, seja X ∈ J e Y ∈ ġ, temos tk+1⊗X ∈ B e 1⊗Y ∈ B,
daí

tk+1 ⊗ [X, Y ] = [tk+1 ⊗X, 1⊗ Y ] ∈ B

e, outra vez, J = ġ e, consequentemente, tk+1⊗ ġ ⊂ B, provando que tk⊗ ġ ⊂ B
para todo k > 0. Analogamente, prova-se que tk ⊗ ġ ⊂ B para todo k < 0 e
isto completa a demonstração, pois o fato de h ⊂ B implica que K e d também
pertencem a B.

�
De modo mais simples, toda álgebra de Kac-Moody afim não torcida poder ser

obtida explicitamente por meio de uma álgebra de loop e, portanto, sempre podemos
"resgatar" a álgebra de Kac-Moody a partir de sua matriz. Além disso, tal construção
permite o estudo das álgebras de Kac-Moody afim não torcidas por meio de álgebras
de loop. Para exemplificar, vamos construir as álgebras de Kac-Moody associadas às
matrizes A(1)

1 e A(1)
2 do tipo Aff 1, que são "extensões" das matrizes A1 e A2 do tipo Fin.

Observação 3.2.1. Em geral, o diagrama de Dynkin de sl(l + 1) é da formae
α1

e
α2

e
α3

. . . e
αl−1

e.
αl

Al, l > 1
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Exemplo 3.2.1. Considere a matriz A := A
(1)
1 =

(
2 −2
−2 2

)
da tabela Aff 1. Clara-

mente, removendo-se a linha e coluna ”0”, obtemos a matriz A1 := Ȧ = (2) da tabela
Fin, que está associada à álgebra de Lie simples de dimensão finita ġ = sl(2). Pelos
exemplos 1.10.1 e 1.11.1, temos que

ḣ =

{(
a
−a

)
: a ∈ C

}
é uma subálgebra de Cartan de sl(2), ∆̇ = {λ1 − λ2, λ2 − λ1} é o sistema de raízes e,
considerando os conjuntos

Π̇ = {α = λ1 − λ2} e Π̇V =

{
αV =

(
1
−1

)}
7,

prova-se facilmente que (ḣ, Π̇, Π̇V ) é uma realização de Ȧ. O próximo passo é encontrar
os geradores de Chevalley, então considere as matrizes

E =

(
E1 E2

E3 E4

)
e F =

(
F1 F2

F3 F4

)
tais que [H,E] = 〈α,H〉E e [H,F ] = −〈α,H〉F , para todo H ∈ h. Em particular,

[αV , E] = 〈α, αV 〉E ⇒ αVE − EαV = 2E ⇒
(

0 2E2

−2E3 0

)
=

(
2E1 2E2

2E3 2E4

)
,

isto implica E1 = E3 = E4 = 0 e E2 ∈ C, e da mesma forma encontra-se F1 =

F2 = F4 = 0 e F3 ∈ C. Tomando E2 = F3 = 1, temos E =

(
0 1
0 0

)
e F =

(
0 0
1 0

)
os geradores de Chevalley de ġ. Note que {E,αV , F} é exatamente a base obtida no
exemplo 1.5.1, e que temos a decomposição triangular

ġ = ṅ+ ⊕ ḣ⊕ ṅ−

onde ṅ+ = CE, ḣ = CαV e ṅ− = CF .

A raiz θ = α = λ1 − λ2 é a raiz de altura máxima de ġ e claramente θV = αV . Como
gα =

∑
C[. . . [[ei1 , ei2 ], ei3 ] . . . eis ], sempre que α = αi1 + · · · + αis e α > 0, concluímos

que ġθ = CE e o mesmo para ġ−θ = CF , dito isto, vamos considerar F0 = bE ∈ ġθ
com b ∈ C, então E0 = −ω(F0) = bF ∈ ġ−θ. O elemento F0 deve satisfazer
(F0 | ω̇(F0)) = −2/(θ | θ), portanto, vamos fixar a forma bilinear em ġ dado pelo
traço, isto é, (X | Y ) = tr(adXadY ) e, pelo isomorfismo entre ḣ e ḣ∗ dado por
Hα 7−→ α = (Hα | ·), induzimos uma forma bilinear em ḣ∗ definindo (α | β) =
(Hα | Hβ).

Para encontrar F0, e consequentemente encontrar E0, vamos verificar para qual b a

relação (F0 | ω̇(F0)) = −2/(θ | θ) é satisfeita, para isso, conside Hθ =

(
a 0
0 −a

)
,

temos as seguintes matrizes na base B = {E,αV , F}:
7Note que αV = E11 − E22, vistos no exemplo 1.11.1.
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adHθ =

2a 0 0
0 0 0
0 0 −2a

 e adαV =

2 0 0
0 0 0
0 0 −2

 ,

daí, 2 = 〈θ, αV 〉 = (Hθ | αV ) = tr(adHθadαV ) = 8a⇒ a =
1

4
, então

adHθ =

1/2 0 0
0 0 0
0 0 −1/2

 e (Hθ | Hθ) = tr(adHθadHθ) = 1/2,

e isto resolve um dos lados da igualdade, pois −2/(θ | θ) = −2/(Hθ | Hθ) = −4. Para
trabalhar no outro lodo da igualdade, precisamos das seguintes matrizes na base B:

adF0 =

0 −2b 0
0 0 b
0 0 0

 e adω̇(F0) =

0 0 0
b 0 0
0 −2b 0

 ,

então, −4 = −2/(θ | θ) = (F0 | ω̇(F0)) = tr(adF0adω̇(F0)) = −4b2 ⇒ b = ±1. No caso
em que b = 1 tem-se F0 = E, logo é preferível tomar b = −1.

Finalmente, pelo Teorema 3.2.1, a álgebra

g(A) = C[t, t−1]⊗ sl(2)⊕ CK ⊕ Cd

é a álgebra de Kac-Moody associada à matriz A(1)
1 , onde (h,Π,ΠV ) é uma realização

de tal matriz, com

• h = ḣ⊕ CK ⊕ Cd;

• Π = {α0 = δ − (λ1 − λ2), α1 = λ1 − λ2} e

ΠV = {αV0 = 4K − 1⊗
(

1 0
0 −1

)
, αV1 = 1⊗

(
1 0
0 −1

)
};

• Geradores de Chevalley:

e0 = t⊗
(

0 0
−1 0

)
, e1 = 1⊗

(
0 1
0 0

)
, f0 = t−1⊗

(
0 −1
0 0

)
e f1 = 1⊗

(
0 0
1 0

)
.

Exemplo 3.2.2. Considere a matriz A := A
(1)
2 =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 da tabela

Aff 1. Removendo-se a linha e coluna ”0”, obtemos a matriz A2 := Ȧ =

(
2 −1
−1 2

)
da tabela Fin, que está associada à álgebra de Lie simples de dimensão finita ġ = sl(3).
Novamente pelos exemplos 1.10.1 e 1.11.1, temos que

ḣ =

{a1

a2

−a1 − a2

 : a1, a2 ∈ C
}
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é uma subálgebra de Cartan de sl(3), e considerando os conjuntos

Π̇ = {α1 = λ1 − λ2, α2 = λ2 − λ3} e

Π̇V =

{
HV

1 =

1
−1

0

 , HV
2 =

0
1
−1

},
prova-se facilmente que (ḣ, Π̇, Π̇V ) é uma realização de Ȧ. Utilizando a mesma estra-
tégia do exemplo anterior obtemos os geradores de Chevalley:

E1 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, E2 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

, F1 =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 e F2 =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

.

A raiz θ = α1 + α2 = (λ1 − λ3) é a raíz de altura máxima de ġ e, pelo mesmo motivo
citado no exemplo anterior, concluímos que ġθ = C[E1, E2] e ġ−θ = C[F1, F2], dito isto,
vamos considerar F0 = b[E1, E2] ∈ ġθ com b ∈ C, então E0 = −ω(F0) = −b[F1, F2] ∈
ġ−θ, e o elemento F0 deve satisfazer (F0 | ω̇(F0)) = −2/(θ | θ). Fixando novamente
a forma traço, e diferente do exemplo anterior, dessa vez vamos utilizar as relações
vistas no exemplo 1.11.1:

(αij | αij) = 1/n e (Eij | Eji) = 2n (i 6= j).

Então, por um lado,

F0 = b[E1, E2] =

0 0 b
0 0 0
0 0 0

 = bE13 e ω̇(F0) = b[F1, F2] =

 0 0 0
0 0 0
−b 0 0

 = −bE31,

o que implica (F0 | ω̇(F0)) = −b2(E13 | E31) = −6b2.

Por outro lado,

(θ | θ) = (λ1 − λ3 | λ1 − λ3) = 1/3⇒ −2/(θ | θ) = −6,

e daí, b = ±1. Tomando b = 1, temos

F0 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

, E0 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 e θV = [F0, E0] =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

.

Pelo Teorema 3.2.1, a álgebra

g(A) = C[t, t−1]⊗ sl(3)⊕ CK ⊕ Cd

é a álgebra de Kac-Moody associada à matriz A(1)
2 , onde (h,Π,ΠV ) é uma realização

de tal matriz, com

• h = ḣ⊕ CK ⊕ Cd;
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• Π = {α0 = δ − (λ1 − λ3), α1 = λ1 − λ2, α2 = λ2 − λ3} e

ΠV = {αV0 = 6K − 1 ⊗

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , αV1 = 1 ⊗

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

αV2 = 1⊗

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

};
• Geradores de Chevalley:

e0 = t⊗

0 0 0
0 0 0
1 0 0

, e1 = 1⊗

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , e2 = 1⊗

0 0 0
0 0 1
0 0 0

,

f0 = t−1 ⊗

0 0 1
0 0 0
0 0 0

, f1 = 1⊗

0 0 0
1 0 0
0 0 0

, f2 = 1⊗

0 0 0
0 0 0
0 1 0

.



Apêndice A

Álgebra linear

A.1 Decomposição em autoespaços
Seja V um espaço vetorial sobre um corpo algebricamente fechado K, e considere

T : V −→ V um operador linear. Um escalar λ ∈ K é chamado de autovalor de T se
existe v ∈ V , v 6= 0, tal que

T (v) = λv.

O vetor v é chamado de autovetor de T associado a λ, nessas condições, considere o
conjunto de todos os autovetores de T associados a λ união com {0}:

Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv},
tal conjunto é chamado de autoespaço de T associado a λ. Note que cada Vλ é um
subespaço vetorial de V e que Vλ = ker(T − λIdV ).

Seja V um K-espaço vetorial e T um operador linear de V . Considerando a família
(Vλ), onde λ é um autovalor de T e Vλ é o autoespaço associado a λ, então existe a
decomposição em autoespaços:

V =
⊕
λ

Vλ.

Seja V como acima, e considere σ : V −→ V um automorfismo de ordem m, isto é, m
é o menor natural não nulo tal que σm = idV . Dado λ um autovalor de σ arbitrário,
então para todo natural k e v ∈ V , tem-se σk(v) = λkv, em particular

v = idV (v) = σm(v) = λmv,

daí,

λm(v)− v = 0⇒ (λm − 1)v = 0⇒ λm = 1,

como K é algebricamente fechado, essa equação possui exatamente m raízes distin-
tas. Em outras palavras, os autovalores de σ são exatamente as raízes da unidade
1, ζ, . . . , ζm−1 em K, onde ζ é a m-ésima raiz primitiva da unidade, isto é, todas as
outras são potências dela (de modo cíclico). Nesse contexto, a decomposição em auto-
espaços pode ser escrita da seguinte forma:

V =
m−1⊕
i=0

Vi, onde Vi = {v ∈ V : σ(v) = ζ iv}.

88
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A.2 Espaço dual
Definição A.2.1. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. O espaço dual de V ,
denotado por V ∗, é o espaço de todas as transformações lineares de V em K, isto é, é
o conjunto de todos os funcionais lineares de V .

Considere a base B = {b1, . . . , bn} de V . Para cada bi associamos o funcional linear fi
determinado por 〈fi, bj〉 = δij onde δij é o delta de Kronecker, isto é,

δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

.

No caso da dimensão finita, o conjunto B∗ = {f1, . . . , fn} é uma base de V ∗. Daí,
V e V ∗ possuem a mesma dimensão, portanto, são isomorfos. Se o espaço possui
um produto interno, então existe um isomorfismo natural entre V e V ∗ que permite
identificar o espaço com o seu dual, isto é, podemos escrever V = V ∗

Definição A.2.2. (Transposta). Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K.
Dada uma transformação linear T : V −→ W , a aplicação T t : W ∗ −→ V ∗ definida
como T t(f) = f ◦ T : V −→ K para cada f ∈ W ∗ é denominada de transposta de T .

A.3 Reflexão
Definição A.3.1. Seja E um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Dado um
elemento não-nulo α ∈ E, uma reflexão em relação a α é uma transformação linear
inversível rα : E −→ E que satisfaz:

i) rα(α) = −α;

ii) o conjunto Frα = {β ∈ E : rα(β) = β} dos pontos fixos de rα é um hiperplano1 de
E.

Evidentemente, Frα é um subespaço complementar à reta gerada por α e, é claro, que
cada hiperplano complementar define uma reflexão em relação a α. Como rα restrito
a Frα é a identidade e rα(α) = −α, rα é involutivo, isto é, r2

α = 1.

A.4 Formas Bilineares
Definição A.4.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre um corpo K.

(i) Dizemos que B é uma forma Bilinear definida em V , quando B : V × V −→ K é
uma aplicação bilinear, isto é, linear nas duas coordenadas.

Nesse caso, define-se a matriz de B, em relação a uma base {e1, . . . en} de V , como
sendo (aij)n×n onde aij = B(ei, ej).

1Seja V um espaço vetorial não-nulo, e W um subespaço V . Então W é hiperplano de V se, e
somente se, existe um funcional linear não-nulo ϕ : V −→ R tal que ker(ϕ) =W .
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(ii) B é dita simétrica quando vale B(u, v) = B(v, u) ∀u, v ∈ V .

(iii) A forma B diz-se não degenerada (ou não singular), se ocorrer qualquer uma
das seguintes condições equivalentes:

1. Para qualquer 0 6= u ∈ V tem-se B(u, .) 6≡ 0, isto é, ∀u ∈ V − {0},∃v ∈ V tal
que B(u, v) 6= 0.

2. A matriz de B em relação a qualquer base de V é invertível (ou não singular).

3. A matriz de B em relação a uma base dada de V é invertível (ou não singular).

Ou ainda,

B é não degenerada se, e somente se, posto(B) = n.

(iv) Considere B uma forma bilinear simétrica. Uma forma quadrática associada a
B é uma função φ : V −→ K tal que,

φ(u) = B(u, u) ∀u ∈ V.

Se K é um subcorpo do corpo dos números complexos, a forma bilinear simétrica B
é completamente determinada por sua forma quadrática associada, de acordo com a
seguinte identidade, conhecida por identidade de polarização:

B(u, v) =
1

4
φ(u+ v)− 1

4
φ(u− v)

Definição A.4.2. Seja B : V × V −→ K uma forma bilinear. O núcleo (ou kernel)
de B é definido como:

ker(B) = {v ∈ V : B(u, v) = 0, para todo u ∈ V },

ou equivalentemente,

ker(B) = {v ∈ V : B(ei, v) = 0, para todo i = 1, . . . , n}.

Onde {e1, . . . , en} é uma base de V .

A.5 Produto tensorial de espaços vetoriais
A noção de produto tensorial de espaços vetoriais é relevante em diversas áreas do

conhecimento e no desenvolver da teoria discutida neste trabalho. Apresentaremos a
seguir uma definição sucinta e mais intuitiva.

Sejam V e W espaços vetoriais sobre um mesmo corpo K (de característica zero), com
V ∗ e W ∗ seus respectivos duais. Dados v ∈ V e w ∈ W , denote por
v ⊗K w : V ∗ × W ∗ → K o funcional bilinear cujo valor em (α, β) ∈ V ∗ × W ∗ é
dado por

(v ⊗K w)(α, β) = α(v)β(w).
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Definição A.5.1. O produto tensorial entre os K-espaços vetoriais V eW , denotado
por V ⊗K W , é o K-espaço vetorial2 composto por todas as somas finitas de elementos
da forma v ⊗K w com v ∈ V e w ∈ W , isto é,

V ⊗K W =

{ n∑
i=1

vi ⊗K wi : n ∈ N arbitrário e vi ∈ V,wi ∈ W , também arbitrários
}
.

Para v, vi ∈ V ; w,wi ∈ W , k ∈ K e utilizando (v ⊗K w)(α, β) = α(v)β(w), podemos
destacar:

v ⊗K w1 + v ⊗K w2 = v ⊗K (w1 + w2);

v1 ⊗K w + v2 ⊗K w = (v1 + v2)⊗K w;

k(v ⊗K w) = (kv)⊗K w = v ⊗K (kw).

Esta última, justifica o fato de aparecer "composto por" e não simplesmente "gerado
por" na definição A.5.1. Pode-se estender o produto por escalar a qualquer elemento
de V ⊗K W , da seguinte forma:

k(
n∑
i=1

vi ⊗K wi) =
n∑
i=1

(kvi)⊗K wi =
n∑
i=1

vi ⊗K (kwi).

Quando não for relevante especificar o corpo K, escreveremos somente ⊗ em vez de
⊗K. Os elementos de V ⊗W são genericamente denominados tensores de ordem 2
(ou rank 2). A seguir comentaremos os tensores de ordem maior.

Baseado no que foi feito anteriormente, vamos estender para o caso de uma coleção finita
de K-espaços vetoriais V 1, . . . , V m. Considerando o funcional multilinear denotado por
v1 ⊗ · · · ⊗ vm : (V 1)∗ × · · · × (V m)∗ → K : (α1, . . . , αm) 7→ α1(v1) · · ·αm(vm), onde
vi ∈ V i para i = 1, . . . ,m. Definimos o produto tensorial V 1 ⊗ · · · ⊗ V m como sendo
o K-espaço vetorial cujos elemetos são da forma de somas finitas de elementos como
v1 ⊗ · · · ⊗ vm, ou seja,

V 1 ⊗ · · · ⊗ V m =

{ n∑
l=1

v1
l ⊗ · · · ⊗ vml : n ∈ N e vil ∈ V i, arbitrários

}
.

Observações A.5.1. Para todo vi ∈ V i com i = 1, . . . ,m e k ∈ K, valem:

1) (v1 ⊗ · · · ⊗ vj−1 ⊗ vj ⊗ vj+1 ⊗ · · · ⊗ vn) + (v1 ⊗ · · · ⊗ vj−1 ⊗ w ⊗ vj+1 ⊗ · · · ⊗ vn) =

= v1 ⊗ · · · ⊗ vj−1 ⊗ (vj + w)⊗ vj+1 ⊗ · · · ⊗ vn

para todo w ∈ V i, para algum j = 1, . . . ,m.

2) O vetor nulo de V 1 ⊗ · · · ⊗ V m é 0⊗ · · · ⊗ 0︸ ︷︷ ︸
m−vezes

e identificamos

0⊗ · · · ⊗ 0 = 0⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn = · · · = v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn−1 ⊗ 0.
2Claramente o conjunto de todos os funcionais bilineares ϕ : V ∗×W ∗ → K é um K-espaço vetorial

e V ⊗K W é um subespaço vetorial deste.
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3) k(
n∑
l=1

v1
l ⊗ · · ·⊗ vml ) =

n∑
l=1

(kv1
l )⊗ v2

l ⊗ · · ·⊗ vml = · · · =
n∑
l=1

v1
l ⊗ · · ·⊗ vm−1

l ⊗ (kvml ).

4) Pelo que vimos, para k1, . . . , km ∈ K tem-se

(k1 · · · km)(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn) = (k1v
1)⊗ (k2v

2)⊗ · · · ⊗ (knv
n).

5) Frequentemente usamos a notação V ⊗Km , ou simplesmente V ⊗m, para denotar V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
m−vezes

.

É conveniente definir V ⊗Km , para m = 0, como sendo o corpo K. Assim como no caso
anterior, os elementos V 1 ⊗ · · · ⊗ V m são genericamente denominados tensores de or-
dem m (ou rank m).

6) Seja V um K-espaço vetorial. Faz sentido considerar K⊗ V, pois K é claramente
um espaço vetorial sobre si mesmo. É natural identificar K⊗ V com V através do
isomorfismo k ⊗ v 7−→ kv, para todo k ∈ K e v ∈ V .

7) Dadas duas coleções finitas V 1, . . . , V m e W 1, . . . ,W n de espaços vetoriais sobre um
mesmo corpo K, podemos definir os espaços vetoriais produto

A = (V 1 ⊗ · · · ⊗ V m)⊗ (W 1 ⊗ · · · ⊗W n) e B = V 1 ⊗ · · · ⊗ V m ⊗W 1 ⊗ · · · ⊗W n.

Esses espaços são isomorfos, basta considerar o isomorfismo ψ : A −→ B dado de
modo natural por

ψ((v1 ⊗ · · · ⊗ vm)⊗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wn)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn.

Esse isomorfismo é chamado de isomorfismo canônico entre A e B. Isso mostra
que V ⊗m ⊗ V ⊗n é canonicamente isomorfo a V ⊗m+n.
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