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Resumo

Este trabalho concentra-se em redes poliméricas livres de escala generalizadas "tipo-
árvore", que dependem de um parâmetro que controla a conectividade dos nós, γ, e dois
parâmetros de modularidade: o mínimo grau permitido Kc, e o máximo grau permitido
Nc. Foi monitorado a influência desses parâmetros sobre as propriedades estáticas das
redes e sobre a dinâmica de relaxamento dos polímeros. O último foi resolvido usando o
conceito de estruturas Gaussianas generalizadas computando o espectro de autovalores
da matriz de conectividade (ou Laplaciano). Concentra-se em quantidades físicas tais
como deslocamento médio de monômeros sob forças externas, raio de giração e módulos
de relaxamento mecânico (módulos de armazenamento e perda). Dependendo dos
valores dos parâmetros das redes foi possível alternar entre estruturas hiperramificadas
distintas: redes com mais segmentos "tipo-linear" ou com uma "estrela" predominante
ou topologia "tipo-dendrímero". Foi observado uma influência mais forte em Kc do que
em Nc. No domínio de tempo (frequência) intermediário, todas as quantidades físicas
mostram escala para redes poliméricas com γ = 2.5 e provou-se adicionalmente que
para redes com γ ≥ 2.5 novas regiões com declives constantes emergem por uma escolha
apropriada de Kc.
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Abstract

This work focuses on treelike generalized scale-free polymer network, which depend
on a parameter that controlls the connectivity of the nodes, γ, and two modularity
parameters: the minimum allowed degree, Kc, and the maximum allowed degree,
Nc. It was monitored the influence of these parameters on the statical properties of
the networks and on the polymer relaxation dynamics. The latter was solved in the
framework of generalized Gaussian structures by computing the eigenvalue spectrum of
the connectivity (or Laplacian) matrix. It focus on physical quantities such as average
monomer displacement under external forces, radius of gyration and the mechacical
relaxation moduli (storage and loss mudulus). Depending on the values of network’s
parameters we were able to switch between distinct hyperbranched structures: networks
with more linearlike segments or with a predominant star or dendrimerlike topology.
We observe a stronger influence on Kc than on Nc. In the intermediate time (frequency)
domain, all physical quantities show scaling for polymer networks with γ = 2.5 and
we prove additionally that for networks with γ ≥ 2.5 new regions with constant slopes
emerge by a proper choice of Kc.
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Capítulo 1

Introdução

Em anos recentes polímeros hiperramificados, que podem ser estruturas completa-
mente ordenadas, como dendrímeros, ou estruturas desordenadas, tem atraído o interesse
de cientistas da area de física polimérica [1, 2, 3]. As estruturas hiperramificadas são
geralmente "árvores"; são intactas e suas topologias estão situadas entre alguns limites,
por exemplo lineares, dendrímeros ou estruturas "tipo-estrela". Aqui é introduzido uma
nova estrutura "tipo-árvore" que é capaz de mapear a transição de uma arquitetura
"tipo-estrela" para uma topologia linear ou dendrimérica. Esta transição é realizada
para uma rede polimérica livre de escala "tipo-árvore" pelo controle de dois parâmetros
de modularidades, nominalmente o grau mínimo e máximo permitido. Esta rede será
chamada de rede polimérica livre de escala generalizada.

Dentre as redes complexas reais que são amplamente estudadas pela ciência, destacam-
se: World Wide Web [4, 5]; rede de colaboração de autores de artigos científicos [6];
redes metabólicas em organismos biológicos [7] e nanoestruturas discretas tais como
Silsesquioxano Oligomérico Poliédrico (Poss), que são moléculas frequentemente uti-
lizadas como nanopartículas em matrizes de polímeros devido às suas características
úteis, tais como: alta estabilidade térmica, baixas propriedades dielétricas e boa trans-
parência [8, 9, 10]. Por mais de 40 anos, estas redes complexas foram tratadas como
sendo completamente aleatórias. Este paradigma tem suas raízes no trabalho de dois
matemáticos Húngaros, Paul Erdős e seu colaborador mais próximo Alfréd Rényi. Com
o intuito de esplanar as propriedades peculiares das redes complexas, muitos modelos
teóricos foram desenvolvidos. A maioria dessas redes reais levam a uma distribuição de
grau de lei de potência, dando inicio aos modelos teóricos que geram redes chamadas
de livres de escala [11, 12, 13].

Em 1959, com o objetivo de descrever redes vistas em comunicação e ciências da vida,
Erdós e Rényi sugeriram que os referidos sistemas poderiam ser efetivamente modelados
conectando seus nós com ligações colocadas aleatoriamente [14]. A simplicidade de sua
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abordagem e a elegância de alguns de seus teoremas relacionados, revitalizaram a teoria
dos grafos, levando ao surgimento de um campo em matemática que se concentra em
redes aleatórias [14].

Neste trabalho generalizou-se todos os modelos teóricos conhecidos como redes
livres de escala considerando flexível o intervalo de graus permitidos. Se os mínimos e
máximos graus permitidos são variados, uma quantidade maior de possíveis arquiteturas
são encontradas, variando de "tipo-estrela" para "dendrímero" ou topologia linear.

Os cálculos teóricos foram desenvolvidos na forma de estruturas gaussianas gene-
ralizadas (GGSs) [15, 16, 17, 18, 19, 20], que abrangem redes poliméricas de qualquer
estrutura complexa. O modelo GGS é uma continuação do modelo original de Rouse,
que foi desenvolvido para cadeias lineares, e tem todas suas limitações. Não considera
as interações hidrodinâmicas; interações de volume excluído; efeitos de rigidez e nem
efeitos de emaranhamento. Em sistemas poliméricos densos, ou seja, fusão de polímeros
[20, 21, 22], a maioria dessas interações tem uma fraca influência e o simples modelo de
Rouse simula muito bem a dinâmica de polímeros. Vale ressaltar que existem modelos
que levam em consideração algumas das interações acima citadas. As interações hidrodi-
nâmicas, que são interações mediadas por solventes, podem ser incluídas explicitamente
em uma forma pré-estabelecida de Oseen: o assim chamado modelo de Zimm [18, 23, 24].
As interações de volume excluído são consideradas em modelos poliméricos teóricos
[25, 26] e os efeitos de rigidez são incluídos em modelos semiflexíveis [27, 28, 29, 30].

No modelo de Rouse GGS a dinâmica de relaxamento de redes poliméricas é com-
pletamente solucionada pela determinação dos autovalores da matriz de conectividade,
que é uma versão discreta do operador Laplaciano. Da variedade de aplicações, neste
trabalho escolheram-se, o deslocamento médio de monômeros, o módulo de armazena-
mento e perda [15, 21, 22]. A topologia interna do material polimérico é percebida em
frequências intermediárias ou domínios intermediários de tempo e, com o objetivo de
desvendar sua influência sobre as quantidades dinâmicas é necessário relativamente de
grandes estruturas.

Atualmente, após o trabalho pioneiro em dinâmicas de cadeias poliméricas lineares
[20] o modelo de Rouse foi aplicado a polímeros com arquiteturas mais complexas,
tais como dendrímeros e seus derivados [15, 18, 24, 31, 32], polímeros estrelas [18],
redes de polímeros fractais ou hiperramificados [33, 34, 35, 36], redes de polímeros
multi hierárquicos ou multicamadas [36, 37, 38], redes poliméricas de mundo pequeno
[39, 40, 41] e redes poliméricas livres de escala [11]. Devido a importância de se
entender a conexão entre a topologia de materiais poliméricos e seu comportamento
dinâmico [11], aqui extendeu-se todos estes estudos para redes poliméricas livres de escala
moduladas "tipo-árvore". Monitorou-se sistematicamente a influência dos parâmetros
de modularidade para a topologia e dinâmica dessas redes.
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Diante do exposto, o presente trabalho tem como objetivo utilizar uma Lei de
potência para a distribuição de grau de monômeros; o cálculo do deslocamento médio
dos polímeros em solvente; o cálculo dos módulos de armazenamento e perda para
as redes livres de escala generalizadas (GSFNs), bem como o estudo das estruturas
Gaussianas generalizadas (GGS), com o objetivo de investigar a interação entre essas
topologias e seu comportamento dinâmico.

Este trabalho está estruturado como se segue: No Capítulo 2 é apresentado a
Equação de Langevin, cuja solução leva ao modelo de Rouse que governa a dinâmica
de relaxamento dos polímeros. No Capítulo 3 é abordado o formalismo das Estruturas
Gaussianas Generalizadas (GGSs), e a dedução da equação do deslocamento médio de
monômeros. No Capítulo 4 são conceituadas as Redes Livres de Escala Generelizadas
(GSFNs), de onde é descrito o algoritmo utilizado para criar as redes a partir de uma
distribuição de grau de monômeros, com dois parâmetros de modularidade: o grau
mínimo e máximo permitidos. Aqui serão apresentadas algumas redes construidas
e computado a distribuição de grau que lhes dá origem. No Capítulo 5 é exibido
os resultados, que mostram: o Espectro de autovalores do Laplaciano; a Equação
constitutiva que origina os módulos de armazenamento e perda e finalmente, o raio
de giração, que é baseado nos autovalores da matriz de conectividade. Destacaram-se
alguns aspectos importantes do espectro de autovalores da matriz de conectividade,
concentrando-se na influência dos três parâmetros: γ, Kc e Nc. Por último, tem-se o
Capítulo 6 com as conclusões referentes à dissertação.



Capítulo 2

A Equação de Langevin

Uma descrição alternativa do movimento Browniano é estudar a equação de mo-
vimento da partícula Browniana escrevendo a força aleatória f(t) explicitamente na
forma de Langevin:

ζ
dx

dt
=−∂U

∂x
+f(t). (2.1)

Fisicamente, a força aleatória f(t) representa a soma das forças devido a colisão
incessante das moléculas do fluido com a partícula Browniana.

Como não podemos conhecer a dependência temporal precisa de tal força, consideramo-
la uma variável estocástica e assumimos uma distribuição plausível Ψ[f(t)] para ela.
Neste esquema, a média de uma quantidade física A(x(t)) é calculada, em princípio,
pelo seguinte procedimento. Primeiramente a Eq. (2.1) é solucionada para um dado
f(t), e A(x(t)) é expressa por f(t). A média é então tirada com respeito a f(t) para a
funçao de distribuição Ψ[f(t)] dada.

Embora várias distribuições possam ser concebidas para f(t) dependendo da mode-
lagem física, aqui consideraremos somente o processo que é descrito pela Equação de
Smoluchowvski. È mostrado no Apêndice B que se a distribuição f(t) é adotada como
Gaussiana caracterizada pelos momentos:

< f(t)>= 0, < f(t)f(t′)>= 2ζkBTδ(t− t′), (2.2)

ou seja, se a distribuição de probabilidade funcional de f(t) for

Ψ[f(t)]∝ exp
(
− 1

4ζkBT

)∫
dtf(t)2 (2.3)

então a distribuição de x(t) determinada pela Eq. (2.1) satisfaz a Equação de Smo-
luchowski. Neste trabalho checamos isto para um caso especial simples. Considere o
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movimento Browniano de uma partícula livre (U = 0) para que a equação de Langevin
possa ser escrita como

ζ
dx

dt
= f(t) (2.4)

se a partícula estava em x′ no tempo t= 0, sua posição no tempo t é dada por

x(t) = x′+ 1
ζ

∫ t

0
dt′f(t′). (2.5)

A Eq. (2.5), indica que x(t)−x′ é uma combinação linear de variáveis aleatórias
Gaussianas f(t). Portanto, de acordo com teorema no Apêndice A, a distribuição de
x(t) deve ser Gaussiana. Aqui a distribuição de probabilidade de x(t) é escrita como

Ψ(x,t) = (2πB)−1/2exp

(
−(x−A)2

2B

)
, (2.6)

onde

A=< x(t)>, B =< (x(t)−A)2 > . (2.7)

Das Eqs. (2.2) e (2.5), estes momentos são facilmente calculados:

A= x′+ 1
ζ

∫ t

0
dt′ < f(t′)>= x′ (2.8)

e

B =
〈(

1
ζ

∫ t

0
dt′f(t′)

)(
1
ζ

∫ t

0
dt′′f(t′′)

)〉

= 1
ζ2

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′ < f(t′)f(t′′)> (2.9)

= 2kBT
ζ

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′δ(t′− t′′) = 2kBT

ζ
t. (2.10)

Usando a Relação de Einstein D = kBT/ζ se obtém

B = 2Dt.

Então
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Ψ(x,t) = (4πDt)−1/2exp

(
−(x−x′)2

4Dt

)
. (2.11)

Esta é a solução da Equação de Smoluchowski

∂Ψ
∂t

=D
∂2

∂x2 Ψ. (2.12)

A Equação de Langevin (2.1) é equivalente a Equação de Smoluchowski somente
quando a constante de difusão D ≡ kBT/ζ é independente de x. Se D depende de x,
um termo adicional deve ser adicionado à equação (2.1)

ζ
dx

dt
=−∂U

∂x
+f(t) + ζ

2
∂D

∂x
. (2.13)

A derivação é dada no Apêndice B. Fisicamente, o termo ∂D/∂x é necessário
para compensar o fluxo causado pela força aleatória que é dependente da posição da
partícula.

A Equação de Langevin correspondente a Equação de Smoluchowski em espaço de
fase multidimensional é dado por

d

dt
xn =

∑
m
Lnm

(
− ∂U

∂xm
+fm(t)

)
+ 1

2kBT
∑
m

∂

∂xm
Lnm. (2.14)

A distribuição da força aleatória é Gaussiana, caracterizada pelo momentos:

< fn(t) = 0>, (2.15)

e

< fn(t)fm(t′)>= 2(L−1)nmkBTδ(t− t′), (2.16)

onde (L−1)nm denota o inverso da matriz Lnm

∑
m
Lnm(L−1)mk = δnk. (2.17)

A Equaçao de Langevin (2.14) representa o mesmo movimento da Equação de
Smoluchowski

∂Ψ
∂t

= ∂

∂x

1
ζ

(
kBT

∂Ψ
∂x

+ ∂U

∂x
Ψ
)
, (2.18)

que é a equação básica para a dinâmica das soluções e suspensões de polímeros.
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2.1 Função de correlação de tempo e função res-
posta

Uma quantidade importante que caracteriza o movimento Browniano é a função de
correlação de tempo, que é operacionalmente definida da seguinte forma. Suponhamos
que medimos uma quantidade física A de um sistema de partículas Brownianas para
muitas amostras em um estado de equilíbrio. Seja A(t) os valores medidos de A no
tempo t. Normalmente, A parece um padrão de ruído. A função de correlação de tempo
CAA(t) é definida como a média do produto A(t)A(0) sobre muitas medidas:

CAA(t) =<A(t)A(0)> . (2.19)

A função de correlação de tempo (2.19) é denominada de função de autocorrelação
como expressando a correlação das mesmas quantidades físicas em tempos diferentes. As
funções de correlação de tempo também são definidas por quantidades físicas diferentes,

CAB(t) =<A(t)B(0)>, (2.20)

que é chamada de função de correlação cruzada.

2.2 O modelo de Rouse

As propriedades estáticas de um polímero podem ser determinadas considerando
o polímero como um conjunto de pérolas conectadas ao longo de um colar [20]. É
natural modelar a dinâmica do polímero pelo movimento browniano de tais pérolas. Tal
modelo foi primeiramente proposto por Rouse e tem sido a base das soluções poliméricas
diluídas [21].

Considera-se (R1,R2, . . .,RN) ≡
{
Rn

}
a posição dos vetores relativos ao sistema de

coordenadas das pérolas compreendendo uma cadeia interconectada, como representado
esquematicamente na Fig. 2.1.

Além disso, a equação do movimento das pérolas é descrita pela equação de Langevin
[42, 21], que para uma melhor compreensão do modelo de Rouse, escreve-se da seguinte
forma:

∂

∂t
Rn(t) =

∑
m

Hnm

(
− ∂U

∂Rm
+ fm(t)

)
+ 1

2κBT
∑
m

∂

∂Rm
Hnm, (2.21)

onde fm(t) é a força aleatória, κB é a constante de Boltzman, T é a temperatura, e
Hnm é a matriz de mobilidade.
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Figura 2.1: Modelo de Rouse.

No modelo de Rouse, a interação de volume excluído e a interação hidrodinâmica são
desconsideradas. Então a matriz de mobilidade e o potencial de interação são escritos
como:

Hnm = I
ζ
δnm, (2.22)

U = κ

2

N∑
n=2

(Rn−Rn−1)2 (2.23)

com
κ= 3κBT

b2
. (2.24)

onde b é o comprimento do segmento de ligação em equilíbrio e ζ é a constante de
fricção da amostra de polímero.

Neste modelo, que considera uma cadeia linear, a Equação de Langevin (2.21)
torna-se uma equação linear para Rn. Para pérolas internas (n= 2,3, . . . ,N −1)

ζ
dRn
dt

=−κ(2Rn−Rn+1−Rn−1) +fn. (2.25)

A Fig. 2.1 ilustra o modelo de Rouse como sendo vários monômeros (ou pérolas)
conectados por molas (interações entre monômeros), sendo R1,R2,R3 e R4 os vetores
posição para este exemplo.

Para as pérolas finais (n= 1 e N) temos

ζ
dR1
dt

=−κ(R1−R2) +f1 ζ
dRN
dt

=−κ(RN−RN−1) +fN . (2.26)

A distribuição da força aleatória fn é Gaussiana, caracterizada pelos momentos
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dados pelas equações:
< fn(t)>= 0, (2.27)

< fnα(t)fmβ(t′)>= 2ζκBTδnmδαβδ(t− t′). (2.28)

Como no caso da cadeia Gaussiana, o sufixo n no modelo de Rouse pode ser considerado
como uma variável contínua. No limite contínuo, Rn+1 + Rn−1−2Rn→ ∂2Rn/∂n2 e
a Eq. (2.25) é reescrita como

ζ
∂Rn
∂t

= κ
∂2Rn
∂n2 +fn. (2.29)

Para reescrever a Eq. (2.26) no limite contínuo, nota-se que esta, estará incluída na
Eq. (2.25) se as pérolas hipotéticas R0 e RN+1 forem definidas como

R0 = R1, RN+1 = RN (2.30)

que se tornam, no limite contínuo,
∂Rn
∂n

∣∣∣∣
n=0

= 0, ∂Rn
∂n

∣∣∣∣
n=N

= 0. (2.31)

Também os momentos das forças aleatórias são agora dados como

< fn(t)>= 0,

< fnα(t)fmβ(t′)>= 2ζκBTδ(n−m)δαβδ(t− t′). (2.32)

As Eqs. (2.29), (2.31) e (2.32) definem o modelo contínuo de Rouse.

Os resultados do modelo discreto e do modelo contínuo concordam entre si para uma
longa ecala temporal, mas não para tempos curtos. A discrepância, contudo, não têm
significado físico importante desde que a descrição do polímero por pérolas discretizadas
seja um artefato, os resultados que dependem da natureza discreta das pérolas não têm
validade.

Deve ser enfatizado que a essência do modelo de Rouse está na natureza universal
da modelagem da dinâmica de um objeto conectado. A suposição central no modelo
de Rouse é que a dinâmica é governada por interações localizadas ao longo da cadeia.
Para ver isso, considera-se a forma geral da Equação de Langevin Linearizada.

dRn
dt

=
∑
m
AnmRm + fn/ζ, (2.33)

onde Anm é uma matriz constante representando a interação entre as pérolas e fn é a
força aleatória. Desde que o sistema seja homogênio, Anm depende somente de n−m,
de modo que a Eq. (2.33) pode ser reescrita como

dRn
dt

=
∑
m
AmRn+m + fn/ζ (2.34)

com Am ≡ An,n+m.
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2.3 Coordenadas normais

Será estudado agora as consequências do modelo de Rouse. A Eq. (2.29) representa
um movimento Browniano de osciladores acoplados. Uma forma padrão de tratamento
de um tal sistema está em encontrar as coordenadas normais, cada uma capaz de
movimento independente.

Para encontrar as coordenadas normais, considera-se a transformação linear de
Rn(t)

XP(t) =
∫ N

0
dnφpnRn(t) (2.35)

e escolhe-se φpn de modo que a equação de movimento para Xp tenha a seguinte forma,

ζp
∂

∂t
Xp =−κpXp +fp. (2.36)

Das Eqs. (2.35) e (2.36) obtemos

ζp
∂Xp
∂t

= ζp

∫ N

0
dnφpn

∂

∂t
Rn = ζp

ζ

∫ N

0
dnφpn

(
κ
∂2Rn
∂n2 + fn

)
. (2.37)

Usando integração por partes, pode-se reescrever a Eq. (2.37) como

lado direito = ζp
ζ

[
φpnκ

∂Rn
∂n

]N
0
− ζp
ζ

[
κ
∂φpn
∂n

Rn

]N
0

+

ζp
ζ

∫ N

0
dn

[
κ
∂2φpn
∂n2 Rn +φpnfn

]
. (2.38)

O primeiro têrmo desaparece devido a Eq. (2.32). Então a Eq. (2.38) é reescrita como

−ζp
ζ

[
κ
∂φpn
∂n

Rn

]N
0

+ ζp
ζ

∫ N

0
dn

[
κ
∂2φpn
∂n2 Rn +φpnfn

]
=
∫ N

0
dn(−κpφpnRn) + fp.(2.39)

Para a Eq. (2.39) se manter, deve-se ter

ζp
ζ
κ
∂2φpn
∂n2 =−κpφpn (2.40)

com
∂φpn
∂n

= 0 em n= 0 e n=N (2.41)

e
fp = ζP

ζ

∫ N

0
dnφpnfn. (2.42)

As Eqs. (2.40) e (2.41) são as equações de autofunção para φpn, que são bem
conhecidas e têm uma possível solução
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φpn = 1
N

cos
(
pπn

N

)
(p= 0,1,2, . . .) (2.43)

e
κp = κ

ζp
ζ

(
pπ

N

)2
. (2.44)

Agora ζp pode ser escolhido arbitrariamente, de modo que se escolha ζp tal que fp
satisfaça a mesma fórmula como o oscilador, ou seja,

< fpx(t)fpx(0)>= 2ζpκBTδ(t). (2.45)

Logo, em termos das coordenadas Xp definida por

Xp ≡
1
N

∫ N

0
dncos

(pπn
N

)
Rn(t) com p= 0,1,2, . . . , (2.46)

a Eq. (2.29) pode ser reescrita como

ζp
∂

∂t
Xp =−κpXp +fp, (2.47)

onde

ζ0 =Nζ e ζp = 2Nζ para p= 1,2, . . . (2.48)

κp = 2π2κp2/N = 6π2κBT

Nb2
p2 para p= 0,1,2, . . . (2.49)

e as fp são as forças que satisfazem

< fpα >= 0, < fpα(t)fqβ(t′)>= 2δpqδαβζpκBTδ(t− t′). (2.50)

Uma vez que as forças aleatórias são independentes umas das outras, os movimentos
dos Xp são também independentes uns dos outros. Portanto o movimento do polímero
é decomposto em modos independentes.

As funções de correlação de tempo das coordenadas normais podem ser calculadas
imediatamente da Eq. (2.37). Para p > 0

<Xpα(t)Xqβ(0)>= δpqδαβ
κBT

κp
exp(−t/τp), (2.51)
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onde
τp = τ1

p2 (2.52)

e
τ1 = ζ1

κ1
= ζN2b2

3π2κBT
. (2.53)

Por outro lado para p= 0

〈(X0α(t)−X0α(0))(X0β(t)−X0β(0))〉= δαβ
2κBT
ζ0

t= δαβ
2κBT
Nζ

t. (2.54)

A transformação inversa da Eq. (2.46) é

Rn = X0 + 2
∞∑
p=1

Xp cos
(
pπn

N

)
. (2.55)

Será considerado agora o significado físico das coordenadas normais. A coordenada
X0 representa a posição do centro de massa

RG = 1
N

∫ N

0
dnRn = X0. (2.56)

Assim o deslocamento quadrático médio de RG é calculado da Eq. (2.56) como

〈(RG(t)−RG(0))2〉=
∑

α=x,y,z
〈(X0α(t)−X0α(0))2〉= 6κBT

Nζ
t. (2.57)

A constante de auto difusão do centro de massa está definida por

DG = lim
t→∞

1
6t〈(RG(t)−RG(0))2〉. (2.58)

Das Eqs. (2.57) e (2.58)
DG = κBT

Nζ
. (2.59)



Capítulo 3

Estruturas Gaussianas
Generalizadas e a Dinâmica de
Relaxamento

Nesta seção é fornecida uma breve introdução às redes construídas, focando nas
quantidades dinâmicas de relaxamento, tais como o módulo dinâmico complexo, o raio
de giração e o deslocamento de monômeros médio. Então, monitora-se a influência dos
parâmetros de modularidade das GSFN sobre as quantidades supracitadas e sobre o
espectro de autovalores.

3.1 Modelo teórico

Uma estrutura gaussiana generalizada (GGS) representa uma extensão do modelo
clássico de Rouse [15, 35, 43], desenvolvido para cadeias poliméricas lineares, para
sistemas de topologia arbitrária: estes são modelados como uma estrutura consistindo de
Ntot pérolas conectadas por molas harmônicas, veja a Fig. 3.1. Por simplicidade, todas
as pérolas das GGS estão sujeitas a mesma constante de fricção ζ com respeito ao meio
viscoso circuncidante (o solvente). A constante de fricção das pérolas das GGS espelham
a fricção geral dos fragmentos de polímeros diretamente ligados a um determinado ponto
(pérola). Por sua vez, o fragmento de cadeias entre as pérolas, estão estabelecidos a serem
suficientemente longos, uma vez que obedecem a estatísticas Gaussianas. Normalmente,
um fragmento de cadeia de cerca de dez monômeros cumpre este requisito. Isto permite
que cada fragmento de cadeia seja satisfatoriamente modelado por uma mola elástica
(entrópica)[15].

A energia potencial das GGS na ausência de forças externas, Uelastic, contém as

22
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(a)

(b)

Figura 3.1: (a) Representação esquemática da cadeia de Rouse mola-e-pérola e (b) um
exemplo particular de GGS.

contribuições elásticas das molas harmônicas (ligações) conectadas às outras.

Uelástica({R}) = K

2
∑

ligações
[Rn−Rm]2 = K

2

Ntot∑
n=1

Ntot∑
m=1

AnmRnRm, (3.1)

onde Rn(t) = (Xn(t),Yn(t),Zn(t)) e Rm(t) = (Xm(t),Ym(t),Zm(t)) são as posições dos
vetores da n-ésima e m-ésima pérola da GGS, respectivamente. O somatório na
primeira soma da Eq. (3.1) é aplicado sobre todos os pares de pérolas n, m diretamente
conectadas por molas elásticas (ligações). A quantidade K = 3kBT/b2 é a constante
elástica de uma mola harmônica, onde kB é a constante de Boltzman, T é a temperatura
e b2 é a distância média quadrada de ponta a ponta para a mola não esticada [15]. No
lado direito da mão direita da Eq. (3.1), destaca-se que a energia potencial Uelástica
pode ser representada através da matriz de conectividade A = (Anm) da GGS dada,
que também é chamada de matriz de Kirchhoff ou matriz de Rouse generalizada[15]. A
matriz de conectividade A contém toda a informação sobre a topologia da GGS em
questão e é construída conforme apresentada no Anexo C.

Assume-se que cada monômero experimenta o mesmo coeficiente de fricção ζ e
todas as pérolas se movem sob a influência de forças aleaórias que são incluídas via
velocidades aleatórias w(t). Estas forças aleatórias surgem devido a incessantes colisões
das moléculas do solvente com as pérolas; como de costume, a distribuição de w(t) é
tomada para ser um processo gaussiano centrado. Evidentemente, devido ao teorema
da flutuação-dissipação o coeficiente de fricção e as velocidades aleatórias w(t) estão
relacionadas. Além disso, os campos externos impostos sobre os monômeros conduzem
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ao aparecimento de forças externas F(t).

3.2 Dinâmica de relaxamento

Diante desta situação a Equação de Langevin linearizada para a dinâmica das
pérolas, onde as coordenadas das pérolas estão denotadas por R, se lê [18]:

∂Ri(t)
∂t

+σ
N∑
j=1

AijRj(t) = wi(t) + Fi(t)
ζ

. (3.2)

Aqui Ri é o vetor posição da i-ésima pérola (multifuncional, bifuncional ou monofun-
cional) e ζ é o coeficiente de fricção. Além disso, ζwi e Fi são as forças que agem
sobre a i-ésima pérola. Por simplicidade considera-se somente a situação homogênia,
de modo que todas as ligações sejam equivalentes. Isto é refletido na constante σ, que
em modelos tipo Rouse é a constante de taxa de ligação, σ = 3κBT

l2ζ , com l2 começando
o comprimento médio quadrático de cada vetor ligação. Além disso, A = (Aij) na
Eq. (3.2) é a matriz de adjacência (Matriz de Kirchhoff, matriz estrutural, matriz
de conectividade ou matriz de Rouse generalizada). A matriz A pode ser construída
inicialmente definindo todos os elementos para zero e contabilizando para cada ligação
entre os monômeros i e j aumentando os elementos da diagonal principal Aii e Ajj por
+1 e os elementos da não-diagonal Aij e Aji por −1. Note que deste jeito, A é uma
matriz constante simétrica, que é independente de Ri. Além disso, det A = 0, o que é
evidente por contrução, e que implica que (pelo menos) um autovalor é igual a zero. A
Eq. (3.2) relata o equilíbrio entre a fora de atrito dos monômeros de N, suas interações,
as forças agindo sobre eles e a força aleatória estocástica.

Mais compactamente, a Eq. (3.2) se lê:

∂R(t)
∂t

+σAR(t) = w(t) + F(t)
ζ
, (3.3)

com R ≡ (R1,R2, . . . ,RN )T , w ≡ (w1,w2 . . . ,wN )T e F ≡ (F1,F2 . . . ,FN )T , onde T
denota o vetor transposto.

A solução da Eq. (3.3) pode ser escrita como

R(t) =
∫ t

−∞
dt′ exp[−σ(t− t′)A]

[
w(t′) + F(t′)

ζ

]
(3.4)

como pode ser prontamente verificado por diferenciação do lado direito em relação a t.

Para se ter uma forma operacional para determinar R(t) da Eq. (3.4) é conve-
niente proceder pela diagonalização da matriz de conectividade. Dado portanto N
autovetores linearmente independentes Qi de A, de modo que AQi = λiQi, definimos
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Q≡ (Q1,Q2 . . . ,QN ). A matriz Q pode agora ser usada para diagonalizar A, uma vez
que

A = QΛQ−1 (3.5)

com Q−1 sendo o inverso de Q. Esta relação segue de AQ = QΛ, onde Λ é a matriz
diagonal cujos elementos são λi. Da Eq. (3.5) qualquer função de A (uma matriz
diagonalizável) pode ser escrita como

f(A) = Qf(Λ)Q−1. (3.6)

Especialmente tem-se
exp(At) = Qexp(Λt)Q−1. (3.7)

Assim a Eq. (3.4) pode ser escrita em termos destes autovalores e autovetores como

R(t) =
∫ t

−∞
dt′Qexp[−σ(t− t′)Λ]Q−1

[
w(t′) + F(t′)

ζ

]
. (3.8)

Esta é uma expressão da matriz para o deslocamento das pérolas dados forças térmicas
aleatórias e campos externos.

A média de deslocamento <R(t)> pode ser agora obtida pela média da Eq. (3.8)
sobre a velocidade aleatória w. Para isso, usa-se a relação <w(t)>= 0; evidentemente
também <wiα(t)wjβ(t′)>= 2κBTδijδαβδ(t− t′)/ζ onde α e β denotam as direções (x,y
ou z), δij e δαβ são as funções delta de Kronecker e κB é a constante de Boltzman.

A Eq. (3.8) simplifica-se para:

<R(t)>=
∫ t

−∞
dt′Qexp[−σ(t− t′)Λ]Q−1 F(t′)

ζ
. (3.9)

A Eq. (3.9) representa o deslocamento médio de dos polimeors sob a ação das forças
arbitrárias externas. A Eq. (3.9) pode ser ainda mais simplificada considerando o caso
da força externa agindo sobre uma única (marcada) pérola.

Aqui assumi-se que a força externa puxa a m-ésima pérola. Deixa-se também a força
ser aplicada a t= 0 e durante o movimento ficara constante. Escolhendo a coordenada
y na direção da força tem-se

Fm(t) = F0θ(t)ey (3.10)

e Fj(t) = 0 para j 6= m. Na ultima equação θ(t) é a função de passo Heaviside.
Pode-se escrever a Eq. (3.10) mais formalmente introduzindo o vetor coluna um =
(0,0, . . . ,1, . . . ,0,0)T . Então

F(t) = Fm(t)um. (3.11)

Determina-se agora primeiro a dinâmica do centro de massa (CM) sobre F, Eqs.
(3.10) e (3.11). Para isso usa-se a definição do CM, reescrevendo em termos do vetor
unitario u = (1,1, . . . ,1, . . . ,1,1). O deslocamento do CM na direção y é dado por:
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< YCM (t)>= 1
N

N∑
i=1

< Yi(t)>= 1
N

u·<Y(t)> (3.12)

com Y ≡ (Y1,Y2, . . . ,YN )T . Usando a Eq. (3.9), obtém-se da Eq. (3.12):

< YCM (t)> = F0
Nζ

∫ t

0
dt′u · e−σ(t−t′)A ·um

= F0
Nζ

∫ t

0
dt′
∞∑
j=0

u · [−σ(t− t′)A]j
j! ·um. (3.13)

Agora pode-se ver que u ·A = 0 (a partir do detA= 0 ou por construção). Portanto
na soma sobre j somente o termo com j = 0 sobrevive. Então a equação para o
movimento do CM é dada por:

< YCM (t)>= F0
Nζ

∫ t

0
dt′u ·um = F0t

Nζ
. (3.14)

Como era de se esperar por razões físicas o deslocamento do CM recupera o crescimento
linear. A imagem é clara: a força total F0 sobre o sistema é equilibrada pela fricção total,
Nζ, o que leva a uma velocidade constante F0/Nζ. Volta-se agora para a determinação
do deslocamento médio da m-ésima pérola com uma força constante agindo sobre ela.
Da Eq. (3.9) o movimento desta pérola na direção y é:

< Ym(t)> = F0
ζ

N∑
i=1

∫ t

0
dt′Qm,i exp[−σλi(t− t′)]Q−1

i,m

= F0t

Nζ
+ F0
σζ

N∑
i=2

Qm,i
1− exp(−σλit)

λi
Q−1
i,m, (3.15)

onde se define (Q−1)i,m ≡ Q−1
i,m. No lado direito da Eq. (3.15) o movimento do CM

separado pode ser entendido da seguinte forma: para qualquer estrutura conectada
a matriz A têm-se somente um autovalor igual a zero que se denota por λ1. Agora
claramente, uT /

√
N é um autovetor de A para λ1 = 0, desde que antes A ·uT = 0.

Define-se Q1 = uT /
√
N , através da qual a primeira linha de Q−1 torna-se u/

√
N . Isto

é assim desde u/
√
N seja ortogonal para o outro Qi(i = 2, . . . ,N)(eles pertencem a

outros valores) e u ·uT =N . Daí Qm,1 =Q−1
1,m = 1/

√
N para todo m.

Uma situação especial surge quando a força externa age sobre um monômero
carregado contido no polímero. Quando a posição da carga no interior da estrutura é
aleatória (desordem temperada), o conjunto-média de deslocamento do monômero pode
ser calculado da Eq. (3.9) pela média sobre todas as posições dos monômeros. Esta é
uma média dupla tanto sobre as flutuações das forças aleatórias e sobre as posições das
cargas. No entanto a expressão resultante torna-se mais simples do que a Eq. (3.9),
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uma vez que para sua determinação somente os autovalores de A, mas não os seus
autovetores, são obrigatórios. Para mostrar isto, observa-se que ao monitorar a pérola
sobre a qual a força externa age, tem-se da Eq. (3.9) e Eq. (3.15)

<< Y (t)>> = 1
N

N∑
m=1

< Ym(t)>

= F0
Nζ

∫ t

0
dt′Tr(Qexp[−σ(t− t′)Λ]Q−1), (3.16)

onde Tr denota o traço da matriz envolvida. Agora usa-se o fato de que o traço é
invariante sob permutações cíclicas, de onde segue:

<< Y (t)>> = F0
Nζ

∫ t

0
dt′Tr(exp[−σ(t− t′)Λ])

= F0
Nζ

∫ t

0
dt′

N∑
i=1

exp[−σλi(t− t′)]. (3.17)

Esta equação pode ser facilmente integrada; observando que somente λ1 desaparece,
λ1 = 0. Então teremos:

<< Y (t)>> = F0t

Nζ
+ F0
σNζ

N∑
i=2

1− exp(−σλit)
λi

. (3.18)

3.3 Equação constitutiva

A propriedade mecânica de um material homogênio é expressa pela equação cons-
titutiva que relaciona o tensor de stress σαβ ao tensor gradiente de velocidade καβ,
com

καβ(r, t) =
∂v̄α(r,t)
∂rβ

, (3.19)

onde v̄α(r,t) é o campo de velocidade macroscópica.

Geralmente, ambos σαβ e καβ dependem da posição e do tempo. Contudo, ao
considerar a equação constitutiva, a dependência posicional de καβ pode ser eliminada
porque a tensão em um certo elemento de fluido depende somente dos valores prévios
do gradiente de velocidade avaliados neste elemento de fluido (princípio da localidade).
Isto é uma consequência das escalas de comprimento das partículas serem menores
que o comprimento macroscópico: apesar da tensão depender, estritamente falando,
não somente de καβ mas também das suas derivadas espaciais ∂καβ/∂rγ , o efeito é
da ordem de (tamanho da partícula)/(comprimento macroscópico) que é geralmente
insignificantemente pequeno [21]. Portanto, para estudar a equação constitutiva, deve-se
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assumir, sem perda de generalidade, que o gradiente de velocidade macroscópica é
constante através do sistema, e que o campo de velocidade é dado por

v̄αβ(r, t) = καβ(t)rβ. (3.20)

E neste caso o tensor de stress σαβ é independente da posição. Tal fluxo é chamado
homogênio [21].

O tensor de stress σαβ pode ser expresso como a soma de um tensor isotrópico σ̄δαβ
e um tensor anisotrópico σ(a)

αβ cujo traço é zero:

σαβ = σ̄δαβ +σ
(a)
αβ , (3.21)

com

σ̄ = 1
3σαα, σ(a)

αα = 0. (3.22)

Em um fluido imcompressível para que

∂

∂rα
v̄α = καα = 0 (3.23)

a parte isotrópica é determinada pelas condições externas e é irrelevante para a discussão
da equação constitutiva. Aqui considera-se somente estes fluidos e negligencia-se a parte
isotrópica no tensor de stress. Assim dois tensores de stress σAαβ e σBαβ são considerados
iguais se suas diferenças σAαβ−σBαβ, forem um tensor isotrópico.

3.4 Propriedades viscoelasticas

3.4.1 Viscoelasticidade

Como forma alternativa de estudar a dinâmica de polímeros em solução pode-se
medir suas propriedades viscoelásticas [21].

Uma das ferramentas utilizadas com este objetivo é o fluxo de cisalhamento, cujas
componentes da velocidade são dadas por

vx(r, t) = κ(t)ry, vy = vz = 0. (3.24)
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Se a taxa de cisalhamento κ(t) é pequena o suficiente, a tensão de cisalhamento
depende exclusivamente de κ(t) e pode ser escrita como

σxy(t) =
∫ t

−∞
dt′G(t− t′)κ(t′), (3.25)

onde G(t) é chamado de módulo de relaxamento. Para soluções diluídas, em que o
efeito do polímero é pequeno é conveniente escrever a Eq. (3.25) como

σxy(t) = ηsκ(t) +
∫ t

−∞
dt′G(p)(t− t′)κ(t′) (3.26)

O primeiro termo representa a propriedade do solvente puro e o segundo termo
representa o efeito dos polímeros.

Dois casos especiais são importantes.

(i) Fluxo de cisalhamento constante:

κ(t) = κ= 0. (3.27)

Neste caso, a tensão de cisalhamento é constante, o que define a viscosidade de
estado estacionário

η = 1
κ
σxy. (3.28)

Das Eqs. (3.26) e (3.27), segue que

η = ηs+
∫ ∞

0
dtG(p)(t). (3.29)

O aumento na viscosidade devido a presença de polímeros é usualmente expresso
pela viscosidade intrínseca, ou número de viscosidade, definido por

[η] = lim
ρ→0

η−ηs
ρηs

, (3.30)

onde ρ é o peso do polímero no volume unitário da solução. Usando c (o número de
segmentos por volume), N (o número de segmentos por polímero), M (o peso molecular)
e NA (o número de avogadro), ρ é escrito como

ρ= c

N

M

NA
. (3.31)
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(ii) Fluxo oscilatório:

κ(t) = κ0 cos(ωt) = κ0Re(eiωt), (3.32)

onde Re representa a parte real. A resposta para este fluxo define o módulo complexo
G∗(ω):

σxy(t) = κ0Re
(
G∗(ω)
iω

eiωt
)
. (3.33)

Uma vez que a Eq. (3.26) fornece

σxy(t) = κ0Re
(
eiωtηs+

∫ t

−∞
dt′G(p)(t− t′)eiωt

′
)

= κ0Re
[
eiωt

(
ηs+

∫ t

−∞
dt′G(p)(t− t′)eiωt

′
)]
. (3.34)

G∗(ω) é escrito como

G∗(ω) = iωηs+ iω
∫ ∞

0
dte−iωtG(p)(t)

= G′(ω) + iG′′(ω). (3.35)

A parte real G′(ω) e a parte imaginária G′′(ω) são chamados módulos de arma-
zenamento e pêrda respectivamente. Resultados experimentais são frequentemente
expressados pelo módulo intrínseco adimensional definido por [21]:

[
G′(ω)

]
R

= lim
ρ→0

M

ρRT
G′(ω) = lim

ρ→0
M

ρRT

∫ ∞
0

dtω sin(ωt)G(p)(t) (3.36)

[
G′(ω)

]
R

= lim
ρ→0

M

ρRT
(G′′(ω)−ωηt) = lim

ρ→0
M

ρRT

∫ ∞
0

dtω cos(ωt)G(p)(t), (3.37)

onde R =NAkB é a constante de gás.

Expressão microscópica para o tensor de stress

A tensão macroscópica das soluções poliméricas podem ser escritas como

σαβ = ηs(καβ(t) +κβα(t)) +σ
(p)
αβ +Pδαβ, (3.38)



31

onde

σ
(p)
αβ =− c

N

N∑
n=1

< FnαRnβ > . (3.39)

Aqui o fator c/N representa o número de polímeros por unidade de volume.

Uma vez que Fn é escrita como

Fn =− ∂

∂Rn
(kBT lnΨ +U), (3.40)

a Eq. (3.38) é reescrita como

σ
(p)
αβ = c

N

∑
n

∫
d{Rn}Ψ

∂

∂Rnα
(kBT lnΨ +U)Rnβ

= c

N

∑
n

[∫
d{Rn}kBT

∂Ψ
∂Rnα

Rnβ +
〈
∂U

∂Rnα
Rnβ

〉]
. (3.41)

O termo kBT
∂Ψ
∂Rnα

Rnβ na Eq. (3.41), fornece a tensão isotrópica kBTδαβ pela
integração por partes e pode ser descartado em um fluido incompressível (ver Seção
3.3). Então

σ
(p)
αβ = c

N

∑
n

〈
∂U

∂Rnα
Rnβ

〉
. (3.42)

Sob condições Θ, U é dado pela Eq. (2.23), consequentemente

σ
(p)
αβ = c

N

3kBT
b2

N∑
n=1

<−(Rn+1 + Rn−1−2Rn)αRnβ >

= c

N

3kBT
b2

N∑
n=1

< (Rn+1−Rn)α(Rn+1−Rn)β > (3.43)

ou no limite contínuo

σ
(p)
αβ = c

N

3kbT
b2

∫ N

0
dn

〈
∂Rnα
n

∂Rnβ
∂n

〉
. (3.44)

A tensão resultante do potencial de volume excluído pode ser negligenciada porque
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〈∑
n

∂U1
∂Rnα

Rnβ

〉
= v

2kBT
∑
n,m

〈(
∂

∂Rnα
δ(Rn−Rm)

)
Rnβ

〉

= v

4kBT
∑
n,m

〈[
∂

∂Rnα
δ(Rn−Rm)

]
(Rnβ−Rmβ)

〉

= v

4kBT
∑
n,m

[〈
∂

∂Rnα
[δ(Rn−Rm)(Rnβ−Rmβ)]− δ(Rn−Rm)δαβ]

〉]
.

O primeiro termo é zero, o segundo termo pode ser omitido devido a este ser
isotrópico. Portanto a Eq. (3.44) mantém-se a mesma para a cadeia com efeito de
volume excluído. (Isto é claro não significa que as interações de volume excluído não
desempenham nenhuma parte nas propriedades viscoelásticas. O volume excluído afeta
as propriedades viscoelásticas através da função de distribuição Ψ sobre qual a média
na Eq. (3.44) é tomada).

A Eq. (3.44) pode ser reescrita usando coordenadas normais Eq. (2.46) como

σ
(p)
αβ = c

N

3kBT
b2

∑
p,q

4
(
pπ

N

)(
qπ

N

)
<XpαXqβ(t)>

∫ N

0
dnsin

((
pπn

N

)
sin
(
qπn

N

))

= c

N

3kBT
b2

∑
p

2p2π2

N
<Xpα(t)Xpβ(t)> . (3.45)

Em condições Θ, isto pode ser escrito usando a Eq. (2.49)

σ
(p)
αβ = c

N

∑
kp <XpαXpβ > . (3.46)

O uso da Eq. (3.46) pode ser justificado na aproximação de linearização, que está
em assumir que o potencial U é dado por

U = 1
2kBT

∑
p

3X2
p

<X2
p >eq

= 1
2
∑
p
kpX

2
p . (3.47)

Módulo intrínseco

Para calcular a tensão de cisalhamento σxy(t), é necessário solucionar

∂

∂t
< XpxXpy >=−2kp

ζp
<XpxXpy >+κ < X2

py > . (3.48)

No estado estacionário, a Eq. (3.48) fornece
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<XpxXpy >= ζp
2k2
p
kBTκ. (3.49)

Então a viscosidade intrínseca é dada por

[η] =
σpxy
ρηSκ

= kBT

2ρηS
c

N

∑
p

ζp
kp
. (3.50)

A soma é avaliada para vários modelos: modelo de Rouse; modelo de Zimm para
solventes Θ e modelo de Zimm para bom solvente [21].

3.4.2 Módulo intrínseco

Aqui considera-se o caso em que a taxa de cisalhamento não é constante. A Eq.
(3.48) é solucionada para κ(t) geral,

<XpxXpy >= kBT

kp

∫ t

−∞
dt′ exp(−(t− t′)/τp)κ(t′), (3.51)

onde

τp = ζp/2kp = τ1p
−µ. (3.52)

Das Eqs. (3.46) e (3.51), G(p)(t) é calculada como

G(p)(t) = c

N
kBT

∑
p

exp(−t/τp) = ρRT

M

∑
p

exp(−t/τp). (3.53)

Consequentemente

[G′(ω)]R =
∫ ∞

0
dtω sin(ωt)

∑
p

exp(−t/τp) =
∞∑
p=1

(ωτp)2

1 + (ωτp)2 (3.54)

[G′′(ω)]R =
∫ ∞

0
dtω cos(ωt)

∑
p

exp(−t/τp) =
∞∑
p=1

ωτp
1 + (ωτp)2 . (3.55)

As Eqs. (3.54) e (3.55) juntas constituem uma das medidas mais importantes,
que é a forma de relaxamento mecânico, nominalmente o módulo dinâmico complexo
G∗(ω) ou, equivalentemente, sua parte real G′(ω) e imaginária G′′(ω) (conhecidas como
módulos de armazenamento e perda) [21, 22]. Para soluções muito diluídas e para ω > 0
os módulos de armazenamento e perda no modelo de Rouse são dados por
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G′(ω) = νκBT
1
N

N∑
i=2

ω2

ω2 + (2σλi)2 (3.56)

e

G′′(ω) = νκBT
1
N

N∑
i=2

2σωλi
ω2 + (2σλi)2 . (3.57)

Nas Eqs. (3.56) e (3.57) ν é o número de segmentos poliméricos (pérolas) por unidade
de volume e λi são os autovalores da matriz de conectividade A. Nessas equações o
desaparecimento do autovalor (λ1 = 0) é negligenciado; isso corresponde à translação
do sistema como um todo e não contribui para o módulo [11]. O fator 2 nos tempos de
relaxamento τi = 1

2σλi surgem do segundo momento dos deslocamentos envolvidos no
cálculo da tensão [11, 21]. Para estes módulos há o interesse prioritário nos declives,
então foram computados os resultados em termos dos módulos de armazenamento e
perda pela condição νkBT/N = 1 e σ = 1 nas Eqs. (3.56) e (3.57).



Capítulo 4

Redes Livres de Escala

Nos últimos anos, pesquisadores de uma variedade de campos tem descoberto que
muitas redes são dominadas por um número relativamente pequeno de nós que são
conectados a muitos outros sítios [14, 44]. Redes contendo nós tão importantes ou
pontos centrais são chamadas de "Redes Livres de Escala" ou (SFNs), no sentido de que
alguns pontos centrais tem um número aparentemente ilimitado de ligações e nenhum
nó é típico dos outros [14, 44]. Embora tais redes do mundo real possam exibir uma
grande variedade de distribuições de "calda expessa" (como a distribuição normal por
exemplo), a maneira mais fácil de conceituar tais características topológicas é considerar
um modelo em que p(k)≈ k−γ : isto é, um modelo em que a probabilidade de encontrar
um nó com grau k diminua como uma lei de potência de seu grau. O mais popular
destes modelos é introduzido por Barrabási e Albert [12].

4.1 Modelo de construção

No modelo de Barrabasi-Abert uma rede é criada pelo uso do seguinte procedimento.
Começando com um número pequeno, m0, de nós. Em cada etapa, adiciona-se um novo
nó u à rede, e conecta-o a m≤m0 dos nós existentes v ∈ V com probabilidade

pu = kv∑
w kw

. (4.1)

A rede resultante é conhecida como a rede de Barabási-Albert, e é designada como
BA(n,n0,d).

No modelo originalmente proposto por Barabási e Albert não existe especificação
relativa a como os nós iniciais m0 são conectados entre si.
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Bollobás [45], destacou que este modelo é "muito impreciso", mas a situação pode
ser salva de várias formas. Por exemplo, podemos considerar que começamos de uma
rede aleatória conectada do tipo Erdös-Rényi [46, 47] com m0 nós, GER = (V,E).
Neste caso o processo BA pode ser entendido como um processo em que pequenas
heteromogeneidades na distribuição de grau da rede ER cresça com o tempo. Outra
opção é aquela desenvolvida por Bollobás e Riordan [45], em que primeiro se assume
que d= 1 e que o i-ésimo nó está ligado ao j-ésimo com probabilidade:


kj

1+
∑i−1
j=0 kj

se j < i

1
1+
∑i−1
j=0 kj

se j = i.

Então, para d > 1 a rede cresce como se d= 1 até que nd nós tenham sido criados, e
o tamanho é reduzido a n contraindo grupos de nós consecutivos d em um. A rede é
agora especificada por dois parâmetros como BA(n,d). Múltiplas ligações e auto-loops
são criados durante este processo, e estes podem ser simplesmente eliminados se for
preciso uma rede simples [44, 45].

Com base na teoria inicialmente proposta por Erdös-Rényi [46, 47] e desenvovida
posteriormente por Barrabási-Abert [12], foram criadas SFNs com distribuição de grau
conforme a lei de potência:

p̄k ∝ k−γ , (4.2)

onde p̄k é a probabilidade de que o grau seja k and γ é um parâmetro que mede o
grau de densidade de conexões das redes. Redes com a distribuição de grau da Eq.
(4.2), podem ser obtidas empregando alguns mecanismos de construção [12, 13] ou
primeiro assumindo que os nós devem obedecer a distribuição da Eq. (4.2) e começar a
construção do algoritmo. Neste trabalho generalizou-se o último método pela introdução
de dois parâmetros de modularidade. Aqui, assume-se que a probabilidade de que o
grau de um nó seja igual a k é dada por

pk =


k−γ∑Nc

j=Kc j
−γ , para Kc ≤K ≤Nc

0, para k < Kc.
(4.3)

onde Kc representa o mínimo grau permitido e Nc é o máximo grau permitido. Estes
dois parâmetros de modularidade, juntos com γ, permitem um estudo mais geral de
possíveis topologias de redes que podem ser obtidas da Eq. (4.3). O modelo desenvolvido
em [11, 24, 29] é somente um caso particular do modelo deste trabalho, mais exatamente
corresponde a (Kc,Nc) = (2,N), onde N é o tamanho da rede. Vale a pena ressaltar
que o parâmetro γ pode ter algum valor positivo não nulo, então a construção das
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SFNs com expoente um [48] é direta neste modelo. A soma no denominador mantém a
probabilidade total igual a 1. O grau k de um nó (vértice) também pode ser tratado
como o número de ligações emanadas do mesmo ou, equivalentemente, o número de
vizinhos mais próximos [11]. Essas estruturas representam uma extensão do modelo
clássico de Rouse desenvolvido para cadeias poliméricas lineares e sistemas de topologia
arbitrária [15].

Na Fig. 4.1, é realizada a construção de casos particulares de GSFNs usando a
distribuição de grau dada pela Eq. (4.3). Para estas redes, utilizou-se N = 50 nós e
Nc = N . O parâmetro γ é igual 1.0,2,5, e 4.0, do topo à parte inferior. No intuito
de ajudar o leitor a vizualizar o efeito do parâmetro Kc na topologia da rede, foi
escolhido Kc = 2,4, e 6, da esquerda para a direita. Dessas subfiguras pode-se notar
que pelo aumento de γ para GSFNs com Kc = 2 obtém-se redes com um alto diâmetro
e uma pequena quantidade "hubs"(nós de graus muito altos), ver Figs. 4.1 (d) e (g).
Aumentando o valor de Kc o diâmetro fica mais baixo e a aparência dos "hubs"é mais
provável. Estes fatos representam as consequências diretas do aumento do grau mínimo
permitido, Kc. É evidente da Fig. 4.1 que para GSFNs com alto γ obtém-se uma rede
com mais "hubs"pelo aumento do valor de Kc e sua topologia é similar com GSFN tendo
menores valores de γ e Kc. Vale a pena salientar que para altos Kc e pela mudança
no parâmetro Nc tal que Kc ≈Nc pode-se obter redes formadas por nós com quase o
mesmo grau, como dendrímeros.

Para exemplificar a construção do algoritmo, considera-se a rede com γ = 2.5 e
Kc = 4, Fig. 4.1 (e). Nesta subfigura a numeração está de acordo com a ordem
cronológica em que os nós foram criados. Iniciou-se com o nó 1 e foi escolhido seu grau
aleatoriamete de acordo com a distribuição de grau da Eq. (4.3). Para esta realização
particular o grau do nó 1 é igual a 6. Portanto, adicionam-se seis novos vétices e
todos eles tem uma conexão direta com com o nó 1. Na próxima etapa de construção
escolhe-se aleatoriamente um dos nós abertos e dar-se a este, o grau de acordo com a
distribuição de grau da Eq. (4.3). No exemplo em questão, escolheu-se o nó 2 e seu
grau foi 6. Neste ponto é necessário adicionar somente cinco novos nós, numerados
de 8 a 12 na subfigura, devido ao nó 2 já ter uma conexão direta com o nó 1. Este
procedimento é iterado até a rede alcançar o número máximo de nós estabelecidos no
início, N . Alcançando este valor o crescimento é interrompido e atribui-se para todos
os vértices abertos remanescentes o grau um. Na Fig. 4.1 a construção foi interrompida
quando alcançou-se o presente valor de N = 50. Pelo uso deste algoritmo a construção
nunca para por si mesma devido a carência de vértices abertos: todo nó interno tem
pelo menos Kc vizinhos, enquanto que todos os nós periféricos abertos, tem grau 1.
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4.2 Distribuição de grau

A distribuição de grau pk das redes construídas é mostrada na Fig. 4.2, facilitando
uma comparação direta com a predição teórica, Eq. (4.2). Aqui é exibido os resultados
para S = 100 realizações do algoritmo de construção com tamanhos de redes de N =
100000 nós. Mantém-se constante o parâmetro Nc =N e varia-se o outro parâmetro de
modularidade Kc para 2,4, e 6 escolhe-se três valores para γ, nominalmente 1.0, 2.5, e
4.0. Para valores muito altos do grau obtém-se o comportamento usual de calda expessa
[12], enquanto para valores intermediários recupera-se os valores preditos teoricamente
para γ, para todas as curvas Kc. Como esperado, obtém-se pk = 0.0 para k <Kc, exceto
p1, ou seja, nós com grau 1, que correspondem aos nós periféricos das redes tipo-árvore
em questão.
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Figura 4.1: Realizações de redes livres de escala com o conjunto de parâmetros (γ,Kc) :
(1,2),(1,4),(1,6) (a-c) , (2.5,2),(2.5,4),(2.5,6) (d-f) e (4,2),(4,4),(4,6) (g-i).
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Capítulo 5

Resultados

Neste capítulo será estudado a dinâmica de redes polimericas GSFN, mais exatamente
focar-se-á nos módulos de armazenamento e pêrda e no deslocamento médio. No
Capítulo 3 mostrou-se que todas as grandezas acima mencionadas dependem somente
dos autovalores da matriz de conectividade, cujo espectro será estudado em detalhes na
proxima seção.

5.1 Espectro dos autovalores do Laplaciano

Na Fig. 5.1 destaca-se a influência do mínimo grau permitido Kc sobre o espectro
de autovalores. Aqui, é escolhido o grau máximo permitido Nc igual ao tamanho das
GSFNs, N = 1000 e Kc foi estabelecido como 2, 4, 6 e 10. Para todos esses valores
é exibido o resultados de S = 1000 realizações do GSFNs com γ igual a 1, 2, 3 e 4.
É importante relembrar que γ = 1 provê redes com uma topologia mais como par de
estrelas, enquanto para altos valores de γ obtém-se redes formadas principalmente
por nós com grau Kc. Para todos os valores de Kc observa-se duas regiões distintas
no espectro: um comportamento de lei de potência com expoente 0.5 para baixos
autovalores (λ < 1), similar ao espectro de cadeia linear e ao decaimento da distribuição
de Poisson para autovalores mais elevados (λ > 1). Para todos os valores de Kc e
γ pode-se facilmente notar um pico protuberante para γ = 1.0, que é devido a um
aumento nos segmentos tipo-estrela. Por exemplo, uma estrela com N −1 "braços"tem
três autovalores: λ1 = 0, λN = N , e o autovalor degenerado (N − 2) vezes igual a
λ2,...,N−1 = 1. O número de aparições do autovalor λ = 1 diminue pelo aumento do
valor de γ, que corresponde aos segmentos tipo-dendrímeros (Kc ≥ 3) ou mais lineares
(Kc = 2). Este pico é seguido por um gap entre λ = 1 e o próximo autovalor, que se
torna mais amplo à medida que o parâmetro Kc aumenta e γ diminui. Por exemplo,
para Kc = 10 (Fig. 5.1-d), o gap mencionado acima é igual a δλ≈ 10. A presença e o
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comprimento desse gap terá uma influência direta sobre as quantidades de relaxamento
estudadas na Seção 5.4.
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Figura 5.1: Densidade de autovalores para GSFNs com N =Nc = 1000 e Kc igual a 2 (a), 4
(b), 6 (c), e 10 (d).

Na Fig. 5.2 é plotado os autovalores em ordem progressiva de S = 1000 GSFNs de
N = 1000 nós e destaca-se a influência de Nc, mantendo Kc constante para 4. Para este
valor de Kc o limite de γ muito alto corresponde a uma rede de nós com funcionalidade 4
unidos em uma forma "tipo-espinha de peixe" ou "tipo-dendrímero" ou uma combinação
entre essas duas. Nesta figura o parâmetro Nc é igual a N , Fig. 5.2-a, 0.1 ·N = 100, Fig.
5.2-b, 0.05 ·N = 50, Fig. 5.2-c, e 0.02 ·N = 20, Fig. 5.2-d. Nota-se que a influência de
Nc é principalmente relevante para GSFNs com baixo γ. Para altos valores de γ o grau
máximo permitido, Nc, não desempenha um papel importante, devido ao fato de que
as redes são similares, nominalmente são estruturas construídas por nós como o mesmo
grau, Kc. Pela diminuição do valor de Kc a degenerescência do autovalor λ = 1 fica
mais baixa. Para o mesmo Nc o número de autovalores iguais a 1 diminuem quando
γ fica mais alto. O mais baixo autovalor não nulo é igual a λmin ≈ 0.001, exceto para
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GSFNs com Nc = 1000, Fig. 5.2-a, e γ = 1.0 e 2.0 para o qual se tem 0.039 e 0.002,
respectivamente. O autovalor mais alto é mais dependente de Nc, por exemplo no caso
de γ = 1 tem-se λmax ≈ 584,93,49, e 21 para Nc = 1000,100,50, e 20, respectivamente.
Estes autovalores desempenham um importante papel nos padrões de relaxamento,
Seção 5.4.
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Figura 5.2: Autovalores em ordem progressiva para GSFNs com N = 1000 e Kc = 4.

5.2 Módulo de armazenamento e perda

Na Fig. 5.3 foi plotada em dupla escala logarítmica o módulo de armazenamento
G′(ω) para S = 1000 redes de tamanho N = 1000. O grau mínimo permitido, Kc, foi
mantido constante e igual a 3 e γ foi variado: γ = 1.0,2.0,2.5,3.0, e 4.0. Claramente
evidente na figura são os comportamentos limitantes, independentes da conectividade
em ω muito alto ou muito baixo [49]. Aqui o regime de tempo intermediário é de
mais interesse, uma vez que o comportamento para ω muito grande e muito pequeno
(correspondendo a tempos muito grandes e muito pequenos) acontece da mesma forma
em muitos outros sistemas [18, 50]. Assim no limite de frequências muito baixas o
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Figura 5.3: Módulo de armazenamento para GSFNs com N = 1000, Kc = 3, e Nc igual a
100 (a) e 20 (b).

módulo de armazenamento G′(ω) mostra uma dependência ω2 e no limite de alta
frequência G′(ω) tende a um platô. A assinatura da estrutura é encontrada no regime
intermediário, em que a falta de uma lei de potência pode ser claramente vista [18, 50].
Em relação às curvas obtidas nesta região, observa-se um conjunto de declives que
variam em torno de 0.75 a 1.5 (Fig. 5.3-a) e 0.75 a 1.25 (Fig. 5.3-b). Estes declives
tornam-se mais nítidos em casos limitantes quando γ = 4 (curva azul) e γ = 1 (curva
preta). No caso de γ = 4.0, nota-se que para ambos os painéis da Fig. 5.3 há a formação
de um platô, mais precisamente um declive próximo de 0.75. O significado físico é que
neste nível, ocorre a formação de uma estrutura mais linearizada, com monômeros de
baixa funcionalidade do que para o caso em que γ = 1.0 (Fig. 5.3-a), onde aparece um
pico no qual se forma uma estrutura "tipo-dendrímero" ou "tipo-estrela", com monômeros
de alta funcionalidade. Na Fig. 5.3-b, é exibido os resultados para a situação limite
onde Kc =Nc = 3, que é equivalente a estruturas formadas por monômeros internos com
funcionalidade 3 e monômeros periféricos com funcionalidade 1 organizados em uma
forma aleatória. Na Fig. 5.3-a restringiu-se o máximo grau permitido a Nc =N/10 = 100
e na Fig. 5.3-b Nc =N/50 = 20. Os comportamentos limitantes são bem recuperados,
nominalmente um declive de 2 para baixas frequências e um platô para frequências
muito altas. Para uma melhor visualização do domínio de frequência intermediário é
mostrado como inset a derivada α′ = d(log10G

′)
d(log10ω) como uma função de log10ω. Observa-se

que diminuindo o grau máximo permitido, Nc, as curvas correspondentes a diferentes
valores de γ tendem a permanecerem juntas e o comportamento dependente de γ geral
é mantido. Contudo, as curvas se apresentam mais diferentes para menores valores de
γ do que para maiores. Para γ ≤ 2.5 nota-se um pico em log10ω ≈−0.21, que começa
a desaparecer sempre que γ aumenta. Notavelmente para γ = 3.0 obtém-se um declive
constante para quase duas ordens de magnitude com α′ ≈ 0.81 para Nc = 100 e α′ ≈ 0.79
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para Nc = 20. Nota-se que a largura deste declive é mantida quando Nc é variado. Para
γ ≥ 4.0 obtém-se uma estrutura mais aleatoriamente ramificada, com funcionalidade
máxima Kc = 3, e a escala desaparece.
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Figura 5.4: Módulo de perda para SFNs com N = 1000, Kc = 5, e Nc igual a 1000 (a) and
50 (b).

Na Fig. 5.4 é exibido em dupla escala logarítmica o módulo de perda, Eq. (3.57),
para GSFNs com γ variando de 1.0 a 4.0. Aqui, é escolhido os seguintes parâmetros
N = 1000, S = 1000, e Kc = 5. Na Fig. 5.4-a foi fixado o máximo grau permitido Nc
como N = 1000 e na Fig. 5.4-b Nc =N/20 = 50. Na Fig. 5.4-b também são mostrados os
resultados para GSFNs com Kc =Nc = 5 e N = 50, que são estruturas com monômeros
conectados aleatoriamente de funcionalidade 5 (para monômeros internos) e 1 (para
monômeros periféricos). O que aparece imediatamente são os comportamentos limitantes
de G′′(ω): um aumento linear, [G′′(ω)]≈ ω, para baixas frequências e uma dependência
[G′′(ω)]≈ ω−1 para altas frequências. Consequentemente, as estruturas particulares de
GSFNs são reconhecidas somente na região intermediária de ω. [18, 49, 50, 51] pois,
nesta região é possível identificar a topologia das redes. Com a intenção de distinguir
detalhadamente o declive no domínio de frequência intermediário, foi exposto como inset
a derivada α′′ = d(log10G

′′)
d(log10ω) para todas as curvas das figuras principais. Como observado

para o módulo de armazenamento (ver Fig. 5.3), quando Nc é diminuído as curvas
correspondentes aos diferentes valores de γ tendem a um tipo de curva mestre similar,
mantendo o mesmo padrão. Contudo, as curvas que correspondem aos menores valores
de γ são mais diferentes do que as curvas para os maiores valores. Notavelmente, neste
caso é observado uma melhor escala para GSFNs com γ = 2.5. Este declive constante é
similar para ambos os painéis e se estende para quase duas ordens de magnitude, sendo
igual a α′′ ≈ 0.77. Para γ ≥ 3.0 esta região de declive constante desaparece. No intervalo
de frequência log10ω ∈ (−1,1) observa-se um pico muito proeminente para γ = 1.0, que
é mudado relativamente a frequências mais baixas e ao mesmo tempo é transformado
em um pequeno platô quando γ aumenta. Este comportamento foi detectado antes
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[11] no caso particular de GSFNs com Kc = 2 e Nc = N isto é devido a presença de
mais segmentos "tipo-estrela" na rede. Comparando os dois painéis da Fig. 5.4, nota-se
primeiramente as similaridades nos plots G′′(ω); estes incluem o alargamento das curvas
com rigidez crescente, bem como, o comportamento de escala habitual em frequências
muito baixas e muito altas. Também é similar o aparecimento de um máximo local no
domínio de frequências intermediárias [52].

5.3 Deslocamento Médio
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Figura 5.5: Deslocamento médio e suas derivadas para GSFNs com N = 1000. Em (a) e (b):
γ = 2.5, Nc = 1000 e em (c) e (d): Nc = 50, Kc = 2.

O deslocamento médio ao longo da direção y, Eq. (3.18), com a média sobre as
forças aleatórias fi(t) e sobre todas as pérolas na GGS, é dado pela Eq. (5.1)

<< Y (t)>> = F0t

Nζ
+ F0
σNζ

N∑
i=2

1− exp(−σλit)
λi

, (5.1)
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conforme citado no Capítulo 3. Nesta equação, σ = K
ζ é a constante taxa de ligação.

Vale ressaltar que no modelo de Rouse, o deslocamento médio depende dos autovalores
λn da matriz de conectividade A, mas não dos seus autovetores, simplificando o esforço
computacional [11].

Na Fig. 5.5 foi plotado em dupla escala logaritmica o deslocamento médio [Eq.(5.1)]
para GSFNs com N = 1000. Na Fig. 5.5-a e b salientou-se a função de Kc, mantendo-se
inalterados os outros dois parâmetros: Nc = 1000 e γ = 2.5. Na Fig. 5.5-a, foram
exibidos os resultados de << Y (t)>> para o mínimo grau permitido Kc variando 2 a
10, enquanto na Fig. 5.5-b é mostrado a derivada α = d(log10<<Y (t)>>)

d(log10 t)
. Para todas as

curvas pode-se claramente notar os casos limitantes, nominalmente uma dependência
de tempo linear para tempos muito curtos e muito longos. No início, ou seja, tempos
muito curtos, somente um monômero se move e para tempos longos a estrutura inteira
se difunde [11, 50]. A situação mais interressante corresponde ao domínio de tempo
intermediário. Para a escolha dos parâmetros em questão obtém-se uma região de declive
constante α ≈ 0.22 para Kc = 2, para tempos entre log10 t = 1.5 e 3. Notavelmente
observa-se que se o valor de Kc aumenta, este declive se torna maior por quase uma
ordem de magnitude para Kc ≤ 5; a melhor escala continua sendo α≈ 0.22 e é obtida
para Kc = 4. Esta descoberta pode estar relacionada à aparição de uma lacuna na
densidade de autovalores, característica mostrada na Fig. 5.1. Para Kc > 5 a presença
de mais nós com altos graus elimina a escala na região de tempo intermediário e um
mínimo local emerge ao redor de log10 t≈ 1. O fenômeno de ampliação da largura de
uma escala já existente ou do aparecimento de uma nova foi encontrado também para
GSFNs que não mostram escala na região de tempo intermediário para Kc = 2. Vale
ressaltar que este fato foi encontrado somente para redes com γ ≥ 2.5. Para GSFNs
com γ < 2.5 não foram observadas escalas para todos os valores de Kcs.

Na Fig. 5.5-c é exibido o deslocamento médio de monômeros com sua respectiva
derivada (Fig. 5.5-d) para Nc =N/20 = 50 e Kc = 2 fixados. Aqui foca-se na influência
de γ variando-se este parâmetro de γ = 1.0 a γ = 4.0. Observa-se novamente um
comportamento de dependência linear para tempos muito curtos ou muito longos e
uma dependência de potência para a região de tempo intermediário. Nota-se que a
melhor escala neste caso foi para α≈ 0.26, o que corresponde a γ = 2.5 (linha vermelha).
Isto pode ser prontamente verificado na Fig. 5.5-d, de onde o declive correspondente é
cerca de três ordens de magnitude, de acordo com pesquisas feitas [11] para as SFNs
particulares com Nc =N . Para Nc = 50 o valor de α se iguala a 0.26, enquanto para
Nc = 1000 foi observado uma escala com α = 0.22.
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Figura 5.6: Raio de giração para GSFNs com N = 1000. O parâmetro Nc é variado para:
(a) Nc = 1000, (b) Nc = 100, (c) Nc = 50 e (d) Nc = 20.

5.4 Padrões de relaxamento

Da riqueza de quantidades físicas que medem as propriedades estáticas das redes de
polímeros foi escolhido o raio de giração, que nas estruturas gaussianas generalizadas
desenvolvidas aqui, é baseado nos autovalores λi da matriz de conectividade e é dado
por

<R2
g >= l2

N

N∑
i=2

1
λi
. (5.2)

Na Fig. 5.6 é exibido o raio de giração normalizado Eq. (5.2), para GSFNs com
N = 1000 monômeros. Com o objetivo de monitorar a influência dos dois parâmetros
de modularidade Kc e Nc sobre o raio de giração na Fig. 5.6, é mantido N fixo.
Escolheu-se Nc igual a N (Fig. 5.6-a) e N/10 (Fig. 5.6-b), e Nc =N/20 (Fig. 5.6-c) e
N/50 (Fig. 5.6-d). Nota-se comportamento similar para todos estes quatro casos com
algumas pequenas diferenças. Para o mesmo γ observa-se uma fraca dependência de
Kc para GSFNs com γ < 2.0 e uma forte dependência para altos γs. Para um valor
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constante de Kc o raio de giração normalizado aumenta quando γ fica mais alto. Este
comportamento é devido a uma mudança na aquitetura da rede, nominalmente uma
topologia "tipo-estrela" predominante para baixo γ para uma estrutura formada por
uma coleção de nós com o mesmo grau Kc para alto γ. Isto corresponde a transição
suave de pequenas para grandes estruturas, ou seja, pequeno para grande raio de giração.
O valor máximo do raio de giração normalizado é encontrado para (Kc,γ) = (2,4.5) com
R2
g aumentando levemente de 13.2 para 13.5 quando Nc é diminuído. O valor mínimo é

encontrado para o conjunto de parâmetros (Kc,γ) = (10,1) para o qual R2
g seja igual a

1.4,2.8,3.3, e 4.0 quando Nc for igual a N,N/10,N/20, e N/50, respectivamente.

Todos estes valores do raio de giração estão situados entre alguns casos limitantes:
um polímero estrela com Nc− 1 braços para γ muito baixo e uma sequência de nós
conectados com o mesmo grau Kc para γ muito alto. Isto é bem conhecido da literatura
[19] que o raio de giração normalizado para um polímero ideal de ramificação aleatória
com funcionalidade f é R2

g =
√
π(f−1)
8(f−2) No.5 e para uma cadeia linear é R2

g = N/6.
Em nosso caso, para f = Kc obtém-se: R2

g ≈ 88.60,76.74, e 71.05 para Kc = 3,4, e
10, respectivamente, enquanto para um polímero linear (Kc = 2) tem-se R2

g ≈ 166.66.
É importante mencionar que pela variação de todos os parâmetros γ, Kc, e Nc, é
sempre possível obter o mesmo valor de R2

g para combinações distintas do conjunto de
parâmetros. Por exemplo, o raio de giração normalizado 4.9 foi obtida para (γ,Kc,Nc) =
(2.5,2,1000),(3.0,4,50), e (4.5,6,20), para restringir somente a valores exibidos na Fig.
5.6.



Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho foi introduzido um novo tipo de rede livre de escala "tipo-árvore" pela
introdução de dois novos parâmetros de modularidade na distribuição de grau de lei de
potência usual. Um destes parâmetros restringe o mínimo grau permitido Kc, enquanto
que o segundo controla o máximo grau permitido Nc. Assim, a rede de polímeros
de escala livre estudada em [11], é somente um caso particular do procedimento de
construção apresentado aqui: isto corresponde a Kc = 2 e Nc =N . Vale ressaltar que
lidando com tamanhos finitos de redes "tipo-árvore" existirão nós com grau um, ou seja,
os nós periféricos.

Na primeira parte deste trabalho abordou-se conceitos relevantes como a equação
de Langevin; modelo de Rouse e estruturas gaussianas generalizadas, bem como propri-
edades estruturais destas redes, computando algumas quantidades relevantes, tal como
a distribuição de grau. A análise foi desenvolvida na forma de estruturas Gaussianas
generalizadas, escolhendo seu modelo mais simples: o modelo de Rouse. Este modelo
negligencia algumas interações, tais como: interações hidrodinâmicas, efeito de volume
excluído e efeitos de emaranhamento ou rigidez mas, fornece uma primeira boa visão
sobre a dinâmica do polímero.

As dinâmicas de relaxamento no modelo de Rouse foram completamente solucionadas
pelo conhecimento de todo o espectro de autovalores ou da matriz de conectividade. O
espectro de autovalores mostra uma forte dependência de Kc para GSFNs de algum
valor γ. Aumentando o valor de Kc observa-se o aparecimento de um gap no espectro,
localizado entre λ= 1 e o próximo autovalor mais alto. Este gap foi encontrado para
todos os γs e fica mais amplo à medida que Kc aumenta. A influência de Nc sobre o
espectro de autovalores é menos pronunciada. A característica mais importante, que é
mais evidente para γs mais baixos, é uma diminuição na degenerescência do autovalor
λ= 1 quando Nc fica mais baixo. O mesmo comportamento, nominalmente uma forte
dependência de Kc e uma independência qualitativa de Nc, tem sido observada também

50
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para o raio de giração.

Monitorando a influência dos parâmetros dos raios de giração mostrou-se que um
valor específico de Rg pode ser obtido para várias escolhas dos parâmetros γ,Kc, e Nc.
Neste trabalho estudou-se também o módulo de relaxamento mecânico: o módulo de
armazenamento, G′(ω), e o módulo de perda, G′′(ω). No limite de frequências muito
baixas ou muito altas obtém-se comportamentos esperados: para G′ uma dependência
de ω2 e um valor constante, respectivamente, e para G′′ uma dependência de ω1 e
ω−1, respectivamente. Na região de frequência intermediária, onde a topologia da
estrutura entrará no processo, como antes, o parâmetro Kc desempemha uma regra
mais importante que Nc. Notou-se que se algum parâmetro Nc for diminuído o módulo
para todos os valores de γ tendem a mesma curva e geralmente o valor do declive
é mantido. Quando variou-se o parâmetro Kc observou-se várias regiões de declives
constantes para diferentes valores do conjunto de parâmetros (γ,Kc).

Para GSFNs de tamanho N = 1000, obteve-se declives constantes de quase duas
ordens de magnitude. Na Seção 5.4 teve-se em destaque o comportamento de lei de
potência na região de frequência intermediária para (Kc,γ) = (3,3.0) e (5,2.5). É
importante mencionar que o comportamento de escala similar pode ser observado para
outros valores de Kc para um valor γ apropriado.

Neste trabalho estudou-se também o deslocamento de monômeros médio e concentrou-
se em maior parte na influência deKc para uma escolha particular de γ, mais exatamente
γ = 2.5. Variando o parâmetroKc, enquanto Nc foi fixado foi possível aumentar a largura
da região de escala por uma ordem de magnitude, obtendo um maior comportamento
de lei de potência para Kc = 4.

Espera-se que estas descobertas sejam importantes não só para a física dos polímeros
ou áreas de pesquisas relaciondadas, mas também para pesquisas de redes complexas,
de redes comlexas de transporte clássico e quântico [53, 54, 55, 56], de transferência
coerente de excítons [57, 58, 59] ou de depolarização fluorescente sob transferência de
energia de Förster quase-ressonante [60, 61].
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Apêndice A

Funções de distribuição gaussiana

A.1 Distribuição gaussiana para uma única variável

Aqui resumimos algumas das propriedades usuais da função de distribuição Gaussi-
ana. Primeiro consideramos o caso de uma única variável

Ψ(x) = (A/2π)1/2 exp[−1
2A(x−B)2]. (A.1)

A fórmula bem conhecida para a integral Gaussiana é

∫ ∞
−∞

dxexp(−ax2 + bx) = (π/a)1/2 exp[maxx(−ax2 + bx)], (A.2)

onde maxx(. . .) significa o valor máximo da expressão no parêntesis quando x varia de
−∞ a +∞.

Seja < .. . > a média da função de distribuição de (A.1),

< .. . >≡
∫ ∞
−∞

. . .Ψ(x). (A.3)

A Eq. (A.3) então fornece

< exp(ξx)>= exp[maxx(ξx− 1
2A(x−B)2)] = exp

(
ξB+ ξ2

2A

)
. (A.4)

Da Eq. (A.4), o primeiro e o segundo momento são calculado como

< x >= ∂

∂ξ
< exp(ξx)> |ξ=0 =B (A.5)
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e

< x2 >= ∂2

∂ξ2 < exp(ξx)> |ξ=0 =B2 + 1
A
. (A.6)

De onde

A= [< x2 >−< x >2]−1 =< (x−< x >)2 >−1 e B =< x > . (A.7)

A distribuição Gaussiana é então completamente especificada pelo valor médio <x>
e a variância < (x−< x >)2 >≡<∆x2 > e a Eq. (A.1) pode ser escrita como

Ψ(x) = (2π <∆x2 >)−1/2 exp
(
−(x−< x >)2

2<∆x2 >

)
. (A.8)

A.2 Distribuição gaussiana para muitas variáveis

A distribuição gaussiana para um conjunto de variáveis reais x1,x2, . . .xN = {x} é
definida como

Ψ(x1,x2, . . . ,xN ) = C exp
−1

2
∑
n,m

Anm(xn−Bn)(xm−Bm)
 , (A.9)

onde Anm é uma matriz definida como positiva e simétrica, ou seja,

Anm = Amn
∑
n,m

xnxm > 0 para todo xn, (A.10)

e C é a constante de normalização dada por

C = (det[Anm])1/2(2π)−N/2. (A.11)

Usando a transformação de coordenada x′ = xn−B, a Eq. (A.9) é transformada
para

Ψ(x1,x2, . . . ,xN ) = C exp
−1

2
∑
n,m

Anmxnxm

 . (A.12)

Por isso, devemos considerar somente esta forma.

Para a distribuição (A.12), a generalização da fórmula (A.5) é



59

〈
exp

[∑
n
ξnxn

]〉
= exp

1
2
∑
n,m

(A−1)nmξnξm

 , (A.13)

onde A−1
nm é o inverso da matriz de Anm:

∑
m

(A−1)nmAmk = δnk. (A.14)

Prova: A Eq. (A.13) dá

∫
dx1 exp

−∑
n,m

1
2Anmxnxm+

∑
m
ξnxn

=

=
√

2π/A11 exp
maxx1

−1
2
∑
n,m

Anmxnxm+
∑
n
ξnxn

 . (A.15)

O expoente do lado direito da Eq. (A.15) é uma função quadrática de x2. Então a
integral de x2 é repetida usando a Eq. (A.13).

Repetindo este processo para x3,x4, . . . , obtemos

〈
exp

[∑
n
ξnxn

]〉
= const · exp

maxx1,...,xN

−1
2
∑
n,m

Anmxnxm+
∑
n
ξnxn

 .(A.16)
O máximo é obtido em xn =∑

m(A−1)nmξm e

maxx1,...,xN

−1
2
∑
n,m

Anmxnxm+
∑
n
ξnxn

= 1
2
∑
n,m

(A−1)nmξnξm. (A.17)

A constante na Eq. (A.16) deve ser 1 uma vez que a Eq. (A.16) deve permanecer
para ξ1, ξ2, . . . ,= 0. Então a Eq. (A.13) está provada.

Uma vez que o primeiro momento < xnxm > é calculado como

< xnxm >=
 ∂2

∂ξn∂ξm

〈
exp

∑
j

ξjxj

〉
{ξ}=0

(A.18)

segue da equação (A.13) e (A.18), que

< xnxm >= (A−1)nm. (A.19)
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A Eq. (A.13) é então reescrita como

〈
exp

[∑
n
ξnxn

]〉
= exp

1
2
∑
n,m

ξnξm < xnxm >

 . (A.20)

Pelo cálculo direto, pode ser mostrado da Eq. (A.20) que

< xnxmxkxl >= ∂4

∂ξn∂ξm∂ξk∂ξl
exp

1
2
∑
i,j

ξiξj < xixj >

∣∣∣∣∣∣
{ξj}=0

=< xnxm >+< xkxl >+< xnxk >+< xmxl >+< xnxl >+< xmxk > . (A.21)

Em geral, temos a seguinte fórmula (Teorema de Wick) [21]:

< xn1 ,xn2 , . . . ,xn2p >=
∑
todos

emparelhados

< xm1xm2 >< xm3xm4 > .. . < xm2p−1xm2p >,

(A.22)
onde < m1,< m2, . . . ,m2p > permanece para a permutação de < n1,n2, . . . ,n2p > e o
somatório é tirado sobre todos os possíveis emparelhamentos.

Uma importante propriedade da distribuição gaussiana é que se a distribuição de
xn for gaussiana, uma combinação linear de xn,

X =
∑
n
anxn, (A.23)

obedece a distribuição gaussiana, ou seja,

Ψ(X) =
[
2π < X2 >

]−1/2
exp

[
− X2

2<X2 >

]
, (A.24)

onde

<X2 >=
∑
n,m

anam < xnxm > . (A.25)

A prova é direta. Por definição

Ψ(X) =
∫ N∏
k=1

dxkΨ(x1,x2, . . . ,xN )δ
(
X−

∑
n
anxn

)
. (A.26)
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Após a integral sobre x1 que é carregada facilmente devido a função de delta, o
integrando se torna uma função gaussiana de x2,x3, . . . ,xN e X. Sucessivas integrações
sobre x2,x3, . . . ,xN são feitas usando a Eq. (A.2) e dada uma função gaussiana de X,
que é a Eq. (A.24).



Apêndice B

Relação entre a Equação de
Langevin e a Equação de
Smoluchowski

Aqui, será mostrado que a distribuição de probabilidade da solução da Equação de
Langevin (2.1) satisfaz a Equação de Smoluchowski (2.18).

Primeiramente consideramos o caso em que ζ é independente de x. Escrevemos a
Equação de Langevin (2.1) como

dx

dt
= V (x) +σg(t), (B.1)

onde

V (x) = −1
ζ

∂U(x)
∂x

,σ =
(
kBT

ζ

)1/2
=D1/2, (B.2)

e g(t) é uma variável aleatória que satisfaz

< g(t)>= 0,< g(t)g(t′)>= 2δ(t− t′). (B.3)

Supõe-se que a partícula estava em x no tempo t. O deslocamento ξ da partícula
em um tempo muito curto ∆t é facilmente obtido da Equação (B.1) uma vez que a
constante V (x) pode ser considerada como uma constante em um intervalo de tempo
muito curto:

ξ = V (x)∆t+σ
∫ t+∆t

t
dt1g(t1). (B.4)
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Uma vez que ξ é uma conbinação linear da variável aleatória gaussiana g(t), sua
distribuição de probabilidade φ(ξ;∆t;x) é também gaussiana, cujos momentos são
obtidos da Eq. (B.3) e (B.4):

< ξ >= V (x)∆t, (B.5)

< (ξ−< ξ >2)>= σ2
∫ t+∆t

t
dt1

∫ t+∆t

t
dt2 < g(t1)g(t2)>= 2σ2∆t= 2D∆t. (B.6)

Consequentemente

φ(ξ;∆t;x) = (4πD∆t)−1/2exp

[
−(ξ−V (x)∆t)2

4D∆t

]
. (B.7)

Se a probabilidade de que a partícula esteja em x no tempo t é Ψ(x,t), então a
probabilidade de que esteja em x no tempo t+ ∆t é dada por

Ψ(x,t+ ∆t) =
∫
dξ
∫
dx′δ(x−x′− ξ)φ(ξ,∆t;x′)Ψ(x′, t)

=
∫
dξ(4π∆t)−1/2exp

[
−(ξ−V (x− ξ)∆t)2

4D∆t Ψ(x− ξ, t)
]
. (B.8)

Como o integrando tem um pico fino em ξ = 0, a integral é avaliada expandindo
V (x− ξ) e Ψ(x− ξ, t) com relação a ξ:

Ψ(x,t+ ∆t) =
∫
dξ(4πD∆t)−1/2exp

−
((

1 + dV
dx∆t

)
ξ−V∆t

)2

4D∆t


×
(

1− ξ ∂
∂x

+ 1
2ξ

2 ∂
2

∂x2

)
Ψ(x,t). (B.9)

Negligenciando os termos de ordem (∆t)2 e mais altas, obtemos

Ψ(x,t+ ∆t) =
(

1− dV
dx

∆t
)

Ψ−∆V ∆Ψ
∆x +D∆t∂

2Ψ
∂x2 . (B.10)

Coletando termos de ordem ∆t, obtemos
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∂Ψ
∂t

=− ∂

∂x
(V (x)Ψ(x,t)) +D

∂2Ψ
∂x2 =D

∂2Ψ
∂x2 + 1

ζ

∂

∂x

(
∂U

∂x
Ψ
)
. (B.11)

Isto está de acordo com a Eq. (2.18). Consideraremos agora o caso quando ζ

depende de x. A Equação de Langevin (2.13) nos dá

dx

dt
= V (x) +σ(x)g(t) +σ(x)dσ

dx
(B.12)

onde σ(x)2 = kBT/ζ(x). Seja X(t) definido por

X(t) =
∫ x(t)

dx′
1

σ(x′) . (B.13)

A Equação de Langevin para X é então obtida da equação (B.11)

dX

dt
= Ṽ (x) +g(t), (B.14)

com

Ṽ (x) = V

σ
+ dσ

dx
. (B.15)

A Eq. (B.13) é a Equação de Langevin estudada anteriormente. Deste modo, a
função de distribuição de probabilidade para X satisfaz

∂Ψ̃
∂t

= ∂

∂X

(
∂Ψ̃
∂X
− Ṽ Ψ̃

)
. (B.16)

Da Eq. (2.12), segue que

Ψ̃(x,t) = σ(x)Ψ(x,t) (B.17)

e

∂

∂X
= σ

∂

∂x
. (B.18)

Das Eqs. (2.15) e (2.17), podemos mostrar que Ψ satisfaz

∂Ψ
∂t

= ∂

∂x

(
σ2∂Ψ
∂x
−VΨ

)
= ∂

∂x

1
ζ

(
kBT

∂Ψ
∂x

+ Ψ∂U
∂x

)
(B.19)

que é a Equação de Smoluchowski.



Apêndice C

Modelo de Rouse aplicado aos
polímeros lineares

Para um polímero linear como o da Fig. 2.1, as pérolas finais da cadeia são n= 1
e N e o deslocamento médio pode ser descrito de acordo com a Eq. (3.18), onde λi
representa os autovalores da matriz de conectividade A, obedecendo a seguinte equação:

Av = λv (C.1)

A =


A11 A12 A13 . . . A1N
A21 A22 A23 . . . A2N
... ... ... . . . ...

AN1 AN2 AN3 . . . ANN


e com os autovetores

v =



v1

v2

v3
...
vN


.

Os elementos da diagonal principal representam o grau de cada nó. Então, de acordo
com a Fig. 2.1 tem-se que:

A11 = 1; A22 = 2; A33 = 2; . . . ; ANN = 1. (C.2)

Aos elementos que não pertencem à diagonal principal tem-se:

Aij =

 -1 quando se tem ligação direta
0 ao contrário.
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Para o exemplo da Fig. 2.1 tem-se:

A21 =−1; A31 = 0; A41 = 0; A23 =−1; . . . . (C.3)

Com essas definições tem-se:

A =



1 −1 0 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0
0 −1 2 −1 . . . 0
... ... ... ... . . . ...
0 0 0 0 . . . 1


.

Com a forma matricial estabelecida, tem-se as seguintes condições:

a) Pérolas intermediárias

−1v1 + 2v2−1v3 = λ2v2 para o nó 2 (C.4)
−1v2 + 2v3−1v4 = λ3v3 para o nó 3. (C.5)

Em geral escreve-se:

−1vi−1 + 2vi−1vi+1 = λivi, onde i= 2,N −1. (C.6)

b) Pérolas das extremidades: para o primeiro nó tem-se que i= 1 e para o último
nó tem-se que i=N . Logo:

1v1−1v2 = λ1v1 i= 1 (C.7)

−1vN−1 + 1vN = λNvN i=N. (C.8)

A Eq. (C.6) pode ser escrito como

−vi−1 + 2vi−vi+1 = λivi ⇔ −vi−1 + (2−λi)vi−vi+1 = 0. (C.9)

A solução é da forma vi ' cos(iψK) ou vi ' sin(iψk) logo a Eq. (3.11) assume a
forma

−cos [(i−1)ψk] + (2−λi)cos(iψk)− cos [(i+ 1)ψk] = 0 (C.10)

⇔ (2−λi)cos(iψk)− [cos(i−1)ψk + cos(i+ 1)ψk] = 0. (C.11)

Sabendo que cosα+ cosβ = 2cos(α+β
2 )cos(α−β2 ), tem-se da Eq. (C.11) que

(2−λi)cos(iψk)−2
[
cos (i−1)ψk + (i+ 1)ψk

2

]
cos

[
(i−1)ψk− (i+ 1)ψk

2

]
= 0
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⇔ (2−λi)cos(iψk)−2cos iψk cosψk = 0
⇔ cos(iψk)(2−λi−2cosψk) = 0

⇔ λi = 2−2cosψk. (C.12)

Para i=N tem-se:

vN −vN−1 = λNvN ⇔ (1−λN )vN −vN−1 = 0

⇔ (1−2 + 2cosψk)vN −vN−1 = 0. (C.13)

Para i= 1 tem-se:
(1−λ)v1−v2 = 0

⇔ (−1 + 2cosψk)v1−v2 = 0. (C.14)

A solução geral dos autovetores é dada por

vi = Acos(iψk) +B sin(iψk). (C.15)

Usando essa forma na Eq. (C.14) teremos:

(−1 + 2cosψk) · (Acosψk +B sinψk)− (Acos2ψk +B sin2ψk) = 0
⇒ A(cosψk + 2cos2ψk− cos2ψ) =B(sinψk−2sinψk cosψk + sin2ψk)

⇔ A(cosψk + 2cos2ψk−2cos2ψk + 1) =B(sinψk)⇔ A(1 + cosψk) =B sinψk.

A= sinψk ; B = 1 + cosψk (C.16)

⇒ vi = sinψk cos(iψk) + (1 + cosψk)sin(iψk)
= sinψk cos(iψk) + sin(iψk) + cosψk sin(iψk)
= sin [(i+ 1)ψk] + sin(iψk).

Dessa maneira para i=N obter-se:

(−1 + 2cosψk) [sin(Nψk) + sin(N + 1)ψk]− [sin(Nψk) + sin(N −1)ψk] = 0
⇔−sin(Nψk)− sin(N + 1)ψk + 2cos(ψk)sin(Nψk) + 2cos(ψk)sin(N + 1)ψk

−sin(Nψk)− sin(N −1)ψk = 0.
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Pela relação trigonométrica cosα · sinβ = 1
2 · [sin(β−α) + sin(β+α)] tem-se:

−sin(N + 1)ψk−2sin(Nψk)− sin(N −1)ψk + sin(N −1)ψk +
sin(N + 1)ψk + sin(N + 2)ψk + sin(Nψk) = 0

⇔ sin(N + 2)ψk− sin(Nψk) = 0⇔ sin(N + 2)ψk = sin(N + 2)ψk = sin(Nψk).

Logo
ψk = πκ

N
; κ= 1,2,3, . . . ,N −1. (C.17)

cuja solução possui autovalores

λi = 2−2cosψk com ψk = πi

N
, i= 1,2,3, . . . ,N −1. (C.18)

De todos os autovalores, deve-se ter pelo menos um λ= 0.

λk = 2−2cos(2kπ
N

) com k = 0, . . . ,N −1.


