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Resumo

Este trabalho concentra-se em redes poliméricas livres de escala generalizadas "tipo-
arvore', que dependem de um pardmetro que controla a conectividade dos nés, v, e dois
parametros de modularidade: o minimo grau permitido K., e o maximo grau permitido
N.. Foi monitorado a influéncia desses parametros sobre as propriedades estaticas das
redes e sobre a dinamica de relaxamento dos polimeros. O 1ltimo foi resolvido usando o
conceito de estruturas Gaussianas generalizadas computando o espectro de autovalores
da matriz de conectividade (ou Laplaciano). Concentra-se em quantidades fisicas tais
como deslocamento médio de monomeros sob forcas externas, raio de giragdo e médulos
de relaxamento mecénico (médulos de armazenamento e perda). Dependendo dos
valores dos parametros das redes foi possivel alternar entre estruturas hiperramificadas
distintas: redes com mais segmentos "tipo-linear" ou com uma "estrela" predominante
ou topologia "tipo-dendrimero". Foi observado uma influéncia mais forte em K. do que
em N.. No dominio de tempo (frequéncia) intermediario, todas as quantidades fisicas
mostram escala para redes poliméricas com v = 2.5 e provou-se adicionalmente que
para redes com y > 2.5 novas regides com declives constantes emergem por uma escolha
apropriada de K..



Abstract

This work focuses on treelike generalized scale-free polymer network, which depend
on a parameter that controlls the connectivity of the nodes, v, and two modularity
parameters: the minimum allowed degree, K., and the maximum allowed degree,
N.. It was monitored the influence of these parameters on the statical properties of
the networks and on the polymer relaxation dynamics. The latter was solved in the
framework of generalized Gaussian structures by computing the eigenvalue spectrum of
the connectivity (or Laplacian) matrix. It focus on physical quantities such as average
monomer displacement under external forces, radius of gyration and the mechacical
relaxation moduli (storage and loss mudulus). Depending on the values of network’s
parameters we were able to switch between distinct hyperbranched structures: networks
with more linearlike segments or with a predominant star or dendrimerlike topology.
We observe a stronger influence on K. than on N,. In the intermediate time (frequency)
domain, all physical quantities show scaling for polymer networks with v = 2.5 and
we prove additionally that for networks with v > 2.5 new regions with constant slopes

emerge by a proper choice of K.



Capitulo 1
Introducao

Em anos recentes polimeros hiperramificados, que podem ser estruturas completa-
mente ordenadas, como dendrimeros, ou estruturas desordenadas, tem atraido o interesse
de cientistas da area de fisica polimérica [1, 2, 3]. As estruturas hiperramificadas sao
geralmente "arvores'; sdo intactas e suas topologias estao situadas entre alguns limites,
por exemplo lineares, dendrimeros ou estruturas "tipo-estrela’. Aqui é introduzido uma
nova estrutura "tipo-arvore" que é capaz de mapear a transicao de uma arquitetura
"tipo-estrela" para uma topologia linear ou dendrimérica. Esta transicao é realizada
para uma rede polimérica livre de escala "tipo-arvore" pelo controle de dois parametros
de modularidades, nominalmente o grau minimo e maximo permitido. Esta rede sera

chamada de rede polimérica livre de escala generalizada.

Dentre as redes complexas reais que sao amplamente estudadas pela ciéncia, destacam-
se: World Wide Web [4, 5]; rede de colaboracao de autores de artigos cientificos [6];
redes metabdlicas em organismos bioldgicos [7] e nanoestruturas discretas tais como
Silsesquiozano Oligomérico Poliédrico (Poss), que sao moléculas frequentemente uti-
lizadas como nanoparticulas em matrizes de polimeros devido as suas caracteristicas
luteis, tais como: alta estabilidade térmica, baixas propriedades dielétricas e boa trans-
paréncia [8, 9, 10]. Por mais de 40 anos, estas redes complexas foram tratadas como
sendo completamente aleatérias. Este paradigma tem suas raizes no trabalho de dois
matematicos Hungaros, Paul Erdos e seu colaborador mais préximo Alfréd Rényi. Com
o intuito de esplanar as propriedades peculiares das redes complexas, muitos modelos
tedricos foram desenvolvidos. A maioria dessas redes reais levam a uma distribuicao de
grau de lei de poténcia, dando inicio aos modelos tedricos que geram redes chamadas
de livres de escala [11, 12, 13].

Em 1959, com o objetivo de descrever redes vistas em comunicacao e ciéncias da vida,
Erdos e Rényi sugeriram que os referidos sistemas poderiam ser efetivamente modelados

conectando seus nds com ligagoes colocadas aleatoriamente [14]. A simplicidade de sua

10
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abordagem e a elegancia de alguns de seus teoremas relacionados, revitalizaram a teoria
dos grafos, levando ao surgimento de um campo em matematica que se concentra em

redes aleatérias [14].

Neste trabalho generalizou-se todos os modelos teéricos conhecidos como redes
livres de escala considerando flexivel o intervalo de graus permitidos. Se os minimos e
maximos graus permitidos sao variados, uma quantidade maior de possiveis arquiteturas

sao encontradas, variando de "tipo-estrela" para "dendrimero" ou topologia linear.

Os célculos tedricos foram desenvolvidos na forma de estruturas gaussianas gene-
ralizadas (GGSs) [15, 16, 17, 18, 19, 20|, que abrangem redes poliméricas de qualquer
estrutura complexa. O modelo GGS é uma continuagao do modelo original de Rouse,
que foi desenvolvido para cadeias lineares, e tem todas suas limitagdes. Nao considera
as interagoes hidrodinamicas; interagoes de volume excluido; efeitos de rigidez e nem
efeitos de emaranhamento. Em sistemas poliméricos densos, ou seja, fusdo de polimeros
[20, 21, 22|, a maioria dessas interagdes tem uma fraca influéncia e o simples modelo de
Rouse simula muito bem a dinamica de polimeros. Vale ressaltar que existem modelos
que levam em consideragao algumas das interagoes acima citadas. As interagoes hidrodi-
namicas, que sao interagoes mediadas por solventes, podem ser incluidas explicitamente
em uma forma pré-estabelecida de Oseen: o assim chamado modelo de Zimm [18, 23, 24].
As interacoes de volume excluido sao consideradas em modelos poliméricos tedricos

[25, 26] e os efeitos de rigidez sao incluidos em modelos semiflexiveis [27, 28, 29, 30].

No modelo de Rouse GGS a dinamica de relaxamento de redes poliméricas é com-
pletamente solucionada pela determinagao dos autovalores da matriz de conectividade,
que é uma versao discreta do operador Laplaciano. Da variedade de aplicacoes, neste
trabalho escolheram-se, o deslocamento médio de monémeros, o médulo de armazena-
mento e perda [15, 21, 22]. A topologia interna do material polimérico é percebida em
frequéncias intermediarias ou dominios intermediarios de tempo e, com o objetivo de
desvendar sua influéncia sobre as quantidades dinamicas é necessario relativamente de

grandes estruturas.

Atualmente, apés o trabalho pioneiro em dindmicas de cadeias poliméricas lineares
[20] o modelo de Rouse foi aplicado a polimeros com arquiteturas mais complexas,
tais como dendrimeros e seus derivados [15, 18, 24, 31, 32|, polimeros estrelas [18],
redes de polimeros fractais ou hiperramificados [33, 34, 35, 36], redes de polimeros
multi hierdrquicos ou multicamadas [36, 37, 38|, redes poliméricas de mundo pequeno
[39, 40, 41] e redes poliméricas livres de escala [11]. Devido a importancia de se
entender a conexao entre a topologia de materiais poliméricos e seu comportamento
dindmico [11], aqui extendeu-se todos estes estudos para redes poliméricas livres de escala
moduladas "tipo-arvore'. Monitorou-se sistematicamente a influéncia dos parametros

de modularidade para a topologia e dinamica dessas redes.
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Diante do exposto, o presente trabalho tem como objetivo utilizar uma Lei de
poténcia para a distribuicao de grau de monomeros; o calculo do deslocamento médio
dos polimeros em solvente; o calculo dos moédulos de armazenamento e perda para
as redes livres de escala generalizadas (GSFNs), bem como o estudo das estruturas
Gaussianas generalizadas (GGS), com o objetivo de investigar a interagao entre essas

topologias e seu comportamento dinamico.

Este trabalho estd estruturado como se segue: No Capitulo 2 é apresentado a
Equacao de Langevin, cuja solucao leva ao modelo de Rouse que governa a dinamica
de relaxamento dos polimeros. No Capitulo 3 é abordado o formalismo das Estruturas
Gaussianas Generalizadas (GGSs), e a dedugao da equagao do deslocamento médio de
mondmeros. No Capitulo 4 sdo conceituadas as Redes Livres de Escala Generelizadas
(GSFNs), de onde é descrito o algoritmo utilizado para criar as redes a partir de uma
distribuicao de grau de mondémeros, com dois parametros de modularidade: o grau
minimo e maximo permitidos. Aqui serdo apresentadas algumas redes construidas
e computado a distribuicdo de grau que lhes da origem. No Capitulo 5 é exibido
os resultados, que mostram: o Espectro de autovalores do Laplaciano; a Equagao
constitutiva que origina os médulos de armazenamento e perda e finalmente, o raio
de giracao, que é baseado nos autovalores da matriz de conectividade. Destacaram-se
alguns aspectos importantes do espectro de autovalores da matriz de conectividade,
concentrando-se na influéncia dos trés parametros: v, K. e N.. Por tltimo, tem-se o

Capitulo 6 com as conclusoes referentes a dissertacao.



Capitulo 2
A Equacao de Langevin

Uma descricao alternativa do movimento Browniano é estudar a equagdo de mo-
vimento da particula Browniana escrevendo a forga aleatéria f(t) explicitamente na

forma de Langevin:

dx
Caz—%+f(t)- (2.1)

Fisicamente, a forca aleatéria f(t) representa a soma das forgas devido a colisao

incessante das moléculas do fluido com a particula Browniana.

Como nao podemos conhecer a dependéncia temporal precisa de tal forca, consideramo-
la uma varidvel estocéstica e assumimos uma distribuigdo plausivel W[f(t)] para ela.
Neste esquema, a média de uma quantidade fisica A(xz(t)) é calculada, em principio,
pelo seguinte procedimento. Primeiramente a Eq. (2.1) é solucionada para um dado
f(t), e A(z(t)) é expressa por f(t). A média é entao tirada com respeito a f(t) para a
fungao de distribuicao W|[f(t)] dada.

Embora varias distribuigoes possam ser concebidas para f(¢) dependendo da mode-
lagem fisica, aqui consideraremos somente o processo que é descrito pela Equacgao de
Smoluchowvski. E mostrado no Apéndice B que se a distribuicio f(t) é adotada como

Gaussiana caracterizada pelos momentos:
< f(t) >=0, < fO)f(t') >=2CkpTo(t—t'), (2.2)

ou seja, se a distribuicao de probabilidade funcional de f(t) for

W ()] o cxp (—4<,jBT) [as? (23)

entdo a distribui¢ao de x(t) determinada pela Eq. (2.1) satisfaz a Equagao de Smo-

luchowski. Neste trabalho checamos isto para um caso especial simples. Considere o
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movimento Browniano de uma particula livre (U = 0) para que a equagao de Langevin

possa ser escrita como

dx
CE = f(t) (2-4)

se a particula estava em z’ no tempo t = 0, sua posicao no tempo t ¢ dada por

o(t) =2 + 2 /Ot dt' f(t'). (2.5)

A Eq. (2.5), indica que x(t) — 2’ é uma combinagdo linear de varidveis aleatérias
Gaussianas f(t). Portanto, de acordo com teorema no Apéndice A, a distribuigao de

x(t) deve ser Gaussiana. Aqui a distribuigdo de probabilidade de x(t) é escrita como

U(z,t) = (2nB)"Y2exp (-%ﬁ) , (2.6)
onde
A=<z(t)>  B=<(z(t)—A)?*>. (2.7)

Das Eqs. (2.2) e (2.5), estes momentos sdo facilmente calculados:

/ 1 t / / /
A:x+C/0dt<f<t)>:x (2.8)

o[t o) o)
1 t t
- = /0 dt’ /0 dt" < f(E)F(t") > (2.9)
_ 2kpT

t t
at’ [ at"s(e —t") -
7yt [ ara —t)

Usando a Relagao de Einstein D = kgT'/( se obtém

2%pT

t. (2.10)

B =2Dt.

Entao
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N2
U(x,t) = (4nDt) " 2exp (_(56455)) (2.11)
Esta é a solucao da Equacao de Smoluchowski
oV 9?

A Equacgao de Langevin (2.1) é equivalente a Equagao de Smoluchowski somente
quando a constante de difusdo D = kpT/( é independente de z. Se D depende de z,

um termo adicional deve ser adicionado & equagao (2.1)

dz
(=g, HI+55— (2.13)

A derivagao é dada no Apéndice B. Fisicamente, o termo 0D /Jz é necessério
para compensar o fluxo causado pela forca aleatéria que é dependente da posicao da

particula.

A Equagao de Langevin correspondente a Equacao de Smoluchowski em espaco de

fase multidimensional é dado por

oUu

d 1 0
P ;an <_axm +fm(t)> + ngT%: %an. (2.14)

A distribuicao da forca aleatéria é Gaussiana, caracterizada pelo momentos:

< fu(t) =0>, (2.15)

< fu®) fn) >=2(L Y umkpTo(t — 1), (2.16)

onde (L~1),, denota o inverso da matriz Ly,

> Lom(L™ )k = bu- (2.17)

A Equagao de Langevin (2.14) representa o mesmo movimento da Equagao de

Smoluchowski

ov 81<k ov oU )7 (2.18)

o _ 9L Y Py
ot~ orc "Bl o T on

que ¢ a equacao basica para a dindmica das solugoes e suspensoes de polimeros.
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2.1 Funcao de correlacao de tempo e funcao res-

posta

Uma quantidade importante que caracteriza o movimento Browniano é a fungao de
correlagao de tempo, que é operacionalmente definida da seguinte forma. Suponhamos
que medimos uma quantidade fisica A de um sistema de particulas Brownianas para
muitas amostras em um estado de equilibrio. Seja A(t) os valores medidos de A no
tempo t. Normalmente, A parece um padrao de ruido. A func¢ao de correlagdo de tempo

C'a4(t) é definida como a média do produto A(t)A(0) sobre muitas medidas:

Caa(t) =< A(t)A(0) > . (2.19)

A funcéo de correlagao de tempo (2.19) é denominada de fungao de autocorrelagao
como expressando a correlacao das mesmas quantidades fisicas em tempos diferentes. As

fungoes de correlacao de tempo também sao definidas por quantidades fisicas diferentes,

Cap(t) =< A(t)B(0) >, (2.20)

que é chamada de funcao de correlacao cruzada.

2.2 0O modelo de Rouse

As propriedades estaticas de um polimero podem ser determinadas considerando
o polimero como um conjunto de pérolas conectadas ao longo de um colar [20]. E
natural modelar a dindmica do polimero pelo movimento browniano de tais pérolas. Tal
modelo foi primeiramente proposto por Rouse e tem sido a base das solugoes poliméricas
diluidas [21].

Considera-se (R1,Ra2,...,RN) = {Rn} a posicao dos vetores relativos ao sistema de
coordenadas das pérolas compreendendo uma cadeia interconectada, como representado

esquematicamente na Fig. 2.1.

Além disso, a equagao do movimento das pérolas é descrita pela equagao de Langevin
[42, 21], que para uma melhor compreensdao do modelo de Rouse, escreve-se da seguinte
forma: 5 5 5

U 1
—Ra(t)=> H ———+fm(t) | + =87 Y ——Hum, 2.21
g Rn () ; “m< IRy, | Im >> 2"'B ;8Rm nm (221)
onde fi,(t) é a forca aleatéria, kp é a constante de Boltzman, T' é a temperatura, e

H,. é a matriz de mobilidade.
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R,

Figura 2.1: Modelo de Rouse.

No modelo de Rouse, a interacao de volume excluido e a interacao hidrodinamica sao

desconsideradas. Entao a matriz de mobilidade e o potencial de interacao sao escritos

CcCOomao:
I
Hpm = z(snm, (2.22)
P N
U=-Y (Rn—Rn_1)’ (2.23)
2 n=2
Ccom 3 T
KB
f= (2.24)

onde b é o comprimento do segmento de ligacao em equilibrio e ¢ é a constante de

friccao da amostra de polimero.

Neste modelo, que considera uma cadeia linear, a Equagdo de Langevin (2.21)

torna-se uma equacao linear para R,,. Para pérolas internas (n =2,3,...,N —1)
dR
¢ dtn = —k(2Rn —Rnt1—Rn_1) + fa. (2.25)

A Fig. 2.1 ilustra o modelo de Rouse como sendo varios monémeros (ou pérolas)
conectados por molas (interagoes entre mondmeros), sendo Rj,Ra,R3 e Ry os vetores

posicao para este exemplo.

Para as pérolas finais (n =1 e N) temos

dRy

dR
W——K(Rl—Rz)‘Ffl N~

ek —rk(RN—Rn-1) + (2.26)

A distribuicao da forca aleatéria f,, é Gaussiana, caracterizada pelos momentos
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dados pelas equacoes:
< fa(t) >=0, (2.27)
< fra(t) finp (') >=2Ck T 6pmdapd(t —t'). (2.28)
Como no caso da cadeia Gaussiana, o sufixo n no modelo de Rouse pode ser considerado
como uma variavel continua. No limite continuo, Rp4+1 +Rpn-1 — 2Ry — 9’Ry, / on? e
a Eq. (2.25) é reescrita como

ORy ’Ry,

5 =K ga t I (2.29)

¢

Para reescrever a Eq. (2.26) no limite continuo, nota-se que esta, estard incluida na
Eq. (2.25) se as pérolas hipotéticas Ry e Rn41 forem definidas como

Ro=Ri1, Rns1=Rn (2.30)

que se tornam, no limite continuo,

ORn| _ ORa
an n:[)_ ’ an n=N

=0. (2.31)
Também os momentos das forgas aleatérias sao agora dados como

< fn(t) >=0,

< fra(t) fmp(t') >=2CkpTd(n—m)dazd(t —t'). (2.32)
As Egs. (2.29), (2.31) e (2.32) definem o modelo continuo de Rouse.

Os resultados do modelo discreto e do modelo continuo concordam entre si para uma
longa ecala temporal, mas nao para tempos curtos. A discrepancia, contudo, nao tém
significado fisico importante desde que a descrigdo do polimero por pérolas discretizadas
seja um artefato, os resultados que dependem da natureza discreta das pérolas nao tém

validade.

Deve ser enfatizado que a esséncia do modelo de Rouse estd na natureza universal
da modelagem da dindmica de um objeto conectado. A suposicao central no modelo
de Rouse é que a dindmica é governada por interacgoes localizadas ao longo da cadeia.
Para ver isso, considera-se a forma geral da Equacao de Langevin Linearizada.

dRy
dt

= AnnBRm +a /¢, (2.33)

onde A,,, é uma matriz constante representando a interacao entre as pérolas e f, é a
forca aleatéria. Desde que o sistema seja homogénio, A, depende somente de n —m,
de modo que a Eq. (2.33) pode ser reescrita como

dRn
dt

= ZAmRn+m+fn/C (2'34)

com Ay = Ay ptm.
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2.3 Coordenadas normais

Seré estudado agora as consequéncias do modelo de Rouse. A Eq. (2.29) representa
um movimento Browniano de osciladores acoplados. Uma forma padrao de tratamento
de um tal sistema estd em encontrar as coordenadas normais, cada uma capaz de

movimento independente.

Para encontrar as coordenadas normais, considera-se a transformacao linear de

Rn(t) N
- /0 dndpnRa(t) (2.35)

e escolhe-se ¢p, de modo que a equacao de movimento para Xy, tenha a seguinte forma,

Can —kpXp + fp. (2.36)
Das Eqgs. (2.35) e (2.36) obtemos
0 0*Rn
Cp 815 Cp/ dnpn 7, Rn / dnpn </<; + £, ) (2.37)

Usando integragao por partes, pode-se reescrever a Eq. (2.37) como

N
lado direito = % [gbpn IRy 1 _ lna¢ann] +
on
0

¢ ¢ on 0
G 8 dpn
ZP ; dn [n ang Rn+¢pnfn1. (2.38)

O primeiro térmo desaparece devido a Eq. (2.32). Entao a Eq. (2.38) é reescrita como

N N T 920, N
%[/{ (‘()b:z RHL +%D A dn l/@ aig Rn+qbpnfn] :/0 dn(—rKpopnRn) +£5.(2.39)

Para a Eq. (2.39) se manter, deve-se ter

%’ a;(bp" = —KpPpn (2.40)
o Ym _g  em =0 e n=N (2.41)
on
) Cp (N
= /0 dnpnta. (2.42)

As Eqgs. (2.40) e (2.41) sao as equagoes de autofungao para ¢,,, que sdo bem

conhecidas e tém uma possivel solugao
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bpn = jifcos (p;”) (p=0,1,2,...) (2.43)
€
ip = m%’ (];\7;)2' (2.44)

Agora (, pode ser escolhido arbitrariamente, de modo que se escolha ¢, tal que f,

satisfaca a mesma féormula como o oscilador, ou seja,
< fpa(t) fpa(0) >=2(prgTH(t). (2.45)
Logo, em termos das coordenadas X, definida por

1 N
XPEN/O dn cos (%)Rn(t) com p=0,1,2 ..., (2.46)

a Eq. (2.29) pode ser reescrita como

0

Canp = —kpXp + fps (2.47)
onde
Go=N(e(=2N( para p=1,2,... (2.48)
6m2kpT
Kp = 212kp? /N = ﬂpz para p=0,1,2,... (2.49)
Nb2
e as f sao as forgas que satisfazem

Uma vez que as forcas aleatérias sdo independentes umas das outras, os movimentos
dos Xy sao também independentes uns dos outros. Portanto o movimento do polimero

é decomposto em modos independentes.

As fungoes de correlacdo de tempo das coordenadas normais podem ser calculadas
imediatamente da Eq. (2.37). Para p >0

IiBT
< Xpa(t)Xqp(0) >= 5pq(5a5761’p(—t/7'p>, (2.51)
P
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onde
71
Ty = — 2.52
P= 2 (2.52)
© N2p?
T = g = < (2.53)

k1 3m2kpT’

Por outro lado para p =0

2kpT 2kpT
((X0alt) ~ Xoa 0) (Xosl0) X O) = b ™20t =0, 5200 (250)
A transformagao inversa da Eq. (2.46) é
> PN
Rn=Xo+2)> Xpcos <N> (2.55)
p=1

Sera considerado agora o significado fisico das coordenadas normais. A coordenada
X representa a posicao do centro de massa

1 N
Rg — N/O dnRy = Xo. (2.56)

Assim o deslocamento quadratico médio de Rg ¢é calculado da Eq. (2.56) como

(Ra()~Ra0)P) = 3 ((Xoolt) = Xua(0)) =650t (257

a=x,Y,z

A constante de auto difusdo do centro de massa esté definida por

DG = Jim —((Ra (1) ~Ra(0))?). (2.58)

Das Eqs. (2.57) e (2.58)
HBT
Dg=——. 2.
G=N¢ (2.59)



Capitulo 3

Estruturas (Gaussianas
(Generalizadas e a Dinamica de

Relaxamento

Nesta secao é fornecida uma breve introdugao as redes construidas, focando nas
quantidades dinamicas de relaxamento, tais como o médulo dindmico complexo, o raio
de giracao e o deslocamento de monomeros médio. Entao, monitora-se a influéncia dos
parametros de modularidade das GSFN sobre as quantidades supracitadas e sobre o

espectro de autovalores.

3.1 Modelo teodrico

Uma estrutura gaussiana generalizada (GGS) representa uma extensdo do modelo
classico de Rouse [15, 35, 43], desenvolvido para cadeias poliméricas lineares, para
sistemas de topologia arbitraria: estes sao modelados como uma estrutura consistindo de
Niot pérolas conectadas por molas harmonicas, veja a Fig. 3.1. Por simplicidade, todas
as pérolas das GGS estao sujeitas a mesma constante de friccdo ( com respeito ao meio
viscoso circuncidante (o solvente). A constante de friccao das pérolas das GGS espelham
a friccdo geral dos fragmentos de polimeros diretamente ligados a um determinado ponto
(pérola). Por sua vez, o fragmento de cadeias entre as pérolas, estao estabelecidos a serem
suficientemente longos, uma vez que obedecem a estatisticas Gaussianas. Normalmente,
um fragmento de cadeia de cerca de dez mondémeros cumpre este requisito. Isto permite
que cada fragmento de cadeia seja satisfatoriamente modelado por uma mola elastica

(entropica)[15].

A energia potencial das GGS na auséncia de forcas externas, Ugjgstic, contém as

22
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Y e

(b)

Figura 3.1: (a) Representagdo esquemadtica da cadeia de Rouse mola-e-pérola e (b) um

exemplo particular de GGS.

contribuigdes eldsticas das molas harmonicas (ligagoes) conectadas as outras.

K K Ntot Niot
Ueléstica({R}) - 5 Z [R R Z Z AnmR Rm, (31)
ligacOes n=1m=1

onde Ry (t) = (Xn(t),Yn(t), Zn(t)) € Ry(t) = (X (t),Yim(t), Zm(t)) sdo as posi¢oes dos
vetores da n-ésima e m-ésima pérola da GGS, respectivamente. O somatério na
primeira soma da Eq. (3.1) é aplicado sobre todos os pares de pérolas n, m diretamente
conectadas por molas eldsticas (ligagoes). A quantidade K = 3kpT/ b% é a constante
elastica de uma mola harmoénica, onde kg ¢é a constante de Boltzman, T' é a temperatura
e b% é a distancia média quadrada de ponta a ponta para a mola nio esticada [15]. No
lado direito da mao direita da Eq. (3.1), destaca-se que a energia potencial Ugsstica
pode ser representada através da matriz de conectividade A = (Ay;,) da GGS dada,
que também ¢ chamada de matriz de Kirchhoff ou matriz de Rouse generalizada[15]. A
matriz de conectividade A contém toda a informagao sobre a topologia da GGS em

questao e é construida conforme apresentada no Anexo C.

Assume-se que cada mondémero experimenta o mesmo coeficiente de friccdo ( e
todas as pérolas se movem sob a influéncia de forgas aleadrias que sao incluidas via
velocidades aleatérias w(t). Estas forcas aleatdrias surgem devido a incessantes colistes
das moléculas do solvente com as pérolas; como de costume, a distribuigao de w(t) é
tomada para ser um processo gaussiano centrado. Evidentemente, devido ao teorema
da flutuagao-dissipagao o coeficiente de friccao e as velocidades aleatérias w(t) estao

relacionadas. Além disso, os campos externos impostos sobre os mondémeros conduzem
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ao aparecimento de forgas externas F(t).

3.2 Dinamica de relaxamento

Diante desta situagao a Equagao de Langevin linearizada para a dinamica das

pérolas, onde as coordenadas das pérolas estao denotadas por R, se 1& [18]:

IR;(t)

Fy(t)
ot '

S

N
+o ) AiR;(t) = wi(t) + (3.2)
j=1
Aqui R; é o vetor posigao da i-ésima pérola (multifuncional, bifuncional ou monofun-
cional) e ¢ é o coeficiente de fricgdo. Além disso, (w; e F; sdo as forcas que agem
sobre a i-ésima pérola. Por simplicidade considera-se somente a situagao homogénia,
de modo que todas as ligagoes sejam equivalentes. Isto é refletido na constante o, que

em modelos tipo Rouse é a constante de taxa de ligagao, o0 = 3’;212?, com [? comecando

o comprimento médio quadratico de cada vetor ligacdo. Além disso, A = (A4;;) na
Eq. (3.2) é a matriz de adjacéncia (Matriz de Kirchhoff, matriz estrutural, matriz
de conectividade ou matriz de Rouse generalizada). A matriz A pode ser construida
inicialmente definindo todos os elementos para zero e contabilizando para cada ligacao
entre os mondmeros ¢ ¢ j aumentando os elementos da diagonal principal A; e A;; por
+1 e os elementos da nao-diagonal A;; e Aj; por —1. Note que deste jeito, A é uma
matriz constante simétrica, que é independente de R;. Além disso, det A =0, o que é
evidente por contrucao, e que implica que (pelo menos) um autovalor é igual a zero. A
Eq. (3.2) relata o equilibrio entre a fora de atrito dos monémeros de N, suas interagoes,

as forcas agindo sobre eles e a forca aleatoria estocastica.

Mais compactamente, a Eq. (3.2) se lé:

IR (1)
ot

F(t
+oAR(®) = w(t) + é> (3.3)
com R = (Rq,Ra,....RN)T, w= (w1, wa...,wy)T e F=(F1,Fy....Fy)', onde T

denota o vetor transposto.

A solugao da Eq. (3.3) pode ser escrita como

R(t) —/_toodt/exp[—a(t—t')A] [w(t’)+F(;/>] (3.4)

como pode ser prontamente verificado por diferenciacao do lado direito em relagao a t.

Para se ter uma forma operacional para determinar R(¢) da Eq. (3.4) é conve-
niente proceder pela diagonalizacao da matriz de conectividade. Dado portanto N

autovetores linearmente independentes Q; de A, de modo que AQ; = )\;Q;, definimos
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Q=(Q1,Q2...,Qn). A matriz Q pode agora ser usada para diagonalizar A, uma vez
que

A=QAQ! (3.5)
com Q7! sendo o inverso de Q. Esta relacio segue de AQ = QA, onde A é a matriz
diagonal cujos elementos sao A;. Da Eq. (3.5) qualquer funcdo de A (uma matriz

diagonalizavel) pode ser escrita como

f(A)=Qf(M)Q™ (36)
Especialmente tem-se
exp(At) = Qexp(At)Q 1. (3.7)
Assim a Eq. (3.4) pode ser escrita em termos destes autovalores e autovetores como
¢ F(t
R(t) :/ dt' Qexp[—o(t—t')A]Q ! lw(t/) + (C )] . (3.8)

Esta é uma expressao da matriz para o deslocamento das pérolas dados forcas térmicas

aleatérias e campos externos.

A média de deslocamento < R(t) > pode ser agora obtida pela média da Eq. (3.8)
sobre a velocidade aleatdria w. Para isso, usa-se a relacdo < w(t) >= 0; evidentemente
também < Wi (£)w;3(t") >=2kpT6;;0,30(t—t")/C onde v e 5 denotam as direcdes (x,y

ou z), 0;; € 6,8 sao as funcoes delta de Kronecker e kp ¢é a constante de Boltzman.

A Eq. (3.8) simplifica-se para:

<R(t) >:/t dt’Qexp[—a(t—t’)A]Q_lF(;,). (3.9)

A Eq. (3.9) representa o deslocamento médio de dos polimeors sob a agao das forgas
arbitrarias externas. A Eq. (3.9) pode ser ainda mais simplificada considerando o caso

da forca externa agindo sobre uma tnica (marcada) pérola.

Aqui assumi-se que a forca externa puxa a m-ésima pérola. Deixa-se também a forca
ser aplicada a t = 0 e durante o movimento ficara constante. Escolhendo a coordenada
y na direcao da forga tem-se

Fm(t) = Fob(t)ey (3.10)

e F;j(t) =0 para j # m. Na ultima equagdo 6(t) é a funcao de passo Heaviside.
Pode-se escrever a Eq. (3.10) mais formalmente introduzindo o vetor coluna u,, =
(0,0,...,1,...,0,0)”. Entdo

F(t) = Fp(t)uy,. (3.11)

Determina-se agora primeiro a dindmica do centro de massa (CM) sobre F, Egs.
(3.10) e (3.11). Para isso usa-se a definicdo do CM, reescrevendo em termos do vetor

unitario u = (1,1,...,1,...,1,1). O deslocamento do CM na diregao y é dado por:
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<You(t) Z<Y Nu <Y(t) > (3.12)

comY = (Y1,Ys,...,YxN)T. Usando a Eq. (3.9), obtém-se da Eq. (3.12):

Fy t /
<You(t)> = —0/ dt'u-e oAy,

= /dtz

(t—tHA
N Cnd 9. S (3.13)
4!
Agora pode-se ver que u- A =0 (a partir do detA= 0 ou por construgao). Portanto
na soma sobre j somente o termo com j = 0 sobrevive. Entao a equacao para o

movimento do CM ¢é dada por:

< Yeu(t) >= ]@/()tdt’u-um - i‘f (3.14)
Como era de se esperar por razoes fisicas o deslocamento do CM recupera o crescimento
linear. A imagem é clara: a forca total Fy sobre o sistema é equilibrada pela friccao total,
N, o que leva a uma velocidade constante F/N(. Volta-se agora para a determinacao
do deslocamento médio da m-ésima pérola com uma forga constante agindo sobre ela.

Da Eq. (3.9) o movimento desta pérola na diregao y é:

N
<Yp(t)> = ?Z/@t dt'Qu i exp[—oXi(t —1')]

Fyt N 1—ex ol\t)
= OC Zsz pA(‘ it) e (3.15)
T

onde se define (Q71);,, = ;7}1 No lado direito da Eq. (3.15) o movimento do CM
separado pode ser entendido da seguinte forma: para qualquer estrutura conectada
a matriz A tém-se somente um autovalor igual a zero que se denota por A\;. Agora
claramente, u’'/ V/N é um autovetor de A para A\; = 0, desde que antes A -u’ = 0.
Define-se Qq = u’l / V/N, através da qual a primeira linha de Q! torna-se u / V/N. Isto
é assim desde u/v/N seja ortogonal para o outro Q;(i = 2,...,N)(eles pertencem a
outros valores) e u-u’ = N. Dai Qm,1= Ql_ﬂln = 1/v/N para todo m.

Uma situacao especial surge quando a forca externa age sobre um mondmero
carregado contido no polimero. Quando a posi¢ao da carga no interior da estrutura é
aleatéria (desordem temperada), o conjunto-média de deslocamento do monémero pode
ser calculado da Eq. (3.9) pela média sobre todas as posigdes dos monomeros. Esta é
uma média dupla tanto sobre as flutuagoes das forcas aleatorias e sobre as posicoes das

cargas. No entanto a expressao resultante torna-se mais simples do que a Eq. (3.9),
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uma vez que para sua determinagao somente os autovalores de A, mas nao os seus
autovetores, sdo obrigatérios. Para mostrar isto, observa-se que ao monitorar a pérola

sobre a qual a forga externa age, tem-se da Eq. (3.9) e Eq. (3.15)
1 N
<<Y(@t)>> = N > <Yp(t) >
m=1

B [ wmqeolot-naa, @10

onde Tr denota o trago da matriz envolvida. Agora usa-se o fato de que o trago é

invariante sob permutagoes ciclicas, de onde segue:

<<Y(t)>> = ]}\;()C/Otdt/Tr(exp [—o(t—t')A])

Fy t ,N /
= NQ./O dt i:z:lexp[—a)\i(t—t)]. (3.17)

Esta equacao pode ser facilmente integrada; observando que somente \; desaparece,
A1 = 0. Entao teremos:
Fot  Fy J1—exp(—olit)

<<Y(t)>> = NC+0NCZ.§ " : (3.18)

3.3 Equacao constitutiva

A propriedade mecanica de um material homogénio é expressa pela equagao cons-
titutiva que relaciona o tensor de stress o,3 ao tensor gradiente de velocidade K4z,

com

a,Da(r,t)
8r5

Kap(r,t) = , (3.19)

onde Uy(r sy € 0 campo de velocidade macroscopica.

Geralmente, ambos 0,3 € ko3 dependem da posigao e do tempo. Contudo, ao
considerar a equagao constitutiva, a dependéncia posicional de k. pode ser eliminada
porque a tensao em um certo elemento de fluido depende somente dos valores prévios
do gradiente de velocidade avaliados neste elemento de fluido (principio da localidade).
Isto é uma consequéncia das escalas de comprimento das particulas serem menores
que o comprimento macroscopico: apesar da tensao depender, estritamente falando,
nao somente de ko3 mas também das suas derivadas espaciais Okqp3/0r, 0 efeito é
da ordem de (tamanho da particula)/(comprimento macroscépico) que é geralmente

insignificantemente pequeno [21]. Portanto, para estudar a equagio constitutiva, deve-se
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assumir, sem perda de generalidade, que o gradiente de velocidade macroscopica ¢é

constante através do sistema, e que o campo de velocidade é dado por

1_)&5(1‘,25) = liag(t)T/g. (3.20)

E neste caso o tensor de stress 0,3 ¢ independente da posicao. Tal fluxo ¢ chamado

homogénio [21].

O tensor de stress o, pode ser expresso como a soma de um tensor isotrépico g,

. ’ . a . ’
e um tensor anisotropico aé ﬁ) cujo traco € zero:

ap =005 +0Y, (3.21)
com
1
7 = 3000 ol® = . (3.22)

Em um fluido imcompressivel para que

iv_a = Kaa =0 (3.23)
Orq
a parte isotrépica é determinada pelas condigoes externas e € irrelevante para a discussao
da equacao constitutiva. Aqui considera-se somente estes fluidos e negligencia-se a parte
isotrépica no tensor de stress. Assim dois tensores de stress 0&4/3 e afﬂ sao considerados

. . . A B . -
iguais se suas diferencas o 3" 0B forem um tensor isotrépico.

3.4 Propriedades viscoelasticas

3.4.1 Viscoelasticidade

Como forma alternativa de estudar a dindmica de polimeros em solucao pode-se

medir suas propriedades viscoeldsticas [21].

Uma das ferramentas utilizadas com este objetivo é o fluxo de cisalhamento, cujas

componentes da velocidade sao dadas por

vz (1, ) = K(t)ry, vy =v, =0. (3.24)
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Se a taxa de cisalhamento (t) é pequena o suficiente, a tensdao de cisalhamento

depende exclusivamente de k(t) e pode ser escrita como

t
Gy (1) = /_ Gt —t)r(t), (3.25)

onde G(t) é chamado de médulo de relaxamento. Para solugoes diluidas, em que o

efeito do polimero é pequeno é conveniente escrever a Eq. (3.25) como

Oy (t) = nri(t) + /_t dt'GP) (¢t —t )k (1) (3.26)

O primeiro termo representa a propriedade do solvente puro e o segundo termo

representa o efeito dos polimeros.
Dois casos especiais sao importantes.

(i) Fluxo de cisalhamento constante:

k(t)=r=0. (3.27)

Neste caso, a tensao de cisalhamento é constante, o que define a viscosidade de

estado estaciondario

1

n= 0. (3.28)
Das Eqs. (3.26) e (3.27), segue que
o
n =1+ /O dtG?)(t). (3.29)

O aumento na viscosidade devido a presenca de polimeros é usualmente expresso

pela viscosidade intrinseca, ou ntimero de viscosidade, definido por

(3.30)

onde p é o peso do polimero no volume unitério da solugdo. Usando ¢ (o nimero de
segmentos por volume), N (o niimero de segmentos por polimero), M (o peso molecular)

e N4 (o nimero de avogadro), p é escrito como

- (3.31)
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(ii) Fluxo oscilatério:

k(t) = Ko cos(wt) = koRe(e™?), (3.32)
onde Re representa a parte real. A resposta para este fluxo define o médulo complexo

G*(w):
Ory(t) = KoRe <G*_(°J>eiwt> . (3.33)

Uma vez que a Eq. (3.26) fornece

. t .
ozy(t) = KoRe <e“"tns+/_oo d'G» (t—t’)e“"t>

. t .
= KoRe [e““t (7)3 + /_OO dt'GP) (t — ') et )] . (3.34)

G*(w) é escrito como

oo .
G*(w) = iwns—i-iw/ dte ™' GP) (¢)
0
= G'(w)+iG"(w). (3.35)
A parte real G'(w) e a parte imagindria G”(w) sdao chamados médulos de arma-

zenamento e pérda respectivamente. Resultados experimentais sao frequentemente

expressados pelo médulo intrinseco adimensional definido por [21]:

[G'(w)]R = ;1)13%) MﬁG/( w) = ll)l_I)%p}%/ dtwsin(wt)GP) (1) (3.36)
)], = lim MA%(G”( )=o) = lim / dtwcos(@)GP(H),  (3.37)

onde R = Nakp ¢ a constante de gas.

Expressao microscopica para o tensor de stress

A tensao macroscopica das solugdes poliméricas podem ser escritas como

0o = Ns(Fap(t) + Kgal(t)) +a§5g + P, (3.38)
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onde

N
C
o) = —% 2 < FuaRug > (3.39)

n=1

Aqui o fator ¢/N representa o nimero de polimeros por unidade de volume.

Uma vez que F,, é escrita como

0
F, = “IR. (kpTInV+U), (3.40)
a Eq. (3.38) é reescrita como
o®) — Z/d{Rn}\I! (kT +U) Ry

_ ZVd{Rn}kBT oV Rnﬁ+<a§ga}znﬁ>1. (3.41)

O termo kBTa%%Rnﬁ na Eq. (3.41), fornece a tensdo isotrépica kpTd,s pela
integragao por partes e pode ser descartado em um fluido incompressivel (ver Secao
3.3). Entao

c oU

Sob condigoes ©, U é dado pela Eq. (2.23), consequentemente

¢ 3kgT &
Ugépﬁ) - N bg ‘ < _(Rn+1 +Rp—1— QRn)aRng >
n—=
C 3k’BT N
= v 2 < ®ni—Ra)a(Ruj1 —Rn)g > (3.43)
n=1

ou no limite continuo

(p) _ ¢ 3kpT N ORua OR,p
Taf = N 12 /0 dn o ) (3.44)

A tensao resultante do potencial de volume excluido pode ser negligenciada porque



32

ol v 0

kT 3 < [éﬂia IR, — Rm)] (Ryp — Rm@)>

Q

kT K 8]§m [0(Rp —Rpn)(Rpg — Rimpg)l —0(Ry — Rm)5a5]>] .

O primeiro termo é zero, o segundo termo pode ser omitido devido a este ser
isotropico. Portanto a Eq. (3.44) mantém-se a mesma para a cadeia com efeito de
volume excluido. (Isto é claro nao significa que as interagoes de volume excluido nao
desempenham nenhuma parte nas propriedades viscoelasticas. O volume excluido afeta
as propriedades viscoelasticas através da funcao de distribuicao W sobre qual a média
na Eq. (3.44) é tomada).

A Eq. (3.44) pode ser reescrita usando coordenadas normais Eq. (2.46) como

- v () () y ansn (7)o ()
%8 = N B2 >4 ~ )\ W < XpaXyp(t) > A dnsin ) sl

y2u
¢ 3kpT  2p*n?
= v 2y < Xea)Xps(t) > (3.45)
p

Em condigoes O, isto pode ser escrito usando a Eq. (2.49)

o) = = S kp < XpaXps > (3.46)

O uso da Eq. (3.46) pode ser justificado na aproximagao de linearizacdo, que esté

em assumir que o potencial U é dado por

2
3X2

1
U=-kgT
B Z<X§>e

2 P

1
— Qijkpxg. (3.47)
q

Moédulo intrinseco

Para calcular a tensao de cisalhamento o4, (t), é necessario solucionar

0 k
50 < XpaXpy >= —QCi’ < XpeXpy > +E < X7, > . (3.48)
P

No estado estacionario, a Eq. (3.48) fornece
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G
< XpaXpy >= 21§2k Tk (3.49)

Entao a viscosidade intrinseca é dada por

Upy - kBT C @
pNsK 2/)775N kp

0] = (3.50)

A soma é avaliada para varios modelos: modelo de Rouse; modelo de Zimm para

solventes © e modelo de Zimm para bom solvente [21].

3.4.2 Mobdulo intrinseco

Aqui considera-se o caso em que a taxa de cisalhamento nao é constante. A Eq.

(3.48) ¢é solucionada para k(t) geral,

kBT t / / /
< XppXpy >= T/ dt’ exp(—(t —t') /)w(t), (3.51)
D —00

onde

Tp = Cp/2k, =T1p V. (3.52)

Das Eqs. (3.46) e (3.51), GP)(t) é calculada como

GP) (1) = %k:BTZeXp —t/1p) = 7Zexp (—t/Tp). (3.53)
[Z
Consequentemente
X (wrpy)?
dtwsin(wt) » exp(—t/1p) —r (3.54)
/ Z P ; 1+ (wmp)?

G" (w / dtw cos(wt) Zexp —t/7p) = io: (3.55)

pr)

As Egs. (3.54) e (3.55) juntas constituem uma das medidas mais importantes,
que é a forma de relaxamento mecanico, nominalmente o médulo dinamico complexo
G*(w) ou, equivalentemente, sua parte real G'(w) e imaginaria G”(w) (conhecidas como
moédulos de armazenamento e perda) [21, 22]. Para solugoes muito diluidas e para w > 0

os médulos de armazenamento e perda no modelo de Rouse sao dados por
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, 1 X w?
G = T 3.56
(W) = vrpTg §w2+ (20 ;)2 (3.56)
e
1 X 20WN\;
" = T— S — .
G"(w) vipT Z:z; Tt 2o (3.57)

Nas Egs. (3.56) e (3.57) v é o nimero de segmentos poliméricos (pérolas) por unidade
de volume e \; sdo os autovalores da matriz de conectividade A. Nessas equagoes o
desaparecimento do autovalor (A; = 0) é negligenciado; isso corresponde a translagao
do sistema como um todo e ndo contribui para o médulo [11]. O fator 2 nos tempos de
relaxamento 7; = ﬁ surgem do segundo momento dos deslocamentos envolvidos no
calculo da tensao [111, 21]. Para estes m6dulos hé o interesse prioritario nos declives,

entao foram computados os resultados em termos dos médulos de armazenamento e
perda pela condigao vkpT /N =1 ¢ 0 =1 nas Egs. (3.56) e (3.57).



Capitulo 4
Redes Livres de Escala

Nos ultimos anos, pesquisadores de uma variedade de campos tem descoberto que
muitas redes sao dominadas por um ntmero relativamente pequeno de nés que sao
conectados a muitos outros sitios [14, 44]. Redes contendo nés tao importantes ou
pontos centrais sdo chamadas de "Redes Livres de Escala' ou (SFNs), no sentido de que
alguns pontos centrais tem um ntmero aparentemente ilimitado de liga¢coes e nenhum
né6 é tipico dos outros [14, 44]. Embora tais redes do mundo real possam exibir uma
grande variedade de distribui¢oes de "calda expessa" (como a distribuigdo normal por
exemplo), a maneira mais facil de conceituar tais caracteristicas topoldgicas é considerar
um modelo em que p(k) =~ k~7: isto é, um modelo em que a probabilidade de encontrar
um né com grau k diminua como uma lei de poténcia de seu grau. O mais popular

destes modelos ¢é introduzido por Barrabasi e Albert [12].

4.1 Modelo de construcao

No modelo de Barrabasi-Abert uma rede ¢ criada pelo uso do seguinte procedimento.
Comecando com um ntmero pequeno, mg, de nés. Em cada etapa, adiciona-se um novo

no u a rede, e conecta-o a m < mgq dos noés existentes v € V' com probabilidade

o kw

Pu (4.1)

A rede resultante é conhecida como a rede de Barabasi-Albert, e é designada como

BA(n,no,d).

No modelo originalmente proposto por Barabési e Albert nao existe especificacao

relativa a como os nos iniciais mg sao conectados entre si.
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Bollobés [45], destacou que este modelo é "muito impreciso", mas a situa¢ao pode
ser salva de varias formas. Por exemplo, podemos considerar que comegamos de uma
rede aleatéria conectada do tipo Erdos-Rényi [46, 47] com mgy nés, Ggr = (V, E).
Neste caso o processo BA pode ser entendido como um processo em que pequenas
heteromogeneidades na distribuicao de grau da rede FR cresga com o tempo. Outra
opgao é aquela desenvolvida por Bollobés e Riordan [45], em que primeiro se assume

que d =1 e que o i-ésimo no esta ligado ao j-ésimo com probabilidade:

j . .
— -1, S€ j <1
143700k

——iT S¢ J=1l
1+Zj:0kj

Entao, para d > 1 a rede cresce como se d =1 até que nd nos tenham sido criados, e
o tamanho é reduzido a n contraindo grupos de nés consecutivos d em um. A rede é
agora especificada por dois pardmetros como BA(n,d). Multiplas ligages e auto-loops
sao criados durante este processo, e estes podem ser simplesmente eliminados se for

preciso uma rede simples [44, 45].

Com base na teoria inicialmente proposta por Erdés-Rényi [46, 47] e desenvovida
posteriormente por Barrabasi-Abert [12], foram criadas SFNs com distribuigdo de grau

conforme a lei de poténcia:

pr o< k™, (4.2)

onde p; é a probabilidade de que o grau seja k and v é um parametro que mede o
grau de densidade de conexdes das redes. Redes com a distribuicao de grau da Eq.
(4.2), podem ser obtidas empregando alguns mecanismos de construcao [12, 13] ou
primeiro assumindo que os nés devem obedecer a distribuicao da Eq. (4.2) e comecar a
construcao do algoritmo. Neste trabalho generalizou-se o tltimo método pela introducao
de dois parametros de modularidade. Aqui, assume-se que a probabilidade de que o

grau de um no seja igual a k£ é dada por

Nk;ﬁy,, para K. <K<N,
pp =1 2= (4.3)
0, para k< K..
onde K, representa o minimo grau permitido e N, é o maximo grau permitido. Estes
dois parametros de modularidade, juntos com v, permitem um estudo mais geral de
possiveis topologias de redes que podem ser obtidas da Eq. (4.3). O modelo desenvolvido
em [11, 24, 29] é somente um caso particular do modelo deste trabalho, mais exatamente
corresponde a (K., N.) = (2,N), onde N é o tamanho da rede. Vale a pena ressaltar

que o parametro 7 pode ter algum valor positivo nao nulo, entao a construcao das
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SFNs com expoente um [48] ¢ direta neste modelo. A soma no denominador mantém a
probabilidade total igual a 1. O grau k& de um né (vértice) também pode ser tratado
como o numero de ligagoes emanadas do mesmo ou, equivalentemente, o niimero de
vizinhos mais proximos [11]. Essas estruturas representam uma extensao do modelo
classico de Rouse desenvolvido para cadeias poliméricas lineares e sistemas de topologia
arbitraria [15].

Na Fig. 4.1, é realizada a construgao de casos particulares de GSFNs usando a
distribui¢ao de grau dada pela Eq. (4.3). Para estas redes, utilizou-se N = 50 nds e
N.= N. O parametro vy ¢ igual 1.0,2,5, e 4.0, do topo a parte inferior. No intuito
de ajudar o leitor a vizualizar o efeito do pardametro K. na topologia da rede, foi
escolhido K. = 2,4, e 6, da esquerda para a direita. Dessas subfiguras pode-se notar
que pelo aumento de v para GSFNs com K. =2 obtém-se redes com um alto didametro
e uma pequena quantidade "hubs"(nés de graus muito altos), ver Figs. 4.1 (d) e (g).
Aumentando o valor de K. o didmetro fica mais baixo e a aparéncia dos "hubs"é mais
provavel. Estes fatos representam as consequéncias diretas do aumento do grau minimo
permitido, K,. E evidente da Fig. 4.1 que para GSFNs com alto 7 obtém-se uma rede
com mais "hubs'pelo aumento do valor de K. e sua topologia é similar com GSFN tendo
menores valores de v e K.. Vale a pena salientar que para altos K, e pela mudanca
no parametro N, tal que K.~ N, pode-se obter redes formadas por nés com quase o

mesmo grau, como dendrimeros.

Para exemplificar a construgdo do algoritmo, considera-se a rede com v = 2.5 e
K. =4, Fig. 4.1 (e). Nesta subfigura a numeragdo esta de acordo com a ordem
cronolégica em que os nés foram criados. Iniciou-se com o né 1 e foi escolhido seu grau
aleatoriamete de acordo com a distribuigdo de grau da Eq. (4.3). Para esta realizacao
particular o grau do né 1 é igual a 6. Portanto, adicionam-se seis novos vétices e
todos eles tem uma conexao direta com com o n6é 1. Na préxima etapa de construcao
escolhe-se aleatoriamente um dos nos abertos e dar-se a este, o grau de acordo com a
distribui¢ao de grau da Eq. (4.3). No exemplo em questdo, escolheu-se o né 2 e seu
grau foi 6. Neste ponto ¢é necessario adicionar somente cinco novos nés, numerados
de 8 a 12 na subfigura, devido ao né 2 ja ter uma conexao direta com o n6 1. Este
procedimento ¢ iterado até a rede alcangar o niimero maximo de nés estabelecidos no
inicio, N. Alcancando este valor o crescimento é interrompido e atribui-se para todos
os vértices abertos remanescentes o grau um. Na Fig. 4.1 a construgao foi interrompida
quando alcangou-se o presente valor de N = 50. Pelo uso deste algoritmo a construcao
nunca para por si mesma devido a caréncia de vértices abertos: todo né interno tem

pelo menos K. vizinhos, enquanto que todos os nés periféricos abertos, tem grau 1.
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4.2 Distribuicao de grau

A distribuicao de grau pg das redes construidas é mostrada na Fig. 4.2, facilitando
uma comparagao direta com a predigao tedrica, Eq. (4.2). Aqui é exibido os resultados
para S = 100 realizagoes do algoritmo de construgao com tamanhos de redes de N =
100000 nés. Mantém-se constante o parametro N. = NN e varia-se o outro parametro de
modularidade K. para 2,4, e 6 escolhe-se trés valores para ~, nominalmente 1.0, 2.5, e
4.0. Para valores muito altos do grau obtém-se o comportamento usual de calda expessa
[12], enquanto para valores intermedidrios recupera-se os valores preditos teoricamente
para -y, para todas as curvas K.. Como esperado, obtém-se pr. = 0.0 para k < K¢, exceto
P1, Ou seja, noés com grau 1, que correspondem aos nés periféricos das redes tipo-arvore

em questao.
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Figura 4.1: Realizacoes de redes livres de escala com o conjunto de pardmetros (v, K.) :
(1,2),(1,4),(1,6) (a-c) , (2.5,2),(2.5,4),(2.5,6) (d-£) e (4,2), (4,4), (4,6) (g-0).
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Figura 4.2: Distribuicao de graus para SFNs com N = 100000 e S = 100.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo sera estudado a dindamica de redes polimericas GSFN, mais exatamente
focar-se-4 nos modulos de armazenamento e pérda e no deslocamento médio. No
Capitulo 3 mostrou-se que todas as grandezas acima mencionadas dependem somente
dos autovalores da matriz de conectividade, cujo espectro sera estudado em detalhes na

proxima secao.

5.1 Espectro dos autovalores do Laplaciano

Na Fig. 5.1 destaca-se a influéncia do minimo grau permitido K, sobre o espectro
de autovalores. Aqui, é escolhido o grau maximo permitido N, igual ao tamanho das
GSFNs, N =1000 e K. foi estabelecido como 2, 4, 6 e 10. Para todos esses valores
¢ exibido o resultados de S = 1000 realizagoes do GSFNs com ~ igual a 1, 2, 3 e 4.
E importante relembrar que v = 1 prové redes com uma topologia mais como par de
estrelas, enquanto para altos valores de v obtém-se redes formadas principalmente
por nos com grau K,.. Para todos os valores de K, observa-se duas regides distintas
no espectro: um comportamento de lei de poténcia com expoente 0.5 para baixos
autovalores (A < 1), similar ao espectro de cadeia linear e ao decaimento da distribuigao
de Poisson para autovalores mais elevados (A > 1). Para todos os valores de K. e
~v pode-se facilmente notar um pico protuberante para v = 1.0, que é devido a um
aumento nos segmentos tipo-estrela. Por exemplo, uma estrela com N —1 "bracos'tem
trés autovalores: A1 =0, Ay = N, e o autovalor degenerado (N —2) vezes igual a
A2 .N—1=1. O ntmero de apari¢oes do autovalor A =1 diminue pelo aumento do
valor de 7, que corresponde aos segmentos tipo-dendrimeros (K. > 3) ou mais lineares
(K. =2). Este pico é seguido por um gap entre A =1 e o préximo autovalor, que se
torna mais amplo a medida que o parametro K. aumenta e v diminui. Por exemplo,

para K. =10 (Fig. 5.1-d), o gap mencionado acima é igual a A ~ 10. A presenga e o
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comprimento desse gap tera uma influéncia direta sobre as quantidades de relaxamento

estudadas na Secao 5.4.

0

(a) (b)

10 T T TTTIT T T [ T TTTITE 10 T T 17T T T LI

Figura 5.1: Densidade de autovalores para GSFNs com N = N, =1000 e K. igual a 2 (a), 4
(b), 6 (c), e 10 (d).

Na Fig. 5.2 é plotado os autovalores em ordem progressiva de S = 1000 GSFNs de
N = 1000 nés e destaca-se a influéncia de N., mantendo K. constante para 4. Para este
valor de K. o limite de v muito alto corresponde a uma rede de nés com funcionalidade 4
unidos em uma forma "tipo-espinha de peixe" ou "tipo-dendrimero" ou uma combinacao
entre essas duas. Nesta figura o parametro N, é igual a N, Fig. 5.2-a, 0.1- N =100, Fig.
5.2-b, 0.05- N =50, Fig. 5.2-¢, e 0.02- N = 20, Fig. 5.2-d. Nota-se que a influéncia de
N, é principalmente relevante para GSFNs com baixo . Para altos valores de v o grau
maximo permitido, N., nao desempenha um papel importante, devido ao fato de que
as redes sao similares, nominalmente sdo estruturas construidas por nés como o mesmo
grau, K.. Pela diminuicdo do valor de K, a degenerescéncia do autovalor A =1 fica
mais baixa. Para o mesmo N, o nimero de autovalores iguais a 1 diminuem quando

~ fica mais alto. O mais baixo autovalor nao nulo ¢ igual a A\;,;, =~ 0.001, exceto para
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GSFNs com N, = 1000, Fig. 5.2-a, e v =1.0 e 2.0 para o qual se tem 0.039 e 0.002,
respectivamente. O autovalor mais alto ¢ mais dependente de N, por exemplo no caso
de 7 =1 tem-se \pqr =~ 584,93,49, e 21 para N, = 1000,100,50, e 20, respectivamente.
Estes autovalores desempenham um importante papel nos padroes de relaxamento,
Secao 5.4.

10° T T T T T T T 10° E T T T T T T T T T
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Figura 5.2: Autovalores em ordem progressiva para GSFNs com N = 1000 e K. = 4.

5.2 Mobdulo de armazenamento e perda

Na Fig. 5.3 foi plotada em dupla escala logaritmica o médulo de armazenamento
G’ (w) para S = 1000 redes de tamanho N = 1000. O grau minimo permitido, K., foi
mantido constante e igual a 3 e  foi variado: v =1.0,2.0,2.5,3.0, e 4.0. Claramente
evidente na figura s@o os comportamentos limitantes, independentes da conectividade
em w muito alto ou muito baixo [49]. Aqui o regime de tempo intermedidrio é de
mais interesse, uma vez que o comportamento para w muito grande e muito pequeno
(correspondendo a tempos muito grandes e muito pequenos) acontece da mesma forma

em muitos outros sistemas [18, 50]. Assim no limite de frequéncias muito baixas o
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Figura 5.3: Mddulo de armazenamento para GSFNs com N = 1000, K. =3, e N, igual a
100 (a) e 20 (b).

2 ¢ no limite de alta

médulo de armazenamento G’(w) mostra uma dependéncia w
frequéncia G'(w) tende a um platd. A assinatura da estrutura é encontrada no regime
intermedidrio, em que a falta de uma lei de poténcia pode ser claramente vista [18, 50].
Em relacao as curvas obtidas nesta regiao, observa-se um conjunto de declives que
variam em torno de 0.75 a 1.5 (Fig. 5.3-a) e 0.75 a 1.25 (Fig. 5.3-b). Estes declives
tornam-se mais nitidos em casos limitantes quando v =4 (curva azul) e v =1 (curva
preta). No caso de v =4.0, nota-se que para ambos os painéis da Fig. 5.3 hd a formagao
de um plato, mais precisamente um declive préoximo de 0.75. O significado fisico é que
neste nivel, ocorre a formagao de uma estrutura mais linearizada, com monoémeros de
baixa funcionalidade do que para o caso em que v = 1.0 (Fig. 5.3-a), onde aparece um
pico no qual se forma uma estrutura "tipo-dendrimero" ou "tipo-estrela", com monoémeros
de alta funcionalidade. Na Fig. 5.3-b, é exibido os resultados para a situacao limite
onde K. = N, = 3, que é equivalente a estruturas formadas por monoémeros internos com
funcionalidade 3 e mondémeros periféricos com funcionalidade 1 organizados em uma
forma aleatéria. Na Fig. 5.3-a restringiu-se o maximo grau permitido a N, = N/10 =100
e na Fig. 5.3-b N. = N/50 = 20. Os comportamentos limitantes sdo bem recuperados,
nominalmente um declive de 2 para baixas frequéncias e um plato para frequéncias

muito altas. Para uma melhor visualizagdo do dominio de frequéncia intermediario é
d(logyq G/)
d(logjgw)
que diminuindo o grau maximo permitido, N., as curvas correspondentes a diferentes

mostrado como inset a derivada o/ = como uma funcao de log;yw. Observa-se
valores de v tendem a permanecerem juntas e o comportamento dependente de ~ geral
¢ mantido. Contudo, as curvas se apresentam mais diferentes para menores valores de
v do que para maiores. Para v < 2.5 nota-se um pico em log;gw ~ —0.21, que comeca
a desaparecer sempre que v aumenta. Notavelmente para v = 3.0 obtém-se um declive

constante para quase duas ordens de magnitude com o’ ~ 0.81 para N, =100 e o/ ~0.79
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para N. = 20. Nota-se que a largura deste declive ¢ mantida quando N, é variado. Para
v > 4.0 obtém-se uma estrutura mais aleatoriamente ramificada, com funcionalidade

maxima K. = 3, e a escala desaparece.
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Figura 5.4: Mdédulo de perda para SFNs com N = 1000, K. =5, e N, igual a 1000 (a) and
50 (b).

Na Fig. 5.4 é exibido em dupla escala logaritmica o médulo de perda, Eq. (3.57),
para GSFNs com ~ variando de 1.0 a 4.0. Aqui, é escolhido os seguintes parametros
N =1000, S =1000, e K.=5. Na Fig. 5.4-a foi fixado o maximo grau permitido N,
como N = 1000 e na Fig. 5.4-b N, = N/20 =50. Na Fig. 5.4-b também sao mostrados os
resultados para GSFNs com K.= N.=5 e N =50, que sao estruturas com monomeros
conectados aleatoriamente de funcionalidade 5 (para mondémeros internos) e 1 (para
mondmeros periféricos). O que aparece imediatamente sdo os comportamentos limitantes
de G"(w): um aumento linear, [G”(w)] &~ w, para baixas frequéncias e uma dependéncia
[G"(w)] ~ w™! para altas frequéncias. Consequentemente, as estruturas particulares de
GSFNs sdo reconhecidas somente na regido intermediaria de w. [18, 49, 50, 51] pois,
nesta regiao é possivel identificar a topologia das redes. Com a intencao de distinguir

detalhadamente o declive no dominio de frequéncia intermediario, foi exposto como inset
d(logw G”)
d(logyyw)
para o médulo de armazenamento (ver Fig. 5.3), quando N, é diminuido as curvas

a derivada o = para todas as curvas das figuras principais. Como observado
correspondentes aos diferentes valores de v tendem a um tipo de curva mestre similar,
mantendo o mesmo padrao. Contudo, as curvas que correspondem aos menores valores
de v sao mais diferentes do que as curvas para os maiores valores. Notavelmente, neste
caso é observado uma melhor escala para GSFNs com v = 2.5. Este declive constante é
similar para ambos os painéis e se estende para quase duas ordens de magnitude, sendo
igual a " &~ 0.77. Para v > 3.0 esta regidao de declive constante desaparece. No intervalo
de frequéncia logjyw € (—1,1) observa-se um pico muito proeminente para v = 1.0, que
¢ mudado relativamente a frequéncias mais baixas e ao mesmo tempo é transformado

em um pequeno platé quando v aumenta. Este comportamento foi detectado antes
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[11] no caso particular de GSFNs com K. =2 e N, = N isto é devido a presenga de
mais segmentos "tipo-estrela’ na rede. Comparando os dois painéis da Fig. 5.4, nota-se
primeiramente as similaridades nos plots G”(w); estes incluem o alargamento das curvas
com rigidez crescente, bem como, o comportamento de escala habitual em frequéncias
muito baixas e muito altas. Também é similar o aparecimento de um maximo local no

dominio de frequéncias intermedidrias [52].

5.3 Deslocamento Médio
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Figura 5.5: Deslocamento médio e suas derivadas para GSFNs com N =1000. Em (a) e (b):
v=2.5, N.=1000 e em (c) e (d): N.=50, K. =2.

O deslocamento médio ao longo da diregao y, Eq. (3.18), com a média sobre as

forgas aleatérias fi(t) e sobre todas as pérolas na GGS, é dado pela Eq. (5.1)

Fot I N 1 —exp(—o\it)

N oG ; Y ’

<<Y(t)>> =

(5.1)
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conforme citado no Capitulo 3. Nesta equagao, o = % ¢ a constante taxa de ligacao.

Vale ressaltar que no modelo de Rouse, o deslocamento médio depende dos autovalores
An da matriz de conectividade A, mas nao dos seus autovetores, simplificando o esforc¢o

computacional [11].

Na Fig. 5.5 foi plotado em dupla escala logaritmica o deslocamento médio [Eq.(5.1)]
para GSFNs com N =1000. Na Fig. 5.5-a e b salientou-se a funcao de K., mantendo-se
inalterados os outros dois parametros: N, = 1000 e v = 2.5. Na Fig. 5.5-a, foram

exibidos os resultados de << Y'(t) >> para o minimo grau permitido K. variando 2 a
d(log,p<<Y (t)>>)
d(logyot)
curvas pode-se claramente notar os casos limitantes, nominalmente uma dependéncia

10, enquanto na Fig. 5.5-b é mostrado a derivada a = . Para todas as
de tempo linear para tempos muito curtos e muito longos. No inicio, ou seja, tempos
muito curtos, somente um mondmero se move e para tempos longos a estrutura inteira
se difunde [11, 50]. A situa¢do mais interressante corresponde ao dominio de tempo
intermediario. Para a escolha dos parametros em questao obtém-se uma regiao de declive
constante o ~ 0.22 para K. = 2, para tempos entre log;yt = 1.5 e 3. Notavelmente
observa-se que se o valor de K. aumenta, este declive se torna maior por quase uma
ordem de magnitude para K. < 5; a melhor escala continua sendo o =~ 0.22 e é obtida
para K.=4. Esta descoberta pode estar relacionada a aparicao de uma lacuna na
densidade de autovalores, caracteristica mostrada na Fig. 5.1. Para K. > 5 a presenga
de mais nés com altos graus elimina a escala na regiao de tempo intermediario e um
minimo local emerge ao redor de log;yt ~ 1. O fendomeno de ampliacao da largura de
uma escala ja existente ou do aparecimento de uma nova foi encontrado também para
GSFNs que nao mostram escala na regiao de tempo intermediario para K. = 2. Vale
ressaltar que este fato foi encontrado somente para redes com v > 2.5. Para GSFNs

com 7 < 2.5 nao foram observadas escalas para todos os valores de K.s.

Na Fig. 5.5-c é exibido o deslocamento médio de mondmeros com sua respectiva
derivada (Fig. 5.5-d) para N, = N/20 =50 ¢ K. =2 fixados. Aqui foca-se na influéncia
de ~y variando-se este parametro de vy = 1.0 a v =4.0. Observa-se novamente um
comportamento de dependéncia linear para tempos muito curtos ou muito longos e
uma dependéncia de poténcia para a regiao de tempo intermediario. Nota-se que a
melhor escala neste caso foi para a = 0.26, o que corresponde a v = 2.5 (linha vermelha).
Isto pode ser prontamente verificado na Fig. 5.5-d, de onde o declive correspondente ¢é
cerca de trés ordens de magnitude, de acordo com pesquisas feitas [11] para as SFNs
particulares com N. = N. Para N, =50 o valor de « se iguala a 0.26, enquanto para

N, = 1000 foi observado uma escala com o = 0.22.
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Figura 5.6: Raio de giracdo para GSFNs com N = 1000. O parametro N, é variado para:
(a) N.=1000, (b) N, =100, (¢) No=50 e (d) N, = 20.

5.4 Padroes de relaxamento

Da riqueza de quantidades fisicas que medem as propriedades estaticas das redes de
polimeros foi escolhido o raio de giragao, que nas estruturas gaussianas generalizadas
desenvolvidas aqui, é baseado nos autovalores \; da matriz de conectividade e é dado
por

1=

Na Fig. 5.6 é exibido o raio de giracdo normalizado Eq. (5.2), para GSFNs com
N = 1000 monomeros. Com o objetivo de monitorar a influéncia dos dois parametros
de modularidade K. e N, sobre o raio de giracao na Fig. 5.6, é mantido N fixo.
Escolheu-se N, igual a N (Fig. 5.6-a) e N/10 (Fig. 5.6-b), e N. = N/20 (Fig. 5.6-¢c) e
N/50 (Fig. 5.6-d). Nota-se comportamento similar para todos estes quatro casos com
algumas pequenas diferencas. Para o mesmo ~ observa-se uma fraca dependéncia de

K. para GSFNs com 7 < 2.0 e uma forte dependéncia para altos s. Para um valor
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constante de K. o raio de giracao normalizado aumenta quando ~ fica mais alto. Este
comportamento é devido a uma mudanca na aquitetura da rede, nominalmente uma
topologia "tipo-estrela" predominante para baixo + para uma estrutura formada por
uma colecao de nés com o mesmo grau K, para alto . Isto corresponde a transicao
suave de pequenas para grandes estruturas, ou seja, pequeno para grande raio de giracao.
O valor maximo do raio de giracao normalizado é encontrado para (K.,7v) = (2,4.5) com
R?] aumentando levemente de 13.2 para 13.5 quando N, é diminuido. O valor minimo é
encontrado para o conjunto de pardmetros (K.,7) = (10,1) para o qual R?] seja igual a
1.4,2.8,3.3, e 4.0 quando N, for igual a N, N/10,N/20, e N/50, respectivamente.

Todos estes valores do raio de giracao estao situados entre alguns casos limitantes:
um polimero estrela com N, — 1 bragos para v muito baixo e uma sequéncia de nos
conectados com o mesmo grau K, para v muito alto. Isto é bem conhecido da literatura
[19] que o raio de giragao normalizado para um polimero ideal de ramificagido aleatéria
com funcionalidade f é Rg = g((}c:;)) N°.5 e para uma cadeia linear é Ré = N/6.
Em nosso caso, para f = K. obtém-se: R; ~ 88.60,76.74, e 71.05 para K.= 3,4, e

10, respectivamente, enquanto para um polimero linear (K. = 2) tem-se RZ ~ 166.66.

E importante mencionar que pela variacio de todos os pardmetros v, K¢, e Ng, é
sempre possivel obter o mesmo valor de Rg para combinacoes distintas do conjunto de
pardmetros. Por exemplo, o raio de giragao normalizado 4.9 foi obtida para (v, K¢, N.) =
(2.5,2,1000), (3.0,4,50), e (4.5,6,20), para restringir somente a valores exibidos na Fig.
5.6.



Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho foi introduzido um novo tipo de rede livre de escala "tipo-arvore" pela
introdugdo de dois novos parametros de modularidade na distribuicdo de grau de lei de
poténcia usual. Um destes parametros restringe o minimo grau permitido K., enquanto
que o segundo controla o maximo grau permitido N.. Assim, a rede de polimeros
de escala livre estudada em [11], é somente um caso particular do procedimento de
construcao apresentado aqui: isto corresponde a K. =2 e N, = N. Vale ressaltar que
lidando com tamanhos finitos de redes "tipo-arvore" existirao nés com grau um, ou seja,

0s noés periféricos.

Na primeira parte deste trabalho abordou-se conceitos relevantes como a equacao
de Langevin; modelo de Rouse e estruturas gaussianas generalizadas, bem como propri-
edades estruturais destas redes, computando algumas quantidades relevantes, tal como
a distribuicao de grau. A andlise foi desenvolvida na forma de estruturas Gaussianas
generalizadas, escolhendo seu modelo mais simples: o modelo de Rouse. Este modelo
negligencia algumas interagoes, tais como: interagoes hidrodinamicas, efeito de volume
excluido e efeitos de emaranhamento ou rigidez mas, fornece uma primeira boa visao

sobre a dinamica do polimero.

As dinamicas de relaxamento no modelo de Rouse foram completamente solucionadas
pelo conhecimento de todo o espectro de autovalores ou da matriz de conectividade. O
espectro de autovalores mostra uma forte dependéncia de K. para GSFNs de algum
valor 7. Aumentando o valor de K, observa-se o aparecimento de um gap no espectro,
localizado entre A =1 e o proximo autovalor mais alto. Este gap foi encontrado para
todos os vs e fica mais amplo a medida que K. aumenta. A influéncia de N, sobre o
espectro de autovalores é menos pronunciada. A caracteristica mais importante, que é
mais evidente para s mais baixos, é uma diminui¢ao na degenerescéncia do autovalor
A =1 quando N, fica mais baixo. O mesmo comportamento, nominalmente uma forte

dependéncia de K. e uma independéncia qualitativa de N., tem sido observada também

20



o1

para o raio de giracao.

Monitorando a influéncia dos parametros dos raios de giragdo mostrou-se que um
valor especifico de Ry pode ser obtido para varias escolhas dos parametros vy, K¢, e N,.
Neste trabalho estudou-se também o mdédulo de relaxamento mecanico: o médulo de
armazenamento, G'(w), e o médulo de perda, G”(w). No limite de frequéncias muito
baixas ou muito altas obtém-se comportamentos esperados: para G’ uma dependéncia
de w? e um valor constante, respectivamente, e para G” uma dependéncia de w' e
w™l, respectivamente. Na regido de frequéncia intermediaria, onde a topologia da
estrutura entrard no processo, como antes, o parametro K. desempemha uma regra
mais importante que N.. Notou-se que se algum parametro N, for diminuido o médulo
para todos os valores de v tendem a mesma curva e geralmente o valor do declive
¢ mantido. Quando variou-se o parametro K. observou-se varias regioes de declives

constantes para diferentes valores do conjunto de parametros (7, K).

Para GSFNs de tamanho N = 1000, obteve-se declives constantes de quase duas
ordens de magnitude. Na Secao 5.4 teve-se em destaque o comportamento de lei de
poténcia na regido de frequéncia intermedidria para (K.,v) = (3,3.0) e (5,2.5). E
importante mencionar que o comportamento de escala similar pode ser observado para

outros valores de K. para um valor v apropriado.

Neste trabalho estudou-se também o deslocamento de mondémeros médio e concentrou-
se em maior parte na influéncia de K. para uma escolha particular de v, mais exatamente
~v=2.5. Variando o pardametro K., enquanto N, foi fixado foi possivel aumentar a largura
da regiao de escala por uma ordem de magnitude, obtendo um maior comportamento

de lei de poténcia para K. = 4.

Espera-se que estas descobertas sejam importantes nao sé para a fisica dos polimeros
ou areas de pesquisas relaciondadas, mas também para pesquisas de redes complexas,
de redes comlexas de transporte classico e quantico [53, 54, 55, 56|, de transferéncia
coerente de excitons [57, 58, 59] ou de depolarizagao fluorescente sob transferéncia de

energia de Forster quase-ressonante [60, 61].
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Apéndice A

Funcoes de distribuicao gaussiana

A.1 Distribuicao gaussiana para uma tinica variavel

Aqui resumimos algumas das propriedades usuais da funcao de distribuicao Gaussi-
ana. Primeiro consideramos o caso de uma tnica variavel
1
U(x) = (A/2m)"/? exp[—iA(x—B)z]. (A1)

A férmula bem conhecida para a integral Gaussiana é

/_O:O dzexp(—ax? +bx) = (1/a)"/? explmaz, (—ax® + b)), (A.2)

onde maxy(...) significa o valor méximo da expressdao no paréntesis quando x varia de

—00 a +00.

Seja < ... > a média da fungao de distribui¢ao de (A.1),

<...>E/_O:O...\If(;r). (A.3)

A Eq. (A.3) entao fornece

2
< exp(&x) >= exp[maxy({x — ;A(q: —B)})] =exp <§B + 2§A> : (A4)

Da Eq. (A.4), o primeiro e o segundo momento sao calculado como

<z >= 885 <exp(x) > |¢=o =B (A.5)
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0? 1
<z?>= 2@ < exp(€x) > |e=o :BQ+Z. (A.6)
De onde
A=[<2?>-<z>t=<@-<2>)?>"1 ¢ B=<z>. (A7)

A distribuicao Gaussiana é entdo completamente especificada pelo valor médio < x >
e a varidncia < (1— <2 >)? >=< Az? > e a Eq. (A.1) pode ser escrita como

U(z) = (21 < Az? >)"2exp (—(g;zz;f) . (A.8)

A.2 Distribuicao gaussiana para muitas variaveis

A distribuigdo gaussiana para um conjunto de varidveis reais x1,z2,...on = {z} é

definida como

U(zy,x9,...,xn5) =Cexp |— Apm(x — Bp)(xm — Bm) |, (A.9)

1
2

n,m

onde A,;, é uma matriz definida como positiva e simétrica, ou seja,

Apm = Amn anxm > 0 para todo xy, (A.10)
n,m

e C' ¢ a constante de normalizacao dada por

C = (det[Apm))?(2m) /2, (A.11)

Usando a transformagao de coordenada 2/ =z, — B, a Eq. (A.9) é transformada

para

U(zy,x2,...,2n5) = Cexp

1

—— Z ApmTnTm| . (A.12)
2 n,m

Por isso, devemos considerar somente esta forma.

Para a distribuigao (A.12), a generalizacao da férmula (A.5) é
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<exp [Z fn%z] > = exp [; Z (A_l)nmfnfm:| ) (A.13)

1 s . .
onde A, ;, é o inverso da matriz de Ay,:

Z(A_l)nmAmk = 5nk (A14)

m

Prova: A Eq. (A.13) d4

1
/dxl eXp | — Z §Anmxnxm + Zgnfbn] =
m

n,m

1
= V2w /A1 exp [maxxl —3 Z ApmnTnTm + anxn)] ) (A.15)
n,m n

O expoente do lado direito da Eq. (A.15) é uma funcao quadrética de x2. Entdo a
integral de x2 é repetida usando a Eq. (A.13).

Repetindo este processo para x3,x4,..., obtemos

<eXp [Z{nxn] > = const-exp [mamxl’mm\, (—; Z ApmTnTm +Z§nxn> .(A.16)
O méximo é obtido em z, = ¥, (A" pmém e
1 1 .
maXq.,... .xN _5 Z Anmxnxm + Z&nxn = 5 Z(A )nmgngm- (A17)

A constante na Eq. (A.16) deve ser 1 uma vez que a Eq. (A.16) deve permanecer

para £1,&2,...,=0. Entdo a Eq. (A.13) estd provada.

Uma vez que o primeiro momento < z,x,, > é calculado como

82
< TpTm >= [8& 5 <exp [Zﬁjxj] >] (A.18)

{&r=0
segue da equagao (A.13) e (A.18), que

< T >= (A_l)nm. (A.19)
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A Eq. (A.13) é entdo reescrita como

<exp lZﬁnxn] > =exp [; Z &ném < TpTm >] ) (A.20)

Pelo calculo direto, pode ser mostrado da Eq. (A.20) que

ot 1

{;}=0

=< TpTm >+ < Tpxp > + < TpTp > + < Ty >+ < Tpxp >+ < epar > . (A21)

Em geral, temos a seguinte formula (Teorema de Wick) [21]:

< Ty Tngse- s Tngy, >= Z < TmyTmy =< TmzTmy > -+ < Tmgy_1 Tmy, =,
todos
emparelhados
(A.22)
onde < mq,<ma,...,mgp > permanece para a permutagao de < ni,ng,...,ng > € 0

somatorio é tirado sobre todos os possiveis emparelhamentos.

Uma importante propriedade da distribuicao gaussiana é que se a distribuicao de

xy for gaussiana, uma combinagao linear de x,,,

X =) anzy, (A.23)

obedece a distribuicao gaussiana, ou seja,

onde

~1/2 X?
\II(X) = |:27T < X2 >} exXp —m s <A24)
<X?>= Z AnQm < TpTm > . (A.25)

n,m

A prova é direta. Por definicao

N
U(X)= / 1 dzp¥(z1,29,...,28)8 (X—Zanxn> : (A.26)

k=1
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Apébs a integral sobre x1 que é carregada facilmente devido a funcao de delta, o
integrando se torna uma funcao gaussiana de x9,23,...,xxy e X. Sucessivas integragoes

sobre z2,23,...,2 N sdo feitas usando a Eq. (A.2) e dada uma funcdo gaussiana de X,
que é a Eq. (A.24).



Apéndice B

Relacao entre a Equacao de
Langevin e a Equacao de

Smoluchowski

Aqui, serd mostrado que a distribuicao de probabilidade da solucao da Equacao de

Langevin (2.1) satisfaz a Equacao de Smoluchowski (2.18).

Primeiramente consideramos o caso em que ( ¢ independente de x. Escrevemos a

Equagao de Langevin (2.1) como

dx
X V(@) +og(r), (B.1)
onde
1/2
Vi =g (chT> =D, (B.2)

e g(t) é uma varidvel aleatéria que satisfaz

<g(t) >=0,<g(t)g(t') >=25(t—1). (B.3)
Supode-se que a particula estava em x no tempo t. O deslocamento £ da particula
em um tempo muito curto At é facilmente obtido da Equacao (B.1) uma vez que a

constante V' (z) pode ser considerada como uma constante em um intervalo de tempo

muito curto:
t+A¢
¢ = V(x)AtJra/t dt1g(th). (B.4)
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Uma vez que £ é uma conbinagdo linear da varidvel aleatdria gaussiana g(t), sua
distribuicdo de probabilidade ¢(&;At;z) é também gaussiana, cujos momentos sao

obtidos da Eq. (B.3) e (B.4):

<& >=V(r)At, (B.5)

- o o [iTA t+AL e
< (5 <&> ) >=0 A dtq ) dto < g(tl)g(tg) >=20°At = 2DAt. (B.G)

Consequentemente

o(&;At;x) = (47rDAt)_1/26:17p [— (€= V(x)At)Q] :

4DAt (B-7)

Se a probabilidade de que a particula esteja em x no tempo ¢ é ¥(x,t), entdo a

probabilidade de que esteja em x no tempo t+ At é dada por

Wt + At) = /dg/d:c’a(x — )€, At VU (2 1)

(£ V(z—gAt)?
ADAt

= /d§(47rAt)_1/26xp [— \If(x—g,t)] : (B.8)

Como o integrando tem um pico fino em £ = 0, a integral é avaliada expandindo
V(ix—¢) e U(x—E&, t) com relacdo a &:

((1+9At) s~ VAt)2
4DAL

\I/(l’,t—l—At) = /d§(47TDAt)_1/261‘p |:

0 1.,0°

Negligenciando os termos de ordem (At)? e mais altas, obtemos

dv AV AV}
U(z,t+At) = (1—dIAt> \II—AVH—kDAtW. (B.10)

Coletando termos de ordem At, obtemos
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2 2
oU 9 AR 18(3(]\1;). (B11)

Isto estd de acordo com a Eq. (2.18). Consideraremos agora o caso quando (

depende de z. A Equacao de Langevin (2.13) nos da

L V(@) +o@g(t) o) (B.12)

onde o(z)? = kT /((x). Seja X(t) definido por

zt) 1
X(t) = / dr'——. (B.13)
A Equagao de Langevin para X é entao obtida da equagao (B.11)

dX

— = V(z)+g(t), (B.14)
V(z) = ‘;J“;l; (B.15)

A Eq. (B.13) é a Equagao de Langevin estudada anteriormente. Deste modo, a

funcao de distribuicao de probabilidade para X satisfaz

ov 9 (oV -

= =3 (ax —V\IJ) . (B.16)
Da Eq. (2.12), segue que

U(z,t) = o(x)V(z,t) (B.17)
e
0 0
Das Eqgs. (2.15) e (2.17), podemos mostrar que ¥ satisfaz
ov 9 [ 40V 01 ov ou

que é a Equacao de Smoluchowski.



Apéndice C

Modelo de Rouse aplicado aos

polimeros lineares

Para um polimero linear como o da Fig. 2.1, as pérolas finais da cadeia sao n =1
e N e o deslocamento médio pode ser descrito de acordo com a Eq. (3.18), onde )\;
representa os autovalores da matriz de conectividade A, obedecendo a seguinte equacao:

Av = \v (C.1)
Ayl A Az .. AN
Ant An2 Ans ... Ann
e com os autovetores

U1
V9
v=| w3
UN

Os elementos da diagonal principal representam o grau de cada n6. Entao, de acordo

com a Fig. 2.1 tem-se que:
A =1; Ago =2; Az =2; ; Ayvy=1. (C.2)

Aos elementos que nao pertencem a diagonal principal tem-se:

A -1 quando se tem ligagao direta
Y1 0 ao contrario.
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Para o exemplo da Fig. 2.1 tem-se:
A9y = —1; Az =0; Apn =0; Agz = —1; (C.3)

Com essas defini¢oes tem-se:

1 -1 0
-1 2 -1 0

A= 0o -1 2 -1 0
o 0 0 O 1

Com a forma matricial estabelecida, tem-se as seguintes condigoes:

a) Pérolas intermedidrias

—1v1 +2v9 — lug = Aovy  para o nd 2 (C4)
—1lvg +2v3 — lug = A\gv3  para o nd 3. (C.5)

Em geral escreve-se:
—1v;—1 + 2v; — 1vi41 = A\, onde 1=2,N—1. (CG)

b) Pérolas das extremidades: para o primeiro né tem-se que i = 1 e para o tltimo

no6 tem-se que ¢+ = N. Logo:

1lv] — lvg = Mg 1=1 (C.7)

—loy_1+ 1oy = Ayun 1= N. (CS)

A Eq. (C.6) pode ser escrito como

—0i—1 20, — Vi1 = AU & =01+ (2= N\)v; — v =0. (C.9)

A solugao é da forma v; ~ cos(ipk) ou v; ~ sin(ihy) logo a Eq. (3.11) assume a
forma

—cos[(i— 1)g] + (2= N\j)cos (i) — cos[(i+ 1)vg] =0 (C.10)

& (2= \)cos(ihy) — [cos(i — 1)y + cos(i+ 1)y = 0. (C.11)

Sabendo que cosa+cosff = 2COS(M)COS(L§B), tem-se da Eq. (C.11) que

2
(i — )by + (i + 1)@/%] cos [(i —De—((+ D | _
2

(2 —\;)cos(ithy) — 2 | cos 5

0
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& (2= ;) cos(ivy) — 2cosivy costhy, =0
& cos(ihy) (2 — A; —2costpy) =0

& Ai =2 —2cos k. (C.12)
Para i = N tem-se:

UN —UN_1 = ANUN <& (1 —)\N)UN—UN,1 =0

& (1—2+42costhy)vy —vn—1 = 0. (C.13)

Para i =1 tem-se:
(I=Xv1—v2=0

& (—1+2costy)vy — vy = 0. (C.14)

A solucao geral dos autovetores é dada por

vy = ACOS(il/Jk) + Bsin(iwk). (C.15)

Usando essa forma na Eq. (C.14) teremos:

(—1+2costy) - (Acostpg + Bsinyy) — (Acos2iy, + Bsin2yy) =0
= A(cosy, +2cos? 1y, — cos20p) = B(sinty, — 2sinty, cos vy, + sin 20y,
& A(cosiy, +2cos? 1y, — 2cos? Py, + 1) = B(siny,) < A(1 + costy,) = Bsinay,.

A = siny, : B =1+cosy, (C.16)

=wv; = sinyycos(i)g) + (14 cosiy)sin(ihy)
= siny cos(ihy) + sin (i) + cos g sin (it )
= sin[(¢+ 1)) +sin(iy).

Dessa maneira para ¢ = N obter-se:

(—=1+2cosvg) [sin(Ney) +sin(N + 1)k — [sin(Neyy) +sin(N — 1)) =0
& —sin(Ny) —sin(N + 1)1 + 2 cos(¢y) sin(Ng) + 2 cos(vy ) sin(N + 1)y,
—sin(Ny) —sin(N — 1)y, = 0.
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Pela relagio trigonométrica cosa-sin 8 = & - [sin(8 — ) +sin(3 + )] tem-se:

—sin(N + 1)y, — 2sin( Ny, ) —sin(NV — 1), +sin(N — 1)y +
sin(N + 1)y +sin(N +2)¢)y, +sin(Nyg) =0

& sin(N +2)¢y —sin(Ng) = 0 < sin(N + 2)1)y, = sin(N +2)by, = sin(Nay,).

Logo
Y=o k=123, ,N—1. (C.17)
N
cuja solucao possui autovalores
m i=1,2,3,... N—1. (C.18)

Ai =2 —2cosy, com wk:N,
De todos os autovalores, deve-se ter pelo menos um A = 0.

2k
)\k:2—2008(%) com k=0,....N—1.



