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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas estimativas de altura para superficies compactas
com curvatura extrinseca constante positiva (K —superficies) em M? x R, em que M?
denota uma superficie com curvatura de Gauss constante. Mostraremos inicialmente uma
estimativa de altura vertical para K—graficos compactos em M? x R, com bordo em um
plano horizontal e posteriormente uma estimativa de altura horizontal para K —superficies

compactas mergulhadas em H? x R com bordo em um plano vertical.

Tais resultados foram provados por José Espinar, José Galvez e Harold Rosenberg no artigo
intitulado "Complete surfaces with positive extrinsic curvature in product spaces". As
ferramentas utilizadas para demonstrar estas estimativas se baseiam no principio do maximo
de Hopf e no Método de Reflexdao de Alexandrov.

Palavras-chaves: Imersoes isométricas; Espacos Produto; Principio do Maximo; Reflexao

de Alexandrov; Estimativas de altura.



Abstract

We will present some height estimates for compact surfaces with positive constant extrinsic
curvature (K —surfaces) in M? x R, where M? is a surface with constant Gauss curvature.
We will initially show a vertical height estimate for compact K —graphs in M? x R, with
boundary in a slice and later horizontal height estimate for compact, embedded K —surfaces
in H? x R with boundary on a vertical plane. Such results have been proven by josé Espinar,
José Galvez and Harold Rosenberg in the article entitled "Complete surfaces with positive
extrinsic curvature in product spaces". The tools used to demonstrate these estimates are

based on the Hopf Maximum Principle and the Alexandrov Reflection Method.

Keywords: [sometric immersions; Product spaces; Maximum Principle; Alexandrov Reflex-

ion; Height estimates.
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Introducao

Um problema classico em geometria é tentar obter resultados de classificagao,
em particular, para superficies imersas em espacos tridimensionais. As estimativas de
altura por sua vez constituem ferramentas essenciais para a obten¢ao de resultados de

propriedades relacionadas ao comportamento geométrico e topoldgico destas superficies.

Vale ressaltar que existem muitos trabalhos nesta direcao, pela evidente rele-
vancia do tema. Tal estudo teve como precursor Heinz [16] em 1969, ele provou que
um grafico compacto com curvatura média constante positiva H em R? e bordo em

. 1
um plano pode alcancar no maximo a altura T do plano.

Posteriormente, Korevaar, Kusner, Meeks e Solomon [26] , generalizaram estas
estimativas para graficos com curvatura média constante no espaco hiperbélico H?. A
partir dai surgiram muitas contribui¢oes adaptando as hipoteses sobre a curvatura da
superficie ou o espago ambiente na qual esta imersa. Podemos citar por exemplo os
trabalhos de: Rosenberg [20], em que prova a existéncia de estimativas para superficies
com curvatura de Gauss constante em R? e H?; Rosenberg e Sa Earp [21I], em que
encontram estimativas de altura para uma familia de superficies de Weingarten em R3;
Aledo, Espinar e Galvez [5], em que passam a considerar superficies com curvatura

média constante positiva em M? x R.

Esta dissertacdo se baseia no artigo de Espinar, Géalvez e Rosenberg [12]
intitulado "Complete surfaces with positive extrinsic curvature in product spaces', em
que sao apresentadas estimativas de altura para superficies compactas com curvatura
extrinseca constante positiva em M? x R, em que M? é uma superficie com curvatura

Gaussiana constante.

Recentemente, Folha e Penafiel [I7] encontraram estimativas de altura para
superficies de Weingarten com curvatura extrinseca positiva em H? x R e S x R, o

que mostra que tal tema de pesquisa ainda é bastante atual.
Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma:

No capitulo 1, estabelecemos notacoes, apresentando algumas definigoes e
resultados de geometria Riemanniana. Além disso, abordarmos a complexificacdo do

espaco tangente a uma variedade.
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No capitulo 2, apresentamos o espaco ambiente a ser considerado e as proprie-

dades gerais de superficies imersas em tal conjunto.

No capitulo 3, mostramos alguns resultados auxiliares que serao utilizados no
decorrer do trabalho. Descrevemos o Principio do Maximo de Hopf e o Método de
Reflexao de Alexandrov que sao ferramentas essenciais na construcao da prova dos

teoremas principais.

Finalmente, no capitulo 4, exibimos as estimativas de altura, inicialmente para
graficos compactos com curvatura extrinseca constante positiva em M? x R, com bordo
em um plano horizontal e em seguida estimativas de altura para superficies compactas

e mergulhadas em H? x R com bordo em um plano vertical.
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1 Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo apresentar alguns conceitos e notagoes
bésicas da teoria de variedades imersas. Assumiremos as defini¢bes de variedades

diferenciaveis, métricas Riemanniana, conexao Riemanniana.

1.1 Uma breve nocao sobre imersdes isométricas

Sejam M e N variedades diferencidveis, de dimensoes m e n respectivamente,
comm <ne f: M™—= NP, yma imersdo entre tais variedades.
Uma aplicacao f : M™ — N™ é uma imersio isométrica se

(u,v)p = (dfp(u),dfp (V) sy, VYu,v€eTL,MeVp € M. (1.1)

Sabemos que se f : M — N é uma imersao e N’ é uma variedade Riemanniana,
entao a métrica Riemanniana de N induz uma métrica Riemanniana em M, expressa
pela equagao . Tal métrica definida em M é conhecida como métrica induzida por
f. Como f é localmente um mergulho é possivel identificar um aberto U C M com a
sua imagem f(U) C N e cada campo X € X(M) com sua imagem df (X) € X(N), em

que X(+) denota o conjunto dos campos diferencidveis e tangentes a variedade indicada.
Assim, fazendo uso desta identificagdo, podemos escrever para cada p € M que
Tf(p)N = dfy(Ty,M) & [dfp(Tzaj\/l)]l
= T,Ma[T,M]"
Logo, qualquer v € Ty, pode ser escrito como v = v +ot em que v € T,M
é chamada a componente tangencial de v e v+ € (T, M)* é a componente normal de v.

E possivel mostrar que se V ¢ a conexdo Riemanniana de A" e se X,Y € X(M),
entdao VxV := (V¢Y)?, em que X,Y sdo quaisquer extensoes locais de X, Y em N,
define a conexdao Riemanniana associada a métrica induzida de M.

Definiremos abaixo o tensor curvatura em termos da conexao Riemanniana de

Levi-Civita.

Definicao 1.1.1. Seja M, uma variedade diferencidavel de dimensao m, definimos o

tensor curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M), expresso por:
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[)Qy}Z, X,}/, Z € %(M) (12)
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A seguir definiremos a segunda forma fundamental e a formula de Gauss para

uma imersao isométrica f: M — N.
Defini¢do 1.1.2. Seja o : X(M) x X(M) — (X(M))* dada por
Oé(X, Y) = ?YY — VXy,

em que X,Y sdo extensoes locais de X, Y a N. A aplicacio o é chamada a segunda
forma fundamental da imersdo [ (indicada ds vezes por I1), e a equagio VY =

VxY +a(X,Y) é conhecida como férmula de Gauss.

Das propriedades das conexdes Riemannianas V e V segue que « é bilinear e

simétrica. Para detalhes veja [L1].

Sejam X € X(M) e & € (X(M))*+. Denotaremos S¢ X a componente tangencial
de —Vx&, ou seja, Se X = —(Vx&)T.

Observe que 0 = X(£,Y) = (Vx&Y) + (£, VxY), jd que Y € X(M) e
§ € (X(M))+.

Segue da féormula de Gauss que

(SeX,Y) = (a(X,Y),6).

Agora, como « é uma aplicagdo simétrica, a expressao acima obtida mostra
que S¢ : T,M — T, M ¢é um operador linear e simétrico sobre o anel das funcoes
diferencidveis em M, ou seja, (SeX,Y) = (X, S¢Y) VX, Y € T,M. A aplicagao S¢ é

chamada operador forma ou operador de Weingarten.

Se a codimensao da imersdo isométrica f : M — N é 1, dizemos que M é uma
hiperficie. Neste caso, existem apenas 2 escolhas para o vetor normal unitario. Se M
e N sao orientdveis e estdao orientadas, entdo temos uma escolha tinica para o vetor
normal unitario. Se {ey,...,e,} é uma base ortonormal orientada de 7,,,M, escolhemos

¢ de tal forma que {es,...,e,, &} seja uma base ortonormal orientada de T's(,)N .

Como S¢ ¢ linear e simétrica, entao pode ser diagonalizada por uma base

ortonormal de autovetores {ej,...,e,} com autovalores reais {\i,...,\,}, isto é,
Se(e;) = Ae;. Neste caso, dizemos que ey, ..., e, sao as diregoes principais da imersao
e Ai,..., A\, S840 as curvaturas principais.

Apresentaremos a seguir as equacoes fundamentais de uma imersao isométrica
para codimensdo 1. Denotaremos por R e R o tensor de curvatura de M e N

respectivamente e S o operador forma de M associado ao seu normal unitario £. Com
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as notagoes estabelecidas acima, temos que as seguintes equagoes sao validas para todo

campo de vetores X,Y, Z em M.

o R(X,Y)Z —R(X,Y)Z = (5X,2)SY — (SY, Z)SX,

o ViSY — VySX — S[X,Y] = R(X,Y)E.

Estas equagoes sao chamadas equacgoes de Gauss e Codazzi respectivamente.

Vejamos agora algumas defini¢des que serao uteis no decorrer do trabalho.

Definicao 1.1.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e f: M — R uma funcao

diferencidvel.

Definimos o gradiente de f, denotado por ¥V pf como sendo o campo vetorial

em M dado por:
(VS (p),v) = dfy(v),
em que df € a diferencial de f,p e M ev € TyM.

Seja {0z, ..., 0z, } um referencial adaptado de T, M. Temos por definicao que

_ Jf(p)

(Vmf(p), O:)

Como Vi f(p) é um vetor de T, M, segue que

Vuflp) = Z a;0x;.
i=1
Portanto,
(Vauf(p),0x;) = (Y~ a;0x;, 0x5) = ) aigiy e
i=1 i=1

desta forma Zaigij _ of (p)
i=1 axj

. Assim ,

af(p)
(9.1'3‘

n

kj kj
ZQ ]gijai =g" €
i=1

n n
somando em j a ultima equacgao obtemos que Z(Ski&i = ngj
j=1

i=1
= 5 0 (p)
— E : kg
ag = g .
j=1 dz;

agx(m . Logo

J
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Portanto em coordenadas locais de M, temos que o gradiente de uma fungao f

pode ser expresso por

o 9f(p)
Vamf(p) = gjlg ”(chaxz.

Definicao 1.1.4. Sejam M uma variedade Riemanniana e X um campo vetorial M.

Definimos o divergente de X em M, denotado por divyp X, como
divp X = tr(VX),
em que

VX X(M) = X(M)
Y — VyX.

Definicao 1.1.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o laplaciano de
uma fungdo diferencidvel f: M — R, denotado por Af, como sendo a divergéncia do

gradiente da funcdo f, ou seja,
Af = divVf.
Da mesma forma que fizemos para obter uma férmula para o gradiente de uma

aplicacado em coordenadas locais, podemos encontrar uma féormula em coordenadas

locais para o divergente de um campo e para o laplaciano de uma fung¢ao, dadas por:

| y[ 0
divp X = Zg] L’?x akgjk Zakgkm 231 )

1,5,k

N |

A seguir veremos como podemos considerar a complexifica¢ao do espago tangente

a uma variedade.

1.2 Complexificacao de um Espaco Vetorial

Definigao 1.2.1. Considere E um espaco vetorial real. A complexificagcdo de E de-
notada por E€ é o conjunto cujos elementos sio da forma X +1iY (i = \/—1), com

X, Y € E, satisfazendo as condigoes:

a) X +iY = A+ iB se, e somente se, X =AeY =B ;
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b) (X +iY)+ (A+iB)=(X+A) +i(Y + B);

c) (a+ib)(X +1Y) = (aX —bY) 4+ i(bX + aY) para a+ib € C.

E possivel mostrar que E€ é um espaco vetorial sobre C ¢ E C EC,

Definicdo 1.2.2. Se Z = X +1iY € E°, entdo Z = X —iY denotard o conjugado de
Z.

Proposicao 1.2.1. Sejam E espago vetorial de dimensio n e {e1,ey. .., e,} uma base
de E sobre R. Assumindo que os elementos de tal base sdo vetores de E€ temos que

{e1,e,...,e,} também serd uma base de EC.

Demonstracio. De fato, para qualquer X + 1Y € EC, temos que

X+ZY = Zajej+iijej
=1 j=1

= Z(aj + ibj)ej

J=1

= ) Nejem que A = a; +ib;. (1.4)

=1

Além disso, Z)\jej = 0 implica que Zajej + iijej = 0. Segue que Zajej =0e
j=1 j=1 j=1 j=1

> bje; = 0. Assim a; = b; = 0, para todo j. Logo A; = 0, para todo j. O
j=1

Definicao 1.2.3. Seja J : V — V um homomorfismo linear em que V é um espago
vetorial sobre R, tal que J% = Id, em que Id € a aplicacdo identidade em V. Chamamos

J de estrutura complexa em V.

Considere agora E um espago vetorial real com uma estrutura complexa 7.
Podemos definir o produto de um ntmero complexo A = x + iy por um elemento
Y € E por \Y = (z+iy)Y =2Y +yJY. Observe que se {ej,...,e,} ¢ uma base de
E sobre C, entao {ey, ..., en, €1, ..., ie,} é uma base de E sobre R. Disto decorre que

se dim¢ [E = n, entao dimg E = 2n.

Dado um espaco vetorial complexo de dimensao complexa n, seja J o endo-
morfismo linear definido por JY =Y para todo Y € E. Se E é um espaco vetorial

real de dimensao 2n, entao J ¢ a estrutura complexa de E.
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Observacgao 1.2.1. Podemos estender J a um endomorfismo linear complezo de ET,
dado por
J(X+iY)=TX+iJY.

Além disso, em um espago vetorial real de dimensao 2n com estrutura complexa
J, existem elementos Y7,...,Y, de E tal que {Y3,...,Y,,,JY1,...,JY,} é uma base
de E.
L VS igV) e Tk = (Ve iV k= 1,...0m

temos {Z1,...,Zn, Z1,...,Zy} ¢ uma base de E® desde que dimE® = dimg E = 2n e

sendo o conjunto acima linearmente independente.

Considerando Z; =

Temos ainda que J(Z;,) = iZy e J(Zy) = —iZ V k, o que significa que i e —i
sdo autovalores de J, correspem quentes aos autovetores Z e Zy, k=1,...,n.
Denotaremos EM) = {Z ¢ EC; JZ =iZ} e EO) = {Z ¢ E®; JZ = —iZ}

os auto-espagos correspem quentes aos autovalores ¢ e —i respectivamente.

E possivel mostrar que

(i) EOO = {Y —iJY; Y € E} e EOD = {Y +4iJY; Y € E};

(ii) EC =E®9 ¢ EOD.

Veja [23] e a dissertagao [24] para detalhes.

Os resultados vistos acima podem ser aplicados ao espaco tangente de uma

variedade, admitindo sua complexificagao.

Definigao 1.2.4. Seja M uma variedade diferencidavel real. Um campo de tensores J
em M é chamado uma estrutura quase complexa em M, se para cada ponto p € M,

J € um endomorfismo do espago tangente T, M, tal que J = —Id.

Se M admite uma estrutura quase complexa, diremos que M é uma variedade
quase complexa. Se M for uma variedade complexa com estrutura quase complexa
J em T,M, tal que J é um operador ortogonal, paralelo na conexao Riemanniana,

entao M é chamada variedade Kahleriana.

Com base no que foi visto, podemos definir o espago tangente complexificado a
M em p por:
TeM={X+iV;X,Y € T,M}.



Capitulo 1. Preliminares 17

Temos que T;,C./\/l = T;LO)M @ T]§071>M, em que TISL‘])M e Téo’l)./\/l denotam os auto-

espacos associados aos autovalores ¢ e —i, respectivamente, ou seja

THOM = {Y —iJY;Y € T,M}e

TOYM = {Y +iJY;Y € T,M}.
Sejam f : M™ — N™ uma imersao isométrica de uma variedade Kahler de dimensao
m em uma variedade Riemanniana N e a : TP M x ToM — (TF M)+ a extensdo

C-bilinear da 2* forma fundamental da imersao f, em que (TZI()C/\/l)L ={X+iV; XY €
(T,M)}-

Dados X = X'+ X", Y =Y'+Y" € T°,M, com X' = ;(X —1JX),
Y = ;(Y —iJY) € T{HOM, X" = ;(X +iJX)eY" = ;(Y —iJY) € TOY M

072)

temos que a = a0 4 o) 4 , em que

O./(2’0)(X, Y) _ Oz(Xl, Y/),
dDXY) = (XY +a(X", V),
a(O,Z)(X’ Y) — W — a(X//’ Y”).

Demonstracao. De fato, observe que

N DU
A(X)Y) = a (2()( T X), (Y + ZjY))

+oa G(X FiTX), 5V - 7))

= i[a(X, Y) 4+ a(X,iJY) + a(—iJX,Y)

+ a(—iTX,iTY) + a(X,Y)

+ X, —iJY) +a(iJX,Y) + a(iT X, =iJY)]
= J(X.Y) +a(TX, TV)

1

a(2,0) (X, Y) + 06(0’2)(X7 Y) = « (X — ZjX), ;(Y — ZJY))

7 N N
— N

(X+z}7X),;(Y+iJY)>

2
[a(X,Y)+ a(X,—iJY)
(T X,Y) + a(—iT X, —iTY) + a(X,Y)
(X,iTY) +a(iTX,Y) + a(iTX,iTY)]
(X, Y) — a(TX, TY)].

- -
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Logo, a = a®0) + o) 4 o(02), [l
No caso particular em que X é uma superficie, denotaremos por 7’ ;)CZ ={X +
iY; X, Y € T,X}, a complexificagdo do espago tangente a ¥ em p.

Admitindo pardmetros complexos (z = z+1y) em ¥ podemos definir os seguintes

campos coordenados:
1 , _ 1 ,
0z = 5(6@ —10y) e 0z = 5(81: +10y), (1.5)

de modo que {0z, 9z} é uma base local de Ty 5.

Também ¢ possivel definir as 1-formas complexas dz = dx +1idy e dz = dx — idy

que formam a base dual de {0z, 0z}.

Além disso, para cada p em um aberto de 3, o conjunto {dz®dz, dz®dz, dz®dz}

forma uma base para o espaco das aplicacoes bilineares {3 : TI(,CE X T;,CZ — C}.
Assim, em termos do parametro complexo z = = + iy, podemos reescrever a
primeira e segunda forma fundamental como
I = Adz? + 2)\|dz|? + AdZ?
II = Bdz* + 2pldz|* + Bdz*,

com
1 .
A = (E-G-2iP),
1
A::iw—0+%m,
p = 411(6+9)’
— 1

em que F, F, G sao os coeficientes da primeira forma fundamental, e, f, g os coeficientes

da segunda forma fundamental em termos dos pardmetros reais (z,y).

As expressoes abaixo representam as curvaturas de Gauss e média para superfi-

cies expressas em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais
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em termos de parametros reais.
det(I1)  eg— f?
det(I)  EG— F?’

H o 1 (eG—2fF +gE
2 EG — F? '

Dai seguem as expressoes de K e H em termos da parametrizacdo definida em
um aberto U C C.
BB —-p* |B=p’
AA— N2 AR =22
g 1 <AB—2p)\+BA> ~ 1AB-2p\+ BA
2 AA— N2 2 (JA]2 =A%)

K

Além disso, denotando por V a extensao C—bilinear da conexao de X, temos
que se z =z + iy e 0z, 0z sdo como em (|1.5)), os simbolos de Christoffel complexos
(CFZ) associados a pardmetros complexos estao dados por

V.02 = T 024120z
V.02 = T1,0z+ 12,02
Vo:0z = “T%02+CT1202
Vo:0zZ = “TL,02+ 12,0z,

Dessa forma,

Vo.0z = v;(ax_wy);(ax — i0y)
= ivaxiﬁy(ax —idy) = i [Voe0x — 2iV 9,0y — Vg, 0y]
= (T} — 2T}y ~ Th)d + (T — 2iT%, — T3)0y)
= 411 [Fh — Doy + 203, + (I, — T3, — 2Fi2)} 0z
+ i [T} = T3, — 213, — i(T%, — T3, + 21'},)] 0%,
Vo.02 = ;Vax—wyl(&ﬂ +idy) = i [Voe0x 4 iV 9,0y — iV 9,02 + V0]
= i [Fh(f)x + 12,0y + I'y,01 + Fgﬁy]
= i[l“h%—l” )0z + (T + s )3y]
= i [ (T3, +T5,)(02 + 02) + (T}, + T'3y)(i0z — z'az)}
= LD+ T+ (T + TH)J0z + [0 + T — i(T% + T)oz
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Vagﬁi

Assim,

Observe que

1 , 1 1 _ 14 1 .
V%@Hiay)?(ax +1i0y) = §vaxi(ax +1i0y) + Evayi(ax + i0y)
1
4

1 1z
Z(Vaxax — Vayay) + Z(Vaway + Vayaaf}) +

*(Fhax + F%lﬁy - (F%j)x + F§28y)) +

12 12 1
Vo, 0 + ZZV&Lﬁy + Zlvayax — < Va,dy

12

4
1

(Fh - F%Q + 21’1%2)895 + Z(Fi - F%Q + 2iff2)8y

(2(T1,07 + T'1,0y))

[(Fh — Doy — 2T'%,) + (I — T35 + QF%Z)} 0z

e SN R T R

[(F%l — Doy +2T%,) — (5 — T3, — 21—‘%2)} 0z.

°rl = [Th Tl + 203, (T, — T3, - 2r,)]
T = i :Fh — gy — 20, — (T}, — T3, + QF%Q)}
CF%Q = 111 :F%I + 1—%2 + Z.(F%I + ng)}

CF%Q = i :Fh + Fé2 - i(ri + F§2)]

CF%2 = i :F%I - F§2 - 21?2 + i(ﬁl - sz + 2F%2)}
CF%Q = le [Fh - F%z + QF%Q - i(F%I - F§2 - 211%2)} :

Crli _ Cr2
I, = Iy
Cr2 _ C71_
I, = "y
Crl  _ Cr2
Iy, = .

Também podemos expressar os simbolos de Christoffel complexos em termos dos

coeficientes da primeira forma fundamental associados aos parametros complexos.

: Cpl . Cp2
Vejamos, por exemplo, os valores de ~I'j; e ~I'1;.

Como V4,02 = °T'},02 + 12,0z, temos que

1(V5.02,02) = “T'},1(02,02) + T2,1(02,02) = “T'1, A + T2\,

Por outro lado,

I(Vy.02,0z) = ;821(82,82) = ;Az
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1
ou seja, ‘T'H A+ THN = §Az.

Da mesma forma,
1[(Vp.02,0%) = °T'},1(0z,0%z) + °12,1(0z,0%z) = “T'1 A + T3, A
e por outro lado:
[(Vo.02,0%) = 021(0=,0%) — (02, V.0Z) = A. — ;Az.

— 1
LOgO, CF%lA + CF%1A = )\Z — 5142

Obtemos entdo o seguinte sistema:
{CFhA +Cr2 N =14,
CPIA+ T2 A =\, — 1A,
cuja solucao é:

i, = 5 (AA, — 22\, + \A;)

—1
2 = — —— _(AA; — 24\, — \A,).
h 7 aap - ) )

Analogamente, obtemos os demais simbolos:

1

Th = g A - M)
T2, = 2(|A|21_/\2>(AAZ—)\AZ)

°ry — Mm‘z—wﬁmz)
orz - L A o).

2(]A]2 =A%)
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2 O conjunto M? x R

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados relacionadas a superficies
imersas no conjunto M? x R. Iniciaremos relembrando o conceito de variedade produto.

Tomamos como referéncia [11], [13].

2.1 Variedade Produto

Se M e N sao variedades diferencidveis de dimensdes m e n respectivamente
com estruturas diferenciaveis {(Ua, Xa)} € {(Vs, Ys)}, entdo é possivel mostrar que

o conjunto

MXN ={(p,q);pe MeqeN}

também é uma variedade diferenciavel cuja estrutura diferencidvel é dada por {U, x
Vi, Zag}, em que Zag(p,q) = (Xa(p), Ys(q)) com p € U, e g € V5. Com esta estrutura
diferencidvel M x N é chamada a variedade produto de M por N.

Considerando as projecoes naturais 71 : M x N — Meo: M x N — N,
podemos definir uma métrica riemanniana em M x N da seguinte forma:
(U, V) (pg) = {dT(p.q) (), AT () (V))p + (dO(p,g) (1), dT (g (V) g,
V(p,q) e M XN, eVu,v € Ty MXN)=T,M&TN.
A métrica definida acima é chamada métrica produto.

Além disso, a conexdao Riemanniana do produto M x N ¢é definida por
Vyitv, (X1 + Xo) = Vy, X1 + V3, Xo,

VX1,V € X(M) e X5, Y5 € X(N), em que V! denota a conexao riemanniana de M e

V? a conexdo Riemanniana de N. Tal conexdo chama-se conexao produto.

Neste trabalho vamos considerar M? x R a variedade produto de dimensao 3,

em que M? denota uma superficie Riemanniana de curvatura Gaussiana constante .
Assim,
R3, see =0
2
MIXR={S?2xR, see=1
H? xR, se e =—1
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O caso € = 0 serd omitido no decorrer do trabalho e estaremos interessados no caso

em que € = £1.
Chamaremos M? de superficie base e R de fibra.

A partir de agora mostraremos algumas defini¢oes e resultados relacionados ao
conjunto M? x R.

Sejam as projecoes naturais dadas por

T M*xR — M? e 0: M?*xR =R,
(z,y,t) — (z,9) (2,y,t) —
chamaremos 071 (t) = M? x {t} de segbes horizontais, em que ¢ ¢ um ponto da fibra
7 (p) = {p} x R de segdes verticais, em que p é um ponto da base.

Além disso, tem-se que para cada t € R, a aplicagao LTV é uma isometria,
para cada p € M? a aplicacio 0|y« ¢ UMa isometria, e para cada (p,t) € M? xR as

segoes horizontais e verticais sdo ortogonais em (p,t).

Definigao 2.1.1. Seja X € X(M? X R) um campo de vetores. Temos que :
X(p,t) = (X"(p), X"(t)) € Tppy(M* x R) = T,M* x T;R,

em que X" = dr(X) € X(M?) e XV = do(X) € X(R). Desta forma diremos que
X € X(M? x R) é um campo horizontal se X° = 0 e é um campo vertical se
Xh=0.

Observe que se X é um campo horizontal, entdao X € X(M?) C X(M? x R) e
de forma andloga, se Y é um campo vertical, entdao Y € X(R) C X(M? x R).

Para simplificar a notagdo denotaremos (,) = g. +dt* a métrica em M? x R, em
que g. é a métrica em M? e dt? denota a métrica usual em R. Consideraremos ainda

~ 2 ~ . .. . .
V, VM VR as conexdes de Levi-Civita associadas a (,), g. e dt? respectivamente.

Os resultados a seguir poderao ser encontradas em [6], [7] e [13].

Proposigao 2.1.1. Se X, Y € X(M?) e VW € X(R). Entdo:
(a) VxY éum campo horizontal e (VxY)* = V'Y € X(M?);
(b) VyW é um campo vertical e (VyW)" = VEW € X(R).

(C) va :?XV = 0.
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Observagao 2.1.1. Se X € X(M?) é um campo horizontal, entdo:
(Vo,X) =do(X)=Xo =0,

em que Vo denota o gradiente de o com respeito a métrica (,). Assim Vo € X(R),
que por simplicidade denotaremos por Ot. O campo Ot constitui uma base para X(R) e
vale que (Ot,0t) = 1.

Se X € X(M? x R), entdo podemos decompor X em sua parte horizontal e

vertical. Assim temos:
X" =X —(X,00)0t, em que X" = (X,0t)0t.
Lema 2.1.1. O campo Ot é um campo paralelo.

Demonstragio. De fato, sejam X € X(M? x R) e 9t € X(R) um campo vertical.

Temos que

Vx0t = Vixniixonoot
= Vxn0t + (X, 0t)Vyot.

Mas V x»0t = 0 (pela proposicao (2.1.1))) e V0t = 0, ja que (V:0t, Ot) = %82&(875, ot) =
0, em que nesta ultima igualdade usamos o fato do campo Ot ser unitario. Assim

VxOt =0 e portanto 9t é um campo paralelo. O

Definicao 2.1.2. Dizemos que a curva v : I C R =+ M é chamada geodésica se

DY (t ; . ,
:’ﬁ() =0, em que % é o operador derivada covariante.

Observacao 2.1.2. Quando for possivel estender o dominio de definicao da geodésica

v para todo R, entdo diremos que v é uma geodésica completa.

- = 2
A seguir denotaremos R, ™ R e ®R os tensores curvaturas de M? x R, M? e
R respectivamente. As demonstragoes das proposi¢oes enunciadas abaixo podem ser

encontradas em [13].
Proposigao 2.1.2. Sejam X,Y,Z € X(M?) e U, V,W € X(R). Entdo vale que:

(i) R(X,Y)Z é um campo horizontal e (R(X,Y)Z)" =M R(X,Y)Z € X(M?);

(ii) R(U, V)W é um campo vertical e (R(U,VYW)* =RR(U, V)W € X(R).
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Proposigao 2.1.3. Sejam X,Y,7Z € X(M? x R). Denotando X", Y" Z" € X(M?)

as projecoes horizontais dos campos X,Y, Z temos:
R(X,Y)Z = R(X", Y" 2"

Observacao 2.1.3. Quando M? = H?2, utilizaremos o modelo do disco de Poincaré
dado por
D= {(z,y) € R% 2> +y* < 1},

0 bordo no infinito de D é dado por S, = {(x,y) € R* 22 +y* = 1}. Podemos orientar

H? de modo que seu bordo assintético esteja orientado no sentido anti-hordrio.

As geodésicas neste modelo s@o os semicirculos ortogonais ao bordo assintotico

e os didmetros. Considerando v uma geodésica completa orientada em H?2, temos que

Oy = {7 ,7"}, em que v~ = lim ~(¢t) ey" = lim 7(¢) com ¢t sendo o pardmetro
t——00 t——+o00

da geodésica.

Definigao 2.1.3. Sejam 64,0, € SL.. Definimos a geodésica orientada ligando 6,

a 0y como a geodésica completa orientada de 01 para 0. Tal geodésica serd denotada

por ’)/(01, 92)

Definigao 2.1.4. Seja v uma geodésica completa orientada em H?. Chamaremos por
dominio exterior de~y em H?, exty:=(7), a componente conexa de H?\ v para em que
aponta Jv' (J € o operador de rotagao no sentido anti-hordrio usual) e por dominio

interior de v em H?, inty2(7), a outra componente conexa de H? \ 7.

Figura 1 — Dominio exterior e interior de ~ em H?

Definicao 2.1.5. Seja v uma geodésica completa em H?. Chamaremos por plano ver-
tical o conjunto v x R denotado por P, ou seja, P =y xR e por planos horizontais

as secoes horizontais que sdo isométricas a H?2.
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Figura 2 — Planos verticais e horizontais

As nogoes de dominio interior e exterior de uma geodésica se estendem de
maneira natural a planos verticais. Para uma geodésica completa em M?, denotamos
dominio exterior e interior do plano P = v x R os conjuntos extyz,gP = extyz(v) x R

€ intﬂszP = intHZ (’7) x R.

Definigao 2.1.6 (Folheacio por planos verticais). Seja P um plano vertical em H? x R
e seja vy uma geodésica completa em H?, tal que v(0) = py € P, v/(0) é ortogonal
a P em py e y(t) € extyzur(P) para t > 0. Definimos folheagdo orientada de
planos verticais ao longo de v, denotada por P.(t), o conjunto dos planos verticais

ortogonatis a y(t) para cada t € R, com P =P, (0).

Figura 3 — Folheagao por planos verticais

Definig¢ao 2.1.7. Seja M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Seja p € M
e U C M uma vizinhanga de p em M e ¢ : (—g,e) x U — M uma aplica¢io
diferencidvel, tal que para cada p € U a curva t — ¢(t,q) € a trajetoria do campo X
passando por q emt = 0. X € chamado campo de Killing se para cada ty € (—¢,¢)
a aplicagio ¢(ty) : U C M — M for uma isometria de M.
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Observagao 2.1.4. Seja X um campo de vetores ao longo de M. Entao X €é uma
campo de Killing se, e somente se,

(VyX,Z)+(VzX,Y)=0
para cada Y, Z € X(M).

Definicao 2.1.8. Seja Q um dominio em um hiperplano geodésico P. Para cada p € )
seja 7y, a unica geodésica passando por p ortogonal a P. O cilindro geodésico sobre
Q € o conjunto

c(Q) = U Tp-

pEQ

Figura 4 — Cilindro geodésico

Definicao 2.1.9. Considere Q) um dominio em um hiperplano geodésico P. Seja p € €2
e 7 @ unica geodésica passando por p ortogonal a P; seja g um ponto de Q e n,(q) a
orbita passando por q da translagio hiperbdlica ao longo de y, (isto €, a curva integral
do campo de Killing associado a translagao hiperbdlica). O cilindro de Killing sobre
Q com respeito a 7y, € o conjunto

C(Q, 'Vp) = U Up(Q)~

peEN

Figura 5 — Cilindro de Killing

Definicao 2.1.10. Um grdfico de Killing com respeito a geodésica vy, é um grdafico
no sequinte sistema de coordenadas: seja 2 um dominio em P e seja u uma fungdo

real que a cada ponto q € S associa um ponto em n,(q) a distincia hiperbolica u(q) de

P.
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2.1.1 Superficies imersas em M? x R

Seja ¥ C M? x R uma superficie orientével e conexa. Consideraremos sobre 2
a métrica induzida, (,)|,, de M? x R, que denotaremos por I. Sejam V e R a conexao
e o tensor curvatura da superficie 3 e S o operador forma de ¥ associado ao normal
unitdrio N da superficie, isto é, SX = —VxN, X € X(2).

Além disso, I1(X,Y) = (SX,Y) é a 2* forma fundamental da superficie.

Denotaremos por T a projecao do campo vertical 0t sobre o espago tangente
a X, v = (N,0t) a componente normal de 0t, na qual chamaremos de funcao
angulo da superficie e h = gy : ¥ — R a fungao altura definida em . Assim 0t é

o gradiente em M? x R da funcao t e portanto 7' é o gradiente de h em 3.

Teorema 2.1.1. Seja ¥ C M? x R uma superficie conexa com normal unitdirio N e
operador forma S. Sejam h e v as fungoes altura e angulo respectivamente da superficie

e X,Y € X(X). Entdo as sequintes equagées sio vdlidas:

K(I) = K + kv (Gauss) (2.1)
VSY — VySX — S[X,Y] (Codazzi) (2.2)
= rkv((Y,VR)X — (X,Vh)Y)

VxVh=vSX (2.3)
dv(X) = —(SX,Vh) (2.4)
IVR|]? +v° =1, (2.5)

em que K (1) denota a curvatura de Gauss de I, K a curvatura extrinseca, k a curvatura

de Gauss de M? em um ponto 7(p), p € .

Demonstragdo. Seja o campo Ot escrito como:
Ot =T +vN,em que T € X(X). Como T = Vxh, temos:

1= (0t,0t) = (T +vN, T +vN) = ||T||* + v* = ||Vh|]> + °.
Além disso, usando que 0t é um campo paralelo e que

VxY =VxY — (SX,Y)N, VX,V € X(%)
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temos

0=Vxot = Vx(T+vN)=VxVh+X()N+vVxN
= VxVh+ (SX,Vh)N +dv(X)N +vVxN
= VxVh+ (SX,VR)N + dv(X)N —vSX
= (VxVh—-vSX)+ ((SX,Vh) +dv(X))N,

portanto VxVh —vSX =0e (SX,Vh) +dv(X) =0.

Agora dados XY, Z € X(2), temos que as equagdes de Gauss e Codazzi de

uma superficie em um espacgo tridimensional sdo dadas respectivamente por:

R(X,Y)Z — R(X,Y)Z={(5X,2)SY — (SY,Z)SX (2.6)

R(X,Y)N = VySY — VySX — S[X,Y]. (2.7)

Usando que R(X,Y)Z = M*R(X", Y")Z" e usando que o tensor de curvatura de uma

superficie imersa em um espago de curvatura constante pode ser expresso como:
MER(XM YMZM = k((XP, ZMYh — (YR, Zh) X",

em que k é a curvatura de Gauss de M2, temos que para qualquer X,Y, Z € X(M?xR)

R(X,Y)Z = MR(X"YMNZ"h = k(X" ZMY" — (Yh ZM X"

= w((X,Z) —(X,0t)(Z,0t))(Y — (Y, 0t)0t)

— (Y, 2) = (Y, 0t)(Z,0t)) (X — (X, 0t)0t)

= w((X,2)Y — (Y, Z)X — (X,0t)(Z,0t)Y

+ {Z,00(Y,0) X + (Y, Z)(X,0t) — (X, Z)(Y,0t))ot),

isto é,

RX,Y)Z = k((X,2)Y — (Y, 2)X — (X,01{(Z,00)Y + (Y,0)(Z, ) X
+ (Y, Z)(X,0t) — (X, Z)(Y, 0t))dt). (2.8)

Fazendo Z = N e tomando X,Y € X(X) em (2.8),

R(X,Y)N = rv({Y,VR)X — (X, VR)Y).

Segue por (2.7)), que a equagao de Codazzi é satisfeita. Considere agora o produto
interno da equagao (12.6)), por um campo tangente W. Temos:

(R(X,Y)Z,W) = (X, Z) Y, W) — (Y, ZY(X, W) — (X, 0t)(Z,0t) (Y, W)
Y, 00(Z, 0t) (X, W) + ((Y, Z)(X, 0t) — (X, Z)(Y, 0N (AL, W)).  (2.9)
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Tomando {X,Y} € X(X) uma base ortonormal e usando Z = X, W =Y em (2.9),

obtemos:

(RIX,Y)X,Y) = k(1—(X,0t)* —(Y,0t)*) =
= (1= (X, Vh)* = (Y, Vh)?) = k(1 — [|[Vh[]*) = rr?

isto é,
(RIX,Y)X,Y) = k/?. (2.10)
Observe ainda que
(R(X,Y)X,Y) =K(I) (2.11)
K =det(S) = (SX, X)(SY,Y) — (SX,Y)(SY, X). (2.12)

Substituindo (2.10) e em (2.6)), obtemos ([2.3)) . O
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3 Resultados Auxiliares

3.1 O Principio do Maximo e o Método de Alexandrov

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes da teoria de operado-
res lineares elipticos de segunda ordem. Estamos interessados em abordar o principio
do maximo classico de H. Hopf, além do método de reflexdo de Alexandrov. Usaremos

[18] como referéncia bésica.

Iniciaremos relembrando que dado €2 C R™ aberto, um operador de segunda

ordem L em §2 é um operador do tipo
n 82 n 8
L= ij=———+ ) bi— +c, 3.1
Zm]_ =
em que a;j,b;, ¢ : @ — R sao fungoes continuas e limitadas, com a;; = aj Vi,j =

1,...,n.

Para f € C*(Q), definimos

ij=1 i=1

O operador L ¢ dito eliptico em p € €2 se a matriz (a;;(p)) for positiva definida
e é eliptico em 2 se o for em todo p € €. Segue do teorema espectral que um operador
L como acima ¢ eliptico em p € 2 se, e s6 se, os autovalores da matriz (a;;(p)) sao
todos positivos. Considerando entdo A(p) e u(p) o menor e maior de tais autovalores

respectivamente, temos para £ = (&y,...,&,) € R" que
AP < aijmiry < p(p)|Ef

Além disso, o operador eliptico L é uniformemente eliptico em 2 se a funcao

p— M for limitada em 2. Como os autovalores de uma matriz simétrica dependem

Ap)

continuamente de suas entradas ([I9] para detalhes) segue da continuidade dos coefici-

1(p)

entes de L em €2 que a funcao p — W é continua, e portanto localmente limitada
p

em €). Portanto, L é uniformemente eliptico em todo €' C €, isto é, L é localmente

uniformemente eliptico em (2.

Dizemos ainda que o operador L ¢ estritamente eliptico se existir uma constante
A >0 tal que A(p) = A, Vp € Q.
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Enunciaremos abaixo alguns resultados relacionados ao principio do maximo

forte de Hopf no R”, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [I8§].

Teorema 3.1.1 (Principio do Maximo de Hopf para o Interior). Seja L um
operador uniformemente eliptico em um dominio Q2 C R™. Suponhamos que a funcao

f € C*Q) satisfaca Lf > 0. Entdo f é constante se uma das condigoes abaizo ocorrem:

e c=0 e f atinge seu maxrimo em €.
e ¢ <0, f atinge seu mdzrimo em ) e esse maxrimo € nao negativo.

Teorema 3.1.2 (Principio do Méaximo de Hopf para Fronteira). Seja L um
operador uniformemente eliptico em um dominio 2 C R™ com fronteira 02 duas vezes

diferencidvel. Seja xoq € OS2 tal que:

1. f é de classe C' em xy.

2. f(zo) > fx), Vazel

3. %i(xo) =0, em que n € o normal interior de OS).

Entao f € constante se uma das sequintes condigcoes ocorrem:

Vejamos agora que tal abordagem pode ser estendida a variedades diferenciaveis.

Seja M uma variedade Riemanniana, C°>°(M) o anel das fungoes reais suaves
em Me L:C®(M)— C®°(M) um operador linear local, isto é, para f € C*(M),
o valor Lf em p € M s6 depende dos valores de f em uma vizinhanca qualquer de
p € M. Considerando ¢ : U C M"™ — 2 C R" uma carta coordenada em M, temos
associado a ¢ um operador linear L, : C*(Q2) — C*°(f2) dado por

Lof = L(foyp), V [felC™(Q) (3.2)

Lema 3.1.1. Considere p; : U — €, 1 = 1,2, cartas coordenadas em um aberto
UcC M. SeL:C®M)— C®M) é um operador linear local e Ly, ,i = 1,2 sdo
0s operadores lineares definidos a partir de L como acima, entdo L, € um operador

diferencial (eliptico) de 2% ordem, se e so se, L, também for.
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Demonstracio. Veja [§]. O

Tal lema permite considerarmos a seguinte

Definicao 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana e L : C®°(M) — C*®°(M)
um operador linear local. O operador L é um operador diferencial linear (eliptico) de
seqgunda ordem em M™ se, para toda carta coordenada ¢ : U — Q em M, o operador
linear L, definido em ¢ um operador diferencial linear (eliptico) de sequnda ordem

em €.

Definicao 3.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana, f : M — R wuma funcao
suave. Dizemos que [ é harmonica se Af =0; f é subharmoénica se Af >0 e f

¢ superharmonica se Af <0 em M.

Teorema 3.1.3. (Principio do Mdximo) Seja M uma variedade Riemanniana
conexa e f uma fungdo em M subharmonica. Se f assume um mdzrimo num ponto

interior do dominio em M, entdo [ é constante.

Demonstragdo. Sejam py ponto de maximo de f, o : U C R* — M uma parametriza-
cao local de M, em que ¢(U) é uma vizinhanga de py, e g := fop. Como Af >0
entdo existe um operador linear uniformemente eliptico L : C*°(U) — C*(U) tal que

Lg > 0, em que L é da forma
Z Qi Z b
8 8% -
Além disso, fazendo xg = ¢~ 1(py) temos que g assume um maximo local em g, pois

g(z) = fle(x)) < fpo) = fle(x0)) = g(20).

Assim Lg > 0 e g atinge um maximo em z, entdo g é constante em U. Portanto f é

constante em ¢(U) e como M é conexa segue que f é constante em M. [l

Observacao 3.1.1. O Teorema acima vale de forma andloga no caso em que Af <0

e [ assume um minimo.

Teorema 3.1.4. Seja w : R? — R limitada e subharmoénica. Entdo w é constante.

Demonstragdo. Suponhamos que w nao seja constante. Logo, existe um r > 0 tal que

w nao ¢é constante em B,.(0).

Como w é subharmonica e nao constante em B, (0), entao pelo Principio do

Maéximo [18], o méximo de w ¢é atingido na fronteira de B,.(0).



Capitulo 8. Resultados Auziliares 34

Seja xy € 0B,(0) tal que w(zg) = sup w; assim, w(0) < w(xg).

Tomamos p tal que 0 < p < r. Assim w(x) < w(xy), Yo € B,(0).
Sejam a,b € R, z = (1, 79) tal que g(z) = aln(x? + x3) + b satisfaz
g(x) > w(x), Yo € 0B,(0)

< w(z,), Yz € 0B,(0).

Como lim g(z) = oo ew élimitado entdo 371 > r > 0 tal que g(xq1, x2) > w(xy, x2)
(z1,22)—00

para 3 + x3 > 1.
nsideramos v = w — ¢g. Como w ¢é subharmonica e g é harmonica temos

Aw > 0e Ag =0, entdao Av = Aw — Ag > 0, ou seja, v é subharmonica.

Além disso, temos que v ¢é limitada no anel A,,, de raios g e r; e centro 0,
v(x) < 0 para x € 0B, e v(x) < 0 para x € 0B,,.

Portanto, pelo Principio do Maximo ([I8], pagina 31), supv = sup <0, o0
Agiry 0B,UdB,,
que ¢ um absurdo, pois v(xg) = w(xg) — g(xg) > 0 e xg € A,y . O

No decorrer do trabalho também utilizaremos a versao geométrica do Principio

do Maximo para comparar superficies.

Para isso vamos considerar ¢, : 3; = M? x R, j = 1,2 imersoes isométricas
e assumiremos que X; sao superficies com curvatura extrinseca positiva, sendo N; o
campo de vetores normal unitério a X; tal que a segunda forma fundamental seja
positiva definida. Seja p € ¥; N Xy e assuma que Ni(p) = Na(p). Uma vez que
Ni(p) = Na(p), existe uma vizinhanca U; C 3, de p tal que U; é um grafico em
coordenadas exponenciais de uma funcao f; definida em uma vizinhanca €2 da origem

de T,31 =T, (T,%; é o plano tangente de ¥; em p), ou seja,

Uj = Graf(f;) = {expy(f;(p))N;(p);p € Q}.

Como a curvatura extrinseca é positiva, f; é uma funcgdo positiva (para (2 suficientemente
pequeno). Dizemos que ¥ estd acima de 3y e denotamos X7 > Y5, em uma vizinhanga
de p, se f1 > fo em €.

Definicao 3.1.3. Dizemos que U; = Graf(f;), j = 1,2 satisfaz o principio do mdximo
se a diferenca w = f1 — fo verifica uma inequacao diferencial Lw > 0 que satisfaca o

principio do mdximo (no interior ou fronteira) de Hopf.

De maneira mais precisa enunciaremos a versao geométrica do principio do

mMAaximo:
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. 2z . ’ . . . 2
Teorema 3.1.5. (Principio do mdximo de Hopf) Seja p; : ¥; = M* x R,
J = 1,2, duas imersoes isométricas. Assuma que X; é uma superficie com curvatura
extrinseca constante positiva. Seja N; o campo de vetores normal unitdrio a ¥; tal que

a sequnda forma fundamental associada a X; € positiva definida.

Suponha que,

(i) 31 e Xg sdo tangentes em um ponto interior p € 31 N Xy, ou

(ZZ) 3 pE 821 N 822 tal que szl = TpZQ (& Tpazl = Tpazg.

Além disso, suponha que o campo de vetores normais unitdarios de 1 e Yo coincidam

em p. Se X1 = X9 em uma vizinhanga U; C X; de p, entdo Yy = X9 em Uy = Us.

Figura 6 — Principio do maximo geométrico

E importante ressaltar que muitas familias de superficies verificam o principio
de tangéncia. Exemplos classicos deste fato sao as familias de superficies de curvatura
média constante H # 0, superficies com curvatura extrinseca constante positiva K e

de maneira mais geral, superficies de Weingarten. Veja [13] para detalhes.

Alexandrov em [2] provou que as tnicas hipersuperficies conexas, compactas do
espaco Euclidiano com curvatura média constante sao as hiperesferas. Tal resultado
configura um dos mais importantes trabalhos envolvendo a geometria global de tais
hipersuperficies. As ferramentas utilizadas na demonstracao deste teorema foram
essencialmente o principio do maximo de Hopf para equacoes elipticas e um método
geométrico de reflexdo por planos que é atualmente conhecido como Método de

Reflexao de "Alexandrov".

A ideia de Alexandrov foi tomar uma direcao arbitraria do espago Euclidiano,
um hiperplano ortogonal a esta direcao que nao intersecta M e mover este hiperplano
paralelamente até ele tocar M pela primeira vez. A partir deste ponto de contato
continua a mover o hiperplano e considera a reflexdo da porcao de M que fica para tras

em relagao ao hiperplano. A reflexao inicialmente no interior da regiao limitada por
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M, e em algum momento a parte refletida tangencia M. Neste ponto de tangéncia, M
e a parte refletida tem a mesma curvatura média (constante) e mesmo normal. Usando
entdo o principio do maximo de Hopf para hipersuperficies com curvatura média
constante, Alexandrov conclui que tais hipersuperficies coincidem numa vizinhanca do
ponto de tangencia. Em seguida, usando um argumento de conexidade, ele mostra que
as hipersuperficies tomadas coincidem em todos os pontos da reflexdo, e portanto o

hiperplano é um hiperplano de simetria de M na direcao dada.

Figura 7 — Reflexao de uma hipersuperficie por hiperplanos

Este método geométrico é conhecido como o método de reflexdo de Alexandrov
ou técnica de mover planos e ainda é bastante utilizado em diversos problemas geomé-
tricos. Vale ressaltar que tal técnica serd empregada em uma das estimativas de altura

consideradas neste trabalho.

3.2 Algumas Equacoes Fundamentais

A partir de agora vamos considerar superficies imersas isometricamente em
M?xR, tendo curvatura extrinseca constante positiva. Denotaremos por ( ) = g +dt?
a métrica de M? x R (em que gre é métrica de M? e dt* a métrica usual de R) e V a

conexao de Levi-Civita de M2 x R.

Como a curvatura extrinseca K ¢é positiva, podemos escolher o campo normal

N a Y de maneira que a segunda forma fundamental seja positiva definida.
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Observacao 3.2.1. Relembramos que um sistema de coordenadas é chamado tsotér-
mico quando os coeficientes da primeira forma fundamental I = Edx*4-2F dxdy+Gdy?
sao da forma: E =G >0 e F =0. Jd vimos anteriormente que ao considerarmos pa-
rametros complexos em Y, podemos escrever a primeira e a sequnda forma fundamental

como:

I = Adz* +2)\|dz|* + AdZ?
Il = Bdz*+ 2p|dz|* + Bdz*.

O parametro local z = x + 1y serd chamado parametro conforme para uma métrica

Riemanniana se ds* = pldz|*, para uma certa fungio p positiva.

Tomando um parametro conforme z para a segunda forma fundamental, temos

que a primeira e a segunda forma fundamental de ¥ podem ser escritas como:

I = Adz* +2)\|dz|* + AdZ*
II = 2pldz>,  p>0.

2

A curvatura extrinseca de X é dada por K = —%, emque D=]AF -\ <0ea
curvatura média de X é K
H=-2_22
D p

Lembrando que o campo 0t =T + vN, em que T' é a componente tangente do

campo 0t e que Vgh =T, podemos escrever T' no referencial {0z, 0z} como:

T:émw+mm, (3.3)

em que o = Ah, — Mz, @ = Ah; — A\h, e D = |A]? — N2

Com base nas consideracoes feitas para o campo T, encontraremos a seguir

algumas identidades que envolvem tal campo.

Lema 3.2.1. As sequintes equagoes sdo validas:

(T, T) — ll)(ahz+ozh5) (3.4)
(T, T) — é(Ah§+Ah§—2)\|hZ]2) (3.5)
he = ll)(AaJr)\a) (3.6)

2
B = iTIRA+ 2R (37)

D
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Demonstragio. A equagao (3.4)) pode ser obtida da seguinte maneira:

(T.T) = < L (002 +a07), 11) (a0 + aaz)>

D
= Sa {5002 +02),02) + o (5 (a0 +0),07)
= ol p (adz+a0z),0z 5\ p (@02 +adz), 0z
1 11 _
= EozhquEahg—D(ahquahz).

Para conseguirmos a equagao (3.5)), basta substituir a expressao de « e @ na equacao
que acabamos de encontrar, ou seja, na equagao (3.4). Assim

1 — 1
T.T) = —(Ah, —Ahz)h, + —=(Ahsz — Ah,)hz
T.T) = ha + )

1 —
= 5(Ahg — AMh > + AhZ — Ah.?)
1 —
= E(Ahﬁ + ARZ — 2)|h.]?).
Para obter a equagao ([3.6)) usaremos o seguinte sistema:
a = Ah, — \hsz
(3.8)

Agora multiplicaremos a primeira equacao por A e a segunda por A e depois somar as

duas, sendo assim:
{Aa = |A|?h, — ANk 39)
—A\h, + A\h; = M.
Somando as duas equagoes em
(JA]* = A*)h, = aa + M@, portanto h, = 11)(1404 + A\@).
Para a ultima equacao, facamos o produto entre o e @ e obtemos
aa = (Ah, — Ahz)(Ahs — \h,)
o = [AP[h.|* — AARZ — AARZ + Alh.|?
= |hP|A]? + |ha|?A* — A(ARZ + ARZ).

Usando agora a expressao (3.5)) na forma AhZ + Ah? = ||T||D + 2A|h.|?, obtemos

0 = IhaPIAR + 1232 = AQITIED + 2218 )
= B PAR Xt - AD| T
AR =3 = Jaf + AD|TIF
sl = 2 e

o que conclui a demonstracao. O]
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Apresentaremos a seguir algumas identidades importantes.

Proposiciao 3.2.1. Seja ¢ : ¥ — M? x R uma imersdo isométrica em M? x R.

Assuma que X tem curvatura extrinseca positiva. Seja N o campo normal unitdrio tal

que a sequnda forma fundamental de X € positiva definida e z um parametro conforme

para a sequnda forma fundamental. Entdo as sequintes equacoes sao vdlidas:

'.j; +(°T, = °T%) = HO&Z Equagao de Codazzi (3.10)

h.. =T h, + 2 h; (3.11)

h.: = “T'lyh, + T30 + vp (3.12)
K

v = (3.13)
P

em que x(p) denota a curvatura de Gauss de M? em 7(p(p)) e CFfj (1,7, k = 1,2), sdo

os simbolos de Christoffel associados ao parametro z.

Demonstragdo. Como

temos

I = Adz* + 2)\|dz|* + AdZ? e IT = 2p|dz|?,

V.02 = “TI'loz+ 120z

V.02 = “Thoz+T2%,0z + pN

VN = —l;(Aé)z—)\ﬁz).

A seguir, consideraremos o produto escalar de cada uma destas equacoes por dt. Temos

(Vo.02,0t) = (*T'10z,0t) + (°T'2,0z, 0t)
= T}k, + T} h.

Por outro lado,

(V02,00 = 02(02,01t) — (02, VL)
= 0z(h,)
h.., j4 que V.0t = 0.

Assim h,, = “T'1 h, + T2, hz, que é exatamente a equacio (3.11)).
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Da mesma forma

(Vo.0z,0t) = (*T'1,0z,0t) + (*T2,0z,0t) + (pN, Ot)
= CF%th + CF%th +pv

também

(Vo.0z,0t) = 02(0z,0t) — (0z,V,0t)
== 8Z<h5)
- hEz = hz2~

Logo, h.: = ‘T'Lh, + CT%,h: + pv, que é a equacio (3.12).

Considerando agora Vy: N, temos

(Vo:N.0t) = {

[ =

(ADz — \0z),0t)

==

(Ah, — \hz)
e também,
(VazN,0t) = {0z(N,0t) — (N,V:0t)} = vs.

Concluimos que,

K~
v: = —(Ah. - \h2)

P

K _

= —a, em que o = Ah, — A\hsz,
p

obtendo a equacao ((3.13)).

Vejamos agora como obter a equacao (3.10)).
Temos que
<§(8Z, 85)85, N> = 73573282 — vazvagagv[az,ag]ag, N)
= (V9:Vy.02, N) — (V5.V:0Z, N).

.



Capitulo 8. Resultados Auziliares 41

Mas
(VOzV,0z, N) = 02(Vp,0z, N) — (V5.0z, Vs N)
K
= 9z(p) — <Cr}20z +°12,07z + pN, = (A0z - A82)>
= ps — CF}QI;AA + Crizlp{v — Crizfm + Crizfm
K K, _
= ps + Crb; (3 —14P) + Cr;; (M -AN)
K —p
oot By a2y e [ TPY (2 412
=pz+ F12p<>‘ |A|)—Pz+ F12(D>(>‘ |A|>
—p
= p: +°T'}, <D) (=D) = ps + “Tiyp e
<vazvagaz, N> = 02<v3585, N> — (78582, V82N>
= —<76285,73ZN) = <vaga§, —vazN>.
Como
Vo:0z = ‘TL,02 4 “T2,0z
(S]
— VN = % (—A\Dz + Adz) |
segue que
Vo V07, N) = (CTL02 + 12,02, 2 (—20z + A9z
D
p p p P
= o g M+ Ty S AN = TGN o 4 P15, AA
p p
= CF§25 (|A|2 - /\2) = CF§25D = ‘T30
Portanto,

<§(82, 82)857 N> = Pz + Crbp - Crg2p
= pztp (Crb - CF32) :
Por outro lado, usando as propriedades do tensor curvatura R, temos

(R(02,02)0z,N) = —(R(dz,0z)N,0z)
= (R(0z,0z)N,0z).

Como R(0z,02)N = kv ((0z,T)0z — (0z,T)0z) temos que

(A(0z,02)N,0z) = rv(h,A— h:))

= kra, em que o = h, A — hz .
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Logo,
Pz + (Cfb — Cng) = ﬂ, que é exatamente a equagao ((3.10)). H
p p

Lema 3.2.2. Seja ¢ : ¥ — M? x R uma imersio com curvatura extrinseca constante
positiva. Considerando z um parametro conforme local para a sequnda forma I1 tal

que

I = Ad2® + 2)\|dz|? + AdZ?
IT = 2p|dz|* com p >0, (3.14)

temos que as sequintes equacoes sao vdlidas:

v

h.: = p2K — k(1 — %)= 1

== 2K =K1 -5 (3.15)

v, = —KApv, (3.16)
—KpV

A; = ——h,. 1

.= T, (3.17)

Demonstracao. Sabemos que

AA; — XA, AA; - XA,

(Cl'\l — _
12 2(| A2 — \2) 2D’
AA, — 2\, + \A; 1
CFL = oD € CF%Q =Ty
Assim,
AA; —NA,  AA; — 20\ + M\A,
Crb"”crgz = 2D + %)
AAs+ AA: -2
B 2D
e como
D; = (JA? = A?): = (AA)z — 2X\\; = Az A+ AA; — 2));
segue que
°p, 4 o2, = L= (3.18)
12 2= 5 .

Substituindo (3.18) em (3.10]), temos:

Pz D; v
? + (Cr%z - < - CFb)) = FJO‘;,

ou seja,
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—p? 20p:D + p*Ds
ComoK:%,temOS que K; = i Dj;p .
Assim,
K K: —2ppzD + p*D; (=D _pz D:
2K 2(%) N D? 202 )  p 2D
e sendo K constante segue que
pz: D:
p 2D
Logo,
v
(CF%Q = H@%.

2

T, (Ao + Ma) e K = —%, vamos obter

Usando que °T'%, = CT'},,°T'}, = kal, h, =

uma expressao para A;. Observe que,

A; = 02(0z,0z) = 2(Vy:0z,0z)
= 2(°T},07 + “T%,0%,02) = 2 (AT, + A°T%, )
= 2(A°TL, + XTT},) = ™ (A + )
p

KV vp
= — (Dh,) = —Kk—h,.
p (Dh) = —r—>

A seguir, encontraremos uma expressao para h.:. Para isso usaremos as equacoes:
14
a

hee = Tigh. +Thohz +vp, T, = "‘JOCQP

1 2
I7I? = & (ah. +ah:) eK:—%.

Assim,

—1 v B v
2hes = 2 (Crizhz + Tph: + VP) =2 ("fOZQphz + KOZ%}LE + Vp)
= /iazhz + Iiazhg + 2vp = il (ah, +@hsz) + 2vp
P P P

KV VP, 2 vp 2
= ZD||T|? +2vp = —k-L||T||> + 2vp = —k—L(1 — 2wp.
p 171"+ 2vp = =r 2= 1T + 20p = =k (1= v7) + 2vp

A expressao h; dada em (3.15)) é obtida assim:

., = V—}?[—n(l —12) + 2K]. (3.19)
Agora, calculemos v,;. Como
DZ z
Vs = gK (§ - & = 0,

p 2D p
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temos
K aKp, K oKD,
Vyz = 0p— — =0y — .
p p p  2Dp
Assim,
K aKD,
Vys = Q— — .
p  2Dp

Por outro lado, como o = Ah, + Mhz e h, = %(Aa + \@), temos que:
a, = Ah.+ Ahy, — A\hz: — Ahz,
= 02(0%2,02)h. + Ah,., — 02(02,0%) — Ahs,
= 2(0z,V,02)h, + Ah,. — (V5.02,0Z) — (02,V5,0Z) — Ahs,
e considerando h,; = Tk, + “T%h: +vp e h,, = T1 h, + “T% h; temos
o, = T +°T%) — vpA.

Finalmente, usando que v,z = az% — a%% e H= %)\, obtemos

D, K K D,
Vys = (a — l/p)\> — —a— =—KM\v=—pHv,

ou seja,

No referencial {0z, 0z}, o laplaciano das fungées h e v com respeito a

IT = 2pldz|*, A"'h pode ser expresso por:

AIIh — gll ( a2h (CFI 8h +CF2 8h>> +g12 < azh <(CF1 ah +CF2 ah))

0202 \ "oz Moz 002\ "ox Poz
0?h oh Ooh 0?h oh oh
21 _(cp1 9N o2 OR 22 _fcp1 9N o2 OR
9 (8282 ( bag. * Fﬂaz)) 9 (azaz ( g, F”az))
e como °T'}, = °T2, = 0, segue que
0’h 2h,z
ATh = 24" ===
9 9207 P

Analogamente o laplaciano da funcao v é

0%y ov ov 0%y ov ov
AII — 411 . (CFI e (CF27 12 . (Cl—\l e CF27
V=9 (8282' ( ng, T “az))w (8285 < 12, * 1285))

0*v ov ov 0*v ov ov
21 _(cp1 9V cp2 OV 22 _(cp1 9V cp2 OV
9 <8282 ( bag. * Fﬂaz)) 9 (8282 ( ETF F2282>>

e portanto

0*v 2.5
AII -9 12 ¥ " _ 2z .
Y= 9207 p
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Definicao 3.2.1. Dada uma superficie > com curvatura extrinseca constante positiva

K, definimos a forma quadrdtica A
A=1T1+ g(v)dh? (3.20)

em que I é a primeira forma fundamental, dh é a diferencial da fungao h, g(v) é uma

funcao real analitica dada por

V2 — 14 Ke(ex(=7") — 1)

(3.21)
e € € constante igual a 1 ou —1.

Facamos algumas consideracoes a respeito da fungao ¢g. Inicialmente, note que

g esta bem definida. De modo geral temos que a funcao g : R — R dada por

B 2 -1+ Ke(ex-t) — 1
g(t) = ( 3 )
(1—12)

estd definida para todo ¢ € R (em particular para t = £1).

Observe que

N =14 Ke(ex(=%) — 1)
tl—lgll gt) = t1_1>r£11 (1 —1¢2)?
2 — e (ex(1-1))

— i
ST 21— 2y (—2t)
2 — 2(e®(1-) 4 42ee 110 -
e —4(1—12) + 822 oK’

em que usamos L’Hospital e o fato de que €2 = 1. Analogamente, temos

- =14 Ke(ex(-%) — 1)
fmg(t) = lim 1)

2t — 2te?(ex(11))

1m

1 21— 2)(—2t)

£ +2
2_9 6%(1_t2) + 42ee K7D c
= lim ( ) K = —.

i1 —4(1 — £2) + 8t2 2K

Além disso,

(1-t2) (1-t2)

g(t) = R (e {;(11;;;( (% = 1) | (~an— 1)
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Veja que se ¢/(t) = 0 entao

2t {(1 —t?) (1 — e w )> + 2 <t2 —1+eK (ef(th) - 1))} =0.

Assim, t =0 ou

(1-t%)

(1—) (1 _ R ) + (82 — 1) + 2Ke <e€“z<” - 1) — 0.

Mas,

_42 42

(1—12) [1 e —2} +2Ke (é“rf - 1) =0
9 a-t3

<:>—(1—t)[1+e€ K }+2K5<ef K —1):0

1_t2_€5(1%;2>_1

=

(3.22)

—t2
Multiplicando e dividindo o segundo membro da equagao (3.22)) pelo fator o ),

obtemos , )
(1-12) et — et oo (1=
= =tanh | ———=
2Ke 68(1;122) +6_8(1;122) 2K
e como € = —1 ou € = 1, podemos escrever
e(1—1t?) e(1—1t?)
tanh = . 3.23
o ( 2K ) 2K (3.23)
(1-#) X . .
Fazendo x = 67’ a equacao (3.23) pode ser reescrita como tanh(x) = z, cuja
(1—¢)

solucao é x = 0. Como z =¢

¥ie segue que t = +1, jd que K >0 e e = =+1.

Temos que:

e ¢ >0para—1<t<Oet>1

e g <Oparat<—-lelO<t<l.

dai concluimos que +1 sao pontos de minimo de g e 0 ¢ um ponto de méaximo de g.

Além disso, § é uma funcao real analitica para todo t € R, pois tomando ¢ = 1

1=

eu obtemos

_ —uK + K(e"—1) K(—u+e*—1)
9lu) = (uK)? - K>
—u+e*—1

Ku?
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Lembrando que

o0 1,77,
T _ 1 <
e + nz::l e
temos
B 1 /1 u u? 1 & u"
9 =% <2+3!+4!+'”> N
Veja que esta série estd centrada no 0 e seu n-enésimo termo é igual a a,, = TR
n !
O raio de convergéncia desta série é
n 3)!
Re tim |- = gim P2 (04 3) = 1o
n——00 | @, 11 n——oo (n + 2)‘ n——oo
Logo a série converge para todo u € R e consequentemente para todo ¢t € R.
Observe que, a mesma ideia pode ser aplicada tomando ¢ = —1. Além disso,
V2 — 14 Ke(ex(") — 1
o) =1+ 9T = 1+ ey
1—17)
1= -1+ Ke(ex1=7) —1)]
N 1—02
B Ke(ew(=v) —1)
N 1—v? ’

satisfaz

1 = o(x1) <ov) see=1
0 < K(l—e®)=¢(0) <o) se e = —1,
para todo —1 < v < 1.

Vejamos agora que (A + g(v)|h.|?)|dz|* é a parte (1,1) de A e que a forma
quadrética Qdz? = (A + g(v)h?)dz* é a parte (2,0) de A para a segunda forma
fundamental 71.

De fato:
A = I+ g(v)dh’
= Adz? +2)\|dz]* + AdZ* + g(v)[h2dz? 4 2|h.|?|dz|* + h2dZ?]
= (A+gh?) d?+ A+ [hPe(v)) |dz + (A+gw)hi) d2?,
— —

Parte (2,0) de A Parte (1,1) de A Parte (0,2) de A

em que usamos que dh = h,dz + hzdz.

Como Q = A+g(v)h?, segue que Q = A+g(v)hZ. Logo |Q* = |A|*+g(v)AhZ+
9(w)ARZ + g*(v)|h-|*.
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Observacgao 3.2.2. Denotaremos (11, A) um par fundamental em X, em que Il e A

s@o formas quadrdticas e 11 é uma métrica Riemanniana . (Veja [29])

A curvatura extrinseca do par (11, A) é dada por:

det(.A)
K(II = .
(5, A) det(I7)
Assim,
2 _ 22
_ A+ gW)h) — QP
= 7
N 4 209(W) b + g(v)([h:*)* = (JAI* + g(v) ARZ + g() ARZ + g* () |- |)
2
(\ = [AP) + g(v) (2A[h|* — AhZ — ARZ)
_ —D4gW(ITIPD) 1 :
= 2 = 1+ g@IITI),
—p? 1 _
em que usamos que K = - e || T|]? = B(Ahg + Ah? — 2)\|h.|?). Em particular, o

calculo anterior nos fornece

Q] = A+ g)|ha2)? + D(1 + g(v)||T|]?), pois

()‘+g(V)|hz|2)2 — |Q|2 _ i . MHTHQ
p? K K

o OHgWIhP? 1 o) QP

e K K 02

& A+ gW)h*)* + DA+ gW)IITI) = |QI*.

Tal expressao sera utilizada no decorrer da demonstracao do primeiro teorema principal.
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4 Estimativas de altura

Neste capitulo apresentaremos algumas estimativas de altura para superficies
compactas com curvatura extrinseca constante positiva (K —superficies) em M? x R,

em que M? é uma superficie com curvatura de Gauss constante.

Inicialmente sera mostrada uma estimativa de altura vertical para K —graficos
compactos em M? x R, com bordo em um plano horizontal e posteriormente consi-
deraremos uma K —superficie compacta e mergulhada em H? x R com bordo em um

plano vertical, obtendo estimativas de distancia a este plano.

Em geral, estimativas de altura para superficies com qualquer curvatura cons-
tante (média, Gaussiana, extrinseca, dentre outras) em um espago tridimensional
tem revelado propriedades importantes sobre o comportamento geométrico de tais

superficies.

4.1 Estimativa de altura vertical

Teorema 4.1.1. Seja ¥ C M? x R um grdfico compacto sobre um dominio Q C M?2,
com curvatura extrinseca constante positiva, cujo bordo estd contido no plano horizontal
M? x {0}. Seja c(X) o minimo das curvaturas de Gauss de M?. Entdo existe uma
constante cx (dependendo apenas de K e ¢(X)) tal que a fungao altura h, satisfaz que

h(p) < ck para todo p € 3.

Figura 8 — K —gréfico compacto em H? x R
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Demonstragdo. A ideia da prova é construir uma fungao subharménica ¢ = h + f(v)
sobre ¥ tendo valores nao positivos no bordo, em que f é uma funcgao real que serd

tomada convenientemente.

Para isso, vamos inicialmente calcular ¢,;. Observe que ¢,z = (h+ f(v)).z: =
hzi + f(y)zi-

Como ja encontramos uma expressao para h,z dada na equagao (3.15)), basta

calcularmos f(v).z, entao

[f(y)]zé = [f,<y)yz]2 = fN(V)VZVz + f,<V)VzZ

Assim usando as equagcoes (3.13)), |h.|*> = ||T|]*\ + % e (3.16]) obtemos:

a2 K> K?

fW)z = (V) 7 +f’(V)(—KAV):f”(V)\OéI2?—f'(V)K>\V

2 2 2
= PP - P = ) ek
2
= KL P = P W) K~ TN - £ ) K

= —f"WK(h]* = (1 =v")A) = f' (V) K\
= —KX\vf'v)— (1 —=v")+ f'@)h]). (4.1)

Como a curvatura extrinseca é positiva, podemos escolher o campo normal
N de modo que I seja positiva definida. Além disso, ¥ é um grafico compacto que
podemos assumir estar contido sobre o plano horizontal M? x {0} e pela escolha da
orientacao temos que v < 0 em toda parte.
Queremos obter informagoes a respeito do sinal do laplaciano de ¢. Vamos supor
sem perda de generalidade que ¢(X) é —1, 0 ou 1. Analisaremos os casos ¢(X) =0 e
c(X) #0.
Para ¢(X) = 0:

v

Neste caso, vamos considerar f(v) = —.
VK

Temos que f(v),s = —K ()\ <\/VE>> — VK.

Usando a expressao de h,; dada em (3.19)), temos



Capitulo 4. Estimativas de altura 51

(h+ f())es = hos+ f(V)ss = 2L (2K — k(1 — 12)) — VE v

FT2K
= _;;gp(l—f)%—yp—\/g)\y
- _2’}?’(1—u2)+(v—D—A)\/E
—KVp 2
> — %) >0.
Z o (1-v%) >0

Dai temos que Al(¢) = g(h + f(¥)).: = 0 em X, em que A é o laplaciano com

respeito a segunda forma fundamental. Como ¢ estd definida em um compacto ela

assume um maximo e pelo Principio do Maximo aplicado a fung¢oes subharmonicas

segue que ¢ é constainte em Y. Como ¢ = f < 0 sobre 0%, temos que ¢ < 0 em X.
_ —v

Assim h < ﬁ < ﬁ

Agora analisaremos o caso ¢(X) # 0.

Sem perda de generalidade podemos assumir ¢(X) = ¢, em que ¢ = —1 ou

e=1.

Vamos considerar

1
f'(v) = \Je(l — 6_6%) (1= 6_6%) ’ .

1— 12 ¢ 1— 212

Essa fungao é real analitica e portanto possui primitiva f(v). Temos que

1
—u2 2 —ue _ —u2 _ -
iy = L[ 0= 2R (1) — (- e R ) (—2w)
2 1—v? (1—10v2)2
—2v —5(1_”2) 2 —Eﬁ
1 e E (I1—v)+2we(l—e %)
- 2f'(v) (1—v2)?

(1-v?) (1—v2)

1 |veK(1—e* & )—ve s & (1-17)
f'w) K(1—v?)?
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2 ,
v [eK(1— e ) — (1 )=
- Kf'(v) (1—12)?
_ (1_1’2) (1—1/2)
_wve s r | —14eK(efT ko —1)
- Kf'(v) (1 12)
e gt by PLReREE
= em que g(v) = : :
K pey (=P
Assim,
_a) (v)
ve & g(v
W)= (L= A 0) = o () = (1= )
2\2 -5(1—675“}(”2)) 9 _5(1—1/2) 9 5(1_”2)
Kv(l—v?)? || —v(1 —v%)e " K (V' —1+cK(e ® —1))

Kf(v)(1—v?)?
2\2 [ _ (1*V2) 2\2 — (1*1’2) 2 (1*V2)
Kv(l—v?)le(l—e* & —v(l—v?)e e (VP—14eK|efx —1

Kf'(v)(1—v?)?
%) %) 9 (1-v?)
Kre|l—e % —ve K v: —1+eK |efT® —1
N Kf'(v)(1—v?)
a-v?) a-v?)

1—1/2
KV@(l—e_e K >+Ve_5 K (1—1/2)—V€K<1—6_€(K)>
Kf'(v)(1=v?)

ye_e%(l —1?) ye_*e%
TRFOO - K0 -

Assim, usando a expressao de f(v).; dada em (4.1)), temos

(a-v?)

_ e TTE _ea= g(v)
==
—1/6_8%
= —p A 0L
Agora como
Q = (\+gW)|h./)*+ D1+ g(v)(1 —v*), temos que
(A +gW)h)? = Q" = D(1+ g(r)(1 - v?)), e portanto

A g0IE =+ (I0R+ 201 -2

Assim,

2K — k(1 -1?)

(h+ f(¥):s u

ve = (1-v%) 2 , ,
R R
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em que usamos que X + g(v)|h.|*> > 0. Isto é claro j& que K(II,.A) é positiva devido a
equacao . Portanto A é positiva definida ou negativa definida e consequentemente
A+ g(v)|h.|* é positiva ou negativa em todos os pontos. Agora note que no ponto mais
alto h, = 0 e portanto (A + g(v)|h.[*) = A > 0. Assim (A + g(v)|h.|*) é positiva em 2.

Logo
_.a-v?
b 5 HoO-P)s v W(l +9()IITIP)
= 2K f'wv) K
1—u2
2K — k(1 — 1) e
= - vp
2K Fw) %
aK(e (1;2)—1)
| 2K — k(1 -7 =T i
- 2K \/ (1-22) K v’
€ (1 —e K )

2K — k(1 —1?) _ea?)
= —e v
2K P

_ =) £ 2
> — (e f 2 —1+§(1—V) vp >0,

em que usamos o fato do termo entre parénteses ser nao negativo (isto porque a fungao
real e’ — 1+t é ndo negativa).

Desta forma, tomando f(v) = [y f'(t)dt, temos que A (@) = A(h+ f(v)) =
g(h + f(v)).z = 0. Como ¢ estd definida em um compacto ela assume um maximo e
pelo Principio do Maximo aplicado a fun¢des subharmonicas segue que ¢ é constante e

como ¢ < 0 (ja que f'(v) > 0e v < 0), temos que ¢ < 0 em X. Logo h < 10, f(t)de.

]

4.2 Estimativa de altura horizontal

Agora consideraremos uma K —superficie compacta em H? x R com bordo sobre

um plano vertical e obteremos estimativas de altura a este plano.

Teorema 4.2.1. Considere ¥ uma superficie compacta, mergulhada em H? x R com
curvatura extrinseca constante K > 0. Seja P um plano vertical em H? x R e assuma
que 0¥ C IP. Entao existe uma constante dy, independente de 33, tal que dist(p,P) <
di Vp € 2.
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Figura 9 — K —superficie compacta, mergulhada em H? x R, com 9% C P

Demonstragcao. Como ¥ é compacta, podemos considerar g € 33, cuja distancia a P seja

méxima e sem perda de generalidade podemos supor que ¢ € H? x {0} e ¢ € extye g (P).

Considere {P,(t)}+>0 uma folheacdo por planos verticais ao longo de v, com
P,(0) =P e q € P,(h). Seja X um campo de Killing horizontal em H? x R, gerado
por translagoes ao longo da geodésica v (X ¢ tangente a cada H? x {7} e é ortogonal

aos planos P (t)).

Figura 10 — Aplicacao do método de reflexdo de Alexandrov
(A figura acima foi retirada de [22])
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Usando a técnica de reflexdo de Alexandrov com os planos P, (t), iniciamos

em t = h e decrescendo t, temos que para Z < t < h areflexdo de X1 (t) = XN
extpzyr(P,(t)) por P, (t) ndo toca 0%, ja que 0¥ C P. Assim a reflexdo de £ (t) por
P, (t) intersecta ¥ somente em X NP, (¢). Além disso, ¥ nunca é ortogonal a P, (s)
para t < s < h. Caso contrario, existiria ¢ € (%, h), tal que o espago tangente de X7 (1)
é ortogonal a P.(f) com X+ (t) = 9N~ (£) C P, (f). Assim, ¥~ (f) e X+() (2T (1) é a
componente conexa refletida de X (¢) por P()) possuem um ponto de tangéncia no
bordo e neste ponto de tangéncia possuem a mesma curvatura extrinseca (constante
positiva) e mesmo normal. Segue da versao geométrica do Principio do Méximo de

Hopf que tais componentes coincidem e como consequéncia teriamos que P, (¢) é um

plano de simetria de X, o que nao pode ocorrer.
Agora como X ¢é ortogonal a cada P, (t), concluimos que X ¢é transverso a
h h h
¥t (2) e portanto X+ <2> ¢ um grafico sobre um dominio de P, <2>
Assim para provar o teorema é suficiente mostrarmos que "X —graficos" estao
a uma distancia limitada de P, assumindo que o bordo do gréafico esta em P.

Suponha que ¥ é um X —gréfico sobre um dominio D C P e escolhemos P, ()
como anteriormente. Denotaremos por ¥y a esfera rotacional cuja curvatura extrinseca

K é a mesma de ¥ e cujo didmetro é dj.
Mostraremos inicialmente a seguinte afirmacao.

Afirmagao: Para cada t > dj, o didmetro de qualquer componente conexa
limitada por X(t) = ¥ N P,(¢) é no méaximo d.

Suponha que esta afirmagao seja falsa. Assim para alguma componente conexa
C(t) de X(t), existem pontos x, y no interior do dominio D(¢) tal que dist(z,y) > dy
(D(t) é um dominio de P, (¢) limitado por C(¢)). Sejam @ um dominio em H? x R
limitado por X UD e f uma curva em D(t) ligando z a y, tal que 5N C(t) = @.

Considere agora II o "retangulo" formado pelas érbitas de X ligando 3 a P.



Capitulo 4. Estimativas de altura 56

Figura 11 — ¥( passando por II

Figura 12 — X passando por X
(A figura acima foi retirada do artigo [12]).
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Figura 13 — X saindo de X
(A figura acima foi retirada do artigo [12]).

Como ¥ é um gréfico e § estd contida em D(¢), entdao II C Q. Seja p um ponto

de II cuja a distancia ao JIl é maior que ?0. Tal ponto existe pela construcao de II.

Seja ¢ uma geodésica passando por p, cuja distancia de todos os seus pontos ao
bordo de II é maior que —% A menos de isometria do ambiente, podemos supor que ¢
estd em P, (t) e p € P,(t). Denotaremos gy como o primeiro ponto em que ¢ intersecta
@ e ¢; o dltimo ponto. Vamos agora considerar Yy(r) a familia de esferas centradas
em cada ponto de ¢, obtidas da esfera rotacional ¥, = Sg, por meio de translagoes de
H? x R. Entdo existe uma primeira esfera nesta familia, digamos (r(), préximo de g
que toca Y em um ponto gy. Neste ponto, tais superficies possuem a mesma curvatura
extrinseca (constante positiva). Se os vetores normais destas superficies coincidem em
Go, entao segue do Principio do Maximo (Teorema (3.1.5)) que X = Xo(z0), 0 que é

uma contradicao.

Agora se os vetores normais sao opostos, entao continuamos movendo a esfera.

Seja Xo(rg) a primeira esfera que encontra II em um ponto interior de II.

Para cada r > rg, consideramos a parte ¥o(r) da esfera 3 (r) que passa por
II. E importante observar que nenhuma dessas esferas toca 011, j& que a distancia

de cada ponto de ¢ a OII é maior que %0 e Yo(r) estd centrada em cada ponto de .
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Agora como estas esferas deixam () em ¢y, existe um primeiro valor r; tal que Xo(r)
encontra ¥ N 9Q. Assim aplicando o Principio do Maximo (Teorema ({3.1.5)) a ¥ (r1)

e ¥ neste ponto, concluimos que Xo(r;) = X, o que é uma contradigao.
Portanto dist(x,y) < dy, Vx,y pertencente ao interior do dominio D(t).

Vejamos a seguir que a distancia de qualquer ponto p € ¥; de grafico ¥; ao
plano P é menor ou igual a dy. Agora se o teorema é falso, existe uma sucessao de
graficos 3; sobre dominios D; C P com diam(D;) < dy e dist(3;,P) ilimitada. A
menos de isometrias, vamos supor que os dominios D; estao contidos em um disco
fixado D e os gréaficos ¥; estao contidos em um cilindro de Killing horizontal C sobre
D. Construiremos uma nova folheagdo por planos verticais para mostrar que isto é
impossivel.

Para isso, vamos considerar sem perda de generalidade que v = {0,7}, P é o

3
plano vertical sobre a geodésica o = {7; ;} Tomaremos graficos ¥; cujas projegoes

sao assintoticos a 0.

Seja Q(s1,52) = {s1, 82} X R um plano vertical. Observe que para s; = 0 e
sy > 0 e suficientemente préximo de 0, a parte refletida de C N intyzr(Q(0, s2)) por
Q(0, s2) nao intersecta o plano P. Em particular, a reflexdo de ¥; Nintyzr(Q(0, s2))
nao toca 0%; C ID. Da mesma forma, para s; < 0 e préximo de 0, as mesmas afirmacgoes
continuam validas. Agora veja que a reflexdo de CNintyz g (Q(s1, 2)) sai do cilindro C
e portanto a reflexao de ¥; Nintyz«r(Q(s1, s2)) também sai de C para ¢ suficientemente

grande.

Considere x e y entre s1 e sy de modo que Q(z,y) NC = .

Figura 14 — Folheacao por planos verticais

Tomaremos agora uma folheacdo F'(t) (0 < t <1) por planos verticais da
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regiao de H? x R compreendida entre Q(z,y) e Q(s1,s2), em que F(0) = Q(z,y) e
F(1) = Q(s1, s2) e aplicamos novamente a reflexdo de Alexandrov com os planos F'(t).
Vamos tomar i suficientemente grande tal que a reflexao de (3;) Nintyzxr(Q(s1, S2))
tenha pontos fora do cilindro C. A reflexao desta regiao de ¥; por cada F(t) é disjunta
de P e portanto disjunta do 9%;, para 0 <t < 1. Logo, obtemos a existéncia de um
certo t, suficientemente pequeno, tal que a reflexdo de ¥; com respeito a F(t) toca ¥,
em algum ponto e como consequéncia disto F'(¢) deveria ser um plano de simetria de

Y, 0 que é uma contradicao. O
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