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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo um estudo sucinto, porém, mais aprofundado dos contetidos re-
lativos a sequéncias e séries do que aqueles geralmente abordados no ensino médio. Fizemos
uma revisao bibliografica com os fundamentos bésicos tedricos dos assuntos estudados nos trés
primeiros capitulos, esses por sua vez, reforcados da teoria encontrada nos apéndices A e B.
No capitulo 4, apresentamos varios exemplos resolvidos que podem servir de suporte para os
interessados em aprofundar o estudo dos contetidos, sejam estes professores ou alunos. Neste
trabalho, apresentamos também, através de uma linguagem clara e concisa, algumas aplicacdes
das sequéncias reais que ndo precisam de estudos avancados na drea para serem compreendi-
das, por exemplo, a demonstracdo geométrica da convergéncia de uma série geométrica. Sao
também apresentados alguns teoremas sobre a teoria de limites, sequéncias, séries e critérios de
convergéncia. Com isso, acreditamos estd contribuindo para a melhoria do ensino basico em
matematica.

Palavras-chave: Sequéncias, Séries, Progressoes aritmética e geométrica, Limites, Aplica-
coes.



ABSTRACT

The objective of this work is to present a succinct but more detailed study of sequence and
series contents than those generally covered in high school. We have done a bibliographical
review with the basic theoretical foundations of the subjects studied in the first three chapters,
these in turn, reinforced by the theory found in appendices A and B. In chapter 4, we present
several solved examples that can serve as support for those interested in deepening the study of
the contents, be these teachers or students. In this work, we also present, through a clear and
concise language, some applications of the real sequences that do not need advanced studies
in the area to be understood, for example, the geometric demonstration of the convergence of
a geometric series. Also presented are some theorems about the theory of limits, sequences,
series and convergence criteria. With this, we believe it is contributing to the improvement of

basic education in mathematics.

Keywords: Sequences, Series, Arithmetic and geometric progressions, Limits, Applicati-
ons.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos niimeros reais.
Conjunto dos niimeros reais positivos.
Valor absoluto de x.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Somatorio variando de 1 a n.

Segmento AB.
Medida do segmento AB.
Medida do angulo ABC.

Termo geral da sequéncia z,.

Limite de z,, com n tendendo ao infinito.

Maior elemento de {a1, as, as, ..., a, }.
Pertence

N3ao pertence.

Para todo.

Indica o fim de uma demonstracao.
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Introducao

Em um mundo com tantos atrativos tecnoldgicos, torna-se cada vez mais dificil obter a aten-
¢a0 de nossos alunos em uma sala. No 6nibus, em um shopping, na rua, ¢ comum nos depa-
rarmos cotidianamente com situagdes-problemas que poderiam ser tranquilamente usadas como
exemplos de aplicacdes da matemadtica ao cotidiano, porém, na maioria das vezes, nao consegui-
mos associar tais encontros aos temas em questdo. Isso significa que é necessario um trabalho
de ensino para o desenvolvimento de uma intuicdo matematica nos alunos. Sabemos que tex-
tos de alguns especialistas em educagdo enfatizam estes aspectos intuitivos, fundamentalmente
através de um maior uso dos recursos visuais, da contextualizacdo, do conhecimento aplicado a

vida real, como podemos encontrar em [15], (p.111):

“Aprender matemdtica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a outros conhe-
cimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades que s@o essencialmente for-
madoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para
compreender e interpretar situacdes para se apropriar de linguagens especificas, argumentar, ana-
lisar e avaliar, tirar conclusdes préprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras agdes
necessdarias a sua formacao.”

Pensando nisso, traremos neste trabalho de uma forma mais aprofundada, algumas propos-
tas voltadas de forma especial para o ensino médio, com intuito de mostrar a importancia de
sequéncias e séries, suas relacdes com outros temas e aplicacoes.

No Capitulo 1, fazemos uma abordagem mais ampla sobre sequéncias, apresentando neste
contexto, a relac@o entre limites e sequéncias, sequéncias mondtonas e convergéncia.

No Capitulo 2, damos uma atengdo especial ao que chamamos de sequéncias elementares,
sdo as progressoes, geralmente estudadas no ensino médio e abordadas de modo bem simples,
sem contextualiza¢do e com uma quantidade exagerada de férmulas prontas sem apresentar um
argumento que justifique tais resultados. Buscando uma abordagem diferenciada de trabalho,
apresentamos como proposta a constru¢do de gréficos e apresentacdao de demonstragdes com o
apelo visual.

No Capitulo 3, fazemos uma pequena abordagem sobre séries, enfatizando a ideia de somas
infinitas.

No capitulo 4, apresentamos uma coletanea de problemas, todos resolvidos, com base na

teoria dos capitulos anteriores. Procurou-se mostrar ao leitor que € possivel através de um



tema escolhido, estabelecer conexdes com varios outros temas da matematica ou areas afins,

facilitando a contextualizacdo e a aplicacdo dos mesmos.



Capitulo 1
Sequéncias

Neste capitulo, por uma questdo de ordem, que acreditamos ser pertinente, iniciaremos fa-
lando sobre sequéncias e seus conceitos, para posteriormente, com mais informacdes, apresen-

tarmos os conceitos e aplicacdes sobre séries.

1.1 Sequéncias

Informalmente podemos dizer que uma sequéncia € uma lista ordenada de objetos, nimeros

ou elementos.

Exemplo 1.1. Quando vamos a um banco e solicitamos os servicos de atendimento ao cliente,
observamos que para sermos atendidos precisamos de uma senha. Esta senha tem como obje-
tivo, estabelecer uma ordem de atendimento que ficard condicionada ao momento de chegada
do cliente ao banco e a solicitacdo da senha. Temos, neste caso, um exemplo claro de aplicacdo
de uma sequéncia no cotidiano. Pois, quanto mais cedo o cliente retirar sua senha, mais cedo

serd atendido.

Podemos citar outros exemplos, como quando subimos os degraus de uma escada, quando
observamos a sequéncia das fases da lua, das estagdes do ano, quando executamos uma misica
e observamos a ordem dos acordes, como estdo dispostos os meses do ano no calendério, entre

outros.

1.2 Sequéncias de niimeros reais

Uma sequéncia numérica (finita ou infinita) é qualquer listagem ordenada de nimeros reais.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo x : N — R, definida no conjunto

N = {1,2,3,...} dos miimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos niimeros reais.



Se z : N — R é uma sequéncia, costuma-se usar a nota¢éo (z,,) em lugar de x(n) para
denotar seu valor em n € N. Os valores z,, sdo chamados os termos ou elementos da sequéncia.

Todo termo € classificado de acordo com a sua ordem na sequéncia. Vejamos o esquema

abaixo:
1 2 3 ... n
Lol ]
ry T X3 ... Ty,

Existem outras nota¢des que sdo usadas frequentemente, por exemplo, (Zy,)nen OU (Z7)n>1,
como formas alternativas de representar a sequéncia x. A escolha da letra = para representar
uma sequéncia € arbitraria.

Vejamos alguns exemplos de sequéncias numéricas:

Exemplo 1.2. Os nimeros (3,8, 4,5) formam uma sequéncia finita de 4 niimeros. Nesse caso

T, =3, T9=8 x3=4exs =D

Exemplo 1.3. A sequéncia dos niimeros naturais (1,2, 3,4, . ..) formam uma sequéncia infinita

de niimeros.

Exemplo 1.4. A sequéncia (0,1,0,1,0,1...) é uma sequéncia infinita de niimeros, onde x,, = 0

quando n é impar e x,, = 1 quando n é par.

Neste ultimo exemplo, podemos observar de forma bem clara que, embora o niimero de
termos da sequéncia seja infinito, o conjunto formado pelos seus termos € finito, pois como

vemos possui apenas dois elementos: O e 1.

1.3 Formas de definir uma sequéncia

Existem varias formas de definir uma sequéncia:

v Por uma propriedade que cumpram os termos dessa sequéncia

Exemplo 1.5. A sequéncia dos niimeros pares: (2,4,6,8,...).
Exemplo 1.6. A sequéncia dos niimeros impares: (1,3,5,7,...).
Exemplo 1.7. A sequéncia dos cubos dos niimeros naturais: (1,8,27,64,...).

Exemplo 1.8. A sequéncia dos niimeros primos: (2,3,5,7,11,...).



v Por uma férmula posicional do n-ésimo termo
Exemplo 1.9. z, = 2n — 2

Usando a expressao acima, podemos encontrar os termos da sequéncia, substituindo n pelos
quatro primeiros nimeros naturais, obtemos 0s quatro primeiros termos da sequéncia. Assim,
teremos:

r1=2-1-2=0

Tg=2-2—-2=2

x3=2-3—-2=4

x4 =2-4—2=6
Exemplo 1.10. 3, = n® — 1

Usando o mesmo procedimento adotado no exemplo anterior, ou seja substituindo n pelos

ndmeros naturais. temos:

p=1-1=0
Y =22 —1=7
ys = 3> —1=26

v Por uma lei de recorréncia

Neste caso, temos uma expressao que permite obter um termo a partir do outro. Muitas

sequéncias sio definidas dessa forma, como afirma [1l], (p. 65.):

“Muitas sequéncias sdo definidas recursivamente (isto €, por recorréncia), ou seja, por intermédio

de uma regra que permite calcular qualquer termo em funcao do(s) antecessor(es) imediato(s)”.

Exemplo 1.11. A sequéncia de niimeros (1,5,9,13,...) pode ser definida por x, 1 = x,, + 4,

comxy = 1.



Exemplo 1.12. Dada a sequéncia recorrente x,, = x,_1 + 2 com 1 = 1, encontraremos os

quatro primeiros termos. Assim,

1’1:1
I2:$1+2:1+2:3
$3:$2+2:3+2:5

Ty=T3+2=5+2=7

Exemplo 1.13. A sequéncia dos nimeros (1,1,2,3,5,8,13, .. .) formam a famosissima sequén-

cia de Fibonaccilll
Ela € obtida pela lei de recorrénciaz; = 2o = lex, = ,_1 + Tp_o.

Observacao 1.1. Nos Exemplos e podemos observar com facilidade que, para ob-
termos a sequéncia de niimeros desejada, necessitamos inicialmente apenas do primeiro termo
x1 da sequéncia e a lei de recorréncia. No exemplo[I.13] temos uma diferenga, pois, além do

primeiro termo e da lei de recorréncia, necessitamos do segundo termo.

Concluimos entdo que, nos Exemplos [[.TT|e[[.12] temos sequéncias recorrentes de primeira
ordem e no exemplo[I.13] temos uma sequéncia recorrente de segunda ordem.
Para verificarmos qual € a ordem de uma sequéncia recorrente, basta fazermos a diferenca

entre o maior e o menor indices dos termos que pertencem a lei de recorréncia.

Exemplo 1.14. Dada a sequéncia definida recursivamente por T,.o = Tni1 + 3 - T,, cOM
ry = 1 exy = 3. A ordem de recorréncia desta sequéncia é n + 2 — n = 2. Portanto, a

sequéncia é de segunda ordem ou de ordem dois.

1.4 Representacao grafica de uma sequéncia

A representacdo grafica de uma sequéncia nos ajuda a entender melhor o seu comportamento
quando n assume valores muito grandes. Esse recurso € muito usado nos estudos sobre limites.
Mostraremos aqui as duas formas mais usadas para representar graficamente uma sequéncia
numérica. A primeira delas consiste em marcarmos os pontos (7, z,,) no plano cartesiano 0.X'Y’
e a segunda é quando destacamos os pontos x1, T2, T3, . . . sobre uma reta real.

Vejamos alguns exemplos:

"Matemitico Italiano (1170-1250) - também conhecido como Leonardo de Pisa, pois nasceu em Pisa na Itélia.
Tornou-se na época 0 matemdtico mais importante da Europa Medieval. Viajou por muitos paises africanos e
absorveu muito da cultura drabe. Por conta dessas experiéncias, acabou desenvolvendo o gosto e aprimorando seu
conhecimento sobre matematica. Quando retornou em 1202 para sua terra natal, escreveu o livro Liber Abaci que
significa Livro do Abaco.



Exemplo 1.15. Representacdo grdfica da sequéncia definida por x, = n + 2.

Marcando os pontos (n, x,,) no plano cartesiano 0.X'Y.

25 % an
20 1 o
15 1 o

10 ¢ o

n

>
d

5 10 15 20 25

Figura 1.1: Grafico da sequéncia de termo geral z,, = n + 2

ou destacando os pontos x1, T2, T3, . . ., sobre uma reta real.
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Figura 1.2: 2 forma do grafico da sequéncia z,, = n + 2.

Nos gréficos acima, através de uma andlise simplesmente visual podemos perceber com

facilidade, que a medida que n cresce os valores z,, também crescem.



1
Exemplo 1.16. Representacdo grdfica da sequéncia definida por x, = —.
n

1.5"@”
1+t+e
051 e
[ ]
..
...............n

5 10 15 20

1
Figura 1.3: Gréfico da sequéncia de termo geral x,, = —
n

ou

Tg Ty T4 T3 To Ty
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Figura 1.4: 2% forma do grafico da sequéncia z,, = —.
n

Neste exemplo, podemos observar que a medida que n cresce os valores x,, decrescem

aproximando-se de zero.



Exemplo 1.17. Representagdo grdfica da sequéncia definida por x, = (—1)".

Qp

11 © © o e o e o o o o

Figura 1.5: Gréfico da sequéncia de termo geral x,, = (—1)"
Neste dltimo grifico, os valores z,, alternam entre —1 e 1 2 medida que n cresce. E ficil
concluir que x,, = —1 quando n € impar e x,, = 1 quando n € par.
1.5 Sequéncias monétonas

Definicao 1.2. Seja (z,,) uma sequéncia de niimeros reais. Diz-se que (x,,) é mondtona quando

se verifica as seguintes propriedades:

v" Quando z,, < z,,1 paratodon € N.
Neste caso diremos que a sequéncia € mondtona ndo-decrescente. Assim temos

1 <2< .. STy STy <

v Quando z,, > x,1 paratodon € N.

Neste caso diremos que a sequéncia € mondtona ndo-crescente. Assim temos
12T 2 . 2Ty 2 Tyl = -

v' Quando z,, < x,.1 paratodon € N.
Neste caso diremos que a sequéncia € mondtona crescente. Assim temos

T <Xy < ...<Tp < Tpgp < ...

v" Quando z,, > x,; paratodon € N.
Neste caso diremos que a sequéncia € mondtona decrescente. Assim temos

T1 > X9 > ...> Ty > Tyt > - .-

9



Exemplo 1.18. Mostre que a sequéncia definida por x,, = 2" é mondtona crescente.

Solucdo: Temos que 7, = 2" e 7,41 = 2" = 2. 2", Fazendo a diferenca entre dois termos

consecutivos, temos:
Tpi1 — Xy =2-2"=2"=2">0, VneNlN.
Como 11 — z,, > 0, temos x,, 11 > x,, <= =, < Tpy1. LOgo, (x,) é mondtona crescente.

Exemplo 1.19. Verifique se a sequéncia definida por x,, = — é monotona crescente ou decres-

SRS

cente.

Solucdo: Usando um procedimento andlogo ao do exemplo anterior, temos que z, =

S|
@

1 ) ) )
Tpp1 = e Fazendo a diferenca entre dois termos consecutivos, temos:
n

1 1 — 1 —1
= —- =z (n+): <0, VneN.
n+l n n-(n+l) n-(n+1)

Lp+l — T

Como z, 1 — z, < 0, temos x, 1 < z,. Portanto, (x,) ¢ mondtona decrescente.

1.6 Sequéncias Limitadas

1.6.1 Limite de uma sequéncia

A principal caracteristica que se estuda em uma sequéncia é o seu comportamento para
valores muito grandes de n, isto é, a tendéncia dos termos da sequéncia para um determinado

valor limite. Como podemos encontrar em [3]], (p. 99):

“Os limites de sequéncias de nimeros reais sdo os mais simples,|...] sugerimos ao leitor pensar
numa sequéncia (21, g, ... Ty, ...) de nimeros reais como uma sequéncia de pontos da reta e no seu
limite[...] como um ponto do qual os pontos z,, tornam-se e permanecem arbitrariamente préximos,

desde que se tome o indice n suficientemente grande”.

Esta propriedade se denomina convergéncia. A seguir apresentaremos a defini¢do de limite
de uma sequéncia convergente, algumas condicdes basicas para a existéncia do mesmo, assim
como suas propriedades e técnicas que nos fornecerdo as ferramentas necessdrias para calculd-lo
e aplica-lo.

: . : 1 :
Exemplo 1.20. Consideremos a sequéncia definida por x, = 2 + — e entdo avaliemos os
valores de seus termos a medida que n vai crescendo. "

Paran = 1, temos



Paran = 2, temos

1

Para n = 3, temos

1
=245 =2+0,333.. =2,333...

Para n = 4, temos

1
11=2+7=2+0,25=2,25.

Para n = 5, temos

1
11=2+:=2+02=22

Para n = 20, temos

1
1 =24 35 = 240,05 = 2,05.

Para n = 50, temos

1
1 =2+ 5 =2+0,02=2,02

Para n = 100, temos

1
1 —1—100 +0,0 ,0

Para n = 1000, temos

1
— 924 —940,001 = 2,001
L=t 1000 — - Y ’

Para n = 10000, temos

1
1 =2+ ——=2+0,0001 = 2,0001.

10000
Para n = 1000000, temos
=2+ L =24 0,000001 = 2,000001
2T 000000~ 4T - '

Percebemos que, a medida que os valores de n vao se tornando maiores, ou seja, n cresce,

0s termos z,, se aproximam cada vez mais de 2.
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Mas, se n cresce infinitamente, poderiamos garantir que o limite de (x,,) € igual a 2? Essa
resposta serd dada adiante.

Defini¢do 1.3. Dizemos que L € R ¢ o limite da sequéncia (z,,) se para todo niimero real
e > 0, dado arbitrariamente, existe um nimero natural N tal que |z, — L| < € para todo
n > N. Neste caso, escreve-se lim x, = L ou lim x,, = L e dizemos que (x,,) € convergente e

n—o0
converge para L.

Observacao 1.2. Observe que |x, — L| < € é equivalente a
—e<x,— L <e,
ou também a
L—e<uz,<L+e,
que significa que x,, € (L — €, L + €), quandon > N.

Dizemos entdo, que se uma sequéncia (z,,) possui limite, ela é convergente. A sequéncia que

ndo é convergente se denomina divergente.

Observacdo 1.3. Toda sequéncia constante (x,,) em que x, = K com K € R tem limz,, =
lim K = K, pois qualquer intervalo contendo K, ird conter também todos os termos da sequén-

cia (neste caso, N = 1), pois todos eles sdo iguais a K.

Exemplo 1.21. Seja (x,,) uma sequéncia constante definida por x, = 2, dizemos que (x)

converge para o niimero 2 ou tem limite igual a 2 ou representamos simplesmente por lim x,, =

n—oo
2.
Exemplo 1.22. A sequéncia definida por x,, = (—1)" ndo é convergente.
Solucdio: Os elementos dessa sequéncia sdo —1,1,—1,1,—1,1,—1,1,—1,1,...,(=1)",....
Como z,, = —1 se n é impar e x,, = 1 se n é par, dizemos entdo que (z,) é divergente. Para

provarmos que (x,) é divergente, suponhamos, por absurdo, que (x,) é convergente ¢ vamos
mostrar que que chegaremos a uma contradi¢do. Se a sequéncia tiver um limite L, entdo, pela
Definigdo[I.3] para todo ¢ > 0 existe um nimero N € N tal que n > N para todo n € N, entdo
|z, — L| <.

1
Tomando € = 5 existe NV € N tal que n > N paratodo n € N, entdo,

1 1 1
n—Ll<=- = —<uz,—L<-.
o <5 2 =" 2
Como z,, = —1 se n € impar e x,, = 1 se n € par, temos,
1 1 1 1
—-<-1-L< —-<1l-L<. 1.1
2 2 ¢ T2 2 (b

12



Dai, considerando somente a primeiras das desigualdades acima

1 1 1
—1-L>-—= —L>-—=+1 —L>-=
> 9 — > 5 + — > 5

1 3 . - 1 )
Mas se —L > > entio 1 — L > 5 e assim, ndo pode ser menor do que 5 0 que contraria

a segunda das desigualdades [I.T|acima destacadas. Logo temos uma contradi¢do e concluimos

que a sequéncia € divergente.

1
Exemplo 1.23. Use a Definicdo|l.3|para verificar se a sequéncia definida por x,, = 2 + — tem
n
limite igual a 2.
Solucdo: Ao final desta verificacdo, responderemos a pergunta que deixamos em aberto no

Exemplo Precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um ntimero natural /N tal que

1
‘2+——2‘<e
n
para todo n > N com n € N. De fato,
1 1 1 1 1
24— 2| <<= || <= — <<= —<n<=n> —.
n n n € €

1 1
Portanto, o limite de x,, = 2+ — éigual a 2, paratodon > — e € > 0.
n €

1
Exemplo 1.24. O lim — = 0.

n—oo M,
Solucdo: Suponhamos dado um e > 0 arbitrario. De acordo com a Propriedade Arquimediana

1
existeNENtalque0<N<e. Logo para todo n > N, tem-se
Logf=todo
——0l=—<—=<e
n n N

1
Portanto, — converge para 0.
n

Exemplo 1.25. O lim ! =0

n—00 n2 -+ 1

1
Solucdo: Seja e > 0. Existe N € N tal que 0 < ~ < €. Logo, para todo on > N, tem-se

1 <1<1<1<
n24+1 n?2 " n N «

1
“o|-
‘n2+1

Logo, 0 li =
g n1—>r{-lon2+1
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Proposicao 1.1. Se uma sequéncia (x,,) converge, o seu limite é unico, ou seja, se limz, = a

elimx, = b, entdo a = b.
b —a

(a —€,a+¢€)e (b— e b+ €) sdo disjuntos, pois se houvesse = tal que |a —z| < ee |z —b| <€

Demonstracao: Sejalimz, = aeb # a vamos tomar € = > () temos que os intervalos
somando as desigualdades terfamos |a—x|+|x—b| < 2¢ = |b—a| e pela desigualdade triangular
b —a| < la— x|+ |z —0b| < |b— a| oque é absurdo, portanto, temos que os intervalos sdo
disjuntos. Como lim z,, = a temos que existe ng tal que para Vn > ng vale z,, € (a — €,a + €)
ex, ¢ (b—e€b+¢€),logo limx, # 0. N

Definicdo 1.4. Uma sequéncia (x,,) é dita:

* limitada superiormente quando existe um niimero real b tal que x,, < b para todo n € N,
ou seja, r, € (—oo,b| para todon € N.

* limitada inferiormente quando existe um niimero real a tal que a < x,, para todon € N,
ou seja, x,, € [a,+00) para todon € N.

* limitada quando é limitada superior e inferiormente, ou seja, quando existem a,b € R tais
que x, € |a,b] para todo n € N. Isto é equivalente a dizer que uma sequéncia x,, é limitada,
se existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢, para todon € N.

* ilimitada quando ndo é limitada.
Teorema 1.1. Toda sequéncia de niimeros reais convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia que converge para L. Dado € = 10, existe N € N,
tal que paratodon > N = L —1 < z, < L+ 1, assim, z,, € (L —1,L +1),Vn > N.
Consideremos o conjunto finito M = max{xy, z2, x3, 24, ..., 2N, L—1, L+1}. Seja c o menor
e m o maior elemento de M. Entdo garantimos que todos os termos (z,,) da sequéncia estardo

contidos no intervalo [¢, m]. Logo, (z,,) é limitada. O

Observacio 1.4. A reciproca do Teorema [I.1] € falsa. De fato, consideremos como contra
exemplo a sequéncia usada no Exemplo de termo geral v, = (—1)", é limitada, pois

a = —1 € cota inferior e b = 1 é cota superior, porém, é divergente.

Proposicao 1.2. Seja (x,,) uma sequéncia de niimeros reais.
1. Se (x,,) é mondtona ndo-decrescente, entdo, estd limitada inferiormente.

2. Se (z,) € mondtona ndo-crescente, entdo, estd limitada superiormente.

Demonstracdo: 1. Como (x,) é mondtona nao-decrescente, entdo, tem-se que =7 < x5 <
23< .. <z, < ...
Se tomarmos a = x; deduzimos que a < x,, para todo n € N. Logo (x,,) é limitada inferior-
mente.

2. Como (z,,) € mondtona nao-crescente, entdo, tem-se que Ty > Ty > T3 > ... > Ty > ...
Se tomarmos b = x; deduzimos que b > z,,, para todo n € N. Logo (z,,) é limitada superior-

mente. O]
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(=n"

Exemplo 1.26. A sequéncia definida por x,, = é limitada, pois a = —1 ¢é cota inferior

n
para esta sequéncia e b = 0,5 é cota superior para ela. Observe que a = —1 é o primeiro termo
de (r,) eb= 3 € o segundo termo desta sequéncia. Assim, neste exemplo, todos os termos da
sequéncia ficam restritos ao intervalo |a,b] compreendido entre o primeiro e segundo termos

da sequéncia, conforme podemos visualizar através da Figura Neste caso, ¢ = 1.

a,
05| o
[ ]
Tt e e e eee
g e 0® *15° %0
[ ]
—0.5 |
—11e

(1"

Figura 1.6: Grafico da sequéncia de termo geral a,, =

Teorema 1.2. Toda sequéncia (x,,) mondtona limitada é convergente.

Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia mondétona ndo decrescente limitada. Consideremos
a =sup X onde X = {x1,29,23,...,%y,...}. Afirmamos que a = lim x,,. Assim, dado € > 0,
como a — € < @, 0 numero a — € ndo € cota superior do conjunto X. Logo, existe N € N tal
que a — € < xy. Como a sequéncia (z,) ¢ mondtona, n > N — xy < x, e,dai, a — € < z,,.
Como z,, < a,Vn € N, percebemos que n > N = a — € < x,, < a + €. Portanto, temos que

limzx,, = a. [

Exemplo 1.27. Considere a sequéncia (a,,) definida pela relagdo de recorréncia a; = 0 e

1 . . :
Api1 = 5 (an+1). Mostre por indugdo que (a,,) é mondtona crescente e limitada superiormente

por 1.

Solucdio: Faremos inicialmente a verifica¢do se (a,,) € mondtona crescente usando indugéo, ou
seja, a, < ap4+1, Vn € N.

1
Paran =1, temos a; = 0 < 5= as (verdade!).
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Supondo a,, < a,4; verdadeira para algum n € N, n > 1, iremos mostrar que é verdade

para a1 < a,+o. Usando a hipétese de indugdo, temos

1 1
p < Opi1 = ap+ 1< a1 +1= Q(a” +1) < é(anﬂ +1) = api1 < apyo.

Tem-se que (a,) é mon6tona crescente. Faremos agora a verificagdo se (a,) é limitada
superiormente por 1.

Paran = 1, temos a; = 0 < 1 (verdade!).

Supondo a,, < 1 verdadeira para algum n € N, n > 1 iremos mostrar que a,+; < 1 é

verdade. Usando a hipétese de inducgao, temos
1 1
an<1:>an+1<1+1:>§(an+1)<§(1+1):>an+1<1.

Portanto, a,, € limitada superiormente por 1. Dessa forma, como a,, ¢ monétona crescente e

limitada superiormente, a,, € convergente.

Definicao 1.5. Dada uma sequéncia (x,,) de niimeros reais, uma subsequéncia de (x,,) € a res-
tri¢do dessa fun¢do a um subconjunto infinito N' = {ny, no, ..., n;, ...} dos niimeros naturais
N, isto é,

(xn,),n; € N', N'C N, N um conjunto infinito.

Proposicdo 1.3. Se lim x,, = a, entdo lim z,, = a, para toda (z,, ) subsequéncia de (x.,).
n—oo n—oo

Demonstracdo: Considere uma subsequéncia (z,, ) qualquer da sequéncia limitada (z,,).

Como lim z,, = a, dado € > 0, podemos encontrar um nimero natural NV tal que
n—oo

|z, —a| < e, sempre que n > N.

Como o conjunto N' = {n, € N; n; <ng <...<mny <...}éinfinito, existe algum indice

n; > N. Consequentemente,

ng > n; = |r,, —al <e, poisng >mn; =>n; > N.

Portanto, lim z,, = a.
n—o0

1
Exemplo 1.28. Dado (x,,) = — uma sequéncia de niimeros reais, logo (z,) = (1,5,%, 7,5 2,5, = c)e
n

111)

Assim (x9n) € uma subsequéncia de (x,,), pois, (van) = (5, 7,5, - -)-

Observacio 1.5. O exemplo a seguir apresenta uma aplicagdo do Teorema [[.2} que permite
que calculemos valores aproximados das raizes quadradas de niimeros positivos. Assim, sendo
a > 0 um niimero real, mostraremos que a sequéncia (x,) converge a +/a, ou seja, quando n
tende ao infinito, (x,,) tende a \/a.
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Exemplo 1.29. Seja a > 0 escolhido arbitrariamente e uma sequéncia (x,,) definida recursi-

a
vamente por T, 11 = 5 (ZEn + —) Vn € N, comxy =k > 0. Mostrar que (x,,) é convergente.
Tn,

Solu¢io: Devemos mostrar que (,,) converge € lim x, = \/a. Mostraremos primeiramente
n—oo

que (z,) é monétona limitada. E claro que z,, > 0, Vn € N, pois a > 0 e z; > 0. Em seguida

observemos que 72 > a, Vn € N, pois

2
1 1
L | R h

n—1
4 2 2 2 2 2 2
_ T, 1 +2azi_ | +a e (7, —a) I Rl
422, 42, 2x, 1
Segue que
2 >a
Finalmente,

2 2 2 2
_xn+a:2xn—xn+a:a:n+a

1 a
= Tl = Tn— a0+ — ) =24, >0
. Tnt1 v 2 (x * ajn> o 2x, 2x, 2x,,

Tn > Tp4i

Logo (x,) é decrescente e limitada Vn € N.
Como (z,) € mondtona decrescente e limitada inferiormente, consequentemente é conver-

gente. Chamemos L o seu limite, entdo lim z, = lim x,,; = L, substituindo na sequéncia,
n—oo n—o0
1
teremos L = §(L+%> :>2L:L+%:>L:%:>L2:a:>L:j:\/5,comoxn>0,
entdo L = +/a.

1.6.2 Operacoes com limites de sequéncias

Teorema 1.3. Sejam (x,,) e (y,) duas sequéncias tais que lim x,, = a e lim y, = b entdo vale
n—oo n—oo

as propriedades abaixo:
1. lim (z, + y,) = lim (z,) + lim (y,) = a + b;
n—00 n—00 n—00

2 b on ) = i (n) - B0 () = 00

# Jom e (o) =< Jip o) = -
im x,
4. lim &:”__}L:g,seb#Oeyn#O.
n—o0 1Y, limy, b
n—oo

Demonstracdo: 1. Fixemos ¢ > 0. Assim existe n; € N tal que |z,, — a| < €/2, n > n;y. Da
mesma forma existe ny € N tal que |y, —b| < €/2,n > ny. Tomando N = max{ny, n,}, resulta
que para cadan > N tem-se |(z, +y,) — (a+b)| = |z, —a+y, —b| < |z, —al + |y, — b| <
€ €

-+ - =€

2 2
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Logo, lim (x, + y,) = lim (x,) + lim (y,) =a+b
n—o0 n—o0 n—0o0

2. Considerando a igualdade z, -y, —a-b = (z, — a)(y, —b) +a(y, — b) +b(z, — a). Como
nll_)HQlo aly, —b) =0e nll_)HQlo b(z, —a) = 0, basta provar entdo que nh_)rglo(xn —a)(y, —b) = 0.
Seja e > 0, como lim (x, — a) = 0, aplicando a definicdo de limite, para o nimero posi-
tivo /e > 0 existenzio € N tal que |z, — a| < y/e. Por outro, como lim (y, — b) = 0,
existe ny € N tal que |y, — b] < y/e. Fazendo N = max{ni,no} resnlﬁg que para cada
n > N tem-se |(z, — a)(yn, — b)| = |z, — allyn — b| < \/ey/e = e. Conclui-se assim que
lim (z, — a)(y, — b) = 0. Voltando a igualdade apresentada no inicio da demonstracao, apli-
Z;noslo limites, temos lim (z,-y,—a-b) = nli_)ngo(:cn—a)(yn—b)—irnli_}n;o a(yn—b)+7}£>n;o b(x,—a) =

. X n—
0, ouseja, lim z, -y, =a-b.
n—oo

3. Se ¢ = 0 o resultado € imediato. Supondo que ¢ # 0. Dado € > 0, para o nimero ﬁ >0
c
existe N € N tal que |z, — a|] < i,n > ny. Logo, |¢- z, —c-a| = |c||x, —a|] < |c|i =¢

c] c]
sen > N.

Portanto, lim ¢- (z,,) =c¢- lim (z,,) = c-a.
n—oo n—oo

x 1 o ‘ o
4, Ja que —* = x, - — e sabendo que o limite do produto é o produto dos limites, como

Yn Yn

vimos no item 2 desta demonstragdo, basta entdo provarmos que lim — = b Para isso, aten-
n—oo y”’l

1 1 —-b

temos que | — — E‘ = % Como o numerador desta fracdao tende a zero, avaliemos o
n Yn

0]

denominador. Temos que lim ¥, = be 3 > (), aplicando a definicdo de limite, determina-
n—oo

b b
remos um n; € N tal que |y, — b| < %, n > ny. Entdo ||y, — b < |y, — ] < u, isto

2
14 0]
- — — —. 1.2
14

b
Somando |b| ao resultado obtido em , temos % < |yn| < 3?. Usando a informagdo que
19] 19] r_2
< |yn|, temos que para cadan > ny, — < |y,| = — < —.
2 2 Yn |0
€ [b]? .
—— > 0 existe ny € N tal que

z

c,

Seja € > 0, aplicando a defini¢do de limite, para

€ |b]?
<

b, — b , para n > ny. Fazendo agora N = max{n,ns} temos que, paran > N,

18



11 n— b 11 b2 2 1 1 1
o L | = |yn —b|—+ < ﬁ—— = €. Como lim — = —, concluimos que
yn b Jynl[0l Yo b 2 [B][B] oo g
. 1 «a
lm —=lmux, - —=a--—=—.
O

Exemplo 1.30. Se |¢| < 1, entdo lim ¢" = 0.
n—o0

1
Soluciio: Se ¢ = 0, o resultado é trivial. Suponhamos 0 < |¢| < 1, entdo ﬂ > 1. Chamemos
q
1

ﬂ — 1= h,com h > 0. Aplicando a desigualdade de Bernoulli, temos:
4q

(14 h)" > 1+nh,Vn € N.

1
Logo 1 + h = —, substituindo,

lq|

1\n
— ) >214+nh=0<|q|" < ,  VnéeN.
(yq|) = "= T
1
Como lim o—=p = —— = — = 7= = 0. temos que lim ¢" =0.
lim — + lim h

n—oo M, n—oo

Teorema 1.4. Se lim z,, = a, lim y, = a e, além disso, ©,, < z, < y,, para todon € N
. n—oo n—oo
entdo lim z, = a.
n—o0o

Demonstracdo: Dado € > 0, como lim z, = a, existe n; € N tal que
n—oo

n>n=aea—c<x,<a-+te.

Semelhantemente, como lim y,, = a, existe ny, € N tal que
n—oo

n>ng=>a—<Y,<a-+e.

Tomando N = max{nj, ny}, adicionalmente a hipétese de que =, < z, < y,, para todo
n € N, temos
n>N=a—¢c¢<z,<2,<y,<a+e,
isto é,
n>N=|z,—al <e.

Portanto, lim z, = a. O]
n—oo
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Teorema 1.5 (Bolzano-Weierstrass). Mostre que toda sequéncia limitada possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia limitada, isto é, suponhamos que existam «, 5 € R
tais que

z, € [o, ], paratodo natural n.

atf
2

a sequéncia (x,,) para uma infinidade de indices naturais n. Denotemos por [a4, 1] o intervalo

Agora, considere os intervalos fechados [, =] e [O‘TJFB, ). Um destes dois intervalos possui
com tal propriedade. De maneira semelhante, um dos intervalos [, O“T%] e [O”TJ“BI, (1] possui
a sequéncia (x,) para uma infinidade de indices n, denotemos tal intervalo por [, 33]. Po-
demos tal processo indefinidamente, de forma que (x,,) pertenga a [ay, 1], [, B2, ..., para

uma infinidade de indices n e

[a17ﬁl]D[a2762}3"'3[ak75k]"'7 k’Zl, 27

g —«
2k 7
Vamos construir agora a subsequéncia de (z,,) convergente. Para este fim, relembremos que

B — ap = k=1,2,... (1.3)

(x,) pertence a [ag, Bx], kK = 1,2, .... Escolhamos n; € N tal que z,, € [ay,3;]. Como
[aa, o] contém (z,,) para uma infinidade de indices n, podemos escolher ny € N, com ny < ng

€ T, € [ag, [2]. Agora, prossigamos tal processo, obtendo ,,,, Tp,, Tns, - - - satisfazendo
T, € [Oék,ﬂk], k=1,2,... (1.4)

en; < ng <ng < ...Portanto, (x,, ) é uma subsequéncia de (z,,).

Finalmente, mostraremos que (x,, ) converge. As sequéncias (o) e () sdo mondtonas
(crescente e decrescente, respectivamente) e limitadas, logo sdo convergentes. Suponhamos
que L = lim o, ¢ M = lim ;. Entdo, pela equagﬁo temos

k—oo

k—o00
M= L= lim B — lim ag — lim (B — a) = Jim 2—% — ¢
T P T IR T IR Ak = A Tk T
Portanto, L. = M. Da equagio [I.4] vemos que
Oékﬁl'nk Sﬂk, k’zl, 2,
e pelo Teorema|[1.4] (x,, ) converge para L = M. O

Definicdo 1.6. Uma sequéncia (x,,) de niimeros reais é convergente se, e somente se, (x,,) é
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uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao: Se lim x,, = a entdo, para todo ¢ > 0 dado, existe N € N tal que
n—oo

€ €

m,n > N = |z, — a <§e]1:n—a\ < -

2
Assim,
m,n >N = |z, —x,| = |[(zp —a)+ (a—x,)]
< |am —al+|a— x|
< c + - €
2 2
Portanto, (x,,) € uma sequéncia de Cauchy. H

(<) Duas afirmagdes sobre sequéncias de Cauchy.

(1) Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

(2) Se (x,, ) é uma subsequéncia de uma sequéncia (x,,) de Cauchy com lim z,, = a, entdo

n—oo

lim z, = a.
n—oo

Agora, por (1), como (x,,) é limitada, entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass possui
uma subsequéncia (z,,, ) convergente, isto €,

lim z,, =a
n—oo

e, pela afirmacdo (2),

lim z,, = a
n—oo

como queriamos demonstrar.

Vamos colocar as afirmagdes (1) e (2) como exemplos.
Exemplo 1.31. Mostre que toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Solucdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ = 1, existe N € N tal que
m,n >N = |z, —x,| <L

Em particular, tomando m = N + 1, como niimero fixo, a desigualdade acima continua verda-
deira, isto €,
n>N= |z, —zy| <1,

ou ainda em termos de intervalo aberto,

n>N:>xn€(1—xN,1+xN).

Agora, considere o conjunto finito F' = {z1, 29, ..., xny, 1 —2n, 1 + 2x}, € sejam a =
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min F' e § = max F| entdo todos os valores assumidos para sequéncia (x,,) estdo no conjunto
F, isto é,
a <z, <P,
para todo n € N, e portanto, (z,,) é limitada.
Exemplo 1.32. Mostre que se x,, é uma subsequéncia de uma sequéncia (x,,) de Cauchy com

lim z,, = a, entdo lim z, = a.
n—o0 n—o0

Solucdo: Dado € > 0, como (x,,) é uma sequéncia de Cauchy, existe NV € N tal que
m,n >N = |z, —x,| <€/2.

Além disso, como lim z,, = a, logo existe N, € N’, onde N’ é o subconjunto infinito dos
n—oo

nimeros naturais dos indices da subsequéncia, tal que
ng > N = |z, —al <e€/2.

Como conjunto N’ é um subconjunto infinito dos niimeros naturais, escolhamos um N; € N

tal que n; > n; en; > N. Agora,

n>N= |z, —a] < |z,—zu|+ |z, —a

IN
|
+
|
I
™M

Portanto, lim x, = a.
n—oo

Exemplo 1.33. Seja (ny)ren uma sequéncia de niimeros naturais tais ny < ny.1, para todo

n € N. Use inducdo para mostrar que ny, > k, para todo k € N.

Solucdo: Como
ny € N,n>1.

Agora suponhamos que n; > k, para algum k£ € N. Entdo
N1 > N > k= Ny > K+ 1.
Portanto, n; > k, para todo k € N.

1.6.3 Limites infinitos

Na maioria das vezes quando se analisa uma sequéncia, espera-se que seja possivel calcular

o seu limite, no entanto, algumas vezes a sequéncia analisada pode nao ter um limite.
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Definicio 1.7. Seja (a,,) uma sequéncia de niimeros reais. Diremos que o limite da sequéncia
(ay,) € mais infinito ou que diverge a mais infinito e o denotaremos por ILm a, = +00, se para
cada niimero real M > 0 existe un niimero N € N tal que a,, > M se 722 >OON .

Diremos que o limite da sequéncia (a,,) é menos infinito ou que diverge a menos infinito e o
denotaremos por 1i_>m a, = —o00, se para cada niimero real M > 0 existe un niimero N € N
tal que a,, < —Mnseo;)z > N.

Diremos que o limite da sequéncia (a,) é infinito ou que diverge e o denotaremos por
lim a, = oo, se para cada niimero real M > 0 existe un nimero N € N tal que |a,,| > M se

n—oo

n > N.

Proposicao 1.4. (a) Se (a,,) € uma sequéncia divergente e a,, # 0, n € N, entdo a sequéncia

— converge para zero.
n

. 1
(b) Se (a,) é uma sequéncia convergente a zero e a, # 0, n € N, entdo a sequéncia —
an

diverge.

Demonstracao: (a)Fixemos ¢ > 0, como a,, tende ao infinito pois € divergente, para o nimero

1 ) 1
— > O existe N € Ntal que se n > N temos |a,| > —. Entdo:
€ €

1
ﬁ<€, sen > N.
Qn

) 3 1 )
(b) Fixemos M > 0, como a,, tende a zero, para o nimero i > 0 existe NV € N tal que se

1
n > N temos |a,| < u Entao:

1
— > M,se n > N.

||
Exemplo 1.34. O lim n = +o0.
n—oo
Solucdo: Temos que lim n = lim — = == 7- Jd vimos que o lim — = 0, portanto, de
n— 00 n—o0 . n—oo M
— lim —
. n,.o nooomn .
acordo com a Proposicao 1.3, a sequéncia é divergente lim n = +o0.
n—oo
Exemplo 1.35. O li =0
xemp nivoo 2 + 1
1 1
1 — llm — 1
Solugiio: Temos que lim 5T lim nl = noe i . Como lim — = 0,
n n— 00 n—oo M

t li ! 0 0
emos lim = =
Consequentemente, de acordo com a Proposi¢ao concluimos que lim 2n + 1 = +oo0.

n—o0
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Capitulo 2
Sequéncias Elementares

Neste capitulo, considerando o que ja foi discutido no capitulo anterior, faremos com mais
tranquilidade a apresentacdo das propriedades e caracteristicas de algumas sequéncias que por
apresentarem uma infinidade de aplica¢des relacionadas ao cotidiano, terdo uma atengdo espe-
cial neste capitulo.

Essas sequéncias geralmente sao estudadas no ensino médio, apresentam padrdes de com-

portamentos bem caracteristicos e singulares e, sdo conhecidas como sequéncias elementares.

2.1 Progressoes Aritméticas

A primeira das sequéncias elementares a ser estudada neste capitulo serd a progressao arit-

mética, ou simplesmente PA.

Definicao 2.1. Uma progressado aritmética ou PA é qualquer sequéncia (a,,) de niimeros reais
(finita ou infinita) em que a diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa

diferenca constante é chamada de razdo da progressdo aritmética e a denotamos pela letrar.

Assim temos,

Gpi1 —ap =1, VYn €N (2.1)

Exemplo 2.1. A sequéncia formada pelos niimeros naturais {1,2,3,4, ...} é uma progressdo

aritmética, jd que a diferenca entre cada termo com o anterior é constante e igual 1.

Exemplo 2.2. A sequéncia formada pelos niimeros pares {2,4,6, ...} é uma progressao arit-

mética de razdo 2.

Uma outra forma de definir uma progressao aritmética, seria enunciando que cada termo a

partir do segundo, se obtém somando ao anterior a diferenga r. Logo:

Gpi1 = G + 1, Vn € N. (2.2)
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Podemos chegar a conclusdo, conforme a equagio que, uma progressdo aritmética é
um caso particular de uma sequéncia recorrente, onde sabido os valores de a; e r, torna-se
perfeitamente determinada e podemos obter os demais termos, usando a férmula de recorréncia
Gpy1 = G + 17,0 € N.

Convém salientar que em uma progressao aritmética, conhecermos apenas a razao mas nao o
primeiro termo desta, ndo a tornard completamente definida. Essa condicdo s6 serd satisfeita se
conhecermos o primeiro termo e a razio, caso contrario, teremos para a equacao de recorréncia

varias progressodes aritméticas condicionadas ao valor inicial.

2.1.1 Foérmula do Termo Geral

De acordo com a equagdo , admitindo conhecidos o primeiro termo a; € a razao r, podemos

€screver:

as =a;+7r
ag =ag +7r
ag =as+r
as = a4+ 71
a6:a5+r
a7 =

ag +r
(p = Qp—1 + 7T

Somando membro a membro as n — 1 igualdades, teremos:

as+as+ag+as+ag+ar+...+a,_1+a, = a1+r+as+r+az+r+ag+r+as+r+...+a,_1+7r

as+as+ag+as+ag+...+ap_1+a, =a;+axy+az+as+as+ag+...+ap_1+r+r+...+r
~—_———
(n—1) VEZeSs
Somando —(as + az + a4 + as + ag + . .. + a,_1) a ambos 0s membros, obteremos:

ap=a1+(n—1)-r (2.3)

O termo a,, apresentado na equagao € conhecido como o termo geral da progressao
aritmética.

25



Teorema 2.1. Se (a,,) € uma progressdo aritmética de razdo de r, entdo a,, = a1 + (n — 1) - r,

para todon € N.

Demonstracao: Usaremos o principio de indu¢do para fazermos a demonstragdo. Paran = 1,
temos a; = a; + (1 — 1) -7 = a; + 0 = ay. Temos que paran = 1 a sentenga é verdadeira.

Supondo que a férmula seja vdlida para algum n > 1 € N, ou seja, a,, = a3 + (n — 1) - r.
Mostraremos que € valida para n + 1:

py1=ap+r=a;+n—-1)-r+r=a+[n—-1)+1]-r=a;+[(n+1)—1]-r

Portanto, a,, = a; + (n — 1) - r é vélida para todo n € N. O

Exemplo 2.3. Determinar o 15° termo da PA (1,4,7,...)

Solucdo: Sabemos que a; = 17 = ay — a; = ag — ay = 3. De acordo com a equagdo (2.3)
temos:
as=a1+(15=1)-r=a;+14-r=1+14-3=1+42 =43.

Logo, o 15° da PA € 43.

Exemplo 2.4. Um maratonista visando preparar-se para uma prova de 41 km, resolveu iniciar
o treinamento correndo 3 km no primeiro dia de treino e, a partir desse aumentar 2 km a
cada dia de treinamento. Sabendo que o maratonista conseguiu seguir o planejamento definido

inicialmente, quantos dias de treinamento foram necessdrios para que ele corresse em um dia
os 41 km?

Solucido: Fazendo n como o nimero de dias de treinamento, concluimos de forma imediata

que a; = 3 er = 2. Assim teremos,

an, = a1+ (n—1)-r
41 = 34 (n—1)-2
41 -3 = 2n—-2

384+2 = 2n
2n = 40
n = 20

Portanto, serdo necessarios 20 dias de treinamento para que o maratonista alcance os 41 km

em um dia de treinamento.
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Exemplo 2.5. Prove que, se (a,) é uma PA de termos positivos verifica-se a relacdo

1 1 1 1 n—1

+ + +...+ = .
Vai t @z | as+Jas | Jas + Ja Vit tan  Jaitan

Solucdo: Iniciaremos racionalizando cada parcela da soma, assim

1 1 1 1 n—1
Vit Nt as N a N a | Ja t an vt i
L Yooyl L VoV, L VsmVa
Vit i i | it i i as | i b i i — s
1 a2 — 1 VT — /an
Vet i Vi s | Van b an i
N Y e R AR S s ST RV

ay — a2 Qa2 — a3 a3 — Q4 Qp—2 — Ap—1 Qp—1 — Qp

Como (a,) é uma PA, temos:

N e R e R e LTS e e e RV RV

a; —ap —rTr g — A9 — T as —az —7T Ap—2 — Qp—_2 — T Ap—1 — Qp—1 — T
Va1 — /02 n Va2 —y/as n Va3 — y/a4 L+ Van—2 = \/Qn-1 n Van—1 = +/an
—r —r —r —r —r B

(VAT VT VB~ VB T~ T+ I V) =
(Vi — V)

Racionalizando novamente,

Nvivi) = Mua oy Yu V) L a—an )
v ) ()

lfai—ay—n—1r\ 1[ —-(n-1r\)  n-1
r Var + y/ay or Vair ++/ay - Var + /ay
Portanto, se (a,) € uma PA a relagdo é valida. O

Observacio 2.1. Temos casos particulares da equagdo 2.3} por exemplo, quando se faz neces-
sdrio encontrar a, a partir de um termo a,, com p # 1 e conhecida a razdo r. Neste caso,

usaremos a formula a,, = a, + (n —p) - .

Demonstracao: Tem-se da férmula do termo geral que a,, = a; + (n — 1) - r. Assim,

a=m+{p-1)-r=a=a—-(p-—1)-r=a=a—p-r+r.
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Substituindo este dltimo resultado na equagdo obteremos,

an, = ap—p-r+r+n—-1-r=a,—p-r+r+n-r—r=a,—p-r+n-r

ap, = ap+(n—p)-r

Exemplo 2.6. Encontre o vigésimo termo da PA, cujo quarto termo é igual a 5 e razdo 3.

Solucao: Do problema tem-se que ay = 5 e r = 3, logo
ago =a4+(20—4)-3=5+16-3 =5+ 48 = 53.

Portanto, o vigésimo termo € igual a 53.

Observacao 2.2. Algumas vezes em problemas de PA é conveniente trocar a formula do termo

gerala, =ay + (n—1)-rpora, =ag+n-r.

Exemplo 2.7. Um carro popular novo custa R$ 40 000,00 em uma concessiondria. Seu valor
diminui R$3 000,00 a cada ano de uso. Qual serd o valor desse carro apds completar 6 anos

de uso?

Solucdo: Seja n o ndmero de anos de uso do carro. Neste caso o carro apresenta um valor
inicial antes de ser usado e € conveniente que escrevamos a, = ag + nr, onde ay € o valor
inicial do carro e a,, € o valor do carro ap6s n anos de uso. Como o carro € desvalorizado em
R$ 3000,00 a cada ano de uso, teremos r = —3000. Assim,

anp, = Gy+n-r
ag = 40000 + 6 - (—3000)
ag = 40000 — 18000 = 22000

Portanto, apds 6 anos de uso, o valor do carro serd de R$ 22 000.

2.1.2 Classificacao das Progressoes Aritméticas

Classificamos as progressoes aritméticas como:
1. Crescentes - sao aquelas em que cada termo € maior que o anterior. Isso acontece quando
r > 0.

Demonstracao: De acordo com a Defini¢do (1.2} uma sequéncia € crescente se,
Opa1 > Q. 2.4)
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Da equagdo para uma PA tem-se a,,1 = a, + 1, substituindo esse resultado na desigual-
dade[2.4] temos:
an+1r>a,<a,+r—a, >0<=1r>0.

Portanto, uma PA € crescente se e, somente se, r > 0. ]
2. Constantes - sao aquelas em que cada termo, a partir do segundo, € igual ao anterior. Isso

acontece quando r = 0.

Demonstracao: Se cada termo € igual ao anterior, entdo
Qpi1 = Qp <= Apy1 — Ap =0

Assim temos,
anp+r—a,=0<r=>0
Portanto, uma PA é constante se e, somente se, r = 0. O

3. Decrescentes - sdo aquelas em que cada termo € menor que o anterior. Isso acontece
quando r < 0.

Demonstracao: De acordo com a Defini¢do (1.2} uma sequéncia é decrescente se,
an1 < ap (2.5)
Para uma PA temos a,,11 = a,, +, substituindo essa informacao na desigualdade tem-se
ap+r<a, < a,+r—a, <0< r<0.

Portanto, uma PA é decrescente se e, somente se, r < 0. L]

Observacao 2.3. Sejam a,r € R. Considere v, = a, x5 = a+r, x3 = a+2r, de maneira geral,
x, = a+ (n — 1)r. Dessa forma a sequéncia (x,,) é uma progressdo aritmética de primeiro
termo “a” e razdo “r’”.

Se r = 0, entdo (x,,) € constante e, portanto, limitada. Logo nh—>r£10 Ty = Q.

Se r > 0, entdo (x,,) € crescente e, portanto, limitada inferiormente.

Se r < 0, entdo (x,,) € decrescente e, portanto, limitada superiormente.

2.1.3 Representacao grafica de uma progressao aritmética

Seja (a,,) uma progressao aritmética, marcando os pontos (n, a,) no plano, verifica-se com
facilidade que os termos da PA sdo igualmente espacados sobre uma reta e os pontos (n, a,)

sdo colineares no plano, conforme podemos observar através dos gréficos abaixo:
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Figura 2.1: Grafico de uma PA crescente de termos positivos

Qn

2”.................

Figura 2.2: Grafico de uma PA constante de termos positivos

Qp
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Figura 2.3: Grafico de uma PA decrescente

Observacao 2.4. Pela visualizagdo dos grdficos acima, percebe-se com facilidade que uma PA

€ uma restricdo da fungdo afim ao conjunto N dos niimeros naturais. Pois, pensando em uma
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progressdo aritmética como uma fun¢do que associa a cada nimero natural n o valor a,, o
grdfico dessa fungdo é formado por uma sequéncia de pontos pertencentes ao grdfico de uma

fungdo afim.
Proposicao 2.1. Em uma progressdo aritmética, o termo geral é dado por um polinémio em n.

Demonstracdo: Analisemos o desenvolvimento do termo geral da PA. Como a,, = a; + (n —
1)-r=a+nr—r=a,=r-n+ (a; —r). Ser # 0 o polindmio é de grau 1,se r = 0 0
polindmio é de grau menor que 1.

Portanto, se (a,,) € uma progressao aritmética, onde a,, = an+b,entdoa =reb=a; —r =
a; = a+b. O

2.1.4 Interpolacao Aritmética

Em toda sequéncia finita (a1, as, . . ., a,_1, a,), 0s termos a; € a,, sdo denominados extremos
e os demais termos sdo chamados de meios.

Interpolar k£ meios aritméticos entre os extremos A e B, consiste em determinar quais k
nimeros devem ser inseridos entre A e B de forma que se tenha uma PA de k + 2 termos.
Assim podemos considerar a; = A e a0 = B.

De forma geral, se desejamos inserir k£ meios aritméticos entre os extremos A e B, teremos
aPA (A, as,as,...,a, ax11, B). Daequagdo (2.3), temos: B = A+ (k + 1) - r, isolando r,
temos:

B—-A

fr . 2.6
A (2.6)

Exemplo 2.8. Interpole 5 meios aritméticos entre —4 e 20.

Solucdo: Sabendo que k = 5, A = —4 e B = 20 a PA ficara totalmente determinada quando
encontrarmos o valor de r, assim:
20 — (—
I
o+1 6

Interpolando os 5 meios aritméticos teremos a PA (—4,0,4, 8,12, 16, 20).

2.1.5 Propriedades das Progressoes Aritméticas

1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais ¢ uma progressao aritmética se e, somente se,
Qp Ap42

An+1 = 9
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Demonstracdo: Seja a progressdo aritmética (ay, as, as, ..., Gy, Gpi1, i, -..). Temos que

Ap, Gpt1 € Appo SA0 termos consecutivos dessa progressao. Da Defini¢do [2.1] temos,

r = Qpy1 — OGp = Gpi2 — Ap4d
An+1 -+ An+1 = Qp + Ap42 =
2:Qpy1 = Qp+ Apyo =
o Qn + Q42
apt1 = 9

]

2. Se m, p, q e k sdo indices de termos de uma progressao aritmética (a,,) ndo constante,
entdo m + p = q + k se e, somente se, a,, + a, = a, + Q.
Demonstracao: Seja r arazdo da PA em que a,, + a, = a4 + a;. Teremos:

m +ap = g+ ayg
ag+m-1)-r+a+p-1)-r = a1 +(@¢—-1)-r+a;+(k—-1)-r=
(m-=1)-r+@p@-1)-r = (¢=1)-r+(k-1)-r=
m—1+p—1)-r = (g—1+k—-1)-r=
m+p—2 = qg+k—-2=
m+p = q+k

2.1.6 Soma dos termos de uma PA

H4 uma estéria bem conhecida sobre Carl Friedrich Gausﬂ dele ainda criancga, por volta dos
seus 10 anos. Seu professor de matemdtica com intuito de manter a classe ocupada, pediu-lhes
que calculassem a soma dos nimeros de 1 a 100 (1+243+---+99+100) e que ao terminarem
deixassem sobre sua mesa, Gauss imediatamente apresentou a resposta 5050.

O professor ndo acreditando no garoto, pela rapidez com que havia se levantado nem olhou
para sua resposta. Depois de algum tempo, apds todos terem deixado seus cdlculos sobre a
mesa, o professor constatou que o unico que havia dado a resposta certa era Gauss e surpreso,
perguntou-lhe: Como fez o célculo tdo rapido?

Gauss lhe disse que tinha percebido que se somasse o primeiro com o ultimo nimero teria
a soma igual a 101, adicionando o segundo com o pendltimo o resultado também seria 101,

0 mesmo para a adicdo do terceiro com o antepenultimo, e assim por diante até chegar aos

'Famoso fisico e matemdtico alemio (1777-1855) - conhecido como o Principe da matemdtica, contribuiu
muito em diversas dreas da ciéncia. Em 1801 langou uma das suas mais importantes publicacdes: Disquisitiones
Arithmeticae, um livro dedicado a teoria algébrica dos niimeros.
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numeros intermediarios 50 e 51, que também, quando somados resulta em 101. Percebeu que
tinham 50 parcelas de 101, entdo multiplicou 101 por 50 para obter o resultado de 5050.

Aquele menino de dez anos, talvez ndo soubesse, mas havia calculado mentalmente a soma
da progressdo aritmética (1 +2 + 3+ --- + 99 + 100).

Observacao 2.5. Usando a ideia de Gauss podemos calcular a soma dos n primeiros termos

de uma progressdo aritmética.

Assim seja (a,) uma progressdo aritmética e S,, a soma de seus termos. Podemos entéo
escrever:
S,=a1+ay+az+as+ ...+ ap_1+ a,. 2.7)

Usando a propriedade comutativa da adi¢do, temos:
Sp=0n+0p_q1+...+as+a3+as+ a. (2.8)

Adicionando membro a membro as equagdes (2.6) e (2.7), teremos:

2S, = (a1 + an) + (ag + an_1) + (a3 + an_2) + ... + (an—2 + a3) + (an_1 + a2) + (a, + a;)
Observemos ainda que
a1+ ap =Q3 +An_1 =0a3+Ap_9 = ... =0y + a7.
Logo,

2S, = (a1 + an) + (a1 +an) + (a1 + ap) + ... + (a1 + an) + (a1 + a,) + (a1 + ay)

N S

n Vezes
a, + a,)n
=25, = (a1 +a,)n =S, = %
o L (a1 +an)n
Teorema 2.2. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética é S,, = —

Demonstracao: Faremos a demonstragcdo por indug¢do em n.

12
Paran = 1, temos S; = @h%ﬁ) = % = a; (verdade!)

(a1 + ax)n

Supondo que 5,, = seja verdadeira para algum n > 1 € N, faremos a verificacio

da validade para n 4 1. Temos que
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(a1 + ax)n L arntan n+2-ang
9 +an+1_ 9

air-n—+ay N+ apy1 + Gpya
2 .

Sn+1 = S+ Ap+1 =

Sn+1 =

Lembrando que a,, 11 = a; + n - r, teremos

ap-n+a, -n+(a+n-r)+a,
2
aj(n+1) +n(a, +7r)+ api1
5 :

SnJrl =

Sn—i—l =

Por outro lado temos que a,,.1 = a, + r, assim

aj(n+1)+n-a,1+ an

SnJrl = 9
agn+ 1)+ (n+1)-ap
Sn—i—l = 9
s (a1t ap) - (n+1)
n+l — .
2
Portanto, S,, = M ¢ vélida para todon € N. O

Exemplo 2.9. Um médico recomenda ao seu paciente em tratamento que tome uma dose did-
ria de certo medicamento. A dosagem serd administrada da seguinte forma: no primeiro dia
tomard 100 mg do medicamento, no segundo dia 95 mg, no terceiro 90 mg e assim serd a cada

dia de tratamento, reduzindo a dosagem de 5 mg em relacdo ao dia anterior.

Sabendo que o tratamento durou doze dias, qual foi a dosagem total ingerida por esse paci-
ente?

Solucdo: Devemos encontrar a soma da quantidade em mg de medicamento tomada pelo pa-
ciente durante os doze dias. O problema em questdo ¢ uma PA de 12 termos, onde a; = 100 e
r = —b, assim teremos:

apb=a1+(n—1)-r= a3 =a;+ 11r =100+ 11 - (=5) = 100 — 55 = 45

Por outro lado, temos,

n 12 100 4 45)12
(a1+a )n:>512: (a1+a12) :>812: ( + )

2 2 2
Logo, o paciente, ao final do tratamento, terd tomado 870 mg do medicamento.
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Exemplo 2.10. Em uma embalagem pldstica hd 1500 balas de menta. Retiram-se 15 balas na
primeira vez, 20 na segunda, 25 na terceira, e assim sucessivamente.

a) Determinar quantas balas sobrardo na caixa apos a 15 retirada.

b) Seguindo esse padrdo, no mdximo, quantas retiradas podem ser feitas?

Solucdo: a) Como na primeira retirada, retirou-se 15 balas, na segunda 20, na terceira 25, e
assim sucessivamente. Podemos associar a quantidade de balas em cada retirada, como uma
sequéncia do tipo (15,20, 25, ..., a,,), onde esta sequéncia é uma PA finita de primeiro termo
a; = 15 e razdo 5. Para saber quantas balas sobrardo apds a 15? retirada, devemos encontrar
primeiramente a soma dos quinze primeiros termos desta PA. Temos que a5 = a; + 14r =
154145 — 15 4 70 — 85 balas. Daf Sj5 — (@15 _ (15 +285)15 _ 1002- 15 _
50 - 15 = 750 balas. Como inicialmente haviam 1500 balas e apds a 15* retirada, haviam sido
retiradas 750 balas, restardo 1500 — 750 = 750 balas.

b) Seguindo esse padrao, devemos encontrar um n, que equivale ao nimero maximo de re-

tiradas que podem ser feitas com a quantidade de balas existentes na embalagem. O n-ésimo
termo desta PAé a, = a; + (n —1) -5 = 154+ 5n — 5 = 5n + 10. O nimero total de

balas inicialmente era de 1500, portanto, s,, = 1500. Assim temos que s,, = M =
15+5 10 5n2 + 25 5n2 + 25

(15 + Z+ Jn_ 5T E2n a0 — y — 5n% 4 250 — 3000 = 0. Resolvendo

a equacgao obtemos n’ = 22,12 e n” = —27,12. Como n é um ndmero natural, n” = —27,12

nao serve como resposta, teremos entao que analisar n = 22, 12. H4 duas possibilidades n = 22
oun = 23. Se n = 23, seguindo o padrdo definido, faltardo bolas para serem retiradas. Por-

tanto, serdo feitas no maximo 22 retiradas.

(a1 + a,)n
2

Proposicao 2.2. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética é dada por um

Observacao 2.6. A soma S,, = € uma restrigcdo da funcdo quadrdtica em n.

polinémio em n.

Demonstracao: Analisemos o desenvolvimento de .5,,, assim
o _ (ar+a+(m—1)-mn _ Qa+nr—r)n _ 2an+n*r—rn
" 2 B 2 B 2

Logo,

[

Se r # 0, entdo .S,, € um polindmio de grau 2 em n sem termo independente, se r = 0, S, é
um polindmio de grau menor que 2, sem termo independente.

Portanto, se S(n) = an?+bn € a soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética,

entﬁoa:g:>r:2aeb:a1—g:>a1:b+g:a+b.
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2.2 Progressoes Geométricas

Os primeiros indicios de tal progressao datam por volta de 1650 a.C. no Egito e encontram-se
registrados no Papiro de Rhincﬂ (do escriba Ahmes).

Figura 2.4: Papiro de Rhind

Neste papiro hd um curioso problema cujo enunciado e a sua interpretacdo pode ser encon-
trado em [11]]. O enunciado diz:

“T Casas, 49 Gatos, 343 Ratos, 2401 Espigas de trigo, 16 807 Hecatefl

O enunciado pode ser associado a uma progressdo geométrica de razdo 7 e a soma de seus
cinco primeiros termos é 19 607. Acredita-se que o escriba tivesse tentando descrever um

problema bem conhecido do cotidiano. A interpretacao segue abaixo:

“Em cada casa hd 7 gatos; cada gato come 7 ratos; cada rato comeu 7 espigas de trigo e cada espiga

produz 7 medidas de grdos.”

As progressdes geométricas foram tratadas de forma rigorosa pela primeira vez, por Eucli-
desﬂ em sua obra Os Elementos. Esta obra era composta de 13 livros, a maioria deles tratava
sobre geometria, mas o nono desses livros teve um espaco destinado a Teoria dos nimeros,
onde foi apresentado o que Euclides definia como proporgoes continuadas. Também em [11]]

encontramos o enunciado da proposi¢do 35 deste livro, que diz:

“Se tantos nimeros quantos quisermos estdo em propor¢ao continuada, e se subtrairmos do segundo
e ultimo nimeros iguais ao primeiro, entdo assim como o excesso do segundo estd para o primeiro,

o excesso do ultimo estard para todos os que o precedem.”

O enunciado equivale a propor¢ao:

ant+1 — 1 G — a4

(2.9)
ay+ax+...+ay ay

ZRecebeu esse nome por conta do egiptélogo escocés Alexander Henry Rhind que o comprou em 1858, na
cidade de Luxor a margem do Rio Nilo.

3Unidade de volume muito comum na época, usada para medir uma quantidade de grios."

#Matematico grego (c. 300 a.C.)
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A partir dela podemos obter a féormula da soma dos n primeiros termos de uma PG como €

estudada nos dias atuais.

Definicao 2.2. Uma progressdao geométrica ou simplesmente PG é qualquer sequéncia (a,,) de
niimeros reais (finita ou infinita) em que cada termo, a partir do segundo, se obtém multipli-

cando ao termo anterior uma constante q chamada razdo.

Assim temos,

Apt1 = an - q, Yn € N. (2.10)
ou de forma equivalente
g= a;“, Vn € N. 2.11)

Concluimos que a equagdo [2.10] é um caso particular de uma sequéncia recorrente, onde
sabido os valores de a; e ¢, torna-se perfeitamente determinada e podemos obter os demais
termos da sequéncia.

De maneira andloga as progressoes aritméticas, podemos concluir que se conhecemos ape-
nas a razao, mas nao o primeiro termo desta, a progressao nao estard completamente definida e
assim teremos vdrias progressoes geométricas que dependerdo do termo inicial para tornarem-

se totalmente definida.

2.2.1 Foérmula do termo geral

De acordo com a equagdo [2.10] admitindo conhecidos o primeiro termo a; e a razdo g,

podemos escrever:

as = a * ¢
as = az - ¢q
Qg = ag-q
a5 = Q4 * 4
ag = as - g
a7 = Q¢ * 4

Qp = Ap—1 g

Multiplicando membro a membro as n — 1 igualdades, teremos:
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A2 -A3 Q4 CQ5-Q7"..."Ap—1 Qp =01 G- A2°-q-A3-q-AQ4-q-A5°-(F"*... Qp-1"(

A2+ G3 Q4 Q5°A6 " .. Qp1 A =01 Ay~ A3~ Qg A5 ... Ap1-G ¢ G- (... ¢
vV
(n—1) Vezes
Dividindo ambos 0os membros por as - as - a4 - a5 - ag - az - ... - a,_1, obteremos:
an =ay - ¢" 1 (2.12)

A equagdo ¢ conhecida como a férmula do termo geral da progressao geométrica.

Teorema 2.3. Se (a,) é uma progressdo geométrica de razdo de q, entdo

para todon € N.

Demonstracao: Usaremos o principio de indugdo para fazermos a demonstragdo. Paran = 1,

temos a; = a, - ¢~ = a; - ¢ = a,. Portanto, para n = 1 a sentenca é verdadeira.

Supondo que a férmula seja vdlida para algum n € N,n > 1, ou seja, a,, = a; - ¢" L.

Mostraremos que € valida para n + 1. Tem-se que,

(=1 — gl D)=1]

Uni1=0an-q=a;-¢" " g=a;q q

Portanto, a,, = a, - ¢" ' é vélida paratodon € N. L]

Observacio 2.7. Hd casos particulares da equagdo [2.12} por exemplo, quando se faz neces-
sdrio encontrar ay a partir de um termo a,, com p =% 1 e conhecida a razdo q. Neste caso,

. o n—
usaremos a formula a,, = a, - ¢"".

Demonstragiio: Usando a férmula do termo geral a,, = a; - ¢"~ !, temos que a, = a1 - ¢*~! =
ap
¢

a, = Substituindo este dltimo resultado em (2.10), temos,

n—1 _ n—1—p+1
. q — ap . q P

ap =a,-q" " (2.13)
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Exemplo 2.11. Sabendo que 2048 é o décimo termo de uma PG de razdo 2. Determine o

primeiro termo dessa PG.

Usando o termo geral da PG sabendo que a2 = 2048 e ¢ = 2, temos

211
a12:a1_q1271 :>2048:a1-211:>2“ :a1-211:>a1:ﬁ:

Portanto, o primeiro termo da PG € 1.
Exemplo 2.12. Qual é o 7° termo de uma PG de razdo 3 cujo 2° termo é igual a 4?

Usando a equagio (2.11), temos a; = as - ¢" 2 = 4-3° = 4 - 243 = 972.
Portanto, o 7° termo da PG € igual 972.

Observacao 2.8. Algumas vezes em problemas de PG é conveniente trocar a formula do termo

geral a, = aq - ¢".

Exemplo 2.13. Uma certa variedade de bactérias foi objeto de estudo por um cientista que
estimou no inicio das observacoes um niumero de 200 bactérias em uma amostra. Observou
que a cada 30 minutos, a quantidade de bactérias triplicava. Supondo que as observagoes do

cientista estejam corretas, quantas bactérias haveria apos 3 horas de observacdo?

Solucdo: A quantidade de bactérias no inicio era 200 e, apés 30 minutos triplicou, temos
entdo a PG (200,600, ...), onde ¢ = 3. Ao final de 3 horas, teremos passados 180 minutos,
equivalente a 6 intervalos de 30 minutos. Assim, queremos obter o 6° termo da PG. Usando a
equagdo da observagio [2.8] temos

an = ag - ¢" = ag = ag - ¢° =200 - 35 = 200 - 729 = 145800

2.2.2 Classificacao das progressoes geométricas

As progressoes geométricas classificam-se em:

1. Crescentes - sdao aquelas em que cada termo € maior que o anterior. Isso acontecerd de

duas formas:

a) PG com termos positivos, temos

An41
UARNE

Upy1 > Qp &
ap

logo,
an - q

>1&q>1.

n
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b) PG com termos negativos, temos

0>apy1>a,<0>a,-¢g>a,=0<g<1

Portanto, as PG’s crescentes tém razdo ¢ > 1 quando os seus termos sdo positivos e razao

0 < g < 1 quando os seus termos sao negativos.

2. Constantes - sao aquelas em que cada termo € igual ao anterior.

Se cada termo € igual ao anterior, entao
pi1 =0p S Qp-q=0, > q=1

Portanto, uma PG € constante se ¢ = 1.

3. Decrescentes - sdo aquelas em que cada termo € menor que o anterior. Isso acontecera de

duas formas:

a) PG com termos positivos, temos

O<appi1 <a,<0<a,-qg<a,0<g<1

b) PG com termos negativos, temos

pi1 < Qp & Qp-q<a, = q>1

Portanto, as PG’s decrescentes tém razao 0 < ¢ < 1 quando os seus termos sdo positivos

e razdo ¢ > 1 quando os seus termos sao negativos.

4. Alternantes ou oscilantes - sdo aquelas em que cada termo tem sinal contrdrio ao do
termo anterior.

Isso ocorre quando g < 0.
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2.2.3 Representacao grafica de uma progressao geométrica

Seja (a,) uma progressdo geométrica. Facamos a localizagdo dos pontos (n, a,) no plano

e comparemos ao grafico de uma fun¢do exponencial. Abaixo seguem alguns graficos que

representam o comportamento de PG’s a medida que n cresce:

2,500 4

2,000 |

1,500 |

1,000 |

500 |

« * ‘ n

2 4 6 8 10 12 14

Figura 2.5: PG crescente de termos positivos. Nesse caso tem-se a; > 0e g > 1.

0.2+

—0.2 ¢

—0.4 |

—0.6 |

Qn

6 8 10 12 14

Figura 2.6: PG crescente de termos negativos. Nesse caso tem-se a; < 0e 0 < ¢ < 1.

41



2”.................

Figura 2.7: PG constante de termos positivos. Nesse caso a; > 0e g = 1.

0.6 |

04 ¢

0.2+

2 4 6 8 10 12 14
—0.2 ¢

Figura 2.8: PG decrescente de termos positivos. Nesse casoa; > 0e 0 < ¢ < 1.

(07% n
‘o—o—o—.—.%o—o—o—o—»
2 4 6°g 10 12 14
—500 | o

—1,000 | .

—1,500 |

—2.000 | .

—2.500 |

Figura 2.9: PG decrescente de termos negativos. Nesse caso a; < 0e g > 1.

42



0.4 %

Qn
°
0.2 |
° n
- ® 5000000000 >
5 10 15 20
°
—0.2 ¢
—0.4 |
°
—0.6

Figura 2.10: PG alternante. Nesse caso a; < 0e —1 < ¢ < 0.

Observacao 2.9. A curva caracteristica que podemos visualizar usando como recurso os grd-
ficos acima, facilita e nos permite chegar a conclusdo que a PG é uma restri¢do da fung¢do

exponencial ao conjunto N dos niimeros naturais.

Logo, ao pensarmos em uma progressao geométrica como uma func¢ao que associa a cada nu-
mero natural n o valor a,,, conforme visto nos graficos acima, o grafico dessa funcao € formado

por uma sequéncia de pontos pertencentes ao grifico de uma funcio exponencial.

2.2.4 Interpolacao geométrica

O problema da interpolagdo geométrica consiste em dados dois termos conhecidos de uma
PG escrever os termos intermedidrios. Assim interpolar k£ meios geométricos entre os extremos
A e B, consiste em determinar quais k£ nimeros devem ser inseridos entre A e B de forma que
se tenha uma PG de k£ + 2 termos.

Utiliza-se sempre a formula do termo geral para obtermos ¢. Considerando a; = Ae a, o =

B, podemos escrever:

_ k+1

Qg2 = Q7 - qu
B=A. qk+1

B

+1 _ P

1 A

B

NS
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Exemplo 2.14. Interpolar 4 meios geométricos reais entre 3 e 729.

Solucdo: Para resolvermos este problema devemos encontrar o valor da razdo ¢. Temos k = 4,
A =3e B =729, logo:

- 4*«1/?2 5?23/@:\5@:3

Portanto, os termos existentes da PG entre 3 e 729, sdo 9, 27, 81 e 243.

2.2.5 Propriedades das progressoes geométricas

1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais ndo nulos ¢ uma PG se e, somente se a2, =

Apt2 * Ap.

Demonstracao: De acordo com a equagdo|2.11] temos

az az G4 a5 _ Qn41 Gpy2 —g
ai a2 a3 aq ap, Ap+1
Dai resulta
An+1  Qn42 2

n+ 71+2 n

2. Se m, p, r e k sao indices de termos de uma progressiao geométrica (a,,), entao a,, - a, =

a, - a se e, somente se, m +p =1+ k.

Demonstracao: Seja g arazdo da PG em que a,, - a, = a, - a;. Teremos:

r—1 k—1

-1 -1
a1 @' =a1-q -ay - q

A~ Qp = Gy - Qg & a1 - ¢

Fr=g g

m—1

g
<:>qu1+;071:qr71+k71<:>m+p_2:7n_'_k_2

Smtp=r+k.

2.2.6 Soma dos termos de uma PG finita

Seja (a,) uma progressdo geométrica de primeiro termo a; e razdo q. Podemos deduzir

férmulas que nos permitem calcular a soma S,, dos n primeiros termos de (a,,). Podemos entdo
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€screver:

Sn=a1+a2+a3+...—|—an_1+an (214)
Se ¢ = 1, entdo teremos a; = ay = a3 = ... = A1 = a,. LOZO,
S, =n-a (2.15)

Supondo ¢ # 1, assim multiplicando os dois membros da igualdade pela razdo ¢, tere-
mos

Sp-q=a1-q+az-q+az-q+...+ap1-q+a,-q

Fazendo a diferenga membro a membro entre as igualdades [2.16]e[2.14] temos:

Spq—Sp=ay+az+as+...+a,+ a1 — (a1 +as+as+...+ap_1+a,)

Spq—Sn=0p1—a1+ (aa+az+...+ap1+a,) —(ae+az+...+ap_1+ an)
Sp-lg—=)=apm1—a1=S,-(¢g—1)=a1-¢" —ay =a,-(¢" — 1).

Resultando em

"—1
g —ald"—1) 2.17)
qg—1
] . 4 a'1 (qn - ]')
Teorema 2.4. A soma dos n primeiros termos de uma PG é dada por S,, = — 1 ¢ # 1,
q E—
para todon € N.
Demonstracao: Faremos a demonstragcdo por indu¢do em n. Para n = 1, temos
b1 -1
St = (g ) = (g ) = a; (verdade!).
q—1 q—1
. : , _a(¢" = 1)
Suponhamos que S,, seja verdadeira para algum n > 1 € N, ou seja, S, = Y1
q j—
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Faremos a verificacdo para n + 1. Assim

ai(a™ — 1 ar (g —1)+ay - g —ay -q"
Sn+1 = Sn—i_anHZM—l—al-q”: 1 ) 19 14
aq" — a1 +ay-¢" —ay - q" ap - "t — ay a1<qn+1_1)
SnJrl = — _
¢—1 q—1 qg—1
a(g” —1
Portanto, S,, = 1(q—1)’ ¢ # 1, paratodon € N, -
q_

Exemplo 2.15. Numa PG de razdo q = 2, a soma dos 6 primeiros termos é igual a 63. Deter-
mine o primeiro termo dessa PG.

Solucdo: Como ¢ = 2 e Sg = 63, usando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma
PG, temos

a1 (26 — 1 63
56:%:>63:a1-(64—1):>a1:@:1

O primeiro termo da PG é 1.

Exemplo 2.16. Todas as lendas sobre a origem do xadrez coincidem em relatar o fascinio
de um rei pelo jogo inventado. O rei impressionado com o jogo quis premiar o inventor, um
sacerdote hindu chamado Sessa, oferecendo-lhe o que quisesse. O inventor disse ao rei que se
conformava com um grdo de trigo pela primeira casa do tabuleiro, dois pela segunda, quatro
pela terceira, oito pela quarta, e assim dobrando a quantidade de grdos até chegar a casa 64
do tabuleiro de xadrez.

O rei ndo tendo ideia de quantos grdos de trigo se tratava, achou o pedido bastante simples
e ordenou a seu vizir que preparasse o prémio solicitado. Este entdo ao fazer os cdlculos, se
deu conta que era impossivel cumprir a ordem do rei, ja que o trigo produzido em todos os
campos da India ndo dariam, em muitos anos, a quantidade exigida por Sessa.

Quantos grdos de trigo o rei teria que conseguir para atender ao pedido do inventor do

xadrez?

O problema em questdo consiste em calcular a soma 1+ 2+ 2%+ 23 4. .. + 25, Temos uma

progressdo geométrica de 64 termos, onde o primeiro termo € igual a 1 e razdo 2. Assim temos

1'(264_1) :264

S,
64 5 1

— 1 = 18446744073709551615

O rei teria que conseguir 18 quintilhdes, 446 quadrilhdes, 744 trilhdes, 73 bilhdes, 709 milhdes,
551 mil e 615 graos de trigo.
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2.2.7 Soma dos termos de uma PG infinita

Conforme visto no Teorema a soma dos n primeiros termos de uma PG € dada por

a(¢g" —1 - L ..
S, = (q—l) Nas progressdes geométricas em que |¢| < 1, a soma dos n primeiros termos
q —_—
tem um limite infinito quando n — oo. Como nesse caso lim ¢" = 0, temos

n—oo

3]

(2.18)

lim S, = .

Observacao 2.10. Se |q| > 1, entdo S,, é divergente.

A equacdo tem uma grande variedade de aplicagdo. A seguir apresentaremos alguns

exemplos que nos permitirdo estas aplicacoes.

Exemplo 2.17. Encontrar a fracdo geratriz de 0,333 . . ..

Solucido: Observemos que

3 3 3
0,333...=0,3+0,03+0,003+ ... = o5+ 700+ oo+

3 1 1
Chamemos S,, a soma infinita da PG de primeiro termo 0 e razao 0 Como ’E‘ <1l,a
fragdo geratriz serd dada por

3 3
10 _10_3_1
JLIEOS”_l_i—g_g—g'
10 10

1
Portanto, a fragdo geratriz de 0,333 ... ¢ 3

47



Exemplo 2.18. A partir de um tridngulo equildtero ABC' constroi-se uma sequéncia de tridn-
gulos em que cada novo triangulo tem seus vértices nos pontos médios dos lados do triangulo
anterior. Supondo que essa sequéncia continue indefinidamente, calcule o limite da soma dos

perimetros dos tridngulos dessa sequéncia, sabendo que AB = 6.

Figura 2.11: Triangulo de divisdes sucessivas

Solucdo: O primeiro tridngulo tem perimetro 3 - 6 = 18, o segundo tem perimetro 3 - 3 = 9,
. 3 9 . . . . "
o terceiro 3 - 5= 3 e assim sucessivamente. Seja S,, a soma dos perimetros dos tridngulos

gerados, queremos calcular o limite de .S,,. Temos que

9
Sp=18+49+2+....

1
Portanto, trata-se da soma dos infinitos termos de uma PG de primeiro termo 18 e razao 5
Logo,
18 18
lim S, = —— = — = 36.

n—oo 1

ol
2 2
O limite da soma dos perimetros dos tridngulos € 36.

2.2.8 Uma demonstracao geométrica para a soma dos termos de uma PG
infinita de |¢| < 1.

A figura abaixo foi idealizada de forma que tivéssemos um recurso visual para uma demos-
tragdo da soma dos termos de um PG infinita de |¢| < 1. E uma adaptacio do exemplo que estd
no livro “Proofs Without Words”, pagina 120, referenciado como de autoria de Benjamin G.
Klein e Irl C. Bivens. E uma amostra excelente de prova visual, isto é, sem argumentagio, s6
com o uso de palavras para justificar os passos 16gicos, no entanto, seu entendimento € completo

usando como recurso semelhanga de triangulos.
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aq’®
9
aq
D<g<1
aq

g 4-e D c S,
aq

A B ¥

Figura 2.12: Prova visual da soma dos termos de uma PG infinita de razdo 0 < ¢ < 1.

Demonstracao: Olhando para o tridngulo F'B A, temos que
FB=S,=a+aq+aq’+aq’+--- .

Encontrar um valor que corresponda a essa soma infinita equivale a encontrar a medida do cateto
F B do triangulo FBA. Como a é a medida do lado do quadrado ABCE, entdo a > 0. Por
outro lado temos que a — aq € medida de um dos catetos do tridangulo AFE D, consequentemente,
a — aq > 0. Dessa dltima afirmacdo temos, a > aq e como a > 0, temos 1 > ¢, dai ¢ < 1. Do
trapézio ABC'D, temos que aq é a medida da base menor. Como a > 0 e aq > 0, tem-se ¢ > 0.
Portanto, 0 < g < 1.

Do quadrado ABC'E, tem-se que B = F = 90°. Dos triangulos AED e CDF, temos
EDA = FDC, pois sio opostos pelo vértice. Como EC é paralelo AB, tem-se que F AB =
FDC. Assim, os tridngulos AED e F'BA sdo semelhantes pelo critério AA. Logo, usando
semelhancga de triangulos temos que
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Capitulo 3
Séries Numéricas

Neste capitulo faremos uma abordagem sucinta sobre séries numéricas. Apresentaremos a
definicao de uma série, condicdes para que elas sejam ou nao convergentes, alguns exemplos de
quando convergem ou ndo e ao final mostraremos algumas séries especiais com caracteristicas
bem distintas.

A operagdo adi¢do faz parte dos conteidos em matemadtica desde os nossos primeiros anos
escolares. Quando adicionamos dois niimeros reais, o resultado obtido € um numero real que
chamamos de soma. As somas que aprendemos nos nossos primeiros anos de escola, consistem
em fazer uso da operacdo adi¢do para quantidades ou parcelas finitas de nimeros. Estudamos
essas somas finitas por uma boa parte da nossa vida escolar.

Quando chegamos ao ensino médio e estudamos progressdoes geométricas, um dos temas
abordados € a soma dos termos de uma PG infinita, tema este ja apresentado no capitulo anterior.
Muitas ddvidas surgem. Os professores sao indagados: como somar uma quantidade infinita de
termos?

Intuitivamente, podemos cometer erros de grandes proporcdes ao querermos calcular somas
infinitas como se fossem finitas, pois, seria 6bvio que, ao pensarmos em “somas infinitas” de
nimeros a resposta seria “infinito”.

Embora algumas vezes esta seja a resposta correta, ndo podemos generalizar tal conclusao,
pois, temos situacdes em que “somas infinitas” de nimeros reais € um niimero real, ou ainda.
que ndo seja possivel definir um resultado.

Esse fascinio em encontrar resultados para “somas infinitas” vém de muito tempo atrds.
Vejamos a seguir um problema que foi discutido pela primeira vez na Grécia antiga, apresentado
por Zenao de Eleia (490-425 a.C.), tido como um de seus paradoxos. Este paradoxo é conhecido

como a Dicotomia. O seu enunciado € encontrado em [[11], (p. 51), diz o seguinte:

[...] antes que um objeto possar percorrer uma distancia dada, deve percorrer a primeira metade
dessa distancia; mas antes disto, deve percorrer o primeiro quarto; e antes disso, o primeiro oitavo e

assim por diante, através de uma infinidade de subdivisdes.”

Dado esta ideia de regressdo infinita, acredita-se que Zenao queria mostrar que o espago e
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o tempo ndo podem ser subdivididos indefinidamente, chegando a conclusdo de que tal movi-
mento € impossivel.

Na época de Zendo, ndo tinham ainda elaborado um modelo para o conjunto dos nime-
ros reais com suas propriedades, muito menos as ferramentas que hoje sdo usadas no cdlculo
diferencial. Com essas informacdes, hoje podemos concluir com tranquilidade que “somas
infinitas” s6 fazem sentido se fizermos a aplicagdo de limites de sequéncias nestas somas.

Faremos aqui uma adaptacdo do paradoxo de Zendo para um movimento progressivo infi-
nito, supondo que fiquemos a um metro de distincia de um determinado objeto e que queremos
nos aproximar dando passos da seguinte forma: cada passo dado tem como comprimento exa-
tamente igual a metade da distancia que nos separa do destino, conforme podemos visualizar na
Figura[3.1] Portanto, se fossemos capazes de dar passos “tdo pequenos”, € razodvel pensarmos
que, por maior que seja a quantidade de passos, sempre existird um passo a mais para ser dado.
De forma semelhante, pode-se concluir que mesmo ndo sabendo quantos passos deverao ser

dados, a distancia a ser percorrida € igual a um metro.

ool =

SR
W= | =

Figura 3.1: Exemplifica¢do visual do Paradoxo da Dicotomia de Zenao.

Logo teremos uma “soma infinita” da forma como segue abaixo, onde s € a distancia total a

ser percorrida:

LRI S (3.1)
s=—+—=4+=+—=+...+—+... .
2 22 2 2 2n

Intuitivamente podemos concluir que a soma infinita [3.1] é igual a 1, mas como podemos
garantir que este € o resultado correto da soma?

Essa resposta serd apresentada mais tarde neste capitulo.

51



3.1 Séries Numéricas

Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Consideremos a sequéncia (s,,) associada a

sequéncia (a,,), onde:

S1 = a

So = ay + as

S3 =ai + as+ as
S4=a1+as+as+ay

35:a1+a2—|—a3+a4—|—a5

Sp,=a1+as+az+...+a,

Aos termos de (s,) dd-se o nome de sequéncia das somas parciais de (a,,) ou reduzidas da
série Y a,. A parcela a,, é o n-ésimo termo ou termo geral da série.
Como vimos acima, as somas parciais formam uma nova sequéncia, denotada por (s,,), que

como qualquer outra sequéncia, pode ou nao ser convergente.

Exemplo3.l. ) 1=1+1+1+...+1+...
n=1

De onde temos que s, = 1 +1+1+ ...+ 1 =mn, logo (s,) = (1,2,3,...,n,...).
nv&es

oo

Exemplo3.2. > (—1)"=—1+1—1+... +(-1)"+...
n=1

De onde temos que s; = —1,s9 = —1+1=0,s3 = —-1+1—-1=—-1,54, = —-1+1—-14+1 =

1 .
0, logo s, = 56 n,e HIPAT - escrevemos ($n) =(—1,0,-1,0,...,0,—1,0...).
0, n é par

Exemplo 3.3. Zn:1+2—|—3+...+n—|—...
n=1
(n+1)n

De onde temos que s,, = 1+2+3+.. .4+n = 5

,logo (s,) = <1,3,6,...,

Exemplo 3.4. Z2”z2+22+23+...+2"+...
n=1

De onde temos que s, = 2+4+8+...+2" = 2" —2 logo (s,) = (2,6,14,...,2" " —

2,...).
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Definicao 3.1. Uma série 5 a, é convergente se existir lim s,. Dessa forma, dizemos que

n—oo
n=1
oo
lim s, € a soma da série E a, e escrevemos lim s, = E anp =a1 +as+as~+ ...
n= n=

Se uma série ndo é convergente, entdo ela é divergente, e, nesse caso ndo existe a soma da

série.
o
Observaciio 3.1. As vezes faz sentido considerarmos as séries do tipo Z a,, em que o primeiro
P n=0
termo € ay.

o0

1 1 1 1 1
Exemplo3.5.zn—1+1+2+6+ﬂ+m—|— ,ondeag =1, a1 =1, a3 =
n=0

assim sucessivamente.

, €

N | —

3.1.1 Propriedades dos somatorios
Veremos agora algumas propriedades dos somatdrios que nos ajudardo com os cdlculos de

alguns limites.

1 1
Propriedade 3.1. Definimos Z ay = a1. Supondo definido Z ay, para k > 1, temos como

k=1 k=1
P+l
defini¢do por recorréncia a igualdade E ap = E ag + Apt1.
k=1 =

Propriedade 3.2. Zp: (ap + by) = Z ar + Z by

k=1

Demonstracio:

p

> (ax+bk) = (a1 + 1) + (az + ba) + (a3 + bs) + ... + (ap + by)

b
<l
—_

(ag +bp) = (a1 +as+as+...+ay) + (b +ba+bs+...+b,)

k=1

/4

> (a +be) Zak+zbk 0

k=1 k=1
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p

p
Propriedade 3.3. Z c-ap ==¢ Z ag.

k=1 k=1
Demonstracao:

p

E c-ap=c-ay+c-ax+c-az+...+c-ay
k=1

p
ZC'ak:C(CL1+CL2+CL3+...+CLP)

k=1

P P
Z c-ap = CZ ak O
k=1 k=1

3.1.2 Propriedades das séries convergentes

o0 (o)
Propriedade 3.4. Sejam Z a, e Z b,, duas séries convergentes de somas U e V, respectiva-

n=1 n=1
oo

mente, entdo Z(an + by,) € convergente e sua soma é U + V.

n=1

Demonstracao: Seja s, a soma parcial da série Z(an + b,), ou seja, para cada n € N,

n=1

tem-se s, = (ay + b1) + (ag + be) + (a3 + b3) + ... + (a, + by). Sejam w,, e v,, as somas

parciais das séries E an € g b,, respectivamente. Logo u, = a; +as +az + ... +a, e

n=1 n=1

oo o0
Uy, =by +by+b3+ ...+ b, Como Z Qn € Z b, s@o ambas convergentes de somas U e V/,
n=1 n=1

respectivamente, entdo U = lim u, e V = lim v,. Usando a propriedade da soma de limites
n—oo n—oo

de sequéncias, temos:

lim u, + lim v, = lim (u, +v,) =U+V

n—oo n—o0 n—o0

Por outro lado temos,

Sn = (a1 +b1)+ (a2 +b2) + (ag+b3)+ ...+ (an +b,)
Sp = (@ +ay+az+...+a,)+ (b1 +by+bs+...+0b,)

Sp = Up + Uy
Deste modo,

lim u, + lim v, = lim (u, +v,) = lim (s,) =U + V.
n—oo n—oo n—oo n—oo
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o0
Logo a série Z(an + b,,) é convergente e sua soma é U + V. ]
n=1
o0

Propriedade 3.5. Se g a, € uma série convergente de soma S e c um niimero real, entdo

n=1

o0
E ¢ - a, € convergente e sua soma é c - S.

n=1
[o.¢]
Demonstracao: Seja s,, a soma parcial da série g ap, ENtA0 S, = a1 + Gy +asz + ...+ a,
n=1
[o.¢]
e seja u, a soma parcial da série E c-ap,entiou, =c-ay+c-as+c-as+...+c-a,.
n=1

o
Como E a, é uma série convergente de soma S, entdo S = lim s,. Por outro lado temos
n—oo
n=1

U, =c-a;+c-ay+c-az+...+c-a, =clag +as+az+ ...+ a,) = c-s,. Usando as

propriedades de limites, temos:

lim u, = limc¢-s,=clim s, =c¢-S

n—oo n—oo n—oo
o0
Portanto, a série E ¢ - a, é convergente e sua soma é c - S. ]
n=1

oo
Teorema 3.1. Se a série E a, € convergente, entdo lim a, = 0.
n—oo
n=1

o0
Demonstracao: Se a série E a, € convergente € seja s, a sua soma parcial, entdo existe um
n=1

ndmero real s tal que s = lim s,. Por outro lado temos, s, — s,_1 = a, € como s, € S, _1
n—0o0

convergem para o mesmo limite. Temos:

lim a, = lim (s, — $,-1) = lim s, — lim s, 1 =s—s=0. O
n—o0 n—o0 n—oo n—o0

Veremos adiante, que a reciproca do teorema acima nao é verdadeira, pois lim a, = 0, nada
n—oo

se pode concluir.

o
Observacao 3.2. Se lim a, # 0, entdo Z a,, € divergente.
n—oo

n=1

3.2 Algumas séries interessantes

3.2.1 Série Aritmética

Ja vimos no capitulo anterior que o termo geral de uma PA é dado pora, =a; + (n—1) - r
(a1 + a,)n

e que a soma de seus n primeiros termos ¢ dada por s,, = — s Assim, representando a,
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simplesmente por a, podemos reescrever s,, da forma como segue abaixo:

- (a+ ay)n
2

la+a+(n—1)rn

Sp =
2

[2a + (n — 1)r]|n

S, =
2
Dada uma série Z a, em que a,, representa o termo geral de uma PA, teremos as seguintes
n=1

possibilidades:
a) diverge a +ooser >0our=0ea > 0.
b) divergea —ooser <Oour=0ea < 0.

c)convergesea =0er = 0.

3.2.2 Série Geométrica

Se a # 0, a série Z ap = Z aqg" ' = a+aq+ag® + ... se denomina série geométrica de

termo inicial a e razao q O termo geral dessa série representa uma PG.

Conforme visto no capitulo anterior, a soma dos n primeiros termos de uma PG com as
L o a(gm —1)
caracteristicas acima é s,, = ——=.
qg—1
o
Assim temos que a série E aq" ' é:
n=1

a) convergente e converge para 1

T se lq| < 1;
) —q
b) divergente se |q| > 1.

o0

Exemplo 3.6. Verificar se a série E on converge. Caso sim, calcular sua soma.

n=1

Solucdo: A série g — € uma série geométrica, assim podemos reescrevé-la da seguinte

o0

1 1 n—1 1
forma nE: on = E: o (—> . Da soma dos n-ésimos termos da série, temos s, = 3 +
S Leg=tc L gl < 1, logo a séric &
— ..+ —,emquea=-eq=—.Comoqg=— , logo a série € conver-
22 93 gn> M4 2 ©17 3 1=5 = 8
1 1
: _ a2 _2_ ) . 1
gente e 7}1320 Sn = 7T . . T = 1 = 1. Concluimos dessa forma que a série E_ on é
2 2 -

convergente e converge para 1.
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Observacao 3.3. A série acima é equivalente ao problema apresentado no inicio do capitulo,
onde foi feito uma adaptagcdo ao problema de Zendo. Concluimos, que de fato a soma das
distancias percorridas equivale a Im.

o0

5 3
Exemplo 3.7. Calcul da série 3 (-~ ).
xemplo alcular a soma aa serie ; on qn
< : y - /5 3 N5
Solucao: Usando as propriedades algébricas das séries, temos que Z (2—n — E) = on
n=1 n=1

=3 N RN =1 /1ynt 1 /1\n1! 1 /1\n!
=y (5) T s (§) Fendoa = 5 (5) b= 1 (1)
Zayn 255 253 et =o ) T\

observamos entdo que (a,) e (b,) sdo progressdes geométricas. De (a,) temos uma PG de

primeiro termo — e ¢ = 5= lq| < 1, de (b,) temos uma PG de primeiro termo 1¢4=1=

lg| < 1, logo as duas séries de termos gerais a,, ¢ b, sdo convergentes. Calculando a soma da

série, temos:

/5 3 5 = 3 1 /1yt 1 1\t
SIS 5L S HO MR

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

1 1 1 1
(5 3y _ 2 4 =2 4 _ _
G e L LI BLELEY
=1 1—= 1—= — Z

2 4 2 4

3.2.3 Séries Telescopicas

o0
Uma série telescopica € da forma Z(bk — by_1). Assim, definindo a,, como b, — b,_1,

k=1
dizemos que a n-ésima soma parcial desta série é:

n

Sp = Zak = Z(bk - bkq)
k=1

k=1
Sp = (g +as+az+as+...+ay)

Sp = (bl—bg)+(b2—bl)+(b3—bg)+(b4—b3)—|—+(bn—bn_1)
Reagrupando, temos

Sn = —bg+ (bl —b1> —|— (bg —bg)+(b3 —b3) ++ (bn—l _bn—l) —I-bn

S = bn—bo

Portanto, temos que o lim s,, = lim (b, — by). Se esse limite existe, s,, converge.
n—oo n—0o0
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o0

Exemplo 3.8. A série Z

n=1

1

—— ¢é convergente de soma 1.
n(n+1) 8

Solucdo: Usando decomposi¢do em fragdes parciais, devemos encontrar A e B, tais que

1 A B An+1)-Bn (A-B)n+A

n(n+1) n nt+l nin+1)  nn+1)

Por comparacdo temos A = 1e A— B = 0 = A = B = 1. Reescrevendo, temos
1 1

_— = — = . Assim,
nin+1) n n+1
Yol =)
:ln(n—i—l) “—~\n n+1
- . =1 1
Encontraremos agora a n-ésima soma parcial da série Z <— — )
—\nn +1

A série em questio € uma série telescOpica, assim

(1-3)+G-9+ GG+ G5+ +G-7)
Sn —= _ = _— = _— = _— = _— = _—
2 2 3 3 4 4 5 5 6 n n+1
1
Sp = 1— :
n+1
. o ) ) 1 . : 1
Aplicando o limite em s,,, temos que lim s, = lim (1 — > = lim 1— lim =
1-0=1.
Concluimos assim que a série i ; € convergente de soma 1
q “~n(n+1) g ’
3.2.4 Série Harmonica
=1
A histéria da série Z —, também conhecida como série harmonica, é bem intrigante, pois
n
n=1

por muito tempo acreditou-se que ela era convergente, até Oresme provar que nao era. O que
ocorre, € que a série harmonica diverge de uma maneira muita lenta, conforme encontramos em
[L3] (p. 129):

“[...] se fossemos capazes de somar cada termo da série em um segundo de tempo, como um
ano tem aproximadamente 31 557 600 segundos, nesse periodo de tempo seriamos capazes de somar
a série até n = 31557600, obtendo para a soma um valor pouco superior a 17; em 10 anos a soma
chegaria a pouco mais de 20; em 100 anos, a pouco mais de 22. Como se V€, esses nimeros sao
muito pequenos para indicar divergéncias da série, ndo somente isso, mas depois de 100 anos ja
estarfamos somando algo muito pequeno, da ordem de 3 - 10~9. E claro que é impossivel efetuar

essas somas para valores muito grandes de n.”
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— 1 11 1

Exemplo 3.9. A série harmonica Z —=14+=-+-4...+—+...diverge.
—n 2 3 n

Solucdo: Vamos mostrar que lim Sy» = oo, portanto (S,,) ndo pode convergir.

n—oo
De fato,

1
Sy = 1+5
o= 1o b (o) ide (1) - rea3)
Sy = 1+1+(1+1>+<1+1+1+1>
2 \3 4 5 6 7 8
> 1+1+(1+1)+<1+1+1+1>_1+3(1)
2 \4 4 8 8 8 2

. () e (D) () e (2) =1 (2)

Como .
lim <1+n (—)) =00 = lim Son = 0.
n—o0 2 n—o00
Tendo (S,,) uma subsequéncia ilimitada, entdo (S,,) é ilimitada, portanto, ndo converge.
Este exercicio mostra que a condi¢do lim a, = 0 do Teorema € necessdria para uma

n—oo
série > a,, ser convergente, mas ndo € suficiente, pois lim — = 0, mas a série Y~ | 1 ndo é

n—oo 1
convergente.

3.3 Testes de Convergéncia

Defini¢do 3.2. Se a,, > 0 e (S,,) é limitada, entdo " | a, € convergente.

Prova Como a, > 0, entdo S, = S,,_1 + a, > S,_1. Sendo (.S, crescente e limitada, entdo

(S,) é convergente. Portanto, >~ | a, é convergente.

Teorema 3.2. Sejam > a, e > b, duas séries de termos positivos para os quais a, < b,
quando n > ng, para algum ny € N.

Entdo

(a) se > _ b, converge, entdo | a,, converge.

(b) se >_ a,, diverge, entdo > b, diverge.

Demonstracdo: (a) Denotemos por s, e S, as somas parciais de »_ a, € Y b,, respectiva-
mente, entao
Sn < S,
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para todo n > ny.
As sequéncias (S),) e (s,) sdo crescente, pois seus termos a,, € b,, 40 positivos.
Além disso, se Y b, converge, entdo (.5,) é crescente e limitada, isto é, existe S € R tal que,
para todo n. > ng, temos
S, <S=s5,<85.

Portanto, > a,, converge.

(b) Se > a, diverge, entdo a sua parcial s, — oo, e como s, < S, entdo S, — o0, e

portanto, Y _ b,, diverge. O
o 1 :
Exemplo 3.10. Mostre que a série E —; converge pelo teste da comparagdo.
n
n=1

© 1
n=1 n(n+1)

verge. Note que, para todo n € N, temos

o0 2__ também con-

Solugiio: Como a série ) | n=1 n(ntD)

converge (Exercicio 1), entdo »

2

o2 — 2+ n2 > n? _ D= — < .
n“=n"+n">n"+n=n(n+1) S a1

Assim, como % < ﬁ paratodon € Ne > > ﬁ converge, pelo teste da compara-

¢do, Y7 | & converge.
[e.e]
Exemplo 3.11. Mostre que a série Z 7 diverge pelo teste da comparagao.
n
n=1

Solugao: Paratodo n € N, temos

1 1
nZ\/ﬁ:nl/Qé—SW
no-n
Como, paratodon € N,
1 1 =1 L -
- < Y5 e E_l - diverge, entao 2_1 R diverge,

pelo teste da comparacio.
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Capitulo 4
Algumas Aplicacoes de Sequéncias

Neste capitulo apresentaremos uma coletanea de problemas extraidos de olimpiadas de ma-
tematica e de algumas das obras que usamos como referéncia bibliogréfica. O objetivo, neste

caso, € aplicar a teoria dos temas abordados neste trabalho na resolucdo desses problemas.

1. E t lor d S = et .
ncontre o valor da soma 1_2+2.3+3‘4+ +999.1000

Solucdo: O problema refere-se a soma dos 999 primeiros termos de uma sequéncia de

termo geral m

999
1

1 1
Observando qu¢ —— = — — ——— concluimos que S = (
a nn+1) n (n+1) a ;

usando somas telescopicas, temos:

1 1
———),dai
n (n+1)

999 1 1
S = ;(5_@”1))
s = (1-29)+ -9+ G-+ (5 * (555~ 1ow)
_,_ L _1000-1_ 999
1000 1000 1000

999

Logo, o valor da soma S é 1000

2. (EUA) Encontre a soma

1.3 735 5.7 255057

Solucido: Analisando o primeiro nimero do denominador de cada parcela, chegamos a
conclusdo que eles formam uma progressdo aritmética finita (a,) = (1,3,5,...,255).
De forma andloga concluimos que o segundo nimero do denominador de cada parcela,
corresponde a progressao aritmética finita (b,) = (3,5,7,...,257). Logo, a,, = 2n — 1
e b, = 2n + 1. As sequéncias (a,) e (b,) possuem o mesmo nimero de termos n = 128,

para isso basta substituir a,, ou b,, pelo dltimo termo da sequéncia, respectivamente, para
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encontrar n. Podemos agora reescrever a soma da seguinte forma:

128

I f: 1 RS DS S
an-by = (2n—1)-(2n+1) 1-3 3.5 5.7 7 255257

n=1
Usando somas telescOpicas, temos

128 128

1 1/ 1 1
anbn Z(zn—1>-(2n+1)ziz< )=

! — t 2n — 1 2n+1
- 3G-9)+G-)+G-7)++(z )
—21l\1 3 3 5 5 7 255

> 257
1 ( 1 1 >_1<1 1>_1 256 128
2 n—1 2n+1/ 2 257) 2 257 257

Deixa-se cair uma bola de ténis de uma altura de 8 m. Apds se chocar com o solo, ela
recupera 3/4 da altura anterior e retorna ao solo chocando-se novamente. Esse processo

continuard indefinidamente. Determine a distancia vertical total percorrida pela bola.

10 4

Figura 4.1: Movimento de queda da bola

Solucdo: Quando a bola toca o solo pela primeira vez ela ja percorreu uma distancia

s1 = 8 m. Para tocar o solo pela segunda vez ela deverd subir 3/4 de s; e retornar ao solo
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. A 3 3
percorrendo os mesmos 3/4 de sy, 0 que é equivalente a distAncia sy = 2 —s; = 16 - —

4 4
) . .3 3
m. Para tocar o solo pela terceira vez ela deverd subir 11 de s; e retornar ao solo
3.3 o N 3 3
percorrendo os mesmos — - — de s;, o que € equivalente a distancia s3 = 2 - — - —57 =

> 4, 11
2'(Z> -8m:16-(1> m.

Continuando este processo, a distancia vertical total percorrida pela bola é dada por

S = 8+16-§1+16-<§>2++16~<2>3+---

.3 /3\n-1
s = 8+16y 7 (%)
n:14 4

o
: 3 3\t - (o < .
A série Z 1 <Z> é uma série geométrica de razdo 3/4, portanto, é convergente. Seu
n=1
primeiro termo é 3/4. Assim

3

S = 8+416-—15 =8+16-
12
1

= 8448 = 56

A ] o

A distancia vertical total percorrida pela bola foi de 56 m.
4. (ITA) Provar que se uma P.A. € tal que a soma dos seus n primeiros termos € igual a n+ 1
vezes a metade do n-ésimo termo, entdo r = a;.

Solucdo: Dado que a sequéncia é uma PA, temos que a, = a1 + (n — 1)re s, =
(a1 + an)n (ar+a;+n—1)r)n  rn?2+(2a; —7)n

5 = 5 = 5 . Por outro lado, tem-se
n —1 —1 —1
que s, = (n+1)% = (n+1)a1+(g r = n )W2+a1+(n r -
2 _ 2 _
amn +rn 7“7; tatrmor T aﬂ; + " De onde temos a igualdade:
m?+ (2a —r)n P+ an+a; —r
2 N 2

Que € verdadeira,sea; —r=0=a; =re2a, —r = a; = a; = r. Portanto, a; = r

em qualquer um dos casos.

= |1
5. Calcular a soma da série Z 3 o
n=1
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Solucdo: Podemos reescrever a série como
S 1 1\ 1 1\l
3o =32 (5) =3 (=)

[e'S)
: 1 1 \n-t . . o 1

Onde a série E E . <E> € uma serie geometrlca de primeiro termo — € razao

n=1

V2

= |q| < 1, portanto a série é convergente.

1

q 7
> 1

Sej da séri 34/ =, entdo,

€ja s a soma aserle; on entao

1
1 V2-1 V2-1

V2 V2

Sl

s=3- =3(vV2+1).

6. O conjunto de Canto ¢ construido usando o intervalo fechado da reta [0, 1], onde reti-

. 1 2 . 1 2
ramos o seu ter¢co médio aberto (g, §>, restando os intervalos fechados [0, g} e [5, 1} .
Repetimos agora essa operagdo com cada um desses intervalos que restaram, e assim por
diante. Seja s,, a soma dos comprimentos dos intervalos que foram retirados depois de n

dessas operagdes.

2\ "
a) Mostre que s,, = 1 — (§> .

b) Calcule o valor para o qual s,, se aproxima quando n cresce indefinidamente.
Solucgdio: a) Apds a 1* operagdo, foi retirado um intervalo medindo 1/3 de comprimento,

assim, s; = 3 Ap6s duas operagdes realizadas, foram retirados um intervalo de 1/3 e

) . ) ) 1 1 .
mais dois intervalos de 1/ 3% de comprimento, assim, sy = - + 2 - —. De forma andloga,

3 32
1 1
concluimos que apds a terceira operacdo teremos s3 = 3 +2- P +22. 35 Logo,
1 1
na n-ésima operacdo, tem-se s, = — + 2 - — + 22 . — 4+ ... + 2"~ . —_ Trata-se
n-€si perag s 5 5 2 1 %n !
portanto da soma parcial de uma série geométrica de termo geral a,, = 3 (§> . Logo
1 2\ 1 2\
30-G)) _30-G)) o2y
g — 3 3 _ 3 3 — 1 (_>
" 2 1 3
1-2 -
3 3
2\ "
b) Fazendo s,, tender ao infinito, temos, lim s, = lim (1 — (—) ) = lim 1 —
o\ m n—00 n—00 3 n—00
i (5) =1-0=t

'Renomado Matemitico Alemao (1845-1918) - conhecido por ter elaborado a teoria moderna dos conjuntos.
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Qn
14+n-a,
Solucdo: Usando o recurso de manipulacio algébrica, teremos:

7. Considere a sequéncia definida pora; =1lea, 1 = . Calcule asp17.

an, 1+ na, 1 1 1
Ani1 = = = = = —4+n
I+n- Qn Qn An1 Ant1 Qn
1 1
= ——=n
Ap41 Qn,
Dai tem-se
1 1
_ — — =1
a9 ay
1 1
_ = 2
as (45}
1 1
— — — =3
Qg as
1 1
— — — =4
as ay
1 1
—_ — n
An+1 Qn

Somando membro a membro cada uma das parcelas e usando somas telescopicas obte-

1 1 1 1
mos: —— =142434+4+.. . +n = = (n + )n—i——. Substituindo os valo-
Qpy+1 Q1 An+1 2 ay
1 2016 +1)2016 1  2017-2016
res, tem-se = ( +1) +—-=———4+1=2017-10084+1 = 2033137.
2017 . 2 1 2

Portant R = —
Ortamto, d2017 = 5433737

" Mostrar que lim a, = —.

(b) Achar a partir de que termo a diferenca |a,, — 3/2| é menor que 0, 001.

8. (a) Seja a sequéncia definida por a,, =

3 )
Soluc¢ao: (a) Se lim a, = 2 entdo para todo real ¢ > 0, existe um N € N, tal que
n—0o0

: 3 3
la, — 3/2| < e sempre que n > N. Assim |a, — 3/2| < ¢ & ’27121 —g<e®
6n —6n —3 3 3 3 3 — 2¢
— | <es <ese - <dn+2 -—-2<4n& <n&

4dn + 2 4dn + 2 € € 4e
>3—26
n
4e
— 2¢ 3

Portanto, fazendo N =

,tem-se |a, — 3/2| < eesen > N,entdo lim a, = 7

n—oo
3—0,002 2,998

b) P = 0.001, t N =
(b) Para ¢ = 0.001, temos N > 0,004 0,004

arso, teremos |a,, — 3/2| < 0,001.

= 749,5. Logo a partir do termo
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9.

10.

11.

12.

Mostre que lim (vn + 1 —/n) = 0.
n—oo
Solucdo: Se lim (vn+ 1 — /n) = 0, entdo para todo real € > 0, existe um N € N,
n—oo

tal que |(v/n + (—\/_) — O|\/<_)e( sempre quf/ﬁ)> N. Entdo |(vVn+1—+/n) —0| =
vn+1 vn+1+ 1 1
e T S T VRN

1
que se tenha |(v/n+ 1 — \/n) — 0] < € basta que

Logo para

2\/%<6:>n>@. Fazendo
1

N > tem-se |(v/n +1—+/n) —0] < eesen > N,entdo lim (vVn+1—+/n) = 0.

de ek n—00

2
Usando as propriedades conhecidas calcule lim ( nt ) .
n—oo \3n? + 5

Solucdo: Temos que

2

n2 492 \4 n? 42 lim (n®42) 4 lim (14 —). 4

i (Gys) = (gass) = Gagess) —Co %)
n—oo \3n? + 5 n—oo 3n? + 5 lim (3n* 4 5) 5

e Jim 3+ )
1 1 2
. <n—|—2> <n£l§ol+n£§oﬁ 1140V 1N
i (5rrs) - 5) = Gro) =6) =&
—o0 \3n? 4+ 5 lim 3+ lim — 3+0 3 81
n—oo n—oo M
) n?+2\4 1
Portanto, lim < > = —,
n—oo \3n? + 5 81
. N I
Estudar a monotonicidade da sequéncia a,, = -
n!
7n+1
- Api1 (n+1)! 7L pl ™7 -n! 7
S l : T — = — — .
olucdo: Temos que “ ﬁ 7o(n+1! T (n+1)-n n+1
n!

Analisando a razdo obtida, Vn € N, temos:
Sen < 6, entdo a, 1 > a,.
Sen = 6, entdo a, 1 = ay;
Sen > 6, entdo a, 1 < ay,.

Portanto, a,, € decrescente se n > 6 e crescente se n < 6.

Considere a sequéncia (a,,) definida recursivamente por a; = 0 € a, 1 = /6 + a,,.
a) Mostre por indu¢do em n que a,, > 0,Vn € N;

b) Mostrar que (a,,) € monétona crescente;

¢) Mostrar que (a,,) esta limitada superiormente;

d) Calcular o limite de (a,,) caso seja convergente.
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13.

14.

Solucdo: a) Usando indugdo em n, temos que paran = 1, a; > 0, portanto € verdadeira
a afirmacdo. Supondo a,, > 0 para algum n > 1 € N. Mostraremos que vale a,,.1 > 0.
Da hipétese de indugio temos a,, > 0, logo 6 +a, > 0 = /6 +a, > 0 = a4 > 0.
Portanto, a,, > 0,Vn € N.

b) Temos que mostrar que a,+1 > a,, Vn € N. Usando inducdo, para n = 1, temos
as = v/6 > 0 = a;. Suponhamos a, 4, > a, para algum n > 1 € N, mostraremos que

Gpia > Qpyp. Temos:

nio = /6 + ani1 > V6 +a, = api.

Portanto, (a,) é crescente.

¢) Como a, 11 = /6 + a, > a, > 0, tem-se que 6+a,, > ai, que equivale a escrevermos
—a +a,+6=(3—a,)(2+ a,) > 0. Desta dltima desigualdade, tem-se 0 < a,, < 3,

logo 3 é cota superior de (a,).

d) Dos itens b) e ¢) temos que (a, ) € mondtona crescente e limitada superiormente, por-
tanto, convergente. Seja L o seu limite, entdo teremos L = /6 + L = L? = 6 + L =
I’~-L-6=0=(L-3)(L+2)=0=L'=30ul”"=-2. Comoa, >0,Yn €N,

entdo, L = lim a, = 3.
n—oo

o0

1 3 5
Dada a série 5 + 52 + % + ..., ache o termo geral e a escreva na forma E Q-
n=1
- . 2n —1 B .
Solucdo: Facilmente podemos encontrar a, = T entao escrevemos a série na
oo
2n — 1
forma 5
2n
n=1

(Retirado de [1]]) Na figura|f.2] temos uma espiral formada por semicirculos cujos centros
pertencem ao eixo das abcissas. Se o raio do primeiro semicirculo € igual a 1 e o raio de

cada semicirculo € igual a metade do raio do semicirculo anterior, determine:
a) o comprimento da espiral.

b) a abcissa do ponto P, ponto assintético da espiral.
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Q)
|

Figura 4.2: Espiral formada por semicirculos

Solucdo: a) Como a espiral é formada por semicirculos, o primeiro semicirculo tem
™

. . m . . .
comprimento m, O segundo tem comprimento E, 0 terceiro Z, assim sucessivamente.

. . o 1
Temos entdo uma série geométrica convergente de primeiro termo a; = 7 e razao 7 logo

> 1\n-1 T

S :w<-) - T o
2 1-1/2

n=1

Portanto, o comprimento da espiral € igual a 27.

b) Como os centros dos semicirculos variam no eixo das abcissas, temos que o primeiro
semicirculo sai de x = 0 para x = 2, o segundo sai de x = 2 para x = 1, o terceiro de
x = 1 para x = 3/2 e assim sucessivamente. Portanto, a abcissa do ponto P, serd dada
por

1 2 2 4

P:2—1+%—Z+“.:IjZ—szgazg.
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15.

16.

Constrdi-se um quadrado ABC'D de lado 4 cm. Unindo os pontos médios dos lados,
obtemos um novo quadrado M NOP inscrito em ABC'D. Unindo os pontos médios dos
lados de M NO P, obtemos um novo quadrado e, assim sucessivamente, conforme Figura
4.3

a) Ache a area dos trés primeiros quadrados dessa sequéncia. Qual o termo geral?

b) Escrever a sequéncia formada pelo comprimento dos lados;

¢) Calcule a soma das dreas de todos os quadrados gerados desta forma?

B (o

M 0

N
N

A D

Figura 4.3: Quadrados infinitos

Solucdo: a) Como MB = NB =2e M BN = 90°, entdo pelo Teorema de Pitagoras,
temos (MN)? = (MB)?>+ (NB)? = 22+ 22 =8 = (MN) = v/8 = 2¢/2 cm. Usando
um procedimento andlogo, obtemos a medida do lado do terceiro quadro, equivalente a 2
cm. Assim, as dreas dos trés primeiros quadrados sdo 16 cm?, 8 cm? e 4 cm?, respecti-

vamente. As dreas dos quadrados formam uma progressdo geométrica (a,,) de primeiro

1 1\n—1
termo a; = 16 e razdo ¢ = 5 portanto, seu termo geral é dado por a,, = 16 - <§> .

b) O comprimentos dos lados dos quadrados formam uma progressao geométrica (b,,) de
termos (4,2v/2,2,...).

. 7 2z ~ 1
¢) Como a sequéncia formada pelas areas dos quadrados € uma PG de razdo ¢ = - < 1,
entdo, a soma das dreas de todos os quadrados gerados serd dada por S = lim 5, =

1‘“ = =32
2

A seguir apresentaremos uma visualizagdo geométrica da convergéncia da série geomé-

trica de primeiro termo 5 e razao 3 Para isso consideremos o quadrado unitario.

Solucdo: Dividindo o quadrado ao meio com um segmento vertical, obtemos dois re-

tangulos, cada um com é&rea igual 3 Dividindo o retangulo da direita a0 meio com um
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. . . 1
segmento horizontal, obtemos dois retingulos, cada um com area igual a —. Esse processo
continua indefinidamente. Conforme Figura[4.4]

pO| =
[

W= =

I

b—\
O | =
Er—t

|

Figura 4.4: Visualizacdo geométrica da convergéncia da série geométrica de razio 1/2

Isto nos indica que deve ser verdadeira uma identidade do tipo

LI
stitgtt Tyt =t
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho procurou-se trazer uma abordagem diferenciada de sequéncias
e séries de numeros reais. Para isso, tivemos que rever alguns temas que ja ndo tinhamos mais
contatos, especialmente em andlise, temas esses, importantissimos para fazermos a fundamen-
tacdo tedrica do trabalho. O estudo que foi realizado, procurou aprofundar o que se trabalha
nas escolas sobre progressdes aritmética e geométrica e mostrar que € possivel que se apresente
para o aluno do ensino médio métodos de prova, como indugdo ou/e através da visualizagdo e
construcdes geométricas. O trabalho procurou apresentar problemas que permitem a conexao
de sequéncias e séries com outros temas, desta forma, aproximar alguns contetidos do ensino
superior aos do ensino médio, mas, sem abrir mao dos fundamentos e rigor necessarios que a
matemadtica exige. Espera-se que este trabalho sirva de suporte para alunos de ensino médio que
visam se preparar para provas de olimpiadas de matemadtica, professores, alunos de graduacao e
pos-graduagdo, ou seja, que venha contribuir para os diversos niveis de ensino focando no tema
de sequéncias e séries, com €nfase nas progressdes e na sistematizacdo dos problemas mais

interessante que geralmente nao sdo abordados.
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Apéndice A
O conjunto N dos Numeros Naturais

E incrivel como hoje em dia os nimeros fazem parte da nossa vida cotidiana e como es-
ses digitos passaram a dominar 0 nosso mundo. Eles foram desenvolvidos pelo homem para
servir como modelos que permitem comparagdes e medidas das diferentes quantidades de uma
grandeza.

Inicialmente se contava com ajuda dos meios que se tinham a disposi¢do: dedos, pedras,
etc. A palavra calculo, tem origem do latim calculus que originalmente era o nome de um
conjunto de pedrinhas que eram usadas para fazer contas. Calculus também significa contagem
ou estimativa.

Acredita-se também que por terem usado os dedos das maos antigamente como instrumentos
nos métodos de contagem, essa ideia tenha influenciado a razio de se ter um sistema de base

decimal.

A.1 Os nameros naturais e os Axiomas de Peano

Definicao A.1. Se define o conjunto N dos niimeros naturais como um conjunto que satisfaz os

seguintes axiomas:

1. Hd um elemento de N, denominado um e que é representado simbolicamente por 1, ou

seja, 1 € N.

2. Existe uma fungdo s(n) : N — N que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, que

se chama sucessor de n.
3. O numero natural 1 é o tinico que ndo é sucessor de nenhum outro niimero natural.
4. s(n) : N — N é injetiva, pois sejam n, m € N, se s(n) = s(m) = n = m.

5. Seja A um subconjunto de N. Se 1 € A e para todo elemento n € A tem-se s(n) € A,
entdo A = N.
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Os axiomas acima chamam-se os axiomas de Peand'l O axioma 5 é também conhecido como
o principio de indugdo.

Denotamos o conjunto dos nimeros naturais por {1,2,3,...}.

Usando estes axiomas podemos provar todas as propriedades do conjunto dos nimeros na-

turais.

A.2 Principio de Inducao Matematica

Definicao A.2. O principio de inducdo é uma técnica muito utilizada na Matemdtica para

demonstrar a validade de proposicoes sobre os niimeros naturais.

A.2.1 Principio de inducao - primeira versao

Teorema A.1. Seja P uma proposicdo matemdtica que depende de N. Suponhamos que P seja

tal que:
1. P(1) é verdadeira, e diz-se que 1 satisfaz a proposicdo P.
2. Se P(k) é verdadeira para todo k € N e implicar P(k + 1) verdadeira.
Entdo, P é verdadeira para todos os naturais.

Demonstracao: Denotemos por X o conjunto dos niimeros naturais satisfazendo P. Entdo,
por hipétese, temos 1 € X;ese k € X entdo k 4 1 € X. Pelo quinto axioma de Peano temos
que X = N. [

A.2.2 Principio de inducio - segunda versao

Teorema A.2. Seja ny € N e seja P(n) uma proposi¢do matemdtica acerca dos niimeros

naturais. Suponhamos n > ng e que:

item A proposi¢do P(ny) é verdadeira,

1. Para todo n > ny, a proposi¢do P(n) implica P(n + 1).

Entdo, P(n) é vdlida para todo n > ny.

Demonstracdo: Se ny = 1, entdo o enunciado 1 se resume ao préprio Teorema [A.1] Se
no > 1, entdo, para cada k € N, consideramos a proposi¢do 7'(k) = P[(ng — 1) + kJ.

Entdo, pela hipdtese 1 do enunciado vale para 7'(1), de forma que a hipétese 2 afirma que
T'(k) implica T'(k + 1). Pelo Teorema A.1 segue que vale 7T'(k), para todo k € N, portanto, vale
P(n) para todo n > ny. O

!Giusepe Peano (1858-1932) - Matemitico Italiano autor de mais de 200 livros e artigos, tido com um dos
fundadores da l6gica moderna e da teoria dos conjuntos.
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A.3 Adicao em N

Adicdo € o nome que se dd a operagdo que consiste em somar numeros e € designada pelo
simbolo 4. Assim pode-se dizer que a operacdo adi¢do faz associar dois niimeros naturais m, n

a outro ndmero natural m + n.

Definicdo A.3. Sejam m,n € N. O nimero natural s"(m) é chamado a soma de m e n e é

designado por m + n. Isto é, m + n = s"(m).

Assim temos:

x m+ 1 = s(m), ou seja, somar m com 1 significa tomar o sucessor de m. De forma geral,
somar m com n € partir de m e iterar n vezes a operacgao de tomar o sucessor.

x m+ s(n) = s*™(m) = s(s"(m)) = s(m +n), ouseja, m + (n+1) = (m +n) + 1,.

Proposicao A.1. Sejam n, m, pe q € N. A adicdo em N possui propriedades:

1. Associatividade

(n+m)+p=n+(m+p);

2. Comutatividade

n+m=m-+n;
3. Lei do cancelamento ou do corte
m+n=p+n=m=np.
Demonstracao:
1. Associatividade
Mantendomepfixose A={neN:(n+m)+p=n+(m+p)}
1 € A, pois
(1+m)+p=s(m)+p=s(m+p) =1+ (m+p)
Supondo que n € A (Hipétese de indugdo), ou seja,
(n+m)+p=n-+(m-+p)

Entao,
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[s(n)+m]+p=s(n+m)+p
= s[(n+m) + p]
= s[n + (m +p)]
= s(n) + (m +p)
Concluimos assim que s(n) € A, portanto A = N. O
. Comutatividade
Fixando m € Ne fazendo A ={n e N: n+m =m + n}.

1 € A, pois

I1+m=s(m)=m+1
Supondo que n € A (Hipétese de indugdo), ou seja, que vale

n+m=m-4+n

Assim,
s(n) +m = s(n+m)
=s(m+n)
=(m+n)+1
=m+(n+1)
=m+s(n)
Concluimos que s(n) € A, portanto A = N. O]

. Lei do cancelamento ou do corte

Faremos esta demostragdo por inducdo em n. Suponhamos que m e p sejam nimeros

naturais fixose A= {n e N:m+n=p+n}.

1 € A, pois,
m+1=p+1=s(m)=s(p)=m=np.

Supondo que n € A (Hipétese de indugao), ou seja,

m+n=p+n=m=np.

Facamos a verificagdo para s(n) = n + 1, ou seja,

m+sn)=p+sn)=m=p
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Temos,

m+s(n)=p+sn)=sm+n)=s(p+n)=m+n=p+n

=m =p.

Concluimos que s(n) € A, portanto A = N. ]

A.4 Multiplicacao em N

Multiplicac@o é o nome que se da a operagdo que consiste no produto de numeros e € desig-
nada pelo simbolo -.

Assim sejam m, n € N, temos:
* m -1 = m, ou seja, multiplicar m por 1 ndo altera o valor de m;
x m(n+1) = m-n+m, ou seja, multiplicar m por um niimero maior que 1 da forman+1,

¢ iterar n-vezes a operagdo de soma m comecando com m.

Proposicao A.2. Sejam n, m e p € N. A multiplicacdo em N possui propriedades:

1. Associatividade

n-(m-p)=(n-m)-p;

2. Comutatividade

n-m=m-n;
3. Lei do cancelamento ou do corte
n-p=m-p=n=m;
4. Distributividade
n(m+p)=n-m+n-p;
Demonstracao:

1. Associatividade

Sejam m,n € N. Usando inducdo sobre p, mantendo n e m fixose A = {p € N :
n-(m-p)=n-m=(n-m)-p}
1 € A, pois temos,

n-(m-1)=n-m=(mn-m)-1.
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Supondo que n - (m - p) = (n - m) - p é verdade para algum p € A. Verificaremos para

s(p) =p+ 1,0ouseja, quen- (m-s(p)) = (n-m)-s(p). Temos

ne(m-s) =n-(m-(p+1)=n-(m-p+m-1)=n-(m-p)+n-(m-1)

= (n-m)-p+(n-m)-1=(n-m)(p+1) = (n-m)-s(p)

Concluimos que s(p) € A, portanto A = N. O
. Comutatividade
Seja m € N. Usando indugéo sobre n, mantendo m fixoe A={n € N:n-m =m-n}.
1 € A, pois temos

Il -m=m-1=m=m.
Supondo que n - m = m - n € verdade para algum n € A.
Facamos a verificacdo para s(n) = n + 1, ou seja, s(n) - m = m - s(n). Temos,
s(n)-m=(n+1)m=n-m+1-m=m-n+m-1=m-n+m=m-(n+1) =m-s(n).
Concluimos que s(n) € A, portanto A = N. O
. Lei do cancelamento ou do corte

Sejam n, m € N. Usando indug@o sobre p, mantendomen fixoe A ={peN:n.-p=
m-p=n=m}.

1 € A, pois temos

n-l=m-1=n=m.

Supondo que n. - p = m - p = n = m é verdade para algum p € A.

Facamos a verifica¢do para s(p) = p + 1, ou seja,

n-s(p) =m-s(p) =n=m.

Temos,
n-s(p)=n-(p+1)=n-p+n-l=m-p+m-1=m-p+m=m-(p+1) =m-s(p).

]

. Distributividade

Sejam n,m € N. Usando indugdo sobre p, mantendo me n fixoe A = {p € N :
n-(m+p)=n-m+n-p}
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1 € A, pois temos

n-(m+1)=n-s(m)=n-m+n=n-m+n-1

Supondo que n - (m + p) = n-m+ n - p é verdade para algum p € A.

Faremos a verificagdo para s(p) = p + 1, ou seja,

n-(m-+s(p)=n-m+n-sp).

Temos,

n-(m+sp)=n-(m+pE+l)=n-m+n-(p+1)=n-m+n-sp).

A.5 A ordenacao do conjunto N dos niimeros naturais

Dados m,n € N, diz-se que m € menor do que n, e escreve-se m < n, para significar
que existe algum p € N tal que n = m + p. Isto significa dizer que n serd obtido a partir
de m, apds p iteracoes tomando os sucessores. Podemos também escrever desta forma n =
mA+l+l+14--+1

p vezes
A relagdo m < n tem as seguintes propriedades:

1. Transitividade: Sem < nen < pentdom < p.

2. Tricotomia: Dados m,n € N, vale uma, e somente uma, das alternativas:
m=n,m<noun <m.

3. Monotonicidade: Se m < n entdo, para qualquer p € N, tem-se m +p < n+pe
mp < np.

Demonstracao:

I. Sem <nen < pentdo existem k,r € Ntaisquen = m+kep=n+r = p =
(m+k)+r=m+(k+r)=m<p. O

2. Setivéssemos m < nem = n, entdo seriam = n+p =m-+p,donde m+1 =m-+p+1
e, cortando m, concluiriamos que 1 = p+1 € absurdo, pois 1 ndo € sucessor de p. Portanto

m < n, consequentemente, n < m, € incompativel com m = n.
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Do mesmo modo, se tivéssemos m < nen < m, entdo teriamos m = n+pen =m+k,
do que resultarian = n+p+k,logon+1=n+p+ k+ 1, e cortando n concluiriamos
que 1 = p+ k + 1, um absurdo, pois 1 ndo € sucessor de p + k. Portanto, ou m = n, ou

m<noun < m. O]

3. Sem < n,existe ¢ € Ntalquen =m+¢q. Logo,n+p=(m+q)+p=m+(¢+p) =
m+(p+q) = (m+p)+q,ouseja,m+p<n-+p.

De forma andloga, se m < n. Entao, existe ¢ € N tal que n = m + q. Logo, n - p =
(m+q)-p=m-p+q-p,ouseja,m-p<n-p. O

Observacao A.l. [ é o menor elemento de N, pois se n # 1, existe m € N tal que m + 1 = n.
Entdao, n > 1.

Teorema A.3. Ndao existem niimeros naturais entre n.e n + 1.

Demonstracdo: Se fosse possivel tern < m < n+1, entdo existiria k,7 € Nonde m = n+k
en+1=m+r,logon+1 = n+k+r. Cortando n, obteriamos 1 = £+ r. Por defini¢do, isto é

absurdo, pois se somarmos dois niimeros naturais k+r, quaisquer que sejameles, k+r > 1. [

A.5.1 Principio da boa ordenacao

Definicao A.4. Todo subconjunto ndo-vazio X C N possui um menor elemento.

Isto significa que existe um elemento mg € X que € menor do que todos os demais elementos

de X. A boa-ordenagdo pode muitas vezes substituir com vantagem a inducao como método de
prova de resultados referentes a nimeros naturais.
Demonstracdo: SejaY = {n € N|{1,...,n} C N— X}. Se 1 € X, entdo estd demonstrado,
pois 1 é o menor elemento de X. Supondo que 1 ¢ X, entdo 1 € Y e como X é um conjunto
nao vazioe Y C N — X, temos Y # N, dessa forma o menor elemento de X, cuja existéncia
queremos provar, deverd ser da forma n+-1, para um certo niimero natural n. Devemos encontrar
um ndmero natural n tal que n + 1 € X, e, além disso, mostrar que todos os elementos de X
sejam maiores do que n, ou seja, maiores do que 1,2, 3, ....

Pelo axioma 5, da Defini¢do A.1., temos que o conjunto Y ndo € indutivo, isto é, deve existir
algumn € Y talque n+ 1 ¢ Y. Isto significa que todos os elementos de X sdo maiores do que
n, mas nem todos sdo maiores do que n + 1. Como ndo h4 nimeros naturais entre n e n + 1

concluimos que n + 1 pertence a X e € o menor elemento de X. [
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Apéndice B
O conjunto R dos Numeros Reais

O conjunto dos nimeros reais ¢ um corpo.

Definicao B.1. Dizemos que um corpo é um conjunto ndo vazio K no qual estdo definidas
duas operagoes, chamadas adicdo e multiplicacdo, que satisfazem a algumas condicoes. Essas

condigoes sdo conhecidas como propriedades ou axiomas.

Assim podemos dizer que existe um conjunto simbolizado por R, cujos elementos sao cha-
mados nimeros reais e que estao definidas duas operacdes: a adi¢do denotada por “+” e a outra

13 2

chamada multiplica¢do denotada por ,onde dados a, b € R a adi¢do faz corresponder o par

de elementos (a,b) a soma a + b € R e a multiplicagdo faz corresponder o par (a,b) ao seu
produto a - b € R.

B.1 Propriedades algébricas dos ndmeros reais

Como vimos acima, as operacdes definidas no conjunto dos nimeros reais possuem algumas
propriedades ou axiomas. Apresentaremos agora essas propriedades:

Propriedades da Adi¢ao

Al. Associatividade

a+(b+c)=(a+b)+c,seab,ceR
A2. Comutatividade
a+b=b+a,sea,belR.

A3. Elemento neutro

Existe um elemento em R, chamado zero e representado por “0”, onde se verifica

a+0=a,seacR.
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A4. Simétrico
Para todo ndmero a € R existe outro ndmero, denotado por —a € R, chamado simétrico ou
inverso aditivo de a, tal que
a+(—a)=0.

Propriedades da Multiplicagcao
MI1. Associatividade

a-(b-c)=1(a-b)-c,sea,b,ceR.
M2. Comutatividade

a-b=">b-a,sea,belR.

M3. Elemento neutro
Existe um elemento em R, denominado um e denotado por “1”, de modo que 1 # 0 e se

verifica
l-a=a,sea € R.

M4. Inverso multiplicativo
Para todo nimero a # 0 € R existe outro nimero, denotado por a~! € R chamado o inverso
multiplicativo de a, tal que

a-at=1.

MS5. Distributiva
a-(b+c)=a-b+a-cseabceR.

Observacao B.1. Por Comutatividade podemos reescrever M3, M4 e M5, respectivamente,

como.

a-1=aseacR
al-a=1,paratodoa#0¢cR
(b+c¢)-a=a-b+a-csea,b,ceR

Proposicao B.1. (a) O niimero um é o vinico que tem a propriedade 1 - a = a, a € R.
(b) O niimero zero é o tinico que tem a propriedade a +0 = a, a € R.
(c) Cada niimero real a € R tem um tinico simétrico.

(d) Cada niimero real a € R tem um tinico inverso multiplicativo.

Demonstracao: (a) Suponhamos que existem dois elementos neutros da multiplicacdo. Entao,
além do 1 existe um ndmero m € R que satisfaz m - a = a, a € R; em particular para a = 1,

temos m - 1 = 1. Por outro lado 1 - m = m. Pela propriedade comutativa temos m -1 =1 - m,
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donde concluimos que m = 1. Logo, o elemento neutro da multiplicacio € tnico. 0

(b) Supondo que existam dois elementos neutros da adicdo. Entdo existe § € R tal que
a+ f = a. De A4 temos a + (—a) = 3, logo 8 = 0. Portanto, o elemento neutro da adi¢do é
unico. 0

(c) Sejaa € R e suponhamos que existam dois ndmeros reais a’ e a” que verificam: a+a’ = 0
ea+a’ =0.

De A3 temos,

d=d+0=>d=d+(a+d)=((+a)+d"=0+d"=d"+0=4d".

Portanto, o simétrico € unico. L]

(d) Seja a € R e suponhamos que existam dois nimeros reais a’ e a” que verificam: a-a’ = 1

ea-ad’ =1.

De M3, temos:

d=1d=d=(d)d=d (a-d)=(da) - d"=(a-d) ad"=1-a"=d"
Portanto, o inverso multiplicativo € unico. O]

Proposicao B.2. (i) Sea e R, a+a=a< a=0.
(ii)a-0=0,a€R
(iii) —(—a) = a, a € R.
(iv)Sea e Rea+#0, (a™!)! =a.
(v) a(=b) = (—a)b = —(ab), a,b € R.
(vi)Sea € Rea#0,(—a)! = —aL
(vii) Se a,b € R, entdoab=0<< a=0o0ub=0.
(viii) Se a,b € R, a # 0 e b # 0 entdo (ab)™' = a7 1bo .

Demonstracao: (i) Vejamos primeiro a implicacao “a+a = a = a = 0”. Tomemos a € R ve-
rificando a+a = a, somando a esta igualdade —a resulta que (a+a)+(—a) = a+[a+(—a)] =
a+0 = a. Aplicando ao primeiro membro, sucessivamente, as propriedades da associatividade,
do simétrico e do elemento neutro, resulta: (a +a) + (—a) = a+ [a + (—a)] = a+ 0 = a. Por
outro lado, o segundo membro é a + (—a) = 0. De ambas, a = 0. Vejamos agora a implica¢do
“a =0 = a+a = a”. Estaimplicacdo € imediata e trivial, ja que pela propriedade do elemento
neutro 0 +0 = 0. ]

(i) Sejaa € R, entdo (a-0) +a = (a-0)+ (a-1) = a(0 + 1) = a- 1 = a. Sabendo que

zero € o unico que tem a propriedade 0 +a = a (ver proposi¢ao 9.1.1), resultaque a-0 = 0. [
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(iii) Seja @ € R, entdo (—a) + a = a + (—a) = 0, logo a é o simétrico —a, isto &,
a=—(—a). O

(iv) Como a € R e a # 0, entdo por M4 temos a - a~' = 1. Por outro lado, se a # 0 =

a~! #£ 0, poisse a™! =0, terfamos a - a~! = a -0 = 0, contrariando M4. Logo a! # 0. Como

—1. 47! = 1. Assim temos,

a~! # 0, por M4 existe um elemento (a~')~! tal que (a™!)
(@Y tatl=l=aa'= (@) '=a

]

(v) Sejam a,b € R, entdo ab + a(—b) = a(b+ (=b)) = a-0 = 0. Portanto, a(—b) é o

simétrico de ab, isto é, a(—b) = —(ab). O

(vi) Sejaa € Rea # 0, entdo

Logo —a~! é o inverso multiplicativo de (—a). O

(vii) Sejam a,b € R, ja sabemos que se @ = 0 ou b = 0 entdo ab = 0. Vejamos entdo a
reciproca. Suponhamos que ab = 0, devemos provar que algum deles € zero. Suponhamos que
um deles ndo é zero, por exemplo “a”, entdo existe a~!. Multiplicando a igualdade ab = 0 por
a~! obtemos:

a t(ab) =a'-0.

O segundo membro € zero e o primeiro é a~*(ab) = (a"'a)b =1-b=b. Assim b = 0.
O caso b # 0 € andlogo. [

Vi1l €jam a, € , € . Provemos que ¢ "0~ € o 1nverso multiplicativo de a .
(viii) Sejam a,b € R, a # 0 e b #£ 0. P quea~ b1 é0i Itiplicativo de ab

entdo
(ab)(a™ o™ = ((ab)a )bt = ((ba)a o' = (blaa ™ ))b ' =(B- )b ' =b-b' =1

]
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B.2 O conjunto R é um conjunto ordenado

Existe um subconjunto de R que se denota por R, cujos elementos sdo chamados positivos,
tais que se verificam a propriedade que segue abaixo.
Dado a € R, ocorre uma e somente uma das trés possibilidades abaixo:

oua € R, oua=00u—acR".

Observagdo B.2. . Se a € R, escreve-se a > 0 e diz-se que a é um niimero real positivo ou
maior do que zero.

2. Se a = 0 diz-se que a é real e igual a zero.

3. Se —a € RY, escreve-se a < 0 e diz-se que a é negativo ou menor do que zero.

4. Se a € RT U {0}, escreve-se a > 0 e diz-se que a é um niimero real ndo negativo.

5. Se —a € RT U {0}, escreve-se a < 0 e diz-se que a é um niimero real ndo positivo.

Definicdo B.2. Dados a,b € R, se obtéma+b € R" ea-b € R*. Isto é, a soma e o produto

de niimeros positivos, sdo niimeros positivos.

Proposiciio B.3. Se a # 0 entdo a*> € R* (todo niimero real diferente de zero tem quadrado

positivo).

Demonstraciio: Sea € RT entdoa-a =a? € RT,sea ¢ R entdo —a € RT e (—a)(—a) =
a’ € RT. O

Como consequéncia temos que 1 é um ndmero positivo, pois, 1 =1-1 = 12,

Definicao B.3. Sejam a,b € R.
1. Sea—beRT, entdoa >boub < a.
2.Sea—beR"U{0}, entdoa >boub < a.

Dados a, b, c € R, da relagdo de ordem a < b temos as seguintes propriedades:
Ol. Transitividade: sea < beb < centdoa < c.

02. Tricotomia: ocorre exatamente uma das trés possibilidades a = b, a < bou b < a.

03. Monotonicidade da adi¢ao: se a < b entdo, tem-se a + ¢ < b+ c.

0O4. Monotonicidade da multiplicacio: se a < b entdo para todo ¢ > 0 tem-se ac < bc. Se
c<0entdoa < b= bc < ac.
Demonstracao: O1. Suponhamos que a < b e b < ¢, entdo pela Defini¢do B.3.,b —a € R e

¢ —b € R*. Da Defini¢do B.2. temos, (b — a) + (¢ —b) € RT = b—a+c—b € R", donde

c—ac€RT istoé, a < c. O

86



0O2. Uma das trés possibilidades ocorre, ou a — b = 0 logo a = b, ou a — b € R donde
segue b < aoua —b ¢ R donde b — a € RT que significa a < b. O

03. Suponhamos que a < b, isto é, b —a € RT. Entdo (b+¢) — (a+c¢) =b—a € RT.
Logo, tem-se a + ¢ < b+ c. O

O4. Suponhamos que @ < bec > 0,istoé, b —a € Rt ec € Rt. Entdoc- (b — a) =
cb—ca = bc—ac € R*. Logo, tem-se ac < bc. Sea < bec < 0,istoé,b—a € R* e —c € RT.
Entéo (—c) - (b —a) = —cb+ ca = —bc + ac = ac — bc € R*. Logo, tem-se bc < ac. O

B.3 Valor absoluto de um numero real

Definicdo B.4. Seja © € R, chama-se o valor absoluto de x, representado por |z|, como o

nuimero real ndo negativo.

r,sex >0

|z| = max{z, —x} = {

—z,s5e x <0

Observacao B.3. Como consequéncia da definicdo, teremos |z| = 0 se, e somente se, x = 0.

Caso x # 0, teremos |z| > 0.
Proposicdo B.4. Dados x,y € R, temos |z| = | — z|.

Teorema B.1. Se x,y € R entdo:
(i) [z -y = |z| - [yl.
(i) |z|? = 2%
(iii) Dado z € Rcom z > 0, tem-se || <z —z2 <z <z& (—z<zex < z).
(iv) —|z| <z < |z|.
(v) Seja z € R temos x| > z < (v > zoux < —2)

Demonstracdo: (i) Se z = 0 ou y = 0 entdo a igualdade é verificada (0 = 0). Assim, nos

tem-se quatro casos a analisar.
1. Sexz >0ey > 0,entdo x - y > 0. Assim, tem-se |z - y| =z -y = |z| - |y|-
2. Sex >0ey < 0,entdo x-y < 0. Assim, tem-se |z -y| = —(z-y) =z - (—y) = |z| - |y|-
3. Sex<0ey<O0,entdoz -y > 0. Assim, |z-y| =z -y = (—2z) - (—y) = |z| - |y|.

4. Sex < 0ey > 0,entdo x-y < 0. Assim, tem-se |z-y| = —(z-y) = (—z)-y = |z|-]y|. O
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(i) Dado que 2% > 0, tem-se x* = |2?| = |z - z| = |z| - |z] = |z|*. O
(iiiy se x > Oentdo |z| < z & = < z. Sex < Oentdo |z] < z & —x < z. Logo, para
zeRtemse |z] <z 0<z<zou—z2<z<0)e —z2<zr<z=(—z<zxe

x < 2). O

(iv) Usando o caso anterior e considerando z = |z|, temos —|z| < z < |z|. Temos um caso
particular de (iii). [

(V)Sex > 0,entdo || > z < x> 2. Sex < O,entdo |z| > 2z & - >z 0 < —2.
Logo, para z € R, tem-se |z| > z < (z > zouz < —2). N

Teorema B.2. (Desigualdade Triangular) Se x,y € R entdo |z + y| < |z| + |y|.

Demonstracdo: Do Teorema B.1., tem-se —|z| < z < |z| e —|y| < y < |y|. Somando as
desigualdades, temos —(|z| + |y)| <z +y < |z| + |y|. Logo |z + y| < |z| + [y]. O

Abriremos a seguir um espago para apresentarmos outras duas desigualdades importantis-
simas, estas serdo de grande utilidade na resolucio de alguns exercicios que serdo discutidos
neste trabalho.

Teorema B.3 (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica). Se a,b > 0 entdo
a-+b

2

> Vab, ocorrendo a igualdade, se, e somente se, a = b.

Demonstracdo: Temos que /a — Vb é um ndmero real. Como admite-se a possibilidade
a = b, concluimos que (v/a — vb)? > 0. Dai (va — Vb2 >0 a—2Vab+b> 0 <

a;rbz\/@ 0

Teorema B.4 (Desigualdade de Bernoulli). Sejan € Nex > —1. Entdo (1 + x)" > 1+ nz.

Demonstracio: Faremos a demonstragdo por indu¢do em n. Paran = 1, temos que 1 + x >
1+, o que é verdade. Supondo (1+x)™ > 1+ nx verdadeira para algum n € N, mostraremos
que vale para n + 1. Assim temos, (1 +2)"™' = (14+2)"- (1 +2) > (1 +nz)(1 + ) =
l+z+nz+nz? =14 (n+1)x+na? > 1+ (n+1)x. Portanto é valida paratodon € N. [

B.4 Propriedade Arquimediana

Proposicao B.5S. Se x € R, entdo existe n € N tal que n > .

Demonstracdo: Seja x € R. Suponhamos por contradi¢do que se tenha n < x para todo o
n € N. Nesse caso, x seria uma cota superior de N. Assim, pela Propriedade de Completeza de
R, o conjunto ndo vazio N teria um supremo m € R. Logo, m — 1 ndo seria uma cota superior

de N e deste modo existiria p € N tal que m — 1 < p, ou seja, m < p + 1. Agora, como
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p+ 1 € N, devido ao fato de N ser um conjunto indutivo, a condi¢do m < p + 1 contradiz o

fato de m ser uma cota superior de N. Logo, existe n € N tal que n > x. O

Teorema B.5. (Propriedade Arquimediana). Se x,y € R e x > 0, existe um niimero natural n
tal que n - © > y.

Demonstracao: De acordo com a Proposicao B.5., existe um n € N tal que n > g. Como
x
x>0, tem-sen - x > y. O]

B.S Propriedades de completeza de R

Definicao B.5. Seja X um subconjunto do corpo ordenado R.

x X € limitado superiormente quando existe b € R tal que x < b para todo x € X, ou seja
X C (—o00,b]. Cada b com esta propriedade é uma cota superior de X.

x X € limitado inferiormente quando existe a € R tal que v > a para todo v € X, ou seja,
X C [a,+0). Cada a com esta propriedade é uma cota inferior de X.

x X € limitado quando é limitado superior e inferiormente, ou seja, quando existem a,b € R,
a < b, tais que X C [a,b).

B.5.1 Supremo e Infimo

Definicao B.6. Dizemos que um conjunto A possui supremo e denotamos por sup A, se existe
um numero real a que satisfaz as duas propriedades seguintes:
1. a é uma cota superior de A.

2. Qualquer outra cota superior de A é maior do que a.

Definicao B.7. Dizemos que um conjunto A possui infimo e denotamos por inf A, se existe um
numero real b que satisfaz as duas propriedades seguintes:
1. b é uma cota inferior de A.

2. Qualquer outra cota inferior de A é menor do que b.

Definicao B.8. Todo o subconjunto de R ndo vazio e limitado superiormente, tem supremo em
R.

Proposicao B.6. Todo o subconjunto de R ndo vazio e limitado inferiormente, tem infimo em

R.

Demonstracdo: Seja X C R ndo vazio e cotado inferiormente. Entdo —X = {—z : 2z € X}
¢ ndo vazio, cotado superiormente e deste modo, admite supremo em R. Além disso, tem-se
sup(—X) = —inf(X). De fato, se L = sup(—A), entdo tem-se L > —z para todo —z € — X,
isto é, v > —L para todo x € X, ou seja, —L é uma cota inferior de X. Seja agora [ uma cota
inferior de X. Tem-se [ < x para todo x € X, isto é, —x < —[ para todo —z € —X. Como L
¢ a menor das cotas superiores de — X, tem-se . < —[, ou seja, | < —L, e assim — L € a maior

das cotas inferiores de X. Logo, tem-se inf(X) = — sup(—X). O
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