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Resumo

Neste trabalho apresentamos um algoritmo de busca linear para problemas de
otimizagao irrestrita proposto por Gonglin Yuan, Sha Lu e Zengxi Wei [1], denominado
aqui por Algoritmo GSZ. Este algoritimo é concebido sob a perspectiva de herdar a
simplicidade e o baixo custo computacional do método do gradiente conjugado. Neste
contexto, uma prova detalhada da andlise de convergéncia global para fungoes nao
necessariamente convexas é apresentada. Ressaltamos ainda a obtencao da taxa de

convergéncia linear para o caso em que a fungao é fortemente convexa.

Palavras-chave: Otimizagao Irrestrita, Busca Linear, Convergéncia Global,

Taxa de convergéncia linear.



Abstract

This work presents a linear search algorithm for unconstrained optimization pro-
blems proposed by Gonglin Yuan, Sha Lu Wei and Zengxi [1], called here by Algorithm
GSZ. This algorithm is designed from the perspective of inheriting the simplicity and
low computational cost of the conjugate gradient method. n this context, a detailed
proof of the global convergence analysis for functions not necessarily convex is presen-
ted. We also emphasize the achievement of the linear convergence rate for the case

where the function is strongly Convex.

Keywords: Unconstrained Optimization, Linear Search, Global Convergence,

R-linear Convergence.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, abordamos um algoritmo de busca linear para otimizacao ir-
restrita que foi proposto por Gonglin Yuan , Sha Lu e Zengxi Wei, em [15]; o qual
denominamos de Algoritmo GSZ, conforme as iniciais dos nomes dos autores. Este
algoritmo esta voltada para os problemas de otimizacao irrestrito, que é denotado da

seguinte maneira:

min f(x) (1.1)

s.a.r € R",

onde a fungao objetivo f : R" — R é continuamente diferencidvel. Procuramos, por-

tanto, se existir, um ponto z tal que f(z) < f(x),V z € R™

A maior parte dos algoritmos de busca linear exigem que d seja uma diregao de
descida. Conforme apresentado em [10], existe uma condigao suficiente para que uma

direcao seja de descida, a saber:

Vi@)'d<o. (1.2)



Existem, na literatura, muitos métodos [8,12] que resolvem (1.1) cumprindo (1.2).
Estes métodos, normalmente, sao iterativos: a partir de um ponto inicial o € R",

geram recursivamente uma sequéncia de pontos {z} € R" pela iteragao:

xk+1:xk+akdk7 k:O,l,Q,'“,

onde x; é o ponto de iteracao corrente, dp ¢ uma direcao de busca e ap > 0 é o

comprimento do passo.

O método do Gradiente puro (ou Cauchy), de Newton, os quase-Newton (por
exemplo: BFGS, DFP) e dos Gradientes Conjugados (GC), sdo exemplos classicos de
métodos que utilizam buscas lineares. A esséncia de cada método esta no calculo de sua
diregao de descida, o que implica diretamente na eficiéncia e convergéncia dos mesmos.
A direcao escolhida no método do Gradiente é a oposta ao gradiente da funcao a cada
iteragdo, ou seja, dp = —V f(xr). Este método é de primeira ordem e globalmente
convergente, porém, possui convergéncia bastante lenta. Por outro lado, o método
de Newton tem boa convergéncia, mas uma das desvantagens é uso de derivadas de
segunda ordem, o que o torna caro. Os métodos dos GC e quase-Newton, por sua vez,
sao mais velozes que o gradiente puro e mais baratos que o Newton, tornando-se uma
boa alternativa para os problemas com velocidade de convergéncia e complexidade
de célculos intermediarios. De acordo com Izmailov e Solodov [5], os métodos GC
e quase-Newton, sao vistos como os mais adequados para minimizacao irrestrita de
funcgoes diferenciaveis. No entanto, quando se trata em resolver os problemas de grandes
porte, o método GC tornou-se uma ferramenta poderosa, devido a sua simplicidade e
sua exigéncia de baixa memoria [8,9]. Sob este aspecto, o método GC com algumas
condigoes de busca linear [3|, tem sido amplamente estudado ao longo dos ultimos anos,

como exemplo veja [13,16,17].

Nesse contexto, faremos um estudo tedrico do Algoritmo GSZ, que foi inspirado

em gradientes conjugados como citado em [15]. Abordamos de forma detalhada as-



pectos de convergéncia global, seguindo a ideia dos autores [15]. O estudo da taxa
convergéncia foi realizado para o caso no qual a funcao é fortemente convexa, cuja de-
monstracao foi baseado em [11]. Vale ressaltar, que as dire¢oes geradas pelo algoritmo
GSZ, além de cumprirem a condigao (1.2), também tém a seguinte propriedade, que é

fundamental na anélise de convergéncia do Algoritmo GSZ:

|ldi|| < c2| [V fil],¥V k> 0,¢2 € (0,1). (1.3)

A fim de obter a conclusao apresentada acima, destinamos o Capitulo 2, as defini-
coes e resultados tedricos bésicos de analise no R", de analise convexa e de otimizacao.

Além disso, apresentamos o algoritmo do gradiente conjugado.

Por fim, no capitulo 3, serao expostos os principais resultados deste trabalho:
supondo a existéncia de solu¢do para o problema (1.1) apresentaremos o Algoritmo
GSZ, descrevendo os aspectos de convergéncia global, bem como a taxa de convergéncia

linear obtida para o caso em que a fungao objetivo é fortemente convexa.



Capitulo 2

Conceltos basicos

Neste capitulo, veremos conceitos relacionados a topologia do espago euclideano,
a anélise convexa e & otimizacao irrestrita, no intuito de esclarecer e fixar a notacao.
Ressaltamos que as demonstragoes dos resultados basicos serao omitidas, entretanto

podem ser encontradas em [10], [12], [7], [4], [5]-

2.1 Resultados de Analise no R"

Defini¢ao 1. O produto interno de x por y é uma aplicagao (-,-) : R* — R que

cumpre as condigoes abairo, para x,y,z € R" e o € R arbitrdrios:

PL1 (z,y) = (y,2);
PL2 (z+y,2) = (z,2) + (y,2);
PL.3 (az,y) = aly, z);

PI.4 2 #0= (z,y) > 0.



Exemplo 2.1. O produto interno candénico do espaco euclidiano R™, o qual € dado por

(T, y) = 1y1 + -+ + TnYn,

onde x = (z1, -+ ,x,) €y = (Y1, ,Yn)-

Defini¢ao 2. A funcao real || || : R — R € chamada norma em um espago vetorial
R™ se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades para quaisquer x,y € R"™ e

aecR

N1. Se xz # 0 = ||z|| # 0;
N2. [Jaz|| = [l ||}

N3. |z 4 yl| < [|]| +[|yl].

A partir do produto interno, definimos a norma euclidiana de um vetor x € R"”

por ||z][* = (z,y).

Proposicao 2.1. (Cap. 1,p. 5, [7])[Desigualdade de Cauchy-Schwarz/ Seja (-, )
um produto interno e || - || a norma por ele induzida. Entdo, para quaisquer z,y € R™,

temos

€z, o)l < [l]] - [yl

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € maltiplo

escalar do outro.

Uma sequéncia em R”™ é uma aplicaggo x : N — R", definida no conjunto
N=1{0,1,2,--- ,n,---}. O valor que essa fungao assume no namero k ¢ indicado com
x), € chama-se o k-ésimo termo da sequéncia. No decorrer deste trabalho, adotamos a
notagao {zy} para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é xy € R™. Uma subsequéncia
de {x;} ¢ a restricio da sequéncia a um subconjunto infinito N' = {k; < ky < ... <

ki < ..} C N. Indicaremos uma subsequéncia pela notagao {w,}.



Defini¢ao 3. Dizemos que o ponto & € R"™ € o limite da sequéncia {x} quando, para

todo € > 0 dado, € possivel obter k € N tal que
kJZE‘:> ||[Ek—ff|| < E.
Neste caso, a sequéncia {xy} converge para T e denotamos por xy — T ou klim T =T.
—00
Definicao 4. Seja f : Q@ — R uma funcao definida no conjunto 2 C R™. Dizemos

que [ € continua no ponto a € 2 quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se

obter 6 > 0 tal que
reQ||lr—all <d=|f(z) - fla)| <e.

Dizemos que f € continua em ) quando é continua em todos os pontos de ).

Definigao 5. Seja f : 0 — R uma func¢ao definida no conjunto 2 C R™. Dizemos
que f é Lipschitz continua em Q quando eziste L > 0 (denominada constante Lipschitz

de f) tal que, para quaisquer x,y € ) tem-se

[f(z) = f(y)| < Lljz —yll.

Corolario 2.1. (Cap.5, p140, [6]) Seja f: Q@ — R uma fungao definida no subcon-
gunto Q0 C R"™. Dizemos que f € continua no ponto a € §2 se, e somente se, para toda

sequéncia de pontos {x} € R", com lim xp = a tem-se lim f(zx) = f(a).
T—00 T—00

Teorema 2.1. (Cap.2, p.27, [10])( Weierstrass) Sejam f : Q@ — R continua e

Q C R"™ compacto nao vazio. Entao existe minimizador global de f em ().

As aproximagoes de Taylor para uma fun¢ao constituem uma das mais impor-
tantes ferramentas em otimizacao. A seguir apresentamos alguns teoremas que serao

importantes no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 2.2. (Cap. 3, p. 123, [7] )( Teorema do Valor Médio) Considere f :
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R™ — R diferencidvel no segmento (x,x+d). Entao, dados x,y € R™ existe um ponto

z no segmento ligando x a y tal que

onde(y — x); € a i-ésima componente do vetor (y —z) € R™.

Observagao 2.1. Podemos escrever a equacao anterior na forma

fly) = f@)=(y—=2)"Vf(2).

Teorema 2.3. (Cap.1, p.22, [10])[Taylor com resto de Lagrange] Considere f : R" —»
R de classe C' e x,d € R™. Se f € duas vezes diferencidvel no segmento (z,x + d),

entdo existe t € (0,1) tal que
1
fla+d) = f@) + V(@) d+ 5d"Vf (@ +td)d

Teorema 2.4. (Cap. 1, p.26, [5/)(Féormula de Newton-Leibnitz) Seja F': R" —
R! uma funcdo continuamente diferencidvel. Entdao para todo x € R™ ey € R™ tem-se

que

F(m—f—y):F(a:)—l—/O F'(x + ty)ydt.

2.2 Conceitos e resultados de Analise Convexa

O conceito de convexidade é fundamental na otimizagao, pois quando os proble-
mas possuem esta propriedade sao mais faceis de resolver. Nesta secao, apresentamos

os conceitos fundamentais e resultados de conjuntos convexos e fungoes convexa.
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2.2.1 Conjuntos e Fungoes Convexas

Os conjuntos convexos constituem o dominio natural para as fungoes convexas,

conforme veremos agora.

Definicao 6. Seja o conjunto 2 C R™. Se, para todo x,y € (), tivermos

ar+(1—a)ye Q, Vael0,]]

entao ) € dito ser um conjunto convezo.

Geometricamente, esta definigdo nos diz que o segmento de reta [z,y]| := {ax +
(1 —a)y:0<a< 1} estd inteiramente contido em €2, sempre que os pontos extremos

x e y estao em (). Na figura ilustramos, um conjunto convexo e outro nao.

Y4

Figura 2.1: Conjunto convexo. Figura 2.2: Conjunto nao convexo.

Definigao 7. (Fungao Convexa) Seja @ C R" um conjunto convero ndo vazio.
Dizemos que a funcao f : @ C R* — R € convexa em ) quando, para quaisquer

z,y € Q e todo a € [0, 1], tem-se

flax+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y).
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Diz-se que f € estritamente convexa quando a desiqualdade acima € estrita para

todox £y ea € (0,1).

Diz-se que f ¢ fortemente convexa em ) com mddulo ¢ quando existe uma

constante ¢ > 0 onde para quaisquer x,y € Q e todo a € [0, 1], tem-se

flaz+ (1= a)y) < af() + (1 - )f(y) — seall —a)lle sl (21)

Observagao 2.2.

(a) Uma funcgao fortemente convexa € estritamente convera, e uma fungao estrita-

mente convexra € convera.

(b) Uma vez que R™ é convexo, dizemos que o problema (1.1) é um problema de mi-

nimizagao convexo quando € f € uma fun¢ao convera em R™.

A seguir veremos uma ilustragao de uma fungao convexa e outra nao-convexa.

&

fw) fy)
f(1—t)z+ty)

(1-0f(=)+tf(y)

(A= t)f()+tf()
f((1-t)x+ty)

i
....................... (P e

“Te)

oy

1- t)ﬁ:+ty Y

Figura 2.3: Fungao convexa. Figura 2.4: Func¢ao nao convexa.

Exemplo 2.2. Seja D C R" convero. A funcao f : D C R" — R € fortemente
convexa com mddulo v se, e somente se, h : D C R"™ definida por h(z) = f(z) —||x||?

€ convexa.
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Primeiramente, note que por hipdtese a fungdao f € fortemente conveza e ||z||* €
fortemente convexa com mddulo um. Sendo assim, a funcao h € uma soma de funcoes
convezas e, consequentemente, uma func¢ao convexa. Reciprocamente, para todo x,y €

D e~ €0,1] temos,

flaz+ (1 —a)y) = h(az + (1 - a)y) +yllaz + (1 — a)y|?

< ah(z) + (1 — a)h(y) +llaz + (1 — a)y|]?

Y

<o (f(z) =l=l]*) + (1 = a) (f () = l*) + vl + (1 - a)y)l]”
4

= af(z) + (1= a)f(y) +7 [[laz + (1 = a)y|[* — allz]* — (1 - )l]yl]*]
4

= af(z) + (1 - ) f(y) +[’|lz — yII* + 2a(z, y) — 2ally|*

+lyll* = allz[]* = 1 = a)llyll]

)
=af(@) + (1= a)f(y) + 7 [*|lz = ylI* + 2a(z,y) — af|z]]* - ally[]’]
U
= af(z) + (1 —a)f(y) + ay [alle = y[I* = ([[2|]* = 2a{z, y) — [[y|*)]
U
= af(x)+ (1= a)f(y) + oy [alle = y||” = ||z — y|I’]
U
= af(z) +(1—-a)f(y) —ar(l = a)llz — yl]”
U
flaz+(1-a)y) < af(@)+ (1 -a)f(y) —ar(l—a)llz —yl[*.

Logo, a funcao f € fortemente convexa.
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Teorema 2.5. (Cap. 1, p. 47, [12]) Sejam Q2 C R™ um conjunto convexo e nao vazio,
f uma fungao convexa definida em Q, o € R. Entao o conjunto de nivel Ly = {x | €

Q, f(z) < f(xo)} € um conjunto convezo.

Dizemos que (1.1) é um problema de minimizagao convexa, quando  C R™ é
um conjunto convexo e f : {2 — R é uma fungao convexa em (2. A importancia da

convexidade ja pode ser vista no seguinte resultado.

Teorema 2.6. (Cap. 3, p. 77, [4] )(Teorema de Minimizacao Convexa) Sejam
Q C R™ um conjunto convexo e f : Q — R uma fun¢do convexa. Entao todo mini-
mizador local do problema (1.1) € global. Além disso, o conjunto de minimizadores é

convexo. Se f € estritamente convera, nao pode haver mais de um minimizador.

Teorema 2.7. (Cap. 3, p 144, [4]) Seja & C R™ um conjunto convexo e aberto. Seja
f:Q — R convexa em ). Entao f € localmente Lipschitz-continua em €2. Em

particular, f € continua em ().

Teorema 2.8. (Cap. 3, p 148, [4]) Suponhamos que a fun¢io f : R* — R seja

fortemente convexa no R™. Entao o conjunto de nivel

Lo={z |z eR", f(z) < f(x0)}

€ compacto para todo x, € R.

Corolario 2.2. (Cap. 3, p 149, [4]) Seja f : R" — R uma fungao fortemente convezra
e Q C R™ nao vazio, um conjunto fechado qualquer. Entao f tem um minimizador em

Q. Se Q € convero, o minimizador € unico.

Teorema 2.9. (Cap. 1, p. 47, [12])(Compacidade do conjunto de nivel de
uma fungao fortemente convexa) Seja f : R* — R wma fungio duas vezes
continuamente diferencidvel em {2 € R", onde {2 é um conjunto convexro nao vazio.

Suponha-se que existe v > 0 tal que

29||d||> < d"V?f(x)d, ¥V x € Ly,d € R"
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Entao o conjunto de nivel Ly = {x € R" | f(x) < f(xo)} € um conjunto convezo

compacto.

Quando uma fungao é diferenciavel, a convexidade admite caracterizacoes que

sao muito uteis para determinar se uma funcao é convexa ou nao.

Teorema 2.10. (Cap. 3, p. 155, [4])(Caracterizagao de Fungoes Convexas Dife-
renciaveis) Sejam 2 C R"™ um conjunto nao vazio, convezo e aberto e f :  C R" —

R uma fungao diferencidvel em €2. Entao as propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A funcao f € convexa em Q.

(b) Para todo x € Q e todo y € €,

fy) > f(@)+ (y—2)" V().

(¢) Para todo x € Q e todo y € (,

(y—2)'Vf(x) =0

Quando f € duas vezes diferencidvel em ), as propriedades acima também sao equi-

valentes a

(d) A matriz Hessiana de [ é semidefinida positiva em todo ponto de 2:

d'V2f(z) >0V deR"

Para as funcoes diferencidveis fortemente convexas, temos critérios que sao ana-

logos aqueles do Teorema 2.10 para as fungoes convexas.

Teorema 2.11. (Cap. 3, p. 16/, [4/)(Caracterizagao de Fungoes Fortemente
Convexas) Sejam Q C R™ um conjunto nao vazio, convexo e aberto e f : Q — R
uma funcao diferencidvel em €2, com derivada continua em . Entdao as propriedades

sequintes sao equivalentes:
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(a) A fungao f é fortemente convexa em € com modulo v > 0.

(b) Para todo z € Q e todo y € ,

F) = f@) + V@) (y— ) +lly — 2

(c) Para todo z € Q e todo y € €2,

(Vi) = V@) (y—z) > 29|y — |

Quando f é duas vezes diferencidvel em (), as propriedades acima também sao
equivalentes a

(d) A matriz Hessiana de f é definida positiva uniformemente em todo ponto de €2, i.e.,
VaeQ, dVif(z)d>2v||d|]*? VdeR"

Demonstrag¢ao. Primeiramente, mostraremos que (a) < (b). Seja h : Q — R, definida
por

h(z) = f(x) — 7ll2*|| onde v > 0.

Pelo exemplo (2.2), vimos que h(z) é convexa < f(x) é fortemente convexa em ) com

modulo v > 0. Agora, note que

h(z) = f(x) — 4]|2?| & convexa
& h(y) > h(z) + Vh(z) (y — ), Vo,y € Q
& fly) =Wl = f@) =] + (V@) = 292)" (y — )
& fly) = f(2) + V(@) (y = 2) + (V1] = A2 = 29(2) " (y - 2))

& fly) = fla) + V@) (y—z) +9llz —yl]?

Concluimos assim que a < b. A seguir mostraremos que a < c¢. Agora, note que f é
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fortemente convexa em 2 com moédulo v > 0, se e somente se,

h(z) = f(x) — v||2*|| é convexa em
&(Vh(y) = Vh(z)) (y — ) 2 0, Yo,y € Q
& ((Vf(y) = 2v) = (Vf(x) = 292))" (y —2) 20, Yo,y € Q

& (Vi) — Vi) (y—2) > 29|y — =|)* Yo,y € Q.

Mostraremos agora que (a) < (d). Suponhamos agora que f seja duas vezes diferen-

ciavel em €2 com moédulo v > 0, se e somente se,

h(z) = f(z) — 7||2?|| é convexa em
=dV2h(x)T(d) >0, Yo,y € Q
ed (V2f(z) = 291)" d >0

©dV? fh(z)" (d) > 2v]|d|[*.

2.3 Conceitos e resultados de Otimizacao

Nesta se¢ao nossa atencao esta voltada para alguns fatos bésicos de otimizacao,
que serao necessarios ao longo deste trabalho. Algumas referéncias para este capitulo
sao [12], [10], [4] e [8], onde é possivel encontrar as demonstragdes omitidas, como

também, as demais defini¢goes aqui apresentadas.
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2.3.1 O problema de otimizagao

Vamos considerar aqui o problema

min f(x)

s.a. r € R",

onde a funcao objetivo f : R — R é continuamente diferenciavel.

Definicao 8. Seja a funcao f : R — R. Dizemos que T € um minimizador local do

problema (1.1), se existe § > 0, tal que

£(@) < f(z), Ve B(0). (2.2)

E dizemos que T é minimizador global do problema (1.1) se

£(@) < f(z), Y zeR™ (2.3)

Se as desigualdades (2.2) e (2.3) forem estritas, entdo serd chamado, respectivamente,

de minimizador estrito local e minimizador estrito global.

Defini¢ao 9. Dizemos que v € [—00,+00) definido por

v = inf f(z) (2.4)

z€R™

¢ o valor dtimo do problema (1.1).

Uma funcao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo do
problema é sempre o mesmo. Em seguida veremos condigoes que garantem a existéncia

de solugao global para o problema (1.1).

Teorema 2.12. (Cap.2, p. 27, [10])(Weierstrass) Seja f : R — R continua e

2 € R", onde {2 compacto nao vazio. Entao existe minimizador global de f em €).
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Corolario 2.3. (Cap.2, p. 28, [10]) Sejam Q@ C R™ e f : Q@ — R continua no conjunto
Q. Suponhamos que existe a € R tal que o conjunto de nivel L(«) seja nao vazio e

compacto. Entao o problema de minimizar f em Q possui uma solugao global.

Veremos a seguir as condi¢oes que devem ser satisfeitas quando um z € R"™ dado
¢ minimizador (local) do problema (1.1). E as condi¢oes que garantem que um ponto

¢ minimizador local do problema.

Teorema 2.13. (Cap.2, p. 29, [10])(Condicao de otimalidade no caso irrestrito)

(a) Suponhamos que a fungio f : R™ — R seja diferencidvel no ponto & € R™. Supo-

nhamos também que T é um minimizador local do problema (1.1). Entao

Vf(z)=0.

(b) Se f € duas vezes diferencidvel no ponto & € R", entao além de (Teorema 2.11 (a))

tem-se que a matriz Hessiana de f no ponto T € semidefinida positiva, isto €,

d'Vf(z)d>0 VdeR"

Suponhamos que f: R" — R seja duas vezes diferencidvel no ponto T € R".
(c) Se z € R" satisfaz o item (a) e se a matriz Hessiana de f em & € R™ € definida
positiva, isto €, se

d'Vf(z)d >0 VdeR"

Observacgao 2.3. Um ponto x € R" que cumpre a condi¢ao (Teorema 2.11 (a)) € dito

ponto critico ou estaciondrio do problema (1.1).

Observagao 2.4. Para um problema de programagao convexo irrestrito diferencid-
vel () é um conjunto convexo e f uma fun¢ao convexa e diferencidvel), a condi¢ao

(Teorema 2.11 (a)) € necessdria e suficiente para otimalidade do problema.
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Exemplo 2.3. Seja f : R — R, f(z) = z®. Essa funcao satizfaz a deigualdade
(Teorema 2.11 (b)) no ponto T = 0, mas este ponto nao é minimizador local do pro-

blema 1.1.

ftx=x’

P

L}

=]
e

/

Figura 2.5: O ponto £ = 0 nao é minimizador local de f.

Exemplo 2.4. Seja f : R — R, f(z) = z*. Essa funcio satizfaz a deigualdade

(Teorema 2.11 (c)) no ponto T = 0, mas este ponto é minimizador local do problema

(1.1).

Figura 2.6: O ponto Z = 0 é minimizador local do problema (1.1)

2.4 Meétodos de descida

Definicao 10. Considere uma func¢ao f : R® — R, um ponto T € R" e uma dire¢io
d € R"\ {0}. Dizemos que d é uma diregao de descida para f, a partir de T, quando

existe § > 0 tal que f(T + ad) < f(z), para todo o € (0, 6)

Apresentamos abaizo uma condi¢do suficiente para uma diregao ser de descida.

Teorema 2.14. (Cap.2, p. 47, [10]) Se V f(zx)"d < 0, entdo d é uma diregao de

descida para f, a partir de x.

Quando n = 2 ou n = 3, geometricamente estamos dizendo que as direcoes

formam um angulo obtuso com V f(zy) sdo de descida. Veja a figura
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Figura 2.7: ITlustracao do Teorema 2.14.

2.4.1 Busca inexata - condicao de Armijo

A condicao de Armijo é definida pela seguinte desigualdade:

f(l'k -+ Oékdk) S f(.??k) -+ UlOéka(l'k)Tdk (25)

onde o7 € (0,1). Em outras palavras, a condigao estabelece que redugao na fungao

objetivo deve ser proporcional ao comprimento do passo aj e & derivada direcional

Geometricamente, o conjunto admissivel para a condicao de Armijo consiste de
todos os comprimentos de passos « tais que o valor da imagem do ponto x; + dj esteja

abaixo da reta l(a) = f(zy) + aoV f(xx)T di, conforme mostrado na Figura 2.2.

Na figura 2.2 consideramos a fungao ¢ : [0, 00) — R dada por p(«) = f(x) +di)
e p como sendo o polinémio de Taylor de primeira ordem em torno do ponto o = 0,

também chamada de modelo linear que é dada por

pla) = ¢(0) +¢'(0) = f(zx) + aV f(zr)'d
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fixy)

Figura 2.8: Interpretagao da condi¢ao de Armijo

. Assim, podemos escrever a relagao 2.5 como
©(0) + ¢(a) = f(zx) + flzx + ad) = o (p(0) — p(e))
. Note também que na Figura 2.8 que a reta [(«) é dada por

l(a) = f(xx) + oaV f(zx)" dy

2.4.2 Algoritmo dos gradientes conjugados (GC)

O método geral do gradiente conjugado é projetado para resolver o problema
(1.1). De acordo com Nocedal [8], sua primeira vertente foi proposta, pra problemas
lineares, por Hestenes e Stiefel em 1950 como um método iterativo para resolver sis-
temas lineares com o coeficiente de definida positiva matrizes, que é bem adequado
para a resolucao de grande problemas. Ja o primeiro método do gradiente conjugado
nao-linear foi introduzida por Fletcher e Reeves na década de 1960. Ao longo dos anos,

muitas variantes deste regime inicial ter sido proposto, e apresentamos uma delas neste
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trabalho, no préximo capitulo.

As principais caracteristicas deste método é que sao mais rapidos do que o método
do Gradiente e por nao necessitarem de armazenamento de matriz, o custo computacio-
nal torna-se menor do que os métodos de Newton. Outra caracteristica deste algoritmo
¢ que minimizam uma func¢ao quadratica definida em R™ usando no méaximo n passos.
Porém, umas das propriedades notéaveis deste método é a sua capacidade de gerar, de
uma forma muito econdémica, um conjunto de vetores com uma propriedade conhe-
cida como dire¢oes conjugadas ou A-ortogonais. Diz-se que os vetores de um conjunto
{di,ds,- -+ ,d,} nao nulos do R" com m < n s@o A-ortogonais ou conjugados com

respeito a matriz simétrica definida positiva A se

dl Ad; =0, Vi # j

Note que, no caso particular onde A é a matriz identidade, vetores A-conjugados
sao ortogonais no sentido usual. No caso geral, pode -se provar a independéncia linear

de vetores A-conjugados, por exemplo veja [10].

e O Algoritmo

Algoritmo GC (Algoritmo do Gradiente Conjugado)

Inicializagdo. Dado xy € R™, faga dy = —V f(xp),
k:=0

Enquanto ||gx|| # 0 fazer

1= V@) d
" (dy)T Ady,

2 Tet1 = Tk + tkdk

3 By = (dp)" AV f(2411))
b (di)T Ady,

4 dis1 = =V (@) + Brldi). Faca kb =k + 1.
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e Obtendo

Considere o seguinte problema

1
min g(x) = ExTAx +b'z+e, xz€ER" (2.6)

onde A € R™" & uma matriz simétrica definida positiva, b € R™ e ¢ € R. Assim, dado

2% € R", defina d° = —V f(2°) e, para k =0,1,--+ ,n — 2,

dk+1 — —Vf($k+1) +/8kdk7

B Vf(iUk)Tdk

k+1 _ ok koo
onde z"tt = 2% + t,.d", t, = ()T AT

e 3 calculado de modo que d* e d**! sejam
A-conjugadas:

(d"TA(=V f(@*H) + Bpd") = (d°)T Ad*H =0,

o que fornece

(@) A=V f (")
(d*)T Ad*

B =

Outras formas de calcular este coeficiente foram posposto por Daniel, e Polak e

Ribiére e Fletcher e Reeves, respectivamente, é dada por

(di)" AV f(2441))
(di)T Ady,

B =

PRP _ Vf(ka)T(Vf(ka) — Vf(zy))
‘ IV f (i) [I?
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rr_ IV @)
S 2NN

Tais expressoes tém a vantagem computacional de utilizar apenas produto de ve-
tores e coincidem no caso quadratico. Atualmente, a formula considerada mais eficiente

a partir do ponto de vista da computagao ¢ o BE1F [8,9)].

Assim, a dire¢ao de busca do método do gradiente que sera usada no Algoritmo

GSZ tera a seguinte forma,

—Vf(.il?k.H) + 5PRPdk, se k>1
dpr = g (2.7)
—Vf(rg, se k=0



Capitulo 3

Algoritmo de Yuan, Lu e Wei

Neste capitulo apresentamos o resultado principal deste trabalho, onde iniciamos
descrevendo o esquema geral do Algoritmo GSZ abordado em [15]. Este algoritmo é
proposto para resolver problemas do tipo (1.1), sob a perspectiva de herdar a simplici-
dade e o baixo custo computacional do método do gradiente conjugado. Em seguida,
apresentamos na Secao 3.2 um estudo detalhado da anélise de convergéncia do algo-
ritmo. Além disso, veremos na Segao 3.3, que se a f for fortemente convexa, entao

teremos taxa de convergéncia linear.

3.1 Algoritmo GSZ

Nesta se¢ao, por simplicidade, usaremos a notacao V f; para denotar o gradiente

de f em xy, isto &, V fi, = V f(xy).

26
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Algoritmo GSZ

1: Escolha um ponto inicial zy € R™ e constantes

1
0<e<l, 0<01<§, o <09 <1,

Tome dy = =V f(z0), k := 0.

2: Se ||V fi|]| < e, PARE; caso contrario va para o passo 3.

3: Calcule o comprimento de passo oy, através de busca linear. Faca xx1 = zp + apdi.

4: Se ||V fr+1|| < € PARE; caso contréario va para o passo 5.

5. Calcule dj1,

—Vfi+ BEEPdy, se k>1
dk+1 =
-V fx, se k=0

VAV frsr — V k)
onde ﬁfRP _ k41 ||vf;r||2

6: Calcule a nova direcao,

. Va para 6.

0 kaTJrld;cH

TVl }Vf‘f“ Ve

/ y* vfk 1 *
onde d, , = HHI;L’HHHdk JerHdkH, Sk = Tkt — Thy Yp = Ve — Vi e |[yill =
+

max{||sk||, |||vx||}. Faga k := k + 1, e va para o passo 3.

A fim de assegurar a convergéncia do Algoritmo GSZ a uma solu¢ao do problema
(1.1), é necessario escolher ndo apenas passos apropriados, mas também dire¢oes ade-
quadas. O Lema, a seguir, garante que as diregbes dj, obtidas pelo Algoritmo GSZ séo

direcoes de descida.

Para obtermos os resultados desejados, atribuimos duas condi¢oes necessérias a
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funcao f:
(A1) A funcao objetivo f é de classe C* e limitada inferiormente no conjunto de nivel

Lo={zeR" | f(z) < f(z°)}

(A2) O gradiente Vf ¢é Lipschitz continuo em um conjunto aberto e convexo €2 con-

tendo Ly, isto é, existe L > 0 tal que

IVf(2) =Vl < Lllz —yll,  Vay e
Observagao 3.1. As hipdteses (A1) e (A2) sao padroes em andlise de convergéncia.

Lema 3.1. Considere a sequéncia {xy} gerada pelo Algoritmo GSZ, independente de
qualquer critério de busca linear. Suponha que a hipdtese (A 2) seja satisfeita . Entdo

existem numeros positivos c1 e cy tais que

(i) Vfide < —cil[Vfil[?, ¥V k>0, e € (0,1);
(i1) ||d]| < e2||Vll,Y k>0, co = 2maz{l,L} + 1, onde L > 0 € a constante de

Lipschitz.

Demonstragao. Para k = 0 sao validos (i) e (i1), trivialmente. Agora, suponhamos

k > 1. Pelo passo 6 do Algoritmo GSZ, decorre que

Vflzﬂ+1d;€+l

N =d + min | 0, —
e ( IV SE ]

)vﬁﬂ v, G.)

. /! . . .
Para provar (i), o produto V f,  d, ., deve ser considerado nos dois casos seguin-

tes:
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caso 1: Se Vfl. d, , <0entdo —VfL d,.; >0, daf (3.1) & reescrita como segue,

dljcv—i-l = d;c+1 — V frs1-

Tomando o produto interno com V f; 1 pela esquerda na igualdade acima temos,

ViGadie = Viadey = IV fenlP < =1V fenl. (3.2)

: o Viidy Viinden
caso 2: Se VfL d_ ., >0, entdomin | 0, ——=t L | — 28t %l Neste caso,

( VI VI

em (3.1), verifica-se que
, VL. d,
Ay = dyyy — o k+21 Vi1 — Vi (3.3)
IV frosall

De modo analogo, tomando o produto interno com V fi,1 pela esquerda em ambos os

lados da igualdade (5.3) tem-se,

vfg#—ld;ﬁ—l-l

T h Vel = IV finl = =V fenl P (34)

Vfg+1dév+1 = vf}?—&-ld;c—&—l -

Em ambos os casos, observamos que V fL dy,; < —||V fi41|[®. Assim, tomando ¢; €
(0,1) chegamos ao resultado desejado, o item (i). Agora, sera feita a verificacao do

item (i), para tal, considere o passo 6 do Algoritmo GSZ, isto é,

vflg;ld;v%l

dN, =d,., +min 0, —/—/—=
k+1 k+1 { ||vfk+1||2

} vfk—i—l - vfk+1-

Tomando a norma e utilizando a Desigualdade Triangular na equagao anterior obtemos,

vflglrld;ﬁrl

dN — —
|| k:+1“ ||vfk+1||2

d;€+1+min{0 , }vfk+1_vfk+1

< ||dk+1||+ - ||ka+1||2

: VfEad,
mm{O, MH IV el + IV el (3.5)



30

Decorre da defini¢io de d,, 41 que

" |[85]| [|dr-s1]] [k
max {||sx||, ||V -V
|[s5]|
Note que em (3.6), se max {|[sll, ||V far1 — Vfill} = |[skll entao [|d || = |V frsal]-

Agora, caso o maximo seja ||V fyx11 — V fi||, usando (A 2) segue que

L[skl|

| djoal| < W\Wfkﬂ“ = L[|V fital|
Assim,
lldy i || < max{1, L}|V fisal| (3.7)
< : : Vi :
Entao em (3.5), se tivermos min < 0 ,—W = 0, ao combinarmos com (3.7)
k+1

obteremos

AN || < Ny ||V i < max{1, L}V fora||[#||V frsa|| = (max{1, L}+1)[|V fira].

VL.,
Ainda em (3.5), se 0 min = —ﬁ, combinado com (3.7) tem-se que,
k+1
/ IV feaall lldy il
||d]kv+1H < Hdk+1|| + vak+1|’2+1 ||vfk+1H + vak—HH

= 2||dj || + [V fisal| = (2max{L, L} + 1|V fis]

Portanto, basta tomarmos ¢, = (2max {1, L} +1) e o passo 7 do Algoritmo GSZ para

obtermos o resultado desejado.

A observagao, a seguir, € uma consequéncia imediata do Lema 3.1. Tal proprie-

dade tera um papel importante em nossa analise de convergéncia.
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Observacao 3.2. Se existem constantes positivas ¢ e ¢a sob as mesmas condigoes do

Lema 3.1, entao existe T > 0 satisfazendo a hipdtese direcional. Vejamos,

Do item (7), segue que —V fldr > ¢||V f3||* donde

V fiEd
—r=r o Nkl = el |V fil .
IV fell |l dg]]
. |V fxl| 1 _ . - .
Por (i) temos que TEAI > —. Entao utilizando este resultado na equacgao acima
k C2

concluimos que

Vild o VA _a

— =~ C1 == s (38)
IV il ldxcl] ldel] e
Entao, para todo k, fazendo 7 = = > (), chegamos ao nosso resultado,
Co
V i di
- 2>7 >0, Vk eN. (3.9)
IV fell [dx]|

3.2 Convergéncia global do Método GSZ

Nesta secao faremos um estudo detalhado do teorema de convergéncia global do
Algoritmo GSZ, seguindo a proposta dos autores, os chineses Goglin Yuan, Sha Lu e
Zengxin Wei em [15]. Para efeito didatico discutimos suas variagoes segundo os critérios

de Busca Linear Exata, Goldstein e Wolfe.

3.2.1 Algoritmo GSZ com Busca Linear Exata

Nesta subsecao apresentamos o Algoritmo GSZ satisfazendo a condi¢ao de busca
linear exata, ou seja, buscamos um comprimento do passo ay, o qual sempre existe,

satisfazendo a seguinte condicao
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e

Figura 3.1: Busca linear exata.

isto é, oy é uma solucao do problema

p(ax) = min p(a)

a>0
onde p(ag) : Ry — R, (o) = f(ax + ondy).

Em seguida, mostraremos que a sequéncia gerada pelo algoritmo Algoritmo GSZ
com busca Linear Exata, converge para o minimizador da fungao objetivo, caso exista

algum.

Teorema 3.1. (Teorema de convergéncia global) Suponhamos que f satisfaca as
hipotese (A 1) e (A 2). Além disso, suponhamos também que xy € R™ e dj, € R™ estao
sob as condicoes do Lema 3.1. Assumimos que ay € definido pelo critério de busca
linear exata (3.10). Entdo as sequéncias {on}, {di}, {zx+1}, {Vfes1} geradas pelo
Algoritmo GSZ satisfazem

lim ||V ]| = 0. (3.11)
k—o0
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Demonstragao. Consideremos uma iteragao de indice k e que oy, ¢ a solugao de (3.10).

Tomemos ainda, um o qualquer

— 0 < < = 3.12
AT VA FATE (3.12)

Pela defini¢do de minimizador tem-se que f(xp + apdy) < f(zx + ajdy), pelo Teorema

do Valor Médio com resto integral [x], existe um ¢ € (0,1) de tal modo que

f(oe + ardy) — far) < flag + agdy) — o) = /0 V f(xy + tagde) " (ogdy)dt

Ao subtrairmos o}V f(x;)" di, em ambos os lados da equagao acima, usando a desigual-
dade de Cauchy-Schwartz, o fato de que o gradiente é Lipschitz continuo com constante

L, temos

1
f(ZL‘k + O./kdk) — f(l‘k) - oz;;Vf(xk)Td S / [Vf(l‘k + t()é;;dk) — Vf(l’k)Td]T(Oéde)dt
0

1

< / IV f 2k + tody) = V f (z)]I] |[(oxdy)|dt

0
1
< [oif lluliL [ tat
0
1 *

= ;L )2 d 2 (3.13)

Podemos escrever esta relagao como
1
fla + apdy) — f(ax) < gV fidy + QL(Of")2||dk||2 (3.14)

Notamos que, se dj, é uma diregio tal que V f(x;)Td, < 0, pela esquerda de (3.12)

usando propriedade de modulo e algumas manipulagoes algébricas obtemos

1|V fEdy| 1 (—Vdek ?
aVix)d, < ="V flx)Td, =—— [ —2E= 3.15

Por outro lado, em (3.12), ao elevarmos (aj) ao quadrado e multiplicarmos toda a
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inequagao pelo termo (L/2||dy||?) obtemos

L
S ()Pl d? <

2 Bl - 2 (At 3.16)

T 2L ldil2 250\ ||yl

pela direita, onde consideramos a propriedade de modulo e o fato que (VfFdy)? =

(=V fldy)? para obtermos a igualdade. Combinando (5.14), (5.15) e (5.16) temos

(=Y, 2 (=Y
[y + apdy) — f(zr) < _5_L( | dg|| ) +25L( ||dy]] )

3 <—kaTdk)2
250\ ||d]l

Em particular, isto mostra que f(xg+aydy) < f(zg) e como k foi arbitrario, concluimos

que a sequéncia {f(xy)} é monoétona decrescente para todo k& € N. Podemos escrever

a relagao obtida acima do seguinte modo

—Vldp\
f(zr) = flzre) = bo (ﬁ) V k. (3.17)
3
onde dp = —— é uma constante positiva que é independente de k.

25L

Em seguida, consideramos a soma dos k primeiros termos desta sequéncia, obtemos

k—1 k-1 7/ Td. 2
Flao) = flaw) = Y [F(x) = )] 2 80 ) (%) (3.18)

Jj=0

Sabemos que f; é mono6tona, além disso, é limitada inferiormente, entao {f(zx)} con-

verge para o infimo. Logo, usando o critério de comparacao de série, ao fazermos
Vf}d, 0
Y
Id I

Z( Tﬁ’d’“) < 4o0. (3.19)

k=0

k — oo segue que

[
o
b N
MH

ou seja, temos que
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Observamos que a condigao (3.18) implica, pela condigdo necessaria de convergéncia

T 2
Vi dk) = 0. Logo,
||l

de séries que lim | —
k—o0

0= 00 e~

(~Vid)? (_Vf,fdk

: 2
] ) > lim (7[|VAl)* = (lim 7/[Vill) (320)

onde a primeira desigualdade vem mediante uso do Lema 3.1. Ora, por (3.9) temos

que 7 > 0 e portanto, usando também a propriedade de norma, segue que
k—o00

Assim, se Z é um ponto de acumulac¢do de {xj}, a continuidade de Vf implica que
Vf(z) = 0. Resulta que T é minimizador de f. Isto ¢, todos seus pontos de acumulagao

sao solugoes de (1.1). O

3.2.2 Algoritmo GSZ com o critério de Goldstein

Nesta subsecao apresentamos o caso em que o Algoritmo GSZ utiliza o compri-
mento de passo «ay, calculado pelo critério de Goldstein, que consiste em encontrar um

comprimento do passo oy que satisfaga as seguintes desigualdades,

[k + ogdy) — flag)
=T AV T, S (3:21)

01

. : 1 .
onde x; € R", d, € R™ é uma direcao de descida, e 0 < 07 < 5 01 < 09 < 1 sao
os parametros dados. Equivalentemente, os critérios de Goldstein podem ser expressas

CcOomo:

fxy 4+ awdy) < f(xg) + o1,V f (21) " dy,

f(l‘k + Oékdk) Z f($k> -+ O'QOéka(l’k)Tdk (3.22)
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A primeira desigualdade é a de Armijo, i.e., (2.5), ela garante o decréscimo suficiente
da funcao objetivo. A desigualdade (3.22), conhecida como condi¢ao de curvatura, é

introduzida por este critério para evitar passos curtos demais.

Em seguida, mostraremos que a sequéncia gerada pelo algoritmo Algoritmo GSZ

com critério de Goldstein, converge para o minimizador da fungao objetivo.

Teorema 3.2. (Teorema de convergéncia global)

Suponhamos que f satisfaz as hipdtese (A 1) e (A 2). Consideramos uma dire¢ao
de busca d, € R™ que satisfacam o Lema 3.1 e o oy, obtido pelo critério de Goldstein,
3.21. Entao as sequéncias {ag}, {dr}, {xri1}, {Vfii1} geradas pelo Algoritmo GSZ
satisfazem

lim ||V f|| = 0. (3.23)
k—o00
Demonstragao. Para todo k € N temos, de (3.22), que
OékUgi({Ek)Tdk < f(l'k + Oékdk) — f(l‘k) (3.24)

Agora, pela diferenciabilidade de f e usando o Teorema do Valor Médio com resto

integral (ref) obtemos

f(l‘k —|— Oékdk) — f([)?k) — ()thf(ZL’k)Tdk = /0 [Vf(l’k + Gkakdk) — f(Ik)]T (Ot]cdk)dek

onde 0 € (0,1). Agora, os argumentos sao semelhantes aos usados na prova do Te-
orema 4.1 na (p.33), pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e por (A 2), verificamos

que

1
(@ + andy) — f(an) < 0V f(ae)Tde + / V(e + Orerndy) — ()" (ands)dby
0

L
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Combinando (3.24) e (3.25), obtemos

L
O’QOéka(l'k)Tdk S Oéka<$k>Tdk + ELOészkHQ,

ou equivalentemente,
T L., 2
(0'2 — 1)Qka($k> dk S §Lak||dkH .

Dividindo ambos os lados da inequagao acima por «y > 0 , usando o fato que d; é uma

dire¢@o de descida e —(1 — 09) = (092 — 1), obtemos

2(1 — 02) (=Vf (k)" di)
L || ?

ag = >07

com o1 < 09 < 1. Dai, ao multiplicarmos ambos os lados da desigualdade acima por

o1(=V fldy) > 0 segue que

2(71(1 — 02) (—Vf([Ek)Tdk)
L |||

—Jloszfdek Z (—Vf([L‘k)Tdk)

E pela hipotese (5.21), temos que

201(1 — 03) (_ Vf(x’f)Td’f)Z.

flaw) = fzg + apdy) > i o]

201(1 —
Fazendo §; = M > (), podemos reescrever esta inequacao da seguinte forma,
V() de\
fax) = fzr + ardy) > 6y <—J;|<§k’)|2 k) ;
k

ou seja, a sequéncia {f(xy)} é mondtona decrescente. Além disso, é limitada inferior-

mente, portanto convergente. Como ja foi visto na Secao 3.1, ao somarmos a expressao
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acima para todos os indices menores ou iguais a k, obteremos que

g T 7\ 2
floo) = fla) 26> (W)

J=0

Assim, o termo geral desta série sera convergente devido o lado esquerdo da inequagao

acima ser convergente, onde isso implica que

- (Mf o

k—so00 || k||

Consequentemente teremos (3.23), ao usarmos o corolario Lema 3.1.

3.2.3 Algoritmo GSZ com o critério de Wolf-Powell

Nesta subsegao, apresentamos o Algoritmo GSZ baseado nos critérios fraco e forte
de Wolf-Powell, nos referimos a este critério como (WWP) e (SWP), respectivamente.
Dados um ponto z, € R", uma direcao de descida d € R™, e parametros o, e o5 tais
que 0 < 01 < > 01 < 09 < 1 queremos encontrar um comprimento do passo aj que

satisfaca, simultaneamente, as condigoes

fz 4+ andy) < f(zy) + o1,V f(z1) " dy,

Vf(ZL‘k + akdk)Tdk Z O'QVf(:L‘k)Tdk (326)

As condigoes de decréscimo suficiente (Armijo, 2.5) para a func¢do objetivo e de curva-

tura (3.26) s@o conhecidas como critério fraco de Wolfe-Powell (WWP).

O critério de Wolfe-Powell, denominadas fortes (SWP), requerem que oy, satis-
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p(a)

fixy) .

Figura 3.2: Conjunto admissivel pelas condicoes WWP

faca simultaneamente as desigualdades

fxy 4+ awdy) < f(xy) + o1,V f (21) " dy,

|Vf(xk + Oékdk)Tdkl S O'Q‘Vf(l‘k)Tdk‘ (327)

onde 0 < 07 < %, o1 < 09 < 1. Com a condicao de Armijo dada na primeira
desigualdade, o critério tende a eliminar os comprimentos de passos que estao proximos
aos maximos locais, embora isto nem sempre aconteca. A representacao das condigoes
fortes de Wolfe é dada na Figura (3.3). A prova de que existem tamanho de passos que

satisfagam as condi¢oes de Wolfe pode ser encontrada em Nocedal [§].

Em seguida, mostraremos que a sequéncia gerada pelo algoritmo Algoritmo GSZ
com critério de Wolfe-Powell, converge para o minimizador da funcao objetivo. Res-
saltamos que o enfoque da demonstracao do Teorema a seguir sera para o caso em que
o comprimento de passo ay é obtido através do critério (SWP), uma vez que o caso

(WWP) demonstra-se de forma anéloga.

Teorema 3.3. (Teorema de convergéncia global)

Suponhamos que f satisfaca as hipdteses (A 1) e (A 2) e que dy satisfaca as as
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Figura 3.3: Conjunto admissivel pelas condi¢goes de SWP

hipdteses direcionais do Lema 3.1. Assumimos que oy, € definido por um dos critérios de
Wolfe-Powell, (SWP) ou (WWP). Entao as sequéncias {cay}, {dr}, {zxs1}, {V i1}

geradas pelo pelo Algoritmo GSZ satisfazem

IV fill = 0. (3.28)

lim
k—o0

Demonstracao. Consideremos que o comprimento do passo oy esta sendo calculado
pelo critério (SWP). Da segunda condi¢ao de (SWP), (3.27) e usando o fato de dj,

ser uma direcao de descida, temos que

Adicionando o termo —V f(x;)Td; em ambos os membros da desigualdade acima ob-

temos
(Vf(ap + awdy) — Vf(zi) die > (02 — 1) (Vf(ar)Tdi) = (1 — 02) (= V f ()" dy).

Enquanto que a condigao Lipschitz (A 2) e a desigualdade de Schwartz implicam, para
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todo k € N, que

(Vf (2 + odi) = V(@) de < | (Vg + ardy) — Vf(zp)" dyl
< |V f(wr + ardr) — V f(z)]]]]|dr]|

< Lay||di||?

Combinando as duas relacoes acima, obtemos:

(6773

(1 —09) [ Vf(x)"dy
S ( el P )>0'

Substituindo esta desigualdade no primeiro critério de Goldstein, (2.5), verificamos

_ T 2

0'1(1 — 0'2)

onde 0y = > (. E a partir daqui, prosseguimos de maneira similar & prova

do Teorema 4.1. E assim obtemos o resultado desejado, isto é, (3.28).

Em suma, temos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo GSZ independentemente
do critério de busca linear (Exata, Goldstein ou Wolfe-Powell) convergira a uma solugao
do problema (1.1). A vista disso, apresentamos a taxa de convergéncia do algoritmo

na proxima secao.

3.3 Taxa de convergéncia

Nesta se¢ao apresentamos a taxa de convergéncia do Algoritmo GSZ ;| baseado
em [11], reescrito com detalhes adicionais. Salientamos que o enfoque das demonstra-

¢oOes nesta subsecao serao as fungoes fortemente convexas. Para isto, a funcao f deve
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satisfazer, além de (A 1) e (A 2), a seguinte condi¢ao:

(A 3) f ¢ uma funcao de classe C? e fortemente convexa em 2 C R™ um conjunto

convexo e aberto.

Apresentamos agora, um resultado auxiliar que seré essencial na prova do resul-

tado principal, Teorema 3.4.

Lema 3.2. Suponha que f satisfaz (A1), (A2) e (A3) e existem 0 < m < M tal
que

m||d|]? < A"V f(x)d < M||d||%, ¥ z,d € Q" (3.30)

Entao f tem um tnico minimizador x*, e as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) gmlle = IIP < f(2) = fa*) < GMlJe = 2|2, ¥,y €9
(i) Mz =P > (VF() = V7)) (e ) > mlle — |, ¥ r,y € O

(iii) M|z — z*||*> > Vf(2)(x — 2*) > m||lz — 2*|]?, V2 € Q

() Mljz —2*|| = [[Vf(@)|| = mllx —2*[| V 2 ©
Demonstragao. Pelo Teorema 2.11 (b) temos

%mllw — 2P <mllz — 2" + (f'(2"), & — 2") < f(z) - f(27)

Por outro lado, fazendo y = x* + d no Teorema 2.3 segue que

F) = Fa) = VI d+ Sy =2 ) Aty =) (= )

Como y —z* € Qe x* +t(y — x*) € 2 usando a desigualdade do lado direito de (3.30)

mlly — @l < 2mfz —y|* < (Vf(2) = V@) (@ —y) < V(@) = VI@)llz —yll < Mz -yl
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E assim segue a afirmacdo (7). Agora, verificarmos o item (4i). Pelo Teorema 2.11 (c),

temos que V f é uma funcao uniformemente mondtona, logo,

mlle =yl < (Vf(2) = V) (v —y) < [(Vf(z) = Vi) (= —y)]
<|[IVf(z) = VIl llx =yl

< M|z =yl llz —yll = M|z —y[]*. (3.31)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a hipotese (A 2) e o item (3.30) para
obtermos o lado direito da desigualdade acima. Ao considerarmos na equagao (3.31),

y = x*, no qual z* é minimizador local de f, teremos de imediato o item (i),
M|z — z*||* > Vf(2)" (x — %) > m|jx — 2*||?, Vel (3.32)

Além disso, se aplicarmos a desigualdade de Cauchy-Schwartz na equagao acima, ob-

temos

mllz —2*|* < Vf(2)"(z — 2") < [Vf(2)" (2 — ")

<IVf@llz -2 < Mllz = ™|, Va2eQ
e dividindo por ||z — z*|]* > 0, temos que
M|z —z*|| 2 [[Vf(2)l| =2 mllz — 27|,  Vzel

e assim chegamos & quinta relacdo, i.e, ao item (iv).

Demonstraremos a seguir o principal resultado desta se¢ao, a convergéncia linear

do Algoritmo GSZ.
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Teorema 3.4. Suponha que valem (A 3), (A 2) e (A 1). Sejam {ar}, {dr}, {xri1} €
{V fx} sequéncias geradas pelo Algoritmo GSZ sob qualquer busca linear (exata, Golds-
tein, SWP ou WWP). Entao a sequéncia infinita {xy} converge linearmente para x*,

onde x* unico ponto estaciondrio de f.

Demonstrag¢ao. A partir da iteragdo xpi1 = ) + agdg e sob qualquer busca linear,

vimos na Se¢ao 3.2 que existe um ntmero positivo § tal que

~FTdN\?
fo— fr1 >0 <M) Vk. (3.33)
|||
Manipulando algebricamente o lado esquerdo da desigualdade acima, obtemos
~VIEdN VP ~Vid: \
oz 6 (D) S P Ly T AT
" ldill ) IV AL NIV Al Tl
Assim, temos que
fe = i1 = 0T2||V il P > 672m?| |z — 27| |2, Yk, (3.34)

onde usamos o Lema 3.1 para obtermos a primeira desigualdade e o item (iv) do

Lema 3.2 para obtermos a segunda desigualdade.

Por (A 3), existe um tnico minimizador da fun¢do f , digamos z*. Assim, por

definigao f(z*) < f(xy), Vo € Q. Logo, pelo lado direito do Lema 3.2 item (i) temos
M
fo — flx") < 7||xk — ]2V 2y, € Q.
Sendo M > 0, podemos reescrever a desigualdade acima como segue,

U= F) < llew = 27|
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Agora usando o fato que 0 < m < M, obtemos

2m?
a7

fie = f(@")) < m?||zp — 27", (3.35)
Assim, combinando (3.34)-(3.35), segue que

2
i fun = 07 mloy — 2 |P 2 67 2 (i~ f(a”)). (3.36)

Por (3.33) ¢ (A 1) temos que {f(zx)} ¢ monétona e limitada inferiormente. Tomando

o limite da expressao acima, concluimos que

fe = fey1 — 0 (K — 00)

Portanto, pela continuidade da f, {x}} converge para x*.

Agora, verificaremos que a taxa de convergéncia da sequéncia {x} é linear. Para

(')“ 2,42
p=1/2 T]\;” (3.37)
0=+/1—p?

Vv (3.38)

isto, definamos

Reescrevendo (3.37), obtemos

fo = frer = P (f = f(z7)). (3.39)

Entao usando (3.39) e o Lema 3.2 provaremos que p < 1. De fato, segue a partir do

item (7i) do Lema 3.2 que

(Vf(z) = VW) (z—y) =m|lz -yl (3.40)
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Para todo x € R", vale

(Vf(@) = VW) (z —y) < [(Vf(z) = V) (@ -yl

<|IVf(@) =V lz =yl < Lilz —yl*,  (3.41)

onde usamos Cauchy-Schwarz e a hipoteses (A 2) e (A 1) obtermos as duas ultimas

desigualdades. Assim, por (3.41)-(3.42), obtemos

L|lz = ylI* = mllz — ylP?,

1

1
onde L é a constante de Lipchtz. Isto implica que — > T Vamos considerar agora,
m

3
0 =0y = L da equagao 3.17. Entéo, por (3.37) temos,

<1

— Y

<

T 9L M — 25

) 6 72m? ETQm
P M

Para os demais casos temos

p* =201(1 — 09)

Por (3.40), temos para todo k

fert < fio = p*(f(2) = f(27))
frrn = f(@*) < fu = f(2") = p* (@) + p* f(27)
= fil = p?) = f(@") (1~ p?)
< (1=p)(fr — f(z")).



Fazendo k > 1, segue que

fio — [(2*) < (1= p*)(fom1 — f(@¥)) = 0*(fr—1 — f(2¥)).

Note que,
fo—f(@") = 0°
fr = f(a") = 0(fo — f(a") = 0°0° = 0
fo= f(a") = 0*(fr = f(a")) = 0°0" = 6°
= 07 (fo — f(2")).
Logo,

fi = f(@) <O (fo — f(a")).

2(fo — f(z"))

m

Assim pelo Item (i) do Lema 3.2 e fazendo w = , segue-se que

o=l < (- plary) < AT D g g
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O que implica que ||z — z*|| < w?0*. Portanto, {x;} converge para z* linear-

mente.

]



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Neste trabalho concentramos nossos estudos no Algoritmo GSZ, um algoritmo de
primeira ordem (usam apenas informagoes da fungao e do gradiente). O embasamento
tedrico para entender este algoritmo, assim como seus respectivos resultados de analise
de convergéncia e taxa de convergéncia, foi obtido através de um estudo categorico
do método dos gradientes conjugados (GC). Assim, verificamos que o Algoritmo GSZ,
de fato, nao desperdiga informacoes, pois os calculos necessarios para computar os
sucessivos iterandos sao simples e sem requerimentos de muita memoria, tornando-
o computacionalmente "barato". Embora tenha sido inspirado no método (GC), seu
grande diferencial reside em duas coisas: no controle da direcao dj garantida pelo Lema
3.1, e na convergéncia global que é dada independentemente da busca linear (Exata,

Goldstein, Wolf-Powwell fraca e forte) utilizada.

Terminamos este trabalho ressaltando que o algoritmo aqui apresentado tem boas
propriedades de convergéncia sob hipoteses razoaveis. Como intengoes futuras, preten-
demos realizar experimentos computacionais para comparar a sua eficiéncia (veloci-

dade, precisao de resultados) em relagao a outros métodos.



49

Referéncias Bibliograficas

[1] Bertsekas, D.P. , Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods,
Academic Press, New York, 1982.

[2] Bertsekas, D.P. | Nonlinear Programming, Athena Belmont, 1999 (segunda edigao)

[3] Gilbert, J.C., Nocedal,J., Numerical optimization (Globla Convergence Propierts
of Conjugate Gradient Method for Optmization, SIAM Journal on Optimization,
Vol. 2, No 1, 1992, pp. 21-42

[4] Izmailov, A.,Solodov, M. ,Otimizagao volume 1. Condi¢ées de Otimalidade, ele-

mentos de analise convexa e de dualidade. 2ed.Rio de Janeiro:IMPA, 20009.

[5] Izmailov, A.,Solodov, M., Otimizagao volume 2. Métodos computacionais. Rio de

Janeiro: IMPA, 2007.
[6] Lima, Elon Lages, Espagos métricos, 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA,2013.
[7] Lima, Elon Lages, Curso de analise vol.2, 11. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2009.

[8] Nocedal,J.,Wright, Stephen J., Numerical optimization (Springer Series in Opera-

tions Research and Financial Engineering) 2 ed., Springer.

[9] Borges, Paulo R.T., Aspectos sobre a aplicacao de Métodos de Gradientes Conju-

gados em Otimizacgao Irrestrita, Rio de Janeiro, 1985.

[10] Ribeiro, A.R. e Karas,E.W. | Otimizagao Continua: Aspectos Teoricos e Compu-

tacionais,Ed. Cengage Learning Curitiba, 2012.



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

50

Shi, Zhen-Jun.,"Convergence of line search methods for unconstrained optimiza-

tion", Applied Mathemathics and Computation, n. 157, pp. 393-405, 2004.

Sun, W.,.Yuan. YX.,Optimization Theory and Methods:Nonlinear Programming.

Springer Optimization and Its Applications, Vol I, 2006.

Y. Dai and Y. Yun.,"A Nonlinear Conjugate Gardient whit a Strong Convergence
Properties", Journal of Software Engineering and Applications, 2010, 3: 503- 509

Scientific Research.

Y. Dai and Y. Yun., Nonlinear Conjugate Gardient Methods, Shanghai SCienc
and Technology Press, 2000.

Yuan. G., Lu, S., Wei, Z.,"A Line Serach Algorithm for Unconstrained Optimi-
zation", Journal of Software Engineering and Applications, 2010, 3: 503- 509

Scientific Research.

Yuan. G., Lu, X.,"A Modified PPR Conjugate Gardient Methods", Annals Rese-
arch, Vol 166, No. 1, 2009, pp. 73 - 90.

Wei, Z. Li, G., Qi, L.,"New Nonlinear Conjugate Gardient formulas Large-Scale
Unconstrained Optimization Problems", Applied Mathematics and Computation,

Vol. 179, No. 2, 2006, pp. 407 - 430.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Introdução
	Conceitos básicos
	Resultados de Análise no Rn
	Conceitos e resultados de Análise Convexa
	Conjuntos e Funções Convexas

	Conceitos e resultados de Otimização
	O problema de otimização

	Métodos de descida
	Busca inexata - condição de Armijo
	Algoritmo dos gradientes conjugados (GC)


	Algoritmo de Yuan, Lu e Wei
	Algoritmo GSZ
	Convergência global do Método GSZ
	Algoritmo GSZ com Busca Linear Exata
	Algoritmo GSZ com o critério de Goldstein
	Algoritmo GSZ com o critério de Wolf-Powell

	Taxa de convergência

	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas
	image_001.pdf (p.60)

