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RESUMO

As Caminhadas Aleatdrias encontram, em diversas areas da ciéncia, uma gama de problemas em
que podem ser aplicadas. Elas servem como base para a modelagem de variados fenomenos aleatoérios que
ocorrem no mundo real. Em 1993, Aharonov et al. propuseram um modelo quantico para tais caminhadas,
as chamadas Caminhadas Quanticas de Tempo Discreto, ou Modelo de Moeda, pois a dindmica quantica
nesta abordagem requer a introdugado de um grau de liberdade interno (coin), que serve de orientagao
para a caminhada. Outra forma de encarar o problema foi proposta em 1998 por Farhi e Gutmann, as
chamadas Caminhadas Quanticas de Tempo Continuo (CTQW, sigla do inglés). Neste modelo o tempo é
considerado como uma variavel continua, apesar da caminhada ocorrer em um espaco de posicao discreto.

Nosso trabalho tem como foco o modelo de tempo continuo (CTQW), aplicado na rede do tipo
Dendrimero (ou Arvores de Cayley), feita algumas modificagoes; ou seja, através de um parametro de
probabilidade p, iremos adicionar novas ligacoes entre os nés de mesma geracdo. As novas estruturas que
surgirdo serdo chamadas de Dendrimeros Modificados ou Redes Teia-de-aranha Modificadas (Spidernets).
Nosso objetivo é conhecer o comportamento do transporte quantico nestas novas estruturas. Para isso,
iremos medir a eficiéncia no transporte quantico nestas redes através das probabilidades de retorno exatas
e suas médias. Ao fazé-lo, observamos um aumento na eficiéncia quantica e observamos que, para quase
todos os numeros de geracao, seu maior valor é encontrado para p ~ 0.9.

Palavras-chave: Caminhadas Quanticas. Caminhadas Quéanticas de Tempo Continuo. Den-
drimero. Spidernets.



ABSTRACT

Quantum Random Walks find, in various areas of science, a range of problems in which they
can be applied. They establish the basis for modeling different random phenomena that occur in the
real world. In 1993, Aharonov et al. propose a model for these quantum walks, the so-called Discrete
Quantum Random Walks, or Coin Model, due to the fact that the dynamics in this framework requires
the introduction of an internal degree of freedom (coin), which serves as orientation parameter for the
walk. Another way of dealing with the problem was proposed by Farhi and Gutmann in 1998, the so-
called Continuous-time Quantum Walks (CTQW, in English). In this model the time is considered as a
continuous varriable, although thw walk occurs in the discrete position space.

In our work we focus on the continuous-time model (CTQW), applied to dendrimers (or Cayley
tree), with some modifications; more precise, by using a probability parameter p, we add new links between
nodes from the same generation. The newly created networks will be called by Modified Dendrimers or
Modified Spiderweb Networks (Spidernets). Our main interest is to study the quantum transport on
these new networks. To do this, we will calculate the efficiency of quantum transport on these networks
using the exact quantum probabilities to return and their averages. By doing this, we notice an increase
of the quantum efficiency and we observe that for almost all the generation numbers the maximum value
is encountered for p ~ 0.9.

Keywords: Quantum Walks. Continuous-time Quantum Walks. Dendrimer. Spidernets.
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CapriTULO 1

Introducao

O conceito de caminhadas ou passeios aleatorios, encontra na Fisica e em diversas outras areas
de estudo, um enorme potencial de aplicagio para a solugdo dos mais variados problemas [1,[2]. Seja na
Biologia, com aplicagoes em genética populacional [3], ou na Economia, com uma nova ciéncia, a Econofi-
sica 4], as caminhadas aleatdrias possuem um papel de destaque para a modelagem de diversos fenémenos
no mundo real. Mas a natureza apresenta, em suas menores escalas, comportamentos que fogem ao nosso
senso comum, havendo a necessidade de reformulagoes de muitas ideias. E nesta nova forma de encarar
a natureza que surge o analogo quantico para as caminhadas aleatorias, com caracteristicas divergentes
das encontradas no mundo classico. Para maior clareza nas explicagbes mostramos, na figura [1.1} uma
das diferencas fundamentais entre a caminhada classica e a caminhada quéntica; enquanto a primeira
possui o caminho bem definido, a segunda espalha-se pela rede, podendo estar em mais de um lugar ao
mesmo tempo. Isto ocorre devido ao comportamento ondulatério das funcées de onda que em regioes
distintas da rede interferem-se de forma construtiva ou destrutiva, originando diferentes amplitudes de
probabilidade.

Classico Quéantico

Figura 1.1 - Tlustracdo dos cinco primeiros passos de um caminhante (esfera em cor preta) cldssico e
quantico em uma rede. Observamos que para o caso classico a trajetéria seguida pelo caminhante é bem
definida. Ja no caso quantico, devido ao comportamento ondulatério, o que temos é um espalhamento
do caminhante por toda a rede.

As caminhadas quéanticas (inicialmente, caminhadas aleatérias quanticas) podem ser encontra-
das, como uma primeira tentativa de formular o problema, no trabalho de Feynman de 1982 [5] que langou
bases para a construcao de computadores que operassem através dos principios da mecanica quantica.
Estudos, relacionados a dinamica quantica, que datam do final dos anos 1980, sugerem a utilizagao do
termo “passeios aleatérios quanticos”; entre eles destacam-se os estudos de Gundder, com a publicagao
de seu livro Quantum Probability, e Grossing & Zeilinger, que desenvolveram trabalhos com autématos

celulares [6H8].

A extensdo das ideias de caminhadas aleatdrias classicas para o dominio da fisica quantica nao

é unica [9]. Existem variantes, das quais dois modelos captam maior interesse: o modelo de tempo discreto



e o de tempo continuo. O modelo de tempo discreto foi inicialmente desenvolvido por Aharonov et al. em
1993 [10]; sua abordagem do problema introduz um grau de liberdade interno chamado espago de “moeda”
(coin, em inglés), He, responsivel pela dindmica quantica da caminhada, junto ao espago de posicio Hp.
Por exemplo, podemos utilizar um sistema de particulas de spin 1/2 no qual, os sentidos up (1) e down
(4) do spin, representariam o estado de moeda; uma vez “invertida” a moeda, o resultado determina a
direcdo & qual o caminhante deve seguir [8,/11]. Abaixo, na figura ilustramos o comportamento de

uma caminhada quéntica de tempo discreto [12].

(a)
U1 (%) U1 v2
aq

Vo

Uy Vg Uy

(©)

U1 (5)

Vg

a1 a9

o
g4 a3

Uy U3

Figura 1.2 - Representacao esquematica da evolucao de um passo de uma caminhada quéantica de
tempo discreto em um grafo. (a) representa o estado do sistema no passo de tempo n e dado por
|¥,,) = |o1)c ® |vo) p, onde o conjunto de estados {|o;)c} descrevem os graus de liberdade interno do
sistema e constituem uma base para Hc¢, e {|v;) p} descrevem as posigoes dos vértices e formam uma base
para Hp. (b) representa a acdo do operador moeda, C, sobre os estados associados ao subespago vetorial
He, cujo resultado é Cloy)c = Z?:l ciloi) e, tal que Z?:l le;]> = 1. (c) representa o estado do sistema
no passo de tempo n + 1, apds a acao do operador posi¢ao S, isto é, |¥,11) = S ((Clo1)e) ® |vo)p) =
2?21 ¢iloi)e ® |v;) p. Figura adaptada.

Em 1998, Farhi e Gutmann [13], propuseram uma abordagem de tempo continuo para as
caminhadas quanticas (modelo CTQW, sigla em inglés de Continuous-time Quantum Walks). A ideia
chave deste modelo é a conexdo feita entre a matriz de transferéncia cldssica (T) e o Hamiltoniano quéntico
(H); mantém-se o espago de posi¢ao Hp discreto e transforma-se o tempo em uma varidvel continua; este
modelo nao necessita de um espago de moeda. Sua base estd nas cadeias de Markov de tempo continuo,
onde os vértices (ou nds) da rede sdo considerados como estados quéanticos, que formam uma base para o
espaco de Hilbert [13]. Os elementos que constituirao a matriz H deverao ser determinados a partir das
conexoes, existentes ou nao, entre os vértices. Desta forma, o sistema quantico evolui no tempo através
do operador de evolugio temporal U(t) = e "H!. Ao decorrer deste trabalho iremos fazer uma discussao

mais detalhada sobre os dois modelos.

As caminhadas quanticas tém sido nos tultimos anos utilizadas em diversas implementagoes
experimentais; para os dois modelos, de tempo discreto e continuo, podem ser encontrados trabalhos
baseados em: redes épticas ou em cavidades épticas [14]; em dtomos de Rydberg [15]; f6tons em arran-
jos de guia de ondas [16}[17], entre outras vérias aplicagoes. Em teoria da informagdo quéntica, estas

caminhadas sdo ferramentas usadas extensivamente para a construcao de novos algoritmos, os chamados



algoritmos quanticos. Como dois importantes exemplos destacam-se o algoritmo de P. Shor [18], utilizado
na fatoracdo de numeros, ou seja, na decomposi¢do do nimero N em fatores primos (o problema de
fatoracao é extremamente importante para métodos modernos de criptografia de mensagens; ele estd na
base das comunicagdes entre bancos e clientes, por exemplo) e o algoritmo de L. Grover [19], importante

para encontrar um determinado item em um banco de dados (néo classificados) de qubits [9].

Desta forma, dada a importancia e aplicabilidade das caminhadas quéanticas, iremos neste
trabalho investigar o comportamento da caminhada quantica de tempo continuo em redes complexas do
tipo Dendrimero ou Arvores de Cayley de funcionalidade fp = 3, isto é, cada né da rede possui trés
ligagbes com os vizinhos mais préximos, exceto os nés da ultima geragao, que possuem apenas um link
(ver figura [2.2]). Nossa andlise é nova em certo aspecto: com a introdu¢do de um parametro p, que
representa um valor de probabilidade, iremos adicionar em nossa rede novas ligagoes entre vértices de
mesma geragao. Estas novas estruturas serao chamadas de Redes Dendrimeros Modificados, comumente
chamadas de Spidernets (abreviacao do inglés spiderweb networks, que em tradugdo livre significa redes
teia de aranha). A partir da criagdo de novas ligagoes, averiguamos qual serd a mudanga no transporte
quantico nesta nova estrutura, se ha melhora ou nao na propagacao da caminhada. Desta forma, a
presente dissertacao estd divida da seguinte maneira: no capitulo 2, apresentamos as caracteristicas
bésicas de nossa rede, assim como o processo de sua construcao. No capitulo 3, um pouco mais extenso,
abordamos os modelos de caminhadas quéanticas, aprofundando o que foi comentado no inicio deste
capitulo. Antes, fazemos uma breve revisao da caminhada aleatéria classica. No capitulo 4 discutiremos
os resultados obtidos nesta pesquisa, e por fim, no capitulo 5 faremos nossas consideragoes finais acerca

do trabalho desenvolvido.



CAPiTULO 2

A Rede

Neste capitulo abordaremos as propriedades e caracteristicas da rede utilizada em nosso tra-
balho, voltando-nos de inicio aos conceitos basicos de sua estrutura. Procuramos seguir as defini¢oes
e metodologia muito bem estabelecidos na literatura, da qual a principal fonte encontra-se no livro de
M. Newman [20]. Ao final, explicaremos os passos necessarios para a construgdo da rede dendrimero, e
também, as devidas modificagoes que deverao ser realizadas nesta, para a criagao das topologias do tipo

spidernets.

2.1 Arvores

Uma arvore é uma rede conectada, ndo direcionada e que ndo apresenta lagos fechados em
sua estrutura (os chamados loops) - figura [20]. O termo “conectado” representa a possibilidade de
qualquer vértice (ou nd) da rede ser acessivel por qualquer outro vértice através de um determinado
caminho. H4a também a possibilidade de uma rede ser constituida de duas ou mais partes, desconectadas
uma da outra, e caso essa parte, que estd desconectada, nao possua loops, ela sera chamada de arvore.

Caso todas as partes da rede sejam arvores, entao a rede como um todo podera ser chamada de floresta.

(®
©
©

(a) (b)

Figura 2.1 - Exemplo de estrutura que apresenta caracteristicas de arvore. Em (a) temos a rede arran-
jada de forma aleatéria, com os nés em diferentes posigoes. Ao olharmos para (b) percebemos que, ao
organizarmos as posi¢oes dos nds, a estrutura exibe ainda mais a caracteristica de arvore, com um né
raiz acima e as folhas abaixo, representadas pelos vértices em amarelo. Figura adaptada.

Na grande maioria dos casos uma arvore é desenhada de forma enraizada, como mostrado na
Fig. (b), onde hd um né na parte superior, chamado de raiz, e a partir dele a estrutura se desenvolve
com ramificagoes para baixo. Os nés inferiores que possuem apenas uma ligacao com um outro né da rede
sao chamados de folhas. Do ponto de vista topolégico, uma arvore nao possui nenhuma raiz preferencial

— a mesma arvore pode ser desenhada com qualquer outro né, incluindo os nés designados como folha;
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mas ha aplicagoes em que deve-se levar em consideragao algumas preferéncias, quando da escolha de uma
raiz, um exemplo desta preferéncia é o dendrograma (ver [20] p. 384), que possui uma decomposigio, em

sua topologia, 1til para se estabelecer ordem hierdrquica.

Neste trabalho estudaremos o tipo de drvore chamado de Arvore de Cayley (ou D endrimero)
figura uma vez que a rede tem a caracteristica de arvore, existe a facilidade para proceder com
certos cdlculos, como por exemplo, o diametro da rede, a centralidade de interacao de um vértice entre
outros. Nossa andlise nao recaira sobre estes aspectos, estamos interessados apenas em como se comporta
o transporte quantico na topologia da rede dendrimero e da rede dendrimero modificado (spidernets). Ao

final deste capitulo falaremos mais sobre estas duas tltimas estruturas.

Figura 2.2 - Arvore de Cayley ou rede do tipo Dendrimero. Esta imagem ilustra a caracteristica do
tipo arvore de nossa rede, que serd objeto de estudo neste trabalho. As linhas pontilhadas demarcam as
geragoes da rede, nas quais novos vértices sao adicionados; sempre seguindo a regra de trés ligagoes para
cada novo né, exceto para os da tltima geragao, que possuem apenas uma.

Uma outra propriedade 1util das arvores é a de que para uma quantidade N de nds, sempre
haverd uma quantidade N — 1 de ligagées. Como exemplo, podemos observar a figura 2.2 nela ha
exatamente N = 10 néds, e se contarmos o nimero de ligacoes, obtemos 9 ligacoes, ou seja, N —1 = 9;
em termos matemadticos, podemos considerar a quantidade N — 1 como um limite inferior no nimero
de conexdes [20], mas ndo apenas inferior. Caso seja adicionada uma nova conexao entre dois nés de
mesma geragao g, na figura havera a criacao de um loop, quebrando a caracteristica de arvore que
a rede possui. Podemos concluir entdo que, a quantidade N — 1 também possui o cardter de limite
superior para o nimero de ligagoes existentes em uma arvore. Dessa forma, o nimero de ligacoes em
uma arvore nao podera ser maior ou menor que N — 1 e, portanto, deverda ser sempre igual a N — 1. Em
nosso estudo, havera justamente a quebra nesta propriedade ao adicionarmos novas ligagoes entre nos de
mesma geragdo. Ao fazermos esta mudanca, teremos o que chamamos de dendrimeros modificados (ou

drvores de Cayley modificadas).

2.2 Grafos

Por diversas vezes o mundo da fisica tedrica utilizou-se da teoria dos grafos para o desenvolvi-
mento de seus propdsitos. No estudo da mecanica estatistica de G. E. Uhlenbeck [21], por exemplo, os
pontos indicam moléculas e dois pontos adjacentes indicam a interacao vizinha mais préxima de algum
tipo fisico, que pode ser, por exemplo, atracao ou repulsao magnética. Mas os grafos encontram, em
diversas areas de estudos, aplicagoes das mais variadas: na engenharia elétrica podem ser utilizados para

a andlise de circuitos [22], na quimica para o estudo de compostos quimicos [23] entre outros.
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Em 1736, Leonhard Euler introduziu o conceito de grafo ao resolver o problema das pontes de
Konigsberg. O problema consistia no desafio de realizar um trajeto atravessando apenas uma vez as sete
pontes que, ligavam duas ilhas e as margens do rio, e retornar ao ponto de partida [24]. Na figura

temos um esquema das pontes e das ilhas (A e D); C e B representam as margens.

B

Figura 2.3 - Um parque na cidade de Konigsberg (atual Kalinigrado), 1736. Este esquema das pontes
serviu para Leonhard Euler desenvolver a teoria que hoje conhecemos como Teoria dos Grafos.

Para solucionar o problema, Euler substituiu cada drea de terra por um ponto e cada ponte por
uma linha que juntou os pontos correspondentes, produzindo assim um grafo (figura [2.4]). Dessa forma,
Euler mostrou que o problema possui resposta negativa, ou seja, nao ha um caminho que cruze todas as

pontes passando apenas uma tinica vez por cada uma delas.

B

Figura 2.4 - O grafo do problema das Pontes de Konigsberg.

Definigao 2.1 (Grafo) Um grafo G consiste de um conjunto nio vazio V, de p vértices, e do conjunto

X de q pares (arestas) nao ordenados de vértices distintos de V.

Representaremos um grafo G por

G = (V,X), (2.1)
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onde
V:(p17p27'--7pp) (22)
X = (Q17q2a"'7QQ) (23)

com
ar = (pi, j)- (2.4)

O grafo da figura [2.5] é formado por um conjunto de 5 vértices e por 7 arestas, ou seja,
V= {plap27p37p4ap5} (25)
e

X = {fh = (P1,P2),Q2 = (pz,ps),% = (p3ap4)afZ4 = (P4,P5)»CZ5 = (P5,P1)7
46 = (P1,P4), a7 = (p3,p5)}-

P2

q1 q2

P1 P3

D5 & P4
g4

Figura 2.5 - Exemplo de grafo com ntimero de vértices igual a V =5 e arestas igual a X = 7.

2.2.1 O Laplaciano

Podemos saber muito sobre uma rede ao escolhermos a forma matematica pela qual conse-
guimos representa-la; a representacao em forma matricial é uma das mais vantajosas, pois através das
propriedades da matriz é possivel identificar uma variedade de propriedades sobre a rede. Uma repre-
sentacdo matricial importante é a chamada matriz de adjacéncia, que apreende, em sua forma, toda a
estrutura de uma rede. Em Eq. mostramos a forma da matriz de adjacéncia da rede contida na Fig.

(a), onde procuramos identificar cada um dos nés.



8 2.2 Grafos

Figura 2.6 - Utilizamos a Fig. [2.1| (a) como exemplo para a construgio da matriz de adjacéncia. Cada
vértice recebe uma identificagdo, desta forma, os elementos A;; da matriz podem ser definidos. Nao
utilizamos vértices com auto-ligacao, apenas vértices com ligacoes diretas a seus vizinhos mais proximos.

A matriz de adjacéncia Aqq4; de uma determinada rede é simplesmente a matriz com elementos
A;; tais que [20]

1, se existe uma ligagao entre os nos i e j,
Ay = .
0, caso contrario.

Desta forma, para a rede da figura 2.6, a matriz de adjacéncia serd

0 1 1 0
1 0 0 0
Aug=| 1 00 0 (2.8)

H& uma outra matriz, relacionada com a matriz de adjacéncia, que nos permite conhecer outras
propriedades sobre a estrutura da rede. Ela é chamada de Laplaciano (L), devido & sua relagdo com o
operador Laplaciano V2. Para introduzirmos a ideia da matriz Laplaciano, nos reportaremos ao fenémeno
da difus@o, muito utilizado na fisica para modelar diversos sistemas. Nesta subsecao, seguiremos os passos

desenvolvidos por M. Newman em [20].

O processo de difusao é, entre outras coisas, o fendomeno pelo qual o gds move-se de regides de
alta densidade para regides de baixa densidade, impulsionado pela pressao relativa (ou pressdo parcial)
das diferentes regides [20]. Podemos utilizar as caracteristicas deste processo como uma difusdo que
ocorre nas redes de um determinado sistema, como por exemplo, a disseminagao de uma ideia ou a
propagacao de uma doenca. Consideremos que hé alguma quantidade fisica nos vértices de uma rede e

esta quantidade pode ser representada por v; localizada no vértice i. Agora, supomos que esta quantidade
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fisica se desloque através dos vértices da rede como representada na figura[2.7) abaixo, indo de um vértice
Jj para um vértice adjacente ¢ a uma taxa C(¢); —1;), onde C é chamado de constante de difusdo. Desta

forma, em um pequeno intervalo de tempo, a quantidade que flui de j para i é C(y; — 1;)dt.
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7 (o

Figura 2.7 - Quantidade fisica que se desloca entre as ligacoes existentes na rede, indo de um vértice
para outro, como em um processo de difusdo. Os vértices representam os estados ’s em que se encontra
esta quantidade e as setas a sua direcao de propagagao.

Entao para o primeiro né a taxa na qual ;1 estd mudando serda dada por

W1 — Ol — 1) + (05— 1) (29

e da mesma maneira podemos escrever as taxas para os demais nés. Em geral, podemos reescrever, em

termos dos elementos da matriz adjacéncia, como

dii _ S
ﬁ—C§MM% Vi) (2.10)

Os elementos da matriz adjacéncia, A;;, aparecem em Eq. para garantir que os unicos termos que
aparecerao na soma sao aqueles que correspondem a pares de vértices que realmente estao conectados

por uma ligacao. Separando os dois termos na Eq. podemos escrever

) M Vel yo
J J

CZ&m—wm

J
C Y (Aij — biki)y, (2.11)
j

onde k; é o grau do vértice i e fizemos uso do resultado k; = Zj A;j, ouseja, o grau do né ¢ é simplesmente

a soma dos termos contidos na linha i da matriz A;; (o fator d;; é o delta de Kronecker).
A Eq. pode ser escrita na forma matricial como

d _

¥ = C(Auy - D)9, (2.12)

onde 1 é o vetor cujos componentes sao nimeros 1;, Aqq; ¢ a matriz adjacéncia, e D é a matriz diagonal,

que possui, em sua diagonal principal, o grau dos vértices, isto é,
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ki 0 0
0 k 0 -
D=| ¢ 0 & .. | (2.13)

E comum definirmos uma nova matriz a partir da diferenca contida no parénteses em Eq. dada

como

L=D - Ay, (2.14)
de modo que a Eq. 2.12] assume a forma

d

d—‘f L OLy =0, (2.15)

que tem o mesmo formato que a equacao de difusao para um géas, exceto que o operador Laplaciano
V2 que aparece nessa equacdo foi substituido pela matriz L. A matriz L é, por essa razdo, chamada
matriz Laplaciano (alguns outros autores [20,/25] também costumam chamé-la de grafo Laplaciano); sua
importancia se estende muito além dos processos de difusdo. A matriz L se encaixa em varios locais
diferentes, incluindo caminhadas aleatérias em redes, redes de resisténcias, particionamento de grafos e

conectividade de rede [20].

Por extenso, os elementos da matriz Laplaciano sao

ki, sei=j,
Li; =< —1, sei#j e existe uma ligagao (¢, j), (2.16)

0, caso contrario,

de modo que os graus dos vértices encontram-se em sua diagonal principal e o elemento —1 é adicionado

para cada ligagao. Como exemplo, montamos a matriz L;; para a rede contida na figura ela tem a

forma:

Ly Lz Lis Ly Lis Lis Lar 2 -1 -1 0 0 0 O
Loy Loy Loz Loy Los Log Lo -1 3 0 -1 0 -1 0
L3y L3z Lzz L3s L35 Lzg Lar -1 0 3 0 -1 0 -1

Lij=| Ly Lip Lsz Lag Lys Lss Lar | = 0 -1 1 0 0 O
Lsi Lsz Lsz Lss Lss Lsg Lsy 0o 0 -1 0 1 0 0
Le1 Lea Les Les Les Les Ler 0O -1 0 0 0 1 0
L7v L7z L7z L7y Lr7s Lre  Log 0o 0o -1 0 0 0 1

(2.17)

Podemos resolver a equagao de difusao Eq. escrevendo o vetor @ como uma combinagao
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linear dos autovetores q; do Laplaciano, assim:

w(t) =D ailt)ai, (2.18)

com os coeficientes a;(t) variando ao longo do tempo. Substituindo esta forma em Eq. e fazendo uso

do problema de autovalor, Lqg; = \;q;, onde \; é o autovalor correspondente ao autovetor q;, obtemos

3 <da;§t) + C)\iai(t)> @ = 0. (2.19)

%

Mas os autovetores de uma matriz simétrica, como o Laplaciano, sao ortogonais, e assim, tomando o

produto escalar dessa equagao com qualquer autovetor q;, obtemos

da;(t
“0 1 onat) = 0, (220)
para todo ¢, que tem a solucao
ai(t) = a;(0)e Xt (2.21)

Dada uma condigao inicial do sistema, conforme especificado pelas quantidades a;(0), podemos resolver o
estado em qualquer momento posterior, desde que conhecamos os autovalores e os autovetores da matriz
Laplaciano. Adiante, na secao faremos uso dessas defini¢oes, pois as semelhancas com estas ideias

serao enormes.

2.3 Rede Dendrimero

Nesta secao iremos descrever os detalhes da rede utilizada neste trabalho, abordando aspectos
de sua topologia e o processo para sua construgao, que seguem o método ja estabelecido na literatura
[26-28]. Também iremos explicar o processo pelo qual novas ligagoes sao adicionadas na rede, dando

origem a rede dendrimero modificado, que chamaremos de spidernets.

A rede dendrimero estd representada na figura[2.8] Podemos notar que nossa rede é constituida
de um no6 central (geragdo g = 0), do qual surgem trés ligagoes que o conectam aos nés da geracgao seguinte
(primeira geragdo, g = 1). A cada nova geracdo g hd o aparecimento de 2 novas ligagdes que conectam
os nés da geragao anterior com os nés da geracdo seguinte. Assim, podemos observar na figura que,
a cada nova geracgao os nos da rede possuirao, cada um, trés ligacoes, exceto os nds da ultima geracao,
ou periferia. Este processo, de adigao de novas geracoes, pode ser repetido o numero de vezes que for
desejado, até se alcangar a geragao esperada G. Como mostrado na figura [2.8] nossa construgao estd
estabelecida para dendrimeros com funcionalidade fp = 3, onde funcionalidade representa a quantidade
de ligagoes que cada né possui. Para todos os nds internos, a funcionalidade é igual a fp = 3, para os nés
periféricos temos fp = 1. H4, em outros trabalhos, a presenca de dendrimeros com funcionalidade acima

de 3, mas nesta dissertacao, s6 serao consideradas redes de dendrimeros com funcionalidade fp = 3.

A cada geracdo 1 < g < G, a quantidade de nés adicionados é dada por 32971, ou seja, cresce

exponencialmente com g [9], logo, podemos encontrar a seguinte relagdo
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Figura 2.8 - Representagdo de uma rede dendrimero com funcionalidade fp = 3. A partir de um né
central (1) trés ligagdes sdo adicionadas, dando origem a 3 novos nés que correspondem & primeira geragao

(g = 1). Seguindo a regra explicada nesta secdo, a rede pode ser aumentada até a geragao desejada. As
linhas pontilhadas demarcam as geragoes da rede.

g=1 — 3-2°=3nés

g=2 — 3.2'=6

g=3 — 3-22=12

g=4 — 3.22=24

g=G — 3.2 t=fy. (fp-1°L (2.22)

De forma geral, podemos escrever a Eq. da seguinte maneira

G
Np=Y fo-(fo—1)*", (2.23)

g=1

onde Np representa a quantidade de nés contidos a partir da primeira geragao. Uma vez que o ntmero
de néds cresce conforme uma progressao geométrica (P.G.) de razao (fp —1), podemos utilizar a soma dos

termos de uma P.G. para avaliar a soma em Eq. assim, encontramos

G

—(fH—1)C _1\G _
Np=fp-Y (fp—-1)" =fD'11((J;DD11)) =fD-[(foD1)21], (2.24)

que para nosso dendrimero de funcionalidade fp = 3, serd
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Np =3-(29-1). (2.25)

Assim sendo, o nimero total de nés na rede dendrimero serd dado por Eq. mais 0 né
contido no centro (¢ = 0). Portanto, o nimero total de nés da rede, com nimero de geragdo G, e
funcionalidade fp = 3 é igual a

Np=3-(2—-1)+1. (2.26)

Estabelecida a construcao da rede utilizada em nosso trabalho e conhecida algumas de suas
caracteristicas, na subsec¢ao a seguir iremos abordar o processo pelo qual novas ligagoes sao adicionadas

a rede original de dendrimero, dando origem as spidernets.

2.3.1 Rede Dendrimero Modificado

Como apresentado anteriormente, a construgao de nossa rede de dendrimero consiste da adigao
de novas geracoes que surgem com a presenca de novos nés, oriundos, por sua vez, do acréscimo de
ligacoes com os nds da geragdo anterior. Agora, faremos algumas modificagoes na rede original, chamada
de dendrimero puro; as mudancas consistem na adigao de novas ligagoes, que serao inseridas entre nés de

mesma geragao g.

Figura 2.9 - Em (a) temos uma rede dendrimero puro de geragdo dois. Seguindo um certo parametro
de probabilidade p, novas ligagoes sao adicionadas entre nds de mesma geragao. Em (b) podemos ver a
rede para qual p = 0.4, ou seja, ha novas ligagoes; estéd rede serd chamada de rede dendrimero modificado
ou spidernet. Esta é uma possivel representacao, ha outras, ébvio.

A forma como serao inseridas essas novas ligagoes, dar-se-4 da seguinte maneira: com uma
dada probabilidade p, nosso algoritmo sorteia possiveis pares de novas ligagoes entre primeiros vizinhos
da mesma geragao. Deve-se notar que, independente do valor do parametro p, a quantidade de nés da
rede permanece a mesma; apenas haverda mudanca quanto as ligagoes. Para o valor de p = 0.0, temos

um dendrimero puro, enquanto que para p = 1.0, haverd uma rede spidernet completa (ou seja, todos os
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nés da mesma geragao irdo conectar-se). Na figura temos a comparagao entre um dendrimero puro
(Fig. [2.9 (a)) e uma spidernet (Fig. [2.9] (b)), ambos com geracao g = 2. Em Fig. [2.9](a), hd um total de
9 novas possiveis ligacoes; 3 correspondentes a geracao 1 e outras 6 correspondentes a geracao 2. Todas
essas possiveis novas ligagoes estao representadas pelas linhas pontilhas em vermelho. Ao considerarmos
o valor de p = 0.4, nosso algoritmo pode, por exemplo, criar 4 novas ligagoes que estao representadas em
Fig. (b) pelas linhas sélidas em vermelho. Ou seja, temos a adigao de ligagoes entre os pares de nds
(2,4), (5,6), (7,8) e (9,10).

As estruturas mostradas na figura [2.9| sdo, portanto, os objetos de estudo deste trabalho.
Através da criagdo de novas ligagdes, da forma estabelecida anteriormente, e com redes de geragoes
superiores, iremos aplicar o método das Caminhadas Quanticas de Tempo Continuo para avaliarmos

como comporta-se o transporte quantico nestas novas estruturas.



CapriTULO 3

Caminhada Quantica: Modelos

Neste capitulo, iremos desenvolver as ferramentas matematicas que formam a base metodoldgica
para o desenvolvimento deste trabalho. No inicio hd uma breve explanacdo das Caminhadas Aleatérias
Classicas (CAC) que representam um importante modelo para a explicagdo de diversos sistemas fisi-
cos. Logo em seguida, iremos estudar o primeiro modelo de Caminhadas Quanticas, o Modelo Discreto,
proposto inicialmente por Aharonov et al. [10] que utiliza uma “moeda” quantica para a dindmica do
caminhante. E ao final, abordaremos o modelo de caminhada no qual nosso trabalho estd baseado, o

Modelo de Tempo Continuo, que foi proposto em 1998 por Farhi e Gutmann [13].

3.1 Caminhadas Aleatodrias Classicas

Nesta secao temos por objetivo discutir sobre as propriedades da caminhada aleatéria em
uma dimensao, o que é equivalente ao problema do caminhante aleatério em uma linha. A definigao
mais simples que temos de uma caminhada aleatéria é aquela na qual a caminhada é a soma de um
nimero de varidveis aleatérias [1]. Seja ry,ro,...,r, n varidveis aleatérias D-dimensionais. Temos como

terminologia “caminhada aleatéria de n-passos” a identificacao do vetor soma R como

R,=ri+ry+---+r,. (3.1)

Na qual o vetor R sera referido como o vetor de “ponta a ponta” da caminhada aleatéria. Ha outras
variagoes na forma de escrever a Eq. das quais cabem aplicagoes nao apenas no campo da fisica, mas

também em fenomenos biolégicos e quimicos [1].

Diversos problemas relacionados as propriedades de somas de varidveis aleatérias foram ana-
lisados e estudados no campo da matemdtica e da fisica a partir do século XVII até o século XIX [1].
Acredita-se que o termo “caminhada aleatéria” seja devido a Karl Pearson, que em seu artigo publicado
na revista Nature, em 1905, com o titulo “The Problem of the Random Walker” |29], colocou em questdo
a seguinte indagacao: “Um homem parte de um ponto O e caminha £ jardas em uma linha reta: ele
entdo gira através de qualquer angulo e anda outras ¢ jardas em uma sequnda linha reta. Ele repete este
processo n vezes. Procuro a probabilidade de que, depois destes n passos, dele estar a uma distancia entre

r er+ dr do ponto de partida O.

Pouco depois de publicada a questao do caminhante aleatério, Pearson recebeu uma resposta
dada por Lord Rayleigh, em agosto de 1905 [30]. Segundo ele: “O problema proposto pelo Prof. Karl
Pearson no nimero atual da Nature é o mesmo que a composi¢ao de n vibracoes isoperiodicas de amplitude
unitdria e com as fases distribuidas de forma aleatéria. [...] Se n for muito grande a probabilidade

procurada serd
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2n~te " /"y dr. (3.2)

Consideremos o caso de um caminhante que esteja confinado a se deslocar sobre uma linha
(figura|3.1). Esta caminhada é chamada, apropriadamente, de caminhada unidimensional. A dinamica é
descrita por etapas que fazem com que o caminhante ande em uma direcao ou outra, as quais chamaremos
de direita e esquerda. Supomos que para decidir para qual posi¢do o caminhante ird basta que ele jogue
uma moeda. Se nesse lancamento a moeda apresenta a face cara (K), entdo o caminhante se desloca para
a direita; caso a face seja corda (C) entdo ele ird para a esquerda. O resultado de jogar a moeda serd
considerado equiprovavel, ou seja, nao ha preferéncias em ir para a direita ou esquerda, logo temos uma

caminhada imparcial.

yll . . 4

xg — 3¢ xg — 20 xg— ¢ Lo xg+ 4 xg + 24 xg + 3¢

. . - . . . . tgy <t
xg — 3¢ Xy — 20 xp— L To 19+ 4 X + 24 xg + 3¢

. - - . =y/_\ . t1 <t
xg — 3¢ xg — 2/ xg — ¢ Lo xg + ¢ xp + 26 xo + 3¢

. . . m . . to < 13
To — 3¢ xo — 2¢ x0 — ¢ To xo + ¢ To + 20 xo + 3¢

. . e/—\. . * . tg < 14
T — 3¢ xo — 2¢ xo — To xo+ £ xg + 24 xg + 3¢

Figura 3.1 - Exemplificacao de uma possivel caminhada aleatéria classica dada em cinco passos. A cada
sorteio da face de uma moeda o caminhante é levado a dar um passo para a direita ou esquerda, com
igual probabilidade. A contagem para os passos de tempo t estd representada a direita da figura. Para
um grande nimero de passos o caminhante terd elevada probabilidade de estar proximo a origem de seu
movimento.

Seja N o ndmero total de passos, dado pela soma de passos para a direita (N4) e passos para
a esquerda (IV.), ou seja, N = Ny + N.. Imaginemos que a separacdo entre dois pontos adjacentes da

linha, na qual o caminhante se desloca, seja £. Entao, ele ird se mover uma distancia

d=Ngl — Nl = Nyl — (N — Ny}l = (2N, — N)¢ (3.3)

para a direita. Desta forma, o caminhante terda parado N/¢ unidades de comprimento & direita ou N/
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unidades de comprimento a esquerda de onde comegou, ou em algum lugar intermediario.

Estamos, agora, interessados em determinar qual a probabilidade P(N,d) de o caminhante ter
percorrido uma certa distancia a direita de sua posicao inicial, dada uma quantidade total IV de passos.
Em termos de d, que é a distancia liquida percorrida, o ntimero de passos a direita é igual ao nimero de

faces “cara” K, sendo dado por

Ny = % (‘z + N> (3.4)

e o nimero de passos para a esquerda, igual a face “coréa” C, é

1/d 1 d
Ne_N—Nd_N—2<£+N>—2<N—£>. (3.5)

No lancamento de uma moeda a probabilidade de se obter K ou C é de 50% para cada uma, dessa forma,
ao lancarmos uma moeda N vezes a probabilidade total serda da forma 2%, Especificar a sequéncia exata
de K e C significa especificar a sequéncia de resultados possiveis em um conjunto de N langamentos, onde
cada lancamento tem apenas dois possiveis resultados. Assim sendo, obtemos a probabilidade, de uma
determinada sequéncia de langamentos, multiplicando as probabilidades de cada resultado na sequéncia.
Isso s6 é feito devido ao fato de que cada lance da moeda é estatisticamente independente de todas as
outras jogadas da moeda. Ou seja, a probabilidade de um dado lancamento produzir um K é % (50%),

independentemente de quais foram todos os outros langcamentos anteriores.

A probabilidade de obtermos N, caras e N — Ny cordas, em qualquer ordem, é de 2% mul-
tiplicada pelo ntimero de sequéncias possiveis de Ny caras e N — Ny corbas. Por sua vez, o nimero de

sequéncias é dado pelo coeficiente binomial

N N!

Ny )~ Nal(N =N (3.6)

Para explicarmos a presenca do fator combinatério em Eq. nos reportaremos a figura[3.2] Temos trés
sequéncias de faces de uma moeda, as quais sdo todas as possiveis formas que dispomos para embaralha-
las. E evidente que mudando de posicao a moeda mais & esquerda com a moeda mais a direita, a sequéncia
permanecers a mesma (primeira linha), uma vez que as duas representam K. Caso isso nao seja levado em
consideragao, terfamos 3 x 2 x 1 = 3! maneiras de arrumé-las. Para compensarmos o excesso de contagem,
devemos dividir todas essas formas de sequéncias, por 2!, que é o nimero de maneiras de permutar as
duas caras (K). Sendo assim, as tnicas possibilidades de sequéncias do langamento de uma moeda séo as
mostradas na figura De maneira geral, calcula-se o nimero de formas com que se pode acabar com
Ny caras e N — Ny cordas em N lancamentos de uma moeda. Em seguida, encontra-se todas as maneiras
possiveis de embaralho das moedas, ocasionando o fator N! que, por conseguinte, deverd ser divido pelo
nimero de maneiras de se permutar as Ny caras entre si, assim como feito com as N — Ny cordas. Sendo
assim, o fator combinatério em Eq. é igual ao nimero de caminhadas que consistem em N, passos

para a direita e N — Ny passos a esquerda.

Desta forma, a l6gica acima nos leva & probabilidade P(N, d) de o caminhante unidimensional

ter dado N, passos a direita e N — Ny passos a esquerda, que é da forma
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Figura 3.2 - Esquema de moedas onde K representa a face “cara” e C a face “coréa”. Se, na segunda linha,
por exemplo, trocarmos de posicao as duas moedas com face K, ndo estaremos alterando a sequéncia de
faces obtidas.

OOG

1 NI
P(N,d) = NN N (3.7)

que pode ser reescrita, utilizando a Eq. e Eq. como

PO = g gy o8

onde ¢ = 1. De forma mais geral, se fizermos p como a probabilidade de o caminhante dar um passo para

a direita e ¢ = 1 — p de dar um passo & esquerda, com p + ¢ = 1, entdo a Eq. 3.8 ficard

P(N,d) =

G )

que é a forma para P(N,d) mais encontrada na literatura .

As ideias contidas na caminhada aleatéria unidimensional, estudada acima, consistem em
importantes ferramentas para modelos que simulam o comportamento do mundo real. Um exemplo é
o espalhamento difuso, em uma dimensao, de um grupo de moléculas ou pequenas particulas . A
caminhada em uma linha também pode representar um polimero em cadeia cujas unidades monoméricas

podem assumir movimentos para a esquerda ou direita. Além de aplicagoes em sistemas biolégicos, como
o de deriva genética [3][24].

No grafico da figura apresentamos o comportamento de trés diferentes caminhantes ale-
atérios, em fun¢do do niimero de passos n, que podem deslocar-se para a direita ou esquerda (com
probabilidades iguais) em uma linha reta, como a que representada pela figura Ja no grafico da
figura [3.4] temos o comportamento da distribui¢ao de probabilidades representada pela Eq. apos 100
passos de tempo em funcgao das posigoes d do caminhante. Como esperado, o formato da distribuicao
representa uma distribuicao normal ou gaussiana centrada em xg = 0 que representa a posicao inicial do

caminhante.
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Podemos concluir que ha uma enorme justificativa quanto ao uso das caminhadas aleatérias
classicas para a modelagem de diversos sistemas do mundo real, dessa forma surge a tentativa de propor
uma contra partida sob o viés da mecanica quantica para o problema do caminhante aleatério sobre
uma linha. Na secao seguinte mostraremos o primeiro modelo desenvolvido como tentativa para uma
abordagem quéantica do problema, a Caminhada Quéantica de Tempo Discreto, ou Caminhada Quantica
de Moeda.
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Figura 3.3 - Exemplo da evolucao temporal de trés caminhadas aleatérias cldssicas unidimensionais,
para 100 passos, com probabilidades iguais de o caminhante ir para a direita ou esquerda. O caminhante
afasta-se de seu ponto de partida mas tende sempre a voltar para o mesmo, ou estar proximo a ele.
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Figura 3.4 - Gréfico contendo a distribui¢do de probabilidades, representada pela Eq. [3.9] para a
caminhada aleatéria cldssica apds 100 passos de tempo. Com probabilidades iguais de o caminhante
ir para a direita ou esquerda. O formato da distribuicao é o que esperdvamos, pois trata-se de uma
gaussiana com pico centrado na origem, que é o ponto de partida para a caminhada.
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3.2 Caminhada Quantica de Tempo Discreto

Como estudado na segao anterior, caminhadas aleatdrias cldssicas constituem um excelente
modelo para o estudo de diversos fenémenos no campo da fisica, da biologia, matematica entre outros.
Nossa atengao agora volta-se para a idealizagao quéntica de tal caminhada. Dada a importancia, deste
primeiro passo em direcao ao entendimento quantico, iremos apresentar nesta segao as ideias béasicas da
caminhada quantica de tempo discreto, sem aprofundamentos matematicos nos tépicos, uma vez que o
objetivo deste trabalho concentra-se no modelo de tempo continuo. Ha diferentes métodos de abordagem
da caminhada quéantica de tempo discreto, nossa énfase serd dada ao primeiro modelo, que foi desenvolvido

por Aharonov et al. [10], conhecido como modelo de moeda.

Constata-se, em trabalhos anteriores, a presenca do elemento “caminhada aleatéria quantica”,
encontrados em artigos como de Feynman (1986) [34] sobre as primeiras ideias da computagio quéntica,
em Gudder (1988) [6], Grossing e Zeilinger (1988) |7] que estudaram dindmicas quanticas com passos
de tempo discreto. Mas o termo caminhada aleatéria quantica surgiu primeiramente no trabalho de
Aharonov et al. [10] em 1993, com interesse em aplicagoes Gpticas quanticas, que serviu de precursor para
os varios outros que surgiram posteriormente. Neste artigo, Aharonov estabelece a ideia de uma “moeda”
quantica que seria a responsdvel pela dindmica da caminhada. Ou seja, no sorteio de uma “moeda”
quéntica o resultado da face correspondente & “cara” leva uma particula, caracterizada pelo estado |n), a

um outro estado descrito por [n + 1), e a face “coréa” leva a particula ao estado |n — 1) [32].

Podemos, de forma ingénua, imaginar uma caminhada quantica, tomando por modelo a cami-
nhada classica unidimensional, da seguinte maneira: em cada passo de tempo, uma determinada particula
movimenta-se para a esquerda ou direita (em superposicao de estados) com amplitudes iguais ou com
uma diferenca de fase ¢?. Todavia, esta suposicdo esté fisicamente errada, devido ao fato que o processo
global é necessariamente nao unitdrio [35]. Em mecénica quéntica o estado de um determinado sistema
é caracterizado por um vetor pertencente ao espagco conhecido como espaco de Hilbert, e dado que este
sistema esteja isolado de interagoes externas com o mundo macroscopico, entao dizemos que a evolugao
quéntica é de carater unitdrio [32]. De maneira que temos aqui uma ambiguidade, pois uma vez que o
sistema € isolado, ocasionando dessa forma evolugoes unitarias, nao havera espago para a aleatoriedade.
Para contornar tal problema, cria-se um grau de liberdade extra que auxilia no movimento da particula

quantica, que no caso mais simples, chama-se de espago de moeda H, [35].

Nas subsecoes seguintes procuraremos mostrar algumas caracteristicas da caminhada quéntica
de tempo discreto em uma linha (caso unidimensional), as quais tem por objetivo tornar evidente as
grandes diferencas existentes em relagdo a caminhada aleatéria classica. Como sugestao de leitura, para
um maior aprofundamento no tema, indicamos os excelentes trabalhos de Kempe [11], Ambainis [35],
Kendon [8] ¢ Aharonov [36].

3.2.1 Definindo a Caminhada Quantica

As bases para a defini¢do contida nesta subsecio encontram-se na formulacao das Cadeias de
Markov Cléssicas Discretas, que descrevem a evolugao de processos estocasticos. Uma cadeia de Markov
obedece a seguinte propriedade: a préxima configuracao de um dado estado da cadeia possui dependéncia
apenas com o estado atual em que ela se encontra, ou seja, ndo hé influéncia dos estados anteriores. Como
exemplo, podemos imaginar uma cadeia de Markov como um grafo cujos estados sao representados pelos
vértices e as ligagoes indicam os possiveis estados seguintes [32]. Em uma cadeia de Markov, o estado

futuro de um caminhante nao pode ser determinado com precisao, no entanto, podemos determinar
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a distribuicao de probabilidade se conhecermos a matriz de transicao M, também chamada matriz de

probabilidade ou matriz estocdstica.

Para determinarmos a distribuicao de probabilidade posterior p’ relacionada ao tempo ¢ + 1,

uma vez conhecida a distribuicao de probabilidade inicial p (tempo inicial ), basta utilizarmos

it +1) = Myp;(t). (3.10)
j=1
Que pode ser resolvida e reescrita como [32]

7'(t) = Mp(0). (3.11)

A matriz M pode ser utilizada em cada passo na evolucdo dos estados do caminhante. Neste
ponto, podemos notar em Eq. [3.11] uma semelhanga com relagao & evolugao temporal de um determinado

estado |a, tp) sujeito & agdo de um operador de evolucdo temporal U(t,ty), de forma que [37]

o, tos t) = U(t, to)|, to); (3.12)

onde U(t,tg) é considerado unitario (conservacao de probabilidade), e vale a condigdo de normalizagao
do estado |a, tg), ou seja, («, to|a, tg) = 1. Dessa forma, a repeticdo da aplicacao do operador U(t, ty) no
estado |a, tg) fornecerd resultados de carater estocastico. Esse comportamento, segundo Andrade [38],

poderé ser descrito por uma cadeia de Markov, cujos elementos de transicao podem ser definidos como

Na caminhada quantica a preocupacao nao serd com a medicao dos estados intermedidrios,
mas sim com as correlacoes quanticas entre as diferentes posigoes; apds uma evolugao considerdvel dos

estados é que a operacao realizada exibe o cardter de uma caminhada quantica [11].

Como exemplo bastante estudado em diversos trabalhos, a préxima subsecao apresentard uma

aplicacao da caminhada quantica discreta relacionada a linha, ou seja, o caso unidimensional estudado

na segao [3:1}

3.2.2 Caminhada Quantica de Tempo Discreto na Linha

A caminhada quéntica em uma linha é o mais simples dos exemplos que, como resultado da
andlise, mostra as enormes diferencas entre as propriedades das caminhadas quantica e classica. A ideia
para o desenvolvimento de tal caminhada segue as contidas na secao [3.1, isto é, h4 um caminhante
localizado em um estado xy que pode, com igual probabilidade, dar passos para a direita ou esquerda
conforme o tempo evolui. Do ponto de vista quantico, agora haverd uma diferenca quanto a localizagao
do caminhante, que devido a sobreposicao das fungoes de onda que o caracterizam, poderd estar a direita

ou a esquerda no mesmo intervalo de tempo.

Assim sendo, podemos estabelecer alguns elementos quéinticos. Seja |n) o estado que descreve

a posi¢ao n da particula na linha. O conjunto de estados {|n) : n € Z} formam um espago vetorial, Hp,
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pertencente ao espago de Hilbert de dimensao infinita. Este representa todas as possiveis posicoes que a

particula pode visitar durante a caminhada. Para o espaco Hp devem ser validas as relacoes

<TL1|TL]> = 6”1,,”]‘? (3.14)

> n)(n| = 1p. (3.15)

(Em Eq. 3.15]1p deve ser entendido como o operador identidade).

A evolugao da caminhada deve depender do que Aharonov et al. [10] definiram como “moeda”
quantica, que representa um grau de liberdade auxiliar, também chamado de quiralidade. Uma vez
estabelecido este grau de liberdade extra, podemos construir processos unitarios de deslocamento para a
particula. Desta forma, associamos a “moeda” quantica um espago vetorial bidimensional, H¢, chamado
de espago de moeda, que corresponde & base {|0),|1)}, correspondentes a duas possiveis dire¢oes de
movimento, para a direita ou esquerda. Ou seja, o espaco de Hilbert H¢ serd o responsavel pelo carater
estocastico da caminhada, podendo levar a particula para uma direcao ou outra, assim como feito com a

caminhada aleatdria cléssica. Para este espago, também serao validas as relagoes

<Ul|0]> = 60'7;,0'j7 (316)

> lo)o] =1c. (3.17)

Assim, o espago de Hilbert que descreve a caminhada por completa, o sistema inteiro, sera dado
por H = Hc @ Hp, cuja base corresponde a {|o,n),0 € {0,1}, —00 < n < oo} [32]. Onde ® representa o
produto tensorial dos dois espagos de Hilbert, e a notagao |o,n) é equivalente a |o) ® |n) (ver figura|3.5)).

Para o espago H serao validas, também, as relacoes de ortonormalidade e completeza, dadas por

<Ji,ni\aj,nj> = 507:,0.7.5”1,”]., (318)

ZZ |Jv n)(a,n\ = 10 ®1lp=1. (319)

n o

Uma vez definidos os espagos Hp e H¢o, cada qual terd um operador associado. No espago
das posicoes atuard nos estados de base o operador unitario S, chamado de operador posi¢ao, que levara
a particula do estado |n) para o estado |n + 1) ou |n — 1). O operador S devera atuar da seguinte

maneira [32,/39):

S|0,7’l> = |0,7’l - 1>
SlLn) = [Ln+1). (3.20)
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Figura 3.5 - Em passos de tempo discreto, a caminhada quantica espalha-se através da linha,
propagando-se com intensidades arbitrarias para a direita e esquerda ao mesmo tempo. Sua direcao
de propagagao é regida por um operador de moeda (coin) C, que atua no espago H¢; seu deslocamento
efetivo ocorre apods a atuacao do operador posicao S.

Da mesma forma, no espaco de moeda, atuarda nos estados de base o operador unitario C', chamado
de operador moeda. Sua fungao é atuar nos estados He causando assim uma rotagdo nos estados |0) e
[1) [24]. Ou seja, seu papel é determinar a escolha do sentido ao qual a particula ird seguir, a cada passo
de tempo. Podemos também definir o operador moeda como uma matriz unitaria 2 x 2, que atura nos

estados de H¢ da seguinte maneira [32}/39)]:

Cl0,n) = al0,n)+b|1,n)
C|1,n) c|0,n) +d|1,n). (3.21)

Uma vez conhecida a forma de atuacao dos operadores S e C', podemos escrevé-los, respecti-

vamente, como da forma [24}|32}(38]:

S=[){1@> |n+1)(n|+10)(0] @ [n— 1)(n] (3.22)

e [24]

€= ool (o, (3.23)

g agj

onde os coeficientes Qg ,0; Tepresentam os elementos da matriz unitdria que representa o operador C,

dados por

C_(aww mcm)_<mlaw>. 321
icin) - (o[clo) a0 oo

A caminhada, portanto, ocorrerd da seguinte maneira: primeiramente aplicamos o operador
moeda C' ao estado inicial do caminhante, que ird produzir uma rotagao no estado de moeda. Caso o
estado inicial seja representado por apenas um dos estados de base, {|0),|1)}, apds a aplicacdo de C
poderemos ter como resultado uma superposicao desses dois estados. Isto garantird a escolha na direcao
a qual o caminhante devera seguir [32]. Em seguida, devemos atuar com o operador posicao S, definido

na Eq. que nos fornecerd a localizacao do caminhante na linha. Portanto, um passo na caminhada
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quéantica consiste na aplicacao (vdrias vezes seguidas, sem medigoes intermedidrias) do operador unitdrio
U=S-(1p®C(C), onde o operador (1p ® C) [38] representada a operagao de identidade no subespago de
posicao e operacdo de C no subespago de moeda. Um unico passo na caminhada é assim representado

por

[Y(t+1)) = Uly(t)), (3.25)

onde [1)(t)) poderd ser expandido como uma superposicao dos estados de base, ou seja, [¢(t)) = > Bo,nlo,n),

com os coeficientes complexos f3,,,, satisfazendo a condigao de que Y. _  [Bon]? =1 [8].

Considerando |¥(0)) como o estado inicial, apds a aplicagdo de U, em t passos de tempo,

teremos o estado

(1)) = U'[3(0))- (3.26)

Facamos o célculo réapido da aplicagdo de U em um dado estado inicial de um caminhante. Através
deste procedimento poderemos mostrar algumas diferencas existentes entre a caminhada quantica e a
caminhada aleatéria classica. Mas antes, devemos definir a forma do operador moeda C'; o mais comum,
utilizado em diversos trabalhos, é o operador de Hadamard, C¥, (ou moeda de Hadamard) [8}/11}/32/39)

dado por

1 (1 1
CH—\@<1 _1>. (3.27)

Seja o estado inicial de uma caminhada quantica na linha dado por |1,0). Aplicando o operador U,
teremos (seguindo as definigoes contidas nas Eq.’s|3.20} [3.21} [3.22| e [3.23):

t=0 —11,0)
1
—10,0
ﬁ' )

1
_ﬁ|170>

@
I
—_
l@
T

&%m,—m_%u,n

f=2 C—H>%|0,—1>+%|1,_1>_%\o,1>+%\1,1>
i>%|0,—2>+%|1,0>—%|0,0>+%|1,2>

t=3 C—H>$|0,—2>+2%/§|1,—2>—%|1,0>+2\1/§|0,2>—21ﬂ|1,2>
5 %m,—sw%ﬂu,—n—%|1,1>+2\1/§|o,1>—21ﬂ|1,3>.

(3.28)

Agora, podemos observar que na Eq. [3.28] até o tempo ¢t = 2, a particula executa uma

caminhada parecida com o caso cldssico. Apds o primeiro passo de tempo a particula tem probabilidade
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de 50% de estar a esquerda ou a direita do estado inicial, igual ao caminhante que na caminhada cldssica
pode deslocar-se com mesma probabilidade para um dos lados. Em seguida, apds o segundo passo de
tempo, constata-se comportamento semelhante ao do caso cldssico, onde o caminhante possui 25% de
probabilidade de ir & esquerda do estado de posigdo | — 1), 50% de retornar ao estado |0) e 25% de ir &
direita do estado |1); tal comportamento também é verificado no caso cldssico. As diferencas surgem a
partir do terceiro passo de tempo; apds a aplicagao do operador de Hadamard percebemos que o estado
|0,0) sofre interferéncia destrutiva enquanto o estado |1,0) apresenta interferéncia construtiva. Este
comportamento de natureza quantica faz com que a partir do passo ¢ = 3 a caminhada comece a diferir
do caso classico. Na figura retirada da referéncia [§], podemos constatar o padrao da distribuigao
de probabilidades, que é bem mais complicado que o obtido para a caminhada cléssica (figura . Em
nosso exemplo, utilizamos como estado inicial |1,0), na figura o autor utiliza como ponto de partida
o estado |0, 0).

Podemos notar que esta distribuigao é assimétrica, com tendéncia de deslocamento para a
esquerda. Segundo [38], esta assimetria deve-se ao fato de que o operador de Hadamard trata os estados
de moeda, |0) e |1), de maneira diferente, utilizando uma fase de valor —1 apenas para o estado [1).
Outro fator que leva a assimetria deve-se a escolha do estado inicial. Deve-se notar que existem modelos
que corrigem essa assimetria, escolhendo um estado inicial conveniente ou outro operador “moeda” [32].
Por fim, ao compararmos a caminhada cldssica com a caminhada quéantica na linha, podemos perceber
uma diferencga importante no que diz respeito ao desvio padrao de ambos os casos. Dada uma caminhada
quantica cuja distribuicao de probabilidades seja simétrica, o valor esperado da posicao do caminhante
deverd ser zero, ou seja, (n) = 0 [32]; quanto ao desvio padrao o(t), pode-se mostrar que para a caminhada
cléssica seu valor é da ordem de o(t) ~ /t, enquanto que para o caso quantico, o(t) é da ordem de
~ t. O que isso nés diz? Acabamos de estabelecer que a caminhada quéntica na linha se propaga
quadraticamente mais rdpida que a caminhada cldssica [32,/38]. Enquanto no caso cldssico o caminhante
tende a ficar proximo da origem, para a caminhada quantica o caminhante tende a afastar-se do ponto

de partida.
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Figura 3.6 - Comparagao entre uma caminhada aleatéria cldssica (pontos) e uma caminhada quantica
(cruz), onde o estado de moeda inicial é |0) e atua-se com o operador de moeda Hadamard em uma linha
apds 100 etapas. Somente pontos pares sao exibidos, pois os pontos impares estao desocupados em etapas
de tempo par (ou vice-versa).



28 3.8 Caminhada Quantica de Tempo Continuo

3.3 Caminhada Quantica de Tempo Continuo

Aharonov et al. [10] propuseram seu modelo quantico, para as caminhadas aleatérias (modelo
de moeda, explicado na segao anterior), o qual foi o precursor para os demais que vieram apds a publicagao
do trabalho. Em 1998, porém, E. Farhi e S. Gutmann [13| propuseram uma maneira diferente de encarar
o problema das caminhadas aleatérias. Abandonando a necessidade de um espago de moeda (H¢), eles
estabeleceram que a dinamica quantica da caminhada aleatéria, CTQW, deve ser governada pelo operador

evolugao temporal

U(t) = e ™, (3.29)

Esta é uma abordagem pioneira, pois substitui a matriz de transferéncia T, utilizada em transportes
cléssicos, pelo Hamiltoniano H que deverd ser utilizado na solugao da equacao de Schrédinger [819,(13]28].
A ideia principal, na qual fundamenta-se a caminhada quéantica continua, refere-se as cadeias classicas de
Markov de tempo continuo [111|32]. Portanto, temos de fazer a seguinte alteracao: o vetor que descreve
a distribuigdo de probabilidades (Eq. serd agora um vetor de estado e a matriz de transicao (M)

deverd ser substituida por um operador unitério equivalente [32].

Figura 3.7 - Uma caminhada cldssica iniciada no vértice 1 tem suas possivel trajetorias indicadas pelas
setas. A constante 7y representa a taxa de transicao do caminhante ir de um né a outro em um intervalo
de tempo infinitesimal €. Com o tempo continuo é como se a probabilidade “escoasse” de um vértice a
outro.

Vamos agora ilustrar a construcao que dé origem a equacao diferencial que rege a dindmica do
modelo quantico de tempo continuo. Consideremos a figura acima, que representa uma rede qualquer
com 7 nds e 6 ligagoes; uma vez iniciada uma caminhada cldssica nesta rede, partindo do vértice 1, o
caminhante s6 poderd ir ao vértice 2 ou 3, pois somente com eles ha ligacao direta. Devido ao fato desta
dindmica ser um processo continuo de Markov [13] devemos levar em consideracao que, para se deslocar
de um né ao outro na rede a probabilidade serd dada como uma constante v por unidade de tempo, onde
v representa a taxa de transicao entre dois vértices adjacentes e é considerada a mesma para todos os
vértices e todos os tempos. Ao se deslocar, o caminhante o faz em um intervalo de tempo infinitesimal
g, desta forma, a probabilidade serd da ordem de ve (no limite em que € — 0). Seja k; o grau do né i,
ou seja, a quantidade de ligagGes que 7 possui, a probabilidade de um caminhante ir ao né vizinho apds
um tempo e serd k;ve [32). O que nos leva a concluir que a probabilidade para ele permanecer em ¢
é 1 — k;ve. Logo, podemos definir a matriz de transigdo Mj;(t), que representa a probabilidade de um
caminhante na rede ir de um vértice ¢ ao vértice j, em um intervalo de tempo ¢; no caso continuo, isto

pode ser representado como
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1—kive + O(e?), sei=j;
Mﬁm:{ () (3.30)

ve + O(g?), se i # j.

Seguindo as mesmas ideias desenvolvidas em [13], vamos definir os passos para a construgao
de um formalismo quantico que servird na descricao dos processos classicos de Markov. Esta caminhada
serd chamada de CTRW, sigla em inglés de Continuous-time Random Walks. Supomos que os vértices da
figura representem uma base no espago de Hilbert N-dimensional, ou seja, caso o ntimero de vértices
seja NN, teremos que {|i)} representa uma base ortonormal, com ¢ = 1,..., N, e portanto, (j|i) = d;;.

Desta forma, podemos definir o Hamiltoniano H através de seus elementos de matriz nesta base. Fazemos:

(1Hli1)  (51[Hliz)
(jHJi) = Hy; = | (G2[Hli)  (2[Hliz) - |, (3.31)

Onde os elementos de matriz, (j|H|i), sdo definidos da seguinte maneira:

—v, sei# j e hd uma ligacao direta entre i e j;
(JIH|i) = 0, sei # j e nao hé ligacdo direta entre i e j; (3.32)
kiy, sei=7j.

A matriz em Eq. é conhecida como matriz geradora [32]. Podemos notar que ela é semelhante a
matriz Laplaciano, em Eq. [2.16] De fato, o que fazemos ¢ relacionar a matriz de transicdo M com a

matriz Laplaciano, que iremos, a partir de agora, chamar de matriz de conectividade A [9).

A matriz de conectividade A é uma matriz N x N que possui elementos A;; definidos como

—1, sei# j e hd uma ligagao direta entre i e j;
A = 0, sei# jenao ha ligagao direta entre 7 e j; (3.33)
fl'a se i = ja

onde f; é a funcionalidade do né i, isto é, a quantidade de ligagoes que ele possui. A matriz de conecti-
vidade possui propriedades importantes: (a) A é real e simétrica, (b) todos os seus autovalores (\,,) sao
reais e A, > 0, e (¢) A tem um tunico autovalor que é Ay = 0 [9]. A dindmica CTRW (e como vere-
mos adiante para o caso quantico, CTQW) depende da conexao direta entre os nés e pode ser resolvida
sabendo-se o conjunto completo de autovalores e autovetores da matriz de conectividade A. Desta forma,

teremos de relacionar A com a matriz de transicdo M, o que serd feito posteriormente.

Uma vez que estamos trabalhando com processos Markovianos, a probabilidade de movermos
o caminhante da posigao ¢ para a posicao j, nao depende do histérico de movimento do caminhante
em tempos anteriores; apenas levamos em consideracao o estado atual no qual ele se encontra. Assim,
podemos voltar para a matriz Mj;, definida em Eq. @ que representa a probabilidade da caminhada

ir de um no ¢ até o ndé j em um tempo ¢, que para qualquer t; e to, ficara
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Mji(ty +ta) = Y Mjp(ta) Myi(ta). (3.34)
k

Portanto, em um intervalo de tempo infinitesimal ¢, teremos

Mji(t+¢e) = Z &) Mii(t), (3.35)

que pode ser reescrita, com o auxilio da Eq. [3.32] como

Mji(t+e) = M (€) + > Mik(e) Mi(t)
k#j
= M(t)[1 = kivel + > Myi(t)y
k#j

= Mu(t)[1—eHy) —ey My (D) H

k]
= M;j;(t) —eM;i(t)Hjj; EZMM Hj
k#3j
Mji(t—’_&:) _Mji(t) = 5Mgz gj _52Mkz
k#3j
Mji(t + 8) - Mj,‘(t)
= - M
- Z k?l ]ka
k#j
tomando o limite de € — 0, em ambos os lados, teremos, portanto
= Hjx Myi(t). (3.36)
k

A Eq. representa a probabilidade cldssica da caminhada ir de um né ¢ até um né j no
tempo t, com probabilidade por unidade de tempo . A partir de agora, para deixarmos a notacdo como

encontrada nos diversos trabalhos sobre o assunto, escreveremos a Eq. [3.30] da seguinte forma

p]k Z Tipik(t) (3.37)

onde pjx(t) é a probabilidade de transi¢do de encontrar o caminhante cldssico no tempo ¢ no né j quando
se inicia no né k e deve satisfazer a relacao Zj pjx(t) = 1. Também consideramos Hji, = Tj; e My;(t) =
pik(t). Sendo |k) o estado inicial do sistema localizado no né k, devemos ter como condigao inicial que
(jlk) = pjx(0) = &k, onde §, , = 1 para k = j e 0 de outra forma. Isto nos leva a formular que, apés um
tempo qualquer ¢, o caminhante deverd estar em algum estado |k;t), de modo que a sobreposigao deste

estado em relac@o ao né de chegada j deverd ser (j|k;t) = p;r(t).

A dindmica da caminhada cldssica (CTRW), que leva o sistema ao estado |k;t), resulta das

taxas de transicao por unidade de tempo entre dois nés. Essas taxas de transicao sao os elementos da
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chamada matriz de transferéncia T, ou seja, Tj, = (j|T|k), que estd relacionada com o ganho ou a
perda espacial |9] e foi introduzida na Eq. A matriz de transferéncia relaciona-se com a matriz
de conectividade através de T = —vA, onde assume-se v = 1, para todas as ligacoes, por questao de

simplicidade.

A solugao da Eq. é dada por [LL[2]

pin(t) = (ileT k) = (jle M k) = Y e lan) (gnlk), (3.38)

n

onde escrevemos os autoestados de A como |gy,).

Feito todo o tratamento anterior para uma CTRW, agora iremos, portanto, desenvolver a
equagdo diferencial para o caso quantico (CTQW), nosso objetivo inicial. A ideia foi primeiramente im-
plementada por Farhi e Gutmann [13], onde eles propuseram que a matriz de transferéncia cléssica, T,
tem de ser o andlogo classico do Hamiltoniano quéantico H, estabelecendo-se, desta forma, que H = —T;
uma vez que ja sabemos a relagdo de T e A, podemos escrever H = yA. A dinamica quantica para a cami-
nhada aleatéria é formulada no espaco de Hilbert N-dimensional; uma vez definida e construida a matriz
de conectividade A (que é real e simétrica, portanto Hermitiana), a identificamos com o Hamiltoniano

quéntico; a evolugdo da CTQW deverd obedecer a equacao de Schrodinger, que é dada como [40]

d
i< 1k) = HIk), (3.39)

comm =1e h =1 Assumindo-se que os estados sdo ortonormais e completos, isto é, (jlk) = J; e

>k |E)(k| =1, teremos as amplitudes de transicao a;x(t) = (j|k;t), da seguinte forma

d X
dta]k ) = —ZZHleélk(t). (340)
l

A Eq. 340 ¢ similar & Eq. [3:37] para uma CTRW, exceto pelo termo imagindrio. A solu¢ao da Eq. [3:40]

sera,

aji(t) = (jle” ™ k) = (jle” A k), (3.41)

onde identificamos o termo e~ (Eq. 3.29) como sendo o operador evolugio temporal da mecénica

quéantica. Desta forma, definimos a probabilidade de transicdo quantica como

i (t) = lag(t)[?, (3.42)

uma vez que a equacao de Schrodinger preserva a probabilidade como uma soma das amplitudes ao
quadrado, a Eq. deve satisfazer 3 |(j]k; t)|* = 1.

3.3.1 Limite de Longo Tempo

As probabilidades de transi¢do para a CTQW e CTRW podem ser analisadas fazendo o tempo

evoluir para um limite de longo tempo (¢ — o0), desta forma, a partir da Eq. teremos que para
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t > 1 no somatdrio os termos exponenciais irao para 0. Os autovalores de A, j4 mencionados, sao reais e
positivos e existe um tnico A\, = 0 (A1 = 0), quando a estrutura é conectada. Escrevendo o autoestado

relativo a A\; como |g1) = \/% > |1), teremos [41]

tliglopjk(t) - E?O{Ze_A"'t<j|qn><qn|k>}

= {Jla)(qlk)

1
- (3.43)

Isto significa que para uma CTRW, cuja matriz de transferéncia T segue diretamente da matriz de

conectividade A, a caminhada ird eventualmente decair para o valor de equiparti¢ao 3 [9].

Para o caso quantico (CTQW), a evolugdo temporal unitéria impede que m;x(¢) tenha um
limite definido para quando ¢ — co. Desta forma, para compararmos o limite de longo tempo da CTRW
com o da CTQW, utilizamos a probabilidade limitante [36], ou seja, a média do limite de longo tempo
de w5 (t) [28,41,/42]. Assim, teremos

1 t
Xjk = lim E ij(t/) dtl. (344)

t—o0 0

Sendo os autoestados de H denotados por |¥,,) e vélida a relagdo de completeza, fazemos

2
dt’

t

S e (G, (W, k)

n

t
- Z<j|wn><wn|k><wm><wm|j>(hm L[ e dt’)
t—oo t 0

n,m

= D O 1T Wl B) (R0 (W), (3.45)

v = Jim |

onde 6x, x,, = 1se A, = Ay, € 0x,,2,, = 0 caso contrario. Devido & degenerescéncia de alguns autovalores
de H, a soma em Eq. pode conter termos pertencentes a diferentes autoestados, |¥,,) e |¥,,). Agora,
podemos usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz [431|44]

< ([ wea) ([ aora) (3.46)

para obtermos um limite inferior da média de longo tempo. Com f(t) = a;x(t) e g(t) = 1, a Eq.
satisfaz a desigualdade da forma [41,/44]

/0 F(0)g(t) dt

2
(3.47)

t 1 t
/ |Ozj;€(t)|2 dt > n ’/ a;(t) dt
0 0

Substituindo este resultado em Eq. [3.44] teremos
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. > lim
Xik = t—00

2
I N
2/0 S et (G, (W ) dt | (3.48)

O tnico termo da soma sobre n em Eq. que sobrevive apds a integracao e a aplicagao do limite de
t — 00, é aquele com \; = 0. O autoestado correspondente a A; pode ser escrito como |¥q) = Tlﬁ Zl]il 1)

[44]. Com (j|¥4) = (T4]k) = \/iﬁ, a Eq. torna-se

2

V
5.

1t
Xk i / e (0L (T [R) di
0

2

v
=

o |1 [ (G0 )} o
i

|19 1) (W |2
1
=5

v

(3.49)

3.3.2 Eficiéncia da CTQW e CTRW

Uma dada rede é considerada eficiente quando uma excitagao se espalha rapidamente por todos
os seus nés, de modo que o caminhante visita cada vértice em um tempo relativamente curto [45]. Essa
eficiéncia pode ser determinada usando diferentes aproximacgoes, como por exemplo, através da densidade
de estados e degenerescéncia de autovalores, processos de absorc¢ao, nimero de Pdélya entre outros [45)]

(ver referéncias dentro).

A probabilidade para uma CTRW ir do né k£ ao n6 j em um dado tempo t é escrita como na
Eq. Para uma CTQW assume-se que todos os estados |k), que representam os nés da rede, sdo
ortonormais e é vélida a relagdo de completeza [941,|45], com a dindmica descrita pelo Hamiltoniano
quéntico, identificado como H=—-T = A (y = 1) (9. Identificando os autovalores do Hamiltoniano H
por A, (n=1,...,N) e os autoestados ortonormalizados por |¥,,), podemos escrever a probabilidade de

transicao para a CTRW como

(e k)
= el

e (] {Z |wn><wn} k)
D e[ W) (W k) (3.50)

n

pjk(t)

e para a CTQW, teremos
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miR(t) = loge(t))?

= |(le™™ k)

= e (lk)?
2

Do e G (TR (3.51)

Nosso trabalho ird investigar, também, a probabilidade média de retorno como uma medida da
eficiéncia do transporte cldssico e quantico nas redes consideradas. Esta probabilidade é definida como
a probabilidade do caminhante permanecer ou retornar ao né inicial k£ passado um certo tempo ¢, como

média sobre todos os nés [28]. Para a CTRW ela pode ser escrita como

XN
=+ D Pr(®) (3.52)
k=1
e para a CTQW escrevemos
LN
=~ > mk(t). (3.53)
k=1

Uma queda répida de p(t) ou 7(t) implica uma propagagao rapida do caminhante na rede e uma queda
lenta implica uma propagacao lenta [28]. Podemos escrever as duas probabilidades médias de retorno
de uma forma mais simples como fungao apenas dos autovalores da matriz de conectividade A. Desta

forma, encontramos para o caso classico

==

i{z k|, ><\Ifn|k>}

k=1 n

N
Z €7>\nt<\11n‘ {Z |k><k‘|} |\Ifn>
k=1

N
> et (3.54)

n=

2=

2=

e para o caso quantico podemos escrever

N
Z | ()], (3.55)

onde, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz [43], | Y r_, arxbe|* < Y7_; lax* > p—; |bx|?, encontra-

mos um limite inferior da forma
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3
=

|

—
(=
B

>

B
=
T
——
2| =
(1=
=
—

k=1 =1
& f
> N Z Okl
k=1
1 :
—idnt
> Ly 7 (3.56)
n=1
uma vez que oy = o, € e alt) = & 25:1 agr(t). Desta forma
. 2
T2 |52 e = mOP (3.57)

Uma vez encontradas as médias das probabilidades de transicao para as CTRW e CTQW, estas
grandezas podem ser usadas para quantificar a eficiéncia no processo de transporte [9,[28/41]. Classica-
mente, uma rapida diminuicdo de p(t) deve resultar - em média - num répido aumento da probabilidade
do caminhante estar em qualquer outro né da rede, mas nao no né inicial j, onde a excitacao teve origem.
Assim, o transporte para fora do né inicial j serd mais eficiente quanto mais rapida for a diminuigao
de p(t) [41,145]. Quanticamente, temos que 7(t) e |a(t)|? oscilam em torno de um certo valor médio.
H4 vantagem de se calcular |[a(t)|?> em vez de 7(t), uma vez que esta quantidade depende apenas dos
autovalores de H. Desta maneira podemos resolver o processo de transporte, em alguns tipos de rede, de

forma analitica [45] ou de uma maneira mais répida.

Para a CTQW, nem 7(¢) nem |@(t)|? diminuem para um determinado valor em longos perfodos,

mas sim oscilam em torno da média de longo tempo, que para 7(t) é dada por [9,[28,/41]

t

1
X = lim = [ 7(¢)dt, (3.58)

t—oo t 0

utilizando a Eq. teremos

2
1 1 & Sy
X = — lim 7/ e " kU )T, |k dt’
1
= ﬁZ5Amm|<k|‘1’n>\2|<k|‘1’m>|2- (3.59)

E, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para obter o limite inferior de %, independente dos

autoestados, escrevemos

1
X = N2 Z 6)\7“)\7”' (3-60)

Essas médias de longo tempo nos fornecem indicagoes sobre o desempenho geral das caminhadas quanticas:
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se elas forem maior que o valor de equipartigao %, em média, maior parte da probabilidade sera de

encontrar o caminhante na origem de seu movimento.

3.3.3 Densidade de estados e Degenerescéncia de autovalores

Como haviamos mencionado no inicio da subsec@o anterior, a densidade de estados e dege-
nerescéncia de autovalores podem ser consideradas boas aproximacoes para a medida de eficiéncia das
caminhadas quanticas e cldssicas. A densidade de estados contém informagoes essenciais sobre o sistema e
permite que fagamos uma andlise das caracteristicas que dependem apenas da topologia da rede [45]. Uma
dessas caracteristicas é a probabilidade média de retorno, que foi desenvolvida para a CTRW e CTQW,
anteriormente (Eq. e Eq. respectivamente). Iremos, portanto, relacionar essas quantidades

com a densidade de estados (ou densidade espectral), que é definida como

1 N
PN =5 D (A=), (3.61)

onde §(A — Ap,) é a “func@o” delta de Dirac.

Agora, tomando o limite inferior de 7(¢), com auxilio da Eq. escrevernos

w(t) > [a(t)?
t 1 t
— - — (4! / : - —(1I\|2 g4 —
= Jim 7 [ w0)ar > tlggot/o a2 = x. (3.62)

Geralmente, os valores da probabilidade média quéntica de retorno de ordem 7(t) = O(1),
para quase todos os t’s - em média - indicam uma alta probabilidade de uma excitacao permanecer no
né inicial, mostrando ineficiéncia no transporte quantico. Porém, valores de 7(t) < 1, para quase todos
os t’s indicam o contrario [46]. Desta forma, como um limite inferior, x é mais instrutivo se for de ordem
x = O(1), que, por sua vez, implica que o valor exato ¥ também é de ordem Y = O(1). Mantendo-se o
transporte quantico ineficiente. Mas, para x < O(1), ndo ha implicagdo estrita em ¥. No entanto, os
resultados anteriores de nossa anglise mostram que os mdximos de 7(t) sdo bem reproduzidos pelo limite
2

inferior |@(¢)|?, indicando, portanto, que os valores de ¥ estao préximos dos valores de x [9,46].

Podemos, entao, combinar as Eq.’s e[3.61] para encontrarmos uma estimativa do valor de
X, conhecendo apenas a densidade de estados. Teremos, com o auxilio de [3.57]
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hm - '

—idpt’
t—oo t N Z
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n,n’

= % zn:p()‘n)
= ZPQ()‘n)a (363)
An

=
Il

onde >, p(A,) =1.

Assim, para uma estrutura que possui um autovalor arbitrario A\*, altamente degenerado,

podemos aproximar y da seguinte maneira:

AN
X= Y. ) = 2P+ D PP
An=A1,A2,0 AN An AN
> p2(A*)+%Zp(/\n)
> PO+l - s = X (3.64)

Ao analisarmos o valor de y, constatamos que para um transporte eficiente perfeito, isto ocorre
para x = 0, enquanto que para y = 1 o transporte é completamente ineficiente. Encontra-se em [46] que
x* fornece uma boa aproximagao de y em duas situacoes extremas. A primeira corresponde ao caso de A*
ser o Unico autovalor altamente degenerado, como acontece em uma rede estrela (star) com N — 1 bragos
(ligagdes), para a qual é possivel mostrar de forma direta que y = x* = [2 + (N — 2)?]/N?, sugerindo
um transporte ineficiente no limite de estruturas muito grandes, ou seja, xoo = 1. A segunda situacdo
ocorre quando todos os autovalores sao nao-degenerados, como acontece com uma cadeia linear. Nesse
caso, todos os autovalores possuem degenerescéncia p(A) = %, que produz x = x* = % Desta forma,
para cadeias lineares extremamente longas obtemos um transporte eficiente, isto €, xo, = 0. Ha situagoes
em que x* nao fornece uma boa aproximagao para x, como foi mostrado para redes de dendrimeros

multicamadas em [28].



CariTULO 4

Resultados e Discussoes

Neste capitulo serdao apresentados os comportamentos encontrados da caminhada quéntica de
tempo continuo na rede Dendrimero Modificado (Arvore de Cayley) que possuem apenas uma camada.
Como descrito no capitulo 2, segao [2.3] a rede dendrimero modificado consiste da adicao, com uma
dada probabilidade p, de novas ligagoes entre nds vizinhos da mesma geracao; uma vez conectadas novas

ligagoes, a rede passara a ser chamada de Spidernet.

4.1 Contornos da Probabilidade 7;(?)

O primeiro resultado que apresentamos neste capitulo refere-se aos valores encontrados para
a probabilidade de transicao m;(t) (Eq. , de uma caminhada quantica de tempo continuo, que
representa a probabilidade de um caminhante comecgar seu movimento no né k e alcangar o né j apés um
certo tempo t. As redes escolhidas para a obtencao desses valores correspondem & rede de dendrimero

puro e modificado, ambas contendo o nimero de geragao igual a G = 4, que corresponde a N = 46 nds

(figura [4.1)).

O algoritmo desenvolvido neste trabalho, utilizado para a obtencao dos valores numéricos de
7 (t), foi rodado para vérios valores do pardmetro p, que estabelece a probabilidade de novas ligagdes
serem adicionadas entre nés de mesma geragao. Preferimos apresentar, nesta secao, apenas os resultados

para os valores de p iguais a p = 0.0, 0.5 e 1.0.

Abaixo, em cada subse¢do, iremos mostrar como comporta-se a probabilidade m; 5 (¢) (i) quando
escolhido um né inicial pertencente & periferia da rede, em seguida (ii) a relagdo dessa probabilidade com

as quatro geragdes de nossa rede e por fim (iii) mostramos os gréficos do contorno de m; 1 (¢).
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Figura 4.1 - Dendrimero com funcionalidade fp = 3, Np = 46 nos e geragao G = 4. Esta rede servira
de anélise para as subsegoes [4.1.1} [4.1.2) e [4.1.3] Nas duas ultimas utilizaremos o parametro p para a
adicao de novas ligacoes entre os nés de mesma geracao. As linhas pontilhadas demarcam as geragoes da

rede, elas nao devem ser confundidas com ligagoes.

4.1.1 Probabilidade 75,23 (t)

Na ﬁgura apresentamos a probabilidade 7 23(¢) de um caminhante, que desloca-se a partir
de um né inicial e periférico, que escolhemos como sendo o né 23, de estar localizado em um vértice j

apds um intervalo de tempo que varia entre 0 e 100, com passos de tempo 0.1.

No gréafico a esquerda (Fig. (a)) plotamos o contorno de probabilidade da caminhada para
uma rede dendrimero puro, ou seja, todos os nés possuem grau igual a 3 exceto os nds periféricos (da
ultima geragdo) que possuem grau 1. A probabilidade de adi¢do de novas ligacoes é mantida igual a
p = 0.0. O que percebemos é uma caminhada pouco distribuida na rede, isto é, o caminhante tende a
permanecer proximo de seus primeiros vizinhos, visitando os demais nds com baixa probabilidade. Na
tabela apresentamos os valores das probabilidades de localizarmos o caminhante em: né 11, primeiro
vizinho, nés 5 e 24, segundos vizinhos e nds 2 e 12, terceiros vizinhos. Estes nds estao presentes em um
ramo da rede que tem inicio no vértice 2 e continuidade com o vértice 5. H4 uma alta probabilidade de
a caminhada estar no segundo vizinho, vértice 24, e no vértice inicial, 23. Tal comportamento deve-se ao
fato das amplitudes de probabilidades deslocarem-se menos ao chegarem aos nés periféricos (24, 25 e 26,
por exemplo) o que ocasiona uma maior concentracio de probabilidade nessas regides; ao alcancarem os
nos 25 e 26, estas amplitudes tendem a retornar ao né 12 que também recebe o retorno da caminhada

vinda dos outros ramos da rede. Ao alcangar o né 2, onde a caminhada encontra mais opgoes para seu
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deslocamento, as amplitudes de probabilidades tendem a apresentar uma diminuigao no seu valor. Desta

forma, em um dendrimero puro, a caminhada estara mais confinada em seus primeiros vizinhos.

Tabela 4.1 - Amplitudes de probabilidades 7;23(t) para uma CTQW, que inicia no né 23 e propaga-se
pela rede apresentada na figura O valor de p é mantido constante e igual a p = 0.0, ou seja, temos
um dendrimero puro. A variagdo de tempo, At, estd representada na primeira coluna e o né alcangado
pela caminhada, j, ocupa a primeira linha. Foram dados 100 passos de tempo com incrementos de 0.1.

At L= 2 5 11 12 23 24

0 00 00 00 00 1.0 00
20 - 21 0.04 0.02 0.09 0.0l 0.31 0.31
40 - 41 0.01 0.04 0.11 0.07 0.37 0.47
60 - 61 0.0l 0.01 005 012 047 0.17
80 - 81 0.02 0.02 0.10 0.07 0.15 0.61
99 - 100 0.0l 0.01 0.04 0.12 0.16 0.44

No gréfico a direita (Fig. (b)) apresentamos novamente os contorno de probabilidade,
mas dessa vez trata-se de uma rede dendrimero modificado, no qual utilizamos o parametro p com valor
igual a p = 0.5, isto é, adicionamos entre nés de mesma geracao, 25 novas possiveis ligagoes de um total
de 45. Entre estas novas ligagbes temos, por exemplo, os pares (23, 46), (11, 22), (11, 12) e (45, 46).
Com estas novas ligacoes o caminhante percorre toda rede com amplitudes de probabilidade maiores. Na
tabela mostramos o mesmo tratamento realizado na tabela nela colocamos os primeiros vizinhos
para o né 23 e suas respectivas probabilidades em cada intervalo de tempo considerado. Constata-se
uma alta probabilidade de localizarmos a caminhada no vértice 45, segundo vizinho, no vértice inicial e
seu primeiro vizinho, né 46. Com menor probabilidade para os demais vizinhos e vértices restantes da
rede. Este comportamento ocorre devido ao fato dos trés nés (com maior intensidade de probabilidade)
possuirem mais ligagoes, estarem conectados diretamente com o vértice 23 e localizarem-se na periferia da
rede, o que possibilita um maior retorno e permanéncia da caminhada. Assim, para uma rede dendrimero
modificado com pardmetro p igual a p = 0.5, o caminhante propaga-se em toda a rede, mas tem maior

preferéncia de estar proximo ao né de partida.
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Tabela 4.2 - Amplitudes de probabilidades 7;23(t) para uma CTQW, que inicia no né 23 e propaga-se
pela rede apresentada na figura O valor de p é mantido constante e igual a p = 0.5, ou seja, temos
um dendrimero modificado (spidernet). A variacdo de tempo, At, estd representada na primeira coluna
e o n6 alcangado pela caminhada, j, ocupa a primeira linha. Foram dados 100 passos de tempo com
incrementos de 0.1.

At ]| j— 11 12 22 23 45 46
0 0.0 00 00 1.0 0.0 0.0

20 -21 0.03 0.03 0.0 023 023 0.14
40 - 41 0.03 0.03 0.02 0.25 0.18 0.05
60 - 61 0.03 0.0 0.05 022 0.17 0.14
80 - 81 0.0 0.01 0.02 0.12 0.32 0.13
99 - 100 0.05 0.02 0.03 0.19 0.30 0.06

Por fim, no dltimo gréfico (Fig. (c)) apresentamos a evolucdo da probabilidade ;23(t)
para uma rede do tipo spidernet completa, ou seja, com o valor de p igual a p = 1.0 (valor méximo);
todas as 45 possiveis ligagoes entre nés de mesma geracao sao adicionadas. Como podemos perceber,
neste caso ha uma maior propagacao do caminhante por toda a rede, espalhando-se com maior rapidez,
0 que nos permite encontra-lo com maior probabilidade em vértices mais distantes do inicial. Na tabela
mostramos os valores das probabilidades para nés préximo ao né 23; a escolha foi feita com critérios
de compararmos as probabilidades dos vizinhos mais préximos 24 e 46 (que estdo na tltima geragao) e o
primeiro vizinho da geracao anterior (11), com os segundos vizinhos (12 e 22) que também estao na geragao
anterior a ultima. Notamos que a caminhada tende a concentrar-se nos nés da periferia, mas visita, com
probabilidade maior, vértices periféricos mais distantes. Outro aspecto importante deste caso refere-se ao
tempo de renascimento (TR) (revival times), isto é, o tempo necessdrio para que o caminhante retorne a
origem. Devido aos efeitos quanticos, isto ocorre em momentos diferentes e com intensidades diferentes.
Podemos estabelecer duas categorias de TR: renascimento completo e parcial. Devido a complexidade
da rede, ndo obteremos nenhum TR completo, mas apenas renascimentos parciais. Os tempos para um
renascimento completo 7 podem ser determinados a partir da resolucdo da equacdo «; x(7T) = ;1 (0),
onde a1, ¢ a amplitude de transicao entre dois nés, dada pela Eq. @ mas uma solucao analitica desta
equacdo s6 é possivel para anéis muito pequenos [9]. Neste trabalho, compreendemos por TR parcial
(ou incompleto) 7, calculado numericamente, aquele para o qual 7; ,(t) é superior a 0.5. Para uma rede
dendrimero puro (p = 0.0), Fig. [4.2] (a), descobrimos a maior probabilidade, de retorno & origem, sendo
23,23 ~ 0.64 medida no tempo 7 = 78.0. Ja para uma rede dendrimero modificado, com p = 0.5,
mostrada na Fig. [4.2| (b), a probabilidade 723 23 tem seu maior valor igual a 0.42 encontrada no tempo
T = 24.8. Agora, para uma spidernet completa, a maior probabilidade 7; x(t) é obtida no tempo 7 = 50.5
e seu valor é 0.37, que é menor que o nosso valor de corte 0.5. Lembramos que a andlise é baseada no
intervalo de tempo entre 0 e 100, com passos de tempo de tamanho 0.1. Considerando-se passos de tempo
menores, outros valores para as probabilidades mais altas podem ser encontrados, mas a imagem geral
¢ mantida. Portanto, conforme o valor de p aumenta, a caminhada tende a espalhar-se de forma mais

eficiente pela rede considerada.
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Tabela 4.3 - Amplitudes de probabilidades 7;23(t) para uma CTQW, que inicia no né 23 e propaga-se
pela rede apresentada na figura O valor de p é mantido constante e igual a p = 1.0, ou seja, temos
uma spidernet completa. A variacdo de tempo, At, estd representada na primeira coluna e o né alcangado
pela caminhada, j, ocupa a primeira linha. Foram dados 100 passos de tempo com incrementos de 0.1.

At | |j— 11 12 22 23 24 46
0 00 00 00 1.0 00 0.0
20 - 21 0.04 0.01 0.02 0.08 0.02 0.18
40 - 41 0.01 0.02 0.0 0.05 0.05 0.04
60 - 61 0.02 0.03 0.01 0.08 0.04 0.03
80 - 81 0.02 0.05 0.03 0.07 0.03 0.05
99 - 100 0.03 0.03 0.01 0.13 0.08 0.07
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Figura 4.2 - Estruturas espago-tempo para a probabilidade 7;23(t). Em (a) temos o comportamento
da caminhada para um dendrimero puro; em (b) para uma spidernet com p = 0.5; em (c) para uma
spidernet completa (p = 1.0). Todas as estruturas possuem geracdo G = 4 e 100 passos de tempo com
incrementos de 0.1.

4.1.2 Probabilidade 7;4(t) correlacionada a geracao g

Na figura[f.3monitoramos a probabilidade de uma caminhada ser localizada em qualquer né das
quatro geragoes a partir do né central, né 1 (ver ﬁgura. Podemos constatar que ha poucas diferencas
no comportamento da caminhada, dadas as redes geradas a partir da escolha do parametro p. Em nossa
escolha apresentamos o comportamento para p = 0.0, p = 0.5 e p = 1.0, que correspondem a figura 4.3

(d), (e) e (f), respectivamente. Aqui, fazemos uma mudanga no indice j da Eq. para o considerarmos
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agora como sendo a geragao g a qual pertencem os nos j’s. O valor para a probabilidade de o caminhante
estar na geragdo g = 1, que compreende os nés 2, 3 e 4, é maior para my=1,1(t = 15.2) ~ 0.65, seguida
de perto por mg—1,1(t = 35.5) ~ 0.64. A probabilidade de estar localizado na geragdo g = 2 é a maior
para mg—o 1(t = 17.3) ~ 0.77 e para a geragdo g = 3 é de my—31(t = 12.0) ~ 0.58. J& a probabilidade
do caminhante situar-se em qualquer né periférico, partindo do né central, tem seu méaximo igual a
Tg—a,1(t = 28.8) ~ 0.44. Todos estes resultados sao independentes do valor de p. Isto se deve ao fato
de que as ligacoes adicionais conectam os nés de mesma geragao, desta forma, a probabilidade 7y 1(¢) de

encontrar o caminhante na mesma geracao deve ser praticamente inalterada.
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Figura 4.3 - Estruturas espago-tempo para a probabilidade 74 1 (%), em que g representa a geracdo. Em
(d) temos o comportamento da caminhada para um dendrimero puro; em (e) para uma spidernet com
p = 0.5; em (f) para uma spidernet completa (p = 1.0). Todas as estruturas possuem geragdo G =4 e 40
passos de tempo com incrementos de 0.1.
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4.1.3 Contornos de probabilidade 7;;(10)

Por fim, na figura mostramos os contornos da probabilidade 7, x(¢), medida em ¢ = 10,
para uma CTQW sobre as mesmas estruturas analisadas anteriormente: dendrimero puro (p = 0.0),
dendrimero modificado (p = 0.5) e spidernet completa (p = 1.0), figura[4.4] (g), (h) e (i), respectivamente.
Para uma rede dendrimero puro podemos notar claramente fortes efeitos de localizagao: a caminhada
tende a manter-se no né inicial e visita, com maior probabilidade, nés mais préximos. Por exemplo, caso
a caminhada encontre-se no vértice 25 ela terd maior probabilidade e permanecer em 25 ou deslocar-se

para os nos 26, 11 e 12 que sao seus primeiros vizinhos.
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Figura 4.4 - Estruturas espago-tempo para a probabilidade 7, ;(10). Em (g) temos o comportamento da
caminhada para um dendrimero puro; em (h) para uma spidernet com p = 0.5; em (i) para uma spidernet
completa (p = 1.0). Todas as estruturas possuem geragdo G = 4 e foram verificadas para o tempo ¢ = 10.

Ao ativarmos o parametro p novas ligagdes sdo adicionadas, aumentando o comprimento dos
segmentos lineares que unem os nés da rede, e desta forma a caminhada tende a espalhar-se mais. Este
aspecto é mais visivel para quando p = 1.0, pois todos os nés de mesma geragao estao ligados através de
uma cadeia linear. No entanto, o efeito de localizagdo ainda é predominante para as geragoes internas,
isto se deve ao fato de que os segmentos lineares sao menos pronunciados. Para CTQW’s que comegam
a partir do né central, had maior concentragao de probabilidade em nds que sao vizinhos mais préximos,
por exemplo: 711 ~ 0.18 (g = 0), m2_41 = 0.14 (g = 1) e m5_10,1 =~ 0.03 (¢ = 2). Para nds periféricos

observamos uma melhor distribuigao da probabilidade total.
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4.2 Espectro de Autovalores

Na figura mostramos o espectro de autovalores para a rede dendrimero puro (p = 0.0) e
para as spidernets com o parametro p contido no intervalo 0.1 < p < 1.0. Podemos observar em Eq.
e Eq. que precisamos determinar todo o espectro de autovalores da matriz de conectividade A,
relacionada as nossas estruturas. Escolhemos o ntimero de geragao igual a G = 8 e S = 40 realizagoes
diferentes. No que se segue, nao apresentaremos os detalhes da avaliacao dos autovalores, pois o foco de
nossa pesquisa é analisarmos a influéncia destes autovalores nas propriedades das caminhadas quanticas.
De imediato, é possivel observarmos o espectro completamente discreto do dendrimero puro, no qual o
autovalor mais degenerado é o de valor 1, que possui multiplicidade igual a 3-2¢72 [26/27]. Ao ativarmos o
parametro p percebemos que este espectro discreto desaparece, o que é devido a adigao de novas ligagoes
na rede. Para p > 0.6 o espectro de autovalores torna-se praticamente continuo. Isto é importante,
pois foi encontrado para cadeias lineares o mesmo comportamento quanto aos autovalores, indicando um
aumento na eficiéncia quantica. Notamos também, na figura que para autovalores muito pequenos
(abaixo de 0.1) o comportamento discreto desaparece logo a partir de p = 0.1, mas para p = 1.0 (spidernet
completa) encontramos uma colegao de vérios autovalores duplamente degenerados. Para a determinagao
dos autovalores da matriz de conectividade A, foram feitos cdlculos numéricos, mas para o caso de
um dendrimero puro, estes autovalores podem ser determinados de forma analitica [26}[27]. Faremos um
resumo de como é obtido o espectro de autovalores para um dendrimero puro (p = 0.0) com funcionalidade
fp = 3 e de geracdo G. Para o dendrimero puro existem duas classes de autovalores: os autovalores
simétricos, que sdo ndo degenerados, e os anti-simétricos, que apresentam degenerescéncia [28]. Em

primeiro lugar, o grupo simétrico é formado por G autovalores nao degenerados, que possuem a forma

)\ECS):3_2\/§COS( ),comk‘zl,...,G. (4.1)

k
G+1
Além disso, temos o autovalor totalmente simétrico )\S)H = 0. Em segundo lugar, para o caso geral, os

grupos de autovalores anti-simétricos sao determinados pela resolucao do sistema de duas equagoes:

A = 3 - 2v/2 cos gy (4.2)

sin(G + 1 — m)yy, = V2sin(G — m)i, (4.3)
onde m (com 0 < m < G — 1) denota o niumero da ltima geracdo em que todos os nés estdo imdveis. A
partir destas equagoes, obtemos (G —m) solucdes distintas se (G —m +1) > v/2(G —m). Caso contrério,

existem (G —m — 1) autovalores distintos da forma como mostrado em Eq. e um autovalor adicional

da forma hiperbdlica, dado por

A™ =3 —2v/2cosh 1, (4.4)

onde v satisfaz a seguinte equagao
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sinh(G — m + 1)1 = V2sinh(G — m)p. (4.5)
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Figura 4.5 - Espectro de autovalores de um dendrimero puro (p = 0.0) (circulos pretos), e das spidernets
com p=0.1,...,1.0 (demais cores). A estrutura considerada consiste de G = 8 geragdes e N = 766 nds.
Podemos notar o comportamento discreto dos autovalores do dendrimero puro e, para o caso em que p
é ativado, observamos um comportamento continuo no espectro. Este comportamento serd responsavel
pelo aumento da eficiéncia quantica.

Assim, podemos resumir que, para cada m, temos (G — m) autovalores distintos, que sdo 3 - 2m~1!
degenerados, exceto para m = 0, que sao duplamente degenerados. O caso especial de m = G — 1 da

origem a um autovalor 3 - 292 degenerado A = 1.
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4.3 Probabilidades Médias de Retorno Classica e Quan-
tica

Nesta segdo iremos apresentar o comportamento das probabilidades médias, cldssica p(t)
(CTRW) e quantica [a(t)]? (CTQW), da caminhada retornar ao seu ponto de partida inicial; estas sdo
representadas pelas Eq.’s e respectivamente.

Na figura mostramos o comportamento de p(t) para uma rede de geracao G = 8, S = 40
realizacoes e com o parametro p variando de 0.0 até 1.0, com passos de 0.1. Podemos constatar que
para todos os valores de p o comportamento da probabilidade média classica em tempos muito longos
é bem recuperado; seu comportamento assintotico tende para o valor de equipartigao % Para o caso
de um dendrimero puro (p = 0.0) este valor comega a ser alcangado com tempo ¢ > 1000 passos, com
passos de tamanho 0.1; enquanto que para uma spidernet completa (p = 1.0) a caminhada alcanga este
resultado préximo a ¢ = 400 passos. Este decaimento mais rdpido de p(t) ocorre devido ao fato que para
uma spidernet a funcionalidade dos vértices aumenta conforme o parametro p tem seu valor elevado,

resultando assim em um melhor transporte do caminhante na rede.

A figura apresenta o analogo quantico do caso cldssico, a probabilidade média [a(t)|?.
A anélise é feita para o mesmo conjunto de pardmetros anteriores (G, S e p). Notamos que para um
dendrimero puro (p = 0.0) a caminhada permanece préxima ao ponto de partida, o que significa que o
transporte quantico para vértices mais afastados é altamente improvavel. J4 haviamos observado este
comportamento ao estudarmos o transporte em uma rede com nimero de geragdes menor (subsegao
. Mas, ao adicionarmos novas ligacoes entre nés da mesma geragao, aumentamos a probabilidade
da caminhada alcangar vértices mais distantes. Quando o valor de p é méximo (p = 1.0), o transporte
quantico é reforcado por quase duas ordens de grandeza. Neste caso, a probabilidade média desaparece
suavemente até atingir o equilibrio, parecido com o comportamento de uma tnica cadeia linear [28].
Observa-se que para valores de p compreendidos no intervalo 0.0 < p < 0.3 e para p = 1.0, a oscilagao de
|a(t)|? é fortemente presente, diminuindo drasticamente para 0.5 < p < 0.9, alcancando dessa forma um

comportamento mais estavel.
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Figura 4.6 - Probabilidade média de retorno p(t) para uma CTRW. Mantivemos a geracao fixa em G = 8
e variamos o parametro p de 0.0 até 1.0. Observa-se um lento decaimento de p(t) para p = 0.0, devido
a conectividade da rede. Ao ligarmos o pardmetro p, p(t) decai mais rapidamente, atingindo o equilibrio
em menor tempo, melhorando assim o transporte classico.
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Figura 4.7 - Probabilidade média de retorno |a(t)|? para uma CTQW. Mantivemos a geragdo fixa em
G = 8 e variamos o parametro p de 0.0 até 1.0. Observa-se um forte comportamento oscilatério de |a(t)|?
para p < 0.3 e p = 1.0. Ao aumentarmos o parametro p, [@(t)|? oscila mais fracamente, melhorando
assim o transporte quantico na rede.
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Agora, nas figuras [£.8] e [£.9] mantivemos o parametro p fixo em p = 0.5 e variamos o niimero
de geracao (G, indo de 2 até 10. Para cada valor de GG, escolhemos o ntmero de realizagoes tais que
S+ Np = 30700, isto é, procuramos melhorar a estatistica de nossos resultados, a partir de uma referéncia
que é a quantidade de nés presentes em nossa rede de maior geragdo (para G = 10 temos Np = 3070
nés). Para G = 10, por exemplo, o nimero de realizagoes serd igual a S = 10, para G = 9 serd S = 20,
para G = 8 serda S = 40, assim por diante. Para uma CTRW, com redes de baixa geracao, o transporte
da caminhada ocorre mais rapidamente devido a pequena quantidade de nés. Para G = 2, por exemplo,
com adicao de algumas ligacoes entre vértices de mesma geragao, a caminhada tende a ir para o valor
de equilibrio muito mais rapido, diferentemente do que ocorre para G = 10, que com um total de 3070
vértices, leva mais tempo para ser percorrida, daf seu comportamento assintético ocorrer acima de 103
passos de tempo. Ja para uma CTQW, em redes pequenas, G < 4, o comportamento oscilatério é mais
pronunciado do que para spidernets com numero de geragao mais elevado. De imediato notamos que a
probabilidade média diminui quando G é maior, sugerindo um melhor transporte quantico. No entanto,
essa diminuicao da probabilidade ocorre até que um determinado nimero de geragao seja atingido, para
nossa escolha de pardmetros isto ocorre em G = 7. Para uma spidernet com G = 10 obtivemos, no limite
de longo tempo, |a@(t)|> ~ 0.12, que é apenas 0.005 inferior & probabilidade média de uma spidernet com
G="1.
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Figura 4.8 - Probabilidade média de retorno p(¢) para uma CTRW. Variamos o ntmero de geragao
de 2 até 10, e mantivemos fixo o parametro p em p = 0.5. Nota-se que, para quanto maior o nimero
de geracOes, mais longo é o tempo para a caminhada alcancgar o valor de equilibrio. Isto é devido a
quantidade elevada de nds que o caminhante cldssico visita na rede.
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Figura 4.9 - Probabilidade média de retorno [a(t)|? para uma CTQW. Variamos o nimero de geracao
de 2 até 10, e mantivemos fixo o parametro p em p = 0.5. Nota-se que, para quanto maior o nimero de
geragoes, menor a oscilaciao de |@(t)|> em torno de um valor médio.

4.4 Medida da Eficiéncia de Transporte y

Como tltimo resultado, apresentamos na Fig. (a) a medida da eficiéncia de transporte x e
sua aproximacao x*, Fig. (b). A expressao para as duas quantidades estd representada em Eq.
ambas em funcao do nimero de geragdo G e do pardametro p. Este resultado estd representado através
de um mapa bidimensional, no qual as cores fornecem a qualidade da eficiéncia. Devemos ter em mente
que, o transporte quantico é mais eficiente quanto menor for o valor de y, ou seja, para x = 0 temos um
maximo de eficiéncia. Por sua vez, quanto maior o valor de y menor sera a eficiéncia de transporte na
rede, no qual o méximo é igual a y = 1. A regido em vermelho, com maior contraste, na Fig. (a)
nos indica claramente um aumento no transporte quantico, que ocorre para nimero de geragdes maiores.
Todavia, como observado na figura x diminui drasticamente o seu valor para redes com G > 7.
Analisando a figura percebemos que, uma vez fixado o valor de G e aumentado o parametro p,
o transporte quantico é melhor obtido. Esse aumento é bastante relevante, com quase trés ordens de
grandeza. Por exemplo, ao analisarmos uma rede dendrimero puro (p = 0.0), com G = 10, encontramos
X ~ 0.119 e para uma spidernet (p = 0.9) o valor obtido é x &~ 0.0018. Ja quando a spidernet estd
completa (p = 1.0), o valor de x tem um aumento, e seu valor é dado por x ~ 0.003. Na Fig. (a), a
cada geragao, aumentando-se o valor de p, observamos que x diminui até certo valor de p e depois volta
a aumentar; isto estd melhor visivel para redes de geracao baixa. Além disso, para spidernets com G < 4

o valor minimo de x é encontrado quando p = 0.8.

Esta descoberta pode ser explicada pelo fato de que o transporte quantico em uma linha é mais
eficiente do que o transporte em um anel com o mesmo ntmero de nés. Para uma melhor visualizagao
do problema, ver figura Para p = 1.0, as ligagbes possiveis entre todos os nés da mesma geracao
sao adicionadas, o que leva a criagao de circulos, enquanto que para p =~ 0.9 construimos linhas longas,

quando analisamos redes com geragoes elevadas. O que encontramos é um valor cada vez menor para
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Figura 4.10 - Em (a) temos a probabilidade média de longo tempo ¥, e sua aproximagao x* em (b),
para redes de dendrimeros modificadas. A cor vermelho em maior contraste indica um pequeno valor de
X, apontando para uma forte eficiéncia de transporte quantico na rede.

x conforme vamos aumentando o tamanho da linha criada entre os nés de mesma geracao, até préoximo
de completarmos o circulo. O valor de x correspondente a um dendrimero puro aproxima-se do valor
assintético de um dendrimero, que vale x% ~ 0.111, enquanto o valor minimo, x(p = 0.9,G = 10) =~
0.0018, é inferior a uma ordem de grandeza maior que a do valor correspondente a uma linha com N
vértices: Xppa X -

Quanto aos valores aproximados de x, observamos que x* (Fig. [4.10] (b)) possui o mesmo
comportamento dos valores exatos, mas a aproximacao nao ¢é vélida: existem diferencas de quase uma
ordem de magnitude entre esses valores. Esta descoberta esté relacionada com o espectro de autovalores,

que para nossas redes nao é tao discreto como no caso de algumas estruturas do tipo drvore (treelike) [46].
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Figura 4.11 - Rede dendrimero modificado em (a), com G = 2 e p &~ 0.9. Descobrimos que, para circulos
fechados, como mostrada em (b), o valor da eficiéncia y aumenta, mas caso a adigdo de novas ligacoes
formem uma linha, como em (c), entdo o valor de x serd o menor, apontando para uma melhor eficiéncia
na rede. Isto era de se esperar, pois a eficiéncia do transporte quantico é maior em uma linha do qué em
um anel com N vértices.



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

Pretendiamos, com este trabalho, analisar o comportamento das caminhadas quanticas de
tempo continuo na rede dendrimero modificado, isto é, as spidernets. Comegamos com o estudo de tais
caminhadas na rede dendrimero puro (ou Arvores de Cayley), com todos os nés possuindo funcionalidade
fp = 3, exceto os nds periféricos (iltima geracao). Depois, ao ativarmos o pardmetro p, que representa a
probabilidade de adicionarmos novas ligagoes entre nés da mesma geracao, fizemos a analise da caminhada,

com o intuito de conhecermos a eficiéncia do transporte classico e quantico em nossa estrutura.

Constatou-se que para um dendrimero puro, a caminhada quantica possui dificuldades para
se propagar pela rede, concentrando-se com maior probabilidade 7 1 (t) nos primeiros vizinhos. Mas, ao
ligarmos o parametro p, variando-o de 0.1 & 1.0, com incremento de 0.1, notamos uma melhor propagacao
do caminhante quantico através da rede. Nés mais distantes sao visitados com intensidades maiores de
probabilidade. Para o caso em que p = 1.0 (spidernet completa) o caminhante espalha-se pela rede
visitando todos os nés com maior probabilidade. Nos diagramas espaco-tempo, figura notamos que
h4 uma forte tendéncia da caminhada de encontrar-se nos vértices periféricos. Ao verificarmos a evolugao
das caminhadas em relagao as geragoes (lembrando que utilizamos G = 4) encontra-se o comportamento
muito semelhante para um dendrimero puro (p = 0.0), spidernets incompletas 0.1 < p < 0.9 e spidernet
completa p = 1.0, pois os vértices adicionais s6 conectam vértices de mesma geragao. Em relagao aos
contornos da probabilidade 7; 5 (¢), percebemos fortes efeitos de localizagdo para p = 0.0, enquanto que
para p variando a caminhada espalha-se mais, permanecendo efeitos de localizacao apenas para geragoes

internas da rede.

Ao avaliarmos o comportamento das probabilidades médias de retorno cldssica p(t) (CTRW)
e quantica [a(t)|? (CTQW), verificamos que para valores maiores do parametro p, o decaimento de p(t)
é mais rapido, sugerindo um melhor transporte cldssico. Para |a(t)|?> o comportamento oscilatério é
reduzido conforme aumenta-se o valor de p, sugerindo, também, um melhor transporte quantico em nossa
estrutura. Fizemos a comparagao para varios valores de GG e p fixo em 0.5, constatando-se decaimentos
2

rapidos de P(t) para geragoes pequenas; e pequenas oscilagoes para [@(t)|* conforme aumenta-se o nimero

de geragoes.

Estudamos o comportamento da eficiéncia de transporte y, e sua aproximacao x*. Verificamos
uma melhor eficiéncia quanto maior for a rede e o valor do parametro p. Nesta andlise descobrimos que
o transporte quantico é mais eficiente para valores de p = 0.9, isto é, quando adicionamos novas ligagoes
entre os nés de mesma geracao e nao fechamos o circulo com todos elas, a estrutura existente é comparada
com longa linha. Como sabemos de outros trabalhos, a eficiéncia em uma linha longa é maior que em um
anel de N vértices. Os valores de x* possuem o mesmo comportamento dos valores exatos, mas existem
diferencas de quase uma ordem de magnitude, indicando alteragoes no espectro de autovalores, que para

nossa rede nao ¢é tao discreto.

Desta forma, nossa pesquisa encontrou que para uma estrutura dendrimero modificado (spider-
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nets), tendo como base o dendrimero, o transporte quantico é mais eficiente quanto maior for o niimero
de ligagoes adicionadas entre nés de mesma geracao. Para todas as formas de medidas de eficiéncia os
resultados apontam para esta direcdo. Assim, concluimos que caminhadas quénticas de tempo continuo

sao extremamente tteis na analise do transporte quantico em redes complexas.
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