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BRITO, L. S. Versões das propriedades A e B de Lindenstrauss para operadores compactos
2018. 138 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal do Amazonas, Manaus-AM.

Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar as versões das propriedades A e B de Lindenstrauss
para operadores compactos. No decorrer do nosso trabalho, apresentamos resultados sobre
a topologia fraca-estrela, bases de Schauder, propriedades da aproximação, espaços de Ba-
nach cuja norma depende localmente de finitas coordenados, espaço estritamente convexo,
espaço uniformemente convexo, dentre outros. Em 2014 Miguel Martín publicou um ar-
tigo respondendo de maneira positiva a seguinte pergunta: Existem operadores compactos
entre espaços de Banach que não podem ser aproximados por operadores compactos que
atingem a norma? Ao fazer isso, introduziu, no mesmo trabalho, duas propriedades cha-
madas de propriedades Ak e Bk ou versões para operadores compactos das propriedades
de Lindenstrauss. Nesta dissertação, são apresentados de maneira detalhada resultados
relacionados às propriedades A e B de Lindenstrauss e propriedades Ak e Bk.

Palavras-chave: Operador compacto; Propriedades de Lindenstrauss; Propriedade da
aproximação; Espaços uniformemente convexos.
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BRITO, L. S. Versions of Lindenstrauss properties A and B for compact operators. 2018.
138 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Amazoans, Manaus-AM.

Abstract

The main goal in this dissertation is to study the versions for compact operators of
Lindenstrauss property A and B. In the course of our work, we present results concerning
weak-star topology, Schauder basis, approximation properties, Banach spaces that locally
depend upon finitely many coordinates, strictly convex spaces, uniformly convex spaces,
among others. In 2014 Miguel Martín answered positively the following question: Are
there compact operators between Banach spaces that can not be approximated by compact
operators that attain their norms? In order to do that, he introduced two properties called
properties Ak and Bk or versions for compact operators of Lindenstrauss properties. In
this dissertation we present some results regarding Lindenstrauss properties A and B, and
we also provide several results regarding properties Ak and Bk.

Keywords : Compact operator; Lindenstrauss properties; Approximation properties; Uni-
formly convex space.
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Lista de Símbolos

N {1, 2, . . .}
R conjunto dos números reais
C conjunto dos números complexos
K R ou C
| · | módulo
‖ · ‖ norma
‖ · ‖X norma em X

X, Y, Z,W e F espaços vetoriais normados ou espaços de Banach sobre o
corpo K

W ≤ Z W é subespaço de Z

en (0, . . . , 0,
(n)

1 , 0, . . .)

Im(A) imagem da aplicação A
ker(T ) núcleo do operador linear T
X ′ dual topológico do espaço vetorial normado X
BX [x0; r] bola fechada do espaço normado X com centro em x0 e raio r
BX BX [0; 1]

X × Y produto cartesiano de X e Y
N∏
n=1

Gn G1 ×G2 × · · · ×GN

X ⊕ Y soma direta de X e Y
L(X, Y ) espaço vetorial sobre K dos operadores lineares contínuos de

X em Y

NA(X, Y ) espaço vetorial sobre K dos operadores lineares contínuos de
X em Y que atingem a norma

F(X, Y ) espaço vetorial sobre K dos operadores lineares contínuos de
X em Y de posto finito

K(X, Y ) espaço vetorial sobre K dos operadores compactos lineares
contínuos de X em Y
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T ′ : Y ′ −→ X ′, operador adjunto de T ∈ L(X, Y )

R : X ′ −→ X ′ w∗-w∗-contínuo R é contínuo na topologia fraca-estrela (X ′, σ (X ′, X))

T |F operador T ∈ L(X, Y ) restrito ao subespaço F de X
IX operador identidade de X
I ou T 0 operador identidade
(xn)n sequência (xn)∞n=1

sup
n
‖xn‖ ou sup

n
|xn| sup

n∈N
‖xn‖ ou sup

n∈N
|xn| respectivamente

(`p, ‖.‖p) {(an) : an ∈ K para todo n ∈ N e
∑∞

n=1 |an|p < ∞} onde
‖(an)n‖p = (

∑∞
n=1 |an|p)

1/p

(`∞, ‖ · ‖∞) {(an)n : an ∈ K para todo n ∈ N e (an)∞n=1 é limitado} onde
‖(an)n‖∞ = sup

n
|an|

(c0, ‖.‖∞) {(an)n : an ∈ K para todo n ∈ N e lim
n
an = 0} onde

‖(an)n‖∞ = sup
n
|an|

X ' Y X é isomorfo topologicamente a Y
span{xn : n ∈ N} espaço gerado pela sequência (xn)n

span{xn : n ∈ N} fecho do espaço gerado pela sequência (xn)n

T ◦ T̃ composta dos operadores T e T̃
T k T ◦ T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸

k vezes

|J | número de elementos de J
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Introdução

O teorema clássico de Bishop-Phelps [3] afirma que todo funcional linear definido sobre um
espaço de Banach real pode ser aproximado por um funcional linear que atinge a norma.
Motivado por esse resultado, J. Lindenstrauss (veja [26]) começou a investigar a densidade
de operadores que atingem a norma entre espaços de Banach arbitrários. Lembre que um
operador linear e contínuo T : X −→ Y , ondeX e Y são espaços normados, atinge a norma
se existe x ∈ X, ‖x‖ = 1, tal que ‖T‖ = ‖Tx‖. Neste trabalho Lindenstrauss mostrou
que o Teorema de Bishop-Phelps não se estende para qualquer operador linear e também
apresentou exemplos em que o resultado é positivo. Durante as pesquisas realizadas sobre
espaços nos quais todo operador linear e contínuo pode ser aproximado por operadores
que atingem a norma, observou-se que, com as mesmas justificativas, mostrava-se que
operadores compactos também eram aproximados por operadores compactos que atingem
a norma. Então uma questão foi naturalmente levantada: Existe operador compacto
linear e contínuo entre espaços de Banach que não pode ser aproximado por operadores
compactos que atingem a norma? Em 2014 Miguel Martín publicou um trabalho (veja
[29]) respondendo essa pergunta. Ele mostrou que existem espaços de Banach X, Y tais
que todo operador compacto T : X −→ Y pode ser aproximado por operadores que
atingem a norma e, por outro lado, ele também exibiu exemplos de espaços de Banach
X, Y e operador compacto T : X −→ Y que não pode ser aproximado por operadores
compactos que atingem a norma. Em 2015 Martín publicou mais um artigo [30] fornecendo
mais exemplos envolvendo a aproximação de operadores compactos.

Vamos a algumas notações. Sejam X e Y espaços de Banach. Denotaremos a bola
fechada de X por BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}, a esfera de X por SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1},
o espaço de todos os operadores lineares e contínuos T : X −→ Y por L(X, Y ). Os
conjuntos NA(X, Y ),K(X, Y ) e F(X, Y ) são os subconjuntos de L(X, Y ) dos operado-
res que atingem a norma, dos operadores compactos e dos operadores de posto finito,
respectivamente.

Em [26] Lindenstrauss introduziu duas propriedades conhecidas hoje como proprieda-
des A e B de Lindenstrauss. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade
A de Lindenstrauss se para qualquer espaço de Banach Y tivermos NA(X, Y ) denso em
L(X, Y ), e diremos que um espaço de Banach Y tem a propriedade B de Lindenstrauss
se para qualquer espaço de Banach X tivermos NA(X, Y ) denso em L(X, Y ). Em [30]
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Martín apresentou versões das propriedade A e B de Lindenstrauss para operadores com-
pactos, conhecidas por propriedades Ak e Bk. Dizemos que um espaço de Banach X tem
a propriedade Ak se para qualquer espaço de Banach Y tivermos NA(X, Y ) ∩ K(X, Y )

denso em K(X, Y ), e diremos que um espaço de Banach Y tem a propriedade Bk se para
qualquer espaço de Banach X tivermos NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) denso em K(X, Y ).

O principal objetivo desta dissertação é estudar as versões das propriedades A e B de
Lindenstrauss para operadores compactos. Não se sabe ainda se em geral a propriedade
A de Lindenstrauss implica a propriedade Ak ou se a propriedade B de Lindenstrauss
implica a propriedade Bk, ou vice-versa. É salutar notar que todas as condições sufici-
entes conhecidas que garantem que um espaço de Banach tem a propriedade A ou B de
Lindenstrauss automaticamente implicam que o espaço também tem as propriedades Ak

ou Bk, respectivamente. Isso ocorre pois o caminho usual para estabelecer a densidade
de operadores que atingem a norma é demonstrando que todo operador T pode ser apro-
ximado por um operador da forma T +S, onde S é um operador compacto. Sublinhamos
que em [30] Martín apresenta espaços que têm a propriedade Ak e Bk e quase todos esses
exemplos encontram-se nesta dissertação.

No primeiro capítulo desta dissertação serão abordados alguns resultados básicos de
Análise Funcional, com especial ênfase naqueles relacionados aos espaços estritamente
convexos, uniformemente convexos e localmente uniformemente convexos. Além disso,
forneceremos exemplos de operadores que atingem a norma e de operadores que não
atingem a norma.

No segundo capítulo, exibiremos alguns resultados mais avançados que em geral não
são tratados em um curso introdutório de análise funcional. Abordaremos o conceito de
base de Schauder (recomendamos [4]), dando alguns exemplos de espaços de Banach com
essa propriedade. Trataremos também de espaços com a propriedade da aproximação e
a propriedade da aproximação limitada (para um estudo mais profundo recomendamos
[27]); ressaltamos que o primeiro exemplo de espaços de Banach com essas propriedades
são aqueles que têm base de Schauder. Ademais, discutiremos, sem irmos muito a fundo
na teoria, tópicos relacionados a espaços de Banach de codimensão finita, espaços de
Banach que tem as propriedades α e β, espaços de Banach cuja norma depende localmente
de finitas coordenados, espaços de Banach poliedrais e espaços de Banach M-mergulho.
Para um estudo mais detalhado desses espaços recomendamos [5], [14], [12], [22] e [15],
respectivamente.

No terceiro capítulo discutiremos alguns dos primeiros resultados apresentados por
Lindenstrauss em 1963 (veja [26]) relacionados aos operadores que atingem a norma.
Mais especificamente, apresentaremos resultados que envolvem as propriedades A e B de
Lindenstrauss.

Por fim, no quarto capítulo estabeleceremos os principais resultados desta dissertação.
Por exemplo, o resultado apresentado por Martín em 2014 (veja [29]) sobre a existência
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de operadores compactos que não podem ser aproximados por operadores que atingem a
norma. Ademais, exibiremos versões das propriedades de Lindenstrauss para operadores
compactos; além de vários outros resultados envolvendo operadores compactos que podem
e que não podem ser aproximados por operadores que atingem a norma. Neste capítulo
ficará claro se certos espaços clássicos (por exemplo, c0 e `p, 1 ≤ p ≤ ∞) satisfazem essas
propriedades.

É importante notar que nesta dissertação admitiremos que o leitor esteja familiarizado
com vários conceitos básicos de análise funcional como, por exemplo, topologias fraca e
fraca estrela. Para resultados introdutórios de análise funcional recomendamos fortemente
a referência [4].
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Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo serão abordados alguns resultados básicos de Análise Funcional, com es-
pecial ênfase naqueles relacionados aos espaços estritamente convexos, uniformemente
convexos e localmente uniformemente convexos. Além disso, forneceremos exemplos de
operadores que atingem a norma e de operadores que não atingem a norma. Para um
estudo mais profundo sobre os assuntos acima, recomendamos [4] e [8].

1.1 Espaços de Banach estritamente convexos e unifor-
memente convexos

Intuitivamente, quando se fala em bola num espaço normado, vem logo em nossa mente um
objeto redondo. Mas em geral isso não é verdade, pois o fato da bola ser deveras redonda
depende da norma considerada sob o espaço vetorial em questão. Por exemplo, a bola
no espaço (R2, ‖.‖∞) não é redonda, mas quando munimos R2 com a norma euclidiana, a
bola passa a ser redonda.

Definição 1.1.1. Um espaço de BanachX é dito estritamente convexo se ‖(1−t)x+tz‖ <
1 sempre que t ∈ (0, 1), x 6= z e ‖x‖ = ‖z‖ = 1.

Pensando de maneira intuitiva, em espaços que não são estritamente convexos a bola
unitária não é redonda. Apresentaremos a seguir uma caracterização para espaços estri-
tamente convexos.

Proposição 1.1.2. Seja X um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equiva-
lentes:
(a) X é estritamente convexo.
(b) Se x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x+ y‖ = 2, então x = y.
(c) Se x, y ∈ X e ‖x+ y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, então x = y.
(d) Se x, y ∈ X e ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖, então x é um múltiplo positivo de y.
(e) Para cada x ∈ SX tem-se que se y ∈ X e ‖x± y‖ ≤ 1, então y = 0.
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Demonstração. (a)⇒ (b) Suponha que se tenha x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x+ y‖ = 2,
mas x 6= y. Logo para cada t ∈ (0, 1) devemos ter ‖(1 − t)x + ty‖ < 1. Em particular,
se t = 1

2
então ‖x + y‖ < 2 com ‖x‖ = ‖y‖ = 1, o que contradiz ‖x + y‖ = 2 . Portanto

devemos ter x = y.
(b) ⇒ (c) O caso x = y = 0 é trivial. Suponha, sem perda de generalidade, que x é não
nulo. Então,

0 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2

≥ 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x‖2 − 2‖x‖‖y‖ − ‖y‖2

= (‖x‖ − ‖y‖)2,

e portanto ‖x‖ = ‖y‖. Segue que

‖x+ y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 = 4‖x‖2,

o que implica

‖x+ y‖ = 2‖x‖ =⇒

∥∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖y‖

∥∥∥∥∥= 2.

Segue de (b) que
x

‖x‖
=

y

‖y‖
e, consequentemente, x = y.

(c)⇒ (b) Como ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x+ y‖ = 2, podemos escrever ‖x+ y‖2 = 4. Logo,

‖x+ y‖2 = 4 = 2 + 2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2,

e segue de (c) que x = y.
(b)⇒ (d) O caso x = 0 ou y = 0 segue trivialmente. Suponha, sem perda de generalidade,
que x e y são vetores não nulos e ‖y‖ ≥ ‖x‖. Faça x0 =

x

‖x‖
e y0 =

y

‖y‖
. Assim,

2 ≥ ‖x0 + y0‖ =

∥∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖y‖

∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖x‖

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥ y

‖y‖
− y

‖x‖

∥∥∥∥∥
=
‖x+ y‖
‖x‖

−

∣∣∣∣∣ 1

‖y‖
− 1

‖x‖

∣∣∣∣∣‖y‖
=
‖x‖
‖x‖

+
‖y‖
‖x‖

+
‖y‖
‖y‖
− ‖y‖
‖x‖

= 2.

Logo ‖x0 + y0‖ = 2. Segue de (b) que x0 = y0 e portanto x =
‖x‖
‖y‖

y.

(d)⇒ (b) Como ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x+ y‖ = 2 tem-se ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖. Segue de (d)

que x = λy com λ > 0 e portanto λ = 1 e x = y.
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(e) ⇒ (a) Suponha que X não seja estritamente convexo, logo existe t0 ∈ (0, 1) tal que
‖(1 − t0)x + t0y‖ = 1 com ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e x 6= y. Logo ‖x + t0(y − x)‖ = 1 e por (e)

temos t0(y − x) = 0. Isso implica que x = y, o que é claramente uma contradição.
(c)⇒ (e) Sejam x, y ∈ X com ‖x‖ = 1 e ‖x± y‖ ≤ 1. Assim,

2 = 2‖x‖ = ‖2x‖
= ‖x+ x‖
= ‖x+ y − y + x‖
≤ ‖x+ y‖+ ‖x− y‖
≤ 1 + 1 = 2,

o que implica

‖x+ y‖+ ‖x− y‖ = 2 ⇐⇒ ‖x+ y‖
2

+
‖x− y‖

2
= 1

⇐⇒ ‖x+ y‖ = ‖x− y‖ = 1

⇐⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x− y‖2 = 1.

Logo,

2‖x+ y‖2 + 2‖x− y‖2 = 2 + 2 = 4

= 4‖x‖
= 4‖x‖2

= ‖2x‖2

= ‖x+ x‖2

= ‖(x+ y) + (x− y)‖2.

Segue de (c) que x+ y = x− y e portanto y = 0. �

Exemplo 1.1.3. Sejam µ uma medida positiva sobre uma σ-álgebra Σ de subconjuntos
de um conjunto X 6= ∅ e 1 < p <∞. Afirmamos que Lp(X,Σ, µ) é estritamente convexo.
De fato, sejam f1, f2 ∈ Lp(X,Σ, µ) com ‖f1‖p = ‖f2‖p = 1 e f1 6= f2. Segue que para
todos t ∈ (0, 1) e λ > 0, (1 − t)f1 6= λtf2. Caso contrário, existiriam λ0 > 0 e t0 ∈ (0, 1)

tais que (1− t0)f1 = λ0t0f2, então

‖(1− t0)f1‖p = ‖λ0t0f2‖p =⇒ 1− t0 = λ0t0,

implicando que λ0 =
1− t0
t0

. Logo substituindo λ0 em (1 − t0)f1 = λ0t0f2 por
1− t0
t0

,

teremos f1 = f2 e isto contradiz f1 6= f2. Desse modo, a desigualdade de Minkowski é
estrita, isto é,

‖(1− t)f1 + tf2‖p < (1− t)‖f1‖p + t‖f2‖p = 1 para todo t ∈ (0, 1),
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e portanto Lp(X,Σ, µ) é estritamente convexo para 1 < p <∞.

Exemplo 1.1.4. Em geral, os espaços L1 e L∞ não são estritamente convexos. Para
mostrar isto, suponha primeiro que existam uma medida µ positiva sobre uma σ-álgebra
Σ de subconjuntos de X e dois subconjuntos mensuráveis disjuntos A1 e A2 tais que
0 < µ(A1) < ∞ e 0 < µ(A2) < ∞. Sejam χA1 e χA2 as funções características desses
conjuntos, e sejam

f1 = µ(A1)
−1χA1 , f2 = µ(A2)

−1χA2 , g1 = χA1 + χA2 e g2 = χA1 − χA2 .

Note que para t =
1

2
tem-se∥∥∥∥∥f1 + f2

2

∥∥∥∥∥
1

=
1

2
‖f1 + f2‖1

=
1

2

∫
X

| f1 + f2 | dµ

=
1

2

∫
X

(µ(A1)
−1χA1 + µ(A2)

−1χA2)dµ

=
1

2

(∫
X

µ(A1)
−1χA1dµ+

∫
X

µ(A2)
−1χA2dµ

)
=

1

2
(1 + 1) = 1

Portanto ‖f1‖1 = ‖f1‖1 =

∥∥∥∥∥f1 + f2
2

∥∥∥∥∥
1

= 1.

É fácil ver que também temos ‖g1‖∞ = ‖g2‖∞ =

∥∥∥∥∥g1 + g2
2

∥∥∥∥∥
∞

= 1.

Como caso particular do exemplo acima tome X = R, σ-álgebra Σ como sendo a de
Borel, µ a medida de Lesbegue, A1 = (0, 1) e A2 = (1, 2).

Definição 1.1.5. Dizemos que um espaço normado X é uniformemente convexo ou,
mais precisamente, que sua norma é uniformemente convexa se, para cada ε > 0 existe
δ = δ(ε) > 0 tal que∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥≤ 1− δ sempre que x, y ∈ BX e ‖x− y‖ ≥ ε.

Como dois pontos de BX distam no máximo 2 entre si, é suficiente mostrar a condição
acima para 0 < ε ≤ 2.

Exemplo 1.1.6. Todo espaço de Hilbert H é uniformemente convexo. Sejam x, y ∈ BH

e 0 < ε ≤ 2 tais que ‖x− y‖ ≥ ε. Pela Lei do Paralelogramo,
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∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥∥
2

=
‖x‖2

2
+
‖y‖2

2
.

Portanto, ∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥
2

=
‖x‖2

2
+
‖y‖2

2
− ‖x− y‖

2

4
≤ 1

2
+

1

2
− ε2

4
= 1− ε2

4
.

Logo ∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥≤
√

1− ε2

4
= 1−

(
1−

√
1− ε2

4

)
.

Basta tomar δ = 1−
√

1− ε2

4
, e assim concluímos o desejado.

Lema 1.1.7. Sejam (xn) uma sequência em um espaço de Banach X e x ∈ X. Então as
seguintes condições são equivalentes:
(a) (xn) converge a x.
(b) Toda subsequência de (xn) possui uma subsequência que converge a x.

Ideia da Demonstração: A implicação (a) ⇒ (b) é imediata. Na demonstração da
recíproca prossiga por contradição, como na demonstração de (a)⇒ (b) abaixo.

A seguinte proposição apresenta algumas caracterizações para espaços uniformemente
convexos.

Proposição 1.1.8. Seja X um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equiva-
lentes:
(a) X é uniformemente convexo.
(b) Se xn, yn ∈ SX para todo n ∈ N e lim

n→∞
‖xn + yn‖ = 2, então lim

n→∞
‖xn − yn‖ = 0.

(c) Se xn, yn ∈ X para todo n ∈ N, lim
n→∞

(2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2) = 0 e (xn)∞n=1 é
limitada, então lim

n→∞
‖xn − yn‖ = 0.

Demonstração. (a)⇒ (b) Sejam xn, yn ∈ SX para todo n ∈ N tais que lim
n→∞

‖xn − yn‖ 6=
0. Logo, existe ε > 0 tal que para cada n0 ∈ N podemos encontrar n > n0 tal que
‖xn − yn‖ ≥ ε. Em particular, dado n0 = 1 existe n1 > 1 tal que ‖xn1 − yn1‖ ≥ ε.
Analogamente, para n0 = n1 existe n2 > n1 tal que ‖xn2 − yn2‖ ≥ ε. Continuando com
essa argumentação, podemos construir, por recorrência, uma sequência (nj)j em N tal
que ‖xnj − ynj‖ ≥ ε para cada j ∈ N. Como X é uniformemente convexo, existe δ > 0 tal

que

∥∥∥∥∥xnj + ynj
2

∥∥∥∥∥≤ 1− δ. Logo

lim
j→∞
‖xnj + ynj‖ < 2− 2δ < 2,

8



o que é claramente uma contradição.
(b)⇒ (a) Suponha que X não seja uniformemente convexo. Logo existe ε > 0 tal que para

todo δ > 0, existem x, y ∈ SX com ‖x−y‖ ≥ ε mas

∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥> 1− δ. Em particular, para

cada n ∈ N existem xn, yn ∈ BX tais que ‖xn − yn‖ ≥ ε e

∥∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥∥> 1 − 1

n
. Fazendo

n −→∞, obtemos lim
n→∞

‖xn + yn‖ = 2 mas lim
n→∞

‖xn− yn‖ 6= 0, o que é uma contradição.
(c) ⇒ (b) Seja lim

n→∞
‖xn + yn‖ = 2 com xn, yn ∈ SX para todo n ∈ N. Daí, lim

n→∞
‖xn‖ =

lim
n→∞

‖yn‖ = 1, e portanto

lim
n→∞

(
2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2

)
= 0.

Segue de (c) que lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.
(b)⇒ (c) Dividiremos essa parte da demonstração em dois passos:
PASSO 1: Existe n0 ∈ N tal que xn, yn 6= 0 para cada n ≥ n0. Neste caso, considere a
sequência (hn)n≥n0 onde hn = ‖xn − yn‖ para cada n ≥ n0. Pelo Lema 1.1.7 é suficiente
mostrar que toda subsequência de (hn)n possui uma subsequência que converge para zero.
Para a notação não ficar muito carregada, considere (hn)n como sendo uma subsequência
de (hn)n. Assim,

2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2 ≥ 2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − (‖xn‖+ ‖yn‖)2

= 2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn‖2 − 2‖xn‖‖yn‖ − ‖yn‖2

= ‖xn‖2 − 2‖xn‖‖yn‖ − ‖yn‖2

= (‖xn‖ − ‖yn‖)2 .

Logo, lim
n→∞

(‖xn‖ − ‖yn‖) = 0, e portanto (yn)∞n=1 é limitada. Sejam (xnj)j e (ynj)j

subsequências de (xn)n e (yn)n, respectivamente, tais que lim
j→∞
‖xnj‖ = lim

j→∞
‖ynj‖ = a. Se

a = 0 então lim
j→∞

‖xnj − ynj‖ = 0. Suponhamos que a > 0. Segue que

lim
j→∞
‖xnj + ynj‖2 = lim

j→∞

(
‖xnj + ynj‖2 − 2‖xnj‖2 − 2‖ynj‖2

)
+ lim

n→∞

(
2‖xnj‖2 + 2‖ynj‖2

)
= 4a2,

donde lim
j→∞
‖xnj + ynj‖ = 2a. Assim,∥∥∥∥∥ xnj

‖xnj‖
+

ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

+
ynj
‖xnj‖

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥ ynj
‖ynj‖

−
ynj
‖xnj‖

∥∥∥∥∥
=
‖xnj + ynj‖
‖xnj‖

−

∣∣∣∣∣ 1

‖ynj‖
− 1

‖xnj‖

∣∣∣∣∣‖ynj‖.
Aplicando o limite na desigualdade acima obtemos

2 ≥ lim
j→∞

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

+
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥ ≥ lim
j→∞

(
‖xnj + ynj‖
‖xnj‖

)
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− lim
j→∞

(∣∣∣∣∣ 1

‖ynj‖
− 1

‖xnj‖

∣∣∣∣∣‖ynj‖
)

=
2a

a
= 2,

donde

lim
j→∞

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

+
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥= 2.

Segue assim de (b) que

lim
j→∞

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

−
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥= 0.

Agora note que

‖xnj − ynj‖
‖xnj‖

=

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

−
ynj
‖xnj‖

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

−
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥ ynj
‖ynj‖

−
ynj
‖xnj‖

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

−
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥+

∣∣∣∣∣ 1

‖ynj‖
− 1

‖xnj‖

∣∣∣∣∣‖ynj‖,
e portanto

‖xnj − ynj‖ ≤

∥∥∥∥∥ xnj
‖xnj‖

−
ynj
‖ynj‖

∥∥∥∥∥‖xnj‖+

∣∣∣∣∣ 1

‖ynj‖
− 1

‖xnj‖

∣∣∣∣∣‖ynj‖‖xnj‖.
Portanto, fazendo j −→∞, obtemos lim

j→∞
‖xnj − ynj‖ = 0.

PASSO 2: Agora mostraremos o caso geral. Seja (hn)n tal que hn = ‖xn−yn‖ para cada
n ∈ N e considere (hnj)j uma subsequência arbitrária de (hn)n. Neste caso, temos duas
possibilidades:

(i) Existe subsequência (hnj,p)p de (hnj)j tal que xnj,p 6= 0 e ynj,p 6= 0 para cada p ∈ N.
(ii) Existe p0 ∈ N tal que xnj,p = 0 para cada p ≥ p0, ou ynj,p = 0 para cada p ≥ p0.

Ao considerar a possibilidade (i), segue trivialmente do PASSO 1 que lim
p
hnj,p = 0. Na

possibilidade (ii) podemos supor sem perda de generalidade que existe p0 ∈ N tal que
xnj,p = 0 para cada p ≥ p0. Logo, a subsequência de (hnj)j possui uma subsequência
que converge a zero, pois podemos considerar uma subsequência nula da subsequência da
subsequência (xnj,p)p, que claramente converge a zero e não é difícil ver que a subsequência
da subsequência da subsequência (ynj)j correspondente, converge a zero. De fato, basta
usar a hipótese de que

lim
n→∞

(
2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2

)
= 0.

�
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Proposição 1.1.9. Todo espaço de Banach X uniformemente convexo é estritamente
convexo.

Demonstração. Sejam ‖x‖ = ‖y‖ = 1 com x, y ∈ X e ‖x + y‖ = 2. Como x, y ∈ SX ,
existem (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 em SX com lim

n→∞
xn = x e lim

n→∞
yn = y. Assim, lim

n→∞
‖xn + yn‖ =

‖x + y‖ = 2. Como X é uniformemente convexo, segue que lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0. Logo,
‖x− y‖ = 0 e portanto x = y. Isso mostra que X é estritamente convexo. �

O exemplo a seguir pode ser encontrado em [4, Exercício 6.8.33].

Exemplo 1.1.10. (Um espaço estritamente convexo que não é uniformemente convexo)

Para f ∈ C[0, 1] defina
‖f‖ =

(
‖f 2‖∞ + ‖f‖22

) 1
2 ,

onde ‖ · ‖∞ é a norma usual de C[0, 1] e ‖ · ‖2 é a norma usual de L2[0, 1]. Primeiramente,
veja que ‖ · ‖ é uma norma, pois dados f e g em C[0, 1] e λ ∈ R,

‖f‖ = 0 ⇐⇒ ‖f‖2 = 0

⇐⇒ ‖f‖2∞ + ‖f‖22 = 0

⇐⇒ ‖f‖∞ = ‖f‖2 = 0

⇐⇒ f = 0.

Vale também a multiplicação por escalar,

‖λf‖ =
(
‖λf‖2∞ + ‖λf‖22

) 1
2

=
(
|λ|2‖f‖2∞ + |λ|2‖f‖22

) 1
2

= |λ|
(
‖f‖2∞ + ‖f‖22

) 1
2

= |λ|‖f‖.

Usando a desigualdade de Minkowski para sequências obtemos

‖f‖+ ‖g‖ =
(
‖f‖2∞ + ‖f‖22

) 1
2 +

(
‖g‖2∞ + ‖g‖22

) 1
2

≥
((
‖f‖2∞ + ‖g‖2∞

)2
+
(
‖f‖22 + ‖g‖22

)2) 1
2

(Minkowski)

≥
(
‖f + g‖2∞ + ‖f + g‖22

) 1
2

=
(
|f + g‖2

) 1
2

= ‖f + g‖.

Segue assim que ‖ · ‖ é uma norma. Veja que (C[0, 1], ‖ · ‖) é estritamente convexo pois
se 2‖f‖2 + 2‖g‖2 − ‖f + g‖2 = 0 então

0 = 2‖f‖2 + 2‖g‖2 − ‖f + g‖2 = 2‖f‖2∞ + 2‖f‖22 + 2‖g‖2∞ + 2‖g‖22

11



− ‖f + g‖2∞ − ‖f + g‖22
= 2‖f‖2∞ + 2‖g‖2∞ − ‖f + g‖2∞
+ 2‖f‖22 + 2‖g‖22 − ‖f + g‖22 = 0. (1.1)

Segue daí que

2‖f‖2∞ + 2‖g‖2∞ − ‖f + g‖2∞ = 0,

e

2‖f‖22 + 2‖g‖22 − ‖f + g‖22 = 0. (1.2)

Como L2[0, 1] é estritamente convexo, segue de (1.2) que f = g. Agora vejamos que
(C[0, 1], ‖ · ‖) não é uniformemente convexo. Para isso, considere as sequências fn = 1

e gn como sendo a função poligonal que une os pontos (0, 0),
(

1

n
, 1

)
e (1, 1). Mais

especificamente,

gn(x) =

{
nx, se 0 ≤ x ≤ 1

n

1, se 1
n
< x ≤ 1

.

Assim

lim
n→∞

‖fn‖2 = lim
n→∞

‖fn‖∞ = lim
n→∞

‖gn‖2 = lim
n→∞

‖gn‖∞ = 1.

Temos ainda

‖fn + gn‖∞ = sup
n
|fn(x) + gn(x)| = 2 para cada n ∈ N

e

‖fn + gn‖2 =

(∫ 1
n

0

(1 + nx)2dx+

∫ 1

1
n

4dx

) 1
2

=

(∫ 1
n

0

(1 + 2nx+ n2x2)dx+ 4

∫ 1

1
n

dx

) 1
2

=

([
x+ nx2 + n2x

3

3

] 1
n

0

+ 4 [x]11
n

) 1
2

=

(
1

n
+

1

n
+

1

3n
+ 4− 4

n

) 1
2

=

(
4− 5

3n

) 1
2

.

Logo lim
n→∞

‖fn + gn‖2 = 2. Lembre que

‖fn + gn‖2 = ‖fn + gn‖22 + ‖fn + gn‖2∞,
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‖fn‖2 = ‖fn‖22 + ‖fn‖2∞

e

‖gn‖2 = ‖gn‖22 + ‖gn‖2∞.

Daí obtemos

lim
n→∞

(
(2‖fn‖2 + ‖gn‖2 − ‖fn + gn‖2

)
= 2 lim

n→∞
‖fn‖2 + 2 lim

n→∞
‖gn‖2 − lim

n→∞
‖fn + gn‖2

= 4 + 4− 8 = 0,

mas

lim
n→∞

‖fn − gn‖ = 1 6= 0.

Logo (C[0, 1], ‖ · ‖) não é uniformemente convexo.

Apresentaremos a seguir uma definição de espaços que são ”intermediários” entre os
espaços estritamente convexos e os espaços uniformemente convexos.

Definição 1.1.11. Um espaço de Banach é dito ser localmente uniformemente convexo
se dados x ∈ SX e ε > 0 existe δ = δ(x, ε) > 0 tal que para todo y ∈ SX tem-se∥∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥∥≤ 1− δ sempre que ‖x− y‖ ≥ ε.

Proposição 1.1.12. Seja X um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equiva-
lentes:
(a) X é localmente uniformemente convexo.
(b) Se xn, x ∈ SX e lim

n→∞
‖x+ xn‖ = 2, então lim

n→∞
‖x− xn‖ = 0.

(c) Se xn, x ∈ X são tais que lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖ e lim
n→∞

‖x + xn‖ = 2‖x‖, então lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

(d) Se x, xn ∈ X satisfazem lim
n→∞

(2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − ‖x+ xn‖2) = 0 então lim
n→∞

‖x−xn‖ =

0.

Demonstração. A implicação (a) ⇒ (b) é análoga à implicação (a) ⇒ (b) da Proposição
1.1.8.
(b)⇒ (c) O caso em que x = 0 é trivialmente verificado. Suponha assim x 6= 0. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que xn 6= 0 para todo n ∈ N. Então,

2 ≥
∥∥∥∥ x

‖x‖
+

xn
‖xn‖

∥∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥ x

‖x‖
+

xn
‖x‖

∥∥∥∥− ∥∥∥∥ xn‖x‖ − xn
‖xn‖

∥∥∥∥
=
‖x+ xn‖
‖x‖

−
∣∣∣∣ 1

‖x‖
− 1

‖xn‖

∣∣∣∣ ‖xn‖.
Aplicando o limite nas desigualdades acima e lembrando que (xn)n é limitada, obtemos

2 ≥ lim
n→∞

∥∥∥∥ x

‖x‖
+

xn
‖xn‖

∥∥∥∥ ≥ lim
n→∞

‖x+ xn‖
‖x‖
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= 2
‖x‖
‖x‖

= 2.

Donde
lim
n→∞

∥∥∥∥ x

‖x‖
+

xn
‖xn‖

∥∥∥∥ = 2.

Segue de (b) que

lim
n→∞

∥∥∥∥ x

‖xn‖
− xn
‖xn‖

∥∥∥∥ = 0.

Assim,

‖x− xn‖
‖xn‖

=

∥∥∥∥ x

‖xn‖
− xn
‖xn‖

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ x

‖xn‖
− xn
‖xn‖

− x

‖x‖
+

x

‖x‖

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥ x

‖x‖
− xn
‖xn‖

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ x

‖xn‖
− x

‖x‖

∥∥∥∥ .
Segue que

‖x− xn‖ ≤
(∥∥∥∥ x

‖x‖
− xn
‖xn‖

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ x

‖xn‖
− x

‖x‖

∥∥∥∥) ‖xn‖,
e portanto lim

n→∞
‖xn − x‖ = 0.

(c)⇒ (d) Note que

2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − ‖x+ xn‖2 ≥ 2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − (‖x‖+ ‖xn‖)2

= 2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − ‖x‖2 − 2‖x‖‖xn‖ − ‖xn‖2

= ‖x‖2 − 2‖x‖‖xn‖+ ‖xn‖2

= (‖x‖ − ‖xn‖)2 .

Daí, concluímos que lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖. Como

lim
n→∞

‖x+ xn‖2 = lim
n→∞

(
‖x+ xn‖2 − 2‖x‖2 − 2‖xn‖2

)
+

+ lim
n→∞

(
2‖x‖2 + 2‖xn‖2

)
= 4‖x‖2,

temos lim
n→∞

‖x+ xn‖ = 2‖x‖ e por (c) lim
n→∞

‖x− xn‖ = 0.

(d)⇒ (c) Se lim
n→∞

‖x+ xn‖ = 2‖x‖ então lim
n→∞

‖x+ xn‖2 = 4‖x‖2, donde

lim
n→∞

(
2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − ‖x+ xn‖2

)
= 0.

Segue de (d) que lim
n→∞

‖x− xn‖ = 0.
(c) ⇒ (b) Como x ∈ SX e lim

n→∞
‖x + xn‖ = 2, obtemos lim

n→∞
‖x + xn‖ = 2‖x‖. Segue de

(c) que lim
n→∞

‖x− xn‖ = 0.
(b) ⇒ (a) Suponha que X não seja localmente uniformemente convexo. Logo, existem

14



x ∈ SX e ε > 0 tais que para todo δ = δ(x, ε) > 0 existe y ∈ SX com ‖x − y‖ ≥ ε

mas
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ > 1 − δ. Em particular, para δ = 1 existe y1 ∈ SX com ‖x − y1‖ ≥ ε

mas
∥∥∥∥x+ y1

2

∥∥∥∥ > 1 − 1, assim como, para δ =
1

2
existe y2 ∈ SX com ‖x − y2‖ ≥ ε mas∥∥∥∥x+ y2

2

∥∥∥∥ > 1 − 1

2
. Prosseguindo desta forma, obteremos uma sequência (yn)n em SX

com ‖x− yn‖ ≥ ε para todo n ∈ N, mas
∥∥∥∥x+ yn

2

∥∥∥∥ > 1− 1

n
. Segue que aplicando o limite

nesta desigualdade obtemos 2 ≤ lim
n→∞

‖x − yn‖ ≤ 2, e portanto lim
n→∞

‖x + yn‖ = 2 mas
lim
n→∞

‖x − yn‖ 6= 0. Isso é uma contradição pois lim
n→∞

‖x − yn‖ deve ser igual a zero por
(b). �

Exemplo 1.1.13. Todo espaço localmente uniformemente convexo é estritamente con-
vexo. De fato, basta aplicar a Proposição 1.1.12.

Diante dos resultados anteriores é possível afirmar que todo espaço normado que sa-
tisfaz a lei do paralelogramo é localmente uniformemente convexo, todo espaço normado
localmente uniformemente convexo é estritamente convexo e espaços uniformemente con-
vexos são localmente uniformemente convexo. Em contrapartida, segue do Exemplo 1.1.10
que a implicação contrária não é verdadeira.

Discutiremos a seguir alguns conceitos em espaços de Banach que serão usados no
decorrer desta dissertação.

Definição 1.1.14. Dizemos que um subconjunto A de um espaço normadoX é totalmente

limitado se para todo ε > 0 existem x1, x2, . . . , xn em A tais que X ⊂
n⋃
j=1

B(xj, ε).

Exemplo 1.1.15. Todo subconjunto limitado A de um espaço normado de dimensão
finita é totalmente limitado. Sabemos que em espaços de dimensão finita os conjuntos
limitados e fechados são compactos. Como A é limitado, segue que A é limitado. Donde
conclui-se que A é compacto. Ademais, dado ε > 0 temos A ⊂

⋃
x∈A

B(x, ε). Afirmamos que

A ⊂
⋃
x∈A

B(x, ε). De fato, dado x ∈ A existe x ∈ A tal que x ∈ B(x, ε). Donde é imediato

que x ∈ B(x, ε). Portanto A ⊂
⋃
x∈A

B(x, ε). Como A é compacto existem x1, x2, . . . , xj em

A tal queA ⊂
j⋃

k=1

B(xk, ε). Então, A ⊂
j⋃

k=1

B(xk, ε), com xk ∈ A para k = 1, 2, . . . , j.

Proposição 1.1.16. As seguintes afirmações a respeito de um subconjunto fechado K de
um espaço de Banach X são equivalentes:
(a) K é compacto.
(b) Todo subconjunto A infinito de K possui um ponto de acumulação.
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(c) Toda sequência em K possui uma subsequência convergente para K.
(d) K é totalmente limitado.

Demonstração. Uma demonstração mais geral pode ser encontrada em [25, Proposição
7,p. 222].

�

Mais adiante exibiremos um resultado que será importante nesta dissertação. Antes
disso, é necessário preparar o caminho para posteriormente ser possível demonstrar tal
resultado.

Lema 1.1.17. Se X é uma espaço de Banach separável, então existe uma família {φn :

n ∈ N} ⊂ SX′ que separa pontos de X.

Demonstração. Como X é separável tem-se que SX é separável. Seja {xn : n ∈ N}
um subconjunto enumerável denso em SX . Seja x′′n = JX(xn) para cada n ∈ N. Como

‖xn‖ = 1 temos ‖x′′n‖ = 1. Logo para cada n ∈ N existe φn ∈ SX′ tal que |x′′n(φn)| ≥ 1

2
.

Vejamos que a família {φn : n ∈ N} separa pontos de X. Sejam x, y ∈ X, x 6= y. Como∥∥∥∥ x− y
‖x− y‖

∥∥∥∥ = 1 e {xn : n ∈ N} é denso em SX , existe n0 ∈ N tal que∥∥∥∥ x− y
‖x− y‖

− xn0

∥∥∥∥ < 1

4
.

Logo

|x′′n0
(φn0)| =

∣∣∣∣x′′n0
(φn0)− φn0

(
x− y
‖x− y‖

)
+ φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣JX(xn0)(φn0)− φn0

(
x− y
‖x− y‖

)
+ φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣φn0(xn0)− φn0

(
x− y
‖x− y‖

)
+ φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣φn0

(
xn0 −

x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
≤ ‖φn0‖

∥∥∥∥xn0 −
x− y
‖x− y‖

∥∥∥∥+

∣∣∣∣φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
=

∥∥∥∥xn0 −
x− y
‖x− y‖

∥∥∥∥+

∣∣∣∣φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣ ,
o que implica ∣∣∣∣φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣ ≥ |x′′n0
(φn0)| −

∥∥∥∥xn0 −
x− y
‖x− y‖

∥∥∥∥ .
Assim

|φn0(x)− φn0(y)|
‖x− y‖

=

∣∣∣∣φn0

(
x− y
‖x− y‖

)∣∣∣∣
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≥ |x′′n0
(φn0)| −

∥∥∥∥xn0 −
x− y
‖x− y‖

∥∥∥∥
>

1

2
− 1

4
=

1

4
.

Portanto

|φn0(x)− φn0(y)| ≥ ‖x− y‖
4

> 0.

Isso mostra que φn0(x) 6= φn0(y). Como x, y eram quaisquer em X, temos que a família
{φn : n ∈ N} ⊂ SX′ separa pontos de X. �

Vamos à demonstração do teorema, que pode também ser encontrado em [8, Theorem
8.17, p. 248].

Teorema 1.1.18. Todo espaço de Banach separável (X, ‖ · ‖) admite uma norma equiva-
lente ‖ · ‖0 tal que (X, ‖ · ‖0) é um espaço localmente uniformemente convexo.

Demonstração. Seja {xn}∞n=1 um conjunto denso em SX . Pelo Lema 1.1.17 existe uma
família {fn} ⊂ SX′ que separa pontos de X. Seja Fn = span{x1, x2, . . . , xn} para cada
n ∈ N. Defina uma norma ‖ · ‖0 : X −→ [0,∞) por

‖x‖20 = ‖x‖2 +
∞∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
∞∑
n=1

2−n(fn(x))2. (1.3)

Vamos mostrar que ‖ · ‖0 é realmente uma norma em X. Primeiro precisamos verificar
que ‖ · ‖0 está bem definida. De fato, veja que dist(x, Fn) ≤ ‖x‖ para cada x ∈ X e
n ∈ N, pois 0 ∈ Fn para cada n ∈ N. Logo, fazendo

SN = ‖x‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2

para cada N ∈ N, obtemos

SN = ‖x‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2

≤ ‖x‖2 +
N∑
n=1

2−n‖x‖2 +
N∑
n=1

2−n‖x‖2.

= ‖x‖2
(

1 +
N∑
n=1

2−n +
N∑
n=1

2−n

)
.

Como isso ocorre para cada N ∈ N, temos

lim
N→∞

SN ≤ ‖x‖2
(

1 + 2 lim
N→∞

N∑
n=1

2−n

)
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= 3‖x‖2.

Portanto,

‖x‖20 = ‖x‖2 +
∞∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
∞∑
n=1

2−n(fn(x))2

= lim
N→∞

SN ≤ 3‖x‖2. (1.4)

Isso mostra que ‖ · ‖0 está bem definido. Para completar a verificação de que ‖ · ‖0 é uma
norma, provaremos apenas a desigualdade triangular, pois os outros axiomas de norma
são triviais. Sejam x, y ∈ X. Temos que para cada N ∈ N,

‖x‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2 = ‖x‖2 +
N∑
n=1

(
dist(x, Fn)√

2n

)2

+
N∑
n=1

(
fn(x)√

2n

)2

e

‖y‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(y))2 = ‖y‖2 +
N∑
n=1

(
dist(y, Fn)√

2n

)2

+
N∑
n=1

(
fn(y)√

2n

)2

.

Faça

a0 = ‖x‖, an+1 =
dist(x, Fn)√

2n
, aN+1+n =

fn(x)√
2n

para 1 ≤ n ≤ N, (1.5)

e

b0 = ‖y‖, bn+1 =
dist(y, Fn)√

2n
, bN+1+n =

fn(y)√
2n

para 1 ≤ n ≤ N. (1.6)

Pela desigualdade de Minkowski (veja Proposição 1.4.2 em [4]) para sequências obtemos(
2N∑
n=0

|an + bn|2
) 1

2

≤

(
2N∑
n=0

|an|2
) 1

2

+

(
2N∑
n=0

|bn|2
) 1

2

,

que é equivalente a(
|a0 + b0|2 +

2N∑
n=1

|an + bn|2
) 1

2

≤

(
|a0|2 +

2N∑
n=1

|an|2
) 1

2

+

(
|b0|2 +

2N∑
n=1

|bn|2
) 1

2

,

que por sua vez é equivalente a(
|a0 + b0|2 +

N∑
n=1

|an + bn|2 +
N∑
n=1

|aN+n + bN+n|2
) 1

2

≤

(
|a0|2 +

N∑
n=1

|an|2 +
N∑
n=1

|aN+n|2
) 1

2

+

(
|b0|2 +

N∑
n=1

|bn|2 +
N∑
n=1

|bN+n|2
) 1

2

.
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Segue de (1.5) e (1.6) que(
(‖x‖+ ‖y‖)2 +

N∑
n=1

∣∣∣∣dist(x, Fn)√
2n

+
dist(y, Fn)√

2n

∣∣∣∣2 +
N∑
n=1

∣∣∣∣fn(x)√
2n

+
fn(y)√

2n

∣∣∣∣2
) 1

2

≤

(
‖x‖2 +

N∑
n=1

∣∣∣∣dist(x, Fn)√
2n

∣∣∣∣2 +
N∑
n=1

∣∣∣∣fn(x)√
2n

∣∣∣∣2
) 1

2

+

(
‖y‖2 +

N∑
n=1

∣∣∣∣dist(y, Fn)√
2n

∣∣∣∣2 +
N∑
n=1

∣∣∣∣fn(y)√
2n

∣∣∣∣2
) 1

2

=

(
‖x‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2

) 1
2

+

(
‖y‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(y))2

) 1
2

.

Por outro lado, temos

‖x+ y‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(x+ y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x+ y))2

≤ (‖x‖+ ‖y‖)2 +
N∑
n=1

2−n(dist(x, Fn) + dist(y, Fn))2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x) + fn(y))2

= (‖x‖+ ‖y‖)2 +
N∑
n=1

∣∣∣∣dist(x, Fn)√
2n

+
dist(y, Fn)√

2n

∣∣∣∣2 +
2N∑

n=N+1

∣∣∣∣fn(x)√
2n

+
fn(y)√

2n

∣∣∣∣2 . (1.7)
Segue que(

(‖x‖+ ‖y‖)2 +
N∑
n=1

2−n(dist(x, Fn) + dist(y, Fn))2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x) + fn(y))2

) 1
2

=

(
(‖x‖+ ‖y‖)2 +

N∑
n=1

∣∣∣∣dist(x, Fn)√
2n

+
dist(y, Fn)√

2n

∣∣∣∣2 +
2N∑

n=N+1

∣∣∣∣fn(x)√
2n

+
fn(y)√

2n

∣∣∣∣2
) 1

2

≤

(
‖x‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2

) 1
2

+

(
‖y‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(y))2

) 1
2

. (1.8)

Portanto de (1.7) e (1.8) obtemos para todo N ∈ N

‖x+ y‖2 +
N∑
n=1

2−ndist(x+ y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x+ y))2
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≤

(
‖x‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(x, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(x))2

) 1
2

+

(
‖y‖2 +

N∑
n=1

2−ndist(y, Fn)2 +
N∑
n=1

2−n(fn(y))2

) 1
2

.

Fazendo N −→∞ na desigualdade acima obtemos

‖x+ y‖0 ≤ ‖x‖0 + ‖y‖0.

Isso mostra que ‖ · ‖0 é uma norma em X. Note que

X =
⋃
n∈N

Fn e Fn ⊂ Fn+1. (1.9)

Para mostrar isso, é suficiente verificar a inclusão X ⊂
⋃
n∈N

Fn. De fato, para o caso x = 0

é trivial. Sejam x ∈ X − {0} e ε > 0. Como o conjunto {xn}∞n=1 é denso em SX , existe

n0 ∈ N tal que
∥∥∥∥ x

‖x‖
− xn0

∥∥∥∥ < ε

‖x‖
, o que implica ‖x−‖x‖xn0‖ < ε. Como ‖x‖xn0 ∈ Fn0 ,

tem-se ‖x‖xn0 ∈
⋃

n∈NFn

e portanto x ∈
⋃
n∈N

Fn. Para alguns cálculos que serão realizados

mais adiante será preciso usar o fato de lim
n→∞

dist(x, Fn) = 0 para cada x ∈ X. De fato,
sejam x ∈ X e ε > 0. Logo, de (1.9), existe

z ∈
⋃
n∈N

Fn

tal que ‖x − z‖ < ε. Segue que existe n0 ∈ N tal que z ∈ Fn0 . Portanto para cada
n ≥ n0 ∈ N temos que Fn0 ⊂ Fn e

dist(x, Fn) ≤ dist(x, z) + dist(z, Fn)

= ‖x− z‖+ 0 < ε.

Logo lim
n→∞

dist(x, Fn) = 0 para cada x ∈ X. Ademais, segue de (1.4) e da definição da

norma ‖ · ‖0, que ‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤
√

3‖x‖ para todo x ∈ X. Isso mostra que as normas
‖ · ‖ e ‖ · ‖0 são equivalentes. Por fim, resta mostrar que o espaço normado (X, ‖ · ‖0)
é localmente uniformemente convexo. Pela Proposição 1.1.12 é suficiente mostrar que se
xk, x ∈ X e

lim
k→∞

(
2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20

)
= 0,

então lim
k→∞
‖xk − x‖ = 0. Substituindo (1.3) em

2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20,
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obtemos

2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20 = 2‖x‖2 + 2
∞∑
n=1

dist(x, Fn)2

2n
+ 2

∞∑
n=1

(fn(x))2

2n
+

+ 2‖xk‖2 + 2
∞∑
n=1

dist(xk, Fn)2

2n
+ 2

∞∑
n=1

(fn(xk))
2

2n
−

−

(
‖x+ xk‖2 +

∞∑
n=1

dist(x+ xk, Fn)2

2n
+
∞∑
n=1

(fn(x+ xk))
2

2n

)
=

(
2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x+ xk‖2

)
+

+

(
∞∑
n=1

2dist(x, Fn)2 + 2dist(xk, Fn)2 − dist(x+ xk, Fn)2

2n

)
+

+

(
∞∑
n=1

2(fn(x))2 + 2(fn(xk))
2 − (fn(x+ xk))

2

2n

)
. (1.10)

Como

2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x+ xk‖2 ≥ 0,

2dist(x, Fn)2 + 2dist(xk, Fn)2 − dist(x+ xk, Fn)2 ≥ 0,

2(fn(x))2 + 2(fn(xk))
2 − (fn(x+ xk))

2 ≥ 0,

seguem de (1.10) as seguintes desigualdades

2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20 ≥ 2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x+ xk‖2,
2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20 ≥ 2dist(x, Fn)2 + 2dist(xk, Fn)2 − dist(x+ xk, Fn)2,

2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20 ≥ 2(fn(x))2 + 2(fn(xk))
2 − (fn(x+ xk))

2.

Como por hipótese

lim
k→∞

(
2‖x‖20 + 2‖xk‖20 − ‖x+ xk‖20

)
= 0,

podemos garantir a existência dos seguintes limites:

lim
k→∞

(
2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x+ xk‖2

)
= 0, (1.11)

lim
k→∞

(
2dist(x, Fn)2 + 2dist(xk, Fn)2 − dist(x+ xk, Fn)2

)
= 0, (1.12)

e

lim
k→∞

(
2(fn(x))2 + 2(fn(xk))

2 − (fn(x+ xk))
2
)

= 0. (1.13)

Além disso, tem-se

2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x+ xk‖2 ≥ 2‖x‖2 + 2‖xk‖2 − ‖x‖2 − 2‖x‖‖xk‖ − ‖xk‖2
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= ‖x‖2 − 2‖x‖‖xk‖+ ‖xk‖2

= (‖x‖ − ‖xk‖)2 .

Segue assim de (1.11) que lim
k→∞
‖xk‖ = ‖x‖. Repetindo o mesmo argumento para (1.12) e

(1.13) obtém-se

lim
k→∞
‖xk‖ = ‖x‖, (1.14)

lim
k→∞

dist(xk, Fn) = dist(x, Fn), (1.15)

e

lim
k→∞

fn(xk) = fn(x), (1.16)

para todo n ∈ N. Nosso objetivo é mostrar que lim
k
‖xk−x‖ = 0. Para isso usaremos o fato

de {xk} ∪ {x} ser compacto na topologia da norma. A demonstração disso, será deixado
por último. Vejamos que lim

k
‖xk−x‖ = 0. Pelo Lema 1.1.7 é suficiente mostrar que toda

subsequência de (xk)k possui uma subsequência que converge para x. Para não carregar a
notação iremos supor que (xk)k é uma subsequência arbitrária de (xk)k. Vejamos que (xk)k

possui uma subsequência que converge para x. Pela compacidade de {xk} ∪ {x}, existe
uma subsequência (xkj)j de (xk)k que converge para algum x0 na topologia da norma.
Vejamos que x = x0. De fato, se x 6= x0 então existe n0 ∈ N tal que fn0(x) 6= fn0(x0),
pois a família {fn : n ∈ N} separa pontos de X, o que implica

0 < |fn0(x)− fn0(x0)| = lim
j
|fn0(x)− fn0(xj)|

(1.16)
= 0,

e isso é claramente uma contradição. Portanto devemos ter x = x0 como queríamos.
Sabendo disso, mostraremos que {xk} ∪ {x} é compacto na topologia da norma. Vamos
mostrar que {xk}∪{x} é totalmente limitado o que implicará que {xk} ∪ {x} é totalmente
limitado e aplicando a Proposição 1.1.16 teremos que {xk} ∪ {x} é compacto. Com efeito,
como lim

k→∞
‖xk‖ = ‖x‖, existe K > 0 tal que ‖xk‖ ≤ K para todo k ∈ N. Como

lim
n→∞

dist(x, Fn) = 0 para todo x ∈ X, segue que para cada 0 < ε < 1 dado, existe n0 ∈ N
tal que n > n0 implica dist(x, Fn) < ε. Visto que o espaço

Fn = span{x1, . . . , xn}

tem dimensão finita para cada n, segue que (K + ε)BFn é totalmente limitado pois é
compacto (ver Proposição 1.1.16). Assim existem y1, . . . , yp em (K + ε)BFn tais que

(K + ε)BFn ⊂
p⋃
j=1

B(yj, ε).

Segue de (1.15) que

lim
k→∞

dist(xk, Fn) = dist(x, Fn)
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para todo n ∈ N. Logo, fixado n ∈ N, existe k0 := k0(n) ∈ N tal que k > k0 implica

dist(xk, Fn) < ε.

Como Fn é subespaço fechado de dimensão finita, existe zk ∈ Fn tal que

‖xk − zk‖ = dist(xk, zk) = dist(xk, Fn) < ε. (1.17)

Segue que

‖zk‖ ≤ ‖zk − xk‖+ ‖xk‖ < ε+K < 1 +K.

Daí, zk ∈ (K + 1)BFn . Segue que existe yk com 1 ≤ k ≤ p tal que

‖zk − yk‖ < ε. (1.18)

Considere os conjuntos

A = {x1, . . . , xk0} ∪ {y1, . . . , yp},
B = {xk : k ∈ N} ∪ {y1, . . . , yp}.

Afirmamos que

B ⊂

(
k0⋃
i=1

B(xi, 2ε)

)⋃( p⋃
j=1

B(yj, 2ε)

)
.

De fato, seja z ∈ B. Se z = yj para algum 1 ≤ j ≤ p ou se z = xi para algum 1 ≤ i ≤ k0,
então é claro que

z ∈

(
k0⋃
i=1

B(xi, 2ε)

)⋃(
p⋃
j=1

B(yj, 2ε)

)
.

Agora se z = xk para algum k > k0 segue de (1.17) e (1.18) que

‖z − yj‖ ≤ ‖z − zj‖+ ‖zj − yj‖
= ‖xk − zj‖+ ‖zj − yj‖ < 2ε,

onde 1 ≤ j ≤ p. Logo

z ∈

(
k0⋃
i=1

B(xi, 2ε)

)⋃( p⋃
j=1

B(yj, 2ε)

)
.

Assim temos que B é totalmente limitado. Como {xk : k ∈ N} ⊂ B e subconjuntos de
conjuntos totalmente limitados são totalmente limitados, obtemos que {xk : k ∈ N} é
totalmente limitado. Portanto é imediato que {xk : k ∈ N} ∪ {x} é totalmente limitado,
como queríamos demonstrar. �
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A seguir, apresentaremos uma sequência de resultados que serão usados nos próxi-
mos capítulos desta dissertação. Optamos por deixá-los neste capítulo, por se tratar de
resultados básicos de Análise Funcional, e podem ser encontrados em [4] e [8].

Teorema 1.1.19. Sejam X e Y espaços de Banach e T, T1, T2, . . ., operadores em L(X, Y )

tais que Tn(x) −→ T (x) para todo x ∈ X. Então para todo compacto K ⊂ X, sup
x∈K
‖Tn(x)−

T (x)‖ −→ 0.

Demonstração. Veja [8, Lemma 7.3, p. 204]. �

Proposição 1.1.20. Sejam X e Y espaços de Banach. Se um operador linear T : X −→
Y é um isomorfismo, então existem constantes C e C1 positivas tais que C‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤
C1‖x‖ para todo x ∈ X.

Demonstração. Veja [4, Corolário 2.1.2]. �

Proposição 1.1.21. Sejam X e Y espaços de Banach e T : X −→ Y um operador linear
e contínuo. Então as seguintes afirmações são equivalentes:
(a) T é compacto.
(b) T (A) é compacto em Y para todo limitado A em X.
(c) Para toda subsequência limitada (xn)n em X, a sequência (T (xn))n tem subsequência
convergente em Y .

Demonstração. Veja [4, Proposição 7.2.3]. �

Teorema 1.1.22. Sejam X e Y espaços de Banach e T, T1, T2 . . . em L(X, Y ). Se para
todo m ∈ N, Tm é compacto e lim

m→∞
Tm = T , então T é compacto.

Demonstração. Veja [4, Proposição 7.2.5]. �

Teorema 1.1.23. Sejam X e Y espaços de Banach e T : X −→ Y um operador contínuo.
Se X é separável então T (X) é separável.

Demonstração. Seja E ⊂ X um conjunto denso e enumerável. Segue que T (E) é um
conjunto enumerável em T (X). Dado y ∈ T (X), existe x ∈ X tal que T (x) = y. Como
E é denso e enumerável em X, existe uma sequência (xn)n em E tal que xn −→ x. Segue
da continuidade de T que T (xn) −→ T (x) = y. Como (T (xn))n está contida em T (E),
temos que T (E) é denso em T (X). Portanto concluímos que T (X) é separável. �
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1.2 Operadores que atingem a norma e resultados au-
xiliares

Nesta seção vamos mostrar alguns exemplos de operadores que atingem a norma e alguns
que não atingem a norma. Também mostraremos alguns resultados envolvendo espaço
quociente e subespaços complementados. Lembre que, se X é um espaço de Banach, um
operador linear e contínuo P : X −→ X é chamado projeção se P ◦ P = P . Como con-
sequência, ‖P‖ ≥ 1. Um subespaço E de um espaço normado X é dito ser complementado
em X se existe uma projeção linear P : X −→ X tal que P (X) = E. A proposição a
seguir nos fornece uma caracterização para espaços complementados.

Proposição 1.2.1. Seja E um subespaço do espaço de Banach X. As seguintes afirma-
ções são equivalentes:
(a) Existe uma projeção linear P : X −→ X cuja a imagem coincide com E. Neste caso
dizemos que P é uma projeção sobre E.
(b) E é fechado e existe um subespaço fechado G de X tal que X = E ⊕ G, isto é,
E = E +G e E ∩G = {0}.

Demonstração. Veja [4, Proposição 3.2.1]. �

Exemplo 1.2.2. Todo subespaço de dimensão finita de um espaço de Banach é comple-
mentado. Seja F um subespaço de dimensão n do espaço de Banach X e seja {e1, . . . , en}
uma base de F tal que ‖ej‖ = 1. Para cada 1 ≤ j ≤ n, considere o funcional

ϕj : F −→ K, ϕj

( n∑
k=1

akek

)
= aj.

Claramente, ϕj é linear para cada j. Como F tem dimensão finita segue que ϕj também
é contínuo para cada j. Ademais, podemos supor que para cada j tem-se ‖ϕj‖ = 1. Pelo
Teorema de Hahn-Banach, existe ϕ̃j ∈ X ′ extensão de ϕj a X para cada j. Defina

P : X −→ F, P (x) =
n∑
j=1

ϕ̃j(x)ej.

Vejamos que P é uma projeção. De fato,

(P ◦ P )(x) = P (P (x)) = P

(
n∑
j=1

ϕ̃j(x)ej

)

=
n∑
j=1

ϕ̃j

(
n∑
i=1

ϕ̃i(x)ei

)
ej

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ϕ̃i(x)ϕ̃j(ei)

)
ej
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=
n∑
j=1

ϕ̃j(x)ej = P (x).

É fácil ver que P (X) = F . Ademais, para cada x ∈ X,

‖P (x)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ϕ̃j(x)ej

∥∥∥∥∥
≤

n∑
j=1

‖ϕ̃j‖‖x‖‖ej‖

≤
n∑
j=1

‖x‖

= n‖x‖.

Portanto, F é complementado em X e ‖P̃‖ ≤ n.

Teorema 1.2.3. Sejam X e Y espaços de Banach e T ∈ L(X, Y ) . Então, se T (X) é
fechado em Y temos que T (X) é isomorfo a X/Ker(T ).

Demonstração. Veja [4, Exercício 2.7.15]. �

Teorema 1.2.4. Sejam X, Y espaços de Banach. Se Z,W são subespaços de X tais que
X = Z ⊕W e T : X −→ Y é um operador linear contínuo e sobrejetor com Ker(T ) = Z,
então Y ' X/Z ' (Z ⊕W ) /Z ' W .

Demonstração. Veja que Y ' X/Z decorre imediatamente do Teorema 1.2.3. Vejamos
que X/Z ' (Z ⊕W ) /Z. De fato, para cada x ∈ X existem únicos z ∈ Z e w ∈ W tais
que x = z + w. Defina a aplicação

[x] ∈ X/Z −→ [z] + [w] ∈ (Z ⊕W ) /Z.

Vejamos que a aplicação acima é um isomorfismo. De fato, é linear. É contínua, pois
dado x ∈ X existem únicos z ∈ Z e w ∈ W tais que x = z + w, e portanto

‖[z] + [w]‖ = ‖[z + w]‖ = ‖[x]‖.

Vejamos a injetividade. Seja [x] ∈ X/Z com x = z + w e [z] + [w] = [0]. Como z ∈ Z
e Z é fechado então [z] = [0], donde [w] = [0] e portanto [x] = [0]. Não é difícil ver que
a aplicação é sobrejetora. Resta mostrar apenas o isomorfismo entre (Z ⊕W ) /Z e W .
Então defina a aplicação

T : W −→ (Z ⊕W ) /Z, Tw = [w].

É claro que T é linear. T é contínuo, pois para cada w ∈ W temos ‖Tw‖ = ‖[w]‖ ≤ ‖w‖.
T é claramente sobrejetor. Vejamos que T é injetor. De fato, se Tw = [0] então [w] = [0],
e portanto w ∈ Z ∩ W = {0} o que implica que w = 0. Logo T é injetor. E assim
concluímos que T é um isomorfismo, o que prova o resultado. �
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Proposição 1.2.5. Sejam X espaço de Banach e Z um subespaço fechado de X. Se X
é não separável e Z é separável então X/Z é não separável.

Demonstração. Suponha por contradição que X/Z seja separável. Sejam D = {xn ∈
X : n ∈ N} tal que D̃ = {[xn] : n ∈ N} é um conjunto enumerável e denso em X/Z

e G = {zn ∈ Z : n ∈ N} um conjunto enumerável e denso em Z. Seja x ∈ X e
[x] ∈ X/Z. Considere em X o conjunto enumerável G̃ = {xn − zn : n ∈ N}, vejamos
que G̃ é denso em X. Como D̃ é denso em X/Z existe um sequência (xk)k em D tal que
‖[xk] − x]‖ = ‖[xk] − [x]‖ −→ 0. Lembre que para cada y ∈ X a norma a se considerar
em X/Z é

‖[y]‖ = inf{‖y − z‖ : z ∈ Z}.

Então, pela densidade de D̃ em Z, para cada k ∈ N existe zk ∈ G tal que

‖[xk]− [x]‖ < ‖xk − x− zk‖ ≤ ‖[xk]− [x]‖+
1

k
.

Logo quando k −→∞,

‖xk − zk − x‖ = ‖xk − x− zk‖ −→ 0.

Assim a sequência (xk − zk)k está contida em G̃ e converge para x. Logo X é separável,
o que é uma contradição pois X não é separável. Portanto X/Z não é separável. �

Uma caracterização para espaços de dimensão finita diz que um espaço normado X
tem dimensão finita se, e somente se, a bola unitária BX é compacto. Por outro lado,
um resultado topológico clássico diz que toda aplicação contínua f : BX −→ K atinge
o máximo se dimX < ∞. Em particular, isso ocorre para todo funcional x′ ∈ X ′. No
entanto, isso nem sempre é verdade em espaços de dimensão infinita.

Definição 1.2.6. Dizemos que um operador linear entre espaços normados T : X −→ Y

atinge a norma se existe x0 ∈ SX tal que ‖Tx0‖ = ‖T‖.

Exemplo 1.2.7. Se E é reflexivo então todo ϕ em E ′ atinge a norma. De fato, seja
ϕ ∈ E ′ − {0}. Pelo teorema de Hanh-Banach existe f ∈ E ′′ tal que ‖f‖ = 1 e f(ϕ) =

‖ϕ‖. Ademais, como E é reflexivo, existe x0 ∈ E tal que JE(x0) = f . Segue que
JE(x0)(ϕ) = f(ϕ), e portanto

|ϕ(x0)| = |JE(x0)(ϕ)| = |f(ϕ)| = ‖ϕ‖.

Observe também que ‖x0‖ = ‖JE(x0)‖ = ‖f‖ = 1. Portanto todo funcional linear definido
em E atinge a norma.

É importante ressaltar que a recíproca do último exemplo é verdadeira (veja demons-
tração em [17]).
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Exemplo 1.2.8. Se E é reflexivo e F é um espaço normado, então existe T ∈ L(E,F )

tal que T atinge a norma. Pelo exemplo anterior, para cada ϕ ∈ E ′, existe x0 ∈ BE tal
que ‖ϕ‖ = |φ(x0)|. Desse modo, basta definir T : E −→ F por T (x) = ϕ(x)y, com y ∈ F
e ϕ ∈ E ′. É fácil ver que T é linear, contínuo e está bem definido. Ademais,

‖T‖ = sup{‖ϕ(x)y‖; ‖x‖ ≤ 1} = sup{|ϕ(x)|‖y‖; ‖x‖ ≤ 1}
= ‖y‖ sup{|ϕ(x)|; ‖x‖ ≤ 1}
= ‖y‖‖ϕ‖ = ‖y‖|ϕ(x0)| = ‖ϕ(x0)y‖ = ‖T (x0)‖.

Exemplo 1.2.9. (Um funcional linear que não atinge a norma) O funcional ϕ : c0 −→ K,

definido por ϕ((aj))
∞
j=1 =

∞∑
j=1

aj
2j

não atinge a norma. Não é dificil ver que ϕ está bem

definido, é linear e contínuo. Portanto mostraremos apenas que tal funcional não atinge
a norma. Antes disso vejamos que ‖ϕ‖ = 1. De fato, seja x = (aj)

∞
j=1 ∈ c0 e note que

|ϕ(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

aj
2j

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|aj|
2j
≤

∞∑
j=1

sup{|aj| : j ∈ N}
2j

= ‖x‖
∞∑
j=1

1

2j
= ‖x‖.

Logo ‖ϕ‖ ≤ 1. Agora observe que para todo n ∈ N tem-se xn = (1, 1, . . . ,
(n)

1 , 0, . . .) ∈ Bc0 .
Daí,

ϕ(xn) =
n∑
j=1

1

2j
=⇒ lim

n→∞
ϕ(xn) = 1.

Assim ‖ϕ‖ = 1. Agora, se x ∈ Bc0 , então x ∈ c0 e existe j0 ∈ N tal que j > j0 implica

|aj| ≤
1

2
. Logo,

| ϕ(x) | ≤
j0∑
j=1

| aj |
2j

+
∞∑

j=j0+1

| aj |
2j

≤
j0∑
j=1

1

2j
+

1

2

∞∑
j=j0+1

1

2j

<

j0∑
j=1

1

2j
+

∞∑
j=j0+1

1

2j
=
∞∑
j=1

1

2j
= 1.

Portanto | ϕ(x) |< 1 se ‖x‖ ≤ 1. Isto mostra que não existe x ∈ BX tal que ‖ϕ‖ =| ϕ(x) |.
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Capítulo 2

Alguns Resultados sobre Espaços de
Banach

Espaços vetoriais de dimensão finita sempre têm bases (algébricas ou base de Hamel).
Esse conceito não tem muita utilidade em espaços vetoriais de dimensão infinita, sendo
um dos motivos devido ao fato de que espaços de Banach de dimensão infinita não têm
bases algébricas enumeráveis (veja [4, Proposição 10.3.1]). Por causa disso, existe outro
conceito de base em espaços de dimensão infinita, o qual tem mais utilidade do que base
de Hamel. Este novo conceito de base é conhecido como base de Schauder, e será tratado
na primeira seção deste capítulo.

Um outro conceito muito importante em Análise Funcional são espaços de Banach sobre
os quais podemos aproximar a identidade por operadores de posto finito uniformemente
sobre conjuntos compactos. Veremos que alguns espaços de Banach clássicos têm essa
propriedade e, além disso, essa propriedade é preservada por isomorfismo. Estudaremos
ainda duas propriedades introduzidas num artigo publicado em 1983 (veja [33]). Neste
artigo, Schachermayer deu nome às duas propriedades que já haviam sido usadas por
Lindenstrauss [26] e Partington [32], a saber, propriedade α e propriedade β.

2.1 Base de Schauder

O seguinte conceito de base em espaços de Banach de dimensão infinita diferencia-se de
bases de Hamel pelo fato de base de Hamel usar combinações lineares que são somas
finitas, enquanto nas novas bases podemos ter somas infinitas.

Definição 2.1.1. Uma sequência (xn)n no espaço de Banach X é chamada base de Schau-
der de X se cada x ∈ X tem uma única representação da forma

x =
∞∑
n=1

anxn,
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onde an ∈ K para todo n ∈ N. A unicidade da representação permite considerar os
funcionais lineares

x′n : X −→ K, x′n

(
∞∑
j=1

ajxj

)
= an,

para cada n ∈ N, que são chamados funcionais coeficientes (ou funcionais coordenados ou
ainda funcionais biortogonais associados).

Exemplo 2.1.2. Vejamos que a sequência (en)n onde para cada n ∈ N tem-se en =

(0, . . . , 1, 0, . . .) com 1 na posição n, é uma base de Schauder para c0. De fato, seja
x = (xj)j ∈ c0 e sejam ε > 0 e N ∈ N tais que para todo n > N tenhamos |xn| <

ε

2
.

Assim, ∥∥∥∥∥
N∑
j=1

xjej − x

∥∥∥∥∥ = ‖(x1, . . . , xN , 0, . . .)− (x1, . . . , xN , xN+1, . . .)‖

= ‖(0, . . . , 0,−xN+1, . . .)‖
= sup

n>N
|xn| ≤

ε

2
< ε.

Portanto obtemos que
∞∑
j=1

xjej = lim
N→∞

N∑
j=1

xjej = x. Vamos mostrar a unicidade: Para

isso é suficiente mostrar que se
∞∑
j=1

xjej = 0 para qualquer sequência de escalares (xj)j

em K, então xj = 0 para todo j ∈ N. Visto que

0 =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

xjej

∥∥∥∥∥ = sup
j
|xj|,

segue da propriedade de supremo que xj = 0 para todo j ∈ N. De acordo com a definição,
os funcionais coeficientes são

e′n : X −→ K, e′n

(
∞∑
j=1

xjej

)
= xn,

para cada n ∈ N e x = (xj)j =
∞∑
j=1

xjej.

Proposição 2.1.3. Seja X um espaço de Banach. Suponha que (xn)n seja uma base de
Schauder para X normalizada, isto é, ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ N. Logo para cada x ∈ X
tem-se

x =
∞∑
n=1

anxn,

onde a sequência (an)n é unicamente determinada por x. Nessas condições tem-se lim
n→∞

an =

0.
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Demonstração. De fato, temos que se j ∈ N então para todo N ∈ N tal que j ≤ N temos

|aj| = ‖ajxj‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
n=j

anxn −
N∑

n=j+1

anxn

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
N∑
n=j

anxn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
N∑

n=j+1

anxn

∥∥∥∥∥ . (2.1)

Como a série
∞∑
n=1

anxn é convergente, fazendo j −→∞ em (2.1) obtemos lim
j→∞
|aj| = 0. O

que mostra o resultado. �

Quando um espaço de Banach tem base de Schauder é sempre possível definir uma
sequência de projeções no espaço. Essas projeções, conhecidas também como projeções
canônicas, são operadores lineares e contínuos (veja em [4, Corolário 10.3.7]) e o supremo
das normas dessa sequência de projeções sempre existe (veja em [4, Proposição 10.3.8 ]).

Definição 2.1.4. Uma base de Schauder (xn)n em um espaço de Banach X é chamada
monótona se as projeções canônicas

Pn : X −→ X, Pn

(
∞∑
j=1

ajxj

)
=

n∑
j=1

ajxj,

são tais que ‖Pn‖ = 1 para cada n ∈ N.

Exemplo 2.1.5. Se X = c0 então a base de Schauder (en)n é monótona. De fato, sejam

Pn : X −→ X, Pn

(
∞∑
j=1

xjej

)
=

n∑
j=1

xjej,

as projeções canônicas em c0. Logo, é imediato que se x = (xj)j ∈ c0 então

‖Pn(x)‖∞ =

∥∥∥∥∥Pn
(
∞∑
j=1

xjej

)∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xjej

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

xjej

∥∥∥∥∥
∞

= ‖x‖∞.

Portanto, obtemos que para cada n ∈ N, ‖Pn‖ = 1.

Proposição 2.1.6. Seja X um espaço de Banach. Então uma sequência (xn)n em X é
uma base de Schauder se, e somente, se
(i) X = span{xn : n ∈ N},

(ii) existe uma contante C > 0 tal que

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥≤ C

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ para qualquer sequência

de escalares (ai)i em K e todos n < m.

Demonstração. Veja [6, Theorem 3.2,p 28]. �
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Proposição 2.1.7. Sejam X e Y espaços de Banach. Se X tem base de Schauder mo-
nótona e existe um isomorfismo isométrico T : X −→ Y , então Y tem base de Schauder
monótona.

Demonstração. De fato, se (xn)n é uma base de Schauder monótona para X. Não é difícil
mostrar que a sequência (yn)n onde yn = T (xn) para cada n ∈ N é uma base de Schauder
para Y . Vamos mostrar apenas que a base de Schauder (yn)n é monótona. Sejam

P̃n : Y −→ Y, P̃n

(
∞∑
j=1

bjyj

)
=

n∑
j=1

bjyj,

as projeções canônicas de Y e

Pn : X −→ X, Pn

(
∞∑
j=1

ajxj

)
=

n∑
j=1

ajxj,

as projeções canônicas de X que satisfazem ‖Pn‖ = 1 para cada n ∈ N. Vejamos que
‖P̃n‖ = 1 para cada n ∈ N. De fato, se y ∈ Y então

‖Pn(y)‖ =

∥∥∥∥∥Pn
(
∞∑
j=1

bjyj

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

bjyj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

bjT (xj)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥T
(

n∑
j=1

bjxj

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥T
(
Pn

(
∞∑
j=1

bjxj

))∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(T ◦ Pn)

(
∞∑
j=1

bjxj

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(T ◦ Pn)

(
∞∑
j=1

bjT
−1(yj)

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(T ◦ Pn ◦ T−1)

(
∞∑
j=1

bjyj

)∥∥∥∥∥
= ‖(T ◦ Pn ◦ T−1)(y)‖
≤ ‖T‖‖Pn‖‖T−1‖‖y‖ = ‖y‖.

Isso mostra que a base de Schauder (yn)n é monótona. �
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Em alguns casos é possível que os funcionais coordenados de um espaço de Banach
com base de Schauder também constituam uma base de Schauder para X ′. Isto motiva a
seguinte definição.

Definição 2.1.8. Uma base de Schauder (xn)n em um espaço de Banach X é chamada
contrátil se a sequência de funcionais coordenados (x′n)n é uma base de Schauder de X ′.

Exemplo 2.1.9. A base de Schauder (en)n de c0 é contrátil. De fato, com a demonstração
de c0 adaptada para `1 se mostra que (en)n é base de Schauder para `1. Segue de [4,
Proposição 4.2.3] que

b = (bj)j ∈ `1 7→ ϕb ∈ (c0)
′, ϕb ((aj)j) =

∞∑
j=1

ajbj para toda (aj)j ∈ c0,

é um isomorfismo isométrico. Veja que para cada n ∈ N o funcional correspondente de en
pelo isomorfismo em (c0)

′ é e′n, que são os funcionais coordenados. Não é difícil verificar
que imagem de base de Schauder por um isomorfismo é base de Schauder. Portanto temos
que (en)n é contrátil.

Definição 2.1.10. Seja (xn)n uma sequência no espaço de Banach X. Dizemos que a

série
∞∑
n=1

xn converge incondicionalmente se para cada função bijetora σ : N −→ N a série

∞∑
n=1

xσ(n) é convergente. Quando a sequência acima for uma base de Schauder para X

então dizemos que (xn)n é uma base de Schauder incondicional, isto é, para cada x ∈ X

a série x =
∞∑
n=1

anxn converge incondicionalmente.

De acordo com as definições acima, está aberta a possibilidade de uma série incondicio-
nalmente convergente convergir para limites diferentes considerando ordenações diferentes
de N. A proposição seguinte afirma que isso não ocorre.

Proposição 2.1.11. Seja
∞∑
n=1

xn uma série incondicionalmente convergente em um espaço

normado X. Se σ1, σ2 : N −→ N são funções bijetoras, então
∞∑
n=1

xσ1(n) =
∞∑
n=1

xσ2(n).

Demonstração. Veja [4, Proposição 5.3.8]. �

A seguir apresentaremos algumas caracterizações para espaços de Banach com base de
Schauder incondicional que envolvem sequência básica complementada. Para tanto lembre
que uma sequência (xn)n em um espaço de Banach X é dita sequência básica se é uma
base de Schader para span{xn : n ∈ N}, e é dita uma sequência básica complementada se
span{xn : n ∈ N} é um subespaço complementado em X.
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Definição 2.1.12. Sejam (xn)n uma base de Schauder de um espaço de Banach X e (kn)n

uma sequência estritamente crescente de inteiros positivos, com k0 = 0. Uma sequência
de vetores não-nulos (yn)n em X definida por

yn =
kn∑

i=kn−1+1

bixi,

em que bi ∈ K, é chamada de sequência de blocos básica relativa a (xn)n.

O seguinte teorema será usado no último capítulo desta dissertação. Optamos por
deixá-lo nesta seção, pois é um resultado sobre tópicos relacionados à seção.

Teorema 2.1.13. Seja X um espaço de Banach com base de Schauder incondicional
(xn)n. As seguintes afirmações são equivalentes:
(a) (xn)n não é contrátil.
(b) X contém um subespaço complementado isomorfo a `1.
(c) Existe uma sequência básica de blocos (yn)n básica de blocos complementada em relação
à (xn)n equivalente à base canônica de `1.
(d) X contém um subespaço isomorfo a `1.

Demonstração. Veja [2, Theorem 3.3.1]. �

2.2 Propriedade da aproximação

A investigação das várias variantes da propriedade da aproximação e as relações entre
elas foi iniciada por Grothendieck [13]. O estudo da propriedade da aproximação é muito
importante em teoria dos espaços de Banach. Para um estudo mais detalhado, recomen-
damos [27]. Dados X e Y espaços de Banach. Denotaremos por F(X, Y ) o conjunto de
todos os operadores T : X −→ Y lineares e contínuos de posto finito, isto é, cuja a imagem
têm dimensão finita.

Definição 2.2.1. Um espaço de Banach X tem a propriedade da aproximação se para
todo conjunto compacto K de X e todo ε > 0, existe T ∈ F(X,X) tal que ‖x−T (x)‖ < ε

para cada x ∈ K.

Exemplo 2.2.2. Todo espaço de Banach X com base de Schauder tem a propriedade da
aproximação. De fato, para cada n ∈ N, considere as projeções canônicas

Pn : X −→ X, Pn
( ∞∑
j=1

ajxj

)
=

n∑
j=1

ajxj

onde (xj)
∞
j=1 é a base de Schauder de X. Segue que para cada n, Pn(X) tem dimensão

finita. Ademais, para todo x ∈ X,
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‖Pn(x)− x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajxj −
∞∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥=

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

ajxj

∥∥∥∥∥−→ 0,

pois x =
∞∑
j=1

ajxj. Segue do Teorema 1.1.19 que para todo compacto K em X tem-se

sup
x∈K
‖Pn(x)−x‖ −→ 0. Ou seja, dado ε > 0 existe Pnε ∈ F(X,X) tal que ‖x−Pnε(x)‖ < ε

para todo x ∈ K.

Devido ao Exemplo 2.2.2 temos que c0 tem a propriedade de aproximação. Mas, um
espaço de Banach ter a propriedade de aproximação não significa que seus subespaços o
terão, como pode ser visto no próximo Teorema.

Teorema 2.2.3. O espaço c0 tem subespaços que não têm a propriedade da aproximação.

Demonstração. Veja [27, Theorem 2.d.6]. �

A propriedade de aproximação é conservada por isomorfismo, e isso é muito impor-
tante, pois dependendo do espaço podemos renormalizá-lo para concluir que ele tem a
propriedade da aproximação.

Teorema 2.2.4. Sejam X e Y espaços de Banach e T : X −→ Y um isomorfismo.
Então X tem a propriedade da aproximação se, e somente se, Y tem a propriedade da
aproximação.

Demonstração. Suponha que X tenha a propriedade da aproximação. E sejam K ⊂ Y

um conjunto compacto e ε > 0. Como T é um isomorfismo, temos que K1 = T−1(K) é
compacto em X. Logo, como X tem a propriedade da aproximação, existe T1 ∈ F (X,X)

tal que ‖x− T1(x)‖ < ε

‖T‖
. Note que o operador

T = T ◦ T1 ◦ T−1 : Y −→ Y

é linear, contínuo e tem posto finito, pois T1 tem posto finito. Note que dado y ∈ K,
existe x ∈ K1 tal que Tx = y. Daí, obtemos

‖y − T (y)‖ = ‖y − T ◦ T1 ◦ T−1(y)‖
= ‖y − T ◦ T1(T−1(y))‖
= ‖T (x)− T (T1(x))‖ ≤ ‖T‖‖x− T1(x)‖
< ‖T‖ ε

‖T‖
= ε,

para cada y = Tx. Portanto Y tem a propriedade de aproximação. Reciprocamente,
suponha que Y tem a propriedade da aproximação. Neste caso, basta imitar a demostração
anterior para X no lugar de Y . �
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Teorema 2.2.5. Sejam (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y ) espaços de Banach e T : (X, ‖ · ‖X) −→
(Y, ‖ · ‖Y ) um operador que não pode ser aproximado por operadores de posto finito. Se a
norma ‖ · ‖ é equivalente à norma ‖ · ‖Y , então T : (X, ‖ · ‖X) −→ (Y, ‖ · ‖) não pode ser
aproximado por operadores de posto finito.

Demonstração. Como T não pode ser aproximado por operadores de posto finito, existe
ε > 0 tal que para todo T1 ∈ F(X, Y ) tem-se

‖T1 − T‖L(X,(Y,‖·‖Y )) ≥ ε.

Como as normas ‖ · ‖ e ‖ · ‖Y são equivalentes, existem constantes a e b positivas tais que

a‖y‖ ≤ ‖y‖Y ≤ b‖y‖ para todo y ∈ Y .

Então,

ε ≤ ‖T1 − T‖L(X,(Y,‖.‖Y )) = sup{‖T1(x)− T (x)‖Y ;x ∈ BX}
≤ b sup{‖T1(x)− T (x)‖;x ∈ BX}
= b‖T1 − T‖L(X,(Y,‖.‖)),

e portanto

T : (X, ‖ · ‖X) −→ (Y, ‖ · ‖),

não pode ser aproximado por operadores de posto finito. �

Os lemas a seguir serão necessários para apresentarmos uma caracterização para espaços
de Banach cujo dual tem a propriedade da aproximação.

Lema 2.2.6. Sejam X um espaço de Banach, D um subespaço de dimensão finita de X ′′

e ε > 0. Então existe um operador S : D −→ X tal que ‖S‖ ≤ 1 + ε e S(JX(x)) = x

sempre JX(x) ∈ D para cada x ∈ X.

Demonstração. Veja [27, Lemma 1.e.6]. �

O seguinte lema é uma caracterização para operadores de posto finito muito importante.

Lema 2.2.7. Sejam X e Y espaços de Banach. Um operador linear e contínuo T : X −→
Y tem posto finito se, e somente se, existem n ∈ N, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ X ′ e y1, y2, . . . , yn
em Y tais que T (x) = ϕ1(x)y1 + ϕ2(x)y2 + · · ·+ ϕn(x)yn para todo x ∈ X.

Demonstração. Veja [4, Exercício 2.7.20]. �

Teorema 2.2.8. Seja X um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equivalentes.
(i) X tem a propriedade da aproximação.
(ii) Para todo espaço de Banach Y , os operadores de posto finito são densos em L(X, Y )

na topologia da convergência uniforme sobre conjuntos compactos.
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(iii) Para todo espaço de Banach Y , os operadores de posto finito são densos em L(Y,X)

na topologia da convergência uniforme sobre conjuntos compactos.
(iv) Para todas sequências (xn)n em X e (x′n)n em X ′ tais que

∞∑
n=1

‖x′n‖‖xn‖ <∞

e
∞∑
n=1

x′n(x)xn = 0

para todo x ∈ X, tem-se

∞∑
n=1

x′n(xn) = 0.

(v) Para todo espaço de Banach Y , todo operador compacto T ∈ L(Y,X) e todo ε > 0

existe um operador de posto finito T1 ∈ L(Y,X) tal que ‖T1 − T‖ < ε.

Demonstração. Veja [27, Theorem 1.e.4]. �

Nos próximos capítulos será importante para alguns resultados um espaço de Banach
(ou seu dual) ter ou não propriedade da aproximação. Segue uma caracterização para
espaço de Banach cujo dual tem essa propriedade. Tal resultado pode ser encontrado em
[27, Theorem 1.e.5].

Teorema 2.2.9. Seja X um espaço de Banach. Então X ′ tem a propriedade da aproxima-
ção se, e somente se, para todo espaço de Banach Y , todo ε > 0 e todo operador compacto
T ∈ L(X, Y ), existe um operador de posto finito T1 ∈ L(X, Y ) tal que ‖T − T1‖ < ε.

Demonstração. Suponha que X ′ tenha a propriedade da aproximação e seja T ∈ L(X, Y )

um operador compacto. O Teorema de Schauder diz que o adjunto de um operador
compacto é compacto. Logo, o operador T ′ : Y ′ −→ X ′ é compacto. Pelo Teorema 2.2.8
(v), para todo ε > 0 existe um operador U ∈ L(Y ′, X ′) de posto finito tal que

‖T ′ − U‖ < ε.

Segue do Lema 2.2.7 que existem (y′′i )ni=1 ⊂ Y ′′ e (x′i)
n
i=1 ⊂ X ′ tais que

U(y′) =
n∑
i=1

y′′i (y′)x′i

para todo y′ ∈ Y ′, e portanto ∥∥∥T ′y′ − n∑
i=1

y′′i (y′)x′i

∥∥∥< ε
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sempre que y′ ∈ BY ′ . Defina

TY = JY ◦ T : X −→ Y ′′, TY (x)(y′) = T ′y′(x).

Note que TY está bem definido pois

TY (x)(y′) = (JY ◦ T )(x)(y′) = y′(T (x)) = T ′y′(x).

Ademais, se y′ ∈ BY ′ e x ∈ BX , então∣∣∣∣∣TY (x)(y′)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i (y′)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣T ′y′(x)−
n∑
i=1

y′′i (y′)x′i(x)

∣∣∣∣∣
≤ sup

{∣∣∣∣∣T ′y′(x)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i (y′)

∣∣∣∣∣ : x ∈ BX

}

=

∥∥∥∥∥T ′y′ −
n∑
i=1

y′′i (y′)x′i

∥∥∥∥∥ < ε.

Portanto∥∥∥∥∥TY (x)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i

∥∥∥∥∥ = sup

{∣∣∣∣∣TY (x)(y′)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i (y′)

∣∣∣∣∣ : y′ ∈ BY ′

}
≤ ε,

para todo x ∈ BX . Como T é compacto, segue da Propriedade de Ideal que TY é compacto.
Logo TY (BX) é compacto. Assim existe {xj}mj=1 em BX tal que

TY (BX) ⊂
m⋃
j=1

B(TY (xj), ε).

Considere

D = span
(
{TY (xj)}mj=1 ∪ {y′′i : 1 ≤ i ≤ n}

)
.

Para cada x ∈ BX existe 1 ≤ j ≤ m tal que∥∥∥TY (xj)− TY (x)
∥∥∥< ε.

Assim,∥∥∥∥∥TY (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥TY (xj)− TY (x) + TY (x)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i

∥∥∥∥∥
≤ ‖TY (xj)− TY (x)‖+

∥∥∥∥∥TY (x)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε.

Pelo Lema 2.2.6 existe um operador S : D −→ X tal que ‖S‖ ≤ 1 + ε e S(JY (x)) = x

sempre que JY (x) ∈ D para cada x ∈ X. Logo aplicando S em TY (xj) −
n∑
i=1

x′i(x)y′′i ,

obtemos ∥∥∥∥∥S(TY (xj))−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥S(TY (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i )

∥∥∥∥∥
38



≤ ‖S‖

∥∥∥∥∥TY (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)y′′i

∥∥∥∥∥
< 2ε(1 + ε) < 3ε

para ε < 1
2
. Logo, ∥∥∥∥∥S(TY (xj))−

n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ < 3ε.

Segue que ∥∥∥∥∥(S ◦ JY )(T (xj))−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ < 3ε.

Como JY (Txj) ∈ D, segue que S(JY (Txj)) = Txj e portanto∥∥∥∥∥T (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i ))

∥∥∥∥∥ < 3ε.

Logo,∥∥∥∥∥T (x)−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥T (x)− T (xj) + T (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥
≤ ‖T (x)− T (xj)‖+

∥∥∥∥∥T (xj)−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ < ε+ 3ε = 4ε.

Portanto, temos ∥∥∥∥∥T (x)−
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i )

∥∥∥∥∥ < 4ε

e

T1 : X −→ Y, T1(x) =
n∑
i=1

x′i(x)S(y′′i ),

é um operador de posto finito em L(X, Y ), como queríamos.
Reciprocamente, sejam Z um espaço de Banach qualquer, T : Z −→ X ′ um operador

compacto e ε > 0. Considere T ′ : X ′′ −→ Z ′ o adjunto de T e JX : X −→ X ′′ o mergulho
canônico. Diante disso, seja

T∗ = T ′ ◦ JX : X −→ Z ′, T∗(x)(z) = (Tz)(x).

Observe que T∗ está bem definido pois

T∗(x)(z) = (T ′ ◦ JX(x))(z) = JX(x)(Tz) = (Tz)(x).
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Segue do Teorema de Schauder e da Propriedade de Ideal que T∗ é compacto. Logo,
aplicando a hipótese do teorema a T∗, existe um operador de posto finito T1 ∈ L(X,Z ′)

tal que

‖T∗ − T1‖ < ε.

Logo, para cada x ∈ BX tem-se

‖T∗(x)− T1(x)‖ < ε.

Como T1 tem posto finito, segue do Lema 2.2.7 que existem (x′j)
n
j=1 ⊂ X ′ e (z′j)

n
j=1 ⊂ Z ′

tais que

T1(x) =
n∑
j=1

x′j(x)z′j

para todo x ∈ X. Logo

‖T∗(x)− T1(x)‖ =

∥∥∥∥∥T∗(x)−
n∑
j=1

x′j(x)z′j

∥∥∥∥∥ < ε.

Portanto, segue que para cada z ∈ BZ ,

|T∗(x)(z)− T1(x)(z)| =

∣∣∣∣∣T∗(x)(z)−
n∑
j=1

x′j(x)z′j(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Assim, ∣∣∣∣∣(Tz)(x)−
n∑
j=1

z′j(z)x′j(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣T∗(x)(z)−
n∑
j=1

z′j(z)x′j(x)

∣∣∣∣∣ < ε,

donde ∥∥∥∥∥Tz −
n∑
j=1

z′j(z)x′j

∥∥∥∥∥ < ε.

Portanto, segue do Teorema 2.2.8 ((v)⇒ (i)) que X ′ tem a propriedade da aproximação.
�

Teorema 2.2.10. Seja X uma espaço de Banach. Se X ′ tem a propriedade da aproxi-
mação, então X tem a propriedade da aproximação.

Demonstração. Vamos mostra que para sequências

{xn}n ⊂ X, {x′n}n ⊂ X ′ (2.2)

40



tais que

∞∑
n=1

‖x′n‖‖xn‖ <∞ (2.3)

e
∞∑
n=1

x′n(x)xn = 0 (2.4)

para todo x ∈ X, tem-se

∞∑
n=1

x′n(xn) = 0. (2.5)

Assim, pelo Teorema 2.2.8 obteremos que X tem a propriedade da aproximação. Vamos
à demonstração: Suponha que em X tenhamos (2.2), (2.3) e (2.4) e mostraremos que
ocorre (2.5). De fato, seja JX : X −→ X ′′ o mergulho canônico e para cada n ∈ N chame
JX(xn) = x′′n. Assim temos

{x′n}n ⊂ X ′, {x′′n}n ⊂ X ′′. (2.6)

Segue de (2.3) que

∞∑
n=1

‖x′′n‖‖x′n‖ =
∞∑
n=1

‖JX(xn)‖‖x′n‖

=
∞∑
n=1

‖x′n‖‖xn‖ <∞,

donde
∞∑
n=1

‖x′′n‖‖x′n‖ <∞. (2.7)

Por (2.4) temos que para todo x′ em X ′,

∞∑
n=1

x′n(x)x′(xn) = x′

(
∞∑
n=1

x′n(x)xn

)
= 0.

Assim
∞∑
n=1

JX(xn)(x′)x′n(x) =
∞∑
n=1

x′′n(x′)x′n(x)

=
∞∑
n=1

x′(xn)x′n(x) = 0
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para todo x ∈ X. Portanto

∞∑
n=1

x′(xn)x′n = 0. (2.8)

Como X ′ tem a propriedade da aproximação e temos (2.6), (2.7) e (2.8), segue do Teorema
2.2.8 que

∞∑
n=1

x′′n(x′n) = 0.

Assim
∞∑
n=1

x′n(xn) =
∞∑
n=1

JX(xn)(x′n) =
∞∑
n=1

x′′n(x′n) = 0,

como queríamos demonstrar. �

Teorema 2.2.11. Seja Y um espaço de Banach. Então um operador T ∈ L(X, Y ) é
compacto se, e somente se, existem um subespaço fechado G de c0 e operadores compactos
R : G −→ Y e S : X −→ G tal que R ◦ S = T .

Demonstração. Veja [18, Theorem 17.1.4]. �

Como consequência obtemos uma caracterização para espaços de Banach com a pro-
priedade da aproximação.

Lema 2.2.12. Um espaço de Banach Y tem a propriedade da aproximação se, e somente
se, K(X, Y ) = F(X, Y ) para todo subespaço fechado X de c0.

Demonstração. Suponha que Y tem a propriedade da aproximação. A igualdadeK(X, Y ) =

F(X, Y ) segue como caso particular do Teorema 2.2.8 (v) aplicado a subespaços fechados
de c0. Reciprocamente, suponha que K(X, Y ) = F(X, Y ) para todo subespaço fechado
X de c0. De acordo com o Teorema 2.2.8 é suficiente mostrar que dados ε > 0, X um
espaço de Banach e T ∈ K(X, Y ), existe um operador T1 ∈ L(X, Y ) de posto finito tal que
‖T1 − T‖ < ε. Então faremos isso: sejam ε > 0, X um espaço de Banach e T ∈ K(X, Y ),
segue do Teorema 2.2.11 que existem um subespaço fechado G de c0 e operadores com-
pactos R : G −→ Y e S : X −→ G tais que R ◦ S = T . Segue da hipótese que existe
T ∈ F(G, Y ) tal que

‖T −R‖ < ε

‖S‖
.

Assim chamando T1 = T ◦ S tem-se,

‖T1 − T‖ = ‖T ◦ S − T‖
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= ‖T ◦ S −R ◦ S‖
= ‖(T −R) ◦ S‖
≤ ‖T −R‖‖S‖ < ε.

Note que T1 : X −→ Y tem posto finito e portanto o resultado está provado. �

Definiremos e apresentaremos agora alguns resultados que serão importantes para a
demonstração do último teorema. Esse teorema por sua vez, será usado para se demonstrar
um resultado do último capítulo da dissertação.

Definição 2.2.13. Seja X um espaço de Banach e seja 1 ≤ λ <∞. Dizemos que X tem
a λ-propriedade da aproximação se para todo ε > 0 e todo conjunto compacto K ⊂ X,
existe um operador de posto finito T ∈ L(X,X) tal que ‖Tx− x‖ < ε para todo x ∈ K e
‖T‖ ≤ λ.

Definição 2.2.14. Um espaço de Banach X tem a propriedade da aproximação limitada
se tem λ-propriedade da aproximação para algum 1 ≤ λ <∞.

Exemplo 2.2.15. Espaços com base da Schauder têm a propriedade da aproximação
limitada. Mostramos no Exemplo 2.2.2 que os operadores de posto finito que fazem com
que X tenha a propriedade da aproximação são as projeções Pn. Resta mostrar que existe
1 ≤ λ < ∞ tal que ‖Pn‖ ≤ λ. Mas isso ocorre pois, para cada n ∈ N existe λ < ∞ com
‖Pn‖ ≤ λ; por exemplo, λ pode ser a constante de base da base de Schauder. Como
Pn ◦ Pn = Pn para todo n ∈ N, segue que λ ≥ ‖Pn‖ ≥ 1 para todo n ∈ N. Portanto todo
espaço com base da Schauder tem a propriedade da aproximação limitada.

Proposição 2.2.16. Sejam X um espaço de Banach e Z um subespaço complementado
em X. Se X tem a propriedade da aproximação limitada então Z tem a propriedade da
aproximação limitada.

Demonstração. Sejam ε > 0, K ⊂ Z compacto e λ0 ≥ 1. Como Z é complementado em
X, existe projeção P : X −→ X tal que P (X) = Z com P (z) = z para todo z ∈ Z.
Como K é compacto em Z ⊂ X, tem-se K compacto em X, pois Z é fechado em X.
Por hipótese X tem a propriedade da aproximação limitada, logo existe um operador
T̃ : X −→ X linear, contínuo e de posto finito tal que ‖T̃ x− x‖ < ε

‖P‖
para todo x ∈ K

e ‖T̃‖ ≤ λ0. Seja T = T̃|Z : Z −→ X, e considere o operador P ◦ T : Z −→ Z linear,
contínuo e de posto finito. Segue que para cada x ∈ K,

‖P ◦ Tx− x‖ = ‖P ◦ Tx− Px‖
= ‖P ◦ (Tx− x)‖
≤ ‖P‖‖Tx− x‖
< ‖P‖ ε

‖P‖
= ε.
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Logo, λ = λ0‖P‖ ≥ 1, obtemos

‖P ◦ T‖ ≤ ‖P‖‖T‖ ≤ ‖P‖‖T̃‖ ≤ λ0‖P‖ = λ.

Portanto Z tem a propriedade da aproximação limitada. �

Lema 2.2.17. Sejam X um espaço de Banach e T ∈ L(X,X). Se ‖T‖ < 1, então o

operador I − T é invertível e (I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k.

Demonstração. De fato, se ‖T‖ < 1, então a série
∞∑
k=0

T k é absolutamente convergente, e

portanto convergente. Agora para cada n ∈ N,

(I − T ) ◦

(
n∑
k=0

T k

)
= I − T n =

(
n∑
k=0

T k

)
◦ (I − T ).

Fazendo n −→∞, obtemos

(I − T ) ◦

(
∞∑
k=0

T k

)
= I =

(
∞∑
k=0

T k

)
◦ (I − T ).

Portanto (I − T ) é invertível e (I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k. �

Lema 2.2.18. Sejam X um espaço de Banach e E ⊂ X um subespaço de dimensão n
e T : X −→ E um operador linear sobrejetor. Sejam k ≤ n e F ⊂ X um subespaço
de dimensão k tal que ‖T |F − IF‖ < ε < 1, onde (1 − ε)−1εk < 1. Então existe um
operador S : X −→ E tal que S|F = IF , ‖S − T‖ < (1− ε)−1εk‖T‖. Se além disso, T for
uma projeção, então S pode ser escolhido de tal forma que seja também uma projeção e
‖S|T (X) − IT (X)‖ < (1− ε)−1εk.

Demonstração. Seja U = T|F . Segue do Lema 2.2.17 que U = T|F é invertível sobre T (F )

e U−1 =
∞∑
k=0

(I − U)k. Como T (F ) ⊂ E, pelo Exemplo 1.2.2 existe uma projeção P de

E = T (X) sobre T (F ) com ‖P‖ ≤ k. Defina

V : E −→ X, V (y) = (U−1 ◦ P )(y) + IE(y)− P (y).

A linearidade e continuidade de V seguem de U−1, IE e de P . Diante disso, defina

S : X −→ E, S(x) = (V ◦ T )(x).

A linearidade e continuidade de S seguem de V e de T . Vejamos que S satisfaz as
condições desejadas. De fato, primeiramente note que para x ∈ BF ,

‖U(x)‖ ≤ ‖U(x)− x‖+ ‖x‖ < ε+ 1,

44



donde

‖U‖ < ε+ 1.

Além disso, temos que ‖U−1‖ < (1− ε)−1. De fato, segue do Lema 2.2.17 que

U−1 =
∞∑
k=0

(I − U)k,

o que implica

‖U−1‖ ≤
∞∑
k=0

‖I − U‖k

<

∞∑
k=0

εk

=
1

1− ε
= (1− ε)−1.

Note também que para cada y ∈ BT (F ) existe x ∈ F tal que U(x) = y e

‖U−1(y)− y‖ = ‖x− U(x)‖ < ε <
ε

1− ε
.

Portanto

‖U−1 − IT (F )‖ <
ε

1− ε
.

Diante disso obtemos,

‖V − IE‖ = ‖(U−1 ◦ P ) + IE − P − IE‖
= ‖(U−1 ◦ P )− P‖
= ‖(U−1 − IE) ◦ P‖
≤ ‖(U−1 − IE)‖‖P‖

<
εk

1− ε
.

Portanto para todo x ∈ X temos que

‖S(x)− T (x)‖ = ‖V (T (x))− T (x)‖
= ‖(V − IE)(T (x))‖
≤ ‖V − IE‖‖T‖‖x‖
< (1− ε)−1εk‖T‖‖x‖.

Logo

‖S − T‖ < (1− ε)−1εk‖T‖.
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Também temos que S|F = IF . De fato, para todo x ∈ F ,

S(x) = (V ◦ T )(x) = (U−1 ◦ P ◦ T )(x) + (IE ◦ T )(x)− (P ◦ T )(x)

= U−1(P (T (x))) + T (x)− P (T (x))

= U−1(T (x)) + T (x)− T (x)

= U−1(U(x)) = IF (x).

Ademais, caso T seja uma projeção, S também será. De fato, como T (X) = E segue de
[4, Proposição 3.2.2] que para cada y ∈ E temos que Ty = y. Como V (Tx) ∈ E para
todo x ∈ X então

S(S(x)) = V (T (S(x))) = V (T (V (Tx))) = V (T (Tx)) = V (Tx) = S(x),

donde S é uma projeção. �

Proposição 2.2.19. Seja X um espaço de Banach. Então as seguinte condições são
equivalentes:
(a) X tem a propriedade da aproximação limitada.
(b) Existe λ1 ≥ 1 satisfazendo a seguinte propriedade: Para todo subespaço F ⊂ X de
dimensão finita existe um operador S : X −→ X de posto finito tal que ‖S‖ ≤ λ1 e
Sx = x para todo x ∈ F .

Demonstração. (a)⇒ (b) Suponha que X tenha a propriedade da aproximação limitada
e seja F um subespaço de X de dimensão finita k. Como BF é compacta em F , segue
que BF é compacta em X. Como X tem a propriedade da aproximação limitada, existe
λ ≥ 1 tal que para todo 0 < ε < 1 satisfazendo (1 − ε)−1εk < 1 existe um operador de
posto finito T ∈ L(X,X) tal que

‖Tx− x‖ < ε

para todo x ∈ BF e ‖T‖ ≤ λ. Logo,

‖T |F − IF‖ < ε.

Faça E = T (X). Logo T : X −→ E é sobrejetor. Com isso, estamos na hipótese do Lema
2.2.18. De fato, T : X −→ E é sobrejetor, E e F são subespaços de X de dimensão finita
com k = dimF ≤ dimE e

‖T |F − IF‖ < ε < 1,

com (1 − ε)−1εk < 1. Portanto, existe um operador S : X −→ E tal que S|F = IF ,
‖S − T‖ < (1− ε)−1εk‖T‖. Além disso,

‖S‖ ≤ ‖S − T‖+ ‖T‖
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< (1− ε)−1εk‖T‖+ ‖T‖
< ‖T‖+ ‖T‖
= 2‖T‖ ≤ 2λ.

Fazendo λ1 = 2λ ≥ 1, obtemos que ‖S‖ < λ1. Assim o resultado está provado.
(b) ⇒ (a) Seja λ1 ≥ 1 como nas hipóteses de (b). Vejamos que X tem a propriedade da
aproximação limitada. Sejam K ⊂ X compacto e ε > 0. Logo, existem x1, x2, . . . , xk em
K tais que

K ⊂
k⋃
i=1

B

(
xi,

ε

2λ1

)
.

Defina

F = span{x1, x2, . . . , xk}.

Visto que F tem dimensão finita, segue da hipótese que existe um operador de posto finito
T : X −→ X tal que ‖T‖ ≤ λ1 e T (x) = x para x ∈ F . Ademais, dado x ∈ K, existe
i ∈ {1, 2, . . . , k} tal que ‖x− xi‖ <

ε

2λ1
. Então,

‖T (x)− x‖ = ‖T (x)− xi + xi − x‖
≤ ‖T (x)− xi‖+ ‖xi − x‖
≤ ‖T (x)− T (xi)‖+ ‖xi − x‖
≤ ‖T (x− xi)‖+ ‖xi − x‖
≤ ‖T‖‖x− xi‖+ ‖xi − x‖

<
ελ1
2λ1

+
ε

2λ1

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto X tem a propriedade da aproximação limitada. �

Definição 2.2.20. Um espaço de Banach X tem a propriedade da decomposição de di-
mensão finita, se existe uma sequência (Fn)n de subespaços de X de dimensão finita tal

que cada x ∈ X tem uma única representação x =
∞∑
n=1

Pnx, com Pnx ∈ Fn para todo

n ∈ N. A sequência (Fn)n é chamada de decomposição em dimensão finita para X e Pn
são projeções lineares e contínuas definidas em X.

Exemplo 2.2.21. Espaços de Banach X com base de Schauder tem a propriedade da
decomposição em dimensão finita. De fato, seja (xn)n a base de Schauder para X. Assim,
dado x ∈ X existe uma única sequência (an)n em K tal que

x =
∞∑
n=1

anxn.
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Com isso, para cada n ∈ N faça Fn = span{xn}. Isto mostra que X tem a propriedade
da decomposição em dimensão finita.

Proposição 2.2.22. Seja X um espaço de Banach que tem a propriedade da decomposição
de dimensão finita, isto é, existe uma sequência (Fn)n de subespaços de X de dimensão

finita tal que cada x ∈ X tem uma única representação x =
∞∑
n=1

Pnx, com Pnx ∈ Fn para

todo n ∈ N com Pn projeções lineares e contínuas definidas em X. As aplicações

Q0 = 0 e QN =
N∑
n=1

Pn

para cada N ∈ N são projeções lineares e contínuas.

Demonstração. A linearidade das aplicações QN e o fato de serem projeções é imediato.
Note que lim

N→∞
QNx = x para cada x ∈ X. Como lim

N→∞
QNx = x, existem constantes

Cx > 0 tais que ‖QNx‖ ≤ Cx para cada x ∈ X e cada N ∈ N. Segue do Teorema
de Banach-Steinhaus que existe C > 0 tal que ‖QN‖ ≤ C. Como isso obtemos que
QN ∈ L(X,X) para cada N ∈ N. �

Uma observação importante a fazer com relação à sequência de operadores (Qn)n de-
finidas na proposição acima é

Qn ◦Qm = Qmin{n,m}

para todos n,m ∈ N. De fato, se x ∈ X e n,m ∈ N com n < m então

(Qn ◦Qm)x = Qn(Qm(x))

= Qn

(
m∑
k=1

Pkx

)

=
m∑
k=1

Qn(Pkx)

=
m∑
k=1

n∑
j=1

Pj(Pk(x))

=
m∑
k=1

n∑
j=1

δj,kPk(x)

=
n∑
k=1

Pk(x) = Qnx.

Note também, que na demonstração da Proposição 2.2.22 mostramos que lim
n
Qnx =

x para cada x ∈ X. As projeções (Qn)n são usualmente chamadas de projeções que
determinam a decomposição em X ou projeções naturais da decomposição em X. A seguir
será feita uma construção de espaços de sequências.
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Definição 2.2.23. Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que um operador linear e
contínuo T : X −→ Y é uma aplicação quociente se T (BX) = BY .

A seguir apresentaremos uma construção, seguida de uma proposição que podem ser
encontradas em [19] e [28].

Seja X um espaço de Banach e seja (En)n uma sequência crescente de subespaços de

X de dimensão finita tais que X =
⋃
n

En. Ponha

Z =
{

(xn) : xn ∈ En para cada n ∈ N e lim
n→∞

xn = 0 em X
}
, (2.9)

Y =
{

(xn) : xn ∈ En para cada n ∈ N e lim
n→∞

xn = x ∈ X
}
. (2.10)

Não é difícil verificar que Z e Y são espaços de Banach com a norma ‖(xn)‖ = sup
n
‖xn‖.

Diante disso temos a seguinte proposição:

Proposição 2.2.24. Seja X um espaço de Banach e seja (En)n uma sequência crescente

de subespaços de X de dimensão finita tal que X =
⋃
n

En. Seja Y como em (2.10), e

seja

Q : Y −→ X, Q((xn)n) = lim
n→∞

xn.

Então,
(a) Q é uma aplicação quociente, Ker (Q) = Z e Q(Y ) = X, onde Z é como em (2.9).
(b) Y tem a propriedade da aproximação limitada.
(c) Y tem uma decomposição em dimensão finita (Hn) tal que, para cada n ∈ N, Hn é
isométrico a En.
(d) Suponha que X seja separável e falhe a propriedade da aproximação limitada. Então
Y é separável e Z não é complementado em Y .

Demonstração. (a) Mostraremos que QBY = BX . Seja y ∈ QBY . Logo existe uma
sequência (yk) ⊂ QBY tal que lim

k→∞
yk = y. Assim, para cada k ∈ N existe xk = (xkn)n ∈

BY tal que Q(xk) = yk. Segue da definição de Q que

yk = Q(xk) = Q((xkn)n) = lim
n→∞

xkn.

Como para cada k ∈ N tem-se ‖xk‖ ≤ 1, segue que

1 ≥ ‖xk‖ = sup
n
‖xkn‖ ≥ ‖xkn‖

para cada n ∈ N. Portanto, para cada k ∈ N temos

‖yk‖ = ‖Q(xk)‖ = ‖Q((xkn)n)‖ = lim
n→∞

‖xkn‖ ≤ 1.
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Segue que ‖y‖ = lim
k→∞
‖yk‖ ≤ 1, e portanto y ∈ BX . Logo QBY ⊂ BX .

Vejamos que BX ⊂ QBY . Para isso, mostraremos que SX ⊂ QBY . Uma vez sabendo
disso, é suficiente observar que como BY é convexo e Q é linear, tem-se que Q(BY ) é
convexo e portanto QBY é convexo. Logo

BX = conv(SX) ⊂ conv(QBY ) = QBY .

Vejamos que SX ⊂ QBY . Sejam x ∈ SX e ε > 0. Como

SX ⊂ X =
⋃
n

En,

existe z ∈
⋃
n

En não nulo tal que ‖x − z‖ < ε

2 + ε
. Como z ∈

⋃
n

En, existe n0 ∈ N tal

que z ∈ En0 . Faça y =
z

‖z‖
∈ En0 . Sabendo que En ⊂ En+1 segue que y ∈ BEn para todo

n ≥ n0. Com isso, defina a sequência (xn)n em X por

xn =

{
y, se n ≥ n0

0, se n < n0

.

Observe que (xn)n ∈ BY e Q((xn)n) = lim
n→∞

xn = y ∈ Q(BY ). Mostraremos que

‖x−Q((xn)n)‖ < ε.

Como ‖x‖ = 1, segue que

‖x−Q((xn)n)‖ = ‖x− y‖

=

∥∥∥∥x− z

‖z‖

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥x− x

‖z‖

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ x

‖z‖
− z

‖z‖

∥∥∥∥
=

∣∣∣∣1− 1

‖z‖

∣∣∣∣ ‖x‖+
‖x− z‖
‖z‖

=

∣∣∣∣‖z‖ − 1

‖z‖

∣∣∣∣+
‖x− z‖
‖z‖

=

∣∣∣∣‖z‖ − ‖x‖‖z‖

∣∣∣∣+
‖x− z‖
‖z‖

=
|‖z‖ − ‖x‖|
‖z‖

+
‖x− z‖
‖z‖

≤ ‖z − x‖
‖z‖

+
‖z − x‖
‖z‖

=
2‖z − x‖
‖z‖

.
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De

‖z‖ ≥ ‖x‖ − ‖z − x‖
> 1− ε

2 + ε

=
2

2 + ε
,

segue que
2 + ε

2
>

1

‖z‖
. Portanto

‖x−Q((xn)n)‖ ≤ 2‖z − x‖
‖z‖

< 2
ε

2 + ε

2 + ε

2
= ε.

Isso mostra que x ∈ Q(BY ) e portanto SX ⊂ QBY como desejado.
Vamos mostrar que Ker (Q) = Z. De fato,

x = (xn)n ∈ Ker(Q) ⇐⇒ 0 = Q((xn)n) = lim
n→∞

xn

⇐⇒ x = (xn)n ∈ Z.

Por fim, resta mostrar que Q(Y ) = X. Como a inclusão Q(Y ) ⊂ X é trivial, mostraremos

apenas que X ⊂ Q(Y ). De fato, seja x ∈ X =
⋃
n

En. Logo existe x1 ∈
⋃
n

En tal que

‖x − x1‖ < 1. Como x1 ∈
⋃
n

En, existe n1 ∈ N tal que x1 ∈ En1 . Analogamente, existe

x2 ∈
⋃
n

En tal que ‖x − x2‖ <
1

2
. Como x2 ∈

⋃
n

En e En ⊂ En+1, existe n2 ∈ N com

n2 ≥ n1 tal que x2 ∈ En2 . Novamente pelo fato de x ∈
⋃
n

En, existe x3 ∈
⋃
n

En tal

que ‖x − x3‖ <
1

3
. Como x3 ∈

⋃
n

En e En ⊂ En+1, existe n3 ∈ N com n3 ≥ n2 tal que

x3 ∈ En3 . Prosseguindo desta forma obteremos uma sequência (xk)k em X com xk ∈ Enk ,
Enk ⊂ Enk+1

e ‖x − xk‖ <
1

k
para cada k ∈ N. Diante disso considere a sequência (yn)n

dada por

yi =

{
xk, se nk ≤ i < nk+1

0, se 1 ≤ i < n1

. (2.11)

Segue que a sequência (yn)n converge para x. De fato, caso isso não aconteça, existe ε > 0

tal que para cada n0 ∈ N existe n ∈ N com n ≥ n0 tal que ‖yn − x‖ ≥ ε. Em particular,
para n0 = n1 existe m1 ≥ n1 com ‖ym1 − x‖ ≥ ε. Assim, para n0 = n2 existe m2 ≥ n2

com ‖ym2 − x‖ ≥ ε. Prosseguindo desta forma obteremos uma sequência não decrescente
(mj)j de números naturais com ‖ymj −x‖ ≥ ε para cada j ∈ N−{1} e mj ≥ nj para cada
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j. Mas de acordo como foi construída a subsequência (ymj)j, de (2.11), tem-se que (ymj)j

é uma subsequência de (xk)k. Logo temos uma contradição, visto que (xk)k converge para
x. Desse modo, devemos ter que (yn)n converge para x. Além disso, (yn)n ∈ Y , pois
yn ∈ En para cada n ∈ N. Portanto

Q((yn))n = lim
n→∞

yn = x.

Isso mostra que X ⊂ Q(Y ). Portanto o resultado está provado.
(b) Vamos mostrar que Y tem a propriedade da aproximação limitada. Para isso, mostra-
remos que existem uma sequência de projeções (Pn)n em L(Y, Y ) de posto finito tal que
a sequência (Pn(x))n converge uniformemente para x sobre conjuntos compactos e λ ≥ 1

com ‖Pn‖ ≤ λ para todo n ∈ N. De fato, para cada x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ Y defina

Pn : Y −→ Y, Pn(x) = (x1, x2, . . . ,
(n)
xn, xn, xn, . . .).

A linearidade de Pn é clara. Vejamos que Pn é contínua para cada n ∈ N. De fato, seja
x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ Y . Logo

‖Pn(x)‖ = ‖(x1, x2, . . . ,
(n)
xn, xn, . . .)‖

= sup
1≤i≤n

‖xi‖

≤ sup
n
‖xn‖ = ‖(xn)n‖.

Isso mostra que Pn é contínua e que ‖Pn‖ ≤ 1 para cada n ∈ N. Agora vamos mostrar
que a sequência (Pn(x))n converge uniformemente para x sobre conjuntos compactos. De
fato, dada (xn)n ∈ Y segue que

‖Pn((xn)n)− (xn)n‖ = ‖(0, 0, . . . , xn − xn+1, xn − xn+2, . . .)‖
= sup

N>n
‖xn − xN‖

n→∞−→ 0.

Portanto Pn(x) converge para x para cada x ∈ Y . Segue do Teorema 1.1.19 que Pn con-
verge uniformemente para IY sobre conjuntos compactos. Além disso, Pn é uma projeção
para cada n ∈ N. De fato, seja x = (xn)n ∈ Y segue que

(Pn ◦ Pn)(x) = Pn(Pn(x))

= Pn(x1, x2, . . . ,
(n)
xn, xn, xn, . . .)

= (x1, x2, . . . ,
(n)
xn, xn, xn, . . .) = Pn(x).

Por fim, resta mostra que Pn(Y ) tem dimensão finita para cada n ∈ N. Para isso, seja
n ∈ N fixo. Como En tem dimensão finita para cada n ∈ N. Considere

{y1, y2, y3, . . . , yd(n)} (2.12)
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uma base de En. Afirmamos que o conjunto

A =
{

(y1, 0, 0, 0, . . .), (0, y1, 0, 0, 0, . . .), . . . , (0, 0, . . . ,
(n)
y1 , y1, y1, . . .),

(y2, 0, 0, 0, . . .), (0, y2, 0, 0, 0, . . .), . . . , (0, 0, . . . ,
(n)
y2 , y2, y2, . . .),

(y3, 0, 0, 0, . . .), (0, y3, 0, 0, 0, . . .), . . . , (0, 0, . . . ,
(n)
y3 , y3, y3, . . .), . . . ,

(yd(n), 0, 0, 0, . . .), (0, yd(n), 0, 0, 0, . . .), . . . , (0, 0, . . . ,
(n)
yd(n), yd(n), yd(n), . . .)

}
é uma base para Pn(Y ). De fato, é fácil ver que A é linearmente independente. Vejamos
que cada y ∈ Pn(Y ) é combinação linear de elementos de A. De fato, como y ∈ Pn(Y )

existe x = (x1, x2, x3, . . . , xn, xn+1, . . .) ∈ Y tal que Pn(x) = y, isto é,

y = Pn(x) = (x1, x2, x3, . . . ,
(n)
xn, xn, xn . . .).

Como En ⊂ En+1 para cada n ∈ N, segue que para cada 1 ≤ i ≤ n tem-se xi ∈ En. Como
o conjunto {y1, y2, y3, . . . , yd(n)} é uma base de En existem escalares

{a1,j}d(n)j=1 , {a2,j}
d(n)
j=1 , {a3,j}

d(n)
j=1 , . . . , {an,j}

d(n)
j=1

em K tais que

x1 =

d(n)∑
j=1

a1,jyj, x2 =

d(n)∑
j=1

a2,jyj, . . . , xn =

d(n)∑
j=1

an,jyj, xn =

d(n)∑
j=1

an,jyj, . . . .

Segue que

y = (x1, x2, x3, . . . ,
(n)
xn, xn, xn, . . .)

=

d(n)∑
j=1

a1,jyj,

d(n)∑
j=1

a2,jyj,

d(n)∑
j=1

a3,jyj, . . . ,

d(n)∑
j=1

an,jyj,

d(n)∑
j=1

an,jyj, . . .


= (a1,1y1, a2,1y1, a3,1y1, . . . , an,1y1, an,1y1, . . .) +

+ · · ·+ (a1,d(n)yd(n), a2,d(n)yd(n), a3,d(n)yd(n), . . . , an,d(n)yd(n), an,d(n)yd(n), . . .)

= a1,1(y1, 0, 0, 0, . . .) + a2,1(0, y1, 0, 0, 0, . . .) + · · ·+ an,1(0, 0, . . . ,
(n)
y1 , y1, y1, . . .) +

+ a1,2(y2, 0, 0, 0, . . .) + a2,2(0, y2, 0, 0, 0, . . .) + · · ·+ an,2(0, 0, . . . ,
(n)
y2 , y2, y2, . . .) +

+ · · ·+ a1,d(n)(yd(n), 0, 0, 0, . . .) + a2,d(n)(0, yd(n), 0, 0, 0, . . .) + · · ·+

+ an,d(n)(0, 0, . . . ,
(n)
yd(n), yd(n), yd(n), . . .) + a1,d(n)(yd(n), 0, 0, 0, . . .) +

+ a2,d(n) + (0, yd(n), 0, 0, 0, . . .) + · · ·+ an,d(n)(0, 0, . . . ,
(n)
yd(n), yd(n), yd(n), . . .).

Isso conclui a demonstração de que o conjunto A é uma base para Pn(Y ). Portanto
Pn(Y ) tem dimensão finita. Como n ∈ N é qualquer, tem-se que Pn(Y ) tem dimensão
finita para todo n ∈ N. Portanto o resultado está provado, isto é, Y tem a propriedade
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da aproximação limitada.
(c) Vamos mostrar que a sequência de subespaços (Hn)n é uma decomposição em dimensão

finita para Y , onde Hn = {(0, 0, . . . ,
(n)
x , x, x, . . .) : x ∈ En} para cada n ∈ N, ou seja,

existe uma sequência de projeções (Pn)n em L(Y, Y ) tal que cada x = (xn)n ∈ Y tem uma
única representação da forma

x =
∞∑
n=1

Pn(x), Pn(x) ∈ Hn,

e Hn tem dimensão finita para cada n ∈ N. De fato, defina para cada x = (xn)n ∈ Y

Pn : Y −→ Y, Pn((xj)j) = (0, . . . , 0,
(n)

xn − xn−1, xn − xn−1, . . .).

onde denotamos x0 = 0. A linearidade e o fato de Pn ser projeção são triviais. Vejamos
que Pn é contínua para cada n ∈ N. De fato, seja x = (xn)n ∈ Y . Assim

‖Pn(x)‖ = ‖Pn((xn)n)‖ = ‖(0, . . . , 0,
(n)

xn − xn−1, xn − xn−1, . . .)‖
= ‖xn − xn−1‖
≤ ‖xn‖+ ‖xn−1‖
≤ 2 sup

n
‖xn‖ = 2‖x‖.

Isso mostra que Pn é contínua para cada n ∈ N. Vamos mostrar que

x =
∞∑
n=1

Pn(x)

para cada x = (xn)n ∈ Y . De fato, seja

SN =
N∑
n=1

Pn(x)

= P1(x) + P2(x) + · · ·+ PN(x)

= (x1, x2, . . . , xN , xN , . . .).

Assim

‖SN − x‖ = ‖(x1, x2, . . . , xN , xN , . . .)− (x1, x2, . . . , xN , xN+1, . . .)‖
= ‖(0, . . . , xN − xN+1, xN − xN+2, . . .)‖

= sup
n>N
‖xN − xn‖

N→∞
−→ 0 .

Logo,

x =
∞∑
n=1

Pn(x)
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para cada x = (xn)n ∈ Y . Note também que

Pn(y) =

{
y, se y ∈ Hn

0, se y ∈ Hm, com m 6= n
. (2.13)

Em particular

Pn ◦ Pm =

{
Pn, se n = m

0, se n 6= m
.

Resta verificar que a representação acima é única. De fato, seja x = (xn)n ∈ Y tal que

x =
∞∑
n=1

Pn(x) =
∞∑
n=1

yn, com Pnx, yn ∈ Hn.

Devemos mostrar que Pnx = yn para cada n ∈ N. De fato, seja k ∈ N. Segue que

Pkx = Pk

(
∞∑
n=1

Pnx

)
= Pk

(
∞∑
n=1

yn

)

=
∞∑
n=1

Pkyn

= yk. ( por (2.13))

Isso mostra o desejado. Vejamos que Hn tem dimensão finita para cada n ∈ N. Para isso
é suficiente mostrar que En é isométrico a Hn para cada n ∈ N. De fato, defina

Tn : En −→ Hn, Tn(x) = (0, 0, . . . , 0,
(n)
x , x, x, . . .).

É imediato que o operador Tn está bem definido, é linear e contínuo. A sobrejetividade
de Tn também é clara. Para concluir a demonstração, resta verificar apenas que Tn é uma
isometria para cada n ∈ N. De fato,

‖Tn(x)‖ = ‖(0, 0, . . . , 0,
(n)
x , x, x, . . .)‖ = sup

n
‖x‖ = ‖x‖.

Isso mostra que Hn tem dimensão finita e que Hn é isométrico a En para cada n ∈ N,
obtendo o desejado.
(d) Vejamos que Y é separável. Para isso, lembre primeiro que Q(Y ) = X e ker(Q) = Z.
Assim, segue do Teorema 1.2.3 que X é isomorfo a Y/Ker(Q) = Y/Z. Pelo Teorema
1.1.23, Y/Z é separável. Observe que se mostrarmos que Z é separável, então aplicando
a contra-positiva da Proposição 1.2.5 obteremos que Y é separável. Portanto, é isso que
iremos fazer, provaremos que Z é separável. Como En tem dimensão finita para cada
n ∈ N, segue que En é separável. Daí, existe conjunto enumerável Gn ⊂ En tal que
Gn = En. Defina, para cada N ∈ N,

DN = {(xn) ∈ Z : xn ∈ Gn para 1 ≤ n ≤ N e xn = 0 para todo n > N}.
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Não é difícil ver que a aplicação

T̃N : DN −→
N∏
n=1

Gn, T̃N((xn)n) = (x1, . . . , xN)

é uma bijeção linear entre DN e
N∏
n=1

Gn para cada N ∈ N. Logo, visto que Gn é enume-

rável para cada n ∈ N, obtemos
N∏
n=1

Gn enumerável para cada N ∈ N e portanto DN é

enumerável para cada N ∈ N. Defina

D :=
∞⋃
N=1

DN .

Como união enumerável de conjuntos enumeráveis é enumerável tem-se D enumerável
com D ⊂ Z. Mostraremos que D é denso em Z. De fato, sejam x = (xn)n ∈ Z e ε > 0.
Como lim

n→∞
xn = 0, existe n0 ∈ N tal que n > n0 implica ‖xn‖ <

ε

4
. Como o conjunto Gn

é denso em En existe zn ∈ Gn tal que ‖xn − zn‖ <
ε

4
para cada 1 ≤ n ≤ n0. Seja

z = (zn)n, onde zn = 0 para todo n > n0.

Note que z ∈ D. Vamos mostrar que ‖x− z‖ < ε. Para isso faça

x̃ = (x̃n)n, onde x̃n =

{
xn, se n ≤ n0

0, se n > n0

e

˜̃x = (˜̃xn)n, onde ˜̃xn =

{
0, se n ≤ n0

xn, se n > n0

.

Veja que x = x̃+ ˜̃x. Segue que

‖x− z‖ = ‖x̃+ ˜̃x− z‖
≤ ‖x̃− z‖+ ‖˜̃x‖
= sup

n
‖x̃n − zn‖+ sup

n
‖˜̃xn‖

= sup
n≤n0

‖xn − zn‖+ sup
n>n0

‖xn‖

≤ ε

4
+
ε

4
=
ε

2
< ε.

Isso mostra que G é denso em Z. Logo Z é separável como desejado. Vejamos que Z não
é complementado em Y . Suponha por contradição que Z seja complementado em Y . Seja
W um subespaço fechado de Y tal que Y = Z ⊕W . Logo, pelos Teoremas 1.2.4 e 1.2.3
temos os seguintes isomorfismos

X ≈ Y/Z ≈ (Z ⊕W ) /Z ≈ W. (2.14)
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ComoW também é complementado em Y e Y tem a propriedade da aproximação limitada,
segue da Proposição 2.2.16 que W tem a propriedade da aproximação limitada. De
modo análogo como feito no Teorema 2.2.4 se mostra que a propriedade de aproximação
limitada é preservada por isomorfismo. Segue de (2.14) que X tem a propriedade da
aproximação limitada, e isso é uma contradição, pois por hipótese X falha a propriedade
de aproximação limitada. Portanto Z não é complementado em Y . E por fim a proposição
está demonstrada. �

O seguinte teorema pode ser encontrado em [12]. Dado F um subconjunto de X,
lembre que F⊥ := {x′ ∈ X ′ : x′(x) = 0 para todo x ∈ F}.

Teorema 2.2.25. Sejam X um espaço de Banach separável e Z um subespaço de X. Se
T : Z −→ c0 é um operador linear e contínuo, então existe T̃ : Z −→ c0 tal que

T̃ |Z = T e ‖T̃‖ ≤ 2‖T‖.

Demonstração. Para mostrarmos que existe T̃ : Z −→ c0 satisfazendo as condições da tese
desta proposição, precisaremos fazer algumas construções. Para isso, sejam T ′ : (c0)

′ −→
Z ′ o adjunto de T e (en)n a base de Schauder usual de c0. Considere (e′n)n a sequência de
funcionais coordenados da base de Schauder (en)n. Seja (z′n)n uma sequência em Z ′ tal
que T ′e′n = z′n cada n ∈ N. Vejamos que ‖T‖ = sup

n
‖z′n‖. De fato, como

‖z′n‖ = ‖T ′e′n‖ ≤ ‖T ′‖‖e′‖ = ‖T‖

para cada n ∈ N, obtemos sup
n
‖z′n‖ ≤ ‖T‖. Vejamos a desigualdade contrária. Lembre-se

que se y = (yn)n ∈ c0 então

‖y‖ = sup
n
|yn| = sup

n
|e′n(y)|.

Diante disso, seja z ∈ Z. Segue que

‖Tz‖ = sup
n
|e′n(Tz)|

= sup
n
|T ′e′n(z)|

≤ sup
n
‖T ′e′n‖‖z‖

= sup
n
‖z′n‖‖z‖.

Logo ‖T‖ ≤ sup
n
‖z′n‖ e portanto

‖T‖ = sup
n
‖z′n‖.

Como Z é um subespaço de X e z′n : Z −→ K são funcionais lineares e contínuos para
cada n ∈ N., segue pelo Teorema da extensão de Hanh-Banach que existem funcionais
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lineares e contínuos x′n : X ′ −→ K tais que x′n|Z = z′n e ‖x′n‖ = ‖z′n‖ para cada n ∈ N.
Como ‖T‖ ≥ ‖z′n‖ isso implica ‖T‖ ≥ ‖x′n‖ para cada n ∈ N. Com isto, defina

G := {x′ ∈ X ′ : ‖x′‖ ≤ ‖T‖} e K := G ∩ Z⊥.

Observe que G 6= ∅ pois a sequência (x′n)n ⊂ G. Sendo X separável, tem-se G metrizável
na topologia w∗ (veja [4, Proposição 6.5.1]), isto é, a topologia fraca estrela em G é
gerada por uma métrica d. Além disso, segue da mesma proposição que d é invariante
por translação, ou seja,

d(x′, z′) = d(x′ + h′, z′ + h′)

para quaisquer x′, z′, h′ ∈ G. Ademais, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, G é
compacto na topologia fraca-estrela (veja [4, Teorema 6.3.9]). Para mostrarmos que existe
T̃ : Z −→ c0 satisfazendo as condições da tese desta proposição, é necessário mostrar que
lim
n→∞

d(x′n, K) = 0 onde d(x′n, K) = inf
x′∈K

d(xn, x
′). Para isso mostraremos que se

x′n
w∗ // x′0 para algum x′0 ∈ X ′, então x′0 ∈ K. (2.15)

De fato, suponha que x′n
w∗ // x′0 para algum x′0 ∈ X ′. Como (x′n)n ⊂ G tem-se x′0 ∈ G

visto que G é fechado na topologia fraca estrela, pois G é compacto na topologia fraca
estrela que é Hausdorff. Vejamos que x′0 ∈ Z⊥. Para cada x ∈ X temos que Tx ∈ c0 logo

z′n(x) = T ′e′n(x) = e′n(Tx) −→ 0.

Como x′n
w∗ // x′0 , segue que para cada z ∈ Z temos

x′0(z) = lim
n→∞

x′n(z) = lim
n→∞

z′n(z) = 0.

Portanto x′0 ∈ Z⊥ e consequentemente x′0 ∈ G ∩ Z⊥ = K. Não é difícil verificar que
K é fechado em X ′. Podemos assim considerar em K a topologia fraca estrela induzida
de G. Com isto temos que a topologia fraca estrela em K é gerada pela métrica d e se
x′n

w∗ // x′0 para algum x′0 ∈ X ′ então x′0 ∈ K. Afirmamos que lim
n→∞

d(x′n, K) = 0. De
fato, suponha que exista ε > 0 tal que para cada n0 ∈ N exista n ∈ N com n ≥ n0 mas
d(xn, K) ≥ ε. Em particular, para n0 = 1 existe n1 ∈ N com n1 ≥ 1 mas d(xn1 , K) ≥ ε.
Analogamente, para n0 = n1 existe n2 ∈ N com n2 ≥ n1 mas d(xn2 , K) ≥ ε. Prosseguindo
desta forma, obteremos sequência (nk)k de números naturais tais que d(x′nk , K) ≥ ε para
todo k ∈ N. Como G é compacto na topologia fraca estrela, existe uma subsequência
(xnp)p da subsequência (xnk)k tal que x′np

w∗ // x′ para algum x′ ∈ X ′. Portanto segue
de (2.15) que x′ ∈ K. Logo lim

p→∞
d(xnp , K) = 0 e isso é uma contradição, visto que (xnp)p

é uma subsequência da subsequência (xnk)k e d(xnk , K) ≥ ε para todo k ∈ N. Logo,
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a afirmação esta provada. Ademais, como lim
n→∞

d(x′n, K) = 0 existem y′n ∈ K tais que

d(x′n, y
′
n)

n→∞−→ 0. Como d é invariante por translação, temos

d(x′n − y′n, 0) = d(x′n − y′n + y′n, y
′
n) = d(x′n, y

′
n).

Segue que
lim
n→∞

d(x′n − y′n, 0) = lim
n→∞

d(x′n, y
′
n) = 0.

Como d gera a topologia fraca estrela em K, isso significa que a sequência (x′n − y′n)n

converge para 0 na topologia fraca-estrela. Defina

T̃ : X −→ c0, T̃ x = (x′n(x)− y′n(x))n.

Veja que T̃ está bem definido, visto que x′n(x) − y′n(x) −→ 0 para cada x ∈ X, pois
a sequência (x′n − y′n)n converge para 0 na topologia fraca estrela. A linearidade e a
continuidade de T̃ decorrem de x′n e y′n. Vejamos que

T̃|Z = T e ‖T̃‖ ≤ 2‖T‖.

De fato, para cada z ∈ Z tem-se

T̃ z = (x′n(z)− y′n(z))n

= (x′n(z))n
(
pois y′n ∈ K = G ∩ Z⊥

)
= (z′n(z))n

= (e′n(Tz))n

= Tz.

Lembre-se que ‖T‖ = sup
n
‖z′n‖ = sup

n
‖x′n‖. Além disso, como y′n ∈ K ⊂ G para cada

n ∈ N tem-se ‖T‖ ≥ sup
n
‖y′n‖. Logo, para cada x ∈ X tem-se

‖T̃ x‖ = sup
n
|x′n(x)− y′n(x)|

≤ sup
n
|x′n(x)|+ |y′n(x)|

≤ sup
n
‖x′n‖‖x‖+ sup

n
‖y′n‖‖x‖

≤ ‖T‖‖x‖+ ‖T‖‖x‖ = 2‖T‖‖x‖.

Logo ‖T̃‖ ≤ 2‖T‖ e portanto o resultado esta provado. �

Vejamos uma consequência do resultado acima.

Corolário 2.2.26. Seja X um espaço de Banach separável, e seja Z um subespaço de X
isomorfo a c0. Então Z é complementado em X.
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Demonstração. Vamos mostrar que existe uma projeção P linear e contínua de X sobre
Z. Sejam T : Z −→ c0 um isomorfismo e T̃ : X −→ c0 a extensão de T a X(veja Teorema
2.2.25). Defina

P = T−1 ◦ T̃ : X −→ Z.

Vejamos que P é uma projeção de X sobre Z. Para cada x ∈ X,

P ◦ Px = (T−1 ◦ T̃ ) ◦ (T−1 ◦ T̃ )(x)

= T−1(T̃ (T−1(T̃ (x))))

= T−1 ◦ T̃ x = Px

Logo P é uma projeção. Ademais, para cada z ∈ Z,

Pz = T−1(T̃ z) = T−1(Tz) = z.

Portanto, P é uma projeção sobre Z. Logo Z é complementado em X. �

Corolário 2.2.27. Seja X um espaço de Banach separável que tem um subespaço Z tal
que Z e X/Z são isomorfos a c0. Então X é isomorfo a um subespaço de c0.

Demonstração. Vamos mostrar que X é isomorfo a um subespaço de c0 × c0 e depois
mostraremos que c0 × c0 ' c0. Considere em c0 × c0 a norma ‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖}.
Sejam T : Z −→ c0, R : X/Z −→ c0 isomorfismos sobre subespaços de c0 e T̃ : X −→ c0

uma extensão de T a X (Teorema 2.2.25). Considere também a aplicação canônica

π : X −→ X/Z πx = [x].

Diante disso, defina

V : X −→ c0 × c0, V x = (T̃ x, R ◦ πx).

Vejamos que V é um isomorfismo linear de X sobre um subespaço de c0 × c0. De fato, a
linearidade e continuidade de V decorrem de T̃ , R◦π. Vejamos apenas que V é injetor. Seja
x ∈ X tal que V x = 0. Segue que T̃ x = 0 e R ◦ πx = 0. Pelo fato de R([x]) = R ◦ πx = 0

e R ser um isomorfismo, tem-se que [x] = [0]. Logo, x ∈ Z. Portanto Tx = T̃ x = 0,
e como T é injetor, segue que x = 0. Assim, V é isomorfo a um subespaço de c0 × c0.
Iremos mostrar que c0 × c0 ' c0. Para isso, defina

S : c0 × c0 −→ c0, S((xj)j, (yj)j) = (zj)j,

onde z2j−1 = xj e z2j = yj. Vejamos que S é um isomorfismo. Primeiramente, observe
que S está bem definida, no sentido de (zj)j ∈ c0. De fato, se z = (zj)j e fazendo

r = (rj)j, r2j−1 = xj e r2j = 0
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h = (hj)j, h2j−1 = 0 e h2j = yj,

tem-se rj −→ 0 e hj −→ 0, e como z = r+ h obtém-se zj −→ 0. Não é difícil ver que S é
linear. Vejamos que S é contínuo. De fato, dado ((xj)j, (yj)j) ∈ c0 × c0,

‖S((xj)j, (yj)j)‖ = ‖(zj)j‖
= sup{|zj| :∈ N}
= max{sup

j
|xj|, sup

j
|yj|}

= max{‖(xj)j‖, ‖(yj)j‖}
= ‖((xj)j, (yj)j)‖.

Portanto S é contínuo. Além disso, S é injetor pois S é uma isometria. Provaremos agora
que S é sobrejetor. Seja x = (xj)j ∈ c0. Podemos escrever

(rj)j, rj = x2j−1

(hj)j, hj = x2j .

Assim ((rj)j, (hj)j) ∈ c0 × c0 e S((rj)j, (hj)j) = (xj)j. Logo, S é sobrejetor e portanto S
é um isomorfismo. Segue que o operador linear S ◦ V : X −→ c0 é um isomorfismo de X
sobre um subespaço de c0 como queríamos demonstrar. �

O seguinte lema pode ser encontrado em [21, Lemma 2.2].

Proposição 2.2.28. Seja X um espaço de Banach que tem a decomposição em dimensão
finita determinada pelas projeções (Qn)n (veja observação que segue a Proposição 2.2.22).
Se cada subespaço (Qn −Qn−1)(X) tem base {xn1 , xn2 , . . . , xnd(n)} com constante de base bn
tal que sup

n
bn = b < ∞ (d(n) = dim(Qn − Qn−1)(X) e Q0 é o operador nulo ), então a

sequência (x11, x
1
2, . . . , x

1
d(1), x

2
1, x

2
2, . . . , x

2
d(2), x

3
1, . . .) é uma base de Schauder para X.

Demonstração. Fazendo uso da Proposição 2.1.6 mostraremos que:
(i) X = span{xn : n ∈ N},

(ii) existe uma constante C > 0 tal que

∥∥∥∥∥
p∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥≤ C

∥∥∥∥∥
q∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥ para qualquer sequência

de escalares (aj)j em K e todos p < q, onde y1 = x11, y2 = x12, . . . , yd(1) = x1d(1), yd(1)+1 =

x21, . . ..

Vamos começar a prova por (i). Seja x ∈ X. Lembre X tem decomposição em dimensão
finita, isto é, existe uma sequência (Fn)n de subespaços de X de dimensão finita e uma
sequência de projeções (Pn)n definidas em X de modo que x tem uma única representação

x =
∞∑
n=1

Pnx, com Pnx ∈ Fn.
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Além disso, tem-se

Qn =
n∑
k=1

Pk

para cada n ∈ N. Como {xn1 , xn2 , . . . , xnd(n)} é uma base para (Qn − Qn−1)(X) e Pnx ∈
Pn(X) = (Qn −Qn−1)(X), existem escalares (ani )

d(n)
i=1 tais que

Pnx =

d(n)∑
i=1

ani x
n
i ∈ span{xni : n ∈ N e 1 ≤ i ≤ d(n)}.

Logo para cada N ∈ N temos

N∑
n=1

Pnx =
N∑
n=1

d(n)∑
i=1

ani x
n
i ∈ span{xni : n ∈ N e 1 ≤ i ≤ d(n)}.

Tendo visto que

x =
∞∑
n=1

Pnx = lim
N→∞

N∑
n=1

Pnx,

concluímos que x ∈ span{xni : n ∈ N e 1 ≤ i ≤ d(n)}. Logo (i) está provado.
Vamos a demonstração de (ii). Sejam p, q ∈ N, p < q e (a11, a

1
2, . . . , a

1
d(1), a

2
1, . . . , a

2
d(2, . . .)

uma sequência em K. Façamos

S =

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

q∑
i=1

aNi x
N
i ,

onde 1 ≤ q ≤ d(N) para algum N ∈ N, e

T =

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

p∑
i=1

aki x
k
i ,

onde 1 ≤ p ≤ d(k) para algum k ∈ N e k < N . Vejamos que existe C > 0 tal que
‖T ‖ ≤ C‖S‖. Mas antes disso, observe que

d(n)∑
i=1

ani x
n
i ∈ (Qn −Qn−1)(X) para cada n ≤ N, (2.16)

e da observação que segue a Proposição 2.2.22 temos

Qn ◦Qm = Qmin{m,n}.

Com isso, se 1 ≤ j ≤ k então

Qk ◦ (Qj −Qj−1) = Qk ◦Qj −Qk ◦Qj−1

= Qj −Qj−1, (2.17)
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e se k + 1 ≤ j ≤ N então

Qk ◦ (Qj −Qj−1) = Qk ◦Qj −Qk ◦Qj−1

= Qk −Qk = 0. (2.18)

Logo por (2.16), (2.17) e (2.18) temos

Qk(S) = Qk

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

d(k)∑
i=1

aki x
k
i + · · ·+

q∑
i=1

aNi x
N
i


= Qk

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i

+Qk

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i

+ · · ·+Qk

d(k)∑
i=1

aki x
k
i

+ · · ·+Qk

(
q∑
i=1

aNi x
N
i

)

=

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

d(k)∑
i=1

aki x
k
i ,

assim

Qk(S) =

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + ...+

d(k)∑
i=1

aki x
k
i . (2.19)

De modo análogo,

Qk−1(S) =

d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + ...+

d(k−1)∑
i=1

ak−1i xk−1i .

Logo,

(Qk −Qk−1)(S) =

d(k)∑
i=1

aki x
k
i . (2.20)

Segue que

d(k)∑
i=p+1

aki x
k
i = (Qk −Qk−1)(S)−

p∑
i=1

aki x
k
i . (2.21)

Para 1 ≤ p̃ ≤ d(k), defina a projeção canônica

Rk
p̃ : (Qk −Qk−1)(X) −→ (Qk −Qk−1)(X), Rk

p̃

d(k)∑
i=1

aki x
k
i

 =

p̃∑
i=1

aki x
k
i , (2.22)

para cada k ∈ N. Lembre que por hipótese ‖Rk
p̃‖ ≤ sup

n
bn = b < ∞ para cada 1 ≤ P̃ ≤

d(k), k ∈ N. Segue de (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) que

‖T ‖ =

∥∥∥∥∥
d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

p∑
i=1

aki x
k
i

∥∥∥∥∥
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=

∥∥∥∥∥
d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

p∑
i=1

aki x
k
i +

d(k)∑
i=p+1

aki x
k
i −

d(k)∑
i=p+1

aki x
k
i

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
d(1)∑
i=1

a1ix
1
i +

d(2)∑
i=1

a2ix
2
i + · · ·+

d(k)∑
i=1

aki x
k
i −

d(k)∑
i=p+1

aki x
k
i

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Qk(S)−

(
(Qk −Qk−1)(S)−

p∑
i=1

aki x
k
i

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Qk(S)− (Qk −Qk−1)(S) +Rk
p

d(k)∑
i=1

aki x
k
i

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥Qk(S)− (Qk −Qk−1)(S) +Rk
p ◦ (Qk −Qk−1)(S)

∥∥∥
=

∥∥∥Qk−1(S) +Rk
p ◦ (Qk −Qk−1)(S)

∥∥∥
≤

∥∥∥Qk−1(S)
∥∥∥+
∥∥∥Rk

p ◦ (Qk −Qk−1)(S)
∥∥∥

≤ ‖Qk−1‖‖S‖+ ‖Rk
p‖‖Qk −Qk−1‖‖S‖

≤ K(1 + 2b)‖S‖,

onde K = sup
n
‖Qn‖. Faça C = K(1 + 2b) > 0. Logo ‖T ‖ ≤ C‖S‖, como queríamos

demonstrar. �

Observação 2.2.29. Se X é um espaço normado separável, então existe em X um sub-
conjunto D = {xn : n ∈ N} enumerável tal que D = X. Podemos então selecionar
En = span{x1, . . . , xn} para cada n ∈ N, com En ⊂ En+1. Logo

X = D ⊂
⋃
n∈N

En ⊂ X.

Assim

X =
⋃
n∈N

En.

Isso ocorre seja qual for o espaço normado separável. Em particular, isto ocorre para
subespaços de c0. Desse modo obtemos o seguinte corolário:

Corolário 2.2.30. Seja X um subespaço do espaço real c0. Considere uma sequência
(En)n de subespaços de dimensão finita de X com En ⊂ En+1 tal que

X =
⋃
n∈N

En.

Seja Y como em (2.10). Então Y tem base de Schauder.
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Demonstração. Vamos por Y nas hipóteses da Proposição 2.2.28. Pela Proposição 2.2.24
(c), Y tem decomposição em dimensão finita (Hn)n, onde

Hn = {(0, 0, . . . ,
(n)
x , x, . . .) : x ∈ En}

para cada n ∈ N. Na Proposição 2.2.24 (c) foi mostrado que

Pn : Y −→ Y, Pn((xk)k) = (0, . . . ,
(n)

xn − xn−1, xn − xn−1, . . .)

são projeções lineares e contínuas. Vejamos que, além disso, tem-se Pn(Y ) = Hn. De

fato, a inclusão Pn(Y ) ⊂ Hn é trivial. Vejamos a inclusão contrária. Seja (0, 0, . . . ,
(n)
x

, x, . . .) ∈ Hn. Logo Pn(0, 0, . . . ,
(n)
x , x, . . .) = (0, 0, . . . ,

(n)
x , x, . . .) e portanto (0, 0, . . . ,

(n)
x

, x, . . .) ∈ Pn(Y ). Segue que as projeções (Qn)n que determinam a decomposição em Y

são tais que

(Qn −Qn−1)(Y ) = Pn(Y ) = Hn,

para cada n ∈ N. Novamente pela Proposição 2.2.24 (c) tem-se que Hn e En são isomé-
tricos. Como veremos no Corolário 2.5.4, todo subespaço de c0 de dimensão k é isomorfo
isometricamente a

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
. Logo, Hn é isomorfo isometricamente a

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
pois

Hn e En são isométricos. Visto que (Qn − Qn−1)(Y ) = Hn, segue que (Qn − Qn−1)(Y )

é isomorfo isometricamente a
(
Rk, ‖ · ‖∞

)
. Sabemos que a base canônica de (Rn, ‖ · ‖∞)

é monótona para cada n ∈ N. Logo pela Proposição 2.1.7 todo espaço isométrico a
(Rn, ‖ · ‖∞) tem base monótona. Assim, podemos afirmar que (Qn −Qn−1)(Y ) tem base
monótona. Logo a constante de base é bn = 1 para cada n ∈ N, e portanto sup

n
bn = 1.

Logo, pela Proposição 2.2.28, Y tem base de Schauder. �

Lema 2.2.31. Seja X um subespaço do espaço real c0. Considere uma sequência (En)n

de subespaços de dimensão finita de X com En ⊂ En+1 tal que

X =
⋃
n∈N

En.

Seja Z como em (2.9). Então Z tem base de Schauder.

Demonstração. De acordo com a Proposição 2.1.6, é suficiente mostrar que existe um
sequência (wp)p em Z satisfazendo:
(i) Z = span{wp : p ∈ N},

(ii) existe uma contante C > 0 tal que

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajwj

∥∥∥∥∥≤ C

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

ajwj

∥∥∥∥∥ para qualquer sequência

de escalares (ai)i em K e todo n < m em N.

Primeiramente exibiremos a sequência que será a base de Schauder. Seja {yn,j : 1 ≤

65



j ≤ d(n)} a base de En, onde d(n) é a dimensão de En para cada n ∈ N. Pelo Corolá-
rio 2.5.4 que mostraremos mais adiante, tem-se En isométrico a

(
Rd(n), ‖ · ‖∞

)
para cada

n ∈ N. Logo pela Proposição 2.1.7, podemos supor que {yn,j : 1 ≤ j ≤ d(n)} é uma base
monótona para En. Lembre que na demostração da Proposição 2.2.24 (d) mostramos que

Z =
⋃
N∈N

DN (2.23)

onde DN := {(xn)n : xn ∈ Gn ⊂ En para 1 ≤ n ≤ N e xn = 0 para n > N}. Por fim,
considere a sequência

w1 = (y1,1, 0, 0, . . .), w2 = (y1,2, 0, 0, . . .), . . . , wd(1) = (y1,d(1), 0, 0, . . .),

wd(1)+1 = (0, y2,1, 0, . . .), wd(1)+2 = (0, y2,2, 0, . . .), . . . , wd(2) = (0, y2,d(2), 0, . . .),

wd(2)+1 = (0, 0, y3,1, 0, . . .), wd(2)+2 = (0, 0, y3,2, 0, . . .), . . . , wd(3) = (0, 0, y3,d(3), 0, . . .), . . . ,

wd(n)+1 = (0, 0, . . . , yn+1,1, 0, . . .), . . . , wd(n) = (0, 0, . . . , yn+1,d(n), 0, . . .), . . . .

Chame de D o conjunto formado pela sequência acima. É imediato que cada termo da
sequência acima pertence a Z. Afirmamos que a sequência acima é uma base de Schauder
para Z. De fato, vamos à demonstração de (i). Sejam y ∈ Z e ε > 0. Por (2.23) existe

z ∈
∞⋃
N=1

DN tal que ‖y − z‖ < ε. Segue que para algum N0 ∈ N tem-se z ∈ DN0 . Vamos

mostrar que z ∈ span(D). De fato, pondo z = (zn)n temos pelo fato de z ∈ DN0 e zn ∈ En
para cada n ∈ N que existem escalares (an,j)

d(n)
j=1 com 1 ≤ n ≤ N0 tais que

z = (z1, z2, . . . , zN0 , 0, . . .)

= (z1, 0, 0, . . .) + (0, z2, 0 . . .) + · · ·+ (0, 0, . . . , zN0 , 0, . . .)

=

d(1)∑
j=1

a1,jy1,j, 0, 0, . . .

+ · · ·+

(0, 0, . . . ,

d(N0)∑
j=1

aN0,jyN0,j, 0, . . .


= (a1,1y1,1, 0, . . .) + · · ·+ (a1,d(1)y1,d(1), 0, . . .) + (0, a2,1y1,1, 0, . . .) +

+ · · ·+ (0, a2,d(2)y2,d(2), 0, . . .) + · · ·+ (0, 0, . . . , aN0,1)yN0,1, 0, . . .) +

+ · · ·+ (0, 0, . . . , aN0,d(N0)yN0,d(N0), 0, . . .)

= a1,1(y1,1, 0, . . .) + · · ·+ a1,d(1)(y1,d(1), 0, . . .) + a2,1(0, y1,1, 0, . . .) +

+ · · ·+ a2,d(2)(0, y2,d(2), 0, . . .) + · · ·+ aN0,1)(0, 0, . . . , yN0,1, 0, . . .) +

+ · · ·+ aN0,d(N0)(0, 0, . . . , yN0,d(N0), 0, . . .)

=

d(1)∑
j=1

a1,i(y1,i, 0, . . .) +

d(2)∑
j=1

a2,i(0, y2,j, 0, . . .) + · · ·+
d(N0)∑
j=1

aN0,j(yN0,j, 0, . . .) ∈ span(D).

Assim concluímos que y ∈ span(D). Dado ε > 0 mostramos que existe z ∈ span(D) tal
que ‖y − z‖ < ε.
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Agora vamos à demonstração de (ii). Para isso sejam p, q ∈ N, p < q e (an,j)
d(n)
j=1

sequências de escalares em R, com n ∈ N. Seja

S =

d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) + · · ·+
p∑
j=1

aN,j(0, 0, . . . , yN,j, 0, . . .), (2.24)

onde 1 ≤ p ≤ d(N) para algum N ∈ N, e

T =

d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) + · · ·+
d(N)∑
j=1

aN,j(0, . . . , yN,j, 0, . . .) + · · ·

+

q∑
j=1

ak,j(0, . . . , yk,j, 0, . . .), (2.25)

onde 1 ≤ q ≤ d(k) para algum k ∈ N e N < k. Vejamos que existe C > 0 tal que
‖S‖ ≤ C‖T ‖. De fato,

‖S‖ =

∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) +

d(2)∑
j=1

a2,j(0, y2,j, 0, ...) + ...+

p∑
j=1

aN,j(0, 0, . . . , yN,j, 0, . . .)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
d(1)∑

j=1

a1,jy1,j, 0, . . .

+

0,

d(2)∑
j=1

a2,jy2,j, 0, . . .

+ · · ·+

(
0, 0, . . . ,

p∑
j=1

aN,jyN,j, 0, . . .

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
d(1)∑

j=1

a1,jy1,j,

d(2)∑
j=1

a2,jy2,j, . . . ,

p∑
j=1

aN,jyN,j, 0, . . .

∥∥∥∥∥.
Para cada 1 ≤ p̃ ≤ d(N). Seja

RN,p̃ : EN −→ EN , RN,p̃

d(N)∑
j=1

aN,jyN,j

 =

p̃∑
j=1

aN,jyN,j

a projeção canônica. Lembre que a base de EN é monótona e portanto bN = sup
1≤p̃≤d(N)

‖RN,p̃‖ =

1. Segue que

‖S‖ =

∥∥∥∥∥
d(1)∑

j=1

a1,jy1,j,

d(2)∑
j=1

a2,jy2,j, . . . ,

p∑
j=1

aN,jyN,j, 0, . . .

∥∥∥∥∥
= sup

{∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,jy1,j

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥
d(2)∑
j=1

a2,jy2,j

∥∥∥∥∥, . . . ,
∥∥∥∥∥

p∑
j=1

aN,jyN,j

∥∥∥∥∥
}

= sup

{∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,jy1,j

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥
d(2)∑
j=1

a2,jy2,j

∥∥∥∥∥, . . . ,
∥∥∥∥∥RN,p

d(N)∑
j=1

aN,jyN,j

∥∥∥∥∥
}

≤ sup

{∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,jy1,j

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥
d(2)∑
j=1

a2,jy2,j

∥∥∥∥∥, . . . , ‖RN,p‖

∥∥∥∥∥
d(N)∑
j=1

aN,jyN,j

∥∥∥∥∥
}
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= sup

{∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,jy1,j

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥
d(2)∑
j=1

a2,jy2,j

∥∥∥∥∥, . . . ,
∥∥∥∥∥
d(N)∑
j=1

aN,jyN,j

∥∥∥∥∥
}

≤ sup

{∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,jy1,j

∥∥∥∥∥, . . . ,
∥∥∥∥∥
d(N)∑
j=1

aN,jyN,j

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥
d(N+1)∑
j=1

aN+1,jyN+1,j

∥∥∥∥∥, . . . ,
∥∥∥∥∥

q∑
j=1

ak,jyk,j

∥∥∥∥∥
}

=

∥∥∥∥∥
d(1)∑

j=1

a1,jy1,j, . . . ,

d(N)∑
j=1

aN,jyN,j,

d(N+1)∑
j=1

aN+1,jyN+1,j, . . . ,

q∑
j=1

ak,jyk,j

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) + · · ·+
d(N)∑
j=1

aN,j(yN,j, 0, . . .) + · · ·+
q∑
j=1

ak,j(yk,j, 0, . . .)

∥∥∥∥∥= ‖T ‖.

Logo, ‖S‖ ≤ ‖T ‖. Neste caso C = 1. Assim (ii) está provado e consequentemente o
lema. �

Lema 2.2.32. Nas condições do Lema 2.2.31, Z é isomorfo a um subespaço de c0.

Demonstração. Seja

w1 = (y1,1, 0, 0, . . .), w2 = (y1,2, 0, 0, . . .), . . . , wd(1) = (y1,d(1), 0, 0, . . .),

wd(1)+1 = (0, y2,1, 0, . . .), wd(1)+2 = (0, y2,2, 0, . . .), . . . , wd(2) = (0, y2,d(2), 0, . . .),

wd(2)+1 = (0, 0, y3,1, 0, . . .), wd(2)+2 = (0, 0, y3,2, 0, . . .), . . . , wd(3) = (0, 0, y3,d(3), 0, . . .), . . . ,

wd(n)+1 = (0, 0, . . . , yn+1,1, 0, . . .), . . . , wd(n) = (0, 0, . . . , yn+1,d(n), 0, . . .), . . . ,

os vetores da base de Schauder de Z. Iremos supor que essa base de Schauder é normali-
zada, isto é, ‖wp‖ = 1 para todo p ∈ N . Assim, se z = (zk)k ∈ Z, então

z =

d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) + · · ·+
d(k)∑
j=1

ak,j(0, 0, . . . , yk,j, 0, . . .) + · · · ,

onde os escalares {ak,1, . . . , ak,d(k)} são unicamente determinados por

zk =

d(k)∑
j=1

ak,jyk,j

para cada k ∈ N. Veja que para cada 1 ≤ j ≤ d(k) tem-se

|ak,j| = ‖ak,jyk,j‖

=

∥∥∥∥∥Rk,j

d(k)∑
i=1

ak,iyk,i

−Rk,j−1

d(k)∑
i=1

ak,iyk,i

∥∥∥∥∥
= ‖Rk,j(zk)−Rk,j−1(zk)‖
≤ 2‖zk‖, (2.26)
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onde para cada 1 ≤ j ≤ d(k), temos

Rk,j : Ek −→ Ek, Rk,j

d(k)∑
i=1

ak,iyk,i

 =

j∑
i=1

ak,iyk,i.

Para cada z ∈ Z da forma

z =

d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) + · · ·+
d(k)∑
j=1

ak,j(0, 0, . . . , yk,j, 0, . . .) + · · · ,

defina

T : Z −→ c0, T (z) = (a1,1, a1,2, a1,3, . . . , a1,d(1), a2,1, . . . , a2,d(2), . . .).

Pela Proposição 2.1.3 o operador T está bem definido e T é linear. Vejamos que T é
contínuo. De fato,

‖T ((zk)k)‖ = sup{|ak,j| : k ∈ N, 1 ≤ j ≤ d(k)}
≤ 2 sup

k
‖zk‖ ( por 2.26)

= 2‖(zk)k‖.

Vejamos também que T é injetor. De fato, se z = (zk)k ∈ Z com

z =

d(1)∑
j=1

a1,j(y1,j, 0, . . .) +

d(2)∑
j=1

a2,j(0, y2,j, 0, . . .) + · · ·+
d(k)∑
j=1

ak,j(0, 0, . . . , yk,j, 0, . . .) + · · ·

e T (z) = 0, então

(a1,1, a1,2, a1,3, . . . , a1,d(1), a2,1, . . . , a2,d(2), . . .) = T (z) = 0.

Logo para cada 1 ≤ j ≤ d(k) e k ∈ K temos que ak,j = 0. Portanto z = 0. Segue que T é
isomorfo a um subespaço de c0. �

O próximo resultado, envolve conceitos de redes, para um estudo mais detalhado sobre
isso, recomendamos [4, p. 355].

Proposição 2.2.33. Sejam X e Y espaços de Banach. Sejam T um operador de Y em
X e (Fα)α uma rede de inclusões de subespaços de X (i.e se α ≥ α0 então Fα0 ⊂ Fα) tais
que

X =
⋃
α

Fα.

Suponha que para cada α, exista um operador Lα : Fα −→ Y tal que T ◦ Lα = I|Fα e
lim
α

sup ‖Lα‖ ≤ λ < ∞. Então T ′ é um isomorfismo de X ′ sobre um subespaço de Y ′,
com inversa S satisfazendo ‖S‖ ≤ λ, e existe uma projeção P de Y ′ sobre T ′X ′.
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Demonstração. Veja [20, Proposition 1]. �

Teorema 2.2.34. Seja X um espaço de Banach. Então X tem a propriedade da apro-
ximação limitada se, e somente se, é isomorfo a um subespaço complementado de um
espaço com base de Schauder.

Demonstração. Veja [27, Theorem 1.e.13]. �

O próximo teorema, que é um dos principais desta seção, pode ser encontrado em [19].

Teorema 2.2.35. Existe um espaço de Banach Y1 isomorfo a um subespaço do espaço
real c0 que tem base de Schauder tal que Y ′1 falha a propriedade da aproximação.

Demonstração. Seja X um subespaço fechado de c0 que falha a propriedade da aproxima-
ção (veja Teorema 2.2.3). Como X é separável, existe pela Observação 2.2.29 uma sequên-

cia (En)n de subespaços de dimensão finita de X tais que X =
⋃
n∈N

En com En ⊂ En+1.

Sejam

Z =
{

(xn) : xn ∈ En para cada n ∈ N e lim
n→∞

xn = 0 em X
}
,

Y =
{

(xn) : xn ∈ En para cada n ∈ N e lim
n→∞

xn = x ∈ X
}
,

Q : Y −→ X, Q((xn)) = lim
n→∞

xn a aplicação quociente.

Para demonstrar o teorema, é necessário mostrar que Y é isomorfo a um subespaço de
c0. Segue da Proposição 2.2.24 (a) que Q(Y ) = X. Assim pelo Teorema do Isomorfismo
temos Y/Z w X. Além disso, pelo Lema 2.2.32 temos Z isomorfo a um subespaço de c0.
Assim segue do Corolário 2.2.27 que Y é isomorfo a um subespaço de c0. Como X não tem
a propriedade da aproximação, segue do Teorema 2.2.10 que X ′ não tem a propriedade
de aproximação. Na Proposição 2.2.33 faça

T = Q, α = n, Fn = En para cada n ∈ N,

Ln : En −→ Y, Ln(x) = (0, . . . ,
(n)
x , x, . . .).

Não é difícil ver que Ln é linear, contínuo, uma isometria, Q◦Ln = I|En e lim
n

sup ‖Ln‖ = 1.
Portanto pela Proposição 2.2.33 tem-se X ′ isomorfo a um subespaço complementado F
de Y ′. Podemos então por Y ′ = F ⊕ G para algum subespaço fechado G de Y ′. Pelo
Teorema 2.2.4 a propriedade de aproximação é preservada por isomorfismo. ComoX ′ falha
a propriedade da aproximação, segue que F não tem a propriedade da aproximação. Visto
que F é complementado em Y ′, segue da Proposição 2.2.16 que Y ′ não tem a propriedade
de aproximação. Pela Proposição 2.2.24, Y tem a propriedade de aproximação limitada.
Com isso, segue do Teorema 2.2.34 que Y é isomorfo a um subespaço H de um espaço H̃
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com base de Schauder. Pelo Corolário 2.2.30 tem-se que Y possui base de Schauder, logo
H tem base de Schauder. Tendo isto, defina

Y1 := (Y × {0})⊕ (H × {0}) .

Veja que Y1 é isomorfo a um subespaço de c0. De fato, como Y é isomorfo a H e Y é
isomorfo a F , temos que H isomorfo a F . Assim temos H e Y isomorfos a um subespaço
de c0. Logo H × Y é isomorfo a um subespaço de c0 × c0. Na demonstração do Corolário
2.2.27 mostramos que c0 × c0 ' c0. Mas como

(Y × {0})⊕ (H × {0}) ' H × Y

segue que Y1 é isomorfo a um subespaço de c0. Veja que Y1 tem base de Schauder pois
Y × {0} e H × {0} tem base de Schauder, logo Y1 tem a propriedade da aproximação.
Vejamos que Y ′1 não tem a propriedade da aproximação. De fato, Pelo Exercício 4.5.13
em [4], tem-se que Y ′1 contém uma cópia E complementada de Y ′. Como Y ′ não tem
a propriedade de aproximação, segue novamente do Teorema 2.2.4 que E não tem a
propriedade da aproximação. Como E é complementado em Y ′1 , tem-se pela Proposição
2.2.16 que Y ′1 não tem a propriedade da aproximação. Assim temos o resultado. �

2.3 Propriedades α e β

Lindenstrauss introduziu o estudo da propriedade α em seu artigo de operadores que
atingem a norma em [26]. Mas, conceitos mais gerais de espaços de Banach com essa
propriedade foram apresentados por Schachermayer em [33]. Apresentaremos alguns con-
ceitos básicos que serão necessários para resultados mais adiante.

Definição 2.3.1. Um espaço de Banach X tem a propriedade α se existem dois conjuntos
{xi : i ∈ I} ⊂ SX , {x′i : i ∈ I} ⊂ SX′ e uma constante 0 ≤ ρ < 1 satisfazendo as seguintes
condições:
(a) x′i(xi) = 1 para todo i ∈ I.
(b) |x′i(xj)| ≤ ρ < 1 se i, j ∈ I e i 6= j.
(c) BX = conv{xi : i ∈ I}.

Lema 2.3.2. Sejam X, Y espaços de Banach, ε > 0, 0 < ρ < 1, T ∈ L(X, Y ), T 6= 0

e {xi : i ∈ I} ⊂ SX . Se BX = conv{xi : i ∈ I}, então existe i ∈ I tal que ‖Txi‖ ≥

‖T‖

(
1 + ρε

1 + ε

)
.

Demonstração. Note que

ρ < 1 =⇒ ερ < ε =⇒ 1 + ερ < 1 + ε =⇒ 1 + ερ

1 + ε
< 1 =⇒ ‖T‖

(
1 + ερ

1 + ε

)
< ‖T‖.
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Logo, existe x ∈ BX tal que

‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
≤ ‖T (x)‖ < ‖T‖.

Como BX = conv{xi : i ∈ I}, existe uma sequência (xn)n ⊂ conv{xi : i ∈ I} tal que
lim
n→∞

xn = x. Segue da continuidade de T que lim
n→∞

Txn = Tx e portanto lim
n→∞

‖Txn‖ =

‖Tx‖. Logo existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0 implica ‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
< ‖Txn‖. Seja n ∈ N

fixo tal que n ≥ n0. Logo

‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
< ‖Txn‖. (2.27)

Como xn ∈ conv{xi : i ∈ I}, existem λn,j ≥ 0 e k ∈ N com
k∑
j=1

λn,j = 1 tais que

xn =
k∑
j=1

λn,jxn,j.

Segue que

‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
< ‖T (xn)‖

=

∥∥∥∥∥T
(

k∑
j=1

λn,jxn,j

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λn,jT (xn,j)

∥∥∥∥∥
≤

k∑
j=1

‖T (xn,j)‖.

Afirmamos que existe 1 ≤ j ≤ k tal que ‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
< ‖T (xn,j)‖. De fato, suponha

por contradição que para todo 1 ≤ j ≤ k tem-se

‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)
≥ ‖T (xn,j)‖.

Logo,

‖T (xn)‖ =

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λn,jT (xn,j)

∥∥∥∥∥
≤

k∑
j=1

λn,j‖T (xn,j)‖
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≤
k∑
j=1

λn,j‖T‖
(

1 + ερ

1 + ε

)

= ‖T‖
(1 + ερ

1 + ε

) k∑
j=1

λn,j

= ‖T‖
(1 + ερ

1 + ε

)
,

o que contradiz (2.27). Isto completa a prova do lema. �

Como a propriedade α, a propriedade β foi introduzida por Lindenstrauss em [26],
no qual ele estudou os operadores que atingem a norma. Também Partington em [32]
apresentou resultados relacionados aos espaços com a propriedade β. Discutiremos um
pouco sobre esta propriedade.

Seja Y um espaço de Banach. Um subconjunto {y′i : i ∈ I} de SY ′ é dito normante em
Y se ‖y‖ = sup

i∈I
|y′i(y)| para todo y ∈ Y .

Definição 2.3.3. Um espaço de Banach Y tem a propriedade β se existem dois conjuntos
{yi : i ∈ I} ⊂ SY , {y′i : i ∈ I} ⊂ SY ′ e uma constante 0 ≤ ρ < 1 satisfazendo as seguintes
condições:
(a) y′i(yi) = 1 para todo i ∈ I.
(b) |y′i(yj)| ≤ ρ < 1 se i, j ∈ I e i 6= j.
(c) {y′i : i ∈ I} é normante em Y .

Exemplo 2.3.4. O espaço real de sequências c0 tem a propriedade β. De fato, considere
os conjuntos {en : n ∈ N} ⊂ Sc0 e {e′n : n ∈ N} ⊂ Sc′0 onde (en)n é a base de Schauder de
c0 e (e′n)n é a sequência dos funcionais coordenados associados à base de Schauder (en)n,

isto é, para cada y =
∞∑
j=1

yjej ∈ c0 tem-se

e′n : c0 −→ R, e′n

(
∞∑
j=1

yjej

)
= yn,

para cada n ∈ N. Assim, se y = (yj)i ∈ c0, então pela definição da norma usual de c0
tem-se diretamente

‖y‖ = sup
n∈N
|yn| = sup

n∈N
|e′n(y)|.

Ademais, tem-se ‖e′n‖ = e′n(en) = 1 e e′n(em) = 0 para n 6= m. Observe que neste caso
podemos tomar ρ = 0. Portanto c0 tem a propriedade β.

O lema a seguir servirá como apoio para um teorema a ser demonstrado no último
capítulo.
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Lema 2.3.5. Sejam X, Y espaços de Banach, {y′i : i ∈ I} ⊂ SY ′, 0 ≤ ρ < 1, ε > 0

e T : X −→ Y um operador linear e contínuo não nulo. Suponha que {y′i : i ∈ I} é
normante em Y . Então existem x0 ∈ SX e i ∈ I tais que

|y′i(Tx0)| > ‖T‖
(

1 + ρε

1 + ε

)
.

Demonstração. Suponha por contradição que para todo i ∈ I e todo x ∈ SX se tenha

|y′i(Tx)| ≤ ‖T‖
(

1 + ρε

1 + ε

)
.

Logo

sup
i∈I
|y′i(Tx)| ≤ ‖T‖

(
1 + ρε

1 + ε

)
.

Como ‖y‖ = sup
i∈I

∣∣y′i(y)
∣∣ para todo y ∈ Y , segue que ‖Tx‖ = sup

i∈I

∣∣y′i(Tx)
∣∣ para todo x ∈ X.

Em particular, para todo x ∈ SX tem-se ‖Tx‖ = sup
i∈I

∣∣y′i(Tx)
∣∣. Logo

‖Tx‖ = sup
i∈I
|y′i(Tx)| ≤ ‖T‖

(
1 + ρε

1 + ε

)
,

para todo x ∈ SX . Segue que

‖T‖ ≤ ‖T‖
(

1 + ρε

1 + ε

)
,

o que é uma contradição pois
1 + ρε

1 + ε
< 1 visto que ρ < 1. �

2.4 Noção de espaço de Banach de codimensão finita

Em vista do Exemplo 1.2.2 sabemos que se X é uma espaço de Banach de dimensão
infinita e E é um subespaço de X de dimensão finita, então E ser complementado em X

é equivalente a afirmar que existe um subespaço fechado Y de X tal que X = E ⊕ Y .
Diante disso, trataremos agora de espaços que podem ser representados como soma de
outros dois espaços na qual pelo menos um dos espaços tem dimensão finita.

Definição 2.4.1. Seja Y um subespaço do espaço de Banach X. Dizemos que Y tem
codimensão finita se existe um espaço de dimensão finita E ⊂ X tal que X = Y ⊕E. Isso
equivale a afirmar que a dimensão de X/Y é finita (veja definição em [5, p.351]).

Veremos a seguir um resultado que envolve espaços de codimensão finita.

Lema 2.4.2. Sejam X, Y espaços de Banach. Suponha que para todo x0 ∈ SX o fecho do
espaço vetorial gerado pelos vetores z ∈ X tais que ‖x0± z‖ ≤ 1 tenha codimensão finita.
Se Y é estritamente convexo, então, NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ).
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Demonstração. Iremos dividir a demonstração em dois casos:
Caso 1. Seja T ∈ NA(X, Y ) e suponha que 1 = ‖T‖ = ‖Tx0‖, onde x0 ∈ SX . Seja

Z = span{z ∈ X : ‖z ± x0‖ ≤ 1}.

Segue da hipótese que Z tem codimensão finita, isto é, existe um subespaço E ⊂ X de
dimensão finita tal que X = Z ⊕ E. Note que para cada z ∈ Z, tem-se

‖Tx0 ± Tz‖ ≤ ‖T‖‖x0 ± z‖ ≤ 1.

Como Y é estritamente convexo e ‖Tx0‖ = 1, segue da Proposição 1.1.2 que Tz = 0.
Logo para todo z ∈ Z temos Tz = 0. Afirmamos que T (X) = T (E). De fato, como E
é subespaço de X, a inclusão T (E) ⊂ T (X) é trivial. Vejamos que T (X) ⊂ T (E). Seja
y ∈ T (X). Logo existe x ∈ X tal que Tx = y. Como X = Z ⊕ E, existem únicos x1 ∈ Z
e x2 ∈ E tais que x = x1 + x2. Segue por linearidade que

y = Tx = Tx1 + Tx2 = Tx2 ∈ T (E).

Isso mostra que T (X) = T (E). Como T (E) tem dimensão finita, visto que E tem
dimensão finita, segue que T ∈ F(X, Y ).
Caso 2. Seja T ∈ NA(X, Y ) não nulo. Desse modo, defina

T1 : X −→ Y, T1(x) =
T (x)

‖Tx0‖
,

onde x0 ∈ SX e ‖T‖ = ‖Tx0‖. Logo ‖T1‖ = ‖T1x0‖ = 1. Segue do Caso 1 que T1 ∈
F(X, Y ) e consequentemente T ∈ F(X, Y ). Portanto o lema está provado. �

Lema 2.4.3. Seja X um subespaço de c0. Então, para todo x0 ∈ SX o espaço vetorial
fechado gerado pelos pontos z ∈ X que satisfazem ‖x0 ± z‖ ≤ 1 é um subespaço de
codimensão finita.

Demonstração. Sejam x0 ∈ SX e Z̃ = span{z ∈ X : ‖z±x0‖ ≤ 1}. Chame x0 = (x0,n)n ∈
SX . Como x0 ∈ c0, existe N ∈ N tal que |x0,n| ≤

1

2
para todo n ≥ N . Defina

Z = {z ∈ X : zi = 0 para 1 ≤ i ≤ N}

e

Z1 = span
{
z ∈ Z : ‖z‖ ≤ 1

2

}
.

É claro que Z é subespaço de X. O objetivo é mostrar que Z̃ tem codimensão finita, para
isso precisamos mostrar que:
(i) Z tem codimensão finita.
(ii) Z ⊂ Z1.
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(iii) Z1 ⊂ Z̃.
Vejamos (i). Seja E = {y ∈ X : yi = 0 para i > N}. Note que E tem dimensão finita

pois o conjunto {e1, e2, . . . , eN} é uma base de E, onde ej = (0, 0, . . . ,
(n)

1 , . . .) para cada
1 ≤ j ≤ N . Vejamos que X = Z ⊕ E. De fato, dado x = (xn)n ∈ X temos

x = (x1x2, . . . , xN , xN+1, . . .)

= (0, 0, . . . , 0, xN+1, xN+2, . . .) + (x1, x2, . . . , xN , 0, 0, . . .).

Logo todo elemento de X se escreve como soma de elementos de Z e de E. Além disso,
Z ∩ E = {0}. De fato, se x = (xn)n ∈ Z ∩ E, então para n ≤ N temos xn = 0 e, por
outro lado, para n > N temos também xn = 0. Logo xn = 0 para todo n ∈ N, e portanto
x = 0. Concluímos assim que Z tem codimensão finita, isto é,

dimX/Z <∞. (2.28)

Vamos mostrar (ii), isto é, Z ⊂ Z1. De fato, seja z = (zn)n ∈ Z não nulo. Logo

h =
z

2‖z‖
∈ Z1 pois ‖h‖ =

1

2
e h =

z

2‖z‖
∈ Z. Portanto

z =
z

2‖z‖
2‖z‖ = 2‖z‖h ∈ Z1,

como desejado.

Vejamos (iii). Para mostrar (iii) é suficiente mostrar que se z ∈ Z com ‖z‖ ≤ 1

2
então

‖x0 ± z‖ ≤ 1. De fato, dado z = (zn),

‖x0 ± z‖ = sup{|x0,n ± zn| : n ∈ N}
= sup{|x0,1|, |x0,2|, . . . , |x0,N |, |x0,N+1 ± zN+1|, |x0,N+2 ± zN+2|, . . .}.

Visto que para cada n > N tem-se

|x0,n ± zn| ≤ |x0,n|+ |zn| ≤
1

2
+

1

2
= 1,

e para cada n ≤ N tem-se |x0,n| ≤ 1 pois x0 ∈ SX , segue que ‖x0 ± z‖ ≤ 1. Isso mostra
que Z1 ⊂ Z̃.
Por fim, vejamos que Z̃ tem codimensão finita. As inclusões Z ⊂ Z1 ⊂ Z̃ implicam
naturalmente X/Z̃ ⊂ X/Z1 ⊂ X/Z. Logo

dimX/Z̃ ≤ dimX/Z1 ≤ dimX/Z.

Mas por (2.28) sabemos que dimX/Z <∞. Logo dimX/Z̃ <∞ e portanto segue que Z̃
tem codimensão finita. �
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2.5 Noção de espaço de Banach cuja norma depende
localmente de finitas coordenadas

A seguir será apresentado uma noção em espaços de Banach na qual a norma depende
localmente de finitas coordenadas, como exemplo clássico apresentaremos os subespaços
do espaço real c0. Esses espaços também são importante na teoria de diferenciabilidade e
na renormalização de espaços de Banach. Para um estudo mais profundo recomendamos
[12].

Definição 2.5.1. A norma em um espaço de Banach real X depende localmente de fi-
nitas coordenadas se para todo x ∈ X − {0} existem ε > 0, um subconjunto finito
{x′1, x′2, . . . , x′n} e uma função contínua ϕ : Rn −→ R tal que ‖y‖ = ϕ(x′1(y), x′2(y), . . . , x′n(y))

sempre que ‖x− y‖ < ε e y ∈ X.

Proposição 2.5.2. Seja X um subespaço fechado do espaço real c0 e seja ‖ · ‖ a restrição
de ‖ · ‖∞ a X. Então, para cada x ∈ X − {0}, existem δ > 0 e um subconjunto finito
{x′n : n ∈ J} de BX′ tal que se ‖x− y‖ < δ, y ∈ X então

‖y‖ = sup
n∈J
|x′n(y)|.

Em particular, X depende localmente de finitas coordenadas.

Demonstração. Sejam X o subespaço fechado de c0, (en)n a base de Schauder usual de
c0 e (e′n)n os funcionais coordenados associados a base (en)n. Seja x = (an)n ∈ X − {0}.
Como x ∈ c0 temos

‖x‖ = sup
n
|an| = sup

n
|e′n(x)|.

Além disso,
lim
n→∞

e′n(x) = lim
n→∞

an = 0.

Como x ∈ X−{0} temos ‖x‖ > 0. Logo existe n0 ∈ N tal que sup
n≥n0

|e′n(x)| < ‖x‖. Denote

I = {n ∈ N : |e′n(x)| < ‖x‖}

e por
J = {n ∈ N : |e′n(x)| = ‖x‖}.

Veja que J é finito. De fato, se J fosse infinito poderíamos escolher uma subsequência
(e′nk(x))k de (e′n(x))k tal que lim

k→∞
|e′nk(x)| = ‖x‖. Assim, visto que

lim
n→∞

e′n(x) = 0,
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obteríamos

‖x‖ = lim
k→∞
|e′nk(x)| = 0.

Mas isto é claramente uma contradição pois ‖x‖ > 0. Note que J = N−I. Nosso objetivo
é encontrar

ε > 0 tal que para cada z ∈ X com ‖z − x‖ < ε tem-se ‖z‖ = sup
n∈J
|e′(z)|. (2.29)

Dito isso, sejam z ∈ X, k ∈ J , m ∈ I. Mostraremos primeiro que existe ε > 0 tal que
|e′k(z)| − |e′m(z)| > 0 sempre que z ∈ X, ‖z − x‖ < ε, k ∈ J e m ∈ I; daí comprovaremos
a veracidade de (2.29). Para isso, dados x, z ∈ X,

|e′k(z)| − |e′m(z)| = |e′k(z)| − |e′k(x)|+ |e′k(x)|+ |e′m(x)| − |e′m(x)| − |e′m(z)|
= |e′k(x)| − |e′m(x)|+ |e′k(z)| − |e′k(x)|+ |e′m(x)| − |e′m(z)|
≥ |e′k(x)| − |e′m(x)| − |e′k(z)− e′k(x)| − |e′m(x)− e′m(z)|
= ‖x‖ − |e′m(x)| − |e′k(z)− e′k(x)| − |e′m(x)− e′m(z)|
≥ ‖x‖ − |e′m(x)| − |e′k(z)− e′k(x)| − |e′m(x)− e′m(z)|
≥ ‖x‖ − sup

n∈I
|e′n(x)| − |e′k(z)− e′k(x)| − |e′m(x)− e′m(z)|

≥ ‖x‖ − sup
n∈I
|e′n(x)| − ‖z − x‖ − ‖z − x‖

≥ ‖x‖ − sup
n∈I
|e′n(x)| − 2‖z − x‖.

Note que
‖x‖ − sup

n∈I
|e′n(x)| > 0,

pois x ∈ c0 e |e′n(x)| ≤ ‖x‖ para cada n ∈ I. Com isso, faça ε = ‖x‖ − supn∈I |e′n(x)| e
considere z ∈ X com ‖z − x‖ < ε

3
. Então,

|e′k(z)| − |e′m(z)| ≥ ‖x‖ − sup
n∈I
|e′n(x)| − 2‖z − x‖

> ε− 2ε

3
=
ε

3
> 0.

Logo |e′k(z)| > |e′m(z)| sempre que z ∈ X e ‖x − z‖ < ε

3
, k ∈ J e m ∈ I. Mas como

z ∈ c0, existe k0 ∈ N tal que ‖z‖ = |e′k0|. Portanto devemos ter k0 ∈ J , pois em particular
|e′k0(z)| > |e′m(z)| para todo m ∈ I. Note que, como consequência disso, X depende
localmente de finitas coordenados. Para isso basta considerar na Definição 2.5.1 x′i = e′i
com i ∈ J e ϕ = ‖ · ‖∞ : R|J | −→ R como sendo a norma do supremo em R|J |, onde |J | é
a cardinalidade de J . Portanto está mostrado o resultado. �

Corolário 2.5.3. Seja E um subespaço do espaço de Banach real c0 de dimensão finita,
então a norma em E pode ser calculada como o supremo de uma quantidade finita de
funcionais de BE′.
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Demonstração. Segue da Proposição 2.5.2 que para cada x ∈ SE existem ε(x) > 0 e um
conjunto F (x) ⊂ BE′ finito tais que se ‖y − x‖ < ε(x) então ‖y‖ = sup

x′∈F (x)

|x′(y)|. Note

que

SE ⊂
⋃
x∈SE

B(x, ε(x)).

Como E tem dimensão finita tem-se que SE é compacta. Logo existem x1, . . . , xk ∈ SE
tais que

SE ⊂
k⋃
i=1

B(xi, ε(xi)).

Faça F =
k⋃
i=1

F (xi). Note que F é finito. Mostraremos que para todo z ∈ E temos

‖z‖ = sup
x′∈F
|x′(z)|. Para isso é suficiente mostrar que se z ∈ SE então ‖z‖ = sup

x′∈F
|x′(z)|.

De fato, seja z ∈ SE. Logo para algum 1 ≤ i ≤ k tem-se y ∈ B(xi, ε(xi)). Segue que

‖z‖ = sup{|x′(z)| : x′ ∈ F (xi)}.

Por outro lado tem-se |x′(z)| ≤ ‖z‖ para quaisquer x′ ∈ F ⊂ BE′ e z ∈ SE. Portanto
sup{|x′(z)| : x′ ∈ F} ≤ ‖z‖. Logo

‖z‖ = sup{|x′(z)| : x′ ∈ F}.

Para verificar que vale para todo z ∈ E, veja primeiramente que o caso em que z = 0 é
trivial. Para o caso z 6= 0 defina y =

z

‖z‖
∈ SE. Pelo o que foi mostrado anteriormente

temos

‖y‖ = sup{|x′(y)| : x′ ∈ F} ⇐⇒
∥∥∥∥ z

‖z‖

∥∥∥∥ = sup

{∣∣∣∣x′( z

‖z‖

)∣∣∣∣ : x′ ∈ F
}

⇐⇒ ‖z‖
‖z‖

=
sup{|x′(z)| : x′ ∈ F}

‖z‖
⇐⇒ ‖z‖ = sup

x′∈F
|x′(z)|.

Logo concluímos a demonstração. �

Teorema 2.5.4. Considere o espaço real c0. Se E ⊂ c0 tem dimensão k então E é
isomorfo isometricamente a

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
e existem z′1, . . . , z

′
k ∈ SE′ e z1, . . . , zk ∈ SE

satisfazendo
(i) ‖z′‖ = z′i(zi) = 1 e z′i(zj) = 0 para i 6= j .
(ii) ‖z‖ = sup

1≤i≤k
|z′i(z)| para todo z ∈ E.
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Demonstração. Antes de iniciarmos a demonstração, façamos uma observação. Seja F
um espaço de dimensão n. Seja {x1, . . . , xn} uma base qualquer em F . Logo, dado z ∈ F
existem únicos escalares a1, . . . , an em R tais que

z =
n∑
i=1

aixi.

Não é difícil verificar que a aplicação

‖ · ‖0 : F −→ R, ‖z‖0 = sup
1≤i≤n

|ai| (2.30)

é uma norma em F . Sabendo disso, vamos à demonstração do corolário. Primeiramente
vamos mostrar que E é isometricamente isomorfo a

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
. Pelo Corolário 2.5.3

existem x′1, . . . , x
′
p em SE′ tais que para todo z ∈ E tem-se ‖z‖ = sup

1≤i≤p
|x′i(z)|. Defina

T̃ : E −→ (Rp, ‖ · ‖∞) , T̃ z = (x′1(z), x′2(z), . . . , x′p(z)).

É imediato que T̃ é linear, contínuo e

‖T̃ z‖∞ = ‖(x′1(z), x′2(z), . . . , x′p(z))‖∞
= sup

1≤i≤p
|x′i(z)|

= ‖z‖.

Logo T̃ é uma isometria linear de E em Rp. Portanto T = T̃ : E −→ T (E) é um
isomorfismo isométrico. Faça F = T (E). Assim F tem dimensão k. Diante disso, seja
{y1, . . . , yk} uma base de F . Podemos supor que ‖yi‖ = 1 para todo 1 ≤ i ≤ k. Logo,

para cada y =
k∑
i=1

aiyi ∈ F defina

T : (F, ‖ · ‖0) −→
(
Rk, ‖ · ‖∞

)
, T

(
k∑
i=1

aiyi

)
= (ai, . . . , ak),

em que {a1, . . . , an} ⊂ R são unicamente determinados por y. A linearidade e continuidade
de T são claras. Ademais, para cada y ∈ F tem-se

‖Ty‖∞ = ‖(a1, . . . , ak)‖∞
= sup

1≤i≤k
|ai|

= ‖y‖0.

Isso mostra que T é uma isometria. Vejamos que a aplicação T1 = T ◦ T : E −→(
Rk, ‖ · ‖∞

)
é uma isomorfismo isométrico. Claramente T1 é bijetor pois é composta de

aplicações bijetoras. Vejamos que é uma isometria. De fato, para cada z ∈ E tem-se

‖T1z‖∞ = ‖T (Tz)‖∞
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= ‖Tz‖0
= ‖T̃ z‖0
=

∥∥(x′1(z), . . . , x′p(x))
∥∥
0

=

∥∥∥∥∥
p∑

n=1

x′n(z)en

∥∥∥∥∥
0

= sup
1≤n≤p

|x′n(z)|

= ‖z‖.

Iremos mostrar (i). Seja {ei, . . . , e′k} a base canônica de Rk. Defina

e′i : Rk −→ R, e′i

(
k∑
j=1

ajej

)
= ai.

para cada 1 ≤ i ≤ k funcionais lineares e contínuos, com x =
k∑
i=1

aiei e ai ∈ R. Não é

difícil ver que ‖e′i‖ = 1 para cada 1 ≤ i ≤ k. Além disso,

e′i(ei) = 1 se i = j,

e′i(ej) = 0 se i 6= j.

Veja que para todo x ∈ Rk tem-se

‖x‖∞ = sup
1≤i≤k

|e′i(x)|.

Sejam z1, . . . , zk em SE tais que T1zi = ei para 1 ≤ i ≤ k. Sejam z′i = e′i ◦ T1 : E −→ R
funcionais lineares e contínuos para cada 1 ≤ i ≤ k. Veja que

‖z′i‖ = ‖e′i ◦ T1‖ ≤ 1

para cada 1 ≤ i ≤ k. Ademais, como

z′i(zi) = e′i(T1zi) = e′i(ei) = 1 se i = j,

z′j(zi) = e′j(T1zi) = e′j(ei) = 0 se i 6= j,

concluímos que ‖z′i‖ = 1, o que mostra (i).
Além disso, para z ∈ E tem-se

‖z‖ = ‖T1z‖∞ = sup
1≤i≤k

|e′i ◦ T1z|

= sup
1≤i≤k

|z′i(z)|,

o que mostra (ii). Logo o corolário está provado.
�
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Lema 2.5.5. Sejam V um espaço vetorial e ϕ, ϕ1, . . . , ϕn funcionais lineares em V tais

que
⋂n
i=1Ker(ϕi) ⊂ Ker(ϕ). Então existem escalares a1, . . . , an tais que ϕ =

n∑
i=1

aiϕi.

Demonstração. Veja [4, Lema 6.3.5]. �

Lema 2.5.6. Seja Y um subespaço fechado de um espaço de Banach em que a norma
depende localmente de finitas coordenadas. Então para todo y0 ∈ SY o espaço

Z̃ := span{z ∈ Y : ‖x0 ± z‖ ≤ 1}

tem codimensão finita.

Demonstração. Seja x0 ∈ SY . Como Y depende localmente de finitas coordenadas, exis-
tem ε > 0, x′1, . . . , x′n ∈ Y ′ e ϕ : Rn −→ R uma função contínua tal que se ‖z − x0‖ < ε

então ‖y‖ = ϕ(x′1(y), . . . , x′n(y)). Nosso objetivo é mostrar que Z̃ tem codimensão finita.
Para isso precisamos mostrar que:

(i) Z =
n⋂
i=1

Ker(x′i) tem codimensão finita.

(ii) Z ⊂ span{Z1}, onde Z1 = {z ∈ Z : ‖z‖ < ε}, e span{Z1} ⊂ Z̃.

Pode-se considerar Z $ Y pois se Z = Y teríamos x′1 = · · · = x′n = 0 e assim não
haveria nada o que fazer. Vamos mostrar (i), isto é, que Z tem codimensão finita. De
fato, como Z $ Y existe y0 ∈ Y − Z. Defina

φ : Z ⊕ [y0] −→ R, φ(z + αy0) = α.

A linearidade de φ é clara, além disso Ker(φ) = Z. Em particular, Z ⊂ Ker(φ), isto é,
n⋂
i=1

Ker(x′i) ⊂ Ker(φ). Logo pelo Lema 2.5.5 existem escalares a1, . . . , an tais que

φ =
n∑
i=1

aix
′
i.

Isso mostra que φ ∈ Y ′ visto que x′1, . . . , x′n ∈ Y ′. Como Ker(φ) tem codimensão finita,
isto é, dimY/Ker(φ) <∞, segue que

dimY/Z ≤ dimY/Ker(φ) <∞.

Logo obtemos que Z tem codimensão finita. Vejamos que vale (ii). De fato, temos

Z1 = {z ∈ Z : ‖z‖ < ε}.

Logo ‖x0 ± z − x0‖ < ε, e além disso,

‖z ± x0‖ = ϕ(x′1(z ± x0), . . . , x′n(z ± x0))
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= ϕ(x′1(x0), . . . , x
′
n(x0)) = ‖x0‖ = 1.

Isso mostra que Z1 ⊂ Z̃ e portanto

span{Z1} ⊂ Z̃.

Falta verificar que Z ⊂ span{Z1}. Seja z ∈ Z não nulo. Faça h =
zε

2‖z‖
∈ span{Z1}.

Segue que z =
z2ε‖z‖
2ε‖z‖

=
2‖z‖h
ε
∈ span{Z1}. Isso mostra que Z ⊂ span{Z1}. Como

Z ⊂ span{Z1} obtemos Z ⊂ Z̃. Logo, X/Z̃ ⊂ X/Z e portanto dimX/Z̃ ≤ dimX/Z <∞.
Segue assim que Z̃ tem codimensão finita. Portanto o resultado está mostrado. �

Lema 2.5.7. Seja X um espaço de Banach cuja norma depende localmente de finitas
coordenadas e seja Y um espaço de Banach estritamente convexo. Então, NA(X, Y ) ⊆
F(X, Y ).

Demonstração. Sejam x0 ∈ SX e

Z̃ = span{z ∈ X : ‖x0 ± z‖ ≤ 1}.

Como X depende localmente de finitas coordenadas, segue do Lema 2.5.6 que Z̃ tem
codimensão finita. Como Y é estritamente convexo, segue do Lema 2.4.2 queNA(X, Y ) ⊂
F(X, Y ). Isto mostra o desejado. �

Note que pela Proposição 2.5.2, para todo subespaço fechado X do espaço de Banach
real c0 tem-se NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ) sempre que Y for estritamente convexo.

2.6 Noção de espaços de Banach poliedrais

Enuciaremos nesta seção algumas definições e propriedades acerca de espaços cuja bola
unitária de seus subespaços de dimensão finita são poliedros. Alguns matemáticos como
Lindenstrauss (1966), Lazar (1969), Gleit e McGuigan (1972), Hansen e Nielsen (1974),
investigaram espaços com essa propriedade.

Definição 2.6.1. Um espaço de Banach X é dito ser poliedral se para todo subespaço Z
de X de dimensão finita existe um subconjunto finito {x1, . . . , xn} ⊂ SZ tal que

BZ =

{
k∑
i=1

λixi :
k∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 para cada 1 ≤ i ≤ k ≤ n

}
.

Proposição 2.6.2. Seja X um subespaço de c0 tal que a bola BX tem pelo menos um
ponto extremo. Então X tem dimensão finita e é poliedral. Além disso, um espaço F de
dimensão finita é isométrico a subespaço de c0 se, e somente se, F é poliedral.

83



Demonstração. Veja [22, Proposition 4.7]. �

Lema 2.6.3. Seja F um espaço de Banach real poliedral de dimensão finita. Então F
tem a propriedade β.

Demonstração. Suponha que F tenha dimensão k. Pela Proposição 2.6.2 existe um su-
bespaço G de c0 tal que F é isomorfo isometricamente a G. Ademais, pelo Corolário
2.5.4 tem-se que G e isometricamente isomorfo a

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
. Portanto F é isometrica-

mente isomorfo a
(
Rk, ‖ · ‖∞

)
. Seja T o isomorfismo isométrico de F em

(
Rk, ‖ · ‖∞

)
.

Usando o isomorfismo isométrico T mostraremos que F tem a propriedade β. De fato,
Seja {e1, . . . , ek} a base canônica de Rk. Podemos de maneira simples definir

e′j : Rk −→ R, e′j

( k∑
i=1

aiei

)
= aj, ai ∈ R,

para cada 1 ≤ j ≤ k. Note que e′j é linear e contínuo. Além disso,

‖e′j‖ = 1, e′j(ej) = 1, e′j(ei) = 0 se i 6= j.

Ademais, para cada x = (xj)
k
j=1 ∈ Rk tem-se

‖x‖ = sup
1≤j≤k

|xj| = sup
1≤j≤k

|e′j(x)|.

Sejam z1, . . . , zk ∈ F e z′1, . . . , z′k ∈ F ′ dados por Tzj = ej e z′j = e′j ◦ T para cada 1 ≤
j ≤ k. Vamos mostrar que os conjuntos {z1, . . . , zk} e {z′1, . . . , z′k} satisfazem as condições
desejadas. Mostraremos primeiro que valem (a),(b) e (c) e por último mostraremos que
{z1, . . . , zk} ⊂ SF e {z′1, . . . , z′k} ⊂ SF ′ .
Verificação de (a): De fato,

z′(zj) = e′j(Tzj) = e′j(ej) = 1.

Verificação de (b): De fato,

z′(zi) = e′j(Tzi) = e′j(ei) = 0( onde 0 ≤ ρ < 1 qualquer ),

Verificação de (c): De fato, para cada z ∈ F tem-se

‖z‖ = ‖Tz‖ = sup
1≤j≤k

|e′j(Tz)| = sup
1≤j≤k

|z′j(z)|.

Ademais, temos {z1, . . . , zk} ⊂ SF , visto que Tzj = ej para cada 1 ≤ i ≤ k e T é uma
isometria. O fato de {z′1, . . . , z′k} ⊂ SF ′ se justifica pela seguinte desigualdade:

‖z′j‖ = ‖zj‖‖z′j‖ ≥ |z′j(zj)| = 1 ≥ ‖T‖‖e′j‖ ≥ ‖e′j ◦ T‖ = ‖z′j‖.

Portanto F tem a propriedade β. �
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Teorema 2.6.4. Para todo p ∈ (1,∞) existe um espaço de Banach Ep isomorfo a um
espaço poliedral com base incondicional que admite um quociente isomorfo a lp.

Demonstração. Veja [11, Theorem 1.1]. �

Nesta seção voltaremos a investigar os espaços de Banach que podem ser escritos como
soma direta de seus subespaços; no entanto, focaremos naquela decomposição cujas pro-
jeções associadas satisfazem condições especiais.

Definição 2.6.5. Seja X um espaço de Banach. (a) A projeção linear P é chamada de
L-projeção se ‖x‖ = ‖P (x)‖+ ‖x− P (x)‖ para todo x ∈ X.
(b) Um subespaço fechado G de X é chamado de L-somado se é imagem de uma L-
projeção.
(c) Um subespaço fechado F de X é chamado de M-ideal se F⊥ é L-somado em X ′.

Definição 2.6.6. Um espaço de Banach X é chamado de M-mergulho se JX(X) é um
M-ideal em X ′′, isto é, existe uma projeção linear P : X ′′′ −→ X ′′′ com P (X ′′′) = JX(X)⊥

tal que ‖x′′′‖ = ‖P (x′′′)‖+ ‖P (x′′′)− x′′′‖.

Veja que pela Proposição 1.2.1 a definição acima é equivalente a dizer que existe um
subespaço fechado Z de X ′′′ tal que X ′′′ = JX(X)⊥ ⊕ Z e ‖x′′′‖ = ‖x′′′⊥‖ + ‖z‖ com
x′′′⊥ ∈ JX(X)⊥ e z ∈ Z.

Proposição 2.6.7. O espaço c0 é um M -mergulho.

Demonstração. Veja [15, Example 1.4, p.105]. �
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Capítulo 3

Uma Breve Introdução as Propriedades
A e B de Lindenstrauss

Através de um corolário do Teorema de Hahn-Banach ([4, Corolário 3.1.4]), é possível
mostrar que todo funcional linear contínuo definido em um espaço reflexivo atinge a
norma (veja Exemplo 1.2.7). No entanto quando o espaço normado não for reflexivo,
sabemos que sempre existe funcional linear e contínuo que não atinge a norma (veja [17]).
Apesar disso, em [3] os matemáticos Bishop e Phelps mostraram que dado um funcional
linear contínuo ϕ, definido num espaço de Banach arbitrário, sempre existe um funcional
que atinge a norma tão próximo de ϕ quanto se deseja.

À luz do Teorema de Bishop-Phelps surge uma pergunta natural: Dados X, Y espaços
de Banach arbitrários, o resultado permanece verdadeiro caso consideremos operadores
lineares e contínuos T : X −→ Y ? Essa questão foi colocada em [3], e é também conhecida
como propriedade de Bishop-Phelps. Tal pergunta foi abordada em 1963 pelo matemático
Joram Lindenstrauss [26]. Ele observou que existiam par (X, Y ) de espaços de Banach, na
qual a propriedade de Bishop-Phelps era verdadeira, e par (X, Y ) de espaços de Banach
na qual a propriedade de Bishop-Phelps não era verdadeira. Com isso, ele concluiu que
a pergunta era muito mais geral, e por causa disso ele introduziu duas propriedades
conhecidas como propriedades A e B de Lindenstrauus.

Nesta seção trataremos alguns resultados referentes às propriedades A e B de Lindens-
trauus. Isso ajudará a abrir as portas para posteriormente adentrarmos no Capítulo 4 da
dissertação.

3.1 Propriedades A e B de Lindenstrauss

Motivado pelo artigo de Bishop-Phelps [3], Lindenstrauss [26] iniciou a investigação refe-
rente à densidade de operadores que atingem a norma no espaço dos operadores lineares
e contínuos. Para isso, Lindenstrauss introduziu duas propriedades denominadas por
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propriedades A e B de Lindenstrauss. Nesta seção trataremos superficialmente essas pro-
priedades.

Definição 3.1.1. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade A de Lindens-
trauss se para todo espaço de Banach Y tivermos NA(X, Y ) denso em L(X, Y ).

Lembre que se X é um espaço normado e X ′ seu dual, então para cada x′0 ∈ X ′, os
conjuntos da forma

V (x′0;x1, . . . , xk; ε) := {x′ ∈ X ′ : |x′(xi)− x′0(xi)| < ε para cada i = 1, 2, . . . , k},

com xi ∈ X, k ∈ N e ε > 0, formam uma base de vizinhanças abertas de x′0 para a
topologia fraca-estrela (veja [4, Proposição 6.3.2]). Mostraremos que espaços reflexivos
têm a propriedade A de Lindenstrauss, para tal iremos apresentar alguns lemas e um
teorema. O lema a seguir pode ser encontrado em [26].

Lema 3.1.2. Sejam X e Y espaço de Banach e T ∈ L(X, Y ). Então, T ′′ atinge a norma
se, e somente se, existem (xk)k em X e (y′k)k em Y ′ tais que

‖xk‖ = ‖y′k‖ = 1,

|y′j(Txk)| ≥ ‖T‖ −
1

j
, (3.1)

onde j ≤ k e k = 1, 2, . . . .

Demonstração. Suponha que o operador

T ′′ : X ′′ −→ Y ′′, T ′′(x′′)(y′) = x′′(T ′(y′))

atinja a norma em x′′0 ∈ SX′′ , isto é, ‖T ′′‖ = ‖Tx′′0‖. Como

‖T ′′x′′0‖ = sup
y′∈SY ′

∣∣T ′′x′′0(y′)
∣∣,

segue que para cada j ∈ N existe y′j ∈ SY ′ tal que

‖T ′′x′′0‖ ≥
∣∣T ′′x′′0(y′j)

∣∣> ‖T ′′x′′0‖ − 1

j
.

Pelo Teorema de Goldstine (veja [4, Teorema 6.4.4]) JX(SX) é denso em SX′′ na topologia

fraca-estrela, o que implica que para k ∈ N e cada vizinhança V
(
x′′0;T ′y′1, . . . , T

′y′k;
1

k

)
de x′′0, existe xk ∈ SX tal que

JX(xk) ∈ V
(
x′′0;T ′y′1, . . . , T

′y′k;
1

k

)
∩ JX(SX),

onde T ′y′j ∈ X ′ para todo j = 1, . . . , k. Logo∣∣T ′y′j(xk)− x′′0(T ′y′j)
∣∣= ∣∣JX(xk)(T

′y′j)− x′′0(T ′y′j)
∣∣< 1

k
.
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Segue pela desigualdade triangular que∣∣x′′0(T ′y′j)
∣∣ ≤ ∣∣T ′y′j(xk)− x′′0(T ′y′j)

∣∣+∣∣T ′y′j(xk)∣∣
<

1

k
+
∣∣T ′y′j(xk)∣∣,

o que implica ∣∣T ′y′j(xk)∣∣> |x′′0(T ′y′j)
∣∣−1

k
.

Como j ≤ k segue que∣∣y′jT (xk)
∣∣= ∣∣T ′y′j(xk)∣∣ ≥ |x′′0(T ′y′j)

∣∣−1

k

≥ |T ′′x′′0(y′j)
∣∣−1

j

≥
∥∥T ′′x′′0∥∥−1

j

≥
∥∥T ′′∥∥−1

j
= ‖T‖ − 1

j
.

Assim obtemos

‖xk‖ = ‖y′k‖ = 1,

|y′j(Txk)| ≥ ‖T‖ −
1

j
,

onde j ≤ k e k = 1, 2, . . ., como desejado.
Reciprocamente, suponha que (3.1) seja verdade. Como (xk)k ⊂ BX , segue que (JX(xk)) ⊂
BX′′ . Vale observar que o conjunto {JX(xk)} ⊂ BX′′ pode ser finito ou infinito. Suponha
que {JX(xk)} ⊂ BX′′ seja infinito, logo o conjunto {JX(xk)} tem um fraco-estrela ponto de
acumulação x′′, pois pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (veja [4, Teorema 6.3.9])
a bola BX′′ é compacta na topologia fraca-estrela. Como a topologia fraca-estrela é Haus-
dorff (veja [4, Proposição 6.3.2]) segue que a bola BX′′ é fechada em X ′′ na topologia fraca-
estrela. Como x′′ é ponto de acumulação de {JX(xk)}, existe um subrede (xkr)r tal que a
rede (JX(xkr))r converge para x′′ na topologia fraca-estrela, o que implica que x′′ ∈ BX′′

pois a bola BX′′ é fechada em X ′′ na topologia fraca-estrela. Como JX(xkr)(x
′) −→ x′′(x′)

para todo x′ ∈ X ′, em particular, para todo j ∈ N temos JX(xkr)(T
′y′j) −→ x′′(T ′y′j).

Assim, se j ∈ N existe rj tal que para todo r ≥ rj tem-se
∣∣JX(xkr)− x′′

(
T ′y′j

)∣∣ < 1

j
.

Portanto, para cada r ≥ rj tem-se

‖T ′′‖ ≥ ‖T ′′x′′‖ ≥ ‖T ′′(x′′)(y′j)‖ =
∣∣x′′ (T ′y′j)∣∣

≥
∣∣JX(xkr)

(
T ′y′j

)∣∣− ∣∣JX(xkr)− x′′
(
T ′y′j

)∣∣
>

∣∣JX(xkr)
(
T ′y′j

)∣∣− 1

j
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=
∣∣T ′ (y′j) (xkr)

∣∣− 1

j

=
∣∣y′j(T (xkr))

∣∣− 1

j

≥ ‖T‖ − 1

j
− 1

j

= ‖T‖ − 2

j
.

Portanto para cada j ∈ N obtemos

‖T‖ = ‖T ′′‖ ≥ ‖T ′′x′′‖ > ‖T‖ − 2

j
.

Logo, fazendo j −→∞, temos que ‖T ′′‖ = ‖T ′′x′′‖. Portanto T ′′ atinge a norma. Quando
{JX(xk)} for finito, basta tomar uma rede constante, de elementos de {JX(xk)} e repetir
o argumento anterior. �

Lema 3.1.3. Sejam (εn)n, (aj)j sequências reais de números positivos e K > 0 uma

constante arbitrária com
∞∑
n=1

εn < ∞. Então existe uma subsequência (εnj)j de (εn)n que

satisfaz as seguintes propriedades:
(a) A subsequência (εnj)j é decrescente.
(b) εnj < aj para todo j ∈ N.

(c) K
∞∑

i=j+1

εni < ε2
j
para todo j ∈ N.

Demonstração. Inicialmente mostraremos (a) e (b). Para isso, construiremos indutiva-
mente a sequência (εnj)j. Note que lim

n→∞
εn = 0. Então, para j = 1 existe n1 ∈ N tal que

εn < a1 sempre que n ≥ n1; em particular, εn1 < a1. Para j = 2 existe n2 ≥ n1 tal que

εn < min
{
εn1 , a2,

ε2n1

22K

}
sempre que n ≥ n2; em particular, εn2 < min

{
εn1 , a2,

ε2n1

22K

}
.

Analogamente para j = 3 existe n3 ≥ n2 tal que εn < min
{
εn2 , a3,

ε2n2

23K

}
sempre que

n ≥ n3; em particular, εn3 < min
{
εn2 , a3,

ε2n2

23K

}
. Prosseguindo desta forma obteremos

uma sequência crescente (nj)j de números natutais tais que

εnj < min

{
εnj−1

, aj,
ε2nj−1

2jK

}

para cada j ∈ N. Logo, a subsequência (εnj)j satisfaz as condições (a) e (b).
Mostraremos que a condição (c) é satisfeita. De fato,

∞∑
i=j+1

εni <
∞∑

i=j+1

ε2ni−1

2iK
<

∞∑
i=j+1

ε2nj
2iK

<
ε2nj
K

∞∑
i=1

1

2i
=
ε2nj
K
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o que implica

K
∞∑

i=j+1

εni < ε2nj .

Portanto o lema está demonstrado. �

O lema a seguir foi retirado da demonstração em [26, Theorem 1].

Lema 3.1.4. Sejam X e Y espaços de Banach, 0 < ε <
1

3
e T ∈ L(X, Y ). Então existem

sequências (xk)k em SX , (y′k)k em SY ′ e (Tk)k em L(X, Y ) que satisfazem as seguintes
condições:

T1 = T (3.2)

Tk+1x = Tkx+ εky
′
k(Tk(x))Tkxk (3.3)

y′k(Tkxk) = ‖Tkxk‖ (3.4)

‖Tkxk‖ ≥ ‖Tk‖ − ε2k, (3.5)

para cada k ∈ N. Consequentemente

‖Tj − Tk‖ ≤ 2
k−1∑
i=j

εi e ‖Tk‖ ≤
4

3
, (j < k) (3.6)

‖Tk+1‖ > ‖Tk‖+ εk‖Tk‖2 − 4ε2k, (3.7)

‖Tk‖ ≥ ‖Tj‖ ≥ ‖T1‖ = 1, (j < k) (3.8)

|y′j(Tjxk)| ≥ ‖Tj‖ − 6εj, (j < k) (3.9)

e a sequência (εk)k satisfaz

2
∞∑
k=1

εk < ε, 2
∞∑

k=j+1

εk < ε2j , εk <
1

10k
, εk > εk+1,

para cada k ∈ N.

Demonstração. Seja T ∈ L(X, Y ) com ‖T‖ = 1 e 0 < ε <
1

3
. No Lema 3.1.3 faça K = 2,

(εn)n tal que εn =
ε

2n+1
para cada n ∈ N, e (ak)k tal que ak =

1

10k
para cada k ∈ N.

Segue assim do Lema 3.1.3 que

2
∞∑
k=1

εk < ε, 2
∞∑

k=j+1

εk < ε2j , εk <
1

10k
, εk > εk+1, (3.10)
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para todo k ∈ N. Vamos em busca das sequências (xk)k em SX , (y′k)k em SY ′ e (Tk)k em
L(X, Y ). Como ‖T‖ = sup

x∈SX
‖Tx‖, existe x1 ∈ SX tal que

‖Tx1‖ ≥ ‖T‖ − ε21. (3.11)

Note que Tx1 é diferente de zero, pois ‖Tx1‖ > ‖T‖ − ε21 > 0 já que ‖T‖ = 1 e ε1 <
1. Logo, pelo Teorema de Hanh-Banach para Tx1, existe y′1 ∈ Y ′ tal que ‖y′1‖ = 1 e
y′1(T (x1)) = ‖Tx1‖. Faça T1 = T e defina

T2 : X −→ Y, T2(x) = T1(x) + ε1y
′
1(T1(x))T1(x1). (3.12)

A continuidade e a linearidade de T2 seguem facilmente de T1 e y′1. Como ‖T2‖ =

sup
x∈SX

‖T2x‖, existe x2 ∈ SX tal que

‖T2x2‖ ≥ ‖T2‖ − ε22. (3.13)

Note que Tx2 é diferente de zero, pois

‖T2x2‖ ≥ ‖T2‖ − ε22
≥ ‖T2x1‖ − ε22
(∗)
= ‖T1x1‖+ ε1‖T1x1‖2 − ε22
≥ ‖T1x1‖ − ε22

(3.11)

≥ ‖T1‖ − ε21 − ε22
> ‖T1‖ − 2ε21

= ‖T1‖ − 2
ε

22

= ‖T‖ − ε

2

= 1− ε

2

> 1− 1

2
=

1

2
> 0,

onde (∗) segue da definição de T2. Logo, pelo Teorema de Hanh-Banach para T2x2, existe
y′2 ∈ Y ′ tal que ‖y′2‖ = 1 e y′2(T2(x2)) = ‖T2x2‖. Defina

T3 : X −→ Y, T3(x) = T2(x) + ε2y
′
2(T2(x))T2(x2). (3.14)

A continuidade e a linearidade de T3 seguem facilmente de T2 e y′2. Como ‖T3‖ =

sup
x∈SX

‖T3x‖, existe x3 ∈ SX tal que

‖T3x3‖ ≥ ‖T3‖ − ε23. (3.15)

Note que Tx3 é diferente de zero pelo mesmo argumento anterior. Logo, pelo Teorema
de Hanh-Banach para T3x3, existe y′3 ∈ Y ′ tal que ‖y′3‖ = 1 e y′3(T3(x3)) = ‖T3x3‖.
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Repetindo o argumento de (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos por recorrência
que

T1 = T,

Tk+1(x) = Tk(x) + εky
′
k(Tk(x))Tkxk,

y′k(Tkxk) = ‖Tkxk‖, ‖y′k‖ = 1,

‖Tkxk‖ ≥ ‖Tk‖ − ε2k, ‖xk‖ = 1, (3.16)

para todos x ∈ X e k ∈ N. Vejamos que vale (3.6). Note que para todos k ∈ N e x ∈ X
tem-se

‖Tk+1(x)− Tk(x)‖ = ‖εky′k(Tk(x))Tkxk‖
≤ εk‖Tk‖2‖x‖.

Portanto

‖Tk+1 − Tk‖ ≤ εk‖Tk‖2. (3.17)

Agora veremos que ‖Tk‖ ≤
4

3
para cada k ∈ N. Para isso, faremos indução sobre k. Para

k = 1 é claramente verdadeiro. Se k = 2, então j = 1, e portanto

‖T1(x)− T2(x)‖ = ‖T1(x)− T1(x)− ε1y′1(T1(x))T1x1‖
= ‖ε1y′1(T1(x))T1x1‖
≤ ε1‖T1‖2‖x‖ (T = T1)

= ε1‖x‖

para cada x ∈ X. Isso implica ‖T1 − T2‖ ≤ ε1 e

‖T2‖ ≤ ‖T2 − T1‖+ ‖T1‖ ≤ ε1 + 1 <
1

3
+ 1 =

4

3
.

Suponha que seja verdadeiro para k e considere 1 ≤ j < k, ou seja,

‖Tj − Tk‖ ≤ 2
k−1∑
i=j

εi e ‖Tk‖ ≤
4

3
.

Segue de (3.17) que

‖Tk+1 − Tk‖ ≤ εk‖Tk‖2 ≤ εk
16

9
< εk

16

8
= 2εk.

Assim,

‖Tj − Tk+1‖ ≤ ‖Tj − Tk‖+ ‖Tk − Tk+1‖
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< 2
k−1∑
i=j

εi + 2εk

= 2
k∑
i=j

εi (3.18)

e

‖Tk+1‖ ≤ ‖Tk+1 − T1‖+ ‖T1‖ < 2
k∑
i=1

εi + ‖T1‖

(3.18)

≤ 2
∞∑
i=1

εi + ‖T‖

(3.10)

≤ ε+ 1

<
1

3
+ 1 =

4

3
.

Isso mostra (3.6). Vejamos que vale (3.7), ou seja, que

‖Tk+1‖ > ‖Tk‖+ εk‖Tk‖2 − 4ε2k.

De fato, por (3.16), obtemos também

‖Tk+1‖ ≥ ‖Tk+1xk‖ = ‖Tkxk + εky
′
k(Tkxk)Tkxk‖

= ‖Tkxk(1 + εky
′
k(Tkxk))‖

(3.16)

≥ (‖Tk‖ − ε2k)(1 + εky
′
k(Tkxk))

= (‖Tk‖ − ε2k)(1 + εk‖Tkxk‖)
(3.16)

≥ (‖Tk‖ − ε2k)(1 + εk(‖Tk‖ − ε2k))
= (‖Tk‖ − ε2k)(1 + εk‖Tk‖ − ε3k)
= ‖Tk‖+ εk‖Tk‖2 −

(
2‖Tk‖ε3k + ε2k − ε5k

)
para todo k ∈ N. Como

2‖Tk‖ε3k + ε2k − ε5k < 2‖Tk‖ε3k + ε2k

< 2‖Tk‖ε2k + ε2k

≤ 8

3
ε2k + ε2k

< 3ε2k + ε2k = 4ε2k,

obtemos que ‖Tk+1‖ > ‖Tk‖ + εk‖Tk‖2 − 4ε2k, como queríamos. Vejamos que vale (3.8),
isto é, ‖Tk‖ ≥ ‖Tj‖ ≥ ‖T1‖ = 1 para k ≥ j ≥ 1. Faremos novamente indução sobre k. É
claro que ‖T1‖ = 1. Se k = 2 então j = 1. Segue assim de (3.7) que

‖T2‖ ≥ ‖T1‖+ ε1‖T1‖2 − 4ε21 > ‖T1‖ = 1,
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pois

ε1‖T1‖2 − 4ε21 > 0 ⇐⇒ ‖T1‖2 − 4ε1 > 0

⇐⇒ 1− 4ε1 > 0

⇐⇒ 1 > 4ε1.

Suponha agora que se tenha 1 ≤ ‖Tj‖ ≤ ‖Tk‖ com j < k e k ≥ 2. Segue de (3.7) que

‖Tk+1‖ ≥ ‖Tk‖+ εk‖Tk‖2 − 4ε2k ≥ ‖Tj‖+ εk‖Tj‖2 − 4ε2k > ‖Tj‖,

pois sabemos que ‖Tj‖ ≥ 1 e 4
ε

2k+1
< 1, e daí

‖Tj‖2 − 4
ε

2k+1
> 0 ⇐⇒ ‖Tj‖2 − 4εk > 0

⇐⇒ εk‖Tj‖2 − 4ε2k > 0.

Por fim, provaremos que vale (3.9). Primeiramente observe que para cada j < k, obtemos
de (3.6), (3.10), (3.16) e da desigualdade triangular que

‖Tj+1xk‖ ≥ ‖Tkxk‖ − ‖Tkxk − Tj+1xk‖
≥ ‖Tkxk‖ − ‖Tk − Tj+1‖

≥ ‖Tkxk‖ − 2
k−1∑
i=j+1

εi

≥ ‖Tk‖ − ε2k − 2
k−1∑
i=j+1

εi

≥ ‖Tk‖ − ε2k − εk − 2
k−1∑
i=j+1

εi

≥ ‖Tk‖ − εk − εk − 2
k−1∑
i=j+1

εi

= ‖Tk‖ − 2εk − 2
k−1∑
i=j+1

εi

= ‖Tk‖ − 2
k∑

i=j+1

εi

≥ ‖Tk‖ − ε2j
≥ ‖Tj+1‖ − 2ε2j , (3.19)

onde a última desigualdade segue da hipótese de indução. Segue de (3.16) e (3.19) que

εj|y′j(Tjxk)|‖Tj‖+ ‖Tj‖ ≥ ‖Tj+1xk‖
≥ ‖Tj+1‖ − 2ε2j
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≥ ‖Tj‖+ εj‖Tj‖2 − 4ε2j − 2ε2j

= ‖Tj‖+ εj‖Tj‖2 − 6ε2j ,

e portanto

|y′j(Tjxk)| ≥ ‖Tj‖ − 6εj.

Isso completa a demonstração. �

O teorema a seguir garante que se X e Y são espaços de Banach, então o conjunto de
todos os operadores lineares e contínuos T : X −→ Y tais que T ′′ : X ′′ −→ Y ′′ atinge a
norma é denso em L(X, Y ). Sua demonstração pode ser encontrada em [26]. Denotemos
por NA0(X, Y ) = {T ∈ L(X, Y ) : T ′′ atinge norma}.

Teorema 3.1.5. Sejam X e Y espaços de Banach. Então NA0(X, Y ) é denso em
L(X, Y ).

Demonstração. Sejam T ∈ L(X, Y ) com ‖T‖ = 1 e 0 < ε <
1

3
. Considere a sequência

(εk)k como no Lema 3.1.3 e as sequências (xk)k em X, (y′k)k em Y ′ e (Tk)k em L(X, Y )

como no Lema 3.1.4. Note que pelo Lema 3.1.4, a sequência (Tk)k é de Cauchy, e portanto
converge para um T em L(X, Y ). Ademais, temos

‖T − Tk‖ = ‖T1 − Tk‖ ≤ 2
k−1∑
i=1

εi.

Logo, fazendo k −→∞ obtemos

‖T − T‖ < ε.

Vamos mostrar que T ∈ NA0(X, Y ). Para cada j = 2, 3, . . . e k > j temos

‖T − Tj‖ ≤ ‖T − Tk‖+ ‖Tk − Tj‖

≤ ‖T − Tk‖+ 2
k−1∑
i=j

εi,

onde a última desigualdade é devida ao Lema 3.1.4. Fazendo k →∞ e aplicando (3.10),
obtemos

‖T − Tj‖ < ε2j−1. (3.20)

Afirmamos que T ∈ NA0(X, Y ). Com efeito, para j < k,

|y′j(Txk)| ≥ |y′j(Tjxk)| − |y′j(Tjxk)− y′j(Txk)|
≥ |y′j(Tjxk)| − ‖Tjxk − Txk‖
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≥ |y′j(Tjxk)| − ‖Tj − T‖
(3.9)

≥ ‖Tj‖ − 6εj − ‖Tj − T‖
≥ ‖T‖ − ‖Tj − T‖ − ‖Tj − T‖ − 6εj (desigualdade triangular)

= ‖T‖ − 2‖Tj − T‖ − 6εj
(3.20)
> ‖T‖ − 6εj − 2ε2j−1

> ‖T‖ − 6εj − 2εj

= ‖T‖ − 8εj

= ‖T‖ − 8
ε

2j+1

= ‖T‖ − ε

2j−2

> ‖T‖ − 1

j
,

Portanto, segue do Lema 3.1.2 o desejado. �

Corolário 3.1.6. Sejam X e Y espaços de Banach. Se X é reflexivo então NA(X, Y ) é
denso em L(X, Y ).

Demonstração. Mostraremos que NA(X, Y ) = NA0(X, Y ). De fato, suponha que T ∈
NA(X, Y ). Então, existe x ∈ SX tal que ‖T‖ = ‖Tx‖. Seja x′′ = JX(x). Note que

‖T ′′x′′‖ = sup
y′∈BY ′

∣∣T ′′x′′(y′)∣∣
= sup

y′∈BY ′

∣∣x′′(T ′(y′))∣∣
= sup

y′∈BY ′

∣∣JX(x)(T ′(y′))
∣∣

= sup
y′∈BY ′

∣∣T ′(y′)(x)
∣∣

= sup
y′∈BY ′

∣∣y′(T (x))
∣∣

= sup
y′∈BY ′

∣∣JY (Tx)(y′)
∣∣

= ‖JY (Tx)‖
= ‖Tx‖ = ‖T‖ = ‖T ′′‖. (3.21)

Portanto, T ∈ NA0(X, Y ). Reciprocamente, suponha que T ∈ NA0(X, Y ). Então, existe
x′′ em SX′′ tal que ‖T ′′‖ = ‖T ′′x′′‖. Como X é reflexivo, existe x ∈ X tal que JX(x) = x′′.
Visto que JX uma isometria, segue que ‖x‖ = ‖JX(x)‖ = ‖x′′‖ = 1. Para concluir que
T ∈ NA(X, Y ), é suficiente repetir os argumentos fornecidos em (3.21). �

Vejamos um exemplo de um espaço de Banach que não tem a propriedade A de Lin-
denstrauss.
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Proposição 3.1.7. Seja X um espaço de Banach separável cuja norma depende local-
mente de finitas coordenadas. Então X não tem a propriedade A de Lindenstrauss.

Demonstração. Mostraremos a existência de um espaço de Banach Y e de um operador em
L(X, Y ) que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. Ora, como
X é separável, podemos renormalizar X de modo que se torne estritamente convexo (veja
Teorema 1.1.18). Denote por Y o espaço de Banach estritamente convexo renormalizado
deX. Em outras palavras, o operador identidade I : X −→ Y é um isomorfismo. Note que
I não é compacto pois X tem dimensão infinita. Pelo Lema 2.5.7, NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ).
Afirmamos que I não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. De
fato, suponha que exista uma sequência (Tn)n em NA(X, Y ) que convirja para I em
L(X, Y ). Neste caso, teríamos que para cada n ∈ N o operador Tn é compacto, pois
NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ). Logo, pelo Teorema 1.1.22, deveríamos ter I operador compacto,
o que é uma contradição. �

Corolário 3.1.8. Nenhum subespaço de c0 de dimensão infinita satisfaz a propriedade A
de Lindenstrauss.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.2, todo subespaço fechado de c0 depende localmente
de finitas coordenadas. Por outro lado, como c0 é separável, todo subespaço fechado de
dimensão infinita de c0 também é separável. Desse modo, segue da Proposição 3.1.7 que
todo subespaço fechado de c0 não tem a propriedade A de Lindenstrauss. �

Não muito diferente da definição da propriedade A de Lindenstrauss, a propriedade
B de Lindenstrauss estuda as condições inerentes ao contradomínio do operador para
garantir (ou não) a densidade dos operadores que atingem a norma, seja qual for o seu
domínio.

Definição 3.1.9. Dizemos que um espaço de Banach Y tem a propriedade B de Lindens-
traus se para todo espaço de Banach X tem-se NA(X, Y ) denso em L(X, Y ).

O cometário que segue o Lema 2.5.7, nos afirma que se Y é estritamente convexo então
NA(c0, Y ) ⊂ F(c0, Y ). Com isso temos a seguinte proposição.

Proposição 3.1.10. Seja Y um espaço de Banach. Se Y é estritamente convexo e se
existe um operador não compacto de c0 em Y , então Y não tem a propriedade B de
Lindenstrauss.

Demonstração. Seja T ∈ L(c0, Y ) operador não compacto. Suponha, por contradição, que
X tenha a propriedade B de Lindenstrauss. Logo, para todo ε > 0 existe um operador T ∈
NA(c0, Y ) tal que ‖T − T‖ < ε. Em particular, para cada n ∈ N existe Tn ∈ NA(c0, Y )

tal que ‖Tn − T‖ <
1

n
. Assim Tn −→ T quando n −→ ∞. Como NA(c0, Y ) ⊂ F(c0, Y ),

segue que cada Tn tem posto finito. Segue do Teorema 1.1.22 que T é compacto, o que é
uma contradição.

�
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Capítulo 4

Versões das Propriedades A e B de
Lindenstrauss para Operadores
Compactos

Durante as pesquisas realizadas sobre espaços nos quais todo operador linear e contínuo
pode ser aproximado por operadores que atingem a norma, observou-se que com as mesmas
justificativas é possível mostrar que operadores compactos também são aproximados por
operadores compactos que atingem a norma. Então uma questão levantada foi: Existe
operador compacto linear e contínuo entre espaços de Banach que não pode ser aproximado
por operadores que atingem a norma? No artigo [29] Martín apresentou uma resposta
positiva para esta questão. Ele mostrou que existem espaços de Banach e operadores
compactos que não são aproximados por operadores que atingem a norma. Sabendo
disso, Martín introduziu duas propriedades conhecidas como propriedades Ak e Bk, ou
versões das propriedades A e B de Lindenstrauss para operadores compactos.

Neste capítulo discutiremos o exemplo apresentado por Martín em [29]. Ademais, defi-
niremos o conceito de propriedades Ak e Bk, e trataremos das relações entre as propriedade
da aproximação e as propriedades Ak e Bk.

4.1 Operadores compactos que não podem ser aproxi-
mados por operadores que atingem a norma

A seguir apresentaremos o principal teorema desta dissertação, e que também, levou
Martín a introduzir as propriedades Ak e Bk. Tal teorema foi colocado pela primeira vez
como uma pergunta na década de 70 em [7], e foi respondida em 2014 por Miguel Martín
em [29].

Teorema 4.1.1. Existe operador compacto entre espaços de Banach que não pode ser
aproximado por operadores que atingem a norma.
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Demonstração. Seja X um subespaço fechado de c0 que não tem a propriedade da apro-
ximação (Teorema 2.2.3). Pelo Teorema 2.2.10, X ′ também não tem a propriedade
da aproximação. Segue do Teorema 2.2.9 que existem um espaço de Banach (Y, ‖ · ‖),
ε > 0 e um operador compacto T ∈ L(X, Y ) tais que para todo operador de posto finito
T1 ∈ L(X, Y ) tem-se ‖T − T1‖ ≥ ε. Como X ⊂ c0 segue que X é separável, logo pelo
Teorema 1.1.23 temos T (X) separável. Podemos então supor que Y é separável (pode-
mos tomar Y = T (X)). Como Y é separável, segue do Teorema 1.1.18 que Y pode ser
renormalizado de modo que o espaço normado (Y, ‖ · ‖1) seja localmente uniformemente
convexo e as normas ‖ · ‖ e ‖ · ‖1 sejam equivalentes, isto é, existem constantes a e b
positivas tais que, para todo y ∈ Y tem-se a‖y‖ ≤ ‖y‖1 ≤ b‖y‖. Segue do Teorema 2.2.5
que o operador

T : (X, ‖ · ‖X) −→ (Y, ‖ · ‖1)

não pode ser aproximado por operadores de posto finito. Assim, como o espaço de Banach
(Y, ‖ · ‖1) é localmente uniformemente convexo, segue do Exemplo 1.1.13 que (Y, ‖ · ‖1)
é estritamente convexo. Pelo comentário que segue o Lema 2.5.7 tem-se NA(X, Y ) ⊂
F(X, Y ), onde a norma em X é ‖ · ‖X e a norma em Y é ‖ · ‖1. Portanto todo operador
que atinge a norma em X é de posto finito, e como T não pode ser aproximado por
operadores de posto finito, segue que T não pode ser aproximado por operadores que
atingem a norma. Isso mostra o resultado. �

O teorema a seguir é uma consequência da demonstração de Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.2. Para todo subespaço X fechado de c0 tal que X ′ falha a propriedade da
aproximação, existem um espaço de Banach Y e um operador compacto linear T : X −→
Y que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.

Corolário 4.1.3. Existem um espaço de Banach X com base de Schauder, um espaço de
Banach Y e um operador compacto linear T : X −→ Y que não pode ser aproximado por
operadores que atingem a norma.

Demonstração. De fato, segue do Teorema 2.2.35 que existe um subespaço de Banach Y1
de c0 com base de Schauder tal que Y ′1 falha a propriedade da aproximação. Logo, segue
do Teorema 4.1.2 que existe um espaço de Banach Y2 e um operador compacto linear
T : Y1 −→ Y2 que não pode ser aproximado por operadores que atinge a norma. �

O próximo teorema com auxílio do Lema 2.2.12 nos diz que em espaços de Banach
estritamente convexos nos quais falha a propriedade da aproximação, é sempre possível
garantir a existência de um espaço de Banach X e um operador compacto de X em Y

linear contínuo que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
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Teorema 4.1.4. Seja Y um espaço de Banach estritamente convexo que falha a proprie-
dade da aproximação. Então, existem um espaço de Banach X e um operador compacto
de X em Y que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.

Demonstração. Como Y não tem a propriedade da aproximação, segue do Lema 2.2.12
que existem um subespaço fechado X de c0, um operador T ∈ K(X, Y ) e ε > 0 tais que
para todo T ∈ F(X, Y ) tem-se ‖T − T‖ ≥ ε. Como Y é estritamente convexo, segue
do Lema ?? que NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ). Em particular, temos ‖T − T‖ ≥ ε para todo
T ∈ NA(X, Y ). Portanto T não pode ser aproximado por operadores que atingem a
norma. �

Definição 4.1.5. Um espaço de Banach complexo Y é dito complexo estritamente convexo
se para cada y ∈ SY e z ∈ Y com ‖y − θz‖ ≤ 1 e |θ| = 1 tem-se z = 0.

Vejamos alguns resultados envolvendo os espaços de Banach complexos estritamente
convexos.

Lema 4.1.6. Seja X um subespaço fechado de c0 e seja Y um espaço de Banach complexo
estritamente convexo. Então, NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ).

Demonstração. Sejam T ∈ NA(X, Y ), |θ| = 1 com θ ∈ C e x0 = (x0,n)n ∈ SX tais que
‖Tx0‖ = ‖T‖ = 1 . Como x0 ∈ c0 existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 implica

|x0,n| ≤
1

2
. Seja

Z = {z ∈ X : zi = 0 para 1 ≤ i ≤ n0}.

Não é difícil ver que Z é subespaço fechado de X. Note que para todo n > n0 tem-se

en = (0, 0, . . . ,
(n)

1 , 0, . . .) ∈ Z. Como ‖x0‖∞ = 1 tem-se |x0,n| ≤ 1 para todo n ∈ N e, além

disso, |x0,n| ≤
1

2
para todo n > n0. Segue que∥∥∥∥x0 ± 1

2
θen

∥∥∥∥
∞

= sup

{
|x0,1|, . . . , |x0,n−1|,

∣∣∣∣x0,n ± 1

2
θ

∣∣∣∣ , |x0,n+1|, . . .
}
≤ 1.

Logo ∥∥∥∥Tx0 ± 1

2
θTen

∥∥∥∥ ≤ ‖T‖∥∥∥∥x0 ± 1

2
θen

∥∥∥∥ ≤ 1.

Por hipótese Y é complexo estritamente convexo e ‖Tx0‖ = 1. Portanto Ten = 0 para
todo n > n0. Como (en)∞n=1 é base de Schauder para c0, para cada x ∈ X existe uma
sequência de escalares (an)n em K tal que

x =
∞∑
n=1

anen.
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Segue que

Tx =
∞∑
n=1

anTen =

n0∑
n=1

anTen.

Portanto T ∈ F(X, Y ), como queríamos. �

Como o espaço de Banach L1(µ) é complexo estritamente convexo (veja [16]), segue a
seguinte proposição.

Proposição 4.1.7. Sejam µ uma medida e Y um subespaço fechado do espaço complexo
L1(µ) que falha a propriedade da aproximação. Então, existem um espaço de Banach X
e um operador linear compacto de X em Y que não pode ser aproximado por operadores
que atingem a norma.

Demonstração. Pelo Lema 2.2.12, existe um subespaço fechado X de c0 tal que F(X, Y )

não é denso em K(X, Y ). Como pelo Lema 4.1.6 temos NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ), segue que
existem operadores compactos de X em Y que não podem ser aproximados por operadores
que atingem a norma. �

A seguinte proposição que pode ser encontrada em [26, Proposition 5], nos ajudará a
exibir um exemplo de um operador linear e contínuo que não pode ser aproximado por
operadores que atingem a norma. Neste caso faremos X = Y . Lembre que existe um
espaço de Banach estritamente convexo isomorfo a c0.

Proposição 4.1.8. Existe um espaço Banach X tal que NA(X,X) não é denso em
L(X,X).

Demonstração. Seja Y = c0 e considere Z um espaço de Banach estritamente convexo
isomorfo a c0. Faça X = Y × Z com ‖(y, z)‖ = max{‖y‖, ‖z‖} e BX = BY × BZ .
Claramente X é Banach pois Y e Z o são. Vamos mostrar que NA(X,X) não é denso
em L(X,X), mas antes disso precisaremos construir um operador T em L(X,X) que nos
ajudará nesta demonstração. Seja T0 o isomorfismo de Y em Z. Segue da Proposição
1.1.20 que existe uma constante C > 0 tal que

‖T0y‖ ≥ C‖y‖ (4.1)

para todo y ∈ Y . Seja ε1 =
C

2
> 0. Defina

T : X −→ X, T (y, z) = (0, T0y).

A linearidade e continuidade de T seguem de T0. Ademais,

‖T‖ = sup
{
‖T (y, z)‖ : (y, z) ∈ BX

}
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= sup
{
‖(0, T0y)‖ : (y, z) ∈ BX

}
= sup

{
‖T0y‖ : y ∈ BY

}
= ‖T0‖.

Afirmamos queNA(X,X) não é denso em L(X,X). Suponha por absurdo queNA(X,X)

seja denso em L(X,X). Então para todo ε > 0 existe T ∈ NA(X,X) tal que ‖T−T‖ < ε.
Em particular, para ε = ε1 existe T1 ∈ NA(X,X) tal que ‖T1−T‖ < ε1. Vamos chegar ao
absurdo de que ε1 > 2ε1. Seja (y0, z0) ∈ SX = SY × SZ tal que ‖T1‖ = ‖T1(y0, z0)‖. Faça
T (y0, z0) = (u, v). Segue de (4.1) que ‖T0y‖ ≥ C‖y‖ para todo y ∈ Y . Como ε1 =

C

2
> 0,

segue que ‖T0y‖ ≥ 2ε1‖y‖ para todo y ∈ Y . Logo, se y 6= 0 tem-se

‖T‖ = ‖T0‖ ≥
∥∥∥∥T0( y

‖y‖

)∥∥∥∥ ≥ 2ε1.

Pela desigualdade triangular obtemos

‖T‖ ≤ ‖T1 − T‖+ ‖T1‖,

o que implica

‖T1‖ ≥ ‖T‖ − ‖T1 − T‖ > 2ε1 − ε1 = ε1. (4.2)

Por outro lado,

max{‖u‖, ‖v − T0y0‖} = ‖(u, v − T0y0)‖
= ‖(u, v)− (0, T0y0)‖
= ‖T1(y0, z0)− T (y0, z0)‖ (T (y0, z0) = (0, T0y0))

≤ ‖T1 − T‖‖(y0, z0)‖
= ‖T1 − T‖ < ε1.

Logo,

‖u‖ < ε1. (4.3)

Lembre que ‖T1‖ = ‖T1(y0, z0)‖ = ‖(u, v)‖. Como por (4.2) temos ‖T1‖ > ε1 e por (4.3)
temos ‖u‖ < ε1, segue que ‖T1‖ = ‖v‖. Como Y não é estritamente convexo, segue da
Proposição 1.1.2(e) que existe y1 6= 0 em Y tal que

‖y0 ± y1‖ ≤ 1.

Portanto

‖T1(y0, z0)± T1(y1, 0)‖ ≤ ‖T1(y0 ± y1, z0)‖
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≤ ‖T1‖‖(y0 ± y1, z0)‖
= ‖T1‖max{‖y0 ± y1‖, ‖z0‖}
≤ ‖T1‖ = ‖(u, v)‖ = ‖T1(y0, z0)‖,

o que implica ∥∥∥∥∥ T1(y0, z0)

‖T1(y0, z0)‖
± T1(y1, 0)

‖T1(y0, z0)‖

∥∥∥∥∥≤ 1. (4.4)

Faça T1(y1, 0) = (y2, z2). Segue de (4.4) que∥∥∥∥∥ (u, v)

‖(u, v)‖
± (y2, z2)

‖(u, v)‖

∥∥∥∥∥≤ 1.

Lembre que T1(y0, z0) = (u, v) e ‖v‖ = ‖T1‖ = ‖T1(y0, z0)‖ = ‖(u, v)‖ . Assim∥∥∥∥∥ v

‖v‖
± z2
‖v‖

∥∥∥∥∥ =
‖v ± z2‖
‖v‖

=
‖v ± z2‖
‖(u, v)‖

≤ max

{
‖u± y2‖
‖(u, v)‖

,
‖v ± z2‖
‖(u, v)‖

}

= max

{∥∥∥∥∥ u± y2‖(u, v)‖

∥∥∥∥∥,
∥∥∥∥∥ v ± z2
‖(u, v)‖

∥∥∥∥∥
}

=

∥∥∥∥∥
(
u± y2
‖(u, v)‖

,
v ± z2
‖(u, v)‖

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ (u, v)

‖(u, v)‖
± (y2, z2)

‖(u, v)‖

∥∥∥∥∥≤ 1.

Como Z é estritamente convexo, segue da Proposição 1.1.2(e) que z2 = 0. Logo T1(y1, 0) =

(y2, 0). Assim

ε1 = ε1‖y1‖ > ‖T − T1‖‖(y1, 0)‖
≥ ‖T (y1, 0)− T1(y1, 0)‖
= ‖(0, T0)− (y2, 0)‖
= ‖(y2, T0y1)‖
≥ ‖T0y1‖
≥ 2ε1‖y1‖ = 2ε1.

Logo temos um absurdo. Portanto NA(X,X) não é denso em L(X,X). �
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Apresentaremos a seguir uma versão da Proposição 4.1.8 para operadores compactos.
Para isso, façamos a seguinte proposição.

Proposição 4.1.9. Sejam X e Y espaços de Banach, T0 ∈ K(X, Y ) com ‖T0‖ = 1 fixo

e 0 < ε <
1

2
. Seja Z = X × Y . Considere em Z a norma ‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖} para

(x, y) ∈ Z e defina

S0 : Z −→ Z, S0(x, y) = (0, T0(x))

para todo z = (x, y) ∈ Z, com S0 ∈ K(Z,Z). Se existir um operador S ∈ NA(Z,Z)

tal que ‖S − S0‖ < ε, então existe um operador T ∈ NA(X, Y ) tal que ‖T0 − T‖ < ε e
‖S0‖ = ‖T0‖ = 1.

Demonstração. Primeiramente vejamos que ‖S0‖ = ‖T0‖ = 1. De fato,

‖S0‖ = sup{‖S0(z)‖ : z ∈ BZ}
= sup{‖(0, T0(x))‖ : (x, y) ∈ BX ×BY }
= sup{‖T0(x)‖ : x ∈ BX} = ‖T0‖ = 1.

Vamos mostrar que existe T ∈ NA(X, Y ) tal que ‖T0 − T‖ < ε com 0 < ε <
1

2
. Seja

(x0, y0) ∈ SZ tal que ‖S(x0, y0)‖ = ‖S‖. Para construir o operador T usaremos os
seguintes operadores

P1 : Z −→ X, P1(x, y) = x,

e

P2 : Z −→ Y, P2(x, y) = y.

A linearidade e continuidade de P1 e P2 são claras. Note que

‖P1 ◦ S‖ = ‖P1 ◦ S − P1 ◦ S0‖ ≤ ‖P1‖‖S − S0‖ < ε <
1

2
.

Ademais,

‖S0‖ ≤ ‖S0 − S‖+ ‖S‖,

o que implica

‖S‖ ≥ ‖S0‖ − ‖S0 − S‖
= 1− ‖S0 − S‖

> 1− 1

2
=

1

2
. (4.5)

Faça S(x0, y0) = (x1, y1) para algum (x1, y1) ∈ Z. Note que

‖x1‖ = ‖(P1 ◦ S)(x0, y0)‖ ≤ ‖P1 ◦ S‖ <
1

2
. (4.6)
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Como
‖S‖ = ‖S(x0, y0)‖ = ‖(x1, y1)‖ = max{‖x1‖, ‖y1‖},

segue de (4.5) e (4.6) que ‖x1‖ <
1

2
< ‖S‖, o que implica ‖S‖ = ‖y1‖. Logo,

‖y1‖ = ‖P2(x1, y1)‖ = ‖(P2 ◦ S)(x0, y0)‖ ≤ ‖P2 ◦ S‖ ≤ ‖S‖ = ‖y1‖,

o que implica

‖(P2 ◦ S)(x0, y0)‖ = ‖P2 ◦ S‖. (4.7)

Seja x0 ∈ SX . Segue do Teorema de Hanh-Banach que existe x′0 ∈ SX′ com x′0(x0) = 1.
Defina T ∈ L(X, Y ) por

T : X −→ Y, T (x) = (P2 ◦ S)(x, x′0(x)y0).

É fácil ver que T é linear e contínuo. Ademais, para cada x ∈ X tem-se

‖T (x)‖ = ‖(P2 ◦ S)(x, x′0(x)y0)‖
≤ ‖P2 ◦ S‖‖(x, x′0(x)y0)‖
≤ ‖P2 ◦ S‖‖x‖,

e portanto ‖T‖ ≤ ‖P2 ◦ S‖. Por outro lado,

‖T (x0)‖ = ‖(P2 ◦ S)(x0, x
′
0(x0)y0)‖

= ‖(P2 ◦ S)(x0, y0)‖
(4.7)
= ‖P2 ◦ S‖
≥ ‖T‖.

Isto mostra que ‖T‖ = ‖T (x0)‖. Ademais, para cada x ∈ BX tem-se

‖T0(x)− T (x)‖ = ‖(P2 ◦ S0)(x, x
′
0(x)y0)− (P2 ◦ S)(x, x′0(x)y0)‖

≤ ‖P2 ◦ S0 − P2 ◦ S‖
≤ ‖P2‖‖S0 − S‖
= ‖S0 − S‖ < ε.

Logo, ‖T0 − T‖ < ε. Assim o resultado está demonstrado. �

Como consequência da Proposição 4.1.9 obtemos a seguinte versão da Proposição 4.1.8
para operadores compactos.

Corolário 4.1.10. Existem um espaço de Banach Z e um operador compacto de Z em
Z que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
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Demonstração. Pelo Teorema 4.1.1, existem X, Y espaços de Banach e T0 : X −→ Y

operador compacto que não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
Seja Z = X × Y com a norma ‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖}. O operador T0 não pode ser
aproximado por operadores que atingem a norma. Logo, aplicando a contra-positiva da
Proposição 4.1.9 teremos que o operador compacto

S0 : Z −→ Z, S0(x, y) = (0, T0x) (4.8)

não pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. �

Proposição 4.1.11. Sejam X, Y espaços de Banach e Z = X × Y , com a norma
‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖}. Se NA(Z,Z)∩K(Z,Z) é denso em K(Z,Z) então NA(X, Y )∩
K(X, Y ) é denso em K(X, Y ).

Demonstração. SeNA(X, Y )∩K(X, Y ) não é denso K(X, Y ), então pela Proposição 4.1.9
temos que NA(Z,Z) não seria denso em K(Z,Z). Logo NA(Z,Z)∩K(Z,Z) é denso em
K(Z,Z), o que é claramente uma contradição, pois NA(Z,Z) ∩ K(Z,Z) é denso em
K(Z,Z). Portanto devemos ter NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) denso em K(X, Y ). �

4.2 Propriedade Ak

Sabemos que existem operadores compactos entre espaços de Banach que não pode ser
aproximado por operadores que atingem a norma (veja Teorema 4.1.1). Com isso, apre-
sentamos a seguinte definição.

Definição 4.2.1. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade Ak se para
todo espaço de Banach Y tem-se NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) denso em K(X, Y ).

A seção anterior justifica o sentido de definir a propriedade Ak. Ademais, algumas
questões que se encontram em aberto relacionadas à propriedade Ak são: A propriedade
A de Lindenstrauss implica a propriedade Ak? Qual a relação entre a propriedade Ak e a
propriedade da aproximação? Nesta seção investigaremos a propriedade Ak.

Exemplo 4.2.2. Espaços reflexivos têm a propriedade Ak, pois em espaços reflexivos todo
operador compacto atinge a norma. De fato, sejamX, Y espaços de Banach e T : X −→ Y

um operador compacto linear e contínuo. Suponha que X seja reflexivo. Como ‖T‖ =

sup
x∈BX

‖Tx‖, existe uma sequência (xn)n ⊂ BX tal que lim
n
‖Txn‖ = ‖T‖. Por hipótese,

X é reflexivo, logo a bola BX é compacta na topologia fraca (veja [4, Teorema 6.4.5]).
Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (veja [4, Teorema 6.7.3]) existe uma subsequência
(xnj)j de (xn)n que converge fracamente para algum y ∈ BX , isto é, xnj

w // y . Como
T é compacto tem-se Txnj −→ Ty na topologia da norma (veja [4, Proposição 7.2.8]).
Portanto, obtemos ‖Ty‖ = lim

j
‖Txnj‖ = ‖T‖. Isso mostra que T atinge a norma.
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Ainda não se sabe se a propriedade A de Lindenstrauss implica a propriedade Ak, o
que se sabe é que todos os espaços conhecidos que têm a propriedade A também têm a
propriedade Ak. A seguinte proposição pode ser encontrada em [30].

Proposição 4.2.3. Seja X um espaço de Banach. Suponha que exista um rede (Pα)α de
projeções contrativas (i.e, ‖Pα‖ = 1 para todo α) de posto finito em X tal que para todo
x′ ∈ X ′, P ′α(x′) −→ x′ em norma. Então X tem a propriedade Ak.

Demonstração. Sejam Y espaço de Banach, T : X −→ Y um operador compacto e ε > 0.
Note que para cada α temos que Pα é compacto, pois tem posto finito. Logo o operador
linear e contínuo T ◦Pα : X −→ Y é compacto. Nosso objetivo é mostrar que T ◦Pα atinge
a norma para cada α e que ‖T ◦ Pα − T‖

α−→ 0. Para isso, primeiramente mostraremos
que

T (Pα (BX)) = T
(
BPα(X)

)
. (4.9)

De fato, se y ∈ T ◦ Pα (BX) então existe x ∈ BX tal que T ◦ Pα(x) = y. Como ‖Pα‖ = 1

para cada α tem-se

‖Pα(x)‖ ≤ ‖Pα‖|x‖ ≤ 1,

o que implica Pα(x) ∈ BPα(X). Como T ◦ Pα(x) = y, segue que y ∈ T
(
BPα(X)

)
. Mostra-

remos a inclusão inversa. Primeiramente note que BPα(X) ⊂ BX . Seja y ∈ T
(
BPα(X)

)
.

Logo, existe x ∈ BPα(X) tal que T (x) = y. Como x ∈ Pα(X) para cada α, existe z ∈ X
tal que Pα(z) = x. Note que

Pα(x) = Pα(Pα(z)) = Pα(z) = x.

Portanto

y = T (x) = T (Pα(x)) ∈ T (Pα (BX)) .

Isso mostra (4.9). Como para cada α temos que Pα tem posto finito, então BPα(X) é
compacto, e como T é contínuo segue que o conjunto T

(
BPα(X)

)
é compacto. De (4.9)

obtemos que o conjunto T ◦ Pα (BX) é compacto. Vamos mostrar que T ◦ Pα atinge a
norma para cada α. Considere a aplicação

Tα : T (Pα (BX)) −→ R, Tα(z) = ‖z‖,

para cada z ∈ T (Pα (BX)). Claramente Tα é contínua para cada α. Como T (Pα (BX)) é
compacto para cada α existe zα ∈ T (Pα (BX)) tal que

Tα(zα) = sup
{
Tα(z) : z ∈ T (Pα (BX))

}
. (4.10)
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Por outro lado, para cada z ∈ T (Pα (BX)) existe x ∈ BX tal que T (Pα(x)) = z. Em
particular, para cada α existe xα ∈ BX tal que T (Pα(xα)) = zα. Logo,

‖T ◦ Pα(xα)‖ = ‖zα‖ = Tα(zα)
(4.10)
= sup

{
Tα(z) : z ∈ T (Pα (BX))

}
= sup{‖T ◦ Pα(x)‖ : x ∈ BX}
= ‖T ◦ Pα‖.

Isto mostra que T ◦ Pα atinge a norma para cada α. Resta mostrar que à rede (T ◦ Pα)α

converge para T em L(X, Y ). De fato, como T é compacto, segue que T ′ é compacto, ou
seja, o conjunto T ′ (BY ′) é compacto. Logo existem x′1, . . . , x

′
n em T ′ (BY ′) tais que

T ′ (BY ′) ⊂
n⋃
i=1

B
(
x′i,

ε

3

)
.

Por hipótese P ′α(x′) −→ x′ em norma para cada x′ ∈ X ′. Logo existem α1, . . . , αn tais
que para todo α ≥ αi implica

‖Pα(x′i)− x′i‖ <
ε

3

para cada 1 ≤ i ≤ n. Seja α0 ≥ αi para cada 1 ≤ i ≤ n, assim para todo α ≥ α0 temos

‖Pα(x′i)− x′i‖ <
ε

3
.

Note que para cada y′ ∈ BY ′ existe x′i ∈ X ′ com 1 ≤ i ≤ n tal que

‖T ′(y′)− x′i‖ <
ε

3
.

Portanto, para cada y′ ∈ BY ′ e α ≥ α0,

‖P ′α(T ′(y′))− T ′(y′)‖ ≤ ‖P ′α(T ′(y′))− P ′α(x′i)‖+ ‖P ′α(x′i)− x′i‖+ ‖x′i − T ′(y′)‖
≤ ‖P ′α‖‖T ′(y′)− x′i‖+ ‖P ′α(x′i)− x′i‖+ ‖x′i − T ′(y′)‖
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Logo

‖P ′α ◦ T ′ − T ′‖ ≤ ε para todo α ≥ α0,

o que implica

‖T ◦ Pα − T‖ ≤ ε para todo α ≥ α0.

Isso mostra que à rede (T ◦ Pα)α converge para T em L(X, Y ), como desejado. Portanto
X tem a propriedade Ak. �
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Lema 4.2.4. Sejam X um espaço de Banach e R : X ′ −→ X ′ um operador linear e w∗-
w∗-contínuo. Então existe um operador linear e contínuo T : X −→ X tal que T ′ = R. Se
além disso R for uma projeção, então T é uma projeção e, se R tiver posto finito, então
T tem posto finito.

Demonstração. Sejam

R′ : X ′′ −→ X ′′, R′(x′′)(x′) = x′′(R(x′)),

U : X −→ JX(X), U(x) = JX(x)(x′) = x′(x)

e

U−1 : JX(X) −→ X.

Tem-se que R′(JX(X)) ⊂ JX(X), isto segue como aplicação das proposições em [4, Pro-
posição 6.3.2(e), Proposição 6.3.6]. Defina

T = U−1 ◦R′ ◦ U : X −→ X.

É claro que T é linear e contínuo. Vamos mostrar que T ′ = R. De fato,

T ′(x′)(x) = (U−1 ◦R′ ◦ U)′(x′)(x)

= U ′ ◦R′′ ◦ (U−1)′(x′)(x)

= R′′ ◦ (U−1)′(x′) ◦ U(x)

= (U−1)′(x′) ◦R′ ◦ U(x)

= x′
(
U−1 ◦R′ ◦ U(x)

)
= U

(
U−1 ◦R′ ◦ U(x)

)
(x′)

= R′ ◦ U(x)(x′)

= U(x)(R(x′))

= R(x′)(x).

Se R é uma projeção, então

T ◦ T = (U−1 ◦R′ ◦ U) ◦ (U−1 ◦R′ ◦ U)

= U−1 ◦R′ ◦ U ◦ U−1 ◦R′ ◦ U
= U−1 ◦R′ ◦R′ ◦ U
= U−1 ◦R′ ◦ U = T

Prosseguindo, se R tem posto finito, então pelo Lema 2.2.7 existem k ∈ N, x′′1, . . . , x′′k ∈ X ′′

e x′1, . . . , x′k ∈ X ′ tais que R(x′) =
k∑
j=1

x′′j (x
′)x′j para todo x′ ∈ X ′. Veja que para todos
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x′′ ∈ X ′′ e x′ ∈ X ′ tem-se

R′(x′′)(x′) = x′′(R(x′)) = x′′

(
k∑
j=1

x′′j (x
′)x′j

)
=

k∑
j=1

x′′j (x
′)x′′(x′j) =

k∑
j=1

x′′(x′j)x
′′
j (x
′).

Isso mostra que

R′(x′′) =
k∑
j=1

x′′(x′j)x
′′
j ,

para cada x′′ ∈ X ′′. Logo, pelo Lema 2.2.7 tem-se que R′ têm posto finito. Como T =

U−1 ◦R′ ◦U , concluímos que T é de posto finito. Portanto o lema está demonstrado. �

Corolário 4.2.5. Seja X um espaço de Banach tal que X ′ é isomorfo isometricamente
a `1. Então X tem a propriedade Ak.

Demonstração. Seja T : X ′ −→ `1 um isomorfismo isométrico, e seja (en)n a base de
Schauder usual de `1. Não é difícil ver que a sequência (x′n)n é uma base de Schauder de
X ′, onde x′n = T−1(en) para cada n ∈ N. Segue que para cada x′ ∈ X ′ existe uma única
sequência de escalares (an)n tais que

x′ =
∞∑
n=1

anx
′
n.

Sob essas condições, na demonstração em [10, Corollary 4.1] é construída uma sequência
de projeções (Pn)n contrativas de posto finito e w∗-w∗-contínua em X ′ que converge forte
para a identidade em X ′, isto é, Pnx′ −→ x′ em norma para cada x′ ∈ X ′. Pelo Lema
4.2.4, para cada n ∈ N existe P̃n : X −→ X tal que P̃n

′
= Pn e cada P̃n é uma projeção

em X de posto finito. Com isso, note que existe em X uma sequência de projeções (P̃n)n

de posto finito contrativas, com P̃n
′
(x′) −→ x′ em norma para todo x′ ∈ X ′ onde Pn = P̃n

′

para cada n ∈ N. Portanto, pela Proposição 4.2.3 tem-se queX tem a propriedade Ak. �

Corolário 4.2.6. Todo espaço de Banach com base de Schauder contrátil monótona tem
a propriedade Ak.

Demonstração. Sejam X um espaço de Banach e (xn)n uma base de Schauder monótona
contrátil de X. Desse modo, cada x ∈ X tem uma única representação

x =
∞∑
n=1

anxn

com an ∈ K para todo n ∈ N. A sequência (x′n)n de funcionais coeficientes dadas por

x′n : X −→ K, x′n

(
∞∑
j=1

ajxj

)
= an,
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é uma base de Shauder para X ′, ou seja, cada x′ ∈ X ′ tem uma única representação

x′ =
∞∑
n=1

bnx
′
n

com bn ∈ K para todo n ∈ N. Ademais, a sequência (Pn)n de projeções dadas por

Pn : X −→ X, Pn

(
∞∑
j=1

ajxj

)
=

n∑
j=1

ajxj,

é tal que ‖Pn‖ = 1 para cada n ∈ N, pois (xn)n é uma base monótona. Note que por
hipótese a sequência (Pn)n é contrativa (dizer que a base de Schauder é monótona é o
mesmo que dizer que a norma das projeções canônicas é 1) e tem posto finito. Vamos
mostrar que P ′nx′ −→ x′ em norma para cada x′ ∈ X ′. Note que para cada n ∈ N tem-se

P ′n : X ′ −→ X ′, P ′n(x′)(x) = x′(Pn(x)).

Segue que

P ′n(x′)(x) = x′(Pn(x))

= x′

(
n∑
j=1

ajxj

)

=
n∑
j=1

ajx
′(xj)

=
n∑
j=1

ajbj

=
n∑
j=1

x′j

(
∞∑
j=1

ajxj

)
bj

=
n∑
j=1

bjx
′
j(x),

ou seja,

P ′n(x′) =
n∑
j=1

bjx
′
j

para todos x′ ∈ X ′ e n ∈ N. Portanto, para cada x′ ∈ X ′ tem-se

‖x′ − P ′n(x′)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

bjx
′
j −

n∑
j=1

bjx
′
j

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

bjx
′
j

∥∥∥∥∥n→∞−→ 0.

Logo segue da Proposição 4.2.3 que X tem a propriedade Ak. �
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Corolário 4.2.7. Seja X um espaço de Banach com base de Schauder monótona incon-
dicional que não contém `1. Então X tem a propriedade Ak.

Demonstração. Seja (xn)n a base de Schauder monótona incondicional de X. Como X
não contém `1, segue do Teorema 2.1.13 que (xn)n é contrátil. Portanto, pelo Corolário
4.2.6, X tem a propriedade Ak. �

Teorema 4.2.8. Toda sequência básica em um espaço M-mergulho com constante de base
< 2 é contrátil.

Demonstração. Veja [15, Corollary 3.10, p.134]. �

Corolário 4.2.9. Todo espaço M-mergulho com base de Schauder monótona tem a pro-
priedade Ak.

Demonstração. SejamX um espaçoM -mergulho e (xn)n uma base de Schauder monótona
de X. Como para todo n ∈ N a sequência de projeções (Pn)n tem norma 1, segue que a
constante de base é 1. Em particular, (xn)n é uma sequência básica de X e tem constante
de base < 2. Segue do Teorema 4.2.8 que (xn)n é contrátil e portanto, pelo Corolário
4.2.6, X tem a propriedade Ak. �

Proposição 4.2.10. Seja X um espaço de Banach separável cuja norma depende local-
mente de finitas coordenadas e que o dual não tem a propriedade da aproximação. Então
X não tem a propriedade Ak.

Demonstração. Como X ′ falha a propriedade da aproximação, segue do Teorema 2.2.9
que existem ε > 0, um espaço de Banach Y e um operador compacto T ∈ L(X, Y ) tal
que para todo T1 ∈ F(X, Y ) tem-se ‖T1 − T‖ ≥ ε. Usando os mesmos argumentos da
demonstração do Teorema 4.1.1 podemos supor que Y é estritamente convexo. Assim,
segue do Lema 2.5.7 que NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ). Logo T não pode ser aproximado por
operadores que atingem a norma. Em particular, para todo T1 ∈ NA(X, Y ) ∩ K(X, Y )

tem-se ‖T1 − T‖ ≥ ε. Portanto X não tem a propriedade Ak. �

Exemplo 4.2.11. Pelo Teorema 2.2.35, existe um espaço de Banach Y1 isomorfo a um
subespaço X do espaço de Banach real c0, com base de Schauder, mas que o dual não tem
a propriedade da aproximação. Seja T : Y1 −→ X o isomorfismo de Y1 a X. Logo, pelo
Teorema de Schauder tem-se que T ′ : X ′ −→ Y ′1 é um isomorfismo. Como Y ′1 não tem
a propriedade da aproximação, segue do Teorema 2.2.4 que X ′ não tem a propriedade
da aproximação. Ademais, pela Proposição 2.5.2, a norma em X depende localmente de
finitas coordenadas. Portanto, segue da Proposição 4.2.10 que X não tem a propriedade
Ak.

Teorema 4.2.12. Seja X um espaço de Banach separável. Então são equivalentes:
(a) X é isomorfo a um espaço poliedral.
(b) X admite uma norma equivalente que depende localmente de finitas coordenadas.
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Demonstração. Veja [9, Theorem 1]. �

Corolário 4.2.13. Seja X um espaço de Banach separável real poliedral tal que X ′ não
tem a propriedade da aproximação. Então X admite uma norma equivalente que falha a
propriedade Ak.

Demonstração. Segue do Teorema 4.2.12 que X admite uma norma equivalente que de-
pende localmente de infinitas coordenadas. Como X ′ falha a propriedade da aproximação,
segue da Proposição 4.2.10 que X não tem a propriedade Ak. �

Sabemos que espaços de Banach que têm a propriedade α têm a propriedade A de
Lindenstrauss. Com uma demonstração adaptada, o seguinte resultado que pode ser
encontrado em [30], nos diz que espaço com a propriedade α tem a propriedade Ak.

Proposição 4.2.14. A propriedade α implica a propriedade Ak.

Demonstração. Sejam Y espaço de Banach, T ∈ K(X, Y ) com T 6= 0 e ε > 0. Suponha
que X tenha a propriedade α, isto é, existem dois conjuntos {xi : i ∈ I} ⊂ SX , {x′i : i ∈
I} ⊂ SX′ e uma constante 0 ≤ ρ < 1 satisfazendo as seguintes condições:
(a) x′i(xi) = 1 para todo i ∈ I.
(b) |x′i(xj)| ≤ ρ < 1 se i, j ∈ I e i 6= j.
(c) BX = conv{xi : i ∈ I}.
Mostraremos que existe S ∈ K(X, Y ) ∩ NA(X, Y ) tal que ‖S − T‖ ≤ ε. De fato, como
T 6= 0 tem-se ‖T‖ > 0. Segue do Lema 2.3.2 que existe i ∈ I tal que

‖Txi‖ >
‖T‖

(
1 +

ερ

‖T‖

)
1 +

ε

‖T‖
.

Defina

S : X −→ Y, Sx = Tx+
ε

‖T‖
x′i(x)Txi.

Veja que S está bem definido e é linear. Ademais, S é um operador compacto, pois é
soma de um operador compacto e um funcional linear contínuo que também é compacto.
Mostraremos que S atinge a norma em xi. De fato, para todo j 6= i tem-se

‖Sxj‖ =
∥∥∥Txj +

ε

‖T‖
x′i(xj)Txi

∥∥∥
≤ ‖T‖+

ερ

‖T‖
‖T‖

= ‖T‖+ ερ.

Por outro lado,

‖Sxi‖ =
∥∥∥Txi +

ε

‖T‖
x′i(xi)Txi

∥∥∥
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=
∥∥∥Txi +

ε

‖T‖
Txi

∥∥∥
=

∥∥∥Txi(1 +
ε

‖T‖

)∥∥∥
= ‖Txi‖

(
1 +

ε

‖T‖

)

>

‖T‖
(

1 +
ερ

‖T‖

)(
1 +

ε

‖T‖

)
(

1 +
ε

‖T‖

)
= ‖T‖

(
1 +

ερ

‖T‖

)
= ‖T‖+ ερ ≥ ‖Sxj‖.

Concluímos que para todo j 6= i tem-se ‖Sxi‖ > ‖Sxj‖. Sabemos que ‖Sxi‖ ≤ ‖S‖.
Afirmamos que ‖S‖ = ‖Sxi‖. De fato, se ‖S‖ > ‖Sxi‖ então existe x ∈ BX tal que
‖Sx‖ > ‖Sxi‖. Como BX = conv{xi : i ∈ I}, existe uma sequência (zn)n ⊂ conv{xi : i ∈
I} tal que zn −→ x. A continuidade de S nos fornece que ‖Szn‖ −→ ‖Sx‖. Logo existe
n0 ∈ N tal que ‖Szn0‖ > ‖Sxi‖. Como zn0 ∈ conv{xi : i ∈ I} existem λ1, . . . , λk ≥ 0,

com
k∑
j=1

λj = 1 e x1, . . . , xk ∈ {xi : i ∈ I} para algum k ∈ N tais que

zn0 =
k∑
j=1

λjxj.

Se ‖Sxj‖ ≤ ‖Sxi‖ para todo 1 ≤ j ≤ k então

‖Szn0‖ =

∥∥∥∥∥S
(

k∑
=1

λjxj

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λjS(xj)

∥∥∥∥∥
≤

k∑
j=1

λj‖Sxj‖

≤
k∑
j=1

λj‖Sxi‖

= ‖Sxi‖
k∑
j=1

λj = ‖Sxi‖,

e isso é uma contradição pois ‖Szn0‖ > ‖Sxi‖. Portanto deve existir j ∈ I, com j 6= i, tal
que ‖Sxj‖ > ‖Sxi‖, e isso é uma outra contradição pois ‖Sxi‖ ≥ ‖Sxj‖ sempre que i 6= j.
Assim devemos ter ‖S‖ = ‖Sxi‖, como desejado. Ademais, para cada x ∈ X tem-se

‖Sx− Tx‖ =
∥∥∥ ε

‖T‖
x′i(x)Txi

∥∥∥
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≤ ε

‖T‖
‖T‖‖x‖

= ε‖x‖.

Daí, ‖S − T‖ ≤ ε, e portanto X tem a propriedade Ak. �

Definiremos a seguir o que chamaremos de `1-soma para podermos apresentar uma ca-
racterização nesses espaços em relação a propriedade Ak. Sejam I um conjunto arbitrário
e {Xi : i ∈ I} uma família de espaços de Banach. Chamaremos de `1-soma desses espaços
de Banach o conjunto(∑

i∈I

⊕Xi

)
`1

=

{
(xi)i :

∑
i∈I

‖xi‖ <∞ e xi ∈ Xi

}
,

onde a soma é definida por

∑
i∈I

‖xi‖ = sup

{∑
i∈J

‖xi‖ : J ⊂ I é finito

}
.

Afirmamos que o conjunto

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

é um espaço vetorial. Ademais, não é difícil

verificar que a função

‖ · ‖ :

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

−→ R, ‖(xi)i‖ =
∑
i∈I

‖xi‖,

é uma norma e o espaço normado

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

, ‖ · ‖

 é um espaço de Banach. Apesar

das demonstrações não serem triviais, optamos, com o intuito de evitar tecnicalidades,
não exibir demonstrações para essas afirmações. Para um estudo mais detalhado sobre
esse espaço recomendamos [1] e [8].

Seja x = (xi)i ∈

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

. Definiremos o suporte de x que denotaremos por

supp(x), como sendo supp(x) = {i ∈ I : xi 6= 0}. Uma observação importante a se
fazer, é que supp(x) é enumerável. De fato, considere para cada n ∈ N o conjunto

In = {i ∈ I : ‖xi‖ >
1

n
}. Como

∑
i∈I

‖xi‖ < ∞ afirmamos que o conjunto In é finito

para cada n ∈ N. De fato, se existissem infinitos i tais que ‖xi‖ >
1

n
, então para N ∈ N

teríamos

∑
i∈I

‖xi‖ ≥
N∑
k=1

‖xik‖ >
N∑
k=1

1

n
=
N

n
−→∞ quando N −→∞,
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o que é uma contradição, pois
∑
i∈I

‖xi‖ <∞. Ademais, não é difícil verificar que supp(x) =⋃
n∈N

In, o que implica que supp(x) é enumerável. Sejam i, j ∈ I e δij o delta de Kronecker

e x = (xi)i∈I . Considere as aplicações

Ii : Xi −→ X, Iix = (δijx)j∈J e Pi : X −→ Xi, Pix = xi.

Claramente as aplicações Ii e Pi são lineares e contínuas para cada i ∈ I. Assim

Ii ◦ Pi : X −→ X, (Ii ◦ Pi)(x) = (δijxi)j∈I ,

é uma aplicação linear e contínua para cada i ∈ I. Não é difícil ver que, dado x = (xi)i∈I ∈(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

temos

supp(x) = {i ∈ I : xi 6= 0} = {i ∈ I : (Ii ◦ Pi)(x) 6= 0} . (4.11)

Logo o conjunto {i ∈ I : (Ii ◦ Pi)(x) 6= 0} é enumerável. Assim, podemos considerar uma
enumeração i1, i2, . . . para (4.11). Vejamos que

x =
∞∑
n=1

(Iin ◦ Pin)(x) =
∑
i∈I

(Ii ◦ Pi)(x). (4.12)

De fato, seja N ∈ N e J = {i1, . . . , iN}. Segue que∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

(Iin ◦ Pin)(x)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥(xi)i∈I −
N∑
n=1

(Iin ◦ Pin)(x)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(xi)i∈I −
N∑
n=1

(δinixin)i∈I

∥∥∥∥∥
=

∥∥(yi)i∈I
∥∥ , (4.13)

onde

yi =

{
xi, se i ∈ I − J
0, se i 6∈ I − J

.

Assim ∥∥(yi)i∈I−J
∥∥ =

∑
i∈I−J

‖yi‖ =
∑
i∈I−J

‖xi‖ =
∞∑

n=N+1

‖xik‖. (4.14)

De (4.13) e (4.14) obtemos∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

(Iin ◦ Pin)(x)

∥∥∥∥∥ =
∞∑

k=N+1

‖xik‖
N→∞−→ 0.

Logo, temos (4.12). A seguir demonstraremos alguns lemas que serão importantes para
apresentarmos um resultado sobre propriedade Ak no espaço `1-soma da família de espaços
de Banach {Xi : i ∈ I}.
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Lema 4.2.15. Sejam Z um espaço de Banach, X =

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

e Ii : Xi −→ X dado

por Iix = (δijx)j∈I para cada x ∈ Xi, onde δij é o delta de Kronecker. Se T ∈ L(X,Z),
então ‖T‖ = sup

i∈I
‖T ◦ Ii‖.

Demonstração. De fato, seja x = (xi)i ∈ X. Considere a aplicação

Pi : X −→ Xi, Pix = xi.

Note que x =
∑
i∈I

(Ii ◦ Pi)(x) e x = (Pix)i. Logo,

‖Tx‖ =

∥∥∥∥∥T
(∑

i∈I

(Ii ◦ Pi)x

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∑
i∈I

(T ◦ Ii ◦ Pi)(x)

∥∥∥∥∥
≤

∑
i∈I

‖(T ◦ Ii ◦ Pi)(x)‖

≤
∑
i∈I

‖T ◦ Ii‖‖Pix‖

≤ sup
i∈I
‖T ◦ Ii‖

∑
i∈I

‖Pix‖

= sup
i∈I
‖T ◦ Ii‖‖x‖.

Isso mostra que ‖T‖ ≤ sup
i∈I
‖T ◦Ii‖. Por outro lado, para cada i ∈ I tem-se que ‖T ◦Ii‖ ≤

‖T‖. Portanto, sup
i∈I
‖T ◦ Ii‖ ≤ ‖T‖ e o lema está demonstrado. �

Lema 4.2.16. Sejam X, Y espaços de Banach, T, T̃ ∈ L(X, Y ) com ‖T‖ = 1, T̃ 6= 0 e
ε > 0. Se ‖T̃ −T‖ < ε

2 + ε
, então existe T̃0 ∈ L(X, Y ) com ‖T̃0‖ = 1 tal que ‖T̃0−T‖ < ε.

Demonstração. De fato, defina T̃0 =
T̃

‖T̃‖
. Note que

‖T̃‖ ≥ ‖T‖ − ‖T̃ − T‖ > 1− ε

2 + ε
=

2

2 + ε
,

e

ε

2 + ε
> ‖T − T̃‖ ≥

∣∣‖T‖ − ‖T̃‖∣∣= ∣∣1− ‖T̃‖∣∣.
Segue que

‖T̃0 − T‖ =

∥∥∥∥∥ T̃

‖T̃‖
− T

∥∥∥∥∥
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≤

∥∥∥∥∥ T̃

‖T̃‖
− T

‖T̃‖

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥ T

‖T̃‖
− T

∥∥∥∥∥
=
‖T̃ − T‖
‖T̃‖

+

∣∣∣∣∣ 1

‖T̃‖
− 1

∣∣∣∣∣‖T‖
=
‖T̃ − T‖
‖T̃‖

+

∣∣1− ‖T̃‖∣∣
‖T̃‖

‖T‖

<
ε

2 + ε

2 + ε

2
+

ε

2 + ε

2 + ε

2

=
ε

2
+
ε

2
= ε,

como queríamos demonstrar. �

Lema 4.2.17. Sejam X, Z espaços de Banach arbitrários, T ∈ L(X,Z) e 0 < ε < 1 tais

que 1 ≥ ‖T‖ > 1− ε

2
. Se existe S ∈ L(X,Z), S 6= 0, tal que ‖S − T‖ < (2− ε)ε

8
, então

o operador S̃ =
S

‖S‖
satisfaz ‖S̃ − T‖ < ε.

Demonstração. De fato,

‖S̃ − T‖ =

∥∥∥∥∥ S

‖S‖
− T

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥ S

‖S‖
− S

‖T‖

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥ S

‖T‖
− T

‖T‖

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥ T

‖T‖
− T

∥∥∥∥∥
≤

∣∣∣∣∣ 1

‖S‖
− 1

‖T‖

∣∣∣∣∣‖S‖+

∥∥∥∥∥S − T‖T‖

∥∥∥∥∥+

∣∣∣∣∣ 1

‖T‖
− 1

∣∣∣∣∣‖T‖
≤

∣∣∣∣∣‖T‖ − ‖S‖‖S‖‖T‖

∣∣∣∣∣‖S‖+
‖S − T‖
‖T‖

+

∣∣∣∣∣1− ‖T‖‖T‖

∣∣∣∣∣‖T‖
=

∣∣∣∣∣‖T‖ − ‖S‖‖T‖

∣∣∣∣∣+‖S − T‖‖T‖
+
∣∣1− ‖T‖∣∣

=

∣∣‖T‖ − ‖S‖∣∣
‖T‖

+
‖S − T‖
‖T‖

+
∣∣1− ‖T‖∣∣

≤ ‖S − T‖
‖T‖

+
‖S − T‖
‖T‖

+
∣∣1− ‖T‖∣∣

≤ 2
‖S − T‖
‖T‖

+
∣∣1− ‖T‖∣∣

<
2(2− ε)ε

8

2

2− ε
+
ε

2
=
ε

2
+
ε

2
= ε,

e o lema está demonstrado. �

A seguinte proposição pode ser encontrada em [30].
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Proposição 4.2.18. Seja {Xi : i ∈ I} uma família não vazia de espaços de Banach e
denote por X a `1-soma desta família. Então X tem a propriedade Ak se, e somente se,
Xi tem a propriedade Ak para todo i ∈ I.

Demonstração. Sejam Z um espaço de Banach, x = (xi)i ∈ X, 0 < ε < 1 e

X =

(∑
i∈I

⊕Xi

)
`1

. (4.15)

Considere

Pj : X −→ Xj, Pj(x) = xj,

Ij : Xj −→ X, Ij(y) = (δijy)i∈I .

Como sabemos, a linearidade e continuidade de Pi e Ii são claras para cada i ∈ I. Suponha
que X tenha a propriedade Ak. Sejam j ∈ I fixo e T ∈ K(Xj, Z) com ‖T‖ = 1. Note que
o operador T ◦ Pj : X −→ Z é compacto devido à propriedade de ideal. Veja que

1 = ‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1 e x ∈ Xj}
= sup{‖T ◦ Pjx‖ : ‖x‖ ≤ 1 e x = (δijx)i∈I ∈ X}
≤ ‖T ◦ Pj‖
≤ ‖T‖‖Pj‖ ≤ 1,

e portanto ‖T ◦ Pj‖ = 1. Como X tem a propriedade Ak e T ◦ Pj é compacto, existe
um operador T̃0 ∈ NA(X,Z) ∩ K(X,Z) tal que ‖T̃0 − T ◦ Pj‖ < ε e ‖T̃0‖ = 1 (o fato de
‖T̃0‖ = 1 segue do Lema 4.2.16). Afirmamos que o operador compacto T̃0 ◦ Ij : Xj −→ Z

tem as propriedades desejadas, isto é, atinge a norma e ‖T̃0 ◦ Ij − T‖ < ε. De fato,

‖T̃0 ◦ Ij − T‖ = ‖T̃0 ◦ Ij − T ◦ Pj ◦ Ij‖
≤ ‖T̃0 − T ◦ Pj‖‖Ij‖ < ε.

Vejamos que T̃0 ◦ Ij atinge a norma. Primeiramente note que para cada i 6= j tem-se

‖T̃0 ◦ Ii‖ = ‖T̃0 ◦ Ii − T ◦ Pj ◦ Ii‖
≤ ‖T̃0 − T ◦ Pj‖ < ε < 1.

Lembre que T̃0 ∈ NA(X,Z) ∩ K(X,Z), logo existe x0 ∈ SX tal que ‖T̃0‖ = ‖T̃0x0‖ = 1.
Mostraremos que T̃0 ◦ Ij atinge a norma em Pjx0 . Veja que x0 =

∑
i∈J̃

Ii ◦ Pix0 e como

x0 = (Pixi,0)i temos ‖x0‖ =
∑
i∈J̃

‖Pix0‖, onde J̃ = supp(x0). Segue que

1 = ‖T̃0x0‖ =
∥∥∥∑
i∈J̃

T̃0 ◦ Ii ◦ Pix0
∥∥∥
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≤
∑
i∈J̃

‖T̃0 ◦ Ii ◦ Pix0‖

≤ ‖T̃0 ◦ Ij ◦ Pjx0‖+
∑

i∈J̃−{j}

‖T̃0 ◦ Ii ◦ Pix0‖

≤ ‖Pjx0‖+
∑

i∈J̃−{j}

‖T̃0 ◦ Ii‖‖Pix0‖

≤
∑
i∈J̃

‖Pikx0‖

≤ ‖Pjx0‖+ ε
∑

i∈J̃−{j}

‖Pix0‖

≤ ‖Pjx0‖+
∑

i∈J̃−{j}

‖Pix0‖

=
∑
i∈J̃

‖Pi(x0)‖ = ‖x0‖ = 1. (4.16)

Logo,

‖Pjx0‖+ ε
∑

i∈J̃−{j}

‖Pix0‖ = ‖Pjx0‖+
∑

i∈J̃−{j}

‖Pix0‖,

o que implica

(1− ε)
∑

i∈J̃−{j}

‖Pix0‖ = 0.

Consequentemente Pix0 = 0 para cada i ∈ J̃ − {j}, e pela desigualdade (4.16) temos∑
i∈J̃

‖T̃0 ◦ Ii ◦ Pix0‖ = 1.

Como Pix0 = 0 para cada i ∈ J̃ − {j}, obtemos ‖T̃0 ◦ Ij ◦ Pjx0‖ = 1. Daí,

‖T̃0 ◦ Ij‖ ≤ 1 = ‖T̃0 ◦ Ij ◦ Pjx0‖ ≤ ‖T̃0 ◦ Ij‖,

e portanto ‖T̃0 ◦ Ij‖ = 1 = ‖T̃0 ◦ Ij ◦ Pjx0‖. Isso mostra o desejado.
Reciprocamente, sejam Z um espaço de Banach, T ∈ K(X,Z), ‖T‖ = 1 e 0 < ε < 1.

Para cada i ∈ I defina o operador Ti = T ◦ Ii : Xi −→ Z. Segue do Lema 4.2.15 que
‖T‖ = sup

i∈I
‖T ◦ Ii‖ = sup

i∈I
‖Ti‖. Diante disso, escolha j ∈ I tal que

‖T‖ > ‖Tj‖ > 1− ε

2
.

Como Xj tem a propriedade Ak e o operador Tj = T ◦ Pj é compacto, existe Sj ∈

K(Xj, Z) ∩ NA(Xj, Z) tal que ‖Sj − Tj‖ <
(2− ε)ε

8
. Para S̃j =

Sj
‖Sj‖

, segue do Lema
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4.2.17 que ‖S̃i − Ti‖ < ε. Vamos construir o operador S ∈ L(X, Y ) tal que ‖S − T‖ < ε

e S ∈ NA(X,Z) ∩ K(X,Z). Faça T̃i = Tj se i 6= j, e faça T̃j = S̃j se i = j. Para cada
x = (xi)i∈I ∈ X a série

∑
i∈I

T̃ixi é convergente . De fato,

∥∥∥∥∥∑
i∈Ĩ

T̃ixi

∥∥∥∥∥ ≤ ∑
i∈Ĩ

‖T̃ixi‖

≤
∑
i∈Ĩ

‖xi‖ = ‖x‖.

Diante disso, defina

S : X −→ Z, Sx =
∑
i∈Ĩ

T̃ixi,

onde Ĩ = supp(x). Assim temos que S está bem definido. Ademais, a linearidade de S
decorre da linearidade T̃i para cada i ∈ I, S é contínuo com ‖S‖ ≤ 1, pois

‖Sx‖ =

∥∥∥∥∥∑
i∈Ĩ

T̃ixi

∥∥∥∥∥ ≤ ∑
i∈Ĩ

‖T̃ixi‖

≤
∑
i∈Ĩ

‖xi‖ = ‖x‖

para cada x ∈ X. Mostraremos que ‖S − T‖ < ε. De fato, note que ‖S ◦ Ii − T ◦ Ii‖ = 0

para todo i 6= j, pois para todo x ∈ Xi

S ◦ Iix− T ◦ Iix = T̃jx− T ◦ Iix
= Tjx− T ◦ Iix
= T ◦ Iix− T ◦ Iix = 0. (4.17)

Ademais, ‖S ◦ Ii − T ◦ Ii‖ < ε para cada j = i, pois se x ∈ Xi então

S ◦ Iix− T ◦ Iix = S̃ix− T ◦ Iix
= S̃ix− Tix. (4.18)

Isso implica ‖S ◦ Ii − T ◦ Ii‖ = ‖S̃i − Ti‖ < ε. Segue de (4.17), (4.18) e do Lema 4.2.15
que

‖S − T‖ = sup{‖S ◦ Ii − T ◦ Ii‖ : i ∈ I} < ε.

Mostraremos agora que S atinge a norma. Como S̃j ∈ K(Xj, Z) ∩ NA(Xj, Z), existe
x ∈ SXj tal que ‖S̃j‖ = ‖S̃jx‖ = 1. Mostraremos que S atinge a norma em x = (δijx)i∈I .
De fato, temos

‖Sx‖ = ‖S(δijx)i∈I)‖ = ‖S̃jx‖ = ‖S̃j‖ = 1 ≥ ‖S‖,
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o que mostra que ‖S‖ = ‖Sx‖ com x = (δijx)i∈I . Por fim, resta mostrar que S é compacto.
Para isso, é suficiente notar que para cada x = (xi)i∈I ∈ X tem-se

Sx =
∑
i∈I

T̃ixi

=
∑

i∈I\{j}

T̃ixi + S̃jxj

=
∑

i∈I\{j}

T ◦ Iixi + S̃jxj

=
∑

i∈I\{j}

T ◦ Ii ◦ Pix+ S̃jxj

=
∑

i∈I\{j}

T ◦ Ii ◦ Pix+ T ◦ Ij ◦ Pjx+ S̃jxj − T ◦ Ij ◦ Pjx

=
∑
i∈I

T ◦ Ii ◦ Pix+ S̃jxj − T ◦ Ij ◦ Pjx

= Tx+ S̃j ◦ Pjx− Tj ◦ Pjx
= (T + S̃j ◦ Pj − Tj ◦ Pj)(x),

ou seja, S = T + S̃j ◦ Pj − Tj ◦ Pj. Como a soma de operadores compactos é compacto,
concluímos que S é compacto. Isso mostra que X tem a propriedade Ak. �

A proposição a seguir relaciona a propriedade da aproximação e a propriedade Ak. Uma
pergunta colocada por Martín em [30] é a seguinte: Qual a relação entre a propriedade
da aproximação e a propriedade Ak?

Proposição 4.2.19. Seja X um espaço de Banach que tem a propriedade A de Lin-
denstrauss e tal que X ′ tem a propriedade da aproximação. Então, X tem a propriedade
Ak.

Demonstração. Sejam Y espaço de Banach, T ∈ K(X, Y ) e ε > 0. Como X ′ tem a
propriedade da aproximação, segue do Teorema 2.2.9 que existe T̃ ∈ F(X, Y ) tal que
‖T̃ −T‖ < ε

2
. Faça Z = T̃ (X). Visto que T̃ tem posto finito, é claro que Z tem dimensão

finita. Com isso, temos a seguinte igualdade:

NA(X,Z) = NA(X,Z) ∩ K(X,Z).

Como X tem a propriedade A de Lindenstrauss, existe T1 ∈ NA(X,Z) tal que ‖T1−T̃‖ <
ε

2
. Logo,

‖T1 − T‖ ≤ ‖T1 − T̃‖+ ‖T̃ − T‖ < ε.

Como T1 ∈ NA(X,Z)∩K(X,Z), segue que T1 ∈ NA(X, Y )∩K(X, Y ). Assim, concluímos
que X tem a propriedade Ak. �
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4.3 Propriedade Bk

Nesta seção forneceremos alguns exemplos de espaços com a propriedade Bk. Em parti-
cular, mostraremos que c0 tem a propriedade Bk.

Definição 4.3.1. Um espaço de Banach Y tem a propriedade Bk se para todo espaço de
Banach X tem-se NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) denso em K(X, Y ).

Vejamos como o primeiro resultado desta seção relaciona a propriedade Bk e a propri-
edade da aproximação.

Proposição 4.3.2. Seja Y um espaço de Banach separável que satisfaz a propriedade Bk

em toda norma equivalente. Então Y tem a propriedade da aproximação.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que Y não tenha a propriedade da aproximação.
Como Y é separável, segue do Teorema 1.1.18 e do Exemplo 1.1.13 que Y admite uma
norma equivalente estritamente convexa. Segue do Teorema 2.2.8 que existem um espaço
de Banach X e um operador linear compacto T de X em Y que não pode ser aproximado
por operadores que atingem a norma. Em particular, T não pode ser aproximado por
operadores de NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ). Portanto Y não tem a propriedade Bk. E isso é
uma contradição, pois, Y tem a propriedade Bk para toda norma equivalente. �

Definiremos a seguir o que chamaremos de l∞-soma e c0-soma para podermos apresentar
uma caracterização desses espaços em relação à propriedade Bk. Sejam J um conjunto
arbitrário e {Yj : j ∈ J} uma família de espaços de Banach. A l∞-soma desses espaços
de Banach é o conjunto(∑

j∈J

⊕Yj

)
l∞

=

{
(yj)j : sup

j∈J
‖yj‖ <∞ e yj ∈ Yj

}
.

Afirmamos que o conjunto

(∑
j∈J

⊕Yj

)
`∞

é um espaço vetorial. Ademais, não é difícil

verificar que a função

‖ · ‖ :

(∑
j∈J

⊕Yj

)
`∞

−→ R, ‖(yj)j‖ = sup
j∈J
‖yj‖,

é uma norma e o espaço normado

(∑
j∈J

⊕Yj

)
`∞

, ‖ · ‖

 é um espaço de Banach. Apesar

das demonstrações não serem triviais, optamos, com o intuito de evitar tecnicalidades,
não exibir demonstrações para essas afirmações. A c0-soma da família {Yj : j ∈ J} é o
subconjunto(∑
j∈J

⊕Yj

)
c0

=

{
(yj)j ∈

(∑
j∈J

⊕Yj

)
l∞

: para cada ε > 0 o conjunto {j ∈ J : ‖yj‖ > ε} é finito

}
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de

(∑
j∈J

⊕Yj

)
l∞

. Afirmamos que o conjunto

(∑
j∈J

⊕Yj

)
c0

é um subespaço vetorial fe-

chado de

(∑
j∈J

⊕Yj

)
l∞

e portanto o espaço normado

(∑
j∈J

⊕Yj

)
`∞

, ‖ · ‖

 é um espaço

de Banach. Ainda com o intuito de evitar tecnicalidades, não exibiremos as demonstrações
para essas afirmações. Para um estudo mais detalhado sobre esse espaço recomendamos
[1] e [8].

Como consequência da definição de c0-soma para cada y = (yj)j∈J ∈

(∑
i∈I

⊕Yi

)
c0

,

tem-se que supp(y) é enumerável. De fato, pela definição de c0-soma, para cada n ∈ N

o conjunto Jn =

{
j ∈ J : ‖yj‖ >

1

n

}
é finito, e portanto enumerável. Desse modo, é

suficiente notar que

supp(y) = {j ∈ J : ‖yj‖ > 0} =
∞⋃
n=1

Jn.

Lema 4.3.3. Sejam Z um espaço de Banach e Y =

(∑
j∈J

⊕Yj

)
l∞

ou Y =

(∑
j∈J

⊕Yj

)
c0

.

Então para cada T ∈ L(Z, Y ) tem-se ‖T‖ = sup
j∈J
‖Pj ◦ T‖, onde Pj : Y −→ Yj dado por

Pjy = yj para cada y = (yj)j.

Demonstração. Para cada x ∈ Z, tem-se Tx = y para algum y ∈ Y . Assim, faça y = (yj)j.
Logo,

‖Tx‖ = ‖y‖ = sup
j∈J
‖yj‖

= sup
j∈J
‖Pj ◦ Tx‖

≤ sup
j∈J
‖Pj ◦ T‖‖x‖

= sup
j∈J
‖Pj ◦ T‖‖x‖,

o que implica ‖T‖ ≤ sup
j∈J
‖Pj ◦T‖. Por outro, lado para cada j ∈ J tem-se ‖Pj ◦T‖ ≤ ‖T‖

e portanto supj∈J ‖Pj ◦ T‖ ≤ ‖T‖. Isso mostra o lema. �

A seguinte proposição pode ser encontrada em [30].

Proposição 4.3.4. Seja {Yj : j ∈ J} uma família de espaços de Banach não vazia.
Denote por Y a c0-soma ou a l∞-soma da família {Yj : j ∈ J}. Então Y tem a propriedade
Bk se, e somente se, Yj tem a propriedade Bk para todo j ∈ J .
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Demonstração. Faremos a demostração da proposição para a l∞-soma da família de es-
paços de Banach {Yj : j ∈ J}. Seja i ∈ J fixo,

Pi : Y −→ Yi, Piy = yi

Ii : Yi −→ Y, Iiy = (δijy)j∈J ,

T ∈ K(Z, Yi), ‖T‖ = 1 e 0 < ε < 1. Note que o operador Ii ◦ T : Z −→ Y é compacto
pela propriedade de ideal e

‖Ii ◦ T‖ = sup{‖Ii ◦ Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1 e x ∈ Z}
= sup{‖(δijTx)j∈J)‖ : ‖x‖ ≤ 1, x ∈ Z}
= sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1, x ∈ Z} = ‖T‖ = 1.

Como Y tem a propriedade Bk e Ii ◦ T é compacto, existe T̃ ∈ K(Z, Y ) ∩ NA(Z, Y ) tal
que ‖T̃ − Ii ◦ T‖ < ε e ‖T̃‖ = 1 (o fato de ‖T̃‖ = 1 segue do Lema 4.2.16). Note que
o operador Pi ◦ T̃ : Z −→ Yi é compacto pela propriedade de ideal. Vejamos que Pi ◦ T̃
atinge a norma e ‖Pi ◦ T̃ − T‖ < ε. De fato,

‖Pj ◦ T̃ − T‖ = ‖Pj ◦ T̃ − Pj ◦ Ij ◦ T‖
≤ ‖T̃ − Ij ◦ T‖ < ε.

Como T̃ ∈ K(Z, Y ) ∩ NA(Z, Y ), existe x ∈ SZ tal que ‖T̃ x‖ = ‖T̃‖ = 1. Vejamos que
Pj ◦ T̃ atinge a norma em x. Seja y = (yj)j∈J ∈ Y tal que T̃ x = y = (yj)j∈J . Logo,

‖T̃‖ = ‖T̃ x‖
= sup

j∈J
‖T̃jx‖

= sup
j∈J
‖Pj ◦ T̃ x‖

≤ sup
j∈J
‖Pj ◦ T̃‖‖x‖

= ‖x‖ sup
j∈J
‖Pj ◦ T̃‖

≤ sup
j∈J
‖Pj ◦ T̃‖

= ‖T̃‖, (Lema 4.3.3)

o que implica sup
j∈J
‖Pj◦T̃ x‖ = ‖T̃‖ = 1. Por outro lado, para cada j 6= i tem-se Pj◦Ii◦T =

0, e portanto

‖Pj ◦ T̃‖ = ‖Pj ◦ T̃ − Pj ◦ Ii ◦ T‖
≤ ‖T̃ − Ii ◦ T‖ < ε.

125



Segue que sup{‖Pj ◦ T̃‖ : j ∈ J − {i}} ≤ ε < 1. Afirmamos que ‖Pj ◦ T̃‖ = 1. De
fato, se ‖Pj ◦ T̃‖ < 1 então sup

j∈J
‖Pj ◦ T̃‖ < 1 = ‖T̃‖, o que é uma contradição pois

supj∈J ‖Pj ◦ T̃‖ = ‖T̃‖ = 1. Como x ∈ SZ tem-se também que para todo j 6= i

‖PjT̃ x‖ ≤ ‖Pj ◦ T̃‖ < ε < 1.

Usando a mesma justificativa anterior mostra-se que ‖PjT̃ x‖ = 1, logo

‖Pj ◦ T̃‖ = 1 = ‖PjT̃ x‖.

Portanto Pj ◦ T̃ atinge a norma, como o desejado.
Reciprocamente, sejam Z espaço de Banach, T ∈ K(Z, Y ) , ‖T‖ = 1 e 0 < ε < 1.

Para cada j ∈ J defina o operador Tj = Pj ◦ T : Z −→ Yj. Segue do Lema 4.3.3 que
‖T‖ = sup

j∈J
‖Pj ◦ T‖ = sup

j∈J
‖Tj‖. Escolha i ∈ J tal que

‖T‖ > ‖Ti‖ > 1− ε

2
.

Como Yi tem a propriedade Bk e Ti é compacto, existe Si ∈ K(Z, Yi) ∩ NA(Z, Yi) tal

que ‖Si − Ti‖ <
(2− ε)ε

8
. Seja S̃i =

Si
‖Si‖

. Segue do Lema 4.2.17 que ‖S̃i − Ti‖ < ε.

Definiremos um operado S tal que S ∈ K(Z, Y ) ∩NA(Z, Y ) e ‖S − T‖ < ε. Seja

S : Z −→ Y, Sx = (T̃jx)j∈J ,

onde T̃j = Ti se j 6= i e T̃j = S̃i se j = i. Veja que sup
j∈J
‖T̃jx‖ <∞ para cada x ∈ Z, pois

‖T̃ix‖ ≤ ‖x‖ para cada j ∈ J e cada x ∈ Z. A linearidade de S decorre da linearidade T̃j
para cada j ∈ J . Ademais, S é continuo e ‖S‖ ≤ 1. De fato,

‖Sx‖ = sup
j∈J
‖T̃jx‖ ≤ ‖x‖

para cada x ∈ Z. Vamos mostrar que ‖S − T‖ < ε. Para isso, note primeiramente que
‖Pj ◦ S − Pj ◦ T‖ = 0 para todo j 6= i, pois

‖Pj ◦ S − Pj ◦ T‖ = ‖T̃j − Pj ◦ T‖ = ‖Pj ◦ T − Pj ◦ T‖ = 0. (4.19)

E ‖Pj ◦ S − Pj ◦ T‖ < ε para j = i, pois

‖Pj ◦ S − Pj ◦ T‖ = ‖S̃i − Pj ◦ T‖ = ‖S̃i − Ti‖ < ε. (4.20)

Segue de (4.19), (4.20) e do Lema 4.3.3 que

‖S − T‖ = sup
j∈J
‖Pj ◦ S − Pj ◦ T‖ < ε.
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Mostraremos que S atinge a norma. Lembre que S̃i ∈ K(Z, Yi)∩NA(Z, Yi). Logo, existe
x ∈ SZ tal que ‖S̃i‖ = ‖S̃ix‖ = 1. Mostraremos que S atinge a norma em x. Note que

‖Sx‖ = ‖(T̃jx)j‖
= sup

j∈J
‖T̃jx‖

≤ 1

= ‖S̃ix‖
= ‖T̃jx‖
≤ sup

j∈J
‖T̃jx‖

= ‖Sx‖.

Logo, ‖Sx‖ = 1 ≥ ‖S‖. Isto mostra que ‖S‖ = ‖Sx‖. Para terminar a demonstração
falta mostrar que S é compacto. Para isso, note que para cada x ∈ Z, temos Tx =

((Pj ◦ T )(x))j∈J . Assim, teremos

S(x) = (T̃jx)j∈J

= (T̃jx)j∈J\{i} + (Ij ◦ S̃i)(x)

= (Tjx)j∈J\{i} + (Ii ◦ Ti)(x) + (Ii ◦ S̃i)(x)− (Ii ◦ Ti)(x)

= (Tjx)j∈J + (Ii ◦ S̃i)(x)− (Ii ◦ Ti)(x)

= ((Pj ◦ T )(x))j∈J + (Ii ◦ S̃i)(x)− (Ii ◦ Ti)(x)

= Tx+ (Ii ◦ S̃i)(x)− (Ii ◦ Ti)(x)

= (T + Ii ◦ S̃i − Ii ◦ Ti)(x).

Daí S = T + Ii ◦ S̃i− Ii ◦Ti. Como soma de operadores compactos é compacto, segue que
S é compacto. Portanto Y tem a propriedade Bk. �

Observação 4.3.5. Para uma demonstração da proposição acima para a c0-soma da
família de espaços de Banach {Yj : j ∈ J}, é necessário observar apenas a boa definição
do operador S, isto é, verificar que dado ε > 0 o conjunto {j ∈ J : ‖T̃jx‖ > ε} é finito.
Veja que isso é verdade pois para cada j ∈ J com j 6= i tem-se

{j ∈ J, j 6= i : ‖T̃jx‖ > ε} é finito ⇐⇒ {j ∈ J, j 6= i : ‖Tjx‖ > ε} é finito

⇐⇒ {j ∈ J, j 6= i : ‖Pj ◦ Tx‖ > ε} é finito

⇐⇒ {j ∈ J, j 6= i : ‖Pj
(
(Tjx)j

)
‖ > ε, Tx = (Tjx)j} é finito

⇐⇒ {j ∈ J, j 6= i : ‖Tjx‖ > ε} é finito .

Quando j = i ainda teremos que o conjunto {j ∈ J : ‖T̃jx‖ > ε} é finito.

Com auxilio do Lema 2.2.12 obtemos mais uma relação entre a propriedade da aproxi-
mação e a propriedade Bk.
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Proposição 4.3.6. Todo espaço de Banach estritamente convexo que não tem a propri-
edade da aproximação falha a propriedade Bk.

Demonstração. Seja Y um espaço de Banach estritamente convexo que falha a propri-
edade da aproximação. Segue do Lema 2.2.12 que existe um subespaço fechado X de
c0 tal que F(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). O comentário que segue o Lema 2.5.7
diz que, NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ). Portanto NA(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). Segue
que NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) = NA(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). Logo Y não tem a
propriedade Bk. �

Espaços complexos estritamente convexos são em particular estritamente convexos.
Logo obtemos a seguinte proposição.

Proposição 4.3.7. Se Y é subespaço fechado do espaço complexo estritamente convexo
L1(µ) que não tem a propriedade da aproximação, então Y não tem a propriedade Bk.

Demonstração. Seja Y um subespaço fechado do espaço complexo estritamente convexo
L1(µ) que falha a propriedade da aproximação. Segue do Lema 2.2.12 que existe um
subespaço fechado X de c0 tal que F(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). Pelo Lema 4.1.6
temos NA(X, Y ) ⊂ F(X, Y ), e portanto NA(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). Segue
que NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ) = NA(X, Y ) não é denso em K(X, Y ). Logo Y não tem a
propriedade Bk. �

A seguinte proposição pode ser encontrada em [30].

Proposição 4.3.8. A propriedade β implica na propriedade Bk.

Demonstração. Sejam X, Y espaços de Banach, T ∈ K(X, Y ) não nulo e ε > 0. Suponha
que Y tenha a propriedade β. Pelo Lema 2.3.2, existem x0 ∈ SX e i ∈ I fixos tais que

∣∣y′i(Tx0)∣∣> ‖T‖
1 +

ρε

‖T‖
1 +

ε

‖T‖

 .

Seja

S : X −→ Y, S(x) = T (x) +
ε

‖T ||
y′i(Tx)yi.

Note que S é compacto, pois a soma de operadores compactos é compacto. Seja

S ′ : Y ′ −→ X ′, S ′(y′)(x) = y′(S(x)) = y′(Tx) +
ε

‖T‖
y′i(Tx)y′(yi).

Mostraremos que S ′ atinge a norma. Note que para todo j 6= i e todo x ∈ X tem-se∣∣S ′(y′j)(x)
∣∣= ∣∣∣∣y′j(Tx) +

ε

‖T‖
y′i(Tx)y′j(yi)

∣∣∣∣ ≤ (‖T‖+ ερ)‖x‖,
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o que implica ‖S ′y′j‖ ≤ ‖T‖+ ερ. Se i = j e x = x0, então

‖S ′y′i‖ ≥
∣∣S ′(y′i)(x0)∣∣

=

∣∣∣∣y′i(Tx0) +
ε

‖T‖
y′i(Tx0)y

′
i(yi)

∣∣∣∣
=

∣∣y′i(Tx0)∣∣(1 +
ε

‖T‖

)

> ‖T‖

1 +
ρε

‖T‖
1 +

ε

‖T‖

(1 +
ε

‖T‖

)
= ‖T‖+ ρε.

Portanto

‖S ′y′i‖ > ‖T‖+ ρε ≥ ‖S ′y′j‖

para todo j 6= i. Afirmamos que ‖S ′‖ = ‖S ′y′i‖. De fato, suponha que ‖S ′‖ > ‖S ′y′i‖.
Como existe uma sequência (xn)n em SX tal que lim

n→∞
‖Sxn‖ = ‖S‖, existe n ∈ N tal que

‖S ′y′i‖ < ‖Sxn‖. Como Sxn ∈ Y temos

‖Sxn‖ = sup
i∈I

∣∣y′i(Sxn)
∣∣.

Segue que existe j ∈ I com j 6= i tal que
∣∣y′j(Sxn)

∣∣> ‖S ′y′i‖. Logo
‖S ′y′i‖ <

∣∣y′j(Sxn)
∣∣

=
∣∣S ′(y′j)(xn)

∣∣
≤ ‖S ′y′j‖,

e isso é uma contradição, visto que ‖S ′y′i‖ > ‖S ′y′j‖ para todo j 6= i. Portanto devemos
ter ‖S ′‖ = ‖S ′y′i‖. Mostraremos que S ′′ ∈ NA(X ′′, Y ′′). Veja que

S ′′ : X ′′ −→ Y ′′, S ′′(x′′)(y′) = x′′(T ′y′) +
ε

‖T‖
y′(y′i)x

′′(T ′y′i).

Faça JX(x0) = x′′0. Mostraremos que ‖S ′′‖ = ‖S ′′x′′0‖. Note que

|S ′′(x′′0)y′i| =

∣∣∣∣x′′0(T ′y′i) +
ε

‖T‖
y′i(y

′
i)x
′′
0(T ′y′i)

∣∣∣∣
= |x′′0(T ′y′i)) |

(
1 +

ε

‖T‖

)
= |JX(x0)(T

′y′i)|
(

1 +
ε

‖T‖

)
= |T ′y′i(x0)|

(
1 +

ε

‖T‖

)
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= |y′i(Tx0)|
(

1 +
ε

‖T‖

)

> ‖T‖

1 +
ρε

‖T‖
1 +

ε

‖T‖

(1 +
ε

‖T‖

)
= ‖T‖+ ρε,

o que implica

‖S ′′x′′0‖ ≤ ‖S ′′‖ = ‖S ′‖ = ‖S ′y′i‖.

Afirmamos que ‖S ′′x′′0‖ = ‖S ′y′i‖. De fato, se tivéssemos ‖S ′′x′′0‖ < ‖S ′y′i‖ = ‖S‖ existiria
x ∈ SX tal que

‖S ′′x′′0‖ < ‖Sx‖ = sup
j∈I

∣∣y′j(Sx)
∣∣ ,

e portanto existiria j 6= i tal que

‖T‖+ ρε < ‖S ′′x′′0y′i‖
≤ ‖S ′′x′′0‖
<

∣∣∣y′j(Sx)
∣∣∣

=
∣∣∣S ′y′j(x)

∣∣∣
≤ ‖S ′y′j‖,

o que é uma contradição, visto que ‖S ′y′j‖ ≤ ‖T‖+ ρε para todo j 6= i. Portanto temos

‖S ′′x′′0‖ = ‖S ′y′i‖ = ‖S ′‖ = ‖S ′′‖.

Provaremos agora que S atinge a norma em x0. De fato,

‖S‖ = ‖S ′′‖ = ‖S ′′x′′0‖ = sup
‖y′‖≤1

∣∣∣S ′′x′′0(y′)
∣∣∣

= sup
‖y′‖≤1

∣∣∣x′′0(S ′y′)
∣∣∣

= sup
‖y′‖≤1

∣∣∣JX(x0)(S
′y′)
∣∣∣

= sup
‖y′‖≤1

∣∣∣S ′y′(x0)∣∣∣
= sup

‖y′‖≤1

∣∣∣y′(Sx0)∣∣∣
≤ sup

‖y′‖≤1
‖y′‖‖Sx0‖ ≤ ‖Sx0‖,

logo ‖S‖ = ‖Sx0‖. Ademais, para todo x ∈ X temos

‖Sx− Tx‖ =

∥∥∥∥ ε

‖T ||
y′i(Tx)yi

∥∥∥∥
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≤ ε

‖T ||
‖T‖‖x‖

= ε‖x‖,

o que implica ‖S − T‖ ≤ ε. Logo, Y tem a propriedade Bk. �

Proposição 4.3.9. Se Y é um espaço de Banach real poliedral com a propriedade da
aproximação, então Y tem a propriedade Bk. Em particular, todo subespaço fechado do
espaço real c0 com a propriedade da aproximação tem a propriedade Bk.

Demonstração. Sejam X um espaço de Banach e T ∈ K(X, Y ). Como Y tem a pro-
priedade da aproximação, dado ε > 0 existe T̃ ∈ F(X, Y ) tal que ‖T̃ − T‖ < ε. Seja
Z = T̃ (X). Note que Z é poliedral, pois Z ⊂ Y e Y é poliedral. Além disso, é claro
que Z tem dimensão finita, pois T̃ é de posto finito. Segue do Lema 2.6.3 que Z tem a
propriedade β. Logo, pela Proposição 4.3.8 tem-se que Z tem a propriedade Bk. Por-
tanto, existe uma sequência (Tn)n em NA(X,Z)∩K(X,Z) que converge em norma para
T̃ . Ademais, tem-se ‖T̃ − T‖ < ε, logo, existe n0 ∈ N tal que ‖Tn0 − T‖ < ε. Sabendo
que, Tn0 ∈ NA(X,Z)∩K(X,Z) é imediato que Tn0 ∈ NA(X, Y )∩K(X, Y ). Logo Y tem
a propriedade Bk. �

Proposição 4.3.10. Seja Y um espaço de Banach com a propriedade do aproximação.
Suponha que para todo subespaço W de Y de dimensão finita, exista um subespaço Z que
tenha a propriedade B de Lindenstrauus e que W ≤ Z ≤ Y . Então Y tem a propriedade
Bk.

Demonstração. Suponha por contradição que Y não tenha a propriedade Bk. Então,
existem ε > 0, um espaço de Banach X e T ∈ K(X, Y ) tais que

‖T − T‖ ≥ 2ε, (4.21)

para todo T ∈ NA(X, Y )∩K(X, Y ). Por hipótese, Y tem a propriedade da aproximação,
segue então do Teorema 2.2.8 que existe T1 ∈ F(X, Y ) tal que

‖T1 − T‖ < ε.

Seja W = T1(X). Com a mesma notação, considere T1 ∈ F(X,W ) (i.e T1 : X −→ W

ainda será denotado por T1). Seja T̃ em NA(X,W ). Veja que

NA(X,W ) = NA(X,W ) ∩ K(X, Y ) ⊂ NA(X, Y ) ∩ K(X, Y ).

Logo, segue de (4.21) que

‖T̃ − T‖ ≥ 2ε.

Assim

‖T̃ − T1‖ ≥ ‖T̃ − T‖ − ‖T1 − T‖
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> 2ε− ε = ε. (4.22)

Seja Z um subespaço fechado de Y tal que W ≤ Z ≤ Y e T2 ∈ L(X,Z). Note que
T2 − T1 ∈ L(X,Z). Considere a restrição de T2 − T1 a um subespaço V de X tal que

(T2 − T1)|V : V −→ W.

Segue de (4.22) que

‖T2 − T1‖ ≥ ‖(T2 − T1)|V ‖ > ε.

Logo Z não tem a propriedade B de Lindenstrauss, e isso é uma contradição. Portanto
Y tem a propriedade Bk. �

Corolário 4.3.11. Espaços de Banach poliedrais com a propriedade de aproximação têm
a propriedade Bk.

Demonstração. Seja Y um espaço de Banach poliedral que tem a propriedade de aproxi-
mação. Segue que todos os seus subespaçosW de dimensão finita são poliedrais, portanto
tem propriedade B de Lindenstraus (veja comentário que segue [26, Proposition 3]). Faça
Z = W na Proposição 4.3.10. Logo, segue da Proposição 4.3.10 que Y tem a propriedade
Bk. �

Proposição 4.3.12. Um espaço de Banach Y tem a propriedade Bk se existe uma rede
de projeções (Qλ)λ em Y , com sup ‖Qλ‖ < ∞, que converge para IY fortemente (i.e
Qλ(y) −→ y em Y para cada y ∈ Y ) e que Qλ(Y ) tem a propriedade Bk para todo λ ∈ Λ.

Demonstração. Sejam X um espaço de Banach ε > 0 e T ∈ K(X, Y )∩NA(X, Y ). Temos
que Qλy −→ y para todo y ∈ Y . Uma demonstração adaptada do Teorema 1.1.19 mostra
que para todo compacto K ⊂ Y temos sup

y∈K
‖Qλy − y‖ −→ 0. Como T (BX) é compacto,

então sup
y∈T (BX)

‖Qλy − y‖ −→ 0, em particular temos que sup
Tx∈T (BX)

‖Qλ ◦ Tx− Tx‖ −→ 0.

Segue que

‖Qλ ◦ T − T‖ = sup
x∈BX

‖Qλ ◦ Tx− Tx‖

= sup
Tx∈T (BX)

‖Qλ ◦ Tx− Tx‖

≤ sup
Tx∈T (BX)

‖Qλ ◦ Tx− Tx‖ −→ 0.

Seja λ0 tal que λ ≥ λ0 implique ‖Qλ ◦ T − T‖ < ε

2
. Considere o operador compacto

Qλ0 ◦ T : X −→ Qλ0(Y ). Por hipótese, Qλ0(Y ) tem a propriedade Bk, logo existe
T̃ ∈ K(X,Qλ0(Y ))∩NA(X,Qλ0(Y )) tal que ‖T̃−Qλ0 ◦T‖ <

ε

2
. Note que T̃ ∈ K(X, Y ))∩

NA(X, Y ). Mostraremos que ‖T̃ − T‖ < ε. De fato, temos

‖T̃ − T‖ ≤ ‖T̃ −Qλ0 ◦ T‖+ ‖Qλ0 ◦ T − T‖
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<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto Y tem a propriedade Bk. �
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