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BRITO, L. S. Versoes das propriedades A e B de Lindenstrauss para operadores compactos
2018. 138 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal do Amazonas, Manaus-AM.

Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar as versoes das propriedades A e B de Lindenstrauss
para operadores compactos. No decorrer do nosso trabalho, apresentamos resultados sobre
a topologia fraca-estrela, bases de Schauder, propriedades da aproximacao, espacos de Ba-
nach cuja norma depende localmente de finitas coordenados, espago estritamente convexo,
espaco uniformemente convexo, dentre outros. Em 2014 Miguel Martin publicou um ar-
tigo respondendo de maneira positiva a seguinte pergunta: Existem operadores compactos
entre espagos de Banach que nao podem ser aproximados por operadores compactos que
atingem a norma? Ao fazer isso, introduziu, no mesmo trabalho, duas propriedades cha-
madas de propriedades A¥ e B* ou versdes para operadores compactos das propriedades
de Lindenstrauss. Nesta dissertagao, sao apresentados de maneira detalhada resultados

relacionados as propriedades A e B de Lindenstrauss e propriedades A* e B*.

Palavras-chave: Operador compacto; Propriedades de Lindenstrauss; Propriedade da

aproximagao; Espagos uniformemente convexos.
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BRITO, L. S. Versions of Lindenstrauss properties A and B for compact operators. 2018.
138 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Amazoans, Manaus-AM.

Abstract

The main goal in this dissertation is to study the versions for compact operators of
Lindenstrauss property A and B. In the course of our work, we present results concerning
weak-star topology, Schauder basis, approximation properties, Banach spaces that locally
depend upon finitely many coordinates, strictly convex spaces, uniformly convex spaces,
among others. In 2014 Miguel Martin answered positively the following question: Are
there compact operators between Banach spaces that can not be approximated by compact
operators that attain their norms? In order to do that, he introduced two properties called
properties A* and B* or versions for compact operators of Lindenstrauss properties. In
this dissertation we present some results regarding Lindenstrauss properties A and B, and

we also provide several results regarding properties A¥ and B*.

Keywords: Compact operator; Lindenstrauss properties; Approximation properties; Uni-

formly convex space.
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Introducao

O teorema classico de Bishop-Phelps [3| afirma que todo funcional linear definido sobre um
espaco de Banach real pode ser aproximado por um funcional linear que atinge a norma.
Motivado por esse resultado, J. Lindenstrauss (veja [26]) comegou a investigar a densidade
de operadores que atingem a norma entre espagos de Banach arbitrarios. Lembre que um
operador linear e continuo 7' : X — Y, onde X e Y sao espagos normados, atinge a norma
se existe x € X, ||z|| = 1, tal que ||T|| = ||Tx|. Neste trabalho Lindenstrauss mostrou
que o Teorema de Bishop-Phelps nao se estende para qualquer operador linear e também
apresentou exemplos em que o resultado é positivo. Durante as pesquisas realizadas sobre
espagos nos quais todo operador linear e continuo pode ser aproximado por operadores
que atingem a norma, observou-se que, com as mesmas justificativas, mostrava-se que
operadores compactos também eram aproximados por operadores compactos que atingem
a norma. Entao uma questao foi naturalmente levantada: Existe operador compacto
linear e continuo entre espagos de Banach que nao pode ser aproximado por operadores
compactos que atingem a norma? Em 2014 Miguel Martin publicou um trabalho (veja
[29]) respondendo essa pergunta. Ele mostrou que existem espagos de Banach XY tais
que todo operador compacto T : X — Y pode ser aproximado por operadores que
atingem a norma e, por outro lado, ele também exibiu exemplos de espacos de Banach
X,Y e operador compacto T': X — Y que nao pode ser aproximado por operadores
compactos que atingem a norma. Em 2015 Martin publicou mais um artigo [30] fornecendo
mais exemplos envolvendo a aproximacao de operadores compactos.

Vamos a algumas notagoes. Sejam X e Y espagos de Banach. Denotaremos a bola
fechada de X por By :={z € X : ||z|| < 1}, a esfera de X por Sx :={x € X : ||z|| = 1},
o espago de todos os operadores lineares e continuos 7' : X — Y por L(X,Y). Os
conjuntos NA(X,Y),K(X,Y) e F(X,Y) sdo os subconjuntos de L(X,Y") dos operado-
res que atingem a norma, dos operadores compactos e dos operadores de posto finito,
respectivamente.

Em [26] Lindenstrauss introduziu duas propriedades conhecidas hoje como proprieda-
des A e B de Lindenstrauss. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade
A de Lindenstrauss se para qualquer espago de Banach Y tivermos N A(X,Y") denso em
L(X,Y), e diremos que um espago de Banach Y tem a propriedade B de Lindenstrauss
se para qualquer espago de Banach X tivermos N A(X,Y’) denso em L(X,Y). Em [30]



Martin apresentou versoes das propriedade A e B de Lindenstrauss para operadores com-
pactos, conhecidas por propriedades A* e B*. Dizemos que um espaco de Banach X tem
a propriedade A* se para qualquer espago de Banach Y tivermos N A(X,Y) NK(X,Y)
denso em K(X,Y), e diremos que um espago de Banach Y tem a propriedade B* se para
qualquer espago de Banach X tivermos N A(X,Y) N K(X,Y) denso em K(X,Y).

O principal objetivo desta dissertagao é estudar as versoes das propriedades A e B de
Lindenstrauss para operadores compactos. Nao se sabe ainda se em geral a propriedade
A de Lindenstrauss implica a propriedade A* ou se a propriedade B de Lindenstrauss
implica a propriedade B*, ou vice-versa. E salutar notar que todas as condicoes sufici-
entes conhecidas que garantem que um espaco de Banach tem a propriedade A ou B de
Lindenstrauss automaticamente implicam que o espaco também tem as propriedades A*
ou B*, respectivamente. Isso ocorre pois o caminho usual para estabelecer a densidade
de operadores que atingem a norma ¢ demonstrando que todo operador 7" pode ser apro-
ximado por um operador da forma 7'+ S, onde S é um operador compacto. Sublinhamos
que em [30] Martin apresenta espacos que tém a propriedade A* e B e quase todos esses
exemplos encontram-se nesta dissertagao.

No primeiro capitulo desta dissertagao serao abordados alguns resultados basicos de
Analise Funcional, com especial énfase naqueles relacionados aos espacos estritamente
convexos, uniformemente convexos e localmente uniformemente convexos. Além disso,
forneceremos exemplos de operadores que atingem a norma e de operadores que nao
atingem a norma.

No segundo capitulo, exibiremos alguns resultados mais avangados que em geral nao
sao tratados em um curso introdutoério de anélise funcional. Abordaremos o conceito de
base de Schauder (recomendamos [4]), dando alguns exemplos de espagos de Banach com
essa propriedade. Trataremos também de espagos com a propriedade da aproximacao e
a propriedade da aproximagao limitada (para um estudo mais profundo recomendamos
[27]); ressaltamos que o primeiro exemplo de espagos de Banach com essas propriedades
sao aqueles que tém base de Schauder. Ademais, discutiremos, sem irmos muito a fundo
na teoria, topicos relacionados a espacos de Banach de codimensao finita, espacos de
Banach que tem as propriedades « e 3, espacos de Banach cuja norma depende localmente
de finitas coordenados, espagos de Banach poliedrais e espacos de Banach M-mergulho.
Para um estudo mais detalhado desses espagos recomendamos [5], [14], [12], [22] e [15],
respectivamente.

No terceiro capitulo discutiremos alguns dos primeiros resultados apresentados por
Lindenstrauss em 1963 (veja [26]) relacionados aos operadores que atingem a norma.
Mais especificamente, apresentaremos resultados que envolvem as propriedades A e B de
Lindenstrauss.

Por fim, no quarto capitulo estabeleceremos os principais resultados desta dissertagao.

Por exemplo, o resultado apresentado por Martin em 2014 (veja [29]) sobre a existéncia



de operadores compactos que nao podem ser aproximados por operadores que atingem a
norma. Ademais, exibiremos versoes das propriedades de Lindenstrauss para operadores
compactos; além de varios outros resultados envolvendo operadores compactos que podem
e que nao podem ser aproximados por operadores que atingem a norma. Neste capitulo
ficara claro se certos espacos classicos (por exemplo, ¢y e £,, 1 < p < 00) satisfazem essas
propriedades.

E importante notar que nesta dissertacao admitiremos que o leitor esteja familiarizado
com varios conceitos basicos de analise funcional como, por exemplo, topologias fraca e
fraca estrela. Para resultados introdutorios de anélise funcional recomendamos fortemente

a referéncia [4].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo serao abordados alguns resultados basicos de Analise Funcional, com es-
pecial énfase naqueles relacionados aos espacos estritamente convexos, uniformemente
convexos e localmente uniformemente convexos. Além disso, forneceremos exemplos de
operadores que atingem a norma e de operadores que nao atingem a norma. Para um

estudo mais profundo sobre os assuntos acima, recomendamos [4] e [8].

1.1 Espacos de Banach estritamente convexos e unifor-

memente convexos

Intuitivamente, quando se fala em bola num espago normado, vem logo em nossa mente um
objeto redondo. Mas em geral isso nao é verdade, pois o fato da bola ser deveras redonda
depende da norma considerada sob o espaco vetorial em questao. Por exemplo, a bola
no espago (R? ||.||) nao é redonda, mas quando munimos R? com a norma euclidiana, a

bola passa a ser redonda.

Definicao 1.1.1. Um espago de Banach X ¢é dito estritamente convezo se ||(1—t)z+tz|| <
1 sempre que t € (0,1), z # z e ||z|]| = ||z|| = 1.

Pensando de maneira intuitiva, em espagos que nao sao estritamente convexos a bola
unitaria nao é redonda. Apresentaremos a seguir uma caracteriza¢ao para espagos estri-

tamente convexos.

Proposicao 1.1.2. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(a) X € estritamente convezo.

(b) Sex,y € X, [lzf = llyll =1 e [lx +yll =2, entao z = y.

(c) Sex,y e X ellz+y|*=2|z[*+ 2|yl entaox =y.

(d) Se z,y € X e ||z +y| = ||zl + ||yll, entdo = é um mailtiplo positivo de y.

(e) Para cada x € Sx tem-se que sey € X e |z +y| <1, entdoy =0.

4



Demonstracao. (a) = (b) Suponha que se tenha z,y € X, ||z]| = |ly[| =1 e ||z + y|| = 2,
mas © # y. Logo para cada t € (0,1) devemos ter ||(1 —t)x + ty|| < 1. Em particular,
se t = 1 entdo ||z + y|| < 2 com |jz|| = |ly|| =1, o que contradiz ||z + y|| = 2. Portanto
devemos ter x = y.

(b) = (c) O caso z =y = 0 é trivial. Suponha, sem perda de generalidade, que x é nao

nulo. Entao,

0 = 2lzlI* +2[lyll* — ll= + y]*
> 2l + 2[lyll* = N2 )1* = 2ll= [yl — Iy

= (=l = llyl)*,

e portanto ||z|| = ||y||. Segue que
lz + ylI* = 2l|=[* + 2[ly]I* = 4]}/,

o que implica

T Y
|z +yll =2[|z|| = |70 + 77 ||= 2
=l [lyll
T Y
Segue de (b) que —— = —— e, consequentemente, r = y.

el Ayl

(¢) = (b) Como ||z|| = ||y|]| =1 e ||z + y|| = 2, podemos escrever ||z + y||* = 4. Logo,
Iz +yl* =4=2+2=2]|* + 2|yl

e segue de (¢) que z = y.
(b) = (d) O caso x = 0 ou y = 0 segue trivialmente. Suponha, sem perda de generalidade,

que z e y sdo vetores nao nulos e |ly|| > ||z||. Faga zo = Hx—“ e Yo = ﬁ Assim,
Zz Y
T
2> |lao+woll = || +
]| [yl
x Y Y Y
> + - -
[l [l | lyll [l
[
] lyll [l
=l lyll Iyl gl o
el Al (gl )
Logo ||zo + yol|| = 2. Segue de (b) que xg = yo e portanto x = Mg/

Iy

(d) = (b) Como [lz]| = [lyll = 1 e lz + y[ = 2 tem-se |z +y|| = [[z[| + [ly[|. Segue de (d)
que x = Ay com A > (0 e portanto A=1e z = y.

5



(e) = (a) Suponha que X nao seja estritamente convexo, logo existe ¢ty € (0, 1) tal que
10— to)e + toyll = 1 com lz] = lyll = 1 e @ # y. Logo &+ to(y — )| = 1 e por (e)
temos to(y — x) = 0. Isso implica que = y, o que é claramente uma contradigao.

(¢c) = (e) Sejam z, y € X com ||z|| =1e ||z £y| < 1. Assim,

2=2zl| = 2]
=z +=|
= lle+y—y+a
< lz+yll + e =yl

IN

1+1=2,

o que implica

lz+yll | llz—yll
2 + 2
= |z+yll=llz -yl =1

le+yll +llz—yll =2 1

= |rt+yl*=lz-yl*=1
Logo,

20|z +yl> + 2z —y|* = 2+2=4
= 4z
= 4|z|?
= |12z
= =+

= [z +y)+ (= -yl*
Segue de (¢) que x +y = x — y e portanto y = 0. [

Exemplo 1.1.3. Sejam p uma medida positiva sobre uma o-algebra > de subconjuntos
de um conjunto X # 0 e 1 < p < oo. Afirmamos que L,(X, X, 1) é estritamente convexo.
De fato, sejam fi, fo € L,(X, X, 1) com | fill, = ||foll, = 1 e fi # fo. Segue que para
todos t € (0,1) e A > 0, (1 —t)f1 # Atfe. Caso contrario, existiriam Ay > 0 e tg € (0,1)
tais que (1 — to) fi = Aotofa, entao

(1 = to) fill, = [[Xotofoll, = 1 = to = Aoto,

1—1¢ 1—1¢
implicando que \g = t—o. Logo substituindo Ag em (1 — ty)fi = Aotofe por ; 0

0 0
teremos f; = fy e isto contradiz f; # fo. Desse modo, a desigualdade de Minkowski é

estrita, isto é,
10— )1 + tholly < (1= Ol il + el fell, = 1 para todo ¢ € (0,1),

6



e portanto L,(X, X, ) é estritamente convexo para 1 < p < oo.

Exemplo 1.1.4. Em geral, os espacos L; e L, nao sao estritamente convexos. Para
mostrar isto, suponha primeiro que existam uma medida p positiva sobre uma o-algebra
Y} de subconjuntos de X e dois subconjuntos mensuraveis disjuntos A; e A, tais que
0 < u(Ay) <ooel < u(Az) < oco. Sejam xa, € xa, as fungdes caracteristicas desses

conjuntos, e sejam
fir=n(A) " Xars fo = p(A2) ™ Xy 91 = Xy + Xas € 92 = XAy — Xy

1
Note que para t = 3 tem-se

Ji+ [

1
5 = §||f1+f2||1

1

- %/X|f1+f2|du

1

- i/x(u(Al)‘lel + 11(A2) " xa,)dpe

1
= §</ M(Al)‘leldu+/ M(Az)‘leQdﬂ)
X X
1

= —(1+1)=1
S+
_l’_
Portanto || fi||1 = || fill1 = ‘ h 5 f2 = 1.
1
5 o s . g1+ 92
E facil ver que também temos ||g1]|c = ||92]|c0 = 5 =1.

Como caso particular do exemplo acima tome X = R, o-dlgebra ¥ como sendo a de
Borel, 1 a medida de Lesbegue, A; = (0,1) e Ay = (1,2).

Definicao 1.1.5. Dizemos que um espa¢o normado X é uniformemente convero ou,
mais precisamente, que sua norma é uniformemente convexa se, para cada e > 0 existe
d =9d(e) > 0 tal que

r+y

< 1—0 sempre que z, y € Bx e ||lx —y|| > €.

Como dois pontos de By distam no méaximo 2 entre si, é suficiente mostrar a condi¢ao

acima para 0 < e < 2.

Exemplo 1.1.6. Todo espaco de Hilbert H ¢é uniformemente convexo. Sejam x, y € By

e 0 < e <2 tais que ||z — y|| > €. Pela Lei do Paralelogramo,



2

2
eyl ey _ lelP Nl
2 2 2 2
Portanto,
2
e O e O WS W S
2 2 2 4 2 2 4 4
Logo

r+y

/ €2 €?
<A/ l——=1—-(1—-4/1-——.
2
Basta tomar 6 =1 —4/1 — T° assim concluimos o desejado.

Lema 1.1.7. Sejam (x,) uma sequéncia em um espago de Banach X e x € X. Entao as
sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) (z,) converge a .

(b) Toda subsequéncia de (x,) possui uma subsequéncia que converge a x.

Ideia da Demonstragao: A implica¢ao (a) = (b) é imediata. Na demonstracao da

reciproca prossiga por contradi¢do, como na demonstracao de (a) = (b) abaixo.

A seguinte proposicao apresenta algumas caracterizagoes para espagos uniformemente

convexos.

Proposicao 1.1.8. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(a) X € uniformemente convezo.

(b) Se xp,y, € Sx para todon € N e 1Lm |Tn + yn|| = 2, entdo ILm |zn — yn|l = 0.

(¢) Se xp,y, € X para todon € N, nh_)%o O(OQHan2 + 2||yall? — ||xn1 ZZHQ) =0e(x,)°, €

limitada, entao lim |z, — y,| = 0.
n—oo

Demonstracao. (a) = (b) Sejam z,,y, € Sx para todo n € N tais que nh_{](f)lo |Tn — ynl| #
0. Logo, existe ¢ > 0 tal que para cada ny € N podemos encontrar n > ng tal que
|z, — yn|| > €. Em particular, dado ny = 1 existe ny > 1 tal que ||z,, — yn,|| > e
Analogamente, para nyg = n; existe ny > ny tal que ||,, — Yn,|| > €. Continuando com
essa argumentagao, podemos construir, por recorréncia, uma sequéncia (n;); em N tal
que ||Zn; — Yn,|| > € para cada j € N. Como X ¢é uniformemente convexo, existe § > 0 tal

Ln; + Yny

que <1-9. Logo

lim ||z, +yn, || <2—26 <2,
J]—00

8



o que ¢é claramente uma contradicao.

(b) = (a) Suponha que X nao seja uniformemente convexo. Logo existe € > 0 tal que para

Tty

todo § > 0, existem z, y € Sy com ||z —y|| > € mas > 1—¢. Em particular, para

. . T+ 1
cada n € N existem x,,,y, € By tais que ||z, — yn|| > e e || Yn > 1 — —. Fazendo
n
n — 00, obtemos lim ||z, + y,|| = 2 mas lim ||z, — y,|| # 0, 0 que é uma contradicao.
n—00 n—00

(¢) = (b) Seja lim ||z, + yn|| = 2 com z,,y, € Sx para todo n € N. Dai, lim |z,|| =

lim ||y,|| =1, e portanto
n—oo
Jim (2fzall® + 2yl = len + 90 = 0.

Segue de (¢) que nh_)ngo |zn — ynll = 0.

(b) = (c) Dividiremos essa parte da demonstra¢ao em dois passos:

PASSO 1: Existe ng € N tal que z,,y, # 0 para cada n > ngy. Neste caso, considere a
sequéncia (hy,)p>n, onde h, = ||z, — y,|| para cada n > ny. Pelo Lema 1.1.7 é suficiente
mostrar que toda subsequéncia de (h,), possui uma subsequéncia que converge para zero.

Para a notagao nao ficar muito carregada, considere (h,,), como sendo uma subsequéncia

de (hp)pn. Assim,

2l|zall® + 2llyal® = llzn +vall® 2 2llaall® + 20yl = Olzall + llyal)®
= 2llzall” + 2llyall* = Nzall* = 2llzalllyall = lynl?

= llall® = 2l lllynll = llyall®
2

= (lznll = llynl)”-
Logo, nh_g)lo (lznll = [lynll) = 0, e portanto (y,)p; ¢é limitada. Sejam (zy;); e (Yn,);
subsequeéncias de (zp,)n € (Yn)n, respectivamente, tais que lim ||z, || = lim |[y,,|| = a. Se

J—00 J—00
a =0 entdao lim [|2,, — ¥y, | = 0. Suponhamos que a > 0. Segue que
j—o0

I*

. . 2 2 2
jlgglo Hx"a + Un, - Jlggo (HInJ +ynj|| - 2”937”” - 2||yng|| )

. 2 2\ — y,2
+ lim 2l | + 2lya, I?) = 4a%,

donde lim ||z, + yn,|| = 2a. Assim,
J]—00
xnj + ynj xnj + ynj o ynj _ ynj
a1 M, R 8 ) 729 | 29
125, + Y, 1 1
- - 4, -
[0, | 7291 I

Aplicando o limite na desigualdade acima obtemos

o i (Bt
N

9

T Yn;

2> lim +
1@, | [, |

Jj—o0




1 1 2
lim _ ”ynj” _ 24 _ 2,
=\ [yl [l l a
donde
T, -
lim || 4 na |l
=0 ;I [lym
Segue assim de (b) que
T, -
lim ||~ Y g,
=00 ;I [lyms |
Agora note que
[Zn; = Yn, |l _ Tn; — Yn,
[, (e (|
o || En o Y ||| Y Y
[z (72 | 72 (|
xnj ynj ]- ]-
= - + - 14, I,
e 7 77 o
e portanto
T, Yn, 1 1
[, = yn; | < |l = =7 || 12n, 1] + - 9 ([ |2, I
S L e 7 12 I
Portanto, fazendo j — oo, obtemos lim ||z, — yn,|| = 0.
J—00

PASSO 2: Agora mostraremos o caso geral. Seja (h,), tal que h,, = ||z, —y,|| para cada
n € N e considere (hy,); uma subsequéncia arbitraria de (hy),. Neste caso, temos duas
possibilidades:

(i) Existe subsequéncia (hy, ), de (hy;); tal que z,,  # 0 e y,, # 0 para cada p € N.
(4i) Existe pyp € N tal que x,,, , = 0 para cada p > po, ou y,, , = 0 para cada p > py.
Ao considerar a possibilidade (i), segue trivialmente do PASSO 1 que limh,,,, = 0. Na
possibilidade (i) podemos supor sem perda de generalidade que existeppo € N tal que
T,;, = 0 para cada p > po. Logo, a subsequéncia de (h,;); possui uma subsequéncia
que converge a zero, pois podemos considerar uma subsequéncia nula da subsequéncia da
subsequéncia (x,, ,),, que claramente converge a zero e nao ¢ dificil ver que a subsequéncia
da subsequéncia da subsequéncia (y,,); correspondente, converge a zero. De fato, basta

usar a hipotese de que

Jim, <2||xnu2 + 2l ~ [z +yn||2>= 0.

10



Proposicao 1.1.9. Todo espago de Banach X uniformemente convero € estritamente

convexo.
Demonstracao. Sejam ||z|| = |ly|| = 1 com z,y € X e ||z +y|| = 2. Como z,y € Sy,
existem (2,)5%; € (Yn)o2, em Sx com lim z, =z e lim y, = y. Assim, lim ||z, +y,| =
n—00 n—o00 n—00
|z 4+ y|| = 2. Como X é uniformemente convexo, segue que lim ||z, — y,|| = 0. Logo,
n—oo
|z — y|| = 0 e portanto x = y. Isso mostra que X ¢é estritamente convexo. [

O exemplo a seguir pode ser encontrado em |4, Exercicio 6.8.33].

Exemplo 1.1.10. (Um espago estritamente convexo que nao é uniformemente convexo)

Para f € C|0, 1] defina 1
1A= (ILF% Nl + 11F12) %

onde || - ||, é a norma usual de C[0,1] e || - ||, ¢ a norma usual de L5[0, 1]. Primeiramente,
veja que || - || € uma norma, pois dados f e g em C[0,1] e A € R,
Ifll=0 <= [fI*=0
= |flli+1fllz=0

= |fllo=Ifll2=0
— [=0.

Vale também a multiplicagao por escalar,
1
IMFI = (Il + IAF11) 2
1
= (PPISIE + IAPIAIR)?

= IR+ IF1R)E
N

Usando a desigualdade de Minkowski para sequéncias obtemos

1A+ Nl = (LA + IFI3)E + (ol + llgl3)®
1
> (12 + lgl2)* + (A3 + Nlgl3)*) " (Minkowski)
> (If +gl% + 1 + 1)
= (i +gl)?
= If +4l.
Segue assim que || - || € uma norma. Veja que (C[0,1],]| - ||) é estritamente convexo pois

se 2|\ 11>+ 2|lgll* — || f + g]|* = 0 entao
0=2[fI7+2lgl> = If +9ll* = 20F1% + 2015 + 2llgll% + 2llgll3

11



— N f+gllz = 1If+9l3
= 2|IfI1% +2lgllz = If + g%
+ 2 f15+2llgll5 = IIf + gll3 = 0. (1.1)

Segue dai que

20|15 + 2llgll5 = I1f + gl =0,

201713+ 2llgllz = IIf + gllz = 0. (1.2)

Como Ls[0,1] é estritamente convexo, segue de (1.2) que f = g. Agora vejamos que

(C10,1], | - ||) ndo é uniformemente convexo. Para isso, considere as sequéncias f, = 1
1

e g, como sendo a fungao poligonal que une os pontos (0,0), (—, 1> e (1,1). Mais
n

especificamente,

wn
D
S O
A A
IA N
—_ 3=

x
1, x

n
@D

gn(:lf) = { "

Assim
T [[ful, = i [ fullo, = lim g, = lim flgu]l, = 1.
Temos ainda

| frn + 9nllo = sup | fu(z) + gn(x)| = 2 para cada n € N

=
SIE

1
an‘i‘gnHz = /(1+n£€)2d$+/1 4d$>
0 1

o\ 2
- / (14 2nx + nx?)dx + 4/ dx)
0 1

0

|=

Logo lim || f, + gnll, = 2. Lembre que
n—oo
1fo + gull? = 1 fu + gull3 + [ fn + gnll2,

12



1fall? = £l + 1l fall5

I

gnl? = llgnll3 + llgnll%-

Dai obtemos

lim (2l fall® +lgall* = 11 fo +gal?) = 2 lim [|fo]l* +2 lim [|g,[|* — lim || f + g4l
n—00 n—00 n—00 n—00

— 44+4-8=0,
mas
lim ||f, —gnl| =1#0.
n—oo
Logo (C10,1],] - ||) ndo é uniformemente convexo.

Apresentaremos a seguir uma definicao de espacos que sao "intermediarios” entre os

espagos estritamente convexos e os espacos uniformemente convexos.

Definicao 1.1.11. Um espago de Banach é dito ser localmente uniformemente convezo
se dados x € Sx e € > 0 existe 6 = §(z,e) > 0 tal que para todo y € Sx tem-se
r+y

< 1— 4 sempre que ||z —y|| > e

Proposigao 1.1.12. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(a) X € localmente uniformemente convexo.

(b) Se x,,x € Sx e lim ||z + x,| = 2, entdo lim ||z — x| = 0.
n—oo n—oo
(¢) Se xp,x € X sao tais que lim ||z,| = ||z|| e lim |z + z,|| = 2||z|, entdo lim
n—00 n—r00 n—00

|z, — 2| = 0.
(d) Se x, , € X satisfazem lim (2||z|*> + 2||z,]|*> — ||z + z,||*) = 0 entdo lim |z—x,| =

0.

Demonstracao. A implicacao (a) = (b) é analoga & implicacdo (a) = (b) da Proposigao
1.1.8.
(b) = (c) O caso em que x = 0 é trivialmente verificado. Suponha assim x # 0. Podemos

supor, sem perda de generalidade, que x,, # 0 para todo n € N. Entao,

2>‘x+xn’>‘x T || xn_ajn‘
B 1 | {1 1| R 1 Izl [zl
|l | REEE 2]
- L
|l lzll [zl

Aplicando o limite nas desigualdades acima e lembrando que (z,), é limitada, obtemos

x T,
_+—

Rl 0| I 2

2> lim’

[ > bt

nooo ||z

13



]
Donde
lim [ - P |l — o
n=oo || [zl ||
Segue de (b) que
lim’ SR ‘:0.
n=oo || flznll - l2al
Assim,
S -y
0] [znll 2l
T T, T x
= - —
anll Azl (lz]] (]
x Tn, T T
< [ - +‘ - ‘
] HﬂﬁnH' [znll [
Segue que
x Tn x T
o = aul = (|55 = o2+ = ) ol
! ]| [[n]] [znll [ n

e portanto lim |z, — x| = 0.
n—oo
(¢) = (d) Note que

2
202l* + 2flzall® =z + 2al® = 20l2]* + 2ll2all® = (2]l + [lzal)
= 2|z + 2l|zal* = 2l* = 2llzll[lzall — 2l

l[1* = 2l /.l + [l

2
=zl = llznl)”
Dai, concluimos que lim ||z,| = ||z||. Como
n—oQ
lim [lz +2,)* = lm (|lz + 2] = 2[l2[* = 2[l2.]*) +
n—00 n—00

+ lim (2] + 2llan]?) = 4ll])%,

temos lim ||z + z,|| = 2||z|| e por (¢) lim ||z — x| = 0.

(d) = (c) Se lim ||z + z,|| = 2||z|| entdo lim ||z + z,||* = 4||z||*, donde
ILm 2llz|]” + 2l = ||z + za]*) = 0.

Segue de (d) que lim ||z — x,| = 0.
n—oo
(¢) = (b) Como x € Sx e lim ||x 4 z,|| = 2, obtemos lim ||z + x,| = 2||z||. Segue de
n— o0 n—o0
(¢) que lim ||z — z,|| = 0.
n—o0

(b) = (a) Suponha que X ndao seja localmente uniformemente convexo. Logo, existem
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x € Sx e € > 0 tais que para todo § = d(x,€) > 0 existe y € Sy com ||z — y|| > €
T+ . .
mas y’ > 1 — 6. Em particular, para 6 = 1 existe y; € Sx com |z — yi|| > €
x+ : .
mas LAY/ 1, assim como, para § = 3 existe yo € Sy com ||z — ys|| > € mas
T+ Yo . o
5 > 1 - 5 Prosseguindo desta forma, obteremos uma sequéncia (y,), em Sx
T+ Yn 1 . o
com ||x — y,|| > € para todo n € N, mas > 1 — —. Segue que aplicando o limite
n
nesta desigualdade obtemos 2 < lim |z — y,|| < 2, e portanto lim ||z + y,|| = 2 mas
n—oo n—oo

lim ||z — y,|| # 0. Isso é uma contradigdo pois lim ||z — y,| deve ser igual a zero por
n—oo n—oo

(b). n

Exemplo 1.1.13. Todo espaco localmente uniformemente convexo ¢é estritamente con-

vexo. De fato, basta aplicar a Proposi¢ao 1.1.12.

Diante dos resultados anteriores é possivel afirmar que todo espaco normado que sa-
tisfaz a lei do paralelogramo é localmente uniformemente convexo, todo espaco normado
localmente uniformemente convexo é estritamente convexo e espagos uniformemente con-
vexos sao localmente uniformemente convexo. Em contrapartida, segue do Exemplo 1.1.10
que a implicacao contraria nao é verdadeira.

Discutiremos a seguir alguns conceitos em espacos de Banach que serao usados no
decorrer desta dissertacao.

Definigao 1.1.14. Dizemos que um subconjunto A de um espago normado X é totalmente

n
limitado se para todo € > 0 existem xq, s, ..., T, em A tais que X C U B(zj,€).

j=1
Exemplo 1.1.15. Todo subconjunto limitado A de um espago normado de dimensao
finita é totalmente limitado. Sabemos que em espagos de dimensao finita os conjuntos
limitados e fechados sdo compactos. Como A ¢ limitado, segue que A é limitado. Donde

conclui-se que A é compacto. Ademais, dado € > 0 temos A C U B(z,€). Afirmamos que

€A
AcC U B(z,€). De fato, dado T € A existe z € A tal que x € B(T, ¢). Donde é imediato
z€A
que T € B(z,¢€). Portanto A C U B(z,€). Como A é compacto existem zy, To, . .., 7; em

€A
J J
A tal queA C U B(xy,€). Entdao, A C U B(xy,€), com xp € Aparak=1,2,...,7.
k=1 k=1

Proposicao 1.1.16. As sequintes afirmacoes a respeito de um subconjunto fechado K de
um espaco de Banach X sao equivalentes:
(a) K é compacto.

(b) Todo subconjunto A infinito de K possui um ponto de acumulagao.
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(¢) Toda sequéncia em K possui uma subsequéncia convergente para K.
(d) K € totalmente limitado.

Demonstragao. Uma demonstra¢do mais geral pode ser encontrada em |25, Proposigao
7.p. 222|.
|

Mais adiante exibiremos um resultado que serda importante nesta dissertacao. Antes
disso, é necessario preparar o caminho para posteriormente ser possivel demonstrar tal

resultado.

Lema 1.1.17. Se X € uma espago de Banach separdvel, entao existe uma familia {¢,,

n € N} C Sy que separa pontos de X .

Demonstra¢ao. Como X ¢é separavel tem-se que Sy é separavel. Seja {z, : n € N}

um subconjunto enumeravel denso em Sx. Seja z!! = Jx(z,) para cada n € N. Como

1
|z,|| = 1 temos ||27| = 1. Logo para cada n € N existe ¢,, € Sx tal que |z (4,)| > 3"

Vejamos que a familia {¢, : n € N} separa pontos de X. Sejam x,y € X, z # y. Como

I

=1e {x,:n € N} édenso em Sy, existe ng € N tal que

lz = yll’

r—y 1
“x—M|:%°<4'
Logo
1 . " y x_y
\xno((ﬁno)‘ = xn0(¢n0) Png (H yH) + no <Hx—y|])‘
—y r—y
= J no no) — ¥no o
x(Tny) (fn) — 6 Qu—w)+¢ Qx—w>

B - y r7Yy
= |Gy (Tng) — Py (H y||)+¢n0<|| _yH)‘
S ¢no(xn0_ x_y)'+¢n0( )‘
|z —y| — |l
— + quno( )’
|z =yl
_ ‘x

-yl H

¢m(ﬁi30W
o (o) 2 et = e~

|6 () — ¢no (¥)]
[z = yll

\w—yl\ H

no

o que implica

no

\ﬂﬁ—yl\ H

Assim




Tpny —

\»’U—yHH

Portanto

|6y () = Pno ()| =2 —7— >

Isso mostra que ¢y, () # ¢n,(y). Como z,y eram quaisquer em X, temos que a familia
{¢n : n € N} C Sx/ separa pontos de X. [ |

Vamos a demonstrac¢ao do teorema, que pode também ser encontrado em [8, Theorem
8.17, p. 248|.

Teorema 1.1.18. Todo espago de Banach separdvel (X, || - ||) admite uma norma equiva-

lente || - ||, tal que (X, |- ||o) € um espaco localmente uniformemente convezo.

Demonstragao. Seja {x,}>2; um conjunto denso em Sx. Pelo Lema 1.1.17 existe uma
familia {f,} C Sx/ que separa pontos de X. Seja F,, = span{xy,xs,...,z,} para cada
n € N. Defina uma norma || - ||, : X — [0, 00) por

Iz])2 = ||=)|* + 22 "dist(z, F,)? + 22 . (1.3)

Vamos mostrar que || - ||, é realmente uma norma em X. Primeiro precisamos verificar
que | - ||, estd bem definida. De fato, veja que dist(z, F,,) < ||z|| para cada z € X e
n € N, pois 0 € F,, para cada n € N. Logo, fazendo

N N
Sy = |lzlP+) 2 dist(x, F,)* + ) 27" (fa(2))
n=1 n=1
para cada N € N, obtemos
N N
Sy = la|?+> 2 dist(z, F,)* + > 27" (fulx))?
n=1 n=1

IN

N N
2 l1* + > 27"l + ) 27" |1
n=1 n=1
N N
= ||z|]? (1 +y 27+ ZQ‘”) .
n=1 n=1

Como isso ocorre para cada N € N, temos
N
li < 2142 1 27"
dim S <l ( ¥2lim ) )
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= 3||[|*.

Portanto,
e} o0
Izl = lll* + )2 " dist(z, F)* + ) 27" (ful2))?
n=1 n=1
= lim Sy < 3|z|? (1.4)
N—o0
Isso mostra que || - ||, estd bem definido. Para completar a verificacao de que || - ||, ¢ uma

norma, provaremos apenas a desigualdade triangular, pois os outros axiomas de norma

sao triviais. Sejam z,y € X. Temos que para cada N € N,

||$||2+2N:2_ndist(x F)2+§:2 ( ( _ Htz"‘Z <d2$t(l’,Fn )2+§:(fn(l‘)>2
n=1 o n=1 n=1 \/2_71
e
2 a —n q: 2 = —n 2 dZSt Y, al ?
lyl® + Y 2" dist(y, F)* + Y 27" (fu))? = |lyll +Z(—) +Z( ) .
n=1 n=1 \/_
Faca
o= Nl st = FUET o = 22 para 1 << (15)
e

(y)

distly £) o = W) i <<, (1.6)

by = Jbpi1 =
0 ||y|| +1 \/2_n ﬁ

Pela desigualdade de Minkowski (veja Proposi¢ao 1.4.2 em [4]) para sequéncias obtemos

2N % 2N % 2N %
(Z|an+bn|2) s(DanP) +<Z|bn|2> ,
n=0 n=0 n=0

que é equivalente a

N|=

2N 2N % 2N %
('“°+bo|2+z|an+bn'2) S('%'”Zlan'?) *('%'”Zlbn'Z) |
n=1 n=1

n=1

que por sua vez é equivalente a
N N 3 N N 3
<|a0 Fhol? + D lan +bal* + ) lanen + bN+n|2> < <|a0|2 +Y) an?+> |aN+n|2>
n=1 n=1 n=1 n=1
N N 3
o (e )
n=1 n=1
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Segue de (1.5) e (1.6) que

N
( [l + [ly11)* + Z

dist( x, Fn dzst(y, F,)

N\ dis xz, F, 2 N (T 2\ 2
g(uxu2+2 e DM )
n=1 n=1

N . 2 N 2\ 2
2 dZSt(y, Fn) fn(y)
+(||y|| +n§:: NG +Zl N

n=1

- <||g;||2 +Y 27" dist(x, F)? + ) 2‘”(fn(93))2)

+ <HyH2 + ) 27 dist(y, B+ ) 2"(fn(y))2> :

n=1

Por outro lado, temos

N N

lz+yl? + > 2 dist(z +y, F)? + > 27" (fulz + 1))’

n=1 n=1

< (fJz| + lyl) —i—ZQ (dist(zx, F,,) + dist(y, F,

= (Il +lly)* + Z

Segue que

dist(x, F},) n dist(y, F,) |?

NeT NeT

N

<(||x|| + [yl + Z 27 "(dist(x, F,) + dist(y, F,))* + Z 9—n

n=1
2

dist(z, F,)  dist(y, F},)

(. F)
N TN

N
= ((Hl‘H + 1yl + >
n=1
<HxH2+ZQ "dist(x, F,) +22
n=1

n=1

<||yH2+ZQ "dist(y, F, —1—22

Portanto de (1.7) e (1.8) obtemos para todo N € N

N N
oz + gl + ) 2 " dist(x +y, F)* + )

n=1 n=1

19

1
2

)
o)

27" (fulz +y))?

fule) | Suly)
v Ve

1

)

L (17)

+Z2 ) + fa(y))?
— |fal®) S]]
f2

) + fa( )))

Jul@) o) ’

N|=

=



- (w + Y2 dist(w, F,)° +Z?"<f“(x”2>

n=1 n=1

+0W+ZTWMMW+ZTWMW>-

n=1 n=1

Fazendo N — oo na desigualdade acima obtemos

12+ yllg < llllo + [1yllo-

Isso mostra que || - ||, ¢ uma norma em X. Note que
X=|JF.eF,CFu. (1.9)
neN

Para mostrar isso, é suficiente verificar a inclusao X C U F,,. De fato, para o caso x = 0

neN
é trivial. Sejam x € X — {0} e € > 0. Como o conjunto {z,}>2, ¢ denso em Sy, existe

tem-se ||z||z,, € U e portanto = € U F,,. Para alguns calculos que serao realizados

no € N tal que , 0 que implica ||z —||z||zy, || < €. Como ||z||zn, € Fuy,

[E

neNF, neN
mais adiante serd preciso usar o fato de lim dist(x, F,) = 0 para cada x € X. De fato,
n—oo

sejam x € X e € > 0. Logo, de (1.9), existe
z € U F,

tal que ||z — z|| < e. Segue que existe ng € N tal que z € F,,. Portanto para cada
n > ng € N temos que F,, C F,, e

dist(z, F,) < dist(x,z)+ dist(z, F),)
= |lz—z||+0<e

Logo nh_}r& dist(x, F,,) = 0 para cada = € X. Ademais, segue de (1.4) e da defini¢ao da
norma || - ||y, que ||z < ||z, < V3|z|| para todo # € X. Isso mostra que as normas
| -1l e -], sdo equivalentes. Por fim, resta mostrar que o espaco normado (X, | -||,)
¢é localmente uniformemente convexo. Pela Proposi¢ao 1.1.12 é suficiente mostrar que se
T, r € X e

_ 2 2 2
i (23 + 2l — e+ 2]3) =
entao klim |z — x| = 0. Substituindo (1.3) em
—00
2]12ll5 + 2llzellg — llz + zel,
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obtemos

d@st (x, Fy,)
2[|ll5 + 2llzelly — 1o+ zllf = 2HZUH2+2Z

n=1
dzst:z:, n:v
PN P i zz nl)
n=1
L dist(x 4z, F)? o= (falz +21))?
o 2 o n n

= llzl® + 2llzll® = o +2]1?) +
<i 2dist(x, F,)* + 2dist(zy, F,)* — dist(x + zp, Fn)2> N

2n

n=1

. <§32 -+%mumf—a&u+xmﬁ>. (110

2n

n=1

Como

2)|z]* + 2l|lzll* — llo + il > 0,
2dist(z, F,)? + 2dist(xy,, F,)? — dist(z + zg, F,)? > 0,
2(fu(@))? + 2(fu(zk))* = (fulz +a))* 2 0,

seguem de (1.10) as seguintes desigualdades

20|25 + 2ll2klld — o+ zll§ = 202l + 2llael* — llz + 2],
2/|z||2 + 2||xkllg — ||z + 2k |2 > 2dist(x, F,)? + 2dist(zg, Fy,)? — dist(x + xy, Fy,)?,
2(|2 I3 + 2l|zell§ — 1z + xll§ = 2(f(2))? + 2(fa(21))? = (falz + 21))*.

Como por hipotese
klim llzlls + 2zl — Nz + zxllf) =
—00

podemos garantir a existéncia dos seguintes limites:

lim (2|l + 2l — o + 2]?) =0, (L11)
Jim (2dist(x, F,)* + 2dist(xy, F,)? — dist(z + xy, F,)?) =0, (1.12)
(§
lim (2(£u(0)) + 2(fa(w))* = (fule +1))%) = 0. (1.13)
Além disso, tem-se
202)* + 2llzll® = llz + 2l = 20l2l® + 22l = ll2l” = 2l 2kl = lzxl?
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= ll® = 2llzllzell +

2
= (el = Tll)”
Segue assim de (1.11) que klirn l|zk|| = ||z||. Repetindo o mesmo argumento para (1.12) e
—00
(1.13) obtém-se
T [Jai| = ]| (1.14)
—00
klim dist(zy, Fy,) = dist(x, Fy,), (1.15)
—00
e
lim f,(zx) = fu(x), (1.16)
k—o0

para todo n € N. Nosso objetivo ¢ mostrar que lim ||z —z|| = 0. Para isso usaremos o fato
k

de {x;} U {x} ser compacto na topologia da norma. A demonstracio disso, sera deixado
por tltimo. Vejamos que lign |z, — x|]| = 0. Pelo Lema 1.1.7 & suficiente mostrar que toda
subsequéncia de (), possui uma subsequéncia que converge para x. Para nao carregar a
notagao iremos supor que (xy ), € uma subsequéncia arbitraria de (zx),. Vejamos que (xy )
possui uma subsequéncia que converge para x. Pela compacidade de m, existe
uma subsequéncia (x;); de (2x)r que converge para algum zy na topologia da norma.
Vejamos que x = xy. De fato, se x # z( entao existe ng € N tal que f,,(x) # fu,(0),
pois a familia {f,, : n € N} separa pontos de X, o que implica
: (1.16)
0< aale) = fuafa)l = 1 funle) = frole)] 27,

e isso ¢ claramente uma contradi¢ao. Portanto devemos ter x = xy como queriamos.
Sabendo disso, mostraremos que {zj} U {z} é compacto na topologia da norma. Vamos
mostrar que {z;}U{z} é totalmente limitado o que implicara que {z)} U {z} é totalmente
limitado e aplicando a Proposicao 1.1.16 teremos que m ¢ compacto. Com efeito,
como 161520 |zl = [|z||, existe K > 0 tal que ||| < K para todo k& € N. Como
lim dist(x, F,) = 0 para todo = € X, segue que para cada 0 < € < 1 dado, existe ng € N

n—oo

tal que n > ng implica dist(z, F,,) < €. Visto que o espago
F, = span{xy,...,x,}

tem dimensao finita para cada n, segue que (K + €)Bp, é totalmente limitado pois é

compacto (ver Proposigao 1.1.16). Assim existem v, ...,y, em (K + €)Bp, tais que

(K +¢€)Bp, C UB(yj,e).

=1

Segue de (1.15) que

lim dist(xy, F,) = dist(z, F},)

k—o0
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para todo n € N. Logo, fixado n € N, existe ky := ko(n) € N tal que k > ko implica
dist(zy, Fy,) < €.

Como F,, é subespaco fechado de dimensao finita, existe z;, € F, tal que

|lzk — zk|| = dist(xy, zi) = dist(zg, F,) < e. (1.17)
Segue que

2kl < |2k — @il + |2kl < e+ K <1+ K.
Dai, 2z € (K + 1)Bpg,. Segue que existe y; com 1 < k < p tal que

Iz — yxll < €. (1.18)

Considere os conjuntos

A=A{zy,. ..,z U{v, -, 0},
B={z,: ke NyU{y,...,y}

Afirmamos que
ko P
B C (U B(z;, 26)) U (U B(yj;, 26)) :

De fato, seja z € B. Se z = y; para algum 1 < j < p ou se 2 = x; para algum 1 <1 < ky,

entao é claro que
ko P
z € (U B(xi,26)> U (U B(yj,2e)> :
i=1 j=1
Agora se z =z, para algum k > kg segue de (1.17) e (1.18) que

Iz =yl < Nz =zl + 1z =yl
= |ow — 2l + |25 — 5l < 2e,

onde 1 < j < p. Logo

ko j2
z € (U B(x;, 26)) U <U B(yj, 26)) :

1=1

Assim temos que B ¢é totalmente limitado. Como {zj : £ € N} C B e subconjuntos de
conjuntos totalmente limitados sdo totalmente limitados, obtemos que {z; : k € N} ¢
totalmente limitado. Portanto é imediato que {zy : kK € N} U {z} ¢ totalmente limitado,

como queriamos demonstrar. [ |
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A seguir, apresentaremos uma sequéncia de resultados que serao usados nos proxi-
mos capitulos desta dissertagao. Optamos por deixé-los neste capitulo, por se tratar de

resultados bésicos de Analise Funcional, e podem ser encontrados em [4] e [8].

Teorema 1.1.19. Sejam X eY espacos de Banach e T, Ty, Ts, . .., operadores em L(X,Y)
tais que T, (z) — T'(x) para todo v € X. Entao para todo compacto K C X, sup ||T,,(x)—
zeK

T(x)|| — 0.
Demonstracao. Veja |8, Lemma 7.3, p. 204]. [ |

Proposicao 1.1.20. Sejam X e Y espacos de Banach. Se um operador linear T : X —
Y é um isomorfismo, entao existem constantes C' e Cy positivas tais que C||z|| < [|[Tz| <
Ch||z|| para todo x € X.

Demonstracao. Veja |4, Corolario 2.1.2]. |

Proposicao 1.1.21. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear
e continuo. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € compacto.

(b) T(A) ¢ compacto em 'Y para todo limitado A em X .

(¢) Para toda subsequéncia limitada (z,), em X, a sequéncia (T (x,)), tem subsequéncia

convergente em Y .
Demonstracao. Veja |4, Proposi¢ao 7.2.3|. |

Teorema 1.1.22. Sejam X e Y espagos de Banach e T, Ty,T,... em L(X,Y). Se para

todo m € N, T, é compacto e lim T,, =T, entao T" é compacto.
m—ro0

Demonstragao. Veja [4, Proposi¢ao 7.2.5|. [

Teorema 1.1.23. Sejam X e Y espagos de Banach e T : X — Y um operador continuo.

Se X ¢é separdvel entao T(X) € separdvel.

Demonstragao. Seja E C X um conjunto denso e enumeravel. Segue que T(F) é um
conjunto enumeravel em 7'(X). Dado y € T(X), existe x € X tal que T'(z) = y. Como
E é denso e enumerével em X, existe uma sequéncia (z,), em E tal que x, — x. Segue
da continuidade de T que T'(z,,) — T'(z) = y. Como (T(z,)), esta contida em T'(F),
temos que T(F) é denso em T'(X). Portanto concluimos que T'(X) é separavel. [
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1.2 Operadores que atingem a norma e resultados au-

xiliares

Nesta secao vamos mostrar alguns exemplos de operadores que atingem a norma e alguns
que nao atingem a norma. Também mostraremos alguns resultados envolvendo espaco
quociente e subespacos complementados. Lembre que, se X é um espaco de Banach, um
operador linear e continuo P : X — X é chamado projecao se P o P = P. Como con-
sequéncia, ||P|| > 1. Um subespago E de um espago normado X é dito ser complementado
em X se existe uma projecao linear P : X — X tal que P(X) = E. A proposi¢ao a

seguir nos fornece uma caracterizagao para espagos complementados.

Proposicao 1.2.1. Seja E um subespaco do espaco de Banach X. As sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(a) Existe uma proje¢ao linear P : X — X cuja a imagem coincide com E. Neste caso
dizemos que P € uma projegcao sobre E.

(b) E é fechado e existe um subespago fechado G de X tal que X = E ® G, isto é,
E=E+GeENG={0}.

Demonstragao. Veja [4, Proposicao 3.2.1]. [ |

Exemplo 1.2.2. Todo subespaco de dimensao finita de um espaco de Banach é comple-

mentado. Seja F' um subespago de dimensao n do espago de Banach X e seja {e1,...,e,}
uma base de F' tal que ||e;|| = 1. Para cada 1 < j < n, considere o funcional
pj FF— K, ¢; (Z akek): aj.
k=1

Claramente, ¢; ¢ linear para cada j. Como F' tem dimensao finita segue que ¢; também
é continuo para cada j. Ademais, podemos supor que para cada j tem-se ||¢;|| = 1. Pelo

Teorema de Hahn-Banach, existe ¢; € X’ extensdo de ¢; a X para cada j. Defina

P:X —F, P Z%

Vejamos que P é uma projecao. De fato,

(PoP)(a) = P(P(z)) = P(Z@mej)
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= Y &(x)e; = Pla).
j=1
E facil ver que P(X) = F. Ademais, para cada = € X,
> @il
j=1
< Y Ul el
j=1

n
< >l
j=1

= nflz].

I1P()]| =

Portanto, F' é complementado em X e ||P|| < n.

Teorema 1.2.3. Sejam X e Y espagos de Banach e T € L(X,Y) . Entao, se T(X) é
fechado em Y temos que T(X) € isomorfo a X/Ker(T).

Demonstracao. Veja |4, Exercicio 2.7.15]. [ |

Teorema 1.2.4. Sejam X,Y espacos de Banach. Se Z,W sao subespacos de X tais que
X=ZaoWeT:X —Y €éum operador linear continuo e sobrejetor com Ker(T) = Z,
entioY ~ X/Z ~(Z®W) |Z ~W.

Demonstrag¢ao. Veja que Y ~ X/Z decorre imediatamente do Teorema 1.2.3. Vejamos
que X/Z ~ (Z & W) /Z. De fato, para cada x € X existem tnicos z € Z e w € W tais

que z = z + w. Defina a aplicacao
] € X/Z — [z] +[w] e (Za W) /Z.

Vejamos que a aplicacao acima é um isomorfismo. De fato, é linear. E continua, pois

dado z € X existem unicos z € Z e w € W tais que x = 2z + w, e portanto

IT] + [l = N[z + w]l| = [|[2]]l-
Vejamos a injetividade. Seja [x] € X/Z com z = z + w e [z] + [w] = [0]. Como z € Z
e Z ¢é fechado entao [z] = [0], donde [w] = [0] e portanto [z] = [0]. Nao ¢ dificil ver que

a aplicagao ¢ sobrejetora. Resta mostrar apenas o isomorfismo entre (Z @ W) /Z e W.

Entao defina a aplicacao
T-W-—(ZeW)/Z, Tw=w).

E claro que T ¢é linear. T é continuo, pois para cada w € W temos ||Tw|| = ||[w]|| < ||w]|.
T ¢ claramente sobrejetor. Vejamos que T' ¢ injetor. De fato, se Tw = [0] entao [w] = [0],
e portanto w € Z NW = {0} o que implica que w = 0. Logo T ¢é injetor. E assim

concluimos que 7' é um isomorfismo, o que prova o resultado. [ |
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Proposicao 1.2.5. Sejam X espago de Banach e Z um subespago fechado de X. Se X

¢ nao separdvel e Z € separdvel entao X/Z € nao separdvel.

Demonstracao. Suponha por contradigdo que X/Z seja separavel. Sejam D = {z, €
X :n e N} tal que D = {[z,] : n € N} é um conjunto enumeravel e denso em X/Z
e G ={z, € Z:n € N} um conjunto enumeravel e denso em Z. Seja z € X e
[z] € X/Z. Considere em X o conjunto enumeravel G = {z, — z, : n € N}, vejamos
que G & denso em X. Como D é denso em X/Z existe um sequéncia (z;), em D tal que
\[zx] — z]|| = ||[xx] — [z]]| — 0. Lembre que para cada y € X a norma a se considerar
em X/7 é

Iyl = inf{lly — [l : = € Z}.

Entao, pela densidade de D em Z, para cada k € N existe z; € G tal que

zw] = [2]ll < llzw — 2 — 2l < [lfza] — [2]]] + %

Logo quando k — o0,
|lep — 2k — || = ||z — 2 — ]| — 0.

Assim a sequéncia (xy — zi )i esta contida em G e converge para x. Logo X é separavel,

o que é uma contradi¢ao pois X nao é separavel. Portanto X/Z nao é separavel. [ |

Uma caracterizacao para espacos de dimensao finita diz que um espago normado X
tem dimensao finita se, e somente se, a bola unitaria By é compacto. Por outro lado,
um resultado topologico classico diz que toda aplicacao continua f : By — K atinge
o maximo se dimX < oo. Em particular, isso ocorre para todo funcional 2/ € X’. No

entanto, isso nem sempre é verdade em espagos de dimensao infinita.

Definigao 1.2.6. Dizemos que um operador linear entre espagos normados 7' : X — Y

atinge a norma se existe xg € Sy tal que ||[Txo|| = |||

Exemplo 1.2.7. Se E é reflexivo entao todo ¢ em E’ atinge a norma. De fato, seja
¢ € E' —{0}. Pelo teorema de Hanh-Banach existe f € E” tal que ||f]| =1 e f(¢) =

lell.  Ademais, como E ¢é reflexivo, existe zp € E tal que Jg(xy) = f. Segue que

Je(20)(p) = f(p), e portanto

|o(@o)| = [Je(20) ()| = [f(2)] = llell-

Observe também que ||zo|| = ||Je(xo)|| = || f]| = 1. Portanto todo funcional linear definido

em F atinge a norma.

E importante ressaltar que a reciproca do tltimo exemplo é verdadeira (veja demons-
tracao em [17]).
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Exemplo 1.2.8. Se E ¢ reflexivo e F' é um espago normado, entdo existe 7' € L(E, F)
tal que T atinge a norma. Pelo exemplo anterior, para cada ¢ € E’, existe xq € Bg tal
que ||¢|| = |¢(zo)|. Desse modo, basta definir T': E — F por T'(x) = ¢(z)y, com y € F

e ¢ € FE'. E facil ver que T é linear, continuo e esta bem definido. Ademais,

1T = sup{lle@)yli; [l <13 = sup{le@@)[llyll; =[] < 1}
= lyllsup{le()]; lz] < 1}
= lylllell = llyllle(zo)l = llp(o)yll = 1T (zo)ll-

Exemplo 1.2.9. (Um funcional linear que nao atinge a norma) O funcional ¢ : ¢g — K|

a .

definido por ¢((a;))32, = Z 2—; nao atinge a norma. Nao ¢ dificil ver que ¢ esta bem
j=1

definido, é linear e continuo. Portanto mostraremos apenas que tal funcional nao atinge

a norma. Antes disso vejamos que ||¢|| = 1. De fato, seja v = (a;)32; € co e note que
| el e sup{lag) g €Ny 1
OISR ED IS Pl IEEAL SR g
7j=1 7=1 7j=1 7j=1

(n)
Logo ||¢|| < 1. Agora observe que para todo n € N tem-se z,, = (1,1,..., 1,0,...) € Bg,.
Dai,

Assim ||¢|| = 1. Agora, se © € B,,, entdo x € ¢y e existe jo € N tal que j > jo implica

0 < 5. Logo,
Clal, S Ll
o) | < P >
Jj=1 Jj=jo+1
- 01 N 1 o 1
- 20 2 L=
J=1 J=jo+1
Jo o0 o0
1 1 1
Jj=1 J=jo+1 J=

Portanto | p(z) |< 1se ||z]] < 1. Isto mostra que néo existe © € Bx tal que ||| =| ¢(z) |.
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Capitulo 2

Alguns Resultados sobre Espacos de

Banach

Espagos vetoriais de dimensdo finita sempre tém bases (algébricas ou base de Hamel).
Esse conceito nao tem muita utilidade em espacos vetoriais de dimensao infinita, sendo
um dos motivos devido ao fato de que espacos de Banach de dimensao infinita nao tém
bases algébricas enumeraveis (veja [4, Proposi¢ao 10.3.1]). Por causa disso, existe outro
conceito de base em espacos de dimensao infinita, o qual tem mais utilidade do que base
de Hamel. Este novo conceito de base é conhecido como base de Schauder, e seré tratado
na primeira segao deste capitulo.

Um outro conceito muito importante em Anélise Funcional sao espacos de Banach sobre
os quais podemos aproximar a identidade por operadores de posto finito uniformemente
sobre conjuntos compactos. Veremos que alguns espagos de Banach cléssicos tém essa
propriedade e, além disso, essa propriedade é preservada por isomorfismo. Estudaremos
ainda duas propriedades introduzidas num artigo publicado em 1983 (veja [33]). Neste
artigo, Schachermayer deu nome as duas propriedades que ja haviam sido usadas por

Lindenstrauss [26] e Partington [32], a saber, propriedade « e propriedade 3.

2.1 Base de Schauder

O seguinte conceito de base em espacos de Banach de dimensao infinita diferencia-se de
bases de Hamel pelo fato de base de Hamel usar combinacoes lineares que sao somas

finitas, enquanto nas novas bases podemos ter somas infinitas.

Definigao 2.1.1. Uma sequéncia (z,), no espago de Banach X é chamada base de Schau-

der de X se cada x € X tem uma tunica representacao da forma

[e.9]

€T = E AnTnp,

n=1
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onde a,, € K para todo n € N. A unicidade da representagao permite considerar os

funcionais lineares
o
/ . / JR—
z,: X —K, E a;T; | = an,
j=1

para cada n € N, que sdo chamados funcionais coeficientes (ou funcionais coordenados ou

ainda funcionais biortogonais associados).

Exemplo 2.1.2. Vejamos que a sequéncia (e,), onde para cada n € N tem-se e, =

(0,...,1,0,...) com 1 na posi¢do n, ¢ uma base de Schauder para ¢y. De fato, seja
x = (z;); € cp e sejam € > 0 e N € N tais que para todo n > N tenhamos |z,| < %
Assim,
N
ijej —z|| = |[(x1,...,25,0,...) = (z1,..., 2N, TNy1,-- )]l
j=1
= |[(0,...,0,—zNy1,...)]|
= sup |z,| < fce
n>N 2
0 N
Portanto obtemos que ;xjej = A}i_r)nw;xjej = x. Vamos mostrar a unicidade: Para

o

isso ¢é suficiente mostrar que se ijej = 0 para qualquer sequéncia de escalares (z;);
j=1

em K, entao x; = 0 para todo j € N. Visto que

o0
0=1|)zje;|| = sup ],
j=1 J

segue da propriedade de supremo que z; = 0 para todo j € N. De acordo com a definicao,

os funcionais coeficientes sao

o
!’ / _
e, X —K, e, E xjej | = T,
J=1

o0
para cadan € Ne z = (z;); = ijej.
j=1

Proposicao 2.1.3. Seja X um espago de Banach. Suponha que (x,), seja uma base de
Schauder para X normalizada, isto €, ||x,|| =1 para todo n € N. Logo para cada v € X

tem-se

[e's)
T = E UnTn,
n=1

onde a sequéncia (ay,), € unicamente determinada por x. Nessas condigoes tem-se lim a,, =
n—oo
0.
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Demonstragao. De fato, temos que se j € N entao para todo N € N tal que j < N temos

laj| = [Jajz;]|

N
> anan
n=j

N
> anan
n=j

IN

N
- § ApTnp

n=j+1

N
E An Ty,

n=j+1

+ (2.1)

oo
Como a série Z anTy, € convergente, fazendo j — oo em (2.1) obtemos lim |a;| =0. O
J—00

n=1

que mostra o resultado. [ ]

Quando um espago de Banach tem base de Schauder é sempre possivel definir uma
sequéncia de projecoes no espago. Essas projecoes, conhecidas também como projegoes
candnicas, sao operadores lineares e continuos (veja em [4, Corolario 10.3.7]) e o supremo

das normas dessa sequéncia de projegoes sempre existe (veja em |4, Proposigao 10.3.8 |).
Definigao 2.1.4. Uma base de Schauder (z,), em um espaco de Banach X é chamada
mondtona se as projecoes candnicas

o0

P,:X—X, P, (Z ajxj>

J=1

n
= a;,
j=1

sao tais que ||P,|| = 1 para cada n € N.

Exemplo 2.1.5. Se X = ¢y entéo a base de Schauder (e,), é mondtona. De fato, sejam

P:X—X, P, (iwjeg) = i%‘eja
j=1 i=1

as projegoes canonicas em ¢g. Logo, ¢ imediato que se x = (x;); € ¢y entao

[e.e] n [e.e]
o= |7 (S )| =[] < [Some] ee
i=1 I Iyt -
Portanto, obtemos que para cada n € N, ||B,|| = 1.

Proposicao 2.1.6. Seja X um espago de Banach. Entdo uma sequéncia (x,), em X €
uma base de Schauder se, e somente, se
(1) X = span{z, : n € N},

m
E a;T;

=1

<C

n
E QiT;

=1

1) existe uma contante C' > 0 tal que para qualquer sequéncia
4 51 tante C' > 0 tal l Enci

de escalares (a;); em K e todos n < m.

Demonstracao. Veja |6, Theorem 3.2,p 28].
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Proposicao 2.1.7. Sejam X e Y espacos de Banach. Se X tem base de Schauder mo-
ndtona e existe um isomorfismo isométrico T : X — Y, entao Y tem base de Schauder

mondtona.

Demonstragao. De fato, se (x,), é uma base de Schauder monétona para X. Nao é dificil
mostrar que a sequéncia (y,), onde y,, = T'(x,) para cada n € N é uma base de Schauder

para Y. Vamos mostrar apenas que a base de Schauder (y,), ¢ mon6tona. Sejam

P,:Y —Y, P~n<zbjyj>:2bjyj>
j=1

Jj=1

as projecoes canodnicas de Y e

P, : X —X, Pn(iaj%):iajxjv
p j=1

as projecoes canonicas de X que satisfazem ||P,|| = 1 para cada n € N. Vejamos que
|P,|| = 1 para cada n € N. De fato, se y € Y entéo

1E.)ll = fﬁ(}:%%>H
j=1

= Z bjy;

= Z b;T(x;)

(5
-l (50))

= |[(ToPR) (be])
= |[(ToR) (ZbT yj>‘
(ToP,0oT™ 1) (; bjyj> ‘

= [(ToP,oT ()l
< ANTILINTH iyl = Nyl

Isso mostra que a base de Schauder (y,), ¢ monétona. |

32



Em alguns casos ¢é possivel que os funcionais coordenados de um espaco de Banach
com base de Schauder também constituam uma base de Schauder para X’. Isto motiva a

seguinte definicao.

Definigao 2.1.8. Uma base de Schauder (z,), em um espaco de Banach X ¢é chamada

contrdtil se a sequéncia de funcionais coordenados (z/),, ¢ uma base de Schauder de X',

Exemplo 2.1.9. A base de Schauder (e, ), de ¢q é contratil. De fato, com a demonstragao
de ¢y adaptada para ¢; se mostra que (e,), é base de Schauder para ¢;. Segue de [4,
Proposigao 4.2.3] que

o0
b=(b); €l =g € (o),  @((a;);) =Y asb;  paratoda (a;); € co,
j=1
é um isomorfismo isométrico. Veja que para cada n € N o funcional correspondente de e,
pelo isomorfismo em (cq)" é €/, que sdo os funcionais coordenados. Nao é dificil verificar
que imagem de base de Schauder por um isomorfismo é base de Schauder. Portanto temos

que (e,), € contratil.
Definigao 2.1.10. Seja (x,), uma sequéncia no espago de Banach X. Dizemos que a

série E x, converge incondicionalmente se para cada funcao bijetora o0 : N — N a série

n=1

(o, ¢]
E To(m) ¢ convergente. Quando a sequéncia acima for uma base de Schauder para X
n=1

entdo dizemos que (x,), ¢ uma base de Schauder incondicional, isto é, para cada r € X
oo

a série T = g a,x, converge incondicionalmente.

n=1
De acordo com as defini¢oes acima, esté aberta a possibilidade de uma série incondicio-
nalmente convergente convergir para limites diferentes considerando ordenacoes diferentes

de N. A proposicao seguinte afirma que isso nao ocorre.
(o]

Proposicao 2.1.11. Seja Z T, uma série incondicionalmente convergente em um espago
n=1
normado X. Se 01,09 : N — N sao fungoes bijetoras, entao

Z mol(n) = Z mog(n)~
n=1 n=1

Demonstrag¢ao. Veja |4, Proposicao 5.3.8|. |

A seguir apresentaremos algumas caracterizacoes para espacgos de Banach com base de
Schauder incondicional que envolvem sequéncia basica complementada. Para tanto lembre
que uma sequéncia (z,), em um espago de Banach X ¢ dita sequéncia bdsica se é uma
base de Schader para span{x,, : n € N}, e é dita uma sequéncia bdsica complementada se

span{x, : n € N} é um subespaco complementado em X.
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Definicao 2.1.12. Sejam (z,,), uma base de Schauder de um espago de Banach X e (k).
uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos, com ky = 0. Uma sequéncia

de vetores nao-nulos (y,), em X definida por
kn
Yn = Z bz,
ian_1+l
em que b; € K, é chamada de sequéncia de blocos bdsica relativa a (x,)p.

O seguinte teorema sera usado no tultimo capitulo desta dissertacao. Optamos por

deixa-lo nesta secao, pois é um resultado sobre topicos relacionados a sec¢ao.

Teorema 2.1.13. Seja X um espago de Banach com base de Schauder incondicional
(Tp)n. As segquintes afirmagdes sao equivalentes:

(a) (zp)n nao é contratil.
(b)
()

c
a (x,)n equivalente a base candnica de (;.

X contém um subespago complementado isomorfo a (1.

FEziste uma sequéncia bdsica de blocos (yy), bdsica de blocos complementada em relagao

(
(d) X contém um subespago isomorfo a {y.

Demonstragao. Veja |2, Theorem 3.3.1]. |

2.2 Propriedade da aproximacao

A investigacao das varias variantes da propriedade da aproximacao e as relagoes entre
elas foi iniciada por Grothendieck [13]. O estudo da propriedade da aproximagao é muito
importante em teoria dos espagos de Banach. Para um estudo mais detalhado, recomen-
damos [27]. Dados X e Y espagos de Banach. Denotaremos por F(X,Y’) o conjunto de
todos os operadores T' : X — Y lineares e continuos de posto finito, isto ¢, cuja a imagem

tém dimensao finita.

Definicao 2.2.1. Um espago de Banach X tem a propriedade da aprorimacao se para
todo conjunto compacto K de X e todo € > 0, existe T' € F(X, X) tal que ||z —T'(z)|| < €
para cada x € K.

Exemplo 2.2.2. Todo espago de Banach X com base de Schauder tem a propriedade da

aproximagao. De fato, para cada n € N, considere as projegoes candnicas
o0 n
PnX—>X7Pn(E ajxj>—2ajxj
j=1 j=1

onde (7;)%2; ¢ a base de Schauder de X. Segue que para cada n, P,(X) tem dimensio
finita. Ademais, para todo x € X,
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[1Pn(2) — | =

0
Z a;x; — 0

j=n+1

E :ajxj E :ajxj

pois © = Zajxj. Segue do Teorema 1.1.19 que para todo compacto K em X tem-se

i=1
sup || P,(x) —x|| — 0. Ou seja, dado € > 0 existe P,, € F(X, X) tal que ||z — P, (z)]| < €
zeK

para todo z € K.

Devido ao Exemplo 2.2.2 temos que ¢y tem a propriedade de aproximagao. Mas, um
espaco de Banach ter a propriedade de aproximacao nao significa que seus subespacos o

terao, como pode ser visto no proximo Teorema.
Teorema 2.2.3. O espaco cq tem subespagos que nao tém a propriedade da aproximacao.
Demonstragao. Veja [27, Theorem 2.d.6]. |

A propriedade de aproximacao é conservada por isomorfismo, e isso é muito impor-
tante, pois dependendo do espago podemos renormalizé-lo para concluir que ele tem a

propriedade da aproximagcao.

Teorema 2.2.4. Sejam X e Y espagos de Banach e T : X — Y wum isomorfismo.
Entao X tem a propriedade da aprorimacao se, e somente se, Y tem a propriedade da

aprorimacao.

Demonstracao. Suponha que X tenha a propriedade da aproximagao. E sejam K C Y
um conjunto compacto e € > 0. Como T é um isomorfismo, temos que K; = T7!(K) ¢
compacto em X. Logo, como X tem a propriedade da aproximagao, existe T} € F(X, X)

tal que ||z — T (x)|| < —=-. Note que o operador

€
1T
T=ToT,oT 'Y —Y

é linear, continuo e tem posto finito, pois 77 tem posto finito. Note que dado y € K,

existe x € K tal que Tx = y. Dai, obtemos

ly =Tl = ly=ToTioT ' (y)]

= ly=ToT(T (y))l
= WY) T(T()| < Tz — Ta()]]

A

=€

1Tl 7=
HTH

para cada y = Tx. Portanto Y tem a propriedade de aproximacao. Reciprocamente,
suponha que Y tem a propriedade da aproximacao. Neste caso, basta imitar a demostracao

anterior para X no lugar de Y. |

35



Teorema 2.2.5. Sejam (X, |- [|x) e (Y, |- |ly) espagos de Banach e T : (X, | - |lx) —
(Y, || - |ly) uwm operador que nao pode ser aproxzimado por operadores de posto finito. Se a
norma || - || € equivalente a norma || - ||y, entao T : (X, || - ||x) — (Y. || - ||) ndo pode ser

aproximado por operadores de posto finito.

Demonstracao. Como T nao pode ser aproximado por operadores de posto finito, existe
e > 0 tal que para todo T} € F(X,Y) tem-se

1Ty = Tllex i,y 2 €
Como as normas || - || e || - ||y sdo equivalentes, existem constantes a e b positivas tais que

allyll < llylly < bllyll para todoy € Y.

Entao,
e <7y~ Tlooeaaptyy = sup{liTi(@) - T(@)llyia € Bx)
< bsup{||Ti(x) - T(z)|;x € Bx}
= W7y = Tlleeewiim
e portanto
T: (X)) — - 1D,
nao pode ser aproximado por operadores de posto finito. [ |

Os lemas a seguir serao necessarios para apresentarmos uma caracterizagao para espagos

de Banach cujo dual tem a propriedade da aproximacao.

Lema 2.2.6. Sejam X um espaco de Banach, D um subespaco de dimensao finita de X"
e € > 0. Entao existe um operador S : D — X tal que ||S|| < 1+¢€e S(Jx(z)) ==
sempre Jx(x) € D para cada x € X.

Demonstragao. Veja |27, Lemma 1.e.6]. |
O seguinte lema é uma caracterizacao para operadores de posto finito muito importante.

Lema 2.2.7. Sejam X eY espacos de Banach. Um operador linear e continuo T : X —
Y tem posto finito se, e somente se, existem n € N, p1,09,...,0, € X' € y1,Y2,...,Un
em Y tais que T(x) = p1(x)y1 + wa(T)y2 + - - - + @n(T)yn para todo x € X.

Demonstragao. Veja |4, Exercicio 2.7.20]. |

Teorema 2.2.8. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.
(1) X tem a propriedade da aprozimagao.

(17) Para todo espago de Banach Y, os operadores de posto finito sao densos em L(X,Y)
na topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.
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(1ii) Para todo espaco de Banach'Y ', os operadores de posto finito sao densos em L(Y, X)
na topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.

(iv) Para todas sequéncias (x,), em X e (x]), em X' tais que

)
D @ lllzall < oo
n=1

i z (z)x, =0
n=1

para todo © € X, tem-se

f: z, (x,) = 0.
n=1

(v) Para todo espago de Banach Y, todo operador compacto T € L(Y,X) e todo € > 0
existe um operador de posto finito Ty € L(Y, X) tal que |11 —T|| < e.

Demonstragao. Veja |27, Theorem 1.e.4]. |

Nos proximos capitulos serda importante para alguns resultados um espago de Banach
(ou seu dual) ter ou ndo propriedade da aproximagao. Segue uma caracterizagdo para
espaco de Banach cujo dual tem essa propriedade. Tal resultado pode ser encontrado em
[27, Theorem 1.e.5].

Teorema 2.2.9. Seja X um espaco de Banach. Entao X' tem a propriedade da aproxima-
¢cao se, e somente se, para todo espaco de Banach'Y , todo ¢ > 0 e todo operador compacto
T € L(X,Y), existe um operador de posto finito Ty € L(X,Y) tal que ||T — Ti|| < e.

Demonstragao. Suponha que X’ tenha a propriedade da aproximagao e seja T € L(X,Y)
um operador compacto. O Teorema de Schauder diz que o adjunto de um operador
compacto é compacto. Logo, o operador 17" : Y/ — X' é compacto. Pelo Teorema 2.2.8

(v), para todo € > 0 existe um operador U € L(Y’, X") de posto finito tal que
T —U|l <e.
Segue do Lema 2.2.7 que existem (y/), C Y" e (2f)", C X’ tais que
Uy') = zn: vi (y')]
i=1
para todo ¢’ € Y’, e portanto

<€

|7y = )
=1
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sempre que Yy € Bys. Defina
Ty =JyoT: X —Y" Ty(x)y)=T"Y(x).
Note que Ty estd bem definido pois

Ty(2)(y) = (Jy o T)(x)(y) = o/ (T(x)) = Ty ().

Ademais, se y' € By e x € By, entao

=2 w@y W) T'y/( Z Y.

T/y/ _ Z y;/(y/)x/
i=1

:xEBX}

Portanto

St - st

paratodo z € Bx. Como T é compacto, segue da Propriedade de Ideal que Ty é compacto.

'y GBY’}SQ

Logo Ty (Bx) ¢ compacto. Assim existe {z;}72, em By tal que

Ty(Bx) C U B(Ty (z;),€).

Considere
D = span ({Ty (z;)}, U{y) - 1 <i<n}).
Para cada x € By existe 1 < j < m tal que
HTy(xj) - Ty(:v)H< c.

Assim,

n

Ty (z;) = > ai(x)y!

i=1

n

Ty (a;) = Ty(2) + Ty () = Y ai(x)y)

i=1

Ty Z ZL‘

Pelo Lema 2.2.6 existe um operador S : D — X tal que ||S|| < 1+ee S(J () ==

< Ty () = Ty (@) +

sempre que Jy(z) € D para cada x € X. Logo aplicando S em Ty (z;) Zx x)y!,

obtemos

n

S(Ty(25)) = Y xi(w)S(y))

=1

n

S(Ty(z;) = Y (@)

=1
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n

Ty (2;) = Y (x)y)

i=1

< |5

< 2¢(1+¢€) <3¢

para € < 3. Logo,

Segue que

< 3e.

(8 0 )T (a) = > i(x)S(0)

Como Jy (Tz;) € D, segue que S(Jy(Tx;)) =Tz, e portanto

< 3e.

T(e;) = Y al()S())

< €+ 3e = 4e.

T(e)) = > i(x)S(0)

Portanto, temos

T(x) =Y ai(2)S(y))

i=1

T X —Y, Tilz)=Y ai(x)Sw),
=1

é um operador de posto finito em L(X,Y’), como queriamos.
Reciprocamente, sejam Z um espago de Banach qualquer, T : Z — X’ um operador
compacto e € > 0. Considere 7" : X" — 7’ o adjunto de T' e Jx : X —> X" o mergulho

canodnico. Diante disso, seja
T.=T olJx: X — 7', T.x)(z) = (Tz)(x).
Observe que T, estd bem definido pois
Tu(z)(2) = (T" 0 Jx(2))(2) = Jx(2)(Tz2) = (Tz)(x).
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Segue do Teorema de Schauder e da Propriedade de Ideal que T, é compacto. Logo,
aplicando a hipdtese do teorema a T, existe um operador de posto finito 7} € L(X, Z’)

tal que
HT* - T1H < €.
Logo, para cada = € Bx tem-se
| T (z) — Thi(z)]| < e

Como Ty tem posto finito, segue do Lema 2.2.7 que existem (2)7_; C X' e (2})7_, C 7'

tais que
n
Ti(z) = Z ()2
=1

para todo x € X. Logo

n

IT.(x) = Tu(x)]| = | Tu(e) - z_gx;mz; <e
Portanto, segue que para cada z € By,
IT2(2)(2) = Ti(2)(2)] = |To(2)(2) - zj(2)z(2)| < €
Assim,
(T2)(x) - () (2)| = |T(@)(2) - Z(2)a)(x)| < e,
donde
Tz — Zn:z;(z)x <e

Portanto, segue do Teorema 2.2.8 ((v) = (7)) que X’ tem a propriedade da aproximacao.
|

Teorema 2.2.10. Seja X uma espago de Banach. Se X' tem a propriedade da aproxi-

macao, entao X tem a propriedade da aproximacao.

Demonstracao. Vamos mostra que para sequéncias

{zn}n € X, {2} C X (2.2)
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tais que

> Nz ]l < oo (2.3)
n=1

Zx'n(a:)xn =0 (2.4)

para todo x € X, tem-se

> 2 (2,) = 0. (2.5)

Assim, pelo Teorema 2.2.8 obteremos que X tem a propriedade da aproximacao. Vamos
a demonstragao: Suponha que em X tenhamos (2.2), (2.3) e (2.4) e mostraremos que
ocorre (2.5). De fato, seja Jx : X — X” o mergulho canonico e para cada n € N chame

Jx(x,) = 2. Assim temos
{x)}, C X' {2}, C X". (2.6)

Segue de (2.3) que

oo oo
Dozl = D x (@)l
n=1 n=1

[e'S)
= Yl llllzall < oo,
n=1

donde
S 2l < oo. (2.7)
n=1

Por (2.4) temos que para todo 2’ em X',

Zx;(x)x'(xn) =1 (Z x;(aj)xn) = 0.

Assim
> Ix(a) @)z () = > ah(a)al,(x)

= Y (@) (@) =0
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para todo x € X. Portanto

> @)z, = 0. (2.8)

Como X’ tem a propriedade da aproximagao e temos (2.6), (2.7) e (2.8), segue do Teorema
2.2.8 que

)
> an(an)
n=1

Assim
o
/ //
E x, (T,) = E Ix (x,)( E x,
n=1
como queriamos demonstrar. [

Teorema 2.2.11. Seja Y um espago de Banach. Entio um operador T € L(X,Y) é
compacto se, e somente se, existem um subespaco fechado G de ¢y e operadores compactos

R:G—YeS: X —Gtal que RoS=T.
Demonstragao. Veja [18, Theorem 17.1.4]. [ |

Como consequéncia obtemos uma caracterizagao para espacos de Banach com a pro-

priedade da aproximacao.

Lema 2.2.12. Um espac¢o de Banach'Y tem a propriedade da aproximacao se, e somente
se, K(X,Y) = F(X,Y) para todo subespago fechado X de cy.

Demonstra¢ao. Suponha que Y tem a propriedade da aproximagao. A igualdade K(X,Y) =
m segue como caso particular do Teorema 2.2.8 (v) aplicado a subespagos fechados
de ¢g. Reciprocamente, suponha que K(X,Y) = W para todo subespaco fechado
X de ¢y. De acordo com o Teorema 2.2.8 é suficiente mostrar que dados ¢ > 0, X um
espago de Banach e T' € K(X,Y), existe um operador T} € L(X,Y) de posto finito tal que
|Ty — T'|| < e. Entao faremos isso: sejam € > 0, X um espago de Banach e T' € K(X,Y),
segue do Teorema 2.2.11 que existem um subespaco fechado G de ¢y e operadores com-
pactos R: G — Y e §: X — G tais que Ro S = T. Segue da hipotese que existe
T € F(G,Y) tal que

IT — Rl < 7o7
IISII
Assim chamando T} =T o S tem-se,
1T =T = [[ToS-T|
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= T~ R)os]
< T - RIS <e

Note que T7 : X — Y tem posto finito e portanto o resultado esta provado. |

Definiremos e apresentaremos agora alguns resultados que serao importantes para a
demonstracao do ultimo teorema. Esse teorema por sua vez, seré usado para se demonstrar

um resultado do tltimo capitulo da dissertacao.

Definicao 2.2.13. Seja X um espago de Banach e seja 1 < A\ < co. Dizemos que X tem
a A-propriedade da aproximacao se para todo € > 0 e todo conjunto compacto K C X,
existe um operador de posto finito 7' € L(X, X)) tal que |7z — z|| < € para todo z € K ¢
7] < A

Definicao 2.2.14. Um espago de Banach X tem a propriedade da aproximagao limitada

se tem A-propriedade da aproximacao para algum 1 < A\ < oco.

Exemplo 2.2.15. Espacos com base da Schauder tém a propriedade da aproximacao
limitada. Mostramos no Exemplo 2.2.2 que os operadores de posto finito que fazem com
que X tenha a propriedade da aproximagao sao as projecoes P,. Resta mostrar que existe
1 < X\ < oo tal que || P,]| < A. Mas isso ocorre pois, para cada n € N existe A < oo com
|P.]] < A; por exemplo, A pode ser a constante de base da base de Schauder. Como
P, o P, = P, para todo n € N, segue que A > ||P,|| > 1 para todo n € N. Portanto todo

espaco com base da Schauder tem a propriedade da aproximacao limitada.

Proposicao 2.2.16. Sejam X um espago de Banach e Z um subespaco complementado
em X. Se X tem a propriedade da aprorimacao limitada entao Z tem a propriedade da

aproximagao limitada.

Demonstracao. Sejam € > 0, K C Z compacto e \g > 1. Como Z é complementado em
X, existe projegao P : X — X tal que P(X) = Z com P(z) = z para todo z € Z.
Como K é compacto em Z C X, tem-se K compacto em X, pois Z é fechado em X.
Por hipotese X tem a propriedade da aproximacao limitada, logo 6exis‘ce um operador

T : X — X linear, continuo e de posto finito tal que | Tz — || < P para todo z € K

e T < Xo. SejaT =Tz : Z — X, e considere o operador PoT : Z — Z linear,

continuo e de posto finito. Segue que para cada = € K,

|PoTx—x|| = ||PoTxz— Pz
= |[|Po(Tz -z
< |P[ITz — =
€
< ||P||m =€



Logo, A = A\o[|P|| > 1, obtemos
1P o Tl < IPIITI < IPIIT] < Aol Pl = A

Portanto Z tem a propriedade da aproximacao limitada. [ |

Lema 2.2.17. Sejam X um espago de Banach eT € L(X,X). Se ||T| <1, entdao o
operador I —T € invertivel e (I —T)~ X:T’g

oo
Demonstracao. De fato, se ||T']] < 1, entao a série Z T* ¢ absolutamente convergente, e

k=0
portanto convergente. Agora para cada n € N,

o (iT’“) =] -T"= ( Y T’f) o(I—T).

Fazendo n — oo, obtemos

o (gw) =1= (ng) o(I-T).

Portanto (I —T') é invertivel e ( Z T [

Lema 2.2.18. Sejam X um espaco de Banach e E C X um subespaco de dimensdo n
e T : X — E um operador linear sobrejetor. Sejam k < n e FF C X um subespago
de dimensdo k tal que |T|r — Ir|| < € < 1, onde (1 —¢)"*ek < 1. Entdo existe um
operador S : X — E tal que S|p = Ir, |S—T|| < (1 —¢€)'ek||T||. Se além disso, T for
uma projecao, entao S pode ser escolhido de tal forma que seja também uma projecao e
1S|7x) — Ireo |l < (1 —€)ek.

Demonstragao. Seja U = Tjp. Segue do Lema 2.2.17 que U = T}y ¢é invertivel sobre T'(F)

[e.e]

e U™ = Z(I — U)*. Como T(F) C E, pelo Exemplo 1.2.2 existe uma projecao P de
E = T(X) sobre T(F) com ||P|| < k. Defina

ViE-— X, V(y)=(U"oP)y) +Iply) - Py).
A linearidade e continuidade de V seguem de U~!, I e de P. Diante disso, defina

S: X —FE, S()=((VoTl)(x).

A linearidade e continuidade de S seguem de V e de T. Vejamos que S satisfaz as

condicoes desejadas. De fato, primeiramente note que para = € Bp,
U @) < |U(z) — || + [Jzf] <e+1,
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donde
Ul < e+ 1.

Além disso, temos que ||[U!| < (1 — €)' De fato, segue do Lema 2.2.17 que

oo

U_l = Z(I - U)ka

k=0

o que implica

I -ul*

NE

= <

e
Il
o

N
Eond
-1
m
ol

= 1_62(1—6)71.

Note também que para cada y € Bpp) existe x € F tal que U(z) =y e

_ €
U7y =yl = lle = U)]| < e < 5

— 6 :
Portanto

€
1—¢

1T = Irer) || <
Diante disso obtemos,
|V —Igl| = [[(U'oP)+Ip—P—Ig|
— U oP) - P

(

(
= (U = 1Ip)o P
< | =1p)lP|

A

1—¢€
Portanto para todo x € X temos que
15(z) =T ()| = [V(T(x)) = T(x)l]
= (V= Ip)(T(2))]
< |V = IeIT|=|
< (=) ek|| TYl[|]].
Logo

IS =TIl < (1 — ) "ek| T
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Também temos que S| = Ir. De fato, para todo z € F,

S(x)=(VoT)(x) = (U ' oPoT)(z)+(poT)(x)~(PoT)(x)
= U N(P(T(2) +T(z) — P(T())

U NT(z)) +T(x) — T(x)

U (U()) = Ir(x).

Ademais, caso T' seja uma projecdo, S também sera. De fato, como T'(X) = E segue de
[4, Proposi¢ao 3.2.2] que para cada y € E temos que Ty = y. Como V(Tx) € E para
todo z € X entao

donde S é uma projegao. |

Proposicao 2.2.19. Seja X um espaco de Banach. Entao as sequinte condi¢oes sao
equivalentes:

(a) X tem a propriedade da aproximagao limitada.

(b) Eziste \y > 1 satisfazendo a sequinte propriedade: Para todo subespago F C X de
dimensao finita existe um operador S : X — X de posto finito tal que ||S|| < A1 e
Sx = x para todo x € F.

Demonstracao. (a) = (b) Suponha que X tenha a propriedade da aproximagao limitada
e seja F' um subespago de X de dimensao finita k. Como Bp é compacta em F, segue
que Br é compacta em X. Como X tem a propriedade da aproximacao limitada, existe
A > 1 tal que para todo 0 < e < 1 satisfazendo (1 — €)'k < 1 existe um operador de
posto finito T € L(X, X)) tal que

|Tx — x| <€
para todo x € Br e ||T|| < A. Logo,
||T|F — ]FH < €.

Faga F =T(X). Logo T : X — F ¢& sobrejetor. Com isso, estamos na hipétese do Lema
2.2.18. De fato, T': X — FE é sobrejetor, E e F' sao subespagos de X de dimensao finita
com k = dimF < dimF e

ITr = Ir|| <e <1,

com (1 —€)'ek < 1. Portanto, existe um operador S : X — E tal que S|p = I,
1S —T| < (1 —€) tek||T|. Além disso,

11 < IS =TI+ 7]
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< (L—e)~ ek||T| + T
< [T+ 17|
= 2|7 < 2.

Fazendo A\; = 2\ > 1, obtemos que ||S|| < A;. Assim o resultado esta provado.
(b) = (a) Seja A\; > 1 como nas hipoteses de (b). Vejamos que X tem a propriedade da
aproximacao limitada. Sejam K C X compacto e € > 0. Logo, existem 1, 2o, ..., xr em

K tais que

k
€
K Blax,— ).
Defina

F = span{zy,xq,..., Tk}

Visto que F' tem dimensao finita, segue da hipotese que existe um operador de posto finito
T:X — X tal que ||T]] < A\ e T'(z) = x para ¢ € F. Ademais, dado x € K, existe
. € ~

ie{l,2,...,k} tal que ||z — x;|]| < =——. Entao,

20\
|T(x) =zl = [T(z) -2 +2; —
< [|T(x) = zill + ||z — =
< [|T(x) = T(z:)[ + |lzi — x|
< [[T(x —x)|| + || — 2
< Tz — z:l| + [lz: — =]
- €N n €
201 2N\
- € N €
51T 5= €.
Portanto X tem a propriedade da aproximagao limitada. [ |

Definigao 2.2.20. Um espaco de Banach X tem a propriedade da decomposicao de di-

mensao finita, se existe uma sequéncia (F},), de subespagos de X de dimensao finita tal
[o.¢]

que cada x € X tem uma Uunica representagao xr = ZPna:, com P,x € F, para todo
n=1
n € N. A sequéncia (F},), é chamada de decomposi¢ao em dimensao finita para X e P,

sao projecoes lineares e continuas definidas em X.

Exemplo 2.2.21. Espacos de Banach X com base de Schauder tem a propriedade da
decomposi¢ao em dimensao finita. De fato, seja (x,), a base de Schauder para X. Assim,

dado = € X existe uma unica sequéncia (a,), em K tal que

)
r = E ApLy .
n=1
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Com isso, para cada n € N faga F,, = span{z,}. Isto mostra que X tem a propriedade

da decomposi¢ao em dimensao finita.

Proposicao 2.2.22. Seja X um espaco de Banach que tem a propriedade da decomposi¢cao

de dimensao finita, isto €, existe uma sequéncia (F,), de subespacos de X de dimensao
o0
finita tal que cada x € X tem uma unica representacio r = Z P,x, com P,x € F, para

n=1
todo n € N com P, projecoes lineares e continuas definidas em X. As aplicac¢oes

N
Q=0eQy=)Y P,
n=1

para cada N € N sao projecoes lineares e continuas.

Demonstracao. A linearidade das aplicagoes )y e o fato de serem projecoes é imediato.

Note que lim Qnx = x para cada z € X. Como lim Qyxr = z, existem constantes
N—o0 N—o0

C, > 0 tais que ||Qnz| < C, para cada x € X e cada N € N. Segue do Teorema

de Banach-Steinhaus que existe C' > 0 tal que [|Qn] < C. Como isso obtemos que

Qn € L(X, X) para cada N € N. [ |

Uma observagao importante a fazer com relagao a sequéncia de operadores (Q,,), de-

finidas na proposicao acima é

Qn © Qm = Qmin{n,m}

para todos n,m € N. De fato, se x € X e n,m € N com n < m entao

(QnoQm)r = Qun(Qn(x))

= > 2 PiBi()

k=1 j=1

k=1 j=1
= ) Pi(z) = Qua.
k=1

Note também, que na demonstragao da Proposi¢ao 2.2.22 mostramos que lim Q,x =
n

x para cada © € X. As projegoes (@), s@o usualmente chamadas de projecoes que

determinam a decomposi¢ao em X ou projecoes naturais da decomposi¢ao em X. A seguir

seré feita uma construcao de espacos de sequéncias.
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Definicao 2.2.23. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que um operador linear e

continuo 7" : X — Y é uma aplica¢do quociente se T(Bx) = By

A seguir apresentaremos uma construcao, seguida de uma proposi¢cao que podem ser
encontradas em [19] e [28].
Seja X um espaco de Banach e sﬂEn)n uma sequéncia crescente de subespacgos de
X de dimensao finita tais que X = U E,,. Ponha
n

Z:{(xn):xneEn para cadan € Ne lim z, =0 em X}7 (2.9)
n—oo

Y:{(:cn):xneEn para cada n € N e lim :L'n::CEX}. (2.10)
n—oo

Nao é dificil verificar que Z e Y sao espagos de Banach com a norma ||(x,)| = sup ||z,||.

Diante disso temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.2.24. Seja X um espago de Banach e seja (E,), uma sequéncia crescente

de subespacos de X de dimensao finita tal que X = UE” Seja Y como em (2.10), e
seja !

Q:Y — X, Qzn)n) = lim xz,.

n—oo

Entao,

(a) Q é uma aplicagao quociente, Ker (QQ) = Z ¢ Q(Y) = X, onde Z é como em (2.9).
(b) Y tem a propriedade da aproximagao limitada.

(¢) Y tem uma decomposi¢ao em dimensao finita (H,) tal que, para cada n € N, H, €
isométrico a E,,.

(d) Suponha que X seja separdvel e falhe a propriedade da aprozimacao limitada. Entao

Y € separdvel e Z nao € complementado em Y .

Demonstragao. (a) Mostraremos que By = By. Seja y € (By. Logo existe uma

sequéncia (y*) C QBy tal que klim y* = y. Assim, para cada k € N existe 2* = (zF),, €
—00

By tal que Q(2%) = y*. Segue da defini¢ao de @ que
V= Q) = Q(ah),) = lim 2%,
Como para cada k € N tem-se ||z*]| < 1, segue que
12> [o*] = Slile’fiH > |
para cada n € N. Portanto, para cada k € N temos

Iy = QM| = 1) = Tim flak]) < 1.
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Segue que ||ly|| = klim |y¥]| < 1, e portanto y € Bx. Logo QBy C Byx.
—00
Vejamos que Bx C (QBy. Para isso, mostraremos que Sy C (QBy. Uma vez sabendo

disso, é suficiente observar que como By é convexo e ) é linear, tem-se que Q(By) é

convexo e portanto () By é convexo. Logo
Bx = conv(Sx) C conv(QBy) = QBy.
Vejamos que Sx C (QBy. Sejam x € Sx e € > 0. Como

&CX:U&,

existe z € UE" nao nulo tal que ||z — z|| < ﬁ Como z € UE”’ existe ng € N tal
€

n n

que z € E,,. Faga y = H € E,,. Sabendo que E,, C E,;; segue que y € Bp, para todo

n > ng. Com isso, defina a sequéncia (z,), em X por

Yy, Se n>nyg
T, = .
0, se n <nyg

Observe que (x,), € By e Q((x)n) = lim z, =y € Q(By). Mostraremos que
n—oo

[ = Q(zn)n)]| < e

Como ||z|| = 1, segue que

[z = Q(zn)a)ll = [lz =yl

_ 'x_
< . I ‘
< E || B
_ \n 4 Jz =zl
NE u [
RS
ERERE
B =zl | ez
B B
e
B B
R
S F T
2|z — ]
E
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Izl =zl = [z — =]
S 1o _f
2+¢€
2
 24¢€
2
segue que ste > ——. Portanto
2 =l
2||z — |
e = Q((zn)n)l < ————
Izl
€ 2+4e€
= €.
2+¢ 2

Isso mostra que x € Q(By) e portanto Sy C By como desejado.
Vamos mostrar que Ker (Q) = Z. De fato,

z = (zn)n € Ker(Q) <= 0=0Q((zn)n) = nlggo Ln
— z=(r,)n€Z.

Por fim, resta mostrar que Q(Y) = X. Como a inclusdo Q(Y) C X é trivial, mostraremos
apenas que X C Q(Y). De fato, seja z € X = UE” Logo existe z1 € UE" tal que

|z — 21]] < 1. Como z; € UE”’ existe n; € N tal que z; € F,,. Analogamente, existe

n

1
Ty € UE” tal que ||z — xqf| < 3 Como zy € UE" e B, C E, 1, existe ny € N com

n n

ny > ny tal que zo € FE,,. Novamente pelo fato de =z € UEn, existe x3 € UE” tal

n n
1 .
que ||z — x3|| < 3 Como x5 € UE" e B, C E,,1, existe n3 € N com n3 > ny tal que
n
x3 € E,,. Prosseguindo desta forma obteremos uma sequéncia (xy); em X com xy € E,,,

E, CE,
dada por

1 : : . :
eer € lz =2l < 7 bara cada k € N. Diante disso considere a sequéncia (y,)n

Y = { Tg, se ngp <1< Npy (2.11)

0, se 1<i<my

Segue que a sequéncia (y, ), converge para x. De fato, caso isso nao acontega, existe € > 0
tal que para cada ng € N existe n € N com n > ny tal que ||y, — z|| > e. Em particular,
para ng = ny existe my; > ny com ||y, — x| > €. Assim, para ng = ny existe mg > ng
com |[ym, — x|| > €. Prosseguindo desta forma obteremos uma sequéncia nao decrescente

(m;); de ntimeros naturais com ||y,,, — || > € para cada j € N—{1} e m; > n; para cada
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J. Mas de acordo como foi construida a subsequéncia (ym,);, de (2.11), tem-se que (Y, );
é uma subsequéncia de (xy)x. Logo temos uma contradigao, visto que (zy); converge para
x. Desse modo, devemos ter que (y,), converge para x. Além disso, (y,), € Y, pois

yn € E, para cada n € N. Portanto
Q(yn))n = lim_ gy, = .

Isso mostra que X C Q(Y'). Portanto o resultado esta provado.

(b) Vamos mostrar que Y tem a propriedade da aproximagao limitada. Para isso, mostra-
remos que existem uma sequéncia de projegoes (B, ), em L(Y,Y) de posto finito tal que
a sequéncia (P, (x)), converge uniformemente para x sobre conjuntos compactos e A > 1

com ||P,|| < A para todo n € N. De fato, para cada = = (21, 22,...,2Zp,...) € Y defina

P,:Y —Y, P,(z)=(x1,,... ,(xng,xmxn, ).

A linearidade de P, é clara. Vejamos que P, é continua para cada n € N. De fato, seja

x = (11,29, ,Tp, ) €Y. Logo
(n)
[1Pn(@)l = (21,22, Ty T, )|
= sup ||z
1<i<n
< sup [zl = [[(@n)all-
n

Isso mostra que P, é continua e que ||P,|| < 1 para cada n € N. Agora vamos mostrar
que a sequéncia (P, (x)), converge uniformemente para x sobre conjuntos compactos. De

fato, dada (z,), € Y segue que

[ Pa((#n)n) = (@n)nll = [[(0,0,... %0 — Tpy1, T — Tpya, .. )|
= sup ||z, — zn|| =3 0.
N>n

Portanto P,(z) converge para x para cada x € Y. Segue do Teorema 1.1.19 que P, con-
verge uniformemente para Iy sobre conjuntos compactos. Além disso, P, é uma projegao

para cada n € N. De fato, seja z = (x,), € Y segue que

(PooP)(x) = Pu(Py(v))

(n)
= Pu(x1,T0, ..., Ty, Ty, Ty - - )

= (x1,29,... ,gvnz,xn,xn, ...) = Py(x).

Por fim, resta mostra que P,(Y") tem dimensao finita para cada n € N. Para isso, seja

n € N fixo. Como FE,, tem dimensao finita para cada n € N. Considere

{917927?/3;--‘,%(71)} (212)
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uma base de F,. Afirmamos que o conjunto

(n)
A= {(yl,0,0,0,...),(O,yl,0,0,0,...),...,(0,0,...,yl,yl,yl,...),
(n)
(yQ,O,O,O,...),(O,QQ,O,O,O,...),...,(0,0,...,y2,y2,y2,...),
(n)

(y37070707'")7(073/37070707"')7"'?(0707"'73/373/371/37"')7"'7
(n)
(yd(n)a 07 07 07 - ‘)7 <07 Yd(n), 07 07 07 . ')7 R (07 07 <oy Yd(n)r Yd(n)» Yd(n)s - - )}
é uma base para P, (Y). De fato, é facil ver que A é linearmente independente. Vejamos
que cada y € P,(Y) é combinagao linear de elementos de A. De fato, como y € P,(Y)

existe © = (21, %9, %3, ..., Tp, Tni1,...) € Y tal que P,(x) =y, isto é,

y = Pu(x) = (1,29, 23, . .. ,gz,xn,:cn...).

Como E, C E,.; para cada n € N, segue que para cada 1 <17 < n tem-se x; € E,,. Como

o conjunto {y1,¥2,¥s, ..., Ydm)} ¢ uma base de £, existem escalares

d(n d(n d(n d(n
{al,j}j(:1)> {a2,j}j(:1)7 {a3,j}j(:1)> cee {an,j}j(:l)

em K tais que

d(n) d(n) d(n) d(n)

Ty = Zal,jyja T2 = Za2,jyja ceesdn = Zan,jyjy In = Zan,jyja R
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

Segue que
(n)
y = (21,T2,%3,...,Tn, Tp,Tp,...)

d(n) d(n) d(n) d(n) d(n)

= Z a1,;Y;> Z a2,5Y;> Z a3,5Y5> - -+ Z n.5Yj Z n,5Yjs - - -
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

= (@11Y1,021Y1,A31Y1, - - - A1 Y1, Ay, - - -) +

+ A (aram)Yam) s G2.dm)Yd(n)» @3,dm)Yd(n)s - - - 5 And(m)Yd(n) Gnd(n)Yd(n) s - - -)

(n)

alyl(yl,0,0,0, .. ) —|—a2,1(0,y1,0,0,0, .. ) 4+ -4 aml(0,0, e Y1, Y1, Y1, - - ) -+
(n)

Cll,g(yg, O7 0, O, .. ) + a/2’2<07 Y2, 0, 0, O, .. ) R amg(O, 0, e Y2,Y2, Y2, - ) +
s a'l,d(n)(yd(n)a Oa 07 07 .- ) + a2,d(n)(07 Yd(n), 07 07 07 .- ) +-+

4
+
+ nam)(0,0, ... ,yg&), Yd(n)> Yd(n)» - - -) T a1,dm) (Yam), 0,0,0,...) +

+ azam) + (0,Yan),0,0,0,...) + - + anam (0,0, .. ,ySEZL), Yd(n): Yd(n)s - - -)-

Isso conclui a demonstra¢do de que o conjunto A é uma base para P,(Y). Portanto
P,(Y) tem dimensao finita. Como n € N é qualquer, tem-se que P,(Y) tem dimensao

finita para todo n € N. Portanto o resultado esta provado, isto é, Y tem a propriedade
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da aproximagao limitada.

(c¢) Vamos mostrar que a sequéncia de subespagos (H,,),, ¢ uma decomposi¢ao em dimensao
finita para Y, onde H, = {(0, 0,...,(.%)715,33,...) :z € E,} para cada n € N, ou seja,
existe uma sequéncia de projegoes (P,), em L(Y,Y) tal que cada x = (x,), € Y tem uma

tinica representacao da forma
v=Y Py(x), Pur)€H,,
n=1

e H, tem dimensao finita para cada n € N. De fato, defina para cada = = (x,), € Y

(n)
P,:Y —Y, P,((z;);) =(0,...,0,2, — Tp_1,Tp — Tp1,...).

onde denotamos xy = 0. A linearidade e o fato de P, ser projegao sao triviais. Vejamos

que P, é continua para cada n € N. De fato, seja = = (z,), € Y. Assim

(n)
[Pa(@)|| = |1 Pu((n)n)l = 110, ., 0,20 — Zp1, @0 — Ty, )|

|Zn — 2]

< el + llznll

< 2sup [z, || = 2[«]-

Isso mostra que P, é continua para cada n € N. Vamos mostrar que

r = Z P,(x)

para cada z = (z,), € Y. De fato, seja

Sy = Y Pu(x)

= Pi(z)+ Py(x)+ -+ Pn(x)

= (ZEl,JZQ,...,ZEN,ZL'N,...).
Assim
ISy —z|| = ||(z1,22,..., 2N, 2N, ...) — (T1, T2y« o ., TN, TN, - - )|
= ||(0,...,[L‘N—ZEN+17.I‘N—J}N+2,...)||
N—oo
= sup |ley — x| — 0.
n>N
Logo,

T = Z P,(x)
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para cada = = (z,), € Y. Note também que

Puy) =4 ¥ % V€ H : (2.13)
0, se ye H,, comm#n

Em particular

P op, — P,, se n=m ‘
0, se n#m

Resta verificar que a representacdo acima é tnica. De fato, seja = = (x,), € Y tal que

T = io:Pn(:v) = iyn, com P,x,y, € H,.
n=1 n=1

Devemos mostrar que P,x = y, para cada n € N. De fato, seja k € N. Segue que

P = P (fy) _— (iy)

n=1

= Y. ( por (2.13))

Isso mostra o desejado. Vejamos que H,, tem dimensao finita para cada n € N. Para isso

é suficiente mostrar que FE, é isométrico a H,, para cada n € N. De fato, defina
T,:E,— H, T,(x)=(0,0,...,0, 2,x,z,...).

E imediato que o operador T,, esta bem definido, é linear e continuo. A sobrejetividade
de T,, também é clara. Para concluir a demonstracao, resta verificar apenas que 7T,, é uma

isometria para cada n € N. De fato,

)

(n
1T (@)} = 1[(0,0,...,0, @, 2,2,..)|| = sup [[z]| = [l].

Isso mostra que H, tem dimensao finita e que H,, é isométrico a FE, para cada n € N,
obtendo o desejado.

(d) Vejamos que Y é separavel. Para isso, lembre primeiro que Q(Y) = X e ker(Q) = Z.
Assim, segue do Teorema 1.2.3 que X ¢ isomorfo a Y/Ker(Q) = Y/Z. Pelo Teorema
1.1.23, Y/Z é separéavel. Observe que se mostrarmos que Z é separavel, entao aplicando
a contra-positiva da Proposi¢ao 1.2.5 obteremos que Y ¢é separavel. Portanto, é isso que
iremos fazer, provaremos que Z ¢é separavel. Como FE, tem dimensao finita para cada
n € N, segue que F, é separavel. Dali, existe conjunto enumeravel G,, C FE, tal que
G, = E,. Defina, para cada N € N,

Dy ={(z,) € Z:2,€ G, paral <n <N ex, =0 para todon > N}.
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Nao ¢ dificil ver que a aplicagao

N

Ty :Dy — [[Gnr Tnl(2n)n) = (z1....,2n)
n=1
N
é uma bijecao linear entre Dy e H G, para cada N € N. Logo, visto que GG,, é enume-
n=1
N

ravel para cada n € N, obtemos H (G, enumeravel para cada N € N e portanto Dy é
n=1
enumeravel para cada N € N. Defina

D = G DN.
N=1

Como uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel tem-se D enumerével
com D C Z. Mostraremos que D é denso em Z. De fato, sejam = = (z,,), € Z e € > 0.

. . . . € .
Como lim z,, = 0, existe ng € N tal que n > ng implica ||z,| < 1 Como o conjunto G,
n—oo

€
é denso em E, existe z, € G, tal que ||z, — z,|| < 2 para cada 1 < n < ng. Seja
2 = (2y)n, onde z, = 0 para todo n > ny.

Note que z € D. Vamos mostrar que ||z — z|| < e. Para isso faca

T = (ZTy)n, onde T, =

Tn, Se N <Ny
0, se n>ng

0, se n<ng

K8
Il

Tn, SE N> Ng

(:zzjn)n, onde 7, = {

Veja que z = & + 7. Segue que

lz—z2|| = |[2+2— 2|
< |z —=2[ + |1
= Sup||&, — 2| + sup || Z,]|
n n

= sup ||z, — zp|| + sup ||z,
n<ng n>no

< S4fofc
— - = — €.

- 4 4 2

Isso mostra que G é denso em Z. Logo Z é separavel como desejado. Vejamos que Z nao
é complementado em Y. Suponha por contradi¢ao que Z seja complementado em Y. Seja
W um subespaco fechado de Y tal que Y = Z & W. Logo, pelos Teoremas 1.2.4 e 1.2.3

temos os seguintes isomorfismos
XY/ Z=(ZOW)/Z=W. (2.14)
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Como W também é complementado em Y e Y tem a propriedade da aproximagao limitada,
segue da Proposicao 2.2.16 que W tem a propriedade da aproximacao limitada. De
modo analogo como feito no Teorema 2.2.4 se mostra que a propriedade de aproximacao
limitada é preservada por isomorfismo. Segue de (2.14) que X tem a propriedade da
aproximacao limitada, e isso é uma contradig¢ao, pois por hipotese X falha a propriedade
de aproximacao limitada. Portanto Z nao é complementado em Y. E por fim a proposicao

estéd demonstrada. [ |

O seguinte teorema pode ser encontrado em [12]. Dado F' um subconjunto de X,
lembre que F* := {2’ € X' : 2/(z) = 0 para todo x € F'}.

Teorema 2.2.25. Sejam X um espaco de Banach separdvel e Z um subespaco de X. Se

T :Z —> ¢y é um operador linear e continuo, entio existe T : Z — ¢q tal que
Tz =T e|T| <2|T]|.

Demonstracao. Para mostrarmos que existe T : Z — ¢q satisfazendo as condigoes da tese
desta proposicdo, precisaremos fazer algumas construgoes. Para isso, sejam 1" : (¢p) —

Z" o adjunto de T e (e,), a base de Schauder usual de ¢y. Considere (€,), a sequéncia de

/

/) uma sequéncia em Z' tal

funcionais coordenados da base de Schauder (e,),. Seja (z

que T'¢!, = 2! cada n € N. Vejamos que ||T|| = sup ||2/,||. De fato, como
n
Izl = 1T en [l < Tl = 177

para cada n € N, obtemos sup ||2,|| < ||T||. Vejamos a desigualdade contraria. Lembre-se
n

que se Yy = (Yn)n € ¢y entao
[yl = sup |yn| = sup ey, (y)].
Diante disso, seja z € Z. Segue que

ITz|| = suple,(Tz)|
= sup|T"e),(2)]
< sup||T"¢, |||

= sup ||z [l[1=]-
n
Logo ||T|| < sup ||z,|| e portanto
n
1T} = sup ||z, |-
n

Como Z é um subespago de X e z/, : Z — K sao funcionais lineares e continuos para

cada n € N.| segue pelo Teorema da extensao de Hanh-Banach que existem funcionais
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lineares e continuos z/, : X' — K tais que 2|z = 2/ e ||z || = ||z, || para cada n € N.

Como ||T|| > ||z || isso implica ||T'|| > ||z} || para cada n € N. Com isto, defina
G={deX ||| <|T|} e K =GnNZ+.

Observe que G # ) pois a sequéncia (z},),, C G. Sendo X separavel, tem-se G metrizavel
na topologia w* (veja [4, Proposi¢ao 6.5.1]), isto ¢, a topologia fraca estrela em G é
gerada por uma métrica d. Além disso, segue da mesma proposicao que d é invariante

por translagao, ou seja,
dz', 2y =d(@ +n, 2"+ h')

para quaisquer z’, 2’ A’ € G. Ademais, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, G é
compacto na topologia fraca-estrela (veja [4, Teorema 6.3.9]). Para mostrarmos que existe
T : Z —> ¢y satisfazendo as condi¢oes da tese desta proposicao, é necessario mostrar que
lim d(z),, K) = 0 onde d(«/,, K) = inf d(z,,z'). Para isso mostraremos que se

n—o00 r'eK

x;Lx{) para algum zj € X', entdo xj € K. (2.15)

De fato, suponha que 2/, >z}, para algum 2, € X’. Como (z.,), C G tem-se =}, € G
visto que G é fechado na topologia fraca estrela, pois G é compacto na topologia fraca
estrela que ¢ Hausdorff. Vejamos que z, € Z*+. Para cada € X temos que Tz € ¢y logo
21 (x) =Te, (x) =€, (Tx) — 0.

n
w*
Como ), — 1z, , segue que para cada z € Z temos

zo(z) = lim 2/, (z) = lim z,(z) = 0.
n—oo n—oo
Portanto z, € Z* e consequentemente zj, € G N Z+ = K. Nao ¢ dificil verificar que
K ¢ fechado em X’. Podemos assim considerar em K a topologia fraca estrela induzida
de GG. Com isto temos que a topologia fraca estrela em K é gerada pela métrica d e se
o/ >z para algum z), € X’ entdo 2, € K. Afirmamos que nh_)rgo d(z),,K) = 0. De
fato, suponha que exista € > 0 tal que para cada ny € N exista n € N com n > ng mas
d(x,, K) > e. Em particular, para ny = 1 existe n; € N com n; > 1 mas d(z,,, K) > e
Analogamente, para ng = n; existe ny € N com ny > ny mas d(x,,, K) > e. Prosseguindo
desta forma, obteremos sequéncia (n;), de nimeros naturais tais que d(z;, , K) > € para
todo £ € N. Como G é compacto na topologia fraca estrela, existe uma subsequéncia
(Zn, )p da subsequéncia (xy,)x tal que i, ", 2/ para algum 2/ € X'. Portanto segue
de (2.15) que 2’ € K. Logo pll)rgo d(zn,, K) = 0 e isso ¢ uma contradigao, visto que (2, ),

¢ uma subsequéncia da subsequéncia (z,,)r e d(x,,,K) > € para todo k € N. Logo,
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a afirmacgao esta provada. Ademais, como lim d(z, K) = 0 existem y/, € K tais que
n—oo

d(z!,y.) =3 0. Como d é invariante por translacio, temos

Segue que
lim d(z, —y,,,0) = lim d(z;,,y,) = 0.
n—00 n—oo

Como d gera a topologia fraca estrela em K, isso significa que a sequéncia (2!, — /),

converge para 0 na topologia fraca-estrela. Defina

T:X —c¢, Tr= () (2)—y,(x)hn.

Veja que T esta bem definido, visto que 2/, () — o/, (x) — 0 para cada z € X, pois

/ JE—
n

a sequéncia (z yh)n converge para 0 na topologia fraca estrela. A linearidade e a

continuidade de T' decorrem de 2/, e y/,. Vejamos que
Tl =Te |T) < 2.

De fato, para cada z € Z tem-se

(7,
= (@(2)n (poisy, € K =GnZ*)
= (z(2)n
= (€,(T2))n
= Tz
Lembre-se que | T|| = sup||2,|| = sup||z}|. Além disso, como y/, € K C G para cada

n
n € N tem-se ||T']| > sup ||y, ||. Logo, para cada x € X tem-se
n

ITz]| = sup |, (2) — ¢, ()|
< sup |2, ()] + [y (2)
< sup [y [lll]l + sup [ly, |||
< AT lF -+ 1Tl = 2071
Logo ||T|| < 2||T|| e portanto o resultado esta provado. |

Vejamos uma consequéncia do resultado acima.

Corolario 2.2.26. Seja X um espago de Banach separdvel, e seja Z um subespago de X

1somorfo a cy. Entao Z é complementado em X.
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Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que existe uma projecao P linear e continua de X sobre
Z. Sejam T : Z — ¢ um isomorfismo e T: X — o a extensao de T" a X (veja Teorema
2.2.25). Defina

P=T"'"oT:X — Z
Vejamos que P é uma projecao de X sobre Z. Para cada x € X,

PoPr = (T™'oT)o(T " oT)(x)
= T YT(TNT(x))))
= T 1o f:l: = Px

Logo P é uma projecao. Ademais, para cada z € Z,
Pz=T7YT2)=TT2) = =
Portanto, P é uma projecao sobre Z. Logo Z é complementado em X. |

Corolario 2.2.27. Seja X um espaco de Banach separdvel que tem um subespaco Z tal

que Z e X/Z sao isomorfos a cy. Entao X € isomorfo a um subespago de cy.

Demonstracao. Vamos mostrar que X é isomorfo a um subespaco de ¢y X ¢y e depois
mostraremos que ¢y X ¢y >~ ¢o. Considere em ¢y X ¢o a norma ||(x,y)| = max{||z|, ||y||}.
Sejam T : Z —» ¢y, R : X/Z — ¢q isomorfismos sobre subespacos de ¢o e T': X — ¢

uma extensao de 7" a X (Teorema 2.2.25). Considere também a aplica¢do candnica
7. X — X/Z 7x=]x]
Diante disso, defina
V:X —coxcy, Vz=(Tz,Romz).

Vejamos que V' é um isomorfismo linear de X sobre um subespago de ¢y X ¢y. De fato, a
linearidade e continuidade de V decorrem de T, Rorwr. Vejamos apenas que V é injetor. Seja
z € X tal que Vz = 0. Segue que Tz = 0 e Romz = 0. Pelo fato de R([z]) = Rowz =0
e R ser um isomorfismo, tem-se que [z] = [0]. Logo, z € Z. Portanto Tx = Tz = 0,
e como T é injetor, segue que x = 0. Assim, V é isomorfo a um subespago de ¢y X ¢o.

Iremos mostrar que c¢q X ¢g ~ ¢g. Para isso, defina
Stegxcg—>co,  S((x5);, (y5);) = (25)5,

onde z9j_1 = j € 29; = y;. Vejamos que S & um isomorfismo. Primeiramente, observe

que S esta bem definida, no sentido de (z;); € co. De fato, se z = (z;); e fazendo
ro= (rj)j Ty1=zjery =0
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h = (h])J7 h2j—1 = O € h?j = y]’

tem-se ; — 0 e h; — 0, e como z = r + h obtém-se z; — 0. Nao ¢ dificil ver que S é

linear. Vejamos que S é continuo. De fato, dado ((x;);, (y;);) € co X co,

15 Wl = Il
— sup{|z| € N}

= max{sup |z,|, sup y;|}
7 J

= max{|[(z;);l, [|(y;);ll}
= [[((z);, (W) )ll-

Portanto S é continuo. Além disso, S é injetor pois S é uma isometria. Provaremos agora

que S é sobrejetor. Seja x = (z;); € ¢p. Podemos escrever

(7"]')]', Ty = T2j-1

(hj)j,  hj = x95

Assim ((r5);, (hj);) € co X co € S((7);,(hj);) = (x;);. Logo, S é sobrejetor e portanto S
é um isomorfismo. Segue que o operador linear SoV : X — ¢y é um isomorfismo de X

sobre um subespaco de ¢y como querfamos demonstrar. [ |
O seguinte lema pode ser encontrado em |21, Lemma 2.2].

Proposicao 2.2.28. Seja X um espago de Banach que tem a decomposi¢cao em dimensao
finita determinada pelas projegoes (Qn)n (veja observagao que seque a Proposicao 2.2.22).
Se cada subespago (Qn — Qn—1)(X) tem base {z7, 23, ... 2}, } com constante de base b,
tal que supb, = b < oo (d(n) = dim(Q,, — Qn-1)(X) e Qo € o operador nulo ), entio a

sequéncia (x1, 3, . .. ,xé(l), 22,73, ... ,xfl(z), x3,...) € uma base de Schauder para X .

Demonstragao. Fazendo uso da Proposigao 2.1.6 mostraremos que:
(1) X =span{x, : n € N},

p q
(71) existe uma constante C' > 0 tal que Z a;y;[|< C Z a;y;|| para qualquer sequéncia
j=1 Jj=1
de escalares (a;); em K e todos p < ¢, onde y; = z],y2 = @3, ..., Y1) = :L'Lli(l),yd(l)ﬂ =

2
xl,--.-

Vamos comegar a prova por (i). Seja x € X. Lembre X tem decomposi¢do em dimensao
finita, isto é, existe uma sequéncia (F,), de subespagos de X de dimensao finita e uma

sequéncia de projegoes (P,), definidas em X de modo que x tem uma tnica representagao

o0
T = Z P,x, com P,x € F,.

n=1
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Além disso, tem-se

para cada n € N. Como {z7,23,..., 2}, } ¢ uma base para (Qn — Qn-1)(X) e Pox €

P,(X) = (Qn — Qn-1)(X), existem escalares (a?)fg) tais que

d(n)
Px—Za P espan{z} :neNel <i<d(n)}.

Logo para cada N € N temos

N d(n)

N
Zan = ZZaf:c:‘ espan{z] :ne€Nel<i<d(n)}.
n=1

n=1 i=1
Tendo visto que

N
T = P,x = lim E P,x,
N—oo
n=1 n=

concluimos que x € span{z} : n € Ne 1 <i <d(n)}. Logo (i) esta provado.
Vamos a demonstracao de (7). Sejam p,q € N,;p < g e (al,al,... ,a}l(l), ai,... ,afl(z, o)

uma sequéncia em K. Fagamos

d(1)
S:Za Zazszr Zafvva,
i=1 ‘

onde 1 < ¢ < d(N) para algum N € N, e

d(2) P

d(1)
Za +Zal$1—|— Zaf:ﬁf,
i=1 '
onde 1 < p < d(k) para algum k € N e k£ < N. Vejamos que existe C' > 0 tal que
|7]l < C|S||. Mas antes disso, observe que
d(n)
Z arx! € (Qn — Qn-1)(X) para cada n < N, (2.16)
i=1

e da observagao que segue a Proposicao 2.2.22 temos

Qn © Qm = Qmin{m,n}-

Com isso, se 1 < 7 < k entao

Qro(Qj —Qjo1) = QroQ; —QroQj
= Q;—Qj-, (2.17)
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ese k+1<j5 <N entao

Rro(Q; —Qjm1) = QroQ; —QroQ;

= Qu—Qu=0. (2.18)
Logo por (2.16), (2.17) e (2.18) temos
d(1) q
Qr(S) = @ Z +Zazxz + - Zazxz +oo by alay
i=1 i=1
d(1) d(2) d(k) q
= Qk Zala?l +Qk Za2x2 +"'+Qk Zafxf —|—.+Qk (Zaiva
i=1 i=1 i=1 i=1
d(1) d(k)
= D ae +Z%+ R
i=1
assim
d(1) d(k)
Qr(S) = Z +Za +...+Zafxf. (2.19)
i=1 i=1

De modo anélogo,

d(2)
Qr-1(S ZCL —i—Za ; T+ +Za zht
=1

Logo,
d(k)
(Qk—Qr1)(S) = > afal. (2.20)
i=1
Segue que
d(k) P
> afaf = (Qr— Qua)(S) = > afal. (2.21)
i=p+1 i=1

Para 1 < p < d(k), defina a projegao canonica

;L

oo

o (2.22)

Il
<.
Il M'ﬁx
—_
@
-

d(k)
RE:(Qr — Qu-1)(X) — (Qr — Qu-1)(X),  RE Zafxf
=1

para cada k € N. Lembre que por hipotese HR’;H < supb, =b < oo para cadal < P <
d(k), k € N. Segue de (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) que

P

k_.k

+ g azxz—k g a; T;
i=1
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d(1) P
= Za +Za1xl+ -+Za $k+ Zafxf Zafﬁf
i=1 i=1

" zd(p]:;l 1=p+1
= Za +Zazxz+ +Za$ - Z a;

=1 i=p+1
= ||Qr(S) - ((Qk — Qr-1)(S) —Z ajx f)

d(k
= ||Qk(S) = (Qr — Qu—1)(S) + R} H

= ||Qk(S) = (Qr — Qr1)(S) + R}y 0 (Qr — Qi—1)
= @1 + R e (@ - Qun)(S)|
< @)+ RS e (@ - @S|

< Qe llISI + 171 @k — Qi IS
< K@ +20)[5],

onde K = sup ||@y,||. Faca C' = K(1+ 2b) > 0. Logo ||T]| < C|S||, como queriamos

demonstrar. [ |

Observagao 2.2.29. Se X é um espaco normado separavel, entao existe em X um sub-
conjunto D = {z, : n € N} enumeravel tal que D = X. Podemos entdo selecionar

E, =span{xy,...,z,} para cadan € N, com F, C F, ;. Logo

X=DcC UE CX.

neN

Assim

Isso ocorre seja qual for o espago normado separavel. Em particular, isto ocorre para

subespacos de ¢y. Desse modo obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.2.30. Seja X wum subespago do espaco real cy. Considere uma sequéncia

(En)n de subespagos de dimensao finita de X com E, C E,1 tal que

neN

Seja 'Y como em (2.10). Entao Y tem base de Schauder.
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Demonstrag¢ao. Vamos por Y nas hipoteses da Proposicao 2.2.28. Pela Proposicao 2.2.24

(¢), Y tem decomposi¢do em dimensao finita (H,),, onde

H, = {(0,0,..., % 2, . )z € E)

para cada n € N. Na Proposi¢ao 2.2.24 (¢) foi mostrado que

(n)
P,:Y —Y, P,((xp)r) =0,...,20 —Zp_1,Tp — Tp_1,...)

sdo projegoes lineares e continuas. Vejamos que, além disso, tem-se P,(Y) = H,. De
fato, a inclusao P,(Y) C H, é trivial. Vejamos a inclusdo contraria. Seja (0,0, ..., (:%)
,x,...) € H,. Logo Pn(0,0,...,(g),x,...) = (0,0,...,%),x,...) e portanto (0,0,...,(972)
,x,...) € P,(Y). Segue que as projecoes (@), que determinam a decomposi¢ao em Y

sao tais que

(Qn - anl)(Y) = PTL<Y) = an

para cada n € N. Novamente pela Proposi¢ao 2.2.24 (¢) tem-se que H,, e E, sao isomé-

tricos. Como veremos no Corolério 2.5.4, todo subespaco de ¢y de dimensao k é isomorfo

isometricamente a (R*, |- [|). Logo, H,, ¢ isomorfo isometricamente a (R, || - [|«) pois
H, e E, sao isométricos. Visto que (Q, — Qn-1)(Y) = H,, segue que (Q, — Qn—1)(Y)
¢ isomorfo isometricamente a (R*, || - [|). Sabemos que a base canonica de (R", || - [|«)

¢ mono6tona para cada n € N. Logo pela Proposi¢ao 2.1.7 todo espago isométrico a
(R™, || - ||so) tem base monoétona. Assim, podemos afirmar que (Q,, — @,_1)(Y") tem base

monotona. Logo a constante de base é b, = 1 para cada n € N, e portanto supb, = 1.

Logo, pela Proposicao 2.2.28, Y tem base de Schauder. [

Lema 2.2.31. Seja X um subespago do espago real cy. Considere uma sequéncia (Ey),

de subespacos de dimensao finita de X com E, C E, 1 tal que

X:UEn.

neN

Seja Z como em (2.9). Entao Z tem base de Schauder.

Demonstragcao. De acordo com a Proposicao 2.1.6, é suficiente mostrar que existe um
sequéncia (w,), em Z satisfazendo:
(i) Z =span{w, : p € N},

n
> ajw
j=1
de escalares (a;); em K e todo n < m em N.

m

E :ajwj

j=1

(17) existe uma contante C' > 0 tal que <C para qualquer sequéncia

Primeiramente exibiremos a sequéncia que serd a base de Schauder. Seja {y,; : 1 <
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j < d(n)} a base de E,, onde d(n) ¢ a dimensao de E,, para cada n € N. Pelo Corol4-
rio 2.5.4 que mostraremos mais adiante, tem-se E,, isométrico a (R, || - ||«) para cada
n € N. Logo pela Proposicao 2.1.7, podemos supor que {y,; : 1 <j <d(n)} é uma base

mondtona para E,. Lembre que na demostragdo da Proposigao 2.2.24 (d) mostramos que

Z=|]J Dy (2.23)

NeN

onde Dy = {(zp)n : , € G, C E, paral <n < Neux, =0paran > N}. Por fim,

considere a sequéncia

(11,1,0,0,...), w2 = (¥1,2,0,0,...),..., w4y = (Y1,41),0,0,...),
(0,92,1,0,...), way42 = (0,92:2,0,...), ..., wa2) = (0,¥2,402),0, . ..),

wyy41 = (0,0,y31,0,...), wa2)42 = (0,0,¥32,0,...),...,waz) = (0,0,434),0,...),...,
(0,0,.. ., ¥nt1,1,0, .. )5 oo s Wamy = (0,0, ..., Yng1,dm)> 0, .- .), - ..

wp =

Wa)+1 =

Wan)+1 =

Chame de D o conjunto formado pela sequéncia acima. E imediato que cada termo da
sequéncia acima pertence a Z. Afirmamos que a sequéncia acima é uma base de Schauder

para Z De fato, vamos & demonstragao de (i). Sejam y € Z e € > 0. Por (2.23) existe

z € U Dy tal que ||y — z|| < e. Segue que para algum Ny € N tem-se z € Dy,. Vamos
N=1
mostrar que z € span(D). De fato, pondo z = (z,), temos pelo fato de z € Dy, e z, € E,

para cada n € N que existem escalares (an,j)j(:"l) com 1 < n < N tais que

z = (21,22,...,2:]\[0,0,...)
= (2’170,0,...>+ (072’2,0...) +"'+(0,0,...,ZN070,...)
d(1) d(No)
= ZaLjyl,jaOa 07 N B (0707 R Z &No,ijo,j’()?
j=1 j=1

(al,lyl,l, 0,...)+ -+ (a1,d(1)y1,d(1), 0,...)+ (0, as,1Y1,1,0, .. )+

4+ (0, a2,42)¥2,4(2), 0, - . .) + -+ +(0,0,..., any1)Uno,1,0,...) +
+ (0,0, ... + ANy, d(No)YNo,d(No)» 05 - - +)

a1,1(y1,1, 0,.. ) + -+ al,d(l)(yl,d(n, 0,.. ) + a2,1(0, Y1.1,0, .. ) +

+ -

+ Tt a2,d(2)(0a Y2,d(2)5 0,.. ) +eeet ANy, 1) (07 0,... » YNo, 1) 0,.. ) +

+ ~~—|—aN07d(NO)(0,0,...,yNo,d(No),O,...)
d (2) d(No)

= Z a1’7;<y1,i, O7 .. ) + Z CLQ’/L'(O, y27j7 0, .. ) 4+ 4 Z aNo,j(yNo,j7 0, .. ) & span(D).
j=1 j=1 j=1

Assim concluimos que y € span(D). Dado € > 0 mostramos que existe z € span(D) tal

que |ly — z|| <e.
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Agora vamos a demonstracao de (ii). Para isso sejam p,g € N, p < q e (an,j)?(:l)
sequéncias de escalares em R, com n € N. Seja

d(1)

p
Zam y15:0, )+ Y an(0,0,.. ., yn;, 0,0, (2.24)
j=1

onde 1 < p < d(N) para algum N € N, e

d(N)

d(1)
Zal,j(ym,(), .. ) 4+ 4 ZCLN,j(())- .. ,yNJ‘,O, .. ) + .-
7j=1 7j=1

q
+ Z&k,j(oa"'ayk,jaoa-“)a (225)

onde 1 < ¢ < d(k) para algum kK € N e N < k. Vejamos que existe C' > 0 tal que
IS]l < C[IT|. De fato,

d(1 P
||S|| = Z 1] yL], 5. —|—Z(l27] O ygj, ,...)+...+ZCLN7j(0,O,...,yN7j,O,...)H
= j=1
d(1 d(2) P
= Zaldyl]? yeoo | + O,Za27jy27j,0,... + -+ (0,0,...,ZCLNijN’j,O,...> "
j=1 j=1 j=1
) p
= a1,gy1,g, a2,5Y2,5;5 - - - Z an,;yn,j, 0, ... :
j=1 j=1
Para cada 1 < p < d(N). Seja
d(N)
Rys: En — En, Rnj Z anjyn; | = Z AN YN j
j=1 '
a projegao canodnica. Lembre que a base de Ey ¢ monotona e portanto by = sup ||Rn | =
1<p<d(N)
1. Segue que
d(1) d(2) D
ISl = Zal,jyl,j,zazjyz,j,-~,ZGN]?JN]7 )
j=1 j=1 j=1
d(1) d(2)
= sup{ Z a1;Y1.5|> Z a25Y2,5\5 -+« Z AN jYN,j }
j=1 j=1 j=1
d(1) d(2) d(N)
= Sup{ Z al,jyl,j 3 Z az’jygd‘ go ey RN,p Z aN,ijJ- H }
j=1 j=1 j=1
d(1) d(2) d(N)
< SUP{ > a1 asgyes s BN ansyn }
j=1 j=1 j=1
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d(1) d(2) d(N)
= Sup{ ZaLjyl,j ) ZGQ,jyz,g‘ e Z N, jYN,j }
7j=1 7j=1 Jj=1
d(1) d(N) d(N+1) q
< sup{ Zal,jyl,j yeees Z an YN, Z AN+1,5YN+1,5][ - - > Zak,jyk,j }
j=1 j=1 j=1 j=1
d(1) d(N+1) q
= Z a1,Y15s - - - Z AN jYN,j5 Z AN+1YN+1,55 - - -5 Z Ak, Yk, ‘
i=1 =
d(1) d(N) 9
= Zal,j(ij?Oa ‘. -t ZCLN,J Yng, 0, )+ Zak,j(yk,j707~-->H: I71]-
j=1 J=1

Logo, |IS|| < ||IT]|- Neste caso C' = 1. Assim (i¢) esta provado e consequentemente o

lema. |
Lema 2.2.32. Nas condi¢oes do Lema 2.2.31, Z € isomorfo a um subespaco de cg.

Demonstracao. Seja

wy = (¥11,0,0,...),we = (41,2,0,0,...), ..., wa) = (Y1,4(1),0,0,...),
wan+1 = (0,421,0,...), wayr2 = (0,92,2,0,...), ..., wa2) = (0,Y2.4(2), 0, .. .),
Wy2)+1 = (0 0,93,1,0,...), way4+2 = (0,0,932,0,...),. .., wgs) = (0,0,y34:3),0,...),...,
Wa(n)+1 (0,0, .. Yns1,1,0,..), - wamy = (0,0, Yng1,dn), 0, -+ 2), - - -

os vetores da base de Schauder de Z. Iremos supor que essa base de Schauder é normali-

zada, isto &, ||w,| = 1 para todo p € N . Assim, se z = (2;) € Z, entdo

d(1)

d(k)
Zz = ZCLL]‘(QLJ‘,O,...) —|— +Zak,j(0,0,...,yk’j,(),...) + T,
7j=1 j=1

onde os escalares {ay,. .. ,ak,d(k)} sao unicamente determinados por

d(k)
Rk = E Ak, Yk, j
Jj=1

para cada k € N. Veja que para cada 1 < j < d(k) tem-se

laril = laryr;ll
d(k) d(k) H

Rk,] Z AkiYki | — Rk,j 1 Zak iYk,i

= || Re;(zr) — Rrj1(z)ll
< 20zl (2.26)
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onde para cada 1 < j < d(k), temos

d(k) J
Ry By — By, Ry, Zak,iyk,i = Zak,iyk,i-
i=1

i=1

Para cada z € Z da forma

d(1) d(k)
z = ZCLLj(ij,O,...) 4+ - +Zak,j<0707---7yk,j70;---) “+ .- s
j=1 j=1

defina
T:Z — co, T(Z) = (&1,17 a1,2,a13;-..,01,4(1), 42,1, -+, A2,d(2), - - )

Pela Proposicao 2.1.3 o operador T esta bem definido e T' é linear. Vejamos que T é

continuo. De fato,

IT(CR))ll = sup{lag,|: k € N, 1 <5 <d(k)}
< 2supl|z|| ( por 2.26)
k
= 2[[(zr)ll-

Vejamos também que T é injetor. De fato, se z = (z)x € Z com

d(1) d(2) d(k)
Z = Zau(yl,j,o, .. ) + Zaz,j(o,yzj,o, .. ) + -+ Zahj(0,0, ce ,yhj,O, .. ) + -
j=1 Jj=1 J=1

e T'(z) =0, entao
(a1,1> a1,2,a13, -+, A1d(1), @2,15 - - -, A2,4(2)5 - ) = T(Z) = 0.

Logo para cada 1 < j < d(k) e k € K temos que a;; = 0. Portanto z = 0. Segue que T é

isomorfo a um subespaco de cg. [

O proximo resultado, envolve conceitos de redes, para um estudo mais detalhado sobre

isso, recomendamos [4, p. 355].

Proposicao 2.2.33. Sejam X e Y espacos de Banach. Sejam T um operador de Y em

X e (F,)a uma rede de inclusées de subespagos de X (i.e se « > o entao F,, C F,) tais

X:UFQ.

07

que

Suponha que para cada «, exista um operador L, : F, — Y tal que T o L, = I|g, e
limsup ||La|| < A < o0. Entao T" é um isomorfismo de X' sobre um subespago de Y,
(03

com inversa S satisfazendo ||S|| < A, e existe uma proje¢io P de Y' sobre T'X'.
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Demonstracao. Veja |20, Proposition 1]. |

Teorema 2.2.34. Seja X um espago de Banach. Entao X tem a propriedade da apro-
ximagao limitada se, e somente se, € isomorfo a um subespaco complementado de um

espaco com base de Schauder.
Demonstracao. Veja |27, Theorem 1.e.13]. |
O proximo teorema, que ¢ um dos principais desta se¢ao, pode ser encontrado em [19].

Teorema 2.2.35. Ezxiste um espago de Banach Y; isomorfo a um subespaco do espaco

real co que tem base de Schauder tal que Y] falha a propriedade da aproximagao.

Demonstracao. Seja X um subespacgo fechado de ¢y que falha a propriedade da aproxima-

¢ao (veja Teorema 2.2.3). Como X é separavel, existe pela Observacao 2.2.29 uma sequén-

cia (E,), de subespagos de dimensao finita de X tais que X = U E, com E, C E,.;.

neN
Sejam

Z:{(xn):xneEn para cadan € Ne lim xn:OemX},

n—oo

Y:{(a:n)::UnEEnparacadanENelimxn:xeX},

n—oo

Q:Y — X, Q(z,) = lim z, a aplicacdo quociente.
n—oo

Para demonstrar o teorema, é necessario mostrar que Y é isomorfo a um subespaco de
co. Segue da Proposicao 2.2.24 (a) que Q(Y) = X. Assim pelo Teorema do Isomorfismo
temos Y/Z <= X. Além disso, pelo Lema 2.2.32 temos Z isomorfo a um subespago de co.
Assim segue do Corolario 2.2.27 que Y ¢é isomorfo a um subespaco de ¢y. Como X nao tem
a propriedade da aproximacao, segue do Teorema 2.2.10 que X’ ndo tem a propriedade

de aproximagao. Na Proposicao 2.2.33 faga

T=@, a=n, F,=F, paracadanéeN,

Ln:En—Y, Lu@)=(0,..., %,z ).
Nao é dificil ver que L, é linear, continuo, uma isometria, QoL, = I|g, e limsup || L,|| = 1.
Portanto pela Proposicao 2.2.33 tem-se X’ isomorfo a um subespago complementado F
de Y'. Podemos entdao por Y’ = F & G para algum subespaco fechado G de Y’. Pelo
Teorema 2.2.4 a propriedade de aproximacao é preservada por isomorfismo. Como X' falha
a propriedade da aproximagao, segue que F' nao tem a propriedade da aproximacao. Visto
que F' é complementado em Y’, segue da Proposi¢ao 2.2.16 que Y’ nao tem a propriedade
de aproximacao. Pela Proposicao 2.2.24, Y tem a propriedade de aproximagao limitada.

Com isso, segue do Teorema 2.2.34 que Y ¢ isomorfo a um subespaco H de um espaco H
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com base de Schauder. Pelo Corolério 2.2.30 tem-se que Y possui base de Schauder, logo
H tem base de Schauder. Tendo isto, defina

Yy = (Y x {0}) & (H x {0}).

Veja que Y; é isomorfo a um subespago de ¢y. De fato, como Y é isomorfo a H e Y é
isomorfo a F', temos que H isomorfo a F. Assim temos H e Y isomorfos a um subespaco
de cy. Logo H x Y ¢ isomorfo a um subespaco de ¢y X ¢yg. Na demonstragao do Corolario

2.2.27 mostramos que ¢y X ¢y =~ ¢g. Mas como
(Y x{0})® (H x{0}) ~HxY

segue que Y; é isomorfo a um subespaco de cy. Veja que Y; tem base de Schauder pois
Y x {0} e H x {0} tem base de Schauder, logo Y; tem a propriedade da aproximagao.
Vejamos que Y{ nao tem a propriedade da aproximagao. De fato, Pelo Exercicio 4.5.13
em [4], tem-se que Y/ contém uma copia E complementada de Y’. Como Y’ nao tem
a propriedade de aproximacao, segue novamente do Teorema 2.2.4 que E nao tem a
propriedade da aproximagao. Como E é complementado em Y], tem-se pela Proposigao

2.2.16 que Y{ nao tem a propriedade da aproximacao. Assim temos o resultado. |

2.3 Propriedades o e

Lindenstrauss introduziu o estudo da propriedade o em seu artigo de operadores que
atingem a norma em [26]. Mas, conceitos mais gerais de espagos de Banach com essa
propriedade foram apresentados por Schachermayer em [33|. Apresentaremos alguns con-

ceitos basicos que serao necessarios para resultados mais adiante.

Definicao 2.3.1. Um espago de Banach X tem a propriedade o se existem dois conjuntos
{z;:ie€l} C Sx, {x}:i€l} CSx euma constante 0 < p < 1 satisfazendo as seguintes
condigoes:

(a) zi(x;) = 1 para todo i € I.

(b) o) < p<lseijelei].

(¢) Bx =conv{x; : i € I}.

Lema 2.3.2. Sejam X,Y espagos de Banach, ¢ >0, 0 < p <1, T € L(X,Y), T # 0
e{r; i€ l} C Sx. Se By = conv{z; : i € I}, entao eziste i € I tal que ||Tz;|| >

1+ pe
HTH(

14+¢€ )’

Demonstracao. Note que

1 1
p<l — ep<e—lt+ep<lte—s Lo — 1 (=LY <7
1+e¢ 1+e¢
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Logo, existe x € Bx tal que

1+ep
T <||T 7.
i1 (T52) < Il < 71

Como By = conv{x; : i € I}, existe uma sequéncia (z,), C conv{z; : i € I} tal que
lim z, = x. Segue da continuidade de T" que lim Tz, = Tz e portanto lim ||Txz,| =
n—o0 n—o0 n—o0

1+ep

1+¢

|Tx||. Logo existe ny € N tal que n > ng implica ||| ( ) < ||Tzy||. Sejan € N

fixo tal que n > ny. Logo

1+4+e€p
T Tz, 9.97
i1 (152 < T (227

k
Como z,, € conv{z; : 1 € I}, existem A, ; > 0 e k € N com Z An,; = 1 tais que
=1

k
T, = E An,jTn,j-
j=1

Segue que

1+ep
T T
1 (A52) < Il
k
j=1

k
= D AT (@)
j=1

k

< DIl

1+ep
1+e€

Afirmamos que existe 1 < j < k tal que ||T| ( ) < ||T(zn;)||. De fato, suponha

por contradicao que para todo 1 < j < k tem-se

i1 (352) 2 il

1+ €

Logo,

1T ()l =

k
> AT ()
j=1

IA

k
D AT ()l
j=1
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k
1+ep
Sl (757

<

1+ep i
= An,j

( 1+e€ );

1+ep

= I7I(F52).
€
o que contradiz (2.27). Isto completa a prova do lema. |

Como a propriedade «, a propriedade ( foi introduzida por Lindenstrauss em [26],
no qual ele estudou os operadores que atingem a norma. Também Partington em [32]
apresentou resultados relacionados aos espacos com a propriedade (5. Discutiremos um
pouco sobre esta propriedade.

Seja Y um espago de Banach. Um subconjunto {y, : ¢ € I} de Sy é dito normante em

Y se [ly|| = sup |y;(y)| para todo y € Y.
el

Definicao 2.3.3. Um espago de Banach Y tem a propriedade [ se existem dois conjuntos
{yi:iel} C Sy, {y.:ie€ I} CSy euma constante 0 < p < 1 satisfazendo as seguintes
condigoes:

(a) yi(y;) = 1 para todo i € I.

O) iyl <p<lsei,jeleis#].

(¢) {yi:7 € I} é normante em Y.

Exemplo 2.3.4. O espago real de sequéncias ¢y tem a propriedade 8. De fato, considere
os conjuntos {e, : n € N} C S, e {e;, : n € N} C Sy onde (e,), ¢ a base de Schauder de

co e (el)n € a sequéncia dos funcionais coordenados associados a base de Schauder (e,,),,
o0

isto é, para cada y = Z y;ej € ¢o tem-se
j=1

[e. 9]

/ /

e, co — R, e, <Z yjej) = Yn,
j=1

para cada n € N. Assim, se y = (y;); € ¢, entdo pela defini¢do da norma usual de ¢

tem-se diretamente
[yl = sup [yn| = sup |e;, (y)]-
neN neN

Ademais, tem-se |le}|| = e} (en) = 1 e €,(e,) = 0 para n # m. Observe que neste caso

podemos tomar p = 0. Portanto ¢y tem a propriedade f.

O lema a seguir servird como apoio para um teorema a ser demonstrado no tltimo

capitulo.
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Lema 2.3.5. Sejam X,Y espagos de Banach, {y; : 1 € I} C Sy, 0 < p<1l,e>0
eT : X — Y um operador linear e continuo nao nulo. Suponha que {y. : i € I} é
normante em Y. Entdo existem xo € Sx et € I tais que

1+ pe
{(Txo)| > ||T .
ran) > ) (52)

Demonstra¢ao. Suponha por contradicao que para todo 7 € I e todo = € Sx se tenha

o) < I (15)).

1+e¢

Logo

1+ pe
sup |l (Tz)| < ||T .
uply/()] < | ||(1+6)

Como ||y = sup|yi(y)| para todo y € Y, segue que ||T'z|| = sup|y;(Tz)| para todo = € X.
iel iel

Em particular, para todo x € Sx tem-se ||T|| = sup|y;(Tz)|. Logo
i€l

1+ pe
Il =sup ()| < |71 (5,
el + €

para todo x € Sx. Segue que

1+ pe
i< ().
€

1+ pe

o que é uma contradicao pois < 1 visto que p < 1. |

€

2.4 Nocao de espaco de Banach de codimensao finita

Em vista do Exemplo 1.2.2 sabemos que se X é uma espaco de Banach de dimensao
infinita e £ ¢ um subespago de X de dimensao finita, entao £ ser complementado em X
é equivalente a afirmar que existe um subespaco fechado Y de X tal que X = E @Y.
Diante disso, trataremos agora de espagos que podem ser representados como soma de

outros dois espacos na qual pelo menos um dos espacos tem dimensao finita.

Definicao 2.4.1. Seja Y um subespago do espago de Banach X. Dizemos que Y tem
codimensao finita se existe um espaco de dimensao finita £ C X tal que X =Y @ F. Isso

equivale a afirmar que a dimensao de X/Y ¢ finita (veja definigdo em [5, p.351]).
Veremos a seguir um resultado que envolve espagos de codimensao finita.

Lema 2.4.2. Sejam X,Y espacos de Banach. Suponha que para todo xq € Sx o fecho do
espago vetorial gerado pelos vetores z € X tais que ||xg £ z|| < 1 tenha codimensao finita.
Se Y € estritamente convezo, entao, NAX,Y) C F(X,Y).
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Demonstragao. Iremos dividir a demonstracao em dois casos:
Caso 1. Seja T € NA(X,Y) e suponha que 1 = ||T|| = ||Txo]|, onde x¢ € Sx. Seja

Z =span{z € X : ||z £ x| < 1}.

Segue da hipotese que Z tem codimensao finita, isto é, existe um subespago £ C X de

dimensao finita tal que X = Z ® E. Note que para cada z € Z, tem-se
[Tzo £ Tz|] < [ T|lzo £ 2] < 1.

Como Y é estritamente convexo e ||[Txg|| = 1, segue da Proposigao 1.1.2 que Tz = 0.
Logo para todo z € Z temos Tz = 0. Afirmamos que 7'(X) = T'(E). De fato, como E
¢ subespago de X, a inclusao T(E) C T'(X) é trivial. Vejamos que T(X) C T'(E). Seja
y € T(X). Logo existe z € X tal que Tx =y. Como X = Z @ E, existem tnicos z; € Z

e r9 € F tais que x = x1 + x9. Segue por linearidade que
y=Tx=Txy+Try=Txy € T(E).

Isso mostra que T(X) = T(E). Como T(F) tem dimensao finita, visto que E tem
dimensao finita, segue que T' € F(X,Y).
Caso 2. Seja T' € NA(X,Y) nao nulo. Desse modo, defina

T(x)
Th: X —Y, Ti(x)=1-"
[T
onde zg € Sx e ||T|| = ||[Tzo||. Logo ||Ti|| = ||Tixo|| = 1. Segue do Caso 1 que T} €
F(X,Y) e consequentemente 7' € F(X,Y). Portanto o lema esta provado. [

Lema 2.4.3. Seja X um subespaco de cy. Entao, para todo xo € Sx o espago vetorial
fechado gerado pelos pontos z € X que satisfazem ||zo £ z|| < 1 € um subespago de

codimensao finita.

Demonstragio. Sejam zo € Sx e Z =5pan{z € X : ||z x| < 1}. Chame z¢ = (o, )n €
Sx. Como zy € ¢, existe N € N tal que |zg,| < 3 para todo n > N. Defina

Z={2€X:z,=0paral <i<N}

1
lem{zez: Il 35}-

E claro que Z é subespaco de X. O objetivo ¢ mostrar que Z tem codimenséo finita, para
isso precisamos mostrar que:

(1) Z tem codimensao finita.

(i1) Z C Z;.
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(i1i) Zy C Z.
Vejamos (7). Seja B = {y € X : y; = 0 parat > N}. Note que E tem dimensao finita

(n)
pois o conjunto {ey, es,...,ex} € uma base de E, onde e¢; = (0,0,..., 1,...) para cada
1 <j < N. Vejamos que X = Z @ E. De fato, dado = = (z,,), € X temos

r = (T1X9, ..., TN, TN11,---)

= (0,0,...70,$N+1,IN+2,...)+(ZL’1,J}2,...7I’N,O,O,...>.

Logo todo elemento de X se escreve como soma de elementos de Z e de E. Além disso,
Z N E = {0}. De fato, se © = (z,), € Z N E, entdo para n < N temos z,, = 0 e, por
outro lado, para n > N temos também z, = 0. Logo z,, = 0 para todo n € N, e portanto

x = 0. Concluimos assim que Z tem codimensao finita, isto é,

dimX/Z < co. (2.28)
Vamos mostrar (i7), isto é, Z C Z;. De fato, seja z = (2,), € Z nao nulo. Logo
1
h = € Zy pois ||h||==zeh= _“ ¢ Z. Portanto
2H | 2]zl
2= g2zl = 2llzllh € 24,
2|| I

como desejado.

1
Vejamos (7i7). Para mostrar (i) é suficiente mostrar que se z € Z com ||z|| < 5 entao
|zo £ z|| < 1. De fato, dado z = (z,),

lzo £ 2|| = sup{|zon £ 2.]:n €N}

= sup{|zo1l, |®ozl, .-, |xon|, [Ton+1 £ 2ns1]s [Tonte £ 2nto], -}

Visto que para cada n > N tem-se

1 1
|x0,n + an S |I0,n| + |Zn| S 5 + 5 - 17

e para cada n < N tem-se |zg,| < 1 pois zy € Sx, segue que ||zg £ z|| < 1. Isso mostra
que Z; C Z.

Por fim, vejamos que Z tem codimensdo finita. As incluses Z C Z; C Z implicam
naturalmente X/Z C X/Z, C X/Z. Logo

dimX/Z < dimX/Z, < dimX/Z.

Mas por (2.28) sabemos que dimX/Z < oo. Logo dimX/Z < oo e portanto segue que Z
tem codimensao finita. n
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2.5 Nocao de espaco de Banach cuja norma depende

localmente de finitas coordenadas

A seguir serd apresentado uma nocao em espacos de Banach na qual a norma depende
localmente de finitas coordenadas, como exemplo cléssico apresentaremos os subespacos
do espago real cy. Esses espacos também sao importante na teoria de diferenciabilidade e
na renormalizacao de espacos de Banach. Para um estudo mais profundo recomendamos
[12].

Definicao 2.5.1. A norma em um espaco de Banach real X depende localmente de fi-
nitas coordenadas se para todo x € X — {0} existem ¢ > 0, um subconjunto finito

{2, 2}, ...,z } e uma funcdo continua ¢ : R — R tal que ||y|| = (2} (v), 25(y), ..., 2 (y))

rrn

sempre que ||z —y|| <eey € X.

Proposigao 2.5.2. Seja X um subespago fechado do espago real ¢y e seja || -|| a restrigao
de || |l @ X. Entao, para cada x € X — {0}, existem 6 > 0 e um subconjunto finito
{z!, :n € J} de Bx: tal que se ||x —y|| <6, y € X entao

[yl = sup |z, (y)].
neJ
Em particular, X depende localmente de finitas coordenadas.

Demonstracao. Sejam X o subespago fechado de ¢, (e,), a base de Schauder usual de
co e (€e)), os funcionais coordenados associados a base (e,),. Seja x = (a,), € X — {0}.

Como x € ¢y temos
lz]] = supla,| = sup e, (z)].
n n

Além disso,

lim e (z) = lim a, = 0.

Como z € X — {0} temos ||z|| > 0. Logo existe ny € N tal que sup |e],(z)| < ||z||. Denote

n>ng
I={neN:le,(z)] <z}
€ por
J={neN:le,(2) =z}

Veja que J é finito. De fato, se J fosse infinito poderiamos escolher uma subsequéncia

(en,. () de (e, (z))r tal que klirn e, ()| = ||z Assim, visto que
—00

. ! .
lim ¢, (2) =0,
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obteriamos
= 1 ! = .
]} = lim le;, ()] =0

Mas isto é claramente uma contradigao pois ||z|| > 0. Note que J = N—1. Nosso objetivo

é encontrar

e > 0 tal que para cada z € X com |z — z|| < € tem-se ||z|| =sup|¢'(z)].  (2.29)
neJ

Dito isso, sejam z € X, kK € J, m € I. Mostraremos primeiro que existe ¢ > 0 tal que
lef.(2)] — |e,(2)] > 0 sempre que z € X, ||z —z|| <€, k € Jem € I; dai comprovaremos
a veracidade de (2.29). Para isso, dados z,z € X,

ek () = len ()] = len(2)] = lef(@)] + e (@)] + e, (2)] — len, (x)] = |e, (2)]
= le(@)] = len ()] + ler(2)] = le(2)] + len, (2)] = |e, (2)]
(

> lep(@)] = lem(@)] = ler(2) — ex(@)] = len,(2) — €,(2))]

=l =l (2)] — e (2) — ex ()] — lef(x) — €5, (2)]

>zl = len (@) = lek(z) — e(@)] = len(z) — €, (2)]

2 [zl = sup ey (@)] = le(2) = €i(2)] = lepn(x) = em(2)]

> lzll = suplen(z)l = llz = 2l = ||z = 2]

> |lz]| —suplep(z)] = 2]z — 2.

nel
Note que
ol = suplei )] > 0,

pois x € ¢ e |e} (z)| < ||z| para cada n € I. Com isso, faga € = ||z|| — sup,¢; e, (z)| e

considere z € X com ||z — z| < % Entao,

len(2)] = len(2)] > =] — Sup len ()| — 2|z — =
2€ €
> e— = =>0.
‘T3 73

Logo |ei.(z)] > |el,(2)| sempre que z € X e |z — z|| < E, k€ Jem € I. Mas como
z € ¢, existe ko € N tal que ||z]| = [e], |. Portanto devemos ter kg € J, pois em particular
e}, (2)] > le;,(2)| para todo m € I. Note que, como consequéncia disso, X depende
localmente de finitas coordenados. Para isso basta considerar na Defini¢ao 2.5.1 2 = ¢
comi€Jeyp=|"|o:R’ — R como sendo a norma do supremo em R/ onde |J| &

a cardinalidade de J. Portanto estd mostrado o resultado. [ ]

Corolario 2.5.3. Seja E um subespaco do espaco de Banach real ¢y de dimensao finita,
entao a norma em E pode ser calculada como o supremo de uma quantidade finita de

funcionais de Bgy.
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Demonstracao. Segue da Proposi¢ao 2.5.2 que para cada x € Sg existem e(z) > 0 e um

conjunto F'(x) C B finito tais que se ||y — z|| < e(x) entdo [ly[| = sup |2'(y)|. Note
z'€F(x)
que

Sp € | Bz, e(x)).

TESE

Como F tem dimensao finita tem-se que Sg é compacta. Logo existem zq,...,x; € Sg

tais que

Sp C | Blai, e(x:)).

i=1

k
Faca F' = UF (x;). Note que F' ¢ finito. Mostraremos que para todo z € FE temos
=1

1=

|z|| = sup |2/(z)]. Para isso ¢é suficiente mostrar que se z € Sg entao ||z|| = sup |2'(2)].
el el

De fato, seja z € Sg. Logo para algum 1 < i < k tem-se y € B(x;, e(x;)). Segue que

|2[] = sup{|a'(2)] : 2" € F(:)}.

Por outro lado tem-se |2'(z)| < ||z|| para quaisquer 2’ € F' C Bg e z € Sg. Portanto
sup{|2'(z)| : 2’ € F'} <||z]|. Logo

J2ll = supf|a'(2)] : a' € F}.

Para verificar que vale para todo z € E, veja primeiramente que o caso em que z = (0 é

trivial. Para o caso z # 0 defina y = ﬁ € Sg. Pelo o que foi mostrado anteriormente
z
temos
/ / Z / Z /
ol =o' € 7y o= | =sun {Jor ()| < P
! 2’ eF
Izl _ sup{[a’(2)[ - 2" € F}
1] I=]]
< |lzll = sup [2'(2)].
el

Logo concluimos a demonstracao. [ ]

Teorema 2.5.4. Considere o espaco real cg. Se E C co tem dimensao k entdo E é
isomorfo isometricamente a (RF,| - ||) e existem z{,...,z, € Sp e z1,...,2 € Sg
satisfazendo
(i) [|#]| = 2i(zi) =1 e 2i(2;) =0 parai # j .
(i1) ||z|| = sup |zi(z)| para todo = € E.

1<i<k
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Demonstra¢ao. Antes de iniciarmos a demonstragao, facamos uma observagao. Seja F
um espaco de dimensao n. Seja {x1,...,x,} uma base qualquer em F'. Logo, dado z € F

existem tnicos escalares aq,...,a, em R tais que

n
Z = E a;T;.
=1

Nao é dificil verificar que a aplicagao

[llo: F—R, zl, = sup |l (2.30)

1<i<

¢ uma norma em F'. Sabendo disso, vamos a demonstracao do corolario. Primeiramente

vamos mostrar que E é isometricamente isomorfo a (R*, || - |). Pelo Corolario 2.5.3
existem 7, ..., 1z}, em Sp tais que para todo z € E tem-se ||z|| = sup |z{(z)|. Defina
1<i<p

T:E— R |loo), Tz=(z}(2),25(2),...,2.(2)).
E imediato que T ¢ linear, continuo e

T2l = I(25(2), 25(2), - 2 ()l

= sup [z{(2)]
1<i<p

= =l

Logo T' é uma isometria linear de E em RP. Portanto T = T : E — T(E) é um
isomorfismo isométrico. Faca F' = T(F). Assim F tem dimensdo k. Diante disso, seja

{y1,...,yx} uma base de F. Podemos supor que ||y;|| = 1 para todo 1 < i < k. Logo,
k

para cada y = Z a;y; € F defina

=1

T(F ) — ®S ) lle) . T (Zay) = (ai, ..., ax),

em que {ay,...,a,} C Rsao unicamente determinados por y. A linearidade e continuidade
de T sao claras. Ademais, para cada y € F tem-se

ITylle = ll(as, - a)ll
= sup |ay
1<i<k
=l
Isso mostra que T é uma isometria. Vejamos que a aplicacio Ty = T o T : E —
(R*,]| - ]l) é uma isomorfismo isométrico. Claramente T; ¢ bijetor pois ¢ composta de

aplicagoes bijetoras. Vejamos que é uma isometria. De fato, para cada z € F tem-se

1Tzl = I1T(T2)ll
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= ||Tz],
= Tz,
— @ (), @),

p
Z z (2)e,
n=1

= sup |z),(2)]
1<n<p

0

= |2l

Iremos mostrar (i). Seja {e;, ..., e} } a base candnica de R*. Defina

k

/ k /

e; 1 R" — R, 61'(2 aje]):ai.
J=1

k
para cada 1 < ¢ < k funcionais lineares e continuos, com x = Zaiei ea; € R. Nao é
i=1

dificil ver que ||¢}|| = 1 para cada 1 <i < k. Além disso,

eler) = lsei=j,

ei(ej) = 0Osei#j.
Veja que para todo x € R¥ tem-se

[z]loc = sup [ej(z)].

1<i<k

Sejam z1,...,z; em Sp tais que T1z; = ¢; para 1 <i < k. Sejam 2z, = e, o7} : E — R

funcionais lineares e continuos para cada 1 <1 < k. Veja que
Izill = lle; o Ta] < 1
para cada 1 <i < k. Ademais, como
2i(z) = €(Tiz) =€(e;)) =1sei=j,
Zi(z) = €j(Thz) =€j(e;) = 0se i # j,

concluimos que ||z/|| = 1, o que mostra (7).

Além disso, para z € F tem-se

|zl = [|IT12]lc = sup |e;oTiz|
1<i<k
= sup [#(2)],
1<i<k

o que mostra (iz). Logo o corolério esta provado.
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Lema 2.5.5. Sejam V' um espaco vetorial e ¢, ¢, ..., @, funcionais lineares em V tais

que (i, Ker(p;) C Ker(p). Entao existem escalares ai, .. ., a, tais que p = Z a; ;.
i=1

Demonstracao. Veja [4, Lema 6.3.5]. |

Lema 2.5.6. Seja Y um subespaco fechado de um espaco de Banach em que a norma

depende localmente de finitas coordenadas. Entao para todo yy € Sy o espago
Z =3pan{z €Y : ||z £ z|| < 1}
tem codimensao finita.

Demonstracao. Seja xg € Sy. Como Y depende localmente de finitas coordenadas, exis-

teme >0, 2),...,2,, € Y e p: R" — R uma fun¢ao continua tal que se ||z — zg|| < €

entéo ||y = ¢(z,(y), ..., 2. (y)). Nosso objetivo é mostrar que Z tem codimensdo finita.

Para isso precisamos mostrar que:

(1) Z = ﬂ Ker(z}) tem codimensao finita.
i=1

(1) Z C span{Z,}, onde Z; = {z € Z : ||z|| < €}, e span{Z,} C Z.

Pode-se considerar Z G Y pois se Z = Y terfamos 2 = --- = z], = 0 e assim nao
haveria nada o que fazer. Vamos mostrar (i), isto é, que Z tem codimensao finita. De
fato, como Z G Y existe yp € Y — Z. Defina

¢:Z® Y] — R, d(z+ay) = .

A linearidade de ¢ ¢é clara, além disso Ker(¢) = Z. Em particular, Z C Ker(¢), isto é,

ﬂ Ker(z}) C Ker(¢). Logo pelo Lema 2.5.5 existem escalares ay, ..., a, tais que
i=1

n
o= Z a;,.
i=1

Isso mostra que ¢ € Y’ visto que z,...,z), € Y. Como Ker(¢) tem codimensao finita,

isto ¢, dimY/Ker(¢) < oo, segue que
dimY/Z < dimY/Ker(¢) < oo.
Logo obtemos que Z tem codimensao finita. Vejamos que vale (i7). De fato, temos
Zy={z€Z:|z|| <€}
Logo |lzo £ 2 — x| < €, e além disso,
|z £ 2ol = @(x)(z % x0),...,2) (2 £ x0))
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= @(@1(20), ..., 2,(w0)) = [lzo]| = 1.
Isso mostra que Z; C Z e portanto

span{Z,} C Z.

ZE€

€ span{Z;}.
2]zl

Falta verificar que Z C Span{Z;}. Seja z € Z nao nulo. Faga h =
22¢|[z]| _ 2||z]n

Segue que z = € span{Z;}. Isso mostra que Z C span{Z;}. Como

2]
Z C span{Z,} obtemos Z C Z. Logo, X/Z C X/Z e portanto dimX/Z < dimX/Z < cc.
Segue assim que Z tem codimenséo finita. Portanto o resultado esta mostrado. ]

Lema 2.5.7. Seja X um espaco de Banach cuja norma depende localmente de finitas
coordenadas e seja’Y um espago de Banach estritamente convexo. Entao, NA(X,Y) C
F(X,Y).

Demonstracao. Sejam xg € Sy e

Z =span{z € X : ||lxzo £ z|| < 1}.
Como X depende localmente de finitas coordenadas, segue do Lema 2.5.6 que Z tem

codimensao finita. Como Y é estritamente convexo, segue do Lema 2.4.2 que NA(X,Y) C
F(X,Y). Isto mostra o desejado. [

Note que pela Proposicao 2.5.2, para todo subespaco fechado X do espaco de Banach
real ¢ tem-se NA(X,Y) C F(X,Y) sempre que Y for estritamente convexo.

2.6 Nocao de espacos de Banach poliedrais

Enuciaremos nesta secao algumas defini¢oes e propriedades acerca de espagos cuja bola
unitéaria de seus subespagos de dimensao finita sao poliedros. Alguns mateméticos como
Lindenstrauss (1966), Lazar (1969), Gleit e McGuigan (1972), Hansen e Nielsen (1974),

investigaram espacos com essa propriedade.

Definicao 2.6.1. Um espaco de Banach X é dito ser poliedral se para todo subespaco Z

de X de dimensao finita existe um subconjunto finito {xy,...,z,} C Sz tal que

k K
BZ:{Z)‘il’z’32)\1217)\1201)31”30&(131Siékﬁn}'

i=1 i=1

Proposicao 2.6.2. Seja X um subespaco de cy tal que a bola Bx tem pelo menos um
ponto extremo. Entao X tem dimensdao finita e € poliedral. Além disso, um espago F' de

dimensao finita € isométrico a subespaco de ¢y se, e somente se, F' € poliedral.
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Demonstrac¢ao. Veja |22, Proposition 4.7]. |

Lema 2.6.3. Seja F' um espago de Banach real poliedral de dimensao finita. Entao F'
tem a propriedade 3.

Demonstracao. Suponha que F' tenha dimensao k. Pela Proposicao 2.6.2 existe um su-
bespago G de ¢y tal que F é isomorfo isometricamente a G. Ademais, pelo Corolario
2.5.4 tem-se que G e isometricamente isomorfo a (R¥, |- || ). Portanto F ¢ isometrica-
mente isomorfo a (R¥,[|-|.). Seja T o isomorfismo isométrico de F' em (RF, |||
Usando o isomorfismo isométrico T mostraremos que F' tem a propriedade 5. De fato,

Seja {ey,...,ex} a base canonica de R*. Podemos de maneira simples definir
k
!k ! _
e; R* — R, ej( E aiei)f a;, a; €R,
i=1

para cada 1 < j < k. Note que e;- ¢ linear e continuo. Além disso,
He;” = 1, 6;(61) = 1’ 6;.(61-) =0se1 7£ j

Ademais, para cada z = (z;)¥_, € R* tem-se

/
[zl = sup [z;] = sup |ej(x)].
1<j<k 1<5<k
Sejam zy,...,2, € Fl e z1,...,2, € F' dados por Tz; = ¢; e 2j = € o T para cada 1 <
j < k. Vamos mostrar que os conjuntos {z1, ..., zx} e {21, ..., 2} satisfazem as condi¢oes

desejadas. Mostraremos primeiro que valem (a),(b) e (¢) e por ultimo mostraremos que
{z1,...,zk} C Spe{z],...,2.} C Sp.
Verificagao de (a): De fato,

2(z;) = e;(sz) = e;(ej) =1.
Verificagao de (b): De fato,
Z(z) = €j(Tz) = ¢€(e;) =0( onde 0 < p < 1 qualquer ),

Verificacao de (c): De fato, para cada z € F' tem-se

IzIl = [|Tz] = sup |ej(Tz)| = sup |2(2)].
1<j<k 1<j<k
Ademais, temos {z1,...,2,} C Sp, visto que Tz; = e; para cada 1 < i < ke T é uma
isometria. O fato de {21,...,2,} C S se justifica pela seguinte desigualdade:
1251 = Nzl = 125(z5)] = L= (T Nllejll = [lef o Tl = [I25]]-
Portanto F' tem a propriedade . |
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Teorema 2.6.4. Para todo p € (1,00) existe um espago de Banach E, isomorfo a um

espago poliedral com base incondicional que admite um quociente isomorfo a l,.
Demonstrag¢ao. Veja [11, Theorem 1.1]. |

Nesta secao voltaremos a investigar os espacos de Banach que podem ser escritos como
soma direta de seus subespacgos; no entanto, focaremos naquela decomposicao cujas pro-

jecoes associadas satisfazem condigoes especiais.

Definigao 2.6.5. Seja X um espago de Banach. (a) A projegao linear P é chamada de
L-projecao se ||z|| = ||P(z)|| + ||z — P(z)|| para todo z € X.

(b) Um subespago fechado G de X é chamado de L-somado se é imagem de uma L-
projecao.

(¢) Um subespaco fechado F' de X é chamado de M-ideal se F'*+ é L-somado em X'.

Definigao 2.6.6. Um espago de Banach X é chamado de M-mergulho se Jx(X) é um
M-ideal em X", isto &, existe uma projegao linear P : X" — X" com P(X") = Jx(X)*
tal que [lz"|| = [[P(«")|| + | P(«") — ™.

Veja que pela Proposicao 1.2.1 a definicao acima é equivalente a dizer que existe um
subespacgo fechado Z de X" tal que X" = Jx(X)* @ Z e ||2”] = |2 + ||2]| com
"t e Jx(X)teze Z.

Proposicao 2.6.7. O espaco ¢y é um M-mergulho.

Demonstracao. Veja [15, Example 1.4, p.105]. [ |
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Capitulo 3

Uma Breve Introducao as Propriedades
A e B de Lindenstrauss

Através de um corolario do Teorema de Hahn-Banach ([4, Corolario 3.1.4]), é possivel
mostrar que todo funcional linear continuo definido em um espaco reflexivo atinge a
norma (veja Exemplo 1.2.7). No entanto quando o espago normado nao for reflexivo,
sabemos que sempre existe funcional linear e continuo que nao atinge a norma (veja [17]).
Apesar disso, em [3| os mateméticos Bishop e Phelps mostraram que dado um funcional
linear continuo ¢, definido num espago de Banach arbitrario, sempre existe um funcional
que atinge a norma tao préximo de ¢ quanto se deseja.

A luz do Teorema de Bishop-Phelps surge uma pergunta natural: Dados X, Y espacos
de Banach arbitrarios, o resultado permanece verdadeiro caso consideremos operadores
lineares e continuos 7' : X — Y7 Essa questao foi colocada em [3], e ¢ também conhecida
como propriedade de Bishop-Phelps. Tal pergunta foi abordada em 1963 pelo matemético
Joram Lindenstrauss [26]. Ele observou que existiam par (X,Y") de espagos de Banach, na
qual a propriedade de Bishop-Phelps era verdadeira, e par (X,Y") de espagos de Banach
na qual a propriedade de Bishop-Phelps nao era verdadeira. Com isso, ele concluiu que
a pergunta era muito mais geral, e por causa disso ele introduziu duas propriedades
conhecidas como propriedades A e B de Lindenstrauus.

Nesta se¢ao trataremos alguns resultados referentes as propriedades A e B de Lindens-
trauus. Isso ajudara a abrir as portas para posteriormente adentrarmos no Capitulo 4 da

dissertacao.

3.1 Propriedades A e B de Lindenstrauss

Motivado pelo artigo de Bishop-Phelps [3]|, Lindenstrauss [26] iniciou a investigacao refe-
rente & densidade de operadores que atingem a norma no espago dos operadores lineares

e continuos. Para isso, Lindenstrauss introduziu duas propriedades denominadas por
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propriedades A e B de Lindenstrauss. Nesta secao trataremos superficialmente essas pro-

priedades.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade A de Lindens-
trauss se para todo espago de Banach Y tivermos N A(X,Y) denso em L(X,Y).

Lembre que se X é um espago normado e X’ seu dual, entdao para cada z(, € X', os

conjuntos da forma
Vi(xg; @1, ., xxs€) = {2’ € X' |2 (x;) — 2((x;)| < e para cada i = 1,2,... k},

com z; € X, k € Nee > 0, formam uma base de vizinhangas abertas de z{, para a
topologia fraca-estrela (veja [4, Proposicao 6.3.2]). Mostraremos que espagos reflexivos
tém a propriedade A de Lindenstrauss, para tal iremos apresentar alguns lemas e um

teorema. O lema a seguir pode ser encontrado em [26].

Lema 3.1.2. Sejam X e Y espago de Banach e T € L(X,Y'). Entao, T” atinge a norma,

se, e somente se, existem (zx)r em X e (y;)r em Y tais que

lzell = llyill = 1,

1
|y (Tap)| = 1T - 7 (3.1)

onde j <kek=1,2,....
Demonstracao. Suponha que o operador
T// X// — Y//’ T//(:E//)(y/> — x//(T/(y/))
atinja a norma em x| € Sx», isto ¢, ||[T"]| = ||Txj||. Como
27 = sup 1"y,
y'GSY/
segue que para cada j € N existe y; € Sy tal que
T > T2 )| [T
Pelo Teorema de Goldstine (veja [4, Teorema 6.4.4]) Jx(Sx) é denso em Sy~ na topologia
fraca-estrela, o que implica que para k € N e cada vizinhanga V' ( xq; T'y, ..., T'y,; k;)
de zj, existe x € Sx tal que
1
’] ( )EV(%’O, yl?aT,yI,wE) mJX(SX)a
onde T"y; € X' para todo j = 1,..., k. Logo
Ty} (x1) — 25 (T'y)) | = | Txc () (T'5) — a5 (T'y))| < T
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Segue pela desigualdade triangular que
|2(T'y))| < \T’yQ(xk) — 2 (T'y;) |+ Ty (a)|
< = + ‘T’y] xk)|
o que implica
‘T’yj Tk |> |z (T, |——
Como j < k segue que

YT 0|= [T >l

k
Z |T”CC0 yj |__
> |77
1 1
> ||7"|-= =17l - -
J J
Assim obtemos
el = llypll = 1,

1
l55(Toi)| 2 T = =

onde j < kek=1,2,..., como desejado.

Reciprocamente, suponha que (3.1) seja verdade. Como (zx)r C Bx, segue que (Jx(xx)) C
Bx». Vale observar que o conjunto {Jx(xx)} C Bx» pode ser finito ou infinito. Suponha
que {Jx(zx)} C Bx» seja infinito, logo o conjunto {Jx (zx)} tem um fraco-estrela ponto de
acumulacao z”, pois pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (veja [4, Teorema 6.3.9])
a bola By~ é compacta na topologia fraca-estrela. Como a topologia fraca-estrela é Haus-
dorff (veja [4, Proposigao 6.3.2]) segue que a bola Bx»~ ¢ fechada em X" na topologia fraca-
estrela. Como z” & ponto de acumulagao de {Jx(xx)}, existe um subrede (zy, ), tal que a
rede (Jx(xg,)), converge para x” na topologia fraca-estrela, o que implica que z” € Bxn
pois a bola Bxn é fechada em X" na topologia fraca-estrela. Como Jx(xy, )(z") — 2" (')
para todo 2’ € X', em particular, para todo j € N temos Jx(zy,)(T"y;) — 2"(T"y)).

1
Assim, se j € N existe r; tal que para todo r > r; tem-se ‘JX(ka) — (T’y})! < 5

Portanto, para cada r > r; tem-se

1771 = 772" = 17" (") ()

AV
Ky
> I
S
= 3
=
—
ﬂ—
<
N
|
=~
>
&
o
|
&\
—~
!
&
N



1

7" (y;) (xn,)

1
= ‘y;(T($kr))| - ;
1 1
> TN -=-=
J )
2
= 7] - =
J
Portanto para cada j € N obtemos
2

170 = 1T = T > T = 7

Logo, fazendo j — oo, temos que ||T”|| = ||T"x"||. Portanto 7" atinge a norma. Quando
{Jx(zx)} for finito, basta tomar uma rede constante, de elementos de {Jx(xx)} e repetir

o argumento anterior. |

Lema 3.1.3. Sejam (e,)n, (a;j); sequéncias reais de nimeros positivos e K > 0 uma

ny

oo

constante arbitraria com E €n < 00. Entdo existe uma subsequéncia (€,;); de (€n)n que
n=1

satisfaz as sequintes propriedades:

(a) A subsequéncia (e,,); € decrescente.

(b) €n, < a; para todo j € N.
[e.e]

(¢) K Z €n, < ef, para todo j € N.
i=j+1

Demonstragao. Inicialmente mostraremos (a) e (b). Para isso, construiremos indutiva-
mente a sequéncia (e,;);. Note que lim ¢, = 0. Entao, para j = 1 existe n; € N tal que
n—oo

€, < ap sempre que n > ny; em particular, €,, < a;. Para j = 2 existe ny > ny tal que
2 2

€, < Min-< €,,,as, —= ¢ sempre que n > ny; em particular, €,, < min < €,,, as, —— ¢.

n niy ) 22K — Y ? na ni» ) 22K

2

€

23

Analogamente para j = 3 existe ng > ny tal que ¢, < min {en2,a3, } sempre que

2
_n2
93

uma sequéncia crescente (n;); de nimeros natutais tais que

62
. nj—1
€n, < MINn < € Ay ——
n; nj—197 2] FL’

para cada j € N. Logo, a subsequéncia (¢,,); satisfaz as condicdes (a) e (b).

n > ng; em particular, €,, < min {an,ag, } Prosseguindo desta forma obteremos

Mostraremos que a condigao (c) é satisfeita. De fato,

2
an

0o 00 6%i71 0o v E12” > 1 B E721].
D) TP YL PO

i=j+1 i=j+1
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o que implica
oo
2
K Z €n; < €p-
i=j+1
Portanto o lema estd demonstrado. [ |

O lema a seguir foi retirado da demonstragao em [26, Theorem 1].

1
Lema 3.1.4. Sejam X eY espagos de Banach, 0 < e < = eT € L(X,Y). Entdo existem
sequéncias (xg)r em Sx, (yp)r em Sy e (Tx)r em L(X,Y) que satisfazem as seguintes

condigoes:

Te1z = Thx + ey, (Th(x)) Ty, (3:3)
Y(Tewr) = || T || (3.4)
[ Tozwll = (| Tkl — €, (3.5)
para cada k € N. Consequentemente

k—1

1T~ Tl <2 el <50 G<h) (36)
i=j

ITall > 17l + el Tl? - 4 (1)

17l 2 1731 T3l =1, G<H) 35)

(@] = 11 - 66, G <) 39)

e a sequéncia (eg)y satisfaz

o0 o0 1
QZek <e 2 Z € < E?, € < 1ok €k > €kal,
k=1 k=j+1
para cada k € N.
1
Demonstracao. Seja T € L(X,Y) com |[T||=1e0<e< 3 No Lema 3.1.3 faga K = 2,
1

(€,)n tal que €, = ﬁ para cada n € N, e (ax) tal que a; = 10k para cada k € N.

Segue assim do Lema 3.1.3 que

o o0 1
ZZek <€ 2 Z e < e?, € < Ton > €pit, (3.10)
k=1 k=j+1
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para todo k£ € N. Vamos em busca das sequéncias (zx)r em Sx, (y),)r em Sy e (T)x em
L(X,Y). Como ||T|| = sup ||Tx|, existe 1 € Sx tal que
TESX
1Tl > 1T - €. (3.11)

Note que Tz ¢ diferente de zero, pois |[Tzi|| > |T|| — € > 0 jaque [T =1lee <
1. Logo, pelo Teorema de Hanh-Banach para Tz, existe y; € Y’ tal que ||yj|| = 1 e
Y1 (T(z1)) = || Tx1]|. Faga Ty = T e defina

T X — YV, TQ(ZE) = Tl(.’L') + €1y1(T1(l'))T1(fI)1) (312)
A continuidade e a linearidade de T seguem facilmente de T e y;. Como ||Ty|| =

sup ||Thz||, existe xo € Sx tal que
TESx

I Toas| > |1 T2 — €. (3.13)

Note que Tz, é diferente de zero, pois

[Thas| > || T2 — €
> ||y — e
YT + el T - €
> T -6
(3.11) .
> ||T1|| — € — &
> || Th|| - 2€
€
= ||Thf| - 2@
€
= 17l -3
_ 1_f
2
> 1 1 = 1 >0
2 2 ’

onde (x) segue da definigdo de Ty. Logo, pelo Teorema de Hanh-Banach para Tyxo, existe
vy € Y tal que ||yhll = 1 e yh(To(z2)) = ||Toz2||. Defina

T3 : X —Y, Tg(l‘) = TQ(I) + €2yé(T2<I>>T2<I2) (314)
A continuidade e a linearidade de T3 seguem facilmente de Ty e y). Como ||T3| =

sup ||Tsz||, existe x5 € Sx tal que
TESx

I Tsas]l > |1 T3 — €5 (3.15)

Note que T'zs é diferente de zero pelo mesmo argumento anterior. Logo, pelo Teorema

de Hanh-Banach para Tz, existe y; € Y’ tal que ||v5]] = 1 e y5(T5(z3)) = || T3]
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Repetindo o argumento de (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos por recorréncia
que
Tl = Tv
Tisr(x) = Ti(x) + ey, (T (2)) T,

Ye(Teer) = | Teell,  llyill = 1,
1 Thwnll = I1T0ll — €, Nl = 1, (3.16)

para todos © € X e k € N. Vejamos que vale (3.6). Note que para todos k € Nez € X

tem-se
| Tesr(2) = Te(@)ll = Nk (Te(x)) Tozell
< | Tl [l
Portanto
| Tior = Till < el T, (3.17)

4
Agora veremos que ||7}|| < = para cada k € N. Para isso, faremos indugao sobre k. Para

k =1 é claramente verdadeiro. Se k = 2, entao j = 1, e portanto

[T1(z) — Ta(z)| IT1(x) — Ty(x) — exyy (Ta(x)) Ty |
= e (T1(2))Thz||
< allTilPlle] (T=1)

= allz|

para cada = € X. Isso implica |1} — Tyl <€ e

1 4
IT) < I =Tl + T Sa+1<3+1=2

Suponha que seja verdadeiro para k e considere 1 < j < k, ou seja,

k—1
4
I, - Tl <23 e Tl < 5.

1=J
Segue de (3.17) que

16 16
HTk-‘rl — TkH < GkHTkl|2 < Ekg < Ekg = 2€k~

Assim,

1T = Thsall < T = Thll + | Tk — Thoga |
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k—1
< 2 Z € + 2€x
—

k
= 2) ¢ (3.18)
i=j

k
|Tesall S W Tew =Tl + T < 2 e+ T3]
=1

(3.18) >
< 2> e6+|T|
=1
(3.10)
< e+1
< L +1= 1
3 3

Isso mostra (3.6). Vejamos que vale (3.7), ou seja, que
| Tall > I Tell + x| Te]|* — 4e.

De fato, por (3.16), obtemos também

[Toill 2 N Terazell = ([ Than + s (Thwr) Dozl
= [ Thzi(1 + ey (Thw))|
(3.16) 9 ,
> (ITell = €)X + ey (Texn))
= (Tl = €)1 + exl| Tzl
(3.16) , ,
> (ITell = 6) (X + e[| Tl = €))

= (1Tl = ) + el Till — )
= Tl + el Tl — (20Tl + € — €})

para todo k € N. Como

2| Tell€i + e — & 2| Thlei; + e

2| Tl ek + e

IN A A

8
2 2
—€, T €

3
36 + € = de;,

A

obtemos que || Tiy1|l > ||Tk]| + €xl|Tk||* — 4€3, como querfamos. Vejamos que vale (3.8),
isto &, || Tx|l > ||T5]| > ||T1]| = 1 para k > j > 1. Faremos novamente inducio sobre k. E
claro que ||T1]| = 1. Se k = 2 entdo j = 1. Segue assim de (3.7) que

IToll > 173l + eI T3]f* — det > T3] =1,
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pois

a||Th]? — 43 >0 < |Ti||* —4e >0
— 1—-4¢ >0

<— 1 >'4€L
Suponha agora que se tenha 1 < ||T}|| < ||T)|| com j < k e k > 2. Segue de (3.7) que

[ Terall = [T +€k||Tk||2 — 46 > T3] + eI T — 4e; > (T3],

pois sabemos que ||T;|| > 1 e 4 < 1, e daf

2k+1

17511 - >0 <= |T|° 46 >0

2k+1
= l/T}||* — 46, > 0.

Por fim, provaremos que vale (3.9). Primeiramente observe que para cada j < k, obtemos
de (3.6), (3.10), (3.16) e da desigualdade triangular que

| Tjzell = | Tharll — [ Thwr — Tjpaz]|
> |Texrll = [Tk — Tzl
k—1
> | T -2 ) e
i=j+1
k—1
> Tkl —er =2 ) «
i=j+1
k—1
> Tl - - —2 )«
i=j+1
k—1
> Tl —er—en—2 ) €
i=j+1
k—1
= [Tl =26, =2 )
i=j+1
k
= [Tl -2) «
i=j+1
> || Tl — 62’
> Tyl — 26, (3.19)

onde a ultima desigualdade segue da hipotese de indugao. Segue de (3.16) e (3.19) que

(eI TI+ 1T = ([Tl
> [Tl — 2
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v

IT5I + e 1T501% — 465 — 2¢€5
= Tl + &I T — 665,

e portanto
ly; ()| = [|T5]] — 6¢;.

Isso completa a demonstracao.

O teorema a seguir garante que se X e Y sao espacos de Banach, entao o conjunto de

todos os operadores lineares e continuos 7' : X — Y tais que 7" : X" — Y atinge a

norma ¢ denso em L(X,Y’). Sua demonstragao pode ser encontrada em [26]. Denotemos

por NAy(X,Y)={T € L(X,Y) : T” atinge norma}.

Teorema 3.1.5. Sejam X e Y espagos de Banach. FEntao NAo(X,Y) é denso em

L(X,Y).

1
Demonstracao. Sejam T € L(X,Y) com ||[T| =1 e 0 < e < =. Considere a sequéncia

(€x)r como no Lema 3.1.3 e as sequéncias (zy)r em X, (y;.)r em Y’ e (Ty)r em L(X,Y)

como no Lema 3.1.4. Note que pelo Lema 3.1.4, a sequéncia (7}), ¢ de Cauchy, e portanto

converge para um 1 em L(X,Y). Ademais, temos

k—1
IT - Tl =Ty~ T <2) e

i=1

Logo, fazendo k — oo obtemos
| T —T| <e.
Vamos mostrar que 7' € NAy(X,Y). Para cada j = 2,3,... e k > j temos
IT=T5ll < IT = Tell + 175 — Tl

k-1
< |IT-Tll + QZQ’,
=

onde a tultima desigualdade é devida ao Lema 3.1.4. Fazendo k — oo e aplicando (3.10),

obtemos
IT — T3]l <€y
Afirmamos que T € NAy(X,Y). Com efeito, para j < k,

i(Txn)] > (D) = | (Tyan) — 5 (Ta)|
>y (Tyae)| = | Tjar, — Ty
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> (T = T =T

(3.9) _
> |[T5]] = 6e; — [|T; =T
> |\T| =Ty =T = |IT; — T — 6, (desigualdade triangular)
= |IT| - 2|T; - T|| - 6¢;
(3.20)
> ||T|| —6e; — 267,
IT - 66; - 2¢,
= Tl =8¢
— €
= HTH - 82j+1
B €
= Tl - 5
— 1
> |Tf - -,
J
Portanto, segue do Lema 3.1.2 o desejado. [ |

Corolario 3.1.6. Sejam X e Y espagos de Banach. Se X € reflexivo entao NA(X,Y) é
denso em L(X,Y).

Demonstragao. Mostraremos que N A(X,Y) = N Ay(X,Y). De fato, suponha que T' €
NA(X,Y). Entéao, existe z € Sx tal que ||T|| = [|Tz||. Seja 2" = Jx(z). Note que

||THQ§'H|| — sup |T//l'//<y/)|
y'€Byr

= sup [2"(T"(y))]
y’GByl

= sup [Jx()(T'(¢))]

y/EBy/

= sup |T'(y)(2)]

y/EByl

= sup |y (T(x))|

y’EByl

= sup |Jy(Tz)(y)]

y’GByl
= [ (Tz)|
= | Tz|| =T = 17" (3.21)

Portanto, T' € N Ay(X,Y’). Reciprocamente, suponha que T' € N Ay(X,Y). Entao, existe

" em Sy tal que [|[T”|| = [|T"z"||. Como X é reflexivo, existe x € X tal que Jx(z) = z”.
Visto que Jx uma isometria, segue que ||z| = ||Jx(z)|| = ||]z"]| = 1. Para concluir que
T € NA(X,Y), é suficiente repetir os argumentos fornecidos em (3.21). [

Vejamos um exemplo de um espaco de Banach que nao tem a propriedade A de Lin-

denstrauss.
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Proposicao 3.1.7. Seja X um espago de Banach separdvel cuja norma depende local-

mente de finitas coordenadas. Entao X nao tem a propriedade A de Lindenstrauss.

Demonstrag¢ao. Mostraremos a existéncia de um espacgo de Banach Y e de um operador em
L(X,Y) que nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. Ora, como
X é separéavel, podemos renormalizar X de modo que se torne estritamente convexo (veja
Teorema 1.1.18). Denote por Y o espago de Banach estritamente convexo renormalizado
de X. Em outras palavras, o operador identidade I : X — Y é um isomorfismo. Note que
I néo é compacto pois X tem dimensao infinita. Pelo Lema 2.5.7, NA(X,Y) C F(X,Y).
Afirmamos que I nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. De
fato, suponha que exista uma sequéncia (7},), em NA(X,Y) que convirja para I em
L(X,Y). Neste caso, terfamos que para cada n € N o operador T,, é compacto, pois
NAX,Y) C F(X,Y). Logo, pelo Teorema 1.1.22, deveriamos ter I operador compacto,

o que ¢ uma contradicao. |

Corolario 3.1.8. Nenhum subespaco de ¢y de dimensao infinita satisfaz a propriedade A

de Lindenstrauss.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.5.2, todo subespaco fechado de ¢y depende localmente
de finitas coordenadas. Por outro lado, como ¢y é separével, todo subespaco fechado de
dimensao infinita de ¢y também é separavel. Desse modo, segue da Proposi¢ao 3.1.7 que

todo subespaco fechado de ¢y nao tem a propriedade A de Lindenstrauss. [ |

Nao muito diferente da definigdo da propriedade A de Lindenstrauss, a propriedade
B de Lindenstrauss estuda as condicoes inerentes ao contradominio do operador para
garantir (ou nao) a densidade dos operadores que atingem a norma, seja qual for o seu

dominio.

Definigao 3.1.9. Dizemos que um espaco de Banach Y tem a propriedade B de Lindens-
traus se para todo espaco de Banach X tem-se N A(X,Y) denso em L(X,Y).

O cometario que segue o Lema 2.5.7, nos afirma que se Y é estritamente convexo entao

NA(cy,Y) C F(cp,Y). Com isso temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.10. Seja Y um espago de Banach. Se Y € estritamente convexo e se
existe um operador nao compacto de ¢y em Y, entao Y nao tem a propriedade B de

Lindenstrauss.

Demonstragao. SejaT € L(cp,Y') operador ndo compacto. Suponha, por contradi¢do, que
X tenha a propriedade B de Lindenstrauss. Logo, para todo € > 0 existe um operador T’ €
NA(cy,Y) tal que ||T — T|| < e. Em particular, para cada n € N existe T,, € NA(co,Y)
tal que ||T,, — T < % Assim T,, — T quando n — oo. Como N A(c,Y) C Flco,Y),
segue que cada T, tem posto finito. Segue do Teorema 1.1.22 que T é compacto, o que é

uma contradigao.
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Capitulo 4

Versoes das Propriedades A e B de
Lindenstrauss para Operadores

Compactos

Durante as pesquisas realizadas sobre espacos nos quais todo operador linear e continuo
pode ser aproximado por operadores que atingem a norma, observou-se que com as mesmas
justificativas é possivel mostrar que operadores compactos também sao aproximados por
operadores compactos que atingem a norma. Entao uma questao levantada foi: Existe
operador compacto linear e continuo entre espagos de Banach que nao pode ser aproximado
por operadores que atingem a norma? No artigo [29] Martin apresentou uma resposta
positiva para esta questao. Ele mostrou que existem espagos de Banach e operadores
compactos que nao sao aproximados por operadores que atingem a norma. Sabendo
disso, Martin introduziu duas propriedades conhecidas como propriedades A* e B*, ou
versoes das propriedades A e B de Lindenstrauss para operadores compactos.

Neste capitulo discutiremos o exemplo apresentado por Martin em [29]. Ademais, defi-
niremos o conceito de propriedades A* e B¥, e trataremos das relacoes entre as propriedade

da aproximacao e as propriedades A* e B*.

4.1 Operadores compactos que nao podem ser aproxi-

mados por operadores que atingem a norma

A seguir apresentaremos o principal teorema desta dissertacdo, e que também, levou
Martin a introduzir as propriedades A* ¢ B¥. Tal teorema foi colocado pela primeira vez
como uma pergunta na década de 70 em [7], e foi respondida em 2014 por Miguel Martin
em [29].

Teorema 4.1.1. Existe operador compacto entre espacos de Banach que nao pode ser

aprorimado por operadores que atingem a norma.
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Demonstragao. Seja X um subespago fechado de ¢y que nao tem a propriedade da apro-
ximagao (Teorema 2.2.3). Pelo Teorema 2.2.10, X’ também ndo tem a propriedade
da aproximacado. Segue do Teorema 2.2.9 que existem um espago de Banach (Y, || -|),
€ > 0 e um operador compacto T' € L(X,Y’) tais que para todo operador de posto finito
Ty € L(X,Y) tem-se |T — Ti|| > e. Como X C ¢y segue que X ¢é separavel, logo pelo
Teorema 1.1.23 temos T'(X) separavel. Podemos entdo supor que Y ¢é separéavel (pode-
mos tomar Y = T'(X)). Como Y é separavel, segue do Teorema 1.1.18 que Y pode ser
renormalizado de modo que o espago normado (Y, || - ||1) seja localmente uniformemente
convexo e as normas || - || e || - |1 sejam equivalentes, isto é, existem constantes a e b
positivas tais que, para todo y € Y tem-se al|y|| < ||y|l1 < b||ly||. Segue do Teorema 2.2.5

que o operador
T (X [ lx) — Y- [l)

nao pode ser aproximado por operadores de posto finito. Assim, como o espaco de Banach
(Y|l - |l1) é localmente uniformemente convexo, segue do Exemplo 1.1.13 que (Y, || - ||1)
é estritamente convexo. Pelo comentério que segue o Lema 2.5.7 tem-se NA(X,Y) C
F(X,Y), onde a norma em X ¢é || -||x e a normaem Y ¢é || -||;. Portanto todo operador
que atinge a norma em X é de posto finito, e como T nao pode ser aproximado por
operadores de posto finito, segue que 7" nao pode ser aproximado por operadores que

atingem a norma. Isso mostra o resultado. ]
O teorema a seguir é uma consequéncia da demonstracao de Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.2. Para todo subespago X fechado de ¢y tal que X' falha a propriedade da
aproximacao, existem um espaco de Banach 'Y e um operador compacto linear T : X —

Y que nao pode ser aprorimado por operadores que atingem a norma.

Corolario 4.1.3. Existem um espac¢o de Banach X com base de Schauder, um espacgo de
Banach'Y e um operador compacto linear T : X — Y que nao pode ser aprorimado por

operadores que atingem a morma.

Demonstracao. De fato, segue do Teorema 2.2.35 que existe um subespago de Banach Y}
de ¢y com base de Schauder tal que Y] falha a propriedade da aproximagao. Logo, segue
do Teorema 4.1.2 que existe um espago de Banach Y, e um operador compacto linear

T :Y; — Y5 que nao pode ser aproximado por operadores que atinge a norma. [

O préximo teorema com auxilio do Lema 2.2.12 nos diz que em espacos de Banach
estritamente convexos nos quais falha a propriedade da aproximagao, é sempre possivel
garantir a existéncia de um espago de Banach X e um operador compacto de X em Y

linear continuo que nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
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Teorema 4.1.4. Seja Y um espaco de Banach estritamente convexo que falha a proprie-
dade da aproximacao. Entao, existem um espago de Banach X e um operador compacto

de X em Y que nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.

Demonstra¢ao. Como Y nao tem a propriedade da aproximagao, segue do Lema 2.2.12
que existem um subespago fechado X de ¢y, um operador 7' € K(X,Y) e € > 0 tais que
para todo T € F(X,Y) tem-se |T — T| > e. Como Y é estritamente convexo, segue
do Lema ?? que NA(X,Y) C F(X,Y). Em particular, temos ||T — T|| > € para todo
T € NA(X,Y). Portanto T nio pode ser aproximado por operadores que atingem a

norma. ]

Definicao 4.1.5. Um espago de Banach complexo Y é dito complezxo estritamente convezo

se para cada y € Sy e z €Y com ||y — 0z < 1e [0 =1 tem-se z = 0.

Vejamos alguns resultados envolvendo os espacos de Banach complexos estritamente

convexos.

Lema 4.1.6. Seja X um subespaco fechado de ¢j e seja Y um espago de Banach complexo
estritamente convexo. Entao, NA(X,Y) C F(X,Y).

Demonstragao. Sejam T € NA(X,Y), |0] =1 com § € C e zg = (zon)n € Sx tais que

|Tzol| = ||T|| = 1. Como xy € ¢y existe ng € N tal que para todo n > ng implica

|z0.n] < 3 Seja
Z={2€X:z,=0paral <i<ng}.

Nao é dificil ver que Z é subespaco fechado de X. Note que para todo n > ngy tem-se
(n)
e, =(0,0,...,1,0,...) € Z. Como ||zg||cc =1 tem-se |zg,| < 1 para todo n € N e, além

disso, |zg,| < 5 para todo n > ng. Segue que

1 1
Ty = §9€n =sup < ol .-, [Ton-1], |[Ton £ 59 Nromstls . p < 1
o0
Logo
1 1
Por hipotese Y é complexo estritamente convexo e ||Txg|| = 1. Portanto T'e,, = 0 para

todo n > ng. Como (e,)5, é base de Schauder para ¢y, para cada = € X existe uma
sequéncia de escalares (a,), em K tal que

[eS)
r = E An€n.
n=1
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Segue que

o) no
Ty = E a,le, = E a,T'e,.
n=1 n=1

Portanto T' € F(X,Y), como queriamos. [ |

Como o espago de Banach L;(p) é complexo estritamente convexo (veja [16]), segue a

seguinte proposicao.

Proposicao 4.1.7. Sejam p uma medida e Y um subespaco fechado do espaco complexo
Li(p) que falha a propriedade da aproximagao. Entao, existem um espago de Banach X
e um operador linear compacto de X em 'Y que nao pode ser aproximado por operadores

que atingem a morma.

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.12; existe um subespago fechado X de ¢q tal que F(X,Y)
nao ¢ denso em K(X,Y). Como pelo Lema 4.1.6 temos NA(X,Y) C F(X,Y), segue que
existem operadores compactos de X em Y que nao podem ser aproximados por operadores

que atingem a norma. |

A seguinte proposigao que pode ser encontrada em [26, Proposition 5|, nos ajudara a
exibir um exemplo de um operador linear e continuo que nao pode ser aproximado por
operadores que atingem a norma. Neste caso faremos X = Y. Lembre que existe um

espago de Banach estritamente convexo isomorfo a cg.

Proposigao 4.1.8. Existe um espa¢o Banach X tal que NA(X,X) ndo € denso em
L(X, X).

Demonstracao. Seja Y = ¢y e considere Z um espaco de Banach estritamente convexo
isomorfo a ¢g. Faca X =Y x Z com ||(y,2)|| = max{|ly|,||z||} e Bx = By x Bgz.
Claramente X é Banach pois Y e Z o sdo. Vamos mostrar que N A(X, X) nao é denso
em L(X, X), mas antes disso precisaremos construir um operador 7" em L(X, X) que nos
ajudard nesta demonstracao. Seja Ty o isomorfismo de Y em Z. Segue da Proposicao

1.1.20 que existe uma constante C' > 0 tal que

I Toyll = Cllyll (4.1)

C
para todo y € Y. Seja €; = ) > (. Defina
TZX—)X) T(y,Z) = (07T0y>
A linearidade e continuidade de T seguem de Tj. Ademais,

171 = sup{ 7.2l (4.2) € B}
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= sup{[1(0, To)ll: (4. 2) € Bx }

— sup{|IToyll v € By |
= Il

Afirmamos que N A(X, X) nao é denso em L(X, X). Suponha por absurdo que N A(X, X)
seja denso em L(X, X). Entdo para todo € > 0 existe T € N A(X, X) tal que |[T—T| < e.
Em particular, para e = ¢; existe Ty € N A(X, X) tal que |7y —T|| < €. Vamos chegar ao
absurdo de que €; > 2¢;. Seja (o, 20) € Sx = Sy x Sz tal que ||T1| = [|T1(yo, 20)||- Faca

T(yo, z0) = (u,v). Segue de (4.1) que || Toy|| > Clly|| para todo y € Y. Como €; = 5> 0,
segue que ||Toy|| > 2¢||y|| para todo y € Y. Logo, se y # 0 tem-se

()]
[yl

1T < (|72 = T + 17,

nﬂhw%nz\

Pela desigualdade triangular obtemos

o que implica

|l = [T]] = 177 = T > 261 — €1 = e (4.2)
Por outro lado,
max{|[ull, [[v — Togoll} = [[(u,v —Toyo)||
= H(U,U) - (07T0y0>H
= HT1(3/0,ZO) - T(yo, ZO)H (T(ymzo) = (O,Toyo))
< [T = T|[|I(vo, 20) |
= HT1 — TH < €1.
Logo,
Jul| < €. (4.3)

Lembre que [|T1]| = ||T1 (o, 20)|| = [|(u,v)||. Como por (4.2) temos ||T1] > €1 e por (4.3)
temos ||u|| < €, segue que ||T1|| = ||v||. Como Y nao é estritamente convexo, segue da

Proposigao 1.1.2(e) que existe y; # 0 em Y tal que
o £ 31l < 1.
Portanto
171 (90, 20) £ T1(y1, 0)|| < [[T3(yo £ w1, 20|
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< Tal[[(yo £ w1, 20)||
= || T1|lmax{||yo £ v1 ], |20l }
T3] = [[(u, v)|| = [|T1 (3o, 20) |,

IN

o que implica

T1<y0720> T1 yl,
HTl(QO’ZO)H T3 (yo, 2o ”

Faca T1(y1,0) = (y2, 22). Segue de (4.4) que

y2’22) <1.
H H u, v)||
Lembre que T1(yo, 20) = (u,v) e [[v|| = |T1]] = T3 (%o, 20)[| = [|(w; v)[| . Assim
vz vt
[oll — [lol o]
[[v £ 2]

(a0l
M{HUiyzH ||Uiz2||}
[, o) 1w, o)1
B U+ Yo
- m”{ I o)||

B uty, vtz
[[(u, )| | (w, )]

_ ('LL,’U) + (y27 ZQ

[[Cws o)l (I, )]~

IN

il

Como Z é estritamente convexo, segue da Proposi¢ao 1.1.2(e) que z3 = 0. Logo T} (y1,0) =
(y2,0). Assim

e =elyll > NT = Tallll(y, 0)]

> |7 (y1,0) = Ti(y1, 0) ||
= (0, T5) — (32, 0)|]
= [[(y2, Town) ||
> | Toyl
> 2e||lyr]] = 2€.
Logo temos um absurdo. Portanto N A(X, X) ndo é denso em L(X, X). |
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Apresentaremos a seguir uma versao da Proposicao 4.1.8 para operadores compactos.
Para isso, fagamos a seguinte proposigao.
Proposigao 4.1.9. Sejam X e Y espagos de Banach, Ty € K(X,Y) com || Ty|]| = 1 fizo

1
el <e< 7 Seja Z = X x Y. Considere em Z a norma ||(z,y)|| = maz{||z||, |y||} para
(x,y) € Z e defina

So:Z —Z, So(x,y) = (0,Tp(x))

para todo z = (x,y) € Z, com Sy € K(Z,Z). Se existir um operador S € NA(Z,Z)
tal que ||S — So|| < €, entao existe um operador T € NA(X,Y) tal que |[Toy — T < € e
1Sol] = [[To]l = 1.

Demonstrag¢ao. Primeiramente vejamos que ||Sp|| = || Tp]| = 1. De fato,

1Soll = sup{llSo(2)[ : z € Bz}
= sup{[|(0, To(@))] - (x,y) € Bx x By}
= sup{[[To(2)[| : = € Bx} = [|To]| = 1.

1
Vamos mostrar que existe T € NA(X,Y) tal que ||Ty — T|| < e com 0 < € < 5 Seja
(o, y0) € Sz tal que ||S(zo,v0)|| = ||S||. Para construir o operador 7' usaremos os

seguintes operadores

P:Z— X, Pry) =u

Py:Z —Y, P,y =y.
A linearidade e continuidade de P; e P, sao claras. Note que

1
HPWSHZHPlOS—PlOSOH§HP1HHS—50H<€<§-

Ademais,
1]l < 150 = ST+ (1511,
o que implica

ST = 1[Soll =[S0 = S

= 1S - 5|
11

1-5=3 (4.5)

Faga S(zo,v0) = (z1,71) para algum (z1,y;) € Z. Note que

1
lzll = WI(Pr o S)(zo, wo)ll < 1P o 51| < 5. (4.6)
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Como

151 = 15 (o, yo) | = [l (1, yo)[| = max{{[z1]], [[y ]},
1
segue de (4.5) e (4.6) que ||x1|| < 5 < IIS|l, o que implica ||.S|| = ||1]|. Logo,
]l = 1P (21, yo) | = [[(P2 0 S)(@o, yo)ll < [[P2 0 S|| < (IS = llwall,
o que implica

(P2 0.5) (o, yo)l| = [[ P2 © S (4.7)

Seja xy € Sx. Segue do Teorema de Hanh-Banach que existe zf, € Sx» com z((xy) = 1.
Defina 7' € L(X,Y) por

T:X —Y, T(x)=(PyoS)(x,zy(x)yo).

E facil ver que T é linear e continuo. Ademais, para cada x € X tem-se

IT@) = [I(P2oS)(w,zg(x)yo)l
< (1P o S|l zo(x)yo)
< [Po S|z,

e portanto ||T'|| < ||Py o S||. Por outro lado,

IT(zo)ll = (P20 S5)(xo, zo(x0)y0)l
= [[(P205) (0,50l
a7
LYY
> 7).
Isto mostra que ||T'|| = ||T(zo)||. Ademais, para cada x € By tem-se
1To(x) = T(@)| = (P20 So)(x, z5(x)yo) — (P2 0 §)(x, z5(x)yo)
< ||[R2oSy— PoS]
< [ Pfll[So = Sl
= [|So— S| <e
Logo, ||To — T'|| < e. Assim o resultado esta demonstrado. |

Como consequéncia da Proposicao 4.1.9 obtemos a seguinte versao da Proposicao 4.1.8

para operadores compactos.

Corolario 4.1.10. Existem um espac¢o de Banach Z e um operador compacto de Z em

Z que nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
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Demonstragao. Pelo Teorema 4.1.1, existem X, Y espacos de Banach e Ty : X — Y
operador compacto que nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma.
Seja Z = X x Y com a norma ||(z,y)| = max{||z|, ||y||}. O operador Ty nao pode ser
aproximado por operadores que atingem a norma. Logo, aplicando a contra-positiva da

Proposicao 4.1.9 teremos que o operador compacto
SO c 4 —> Za S()(l’,y) = (O,Tol’) (48)
nao pode ser aproximado por operadores que atingem a norma. [ |

Proposicao 4.1.11. Sejam X,Y espacos de Banach e Z = X XY, com a norma
| (z,y)|| = maz{||z||,||y||}. SeNAZ, Z)NK(Z,Z) é denso em K(Z, Z) entao NA(X,Y)N
K(X,Y) € denso em K(X,Y).

Demonstragio. Se NA(X,Y)NK(X,Y) ndo é denso K(X,Y), entao pela Proposi¢ao 4.1.9
temos que NA(Z, Z) nao seria denso em K(Z, 7). Logo NA(Z, Z)NK(Z,Z) & denso em
K(Z,Z), o que é claramente uma contradi¢ao, pois NA(Z,Z) N K(Z,Z) é denso em
K(Z,Z). Portanto devemos ter N A(X,Y)NK(X,Y) denso em K(X,Y). |

4.2 Propriedade A*

Sabemos que existem operadores compactos entre espacos de Banach que nao pode ser
aproximado por operadores que atingem a norma (veja Teorema 4.1.1). Com isso, apre-

sentamos a seguinte definicao.

Definicao 4.2.1. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade A* se para
todo espago de Banach Y tem-se NA(X,Y) N K(X,Y) denso em K(X,Y).

A secdo anterior justifica o sentido de definir a propriedade A*. Ademais, algumas
questdes que se encontram em aberto relacionadas a propriedade A* sdo: A propriedade
A de Lindenstrauss implica a propriedade A*? Qual a relacdo entre a propriedade A* e a

propriedade da aproximacao? Nesta secao investigaremos a propriedade A*.

Exemplo 4.2.2. Espacos reflexivos tém a propriedade A*, pois em espacos reflexivos todo
operador compacto atinge a norma. De fato, sejam X, Y espagos de BanacheT : X — Y
um operador compacto linear e continuo. Suponha que X seja reflexivo. Como ||T|| =

sup ||Tx||, existe uma sequéncia (x,), C Bx tal que lim ||T'z,|| = ||T||. Por hipdtese,
rEBx n

X é reflexivo, logo a bola By é compacta na topologia fraca (veja [4, Teorema 6.4.5]).
Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (veja [4, Teorema 6.7.3|) existe uma subsequéncia
(Tn;); de (zn)n que converge fracamente para algum y € By, isto ¢, x,, ——=9 . Como
T ¢é compacto tem-se T'z,, — T'y na topologia da norma (veja [4, Proposicao 7.2.8]).

Portanto, obtemos ||Ty|| = lim || T2y, || = ||T||. Isso mostra que T atinge a norma.
j
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Ainda ndo se sabe se a propriedade A de Lindenstrauss implica a propriedade A*, o
que se sabe é que todos os espagos conhecidos que tém a propriedade A também tém a

propriedade A*. A seguinte proposicio pode ser encontrada em [30].

Proposigao 4.2.3. Seja X um espago de Banach. Suponha que exista um rede (P,), de
projecoes contrativas (i.e, ||Pa|| = 1 para todo «) de posto finito em X tal que para todo

' € X', Pl(a') — ' em norma. Entio X tem a propriedade A*.

Demonstracao. Sejam Y espaco de Banach, T': X — Y um operador compacto e € > 0.

Note que para cada a temos que P, é compacto, pois tem posto finito. Logo o operador

linear e continuo To P, : X — Y é compacto. Nosso objetivo é mostrar que T'o P, atinge
(03 . . .

a norma para cada « e que |7 o P, — T|| — 0. Para isso, primeiramente mostraremos

que
T (P, (Bx)) =T (Br,x)) (4.9)

De fato, se y € T'o P, (Bx) entao existe x € By tal que T o P,(z) = y. Como ||P,]| =1

para cada « tem-se
[1Pa(@)[| < [[Pull]l <1,

o que implica P,(z) € Bp,(x). Como T o P,(z) =y, segue que y € T (Bp,(x)). Mostra-
remos a inclusao inversa. Primeiramente note que Bp,(x) C Bx. Sejay € T (Bpa(x)).
Logo, existe © € Bp,(x) tal que T'(z) = y. Como x € F,(X) para cada a, existe z € X
tal que P,(z) = . Note que

Portanto
y=T(z) =T(Pa(z)) € T (P (Bx)).

Isso mostra (4.9). Como para cada a temos que P, tem posto finito, entdo Bp,(x) é
compacto, e como 7' é continuo segue que o conjunto 7' (Bpa(x)) é compacto. De (4.9)
obtemos que o conjunto 7" o P, (By) é compacto. Vamos mostrar que 7" o P, atinge a

norma para cada «. Considere a aplicacao
T, : T (Pa(Bx)) — R, Ta(z) = ||z,

para cada z € T (P, (By)). Claramente T, é continua para cada a. Como T (P, (Bx)) é

compacto para cada « existe z, € T (P, (Bx)) tal que

To(za) =sup{Ta(z): 2 € T (P, (Bx))}. (4.10)
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Por outro lado, para cada z € T (P, (Bx)) existe x € Bx tal que T'(P,(z)) = z. Em

particular, para cada « existe z,, € By tal que T(P,(z,)) = za. Logo,

IT 0 Pa(za)ll = 2ol = Talza)
"L sup {Tu(2) : 2 € T (Pa (Bx))}
=  sup{||T o P,(z)|: x € Bx}
= ||[ToP,l.

Isto mostra que T o P, atinge a norma para cada «. Resta mostrar que a rede (7o P,),
converge para 1" em L(X,Y). De fato, como T é compacto, segue que 7" é compacto, ou

seja, o conjunto 7" (By+) é compacto. Logo existem ), ..., 2! em T" (By/) tais que
T (By') C _B(xg—).

Por hipotese P! (x') — 2/ em norma para cada =’ € X'. Logo existem ay,...,a, tais
que para todo a > «; implica
/ / €
| Po(zf) — x| < 3
para cada 1 < i < n. Seja ay > «; para cada 1 < i < n, assim para todo a > ag temos
/ / €
I1Pu(el) — ) <
Note que para cada 3y’ € By existe 2, € X' com 1 < i < n tal que
/ / / €
17'(y) il < &

Portanto, para cada iy’ € By e a > «,

|1PL(T' () =T W) < (PAT"(Y)) — Po(ap)| + |1 P(ay) — il + ||l = T'()||
< NPT (y") — ;|| + | P(x}) — 25| + |lo5 — T ()|
€ € €
< —4-F-=¢
3T3t3=¢

Logo

|P.oT" —T'|| <e para todo a > ap,
o que implica

T o P, —T| <e paratodo a > ay.

Isso mostra que a rede (T o P,), converge para T em L(X,Y’), como desejado. Portanto
X tem a propriedade AF. |
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Lema 4.2.4. Sejam X um espaco de Banach e R : X' — X' um operador linear e w*-
w*-continuo. Entao existe um operador linear e continuo T : X — X tal que T" = R. Se
além disso R for uma projecao, entao T' € uma projecao e, se R tiver posto finito, entdao

T tem posto finito.

Demonstracao. Sejam

R/ : Xll — X”, R/<x//)(l‘/> — I”(R(ZE,)),

U™t Jx(X) — X.

Tem-se que R'(Jx (X)) C Jx(X), isto segue como aplicagao das proposi¢oes em [4, Pro-
posigao 6.3.2(e), Proposic¢ao 6.3.6]. Defina

T=U"'oRoU:X — X.
E claro que T é linear e continuo. Vamos mostrar que 77 = R. De fato,

T'(a)(x) = (U o R oU)(a)(w)
Vo R o (U () ()
= R'o(U)(a)oU(x)
— (U @) o R oU)
= 2/(U o R oU(z))
= U(U ' oR oU(x))(2)
= RoU(z)(2)

— U()(RE))
= R(z')(z).

Se R é uma projec¢ao, entao

ToT = (U'oRoU)o(U'oR oU)
= U'l'oRoUoU 'oR oU
= U'oRoRoU
= U'loRoU=T
Prosseguindo, se R tem posto finito, entao pelo Lema 2.2.7 existem k € N, 2, ... 2} € X"

k
ea,...,z} € X' tais que R(z') = Zx;’(:c’)x; para todo 2’ € X'. Veja que para todos
=1
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2" e X" ex € X' tem-se
Isso mostra que

para cada z” € X”. Logo, pelo Lema 2.2.7 tem-se que R’ tém posto finito. Como T =

U='o R oU, concluimos que T é de posto finito. Portanto o lema esta demonstrado. W

Corolario 4.2.5. Seja X um espaco de Banach tal que X' é isomorfo isometricamente

a l;. Entao X tem a propriedade AF.

Demonstragao. Seja T : X' — {1 um isomorfismo isométrico, e seja (e,), a base de
Schauder usual de ¢;. Nao é dificil ver que a sequéncia (x7,),, é¢ uma base de Schauder de
X', onde x/, = T!(e,) para cada n € N. Segue que para cada =’ € X’ existe uma tnica

sequéncia de escalares (a,), tais que

[e.e]
= E An ).
n=1

Sob essas condigoes, na demonstragao em [10, Corollary 4.1] é construida uma sequéncia
de projegoes (P,), contrativas de posto finito e w*-w*-continua em X’ que converge forte
para a identidade em X', isto é, P,2’ — 2’ em norma para cada =’ € X’'. Pelo Lema
4.2.4, para cada n € N existe P, : X — X tal que }Sn/ = P, e cada P, é uma projegao
em X de posto finito. Com isso, note que existe em X uma sequéncia de projegoes (f;n)n
de posto finito contrativas, com ﬁn/(:v’ ) — 2/ em norma para todo 2’ € X’ onde P, = ]5n/

para cada n € N. Portanto, pela Proposicao 4.2.3 tem-se que X tem a propriedade A*. W

Corolario 4.2.6. Todo espaco de Banach com base de Schauder contrdtil mondtona tem

a propriedade AF.

Demonstragao. Sejam X um espago de Banach e (z,), uma base de Schauder monoétona

contratil de X. Desse modo, cada x € X tem uma tUnica representagao

00
r = E Ap Ly,
n=1

com a, € K para todo n € N. A sequéncia (z},),, de funcionais coeficientes dadas por

[ee]
X — K, x%(% ajxj) = ay,,
i=1
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¢ uma base de Shauder para X', ou seja, cada 2’ € X’ tem uma tnica representacao

[e.e]
= E b,
n=1

com b, € K para todo n € N. Ademais, a sequéncia (P,), de proje¢oes dadas por

P,:X—X, P, (i ajxj> = iajxj,

j=1 j=1

é tal que ||P,|| = 1 para cada n € N, pois (x,), é uma base monotona. Note que por
hipotese a sequéncia (P,), ¢ contrativa (dizer que a base de Schauder ¢ monotona ¢ o
mesmo que dizer que a norma das proje¢oes candnicas ¢ 1) e tem posto finito. Vamos

mostrar que P/z’ — 2’ em norma para cada 2’ € X’. Note que para cada n € N tem-se
P X — X' P(2)(x) =2 (P.(x)).
Segue que

F (@) (z) = a'(Pu(x))

. (Z ajmj)

= > a7 (xy)
j=1

= Zajbj
7=1

= Zx}(Z@@)bj
7=1 j=1

= ) bah(x),
j=1

ou seja,
P/ (z') = Z b
j=1

para todos 2’ € X’ e n € N. Portanto, para cada 2’ € X’ tem-se

o' = P = || Dbl = b
j=1 j=1
Jj=n+1
Logo segue da Proposicdo 4.2.3 que X tem a propriedade A*. [
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Corolario 4.2.7. Seja X um espago de Banach com base de Schauder mondtona incon-

dicional que ndo contém {,. Entdo X tem a propriedade AF.

Demonstracao. Seja (), a base de Schauder monétona incondicional de X. Como X
nao contém /¢y, segue do Teorema 2.1.13 que (x,), é contratil. Portanto, pelo Corolério
4.2.6, X tem a propriedade A*. |

Teorema 4.2.8. Toda sequéncia basica em um espago M-mergulho com constante de base

< 2 € contrdtil.
Demonstragao. Veja [15, Corollary 3.10, p.134]. [

Corolario 4.2.9. Todo espaco M-mergulho com base de Schauder mondtona tem a pro-
priedade A*.

Demonstrag¢ao. Sejam X um espago M-mergulho e (), uma base de Schauder mondtona
de X. Como para todo n € N a sequéncia de projegoes (P,), tem norma 1, segue que a
constante de base ¢ 1. Em particular, (z,), é uma sequéncia bésica de X e tem constante
de base < 2. Segue do Teorema 4.2.8 que (z,), é contratil e portanto, pelo Corolario
4.2.6, X tem a propriedade A*. |

Proposicao 4.2.10. Seja X um espaco de Banach separdvel cuja norma depende local-
mente de finitas coordenadas e que o dual nao tem a propriedade da aprozimagcao. Entdo

X ndo tem a propriedade A*.

Demonstra¢ao. Como X' falha a propriedade da aproximacao, segue do Teorema 2.2.9
que existem € > 0, um espaco de Banach Y e um operador compacto T" € L(X,Y) tal
que para todo 77 € F(X,Y) tem-se |7} — T'|| > €. Usando os mesmos argumentos da
demonstracao do Teorema 4.1.1 podemos supor que Y é estritamente convexo. Assim,
segue do Lema 2.5.7 que NA(X,Y) C F(X,Y). Logo T nao pode ser aproximado por
operadores que atingem a norma. Em particular, para todo Ty € NA(X,Y) N K(X,Y)
tem-se || T} — T'|| > . Portanto X nao tem a propriedade A*. [

Exemplo 4.2.11. Pelo Teorema 2.2.35, existe um espago de Banach Y; isomorfo a um
subespago X do espago de Banach real ¢y, com base de Schauder, mas que o dual nao tem
a propriedade da aproximacao. Seja T : Y7 — X o isomorfismo de Y; a X. Logo, pelo
Teorema de Schauder tem-se que 77 : X’ — Y/ é um isomorfismo. Como Y] nao tem
a propriedade da aproximacao, segue do Teorema 2.2.4 que X’ nao tem a propriedade
da aproximagao. Ademais, pela Proposigao 2.5.2, a norma em X depende localmente de

finitas coordenadas. Portanto, segue da Proposicao 4.2.10 que X nao tem a propriedade
AR,

Teorema 4.2.12. Seja X um espaco de Banach separdvel. Entao sao equivalentes:
(a) X € isomorfo a um espago poliedral.

(b) X admite uma norma equivalente que depende localmente de finitas coordenadas.
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Demonstragao. Veja [9, Theorem 1. |

Corolario 4.2.13. Seja X um espago de Banach separdvel real poliedral tal que X' nao
tem a propriedade da aprorimacao. Entao X admite uma norma equivalente que falha a

propriedade A*.

Demonstracao. Segue do Teorema 4.2.12 que X admite uma norma equivalente que de-
pende localmente de infinitas coordenadas. Como X’ falha a propriedade da aproximagao,

segue da Proposicao 4.2.10 que X ndo tem a propriedade A*. |

Sabemos que espagos de Banach que tém a propriedade o tém a propriedade A de
Lindenstrauss. Com uma demonstracao adaptada, o seguinte resultado que pode ser

encontrado em [30], nos diz que espago com a propriedade  tem a propriedade AF.
Proposicao 4.2.14. A propriedade o implica a propriedade A*.

Demonstragao. Sejam Y espago de Banach, T' € K(X,Y) com T # 0 e € > 0. Suponha
que X tenha a propriedade «, isto é, existem dois conjuntos {z; : i € I} C Sx, {2 :1 €
I} C Sxs e uma constante 0 < p < 1 satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) zi(x;) = 1 para todo i € I.

(b) [)(x)| <p<lseijelei ]

(¢c) Bx =conv{z; :i € I}.

Mostraremos que existe S € K(X,Y)NNA(X,Y) tal que ||S — T < e. De fato, como
T # 0 tem-se ||T'|| > 0. Segue do Lema 2.3.2 que existe ¢ € I tal que

I+ H7[”)||>

+
HTH

1T >

Defina

Veja que S estd bem definido e é linear. Ademais, S é um operador compacto, pois é
soma de um operador compacto e um funcional linear continuo que também é compacto.

Mostraremos que S atinge a norma em z;. De fato, para todo j # i tem-se

1Sz, = HTx o (a;) Ty
! ’ ||T|| ’
< NT| + 2|17
HTH
= ||T[| + ep.
Por outro lado,
ISzl = | Tes+ oz T
||T||
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= HTJUZ

HTH
= |z (1 ||T||>H

= Tl (1+ HTH>
171+ o) (1 + 777)
<1 + W>

= 170+ )

= Tl +ep = [|Sz,]|

Concluimos que para todo j # ¢ tem-se [|Sxz;|| > ||Sz;||. Sabemos que ||[Sz;| < ||S].

Afirmamos que ||S|| = [|Sz;||. De fato, se ||S|| > | Sz;|| entao existe z € Bx tal que

|Sx|| > ||S;||. Como By = conv{x; : i € I}, existe uma sequéncia (z,), C conv{z; :i €

I} tal que z, — x. A continuidade de S nos fornece que ||Sz,|| — ||Sz||. Logo existe

ny € N tal que [|Sz,,|| > [|Sx;]|. Como z,, € conv{z; : i € I} existem Ay,...,A\p > 0,
k

com Z)\jzl ery,...,xx € {x;: 1 € I} para algum k € N tais que

k
Zny = E )\jxj-
=1

Se ||Sz;|| < [|Sx;|| para todo 1 < j < k entao

k
[1S2n, |l = 5(2%’%’)“
=1
k
= D NiS(y)
=1
k
< Y AllSE|
j=1
k
< Y A9
j=1

k
= 1Sl >N = IS,
j=1

e isso é uma contradigao pois ||Sz,, || > ||Sz;||. Portanto deve existir j € I, com j # i, tal
que || Sxz;|| > [|Sz||, e isso é uma outra contradi¢ao pois ||Sz;|| > ||Sz;|| sempre que i # j.

Assim devemos ter ||S|| = ||Sz;||, como desejado. Ademais, para cada € X tem-se

|Sz — Tz x)Tx;

H ||T||
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< 1T {|]
HTH
= ¢l|z].
Dai, ||S — T|| <, e portanto X tem a propriedade AF. [ ]

Definiremos a seguir o que chamaremos de ¢;-soma para podermos apresentar uma ca-
racterizacdo nesses espacos em relaco a propriedade A¥. Sejam I um conjunto arbitrario
e {X; :i € I} uma familia de espagos de Banach. Chamaremos de ¢;-soma desses espagos

de Banach o conjunto
(ZEBX) = {(m,), : Z ||| < ocewx; € X,} :
iel iel
onde a soma ¢é definida por

> il = sup{z ||| : J C I é finito }

i€l ieJ

Afirmamos que o conjunto (Z @Xi) é um espago vetorial. Ademais, nao é dificil
el 0
verificar que a fungao

(Z 69X> — R, (@il =D [lill,

i€l el

el
das demonstracoes nao serem triviais, optamos, com o intuito de evitar tecnicalidades,

¢ uma norma e o espago normado (Z DX > -] | é um espago de Banach. Apesar
1

nao exibir demonstracoes para essas afirmagoes. Para um estudo mais detalhado sobre

esse espago recomendamos [1] e [§].

Seja ¢ = (;); € Z@Xi . Definiremos o suporte de x que denotaremos por
iel A
supp(x), como sendo supp(x) = {i € I : x; # 0}. Uma observagdo importante a se

fazer, ¢ que supp(z) é enumeravel. De fato, considere para cada n € N o conjunto

={iel: |z > -} Como ZH@H < oo afirmamos que o conjunto I, é finito
n
i€l
1
para cada n € N. De fato, se existissem infinitos i tais que ||z;|| > —, entdo para N € N
n

teriamos

ZHJSZH > ZH%CH > Z— = — —> oo quando N — oo,

el
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o que é uma contradicao, pois Z ||z;]| < oo. Ademais, nao é dificil verificar que supp(z) =
iel
U I,,, o que implica que supp(z) é enumeravel. Sejam i,j € I e ;; o delta de Kronecker

neN
e x = (x;);e;. Considere as aplicagoes

IiIXZ‘—>X, IiCC:((SijJ])jeJeBlX—)XZ‘, PlI:[EZ
Claramente as aplicacoes I; e P; sao lineares e continuas para cada ¢ € I. Assim
LioP:X —X, ([joP)(x)= ((L-jxi)je[,
é uma aplicagao linear e continua para cada ¢ € I. Nao é dificil ver que, dado x = (z;);es €
(Z @XZ») temos
el 0

supp(z) ={ie€l:x; #0}={i€l:(l;0P)(x) #0}. (4.11)

Logo o conjunto {i € I : (I; o P;)(x) # 0} é enumeravel. Assim, podemos considerar uma

enumeragao iy, is, ... para (4.11). Vejamos que
= Z (L, 0 P,)(x) = > (I o P)(x). (4.12)
icl

De fato, seja N € Ne J = {iy,...,iy}. Segue que

N N
n=1 n=1
N
= ||(wi)ier — Z((Sinixin)ief
n=1
= ||(w), (4.13)
onde
) g, se 1el—J
v 0, se i¢gl—J
Assim

1@ier—sll = D llwill= D all= D Nzl (4.14)

wel—J wel—J n=N-+1
De (4.13) e (4.14) obtemos
N o)
=3 (Lo P)@)| = > ] =50,
n=1 k=N+1

Logo, temos (4.12). A seguir demonstraremos alguns lemas que serdo importantes para
apresentarmos um resultado sobre propriedade A* no espaco ¢;-soma da familia de espacos
de Banach {X; : 7 € I}.
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Lema 4.2.15. Sejam Z um espaco de Banach, X = (Z @Xl) el;: X; — X dado
iel 0
por Lix = (8;;x)jer para cada v € X;, onde &;; € o delta de Kronecker. Se T € L(X,Z),
entdo ||T|| = sup ||T o L.
il

Demonstracao. De fato, seja x = (z;); € X. Considere a aplicacao
P:X—X, Pxr=u.

Note que x = Z(IZ o P)(z) e x = (Px);. Logo,

i€l

Iz = T(Zm ol%-)x)

il

l

= | (ToILoP)(2)

i€l

< > (T olioP)(x)
el

< N ITo L|||Pe]
i€l

< s T o | 3 | Pal
1€

iel
= sup |70 L[]
iel

Isso mostra que || T|| < sup ||T o I;||. Por outro lado, para cada ¢ € I tem-se que ||To ;|| <
i€l

|T||. Portanto, sup |7 o I;|| < ||T|| e o lema esta demonstrado. |
el

Lema 4.2.16. Sejam X,Y espagos de Banach, T,T € L(X,Y) com |T|| =1, T #0 e

€>0. Se||T-T| < 2_7_ , entio existe Ty € L(X,Y) com | Ty|| = 1 tal que | To—T|| < .
€
_ . T
Demonstracao. De fato, defina Ty = m Note que
1Tl > T~ P~ T) > 1 5 =
- 24€ 2+¢€
e
€ ~ ~ ~
> T =T > T = |T|l|=[1-|T]|.
S > T =TI = (1T = ITl= |1 - I
Segue que
. T
1]

117



T T T
— — ——||+||—=— T
128 AN I
1T — 7| 1
= = — — 1||| T
17| 17|
IT -1 , |17
= = | = ‘I|T||
17| 17|
- € 2+e¢€ € 2+e¢€
24+¢ 2 24¢€¢ 2
2 2 ’

como queriamos demonstrar.

Lema 4.2.17. Sejam X, Z espagos de Banach arbitrdrios, T € L(X,Z) e 0 < e < 1 tais

que 1 > ||T|| > 1 — % Se existe S € L(X,Z), S # 0, tal que ||S —T| <

IS

0 operador S =

Demonstracao. De fato,

(2

—€)e
8

, entao

satisfaz ||S — T < e.

~ S
G-y = |2 -7
&l
s osls Tl )z,
S i e
1 1 S —-T 1
< Lo gy AL i
i1 T TR M
=St Is—7l |-
o L 7]
ST T
i - si| s -7
_ ; F1- |7
W e HI I
T = ISHl 1S =1
_ A1 |7
I eI
1S-T)  IS—T
< 1T
o Il
1S -1
< 2—— + 1—||T||
e H I
_ 2(2—¢€)e 2 E_€ ¢
8 2-¢' 2 97537¢

e o lema estéd demonstrado.

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [30].
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Proposigao 4.2.18. Seja {X; : i € I} uma familia nao vazia de espagos de Banach e
denote por X a ly-soma desta familia. Entdo X tem a propriedade A* se, e somente se,

X, tem a propriedade A* para todo i € I.

Demonstragao. Sejam Z um espago de Banach, z = (z;); € X, 0<e<1le

X = (Z@Xi) . (4.15)
41

iel
Considere

Py X — X, Pi(a) = 1,

L« X;— X, Li(y) = (0i9)ier-
Como sabemos, a linearidade e continuidade de P; e I; sao claras para cada i € I. Suponha

que X tenha a propriedade A*. Sejam j € [ fixo e T' € K(X}, Z) com ||T|| = 1. Note que
o operador 1T'o P; : X — Z & compacto devido a propriedade de ideal. Veja que

L=|T| = sup{|[Tz| : [z <Tewe X;}
= sup{[[T o Pyz|| : [lz]| <1 ew = (d2)ier € X}
< |[Top
< [TM#7l <1,
e portanto |7 o Pj|| = 1. Como X tem a propriedade A* e T o P; é compacto, existe

um operador Ty € NA(X, Z) NK(X, Z) tal que ||To — T o Pj|| < e e | To]| =1 (o fato de
|To|| = 1 segue do Lema 4.2.16). Afirmamos que o operador compacto Tyo I; : X; — Z

tem as propriedades desejadas, isto é, atinge a norma e ||Tp o I; = T| < e. De fato,

|TooI; = T|| = |Tool;—ToPolj
< |76 =T o B[ 45]] <.

Vejamos que T 0 o I; atinge a norma. Primeiramente note que para cada ¢ # j tem-se

||T(]OIZ|| == ||j:‘00]-Z —TOPJ OIZH
< | To—-ToP|<e<l.

Lembre que Ty € NA(X, Z) N K(X, Z), logo existe zy € Sx tal que || Ty = || Toxol| = 1.

Mostraremos que To o I; atinge a norma em Pj;zo . Veja que zg = Zl} o P,xg e como
ieJ

zg = (Pix;p); temos |lzo|| = Z || P,zo||, onde J = supp(xo). Segue que

ieJ

1= ||Toxo|| = HZT()oIioPZ-xOH

ieJ
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< Z Hfo o I; o Py

ied
< | Too Lo Pimoll+ > [IToo Iio Pl
ieJ—{j}
< N Pxoll + D> 176 o Lilll| Pl
ieJ—{j}
< > [Pl
ieJ
< | Poll +€ D [Pl
ieJ—{j}
< [[Pjzoll + Z | Piol|
ieJ—{j}
= D |IPi(@o)ll = llaoll = 1. (4.16)
ied

Logo,

1Pjzoll +€ Y IPwoll = 1Pzoll + ) [IPiol,

ieJ—{j} ieJ—{j}

o que implica

(-9 3 IPwl =o0.

ieJ—{j}
Consequentemente Pizy = 0 para cada i € J — {j}, e pela desigualdade (4.16) temos

> Ty o Lo Pl = 1.

ieJ
Como Pz = 0 para cada i € J — {j}, obtemos || Ty o I; o Pja|| = 1. Dai,
1To o Iill < 1= |[To 0 I o Pyoll < Ty 0 L],

e portanto | Ty o I;|| = 1 = || Ty o I; o Pjaxol|. Isso mostra o desejado.

Reciprocamente, sejam Z um espago de Banach, '€ K(X,Z), [|[T|| =1e¢0 <e < 1.
Para cada i € I defina o operador T; = T o I; : X; — Z. Segue do Lema 4.2.15 que
T = su? T o L] = suE) |T;]|. Diante disso, escolha j € I tal que

ic ic

€
T >3] > 1 = 5.

Como X; tem a propriedade A* e o operador T; = T o P; é compacto, existe S; €
2 — ~ S,

K(X;, Z)NNA(X;, Z) tal que ||S; — T} < ( 86)6. Para S; = HSJH, segue do Lema
J
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4.2.17 que ||S; — Tj|| < e. Vamos construir o operador S € L(X,Y) tal que ||S — T < €
e S eENAX,Z)NK(X,Z). Faca T, = Tj se i # j, e faca Tj = S; se i = j. Para cada
x = (x;)ier € X a série Zf}xz é convergente . De fato,

iel

iel

< D ITa)

iel

< D llzl =l

iel

Diante disso, defina
S: X —Z Sx:ZTixi,
iel

onde I = supp(x). Assim temos que S esta bem definido. Ademais, a linearidade de S

decorre da linearidade T} para cada i € I, S é continuo com ||S|| < 1, pois

ISzl = || Thasl| < DTl
iel iel
< Dl =l
iel

para cada € X. Mostraremos que ||S — T'|| < e. De fato, note que ||[SoI; =T o I;|| =0
para todo i # j, pois para todo = € X;

Soljx—Tolx = zj—To]ix
= Tjx—Tolw
= Tolix—Tolix=0. (4.17)

Ademais, ||So I; — T o I;]| < € para cada j = i, pois se x € X; entdo

Solix—Tolix = Siz—Tolx
= Sz — Tz (4.18)

Isso implica ||S o I; — T o I|| = ||S; — T;|| < €. Segue de (4.17), (4.18) e do Lema 4.2.15

que
|IS—T| =sup{||So; —Toli|]:iel}<e.

Mostraremos agora que S atinge a norma. Como S; € K(X;, Z) N NA(X;, Z), existe
v € Sx; tal que 1S;]] = [|S;z|| = 1. Mostraremos que S atinge a norma em = (J;;2)icr.

De fato, temos
1Sz = 1S (di5x)sen) | = 1S5l = 1151l = 1 > [|S]l,
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o que mostra que ||S|| = ||Sz|| com & = (8;;x);e;. Por fim, resta mostrar que S é compacto.

Para isso, é suficiente notar que para cada x = (x;);e; € X tem-se

Sr = Zﬁxz

icl

= Z Tiﬂfi—ngxj
i€\{j}

= Z ToIixi+§jmj
i€\{j}

= Z ToIZ-on—l—gjxj
iel\{j}

= Z To]ioPix—l—To[jonx—i—gjxj—Tononx
i€\{j}

= ZTo[ion—l—gjxj—Tononx
iel

= T:B—I—gjOij—TjOPj:B

= (T + 80P —Tjo0P))(x),

ou seja, S =T + gj o P; —Tj o P;. Como a soma de operadores compactos é compacto,

concluimos que S é compacto. Isso mostra que X tem a propriedade A*. [ |

A proposicao a seguir relaciona a propriedade da aproximacao e a propriedade A¥. Uma
pergunta colocada por Martin em [30] é a seguinte: Qual a relacao entre a propriedade

da aproximacao e a propriedade A*?

Proposigao 4.2.19. Seja X um espaco de Banach que tem a propriedade A de Lin-
denstrauss e tal que X' tem a propriedade da aprorimacao. Entdao, X tem a propriedade
Ak,

Demonstragao. Sejam Y espago de Banach, T' € K(X,Y) e e > 0. Como X' tem a
propriedade da aproximacao, segue do Teorema 2.2.9 que existe T € F (X,Y) tal que
IT—T| < % Faca Z = T'(X). Visto que T tem posto finito, ¢ claro que Z tem dimensao

finita. Com isso, temos a seguinte igualdade:
NAX,Z)=NAX,Z)NK(X, Z).
Como X tem a propriedade A de Lindenstrauss, existe Ty € NA(X, Z) tal que | Ty =T <

€
—. L
2 Og()’

IT =TI < T =T + T =T <.

Como Ty € NA(X, Z)NK(X, Z), segue que Ty € NA(X,Y)NK(X,Y). Assim, concluimos
que X tem a propriedade A*. [
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4.3 Propriedade B*

Nesta secao forneceremos alguns exemplos de espacos com a propriedade B*¥. Em parti-

cular, mostraremos que ¢y tem a propriedade B*.

Definicao 4.3.1. Um espaco de Banach Y tem a propriedade B* se para todo espaco de
Banach X tem-se NA(X,Y)NK(X,Y) denso em K(X,Y).

Vejamos como o primeiro resultado desta secdo relaciona a propriedade B* e a propri-

edade da aproximacao.

Proposicao 4.3.2. Seja Y um espago de Banach separdvel que satisfaz a propriedade B*

em toda norma equivalente. Entao Y tem a propriedade da aproximacao.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que Y nao tenha a propriedade da aproximacao.
Como Y é separavel, segue do Teorema 1.1.18 e do Exemplo 1.1.13 que Y admite uma
norma equivalente estritamente convexa. Segue do Teorema 2.2.8 que existem um espaco
de Banach X e um operador linear compacto 7' de X em Y que nao pode ser aproximado
por operadores que atingem a norma. Em particular, 7' nao pode ser aproximado por
operadores de NA(X,Y) N K(X,Y). Portanto Y nao tem a propriedade B*. E isso ¢

uma contradicao, pois, Y tem a propriedade B* para toda norma equivalente. |

Definiremos a seguir o que chamaremos de [.-soma e cy-soma para podermos apresentar
uma caracterizacao desses espacos em relacio a propriedade B*. Sejam .J um conjunto
arbitrario e {Y; : j € J} uma familia de espacos de Banach. A [, -soma desses espagos

de Banach é o conjunto

(Z@Y) { ()5 : Sup||yj||<006yjeyj}‘
jedJ

jeJ

Afirmamos que o conjunto (Z @Yj) é um espaco vetorial. Ademais, nao é dificil
jeJ ’
verificar que a fungao

(Z@Y) — R, [[(y);]l = sup [ly;]l,
JjeJ

jeJ

¢ uma norma e o espago normado ( E EBY) - 1] | € um espago de Banach. Apesar
JjeJ loy
das demonstragoes nao serem triviais, optamos, com o intuito de evitar tecnicalidades,

nao exibir demonstracoes para essas afirmagoes. A cp-soma da familia {Y; : j € J} é o

subconjunto

jeJ jeJ
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de (Z @Y]) . Afirmamos que o conjunto (Z €9Y]> é um subespago vetorial fe-

jed loo jed o

chado de (Z @Yj> e portanto o espaco normado (Z @YJ) -] | € um espago
jeJ loo JjedJ ¢
de Banach. Ainda com o intuito de evitar tecnicalidades, nao exibiremos as demonstragoes

para essas afirmacoes. Para um estudo mais detalhado sobre esse espago recomendamos
[1] e [8].

Como consequéncia da definicdo de cp-soma para cada y = (y;)jes € (Z @Yi) ,

(€]

iel
tem-se que supp(y) é enumeravel. De fato, pela definigdo de cp-soma, para cada n € N

1
o conjunto J, = {j e J |yl > —} ¢ finito, e portanto enumeravel. Desse modo, é
n

suficiente notar que

supp(y) = {5 € J : |ly;|| > 0} = U In-

n=1

Lema 4.3.3. Sejam Z um espago de Banach e Y = (Z 69Y}> ouY = <Z @Y}) .
jeJ loo JjeJ co

Entao para cada T € L(Z,Y) tem-se ||T|| = sup||P; o T||, onde P; : Y — Y; dado por

jeJ
Py =y; para cada y = (y;);.
Demonstragao. Paracadax € Z, tem-se Tx = y paraalgum y € Y. Assim, facay = (y;);.
Logo,

[Tl = llyll = sup [y
jeJ
— sup|[P; o T
jet

< sup [Py o T[]
JjeJ
= sup || P o T[],
JjeJ
o que implica || T|| < sup ||PjoT||. Por outro, lado para cada j € J tem-se | P;oT|| < ||T||
jeJ
e portanto sup,e; [|[P; o T'|| < [|T’||. Isso mostra o lema. |
A seguinte proposigao pode ser encontrada em [30].

Proposigao 4.3.4. Seja {Y; : j € J} uma familia de espagos de Banach nao vazia.
Denote porY a cy-soma ou a lo-soma da familia {Y; : j € J}. EntaoY tem a propriedade

B* se, e somente se, Y; tem a propriedade B* para todo j € J.
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Demonstragao. Faremos a demostragao da proposicao para a [.-soma da familia de es-
pagos de Banach {Y; : j € J}. Seja i € J fixo,

P Y —Y, PRy=uy
L Y, —Y, Ly=(0;y)jes,

T e K(Z,)Y;), |[T]l =1e0 < e < 1. Note que o operador I, oT : Z — Y & compacto
pela propriedade de ideal e

| ioT| = sup{|[liocTz|:|z||<1lexecZ}
= sup{[[(6;;Tz)jes)|| : Iz < 1,2 € Z}
= sup{||Tz[ : [[z]| <L,z € Z} = ||T| = 1.

Como Y tem a propriedade B* e I; o T & compacto, existe T € K(Z,Y)NNA(Z,Y) tal
que [T —ILioT| <ee|T| =1 (o fato de |T|| = 1 segue do Lema 4.2.16). Note que
o operador P;oT : Z — Y; ¢ compacto pela propriedade de ideal. Vejamos que P, o T
atinge a norma e ||P;o T — T|| < e. De fato,

|PjoT=T| = |[PjoT ~PioljoT|

Como T € K(Z,Y)NNA(Z,Y), existe x € Sy tal que |Tz| = ||T| = 1. Vejamos que
P;o T atinge a norma em z. Seja y = (yj)jes € Y tal que Te=y= (yj)jes. Logo,

1T = T
= sup || Tjz||
Jje€J
— sup||P; o T
JjeJ
< sup || P o T'l|[|]
jedJ
= x| sup||P;o T
JjeJ
< sup [P o T|
JjEJ
= |7, (Lema 4.3.3)

o que implica sup | PjoTz|| = ||T|| = 1. Por outro lado, para cada j # i tem-se Pjol;0T =
jedJ
0, e portanto

|P;oT|| = |[PjoT —PjoloT|
IT = IoT| < e

IN
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Segue que sup{||[Pj o T| : j € J —{i}} < e < 1. Afirmamos que |P; o T|| = 1. De

fato, se ||P; o T|| < 1 entdo sup||[Pj o T|| < 1 = |T|, o que é uma contradi¢io pois
jeJ

supe || Pj o T|| = ||T|| = 1. Como = € S, tem-se também que para todo j # i
|PTal < |[Pyo T < e<1.
Usando a mesma justificativa anterior mostra-se que ||[P;Tz| = 1, logo
1P o T|| =1 =|PTz].

Portanto P; o T atinge a norma, como o desejado.

Reciprocamente, sejam Z espaco de Banach, T' € K(Z,Y) , ||T]| =1e0 < e < 1.
Para cada j € J defina o operador 7; = PjoT : Z — Y. Segue do Lema 4.3.3 que
|T|| = sup || Pj o T|| = sup ||T}||. Escolha i € J tal que

jeJ jeJ

€
IT) > I > 1- 5.

Como Y; tem a propriedade B* e T; é compacto, existe S; € K(Z,Y;) N NA(Z,Y;) tal

2 — ~ S; ~
que ||S; — T;]| < ( 86)6. Seja S; = S Segue do Lema 4.2.17 que ||S; — T;|| < e.

Definiremos um operado S tal que S € K(Z,Y)NNA(Z,Y) e ||S—T| < e. Seja

S:Z—Y, Sr=(Tjz)e,

onde T] =T, sejFie T] — S, se j = i. Veja que sup HT]:EH < oo para cada x € Z, pois
jeg

|Tyz|| < ||z]| para cada j € J e cada = € Z. A linearidade de S decorre da linearidade T}
para cada j € J. Ademais, S é continuo e ||S]| < 1. De fato,

Sz = sup || Tyz|| < |||
jeJ

para cada x € Z. Vamos mostrar que ||S — T'|| < e. Para isso, note primeiramente que
|P;j oS — P;oT| =0 para todo j # 4, pois

|PjoS—PFjoT|=|T; = FjoT|=||PjoT ~ PoT| =0. (4.19)
E ||PjoS— P;oT| < epara j =1, pois
|PjoS—PoT||=|Si—PoT| =S —-T| <e (4.20)
Segue de (4.19), (4.20) e do Lema 4.3.3 que

IS =T =sup[[PjoS = PoT| <e
jeJ
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Mostraremos que S atinge a norma. Lembre que S; € K(Z,Y;) NN.A(Z,Y;). Logo, existe

z € Sy tal que ||S]| = ||S;z|| = 1. Mostraremos que S atinge a norma em x. Note que

15|

Logo, [|[Sz] = 1 = [|5].

falta mostrar que S é compacto. Para isso, note que para cada = € Z, temos Tx

((PjoT)(x)),e; Assim, teremos

S(x) T

jeJ

'ﬂﬁ & M

(
(
= (
(T
(

Isto mostra que || S]] =

)
@)jeny + (I 0 S)(x)
@) jengiy + (Li o Ti) () + (I

)geJ + (I' © S)( )
(PjoT)(x));e;+ (Iio Si)(x) —
Tz + (I; OSZ-)( ) —

I(T5);
sup || Tjz|
jed

1

15i]|
175

< sup || Tz
jed

S]]

[Sz].

Para terminar a demonstracao

)(#) =

oS, (I; o T}) ()
(IOTX)
(£;

T)()
(Li o T3) ()

— I; o T;)(x).

Dai S =T+ 1I;085; — I o T;. Como soma de operadores compactos ¢ compacto, segue que

S ¢ compacto. Portanto Y tem a propriedade B*.

Observacao 4.3.5. Para uma demonstracao da proposicao acima para a cg-soma da

familia de espagos de Banach {Y; : j € J}, é necessario observar apenas a boa defini¢ao

do operador S, isto é, verificar que dado € > 0 o conjunto {j € J :

|T;z|| > €} é finito.

Veja que isso é verdade pois para cada j € J com j # i tem-se

{(jeJj#i:|Tiz|| > €} éfinito
<~
<~

—

{jed j#i:|Tjz|| > €} éfinito
{jed,j#i:||PjoTz| > €} éfinito

{j e j#i:|P((Tx),)| >eTe=(Tx);} é finito
{jeJj#i:||Tyz| > €} é finito .

Quando j = 7 ainda teremos que o conjunto {j € J : || Tjx| > €} é finito.

Com auxilio do Lema 2.2.12 obtemos mais uma relacao entre a propriedade da aproxi-

macdo e a propriedade B*.
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Proposicao 4.3.6. Todo espaco de Banach estritamente convexo que nao tem a propri-

edade da aprozimacao falha a propriedade B*.

Demonstracao. Seja Y um espago de Banach estritamente convexo que falha a propri-
edade da aproximagao. Segue do Lema 2.2.12 que existe um subespaco fechado X de
co tal que F(X,Y) nao ¢ denso em K(X,Y). O comentario que segue o Lema 2.5.7
diz que, NA(X,Y) C F(X,Y). Portanto NA(X,Y) nao ¢ denso em K(X,Y). Segue
que NAX, V)N K(X,Y) = NA(X,Y) ndo é denso em K(X,Y). Logo Y nao tem a
propriedade B*. [ |

Espacos complexos estritamente convexos sao em particular estritamente convexos.

Logo obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3.7. Se Y ¢ subespaco fechado do espaco complexo estritamente convexro

Li(p) que ndo tem a propriedade da aproximacdo, entio Y ndo tem a propriedade B®.

Demonstracao. Seja Y um subespago fechado do espago complexo estritamente convexo
Lqi(p) que falha a propriedade da aproximacao. Segue do Lema 2.2.12 que existe um
subespago fechado X de ¢y tal que F(X,Y’) nao é denso em K(X,Y). Pelo Lema 4.1.6
temos NA(X,Y) C F(X,Y), e portanto NA(X,Y) nao é denso em K(X,Y). Segue
que NAX, V)N K(X,Y) = NA(X,Y) ndo é denso em K(X,Y). Logo Y nado tem a
propriedade B*. [ ]

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [30].
Proposicao 4.3.8. A propriedade B implica na propriedade B*.
Demonstragio. Sejam X, Y espagos de Banach, T € (X, Y’) ndo nulo e ¢ > 0. Suponha
que Y tenha a propriedade . Pelo Lema 2.3.2, existem xg € Sy e ¢ € I fixos tais que
pe

14 b
T
y(Tao)|> |7 | — L0

1]
Seja

S:X—Y, S =T+ ﬁy{(Tm)yZ

Note que S é compacto, pois a soma de operadores compactos é compacto. Seja

S Y — X, g@wm:ywunzy@m+wﬁwwmy@y

Mostraremos que S’ atinge a norma. Note que para todo j # 7 e todo x € X tem-se
€
15" (y) (@)= |y;(Tx) + myé(Tw)y}(yi) < (T + ep)l|],
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o que implica [|S"y;|| < ||| + ep. Se i = j e x = x, entdo
IS/l = 18" (i) (o)

€
yi(Txo) + myé(Txo)yé(yi)

= |yi(Txo))| <1 + ﬁ)

14+ b
_ 7 .
> |7 e 1+
14— 171
I
= T+ pe.
Portanto
15yill > 1T + pe = |1S"y;
para todo j # i. Afirmamos que ||S’|| = ||S'y}||. De fato, suponha que ||S’|| > ||S"y]|.
Como existe uma sequéncia (z,), em Sy tal que lim ||Sxz,| = ||S]], existe n € N tal que
n—oo

1S"yi|l < ||Szn||. Como Sz, € Y temos
1Szl = sup|y;(Szn)|.
icl

Segue que existe j € I com j # i tal que |y;(Sz,)|> [|S'y;||. Logo

ISyl < |yj(Sa)|
= [S(y))(an)]
< 15yll;

e isso ¢ uma contradigao, visto que ||S"y;|| > [|S"y;|| para todo j # i. Portanto devemos
ter ||S7|| = ||S"y|l. Mostraremos que S” € NA(X",Y"). Veja que

S// . X/l — Y//, S//(l‘//)(y/) — .T”(T/y,) + L /(y;)x//(T/y:)

Y
I7]
Faca Jx(x¢) = x(. Mostraremos que ||S”|| = ||S”z||. Note que
€
5" () yil ro(T'y;) + myé(yé)xé’(T'yé)

_ |xg(T’y£))I<1+ﬁ)
= )@l (1+ 750 )
_ yT’yé(on(Hﬁ)
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= |yi(Txo)] (1 i W)

14 Lo
Sy | — 1L (1+—)
- T
T
T+ g,

o que implica
15"l < 115" = (15l = 119wl

Afirmamos que ||S”z)]| = ||S"y}||. De fato, se tivéssemos ||S"zg| < ||S"yi|| = ||.S] existiria

r € Sy tal que
"]l < [1Sz]) = sup |y} (S)].
jeI
e portanto existiria j # ¢ tal que

TN+ pe < [I5"=5uil

S || " //||
< yj<5'r)‘
= |5y
< Is'yl

o que ¢ uma contradicao, visto que [|S"y}[| < [|T|| + pe para todo j # i. Portanto temos
15725l = 15"yill = 151 = [1S”]]-
Provaremos agora que S atinge a norma em zy. De fato,

IS = 115"l = 15"25]l = sup |S"x5(y")
lyl<1

= sup |z5(S"y)
lyli<1

= sup |Jx(20)(SY)

ly'll<1

= sup S'y'(xo)’
lly'l1<1

= sup ?/(Sffo)‘
ly'|I<1

< sup [[y'][[[Szoll < [ Sz,
lly'[[<1

logo ||S|| = ||S#ol|. Ademais, para todo x € X temos

1Sz — Tx|] vi(Tx)y;

H I71]
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€

< 170 |l
17|
= ez,
o que implica ||S — T|| < e. Logo, Y tem a propriedade B*. |

Proposicao 4.3.9. Se Y € um espaco de Banach real poliedral com a propriedade da
aprozimacdo, entio Y tem a propriedade B*. Em particular, todo subespaco fechado do

espaco real ¢y com a propriedade da aprozimacdo tem a propriedade B*.

Demonstragao. Sejam X um espago de Banach e T € K(X,Y). Como Y tem a pro-
priedade da aproximacéo, dado € > 0 existe T € F(X, Y) tal que HT — T < e. Seja
Z = T(X). Note que Z é poliedral, pois Z C Y e Y & poliedral. Além disso, é claro
que Z tem dimensdo finita, pois T é de posto finito. Segue do Lema 2.6.3 que Z tem a
propriedade 3. Logo, pela Proposicao 4.3.8 tem-se que Z tem a propriedade B*. Por-
tanto, existe uma sequéncia (7,), em N A(X, Z) NK(X, Z) que converge em norma para
T. Ademais, tem-se ||T — T|| < €, logo, existe ng € N tal que ||T},, — T|| < e. Sabendo
que, T,,, € NA(X, Z)NK(X, Z) é imediato que T,,, € NA(X,Y)NK(X,Y). Logo Y tem
a propriedade B*. [ |

Proposicao 4.3.10. Seja Y um espaco de Banach com a propriedade do aproximagao.
Suponha que para todo subespaco W de Y de dimensao finita, exista um subespago Z que
tenha a propriedade B de Lindenstrauus e que W < Z <Y . Entao Y tem a propriedade
BF.

Demonstragdo. Suponha por contradicdo que Y nao tenha a propriedade B*. Ento,
existem € > 0, um espago de Banach X e T' € K(X,Y) tais que

T —T| > 2e, (4.21)

para todo T € NA(X,Y)NK(X,Y). Por hipétese, Y tem a propriedade da aproximacio,
segue entao do Teorema 2.2.8 que existe T} € F(X,Y) tal que

1T, — T < e

Seja W = T1(X). Com a mesma notagao, considere T} € F(X, W) (i.e T} : X — W
ainda sera denotado por T}). Seja T em NA(X,W). Veja que

NAX, W) =NAX,W)NK(X,Y) CNAX,Y)NK(X,Y).
Logo, segue de (4.21) que
1T — T = 2e.
Assim
IT -7 > |IT-TIl -T2 - T
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> 2e—e=c¢. (4.22)

Seja Z um subespago fechado de Y tal que W < Z <Y e Ty € L(X,Z). Note que
T, —T) € L(X, Z). Considere a restrigao de To — 17 a um subespago V' de X tal que

(TQ - Tl)\V vV —W.
Segue de (4.22) que
112 = Ta[| = (T2 = Th) vl > e

Logo Z nao tem a propriedade B de Lindenstrauss, e isso ¢ uma contradi¢ao. Portanto
Y tem a propriedade B*. [ ]

Corolario 4.3.11. Espacos de Banach poliedrais com a propriedade de aproximacao tém

a propriedade B*.

Demonstragao. Seja Y um espaco de Banach poliedral que tem a propriedade de aproxi-
macao. Segue que todos os seus subespacos W de dimensao finita sao poliedrais, portanto
tem propriedade B de Lindenstraus (veja comentario que segue [26, Proposition 3]). Faga
Z = W na Proposigao 4.3.10. Logo, segue da Proposicao 4.3.10 que Y tem a propriedade
B*. |
Proposicao 4.3.12. Um espaco de Banach Y tem a propriedade B se existe uma rede

de projegoes (Q\)n em Y, com sup ||Q\| < oo, que converge para Iy fortemente (i.e
Qx(y) — y em Y para caday € Y) e que Qx(Y) tem a propriedade B* para todo X € A.

Demonstragao. Sejam X um espago de Banach e > 0e T € K(X,Y)NNA(X,Y). Temos
que Q\y — y para todo y € Y. Uma demonstracao adaptada do Teorema 1.1.19 mostra

que para todo compacto K C Y temos sup ||Q\y — y|| — 0. Como T'(Bx) é compacto,
yeK

entdo sup ||@Q\y —y|| — 0, em particular temos que sup ||@QroTx — Tz|| — 0.

yeT(Bx) T2€T(Bx)
Segue que
|QxoT =T = sup Qx0T —Tal

rEBx

= sup |[|QroTx—Tx|
TZL‘ET(B)()

< sup |[@QyoTxz—Tx|| — 0.
T2€T(Bx)

Seja Ao tal que A > Ag implique ||Qro T — T < g Considere o operador compacto
Qx0T : X — Q),(Y). Por hipotese, Q,,(Y) tem a propriedade B*, logo existe
T € K(X,Qx (Y)NNA(X, Qr, (Y)) tal que | T— Qx0T < % Note que T € K(X,Y))N
NA(X,Y). Mostraremos que |7 — T'|| < e. De fato, temos

IT =TI < |IT=QxoT|+QxoT T
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Portanto Y tem a propriedade B*.
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