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A umidade relativa interfere em vdrios aspectos na vida do ser humano, e devido
as muitas consequéncias que um baixo ou um alto percentual podem acarretar, o controle
de seu nivel é de suma importancia. Dessa forma, a modelagem de situagdes extremas
dessa varidvel pode auxiliar no planejamento de atividades humanas que sejam susceti-
veis aos seus efeitos danosos, como a satide publica. O principal interesse € prever com
base em fun¢des densidade de probabilidade aplicadas aos dados observados, os valores
que possam ocorrer em uma certa localidade. A distribui¢cao Generalizada de Valores Ex-
tremos tem sido amplamente utilizada com essa finalidade e pesquisas utilizando andlise
de Séries Temporais de dados meteoroldgicos e climdticos. Neste trabalho, € proposto
um modelo estatistico para predicdo de taxas e propor¢des temporais e/ou espacialmente
dependentes. O modelo foi construido através da marginalizag¢do da distribui¢do Kuma-
raswamy G-exponencializada condicionada a um campo aleatério com distribuicao alfa-
estavel positivo. Algumas propriedades desse modelo foram apresentadas, procedimentos
para estimacdo e inferéncia foram discutidos e um algoritmo MCEM foi desenvolvido pa-
rar estimar os parametros. Como um caso particular, o modelo foi utilizado para predi¢ao
espacial da umidade relativa do ar observada nas estacdes meteoroldgicas do Estado do

Amazonas.
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Relative humidity interferes in many aspects in the life of the human being, and
due to the many consequences that a low or a high percentage can entail, the control of
its level is of paramount importance. Thus, the modeling of extreme situations of this
variable can aid in the planning of human activities that are susceptible to their harmful
effects, such as public health. The main interest is to predict, based on probability density
functions applied to observed data, the values that may occur in a certain locality. The
Generalized Distribution of Extreme Values has been widely used for this purpose and
research using Time Series analysis of meteorological and climatic data. In this work,
a statistical model is proposed for prediction of rates and temporal proportions and/or
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentaremos os aspectos gerais do trabalho, justificativa e rele-

vancia, os objetivos e exemplos de aplica¢des. Descreveremos a organizagdo do trabalho.

1.1 Aspectos gerais

Na regido Amazonica os padrdes de descricdes de temperatura e umidade sdo
altos quando comparados a outras regides brasileiras, esses fatores s@o fundamentais para
a existéncia da maior Biodiversidade do planeta nessa localidade, entretanto o que vem
observando nos ultimos anos é o aumento cada vez maior da temperatura e reducdo da
umidade do ar ocasionadas pela substitui¢ao progressiva das dreas verdes por edificagdes
e pavimentagao, especialmente nas grandes cidades Monteiro et al. (2014).

A drea da saide € uma das mais afetadas pelas mudangas climatoldgicas. Segundo
Pinto et al. (2008), a baixa umidade relativa do ar (UR) pode gerar vérios problemas de
saude, como respiratdrios, alergias, sinusites, asmas e outras doengas que tendem a se
agravar. Ja de acordo com |De Camargo (2007)), quando a UR € muito alta, pode ocor-
rer estresse por calor, sensacdo desagradavel, elevacido da temperatura corporal, doencas
térmicas brandas e doencas relacionadas com o quadro de disidratacdo e hipertermia.
Entender o comportamento desta varidvel na atualidade e determinar previsdes seguras
para o futuro podem auxiliar em medidas preventivas na area da satide, assim como, em
previsdes climdticas e no gerenciamento dos recursos hidricos.

Dessa forma, € de fundamental importancia o uso de modelos estatisticos adequa-

dos para se fazer previsoes e produzir diagnosticos o mais proximo do real colaborando



para uma tomada de decisdo nos diversos setores da sociedade, tendo em vista que 0s
fatores climaticos de uma forma geral afetam a todos.

Modelos fisicos matemdticos foram testados por Delgado et al. (2007), para o
calculo de umidade relativa do ar em escala a partir de dados de temperatura maxima e
minima no municipio de Muriaé em Minas Gerais. Os autores concluiram que modelos de
previsao de umidade relativa do ar tem importancia significativa principalmente em locais
que dispdem de dados de temperatura méxima e minima em locais que apresentem séries
histéricas falhas. Estudos realizados por |Soebiyanto et al. (2010) verificam efeitos diretos
das principais varidveis climaticas (umidade do ar, precipitacao, temperatura) no inverno
como fator de transmissdo da gripe em climas temperados. Os procedimentos realizados
por L1 ef al. (2013) concentra-se na questdo de mineracdo de dados meteoroldgicos para
a constru¢do do algoritmo ARIMA no ambiente Hadoop e construir um clima escaldvel,
facil de manter e eficaz sistema de previsao. Na andlise de variabilidade e previsao de
umidade relativa do ar feita por Syeda (2013) foi uma tentativa de investigar em seis
estacOes divisdrias em Bangladesh, No trabalho de Tibulo ef al. (2014)) tem por objetivo
apresentar uma comparagdo do desempenho das classes de modelos de séries temporais
ARIMA, ARMAX e Alisamento Exponencial, ajustados a dados de umidade relativa do
ar. O monitoramento feito por Bayer & Bayer (2015)) utilizou modelo beta autorregressivo
de média mével, captando o comportamento da série e gerando previsdes coerentes.

Neste trabalho propormos um Modelo Estatistico para predicdo de taxas e pro-
porcdes temporais e/ou espacialmente dependentes. A distribui¢do de probabilidade base
para estd dissertacdo € a distribuicao Kumaraswamy foi originalmente concebida para mo-
delar processos aleatorios limitados com aplica¢des hidrologicas Kumaraswamy (1980),
e tem sido usado para isso, mas também para outros fins ver, (por exemplo, Fletcher &
Ponnambalam (1996); Ganji et al. (2006); Sanchez et al. (2007); Seifi et al. (2000); Sun-
dar & Subbiah (1989); |Courard-Haur1 (2007)). No entanto, apesar das vantagens que
a disponibilidade de uma fun¢do de distribuicdo em forma fechada implica, e apesar de
Poondi Kumaraswamy ter introduzido a distribui¢do de duplo alinhamento que tem seu
nome quase quatro décadas atrds, pesquisas sobre a propria distribui¢do ndo foram desen-
volvidas até recentemente (Garg (2008); Nadarajah (2008]); Jones (2009); Mitnik (2013));
e mais notavelmente |[Eudes et al. (2015)). O modelo foi construido através da marginali-

zacdo da distribuicdo Kumaraswamy G-exponencializada condicionada a um campo ale-



atério com distribuicdo alfa-estavel positivo. Algumas propriedades desse modelo foram
apresentadas, procedimentos para estimacao e inferéncia foram discutidos e um algoritmo
MCEM foi desenvolvido parar estimar os pardmetros. Como um caso particular, o0 mo-
delo foi utilizado para predi¢do espacial da umidade relativa do ar observada nas estacdes

meteoroldgicas do Estado do Amazonas.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € a construcdo de um modelo multivariado para
modelagem e predicdo de taxas e proporgdes .

Como objetivos especificos, temos:

1. Construcao do modelo multivariado;
2. Apresentar algumas propriedades deste modelo;

3. Desenvolver e implementar o algoritmo MCEM para a inferéncia e estimacao dos

parametros do modelo proposto;

4. Aplicar o modelo proposto em dados reais para predi¢do de umidade relativa do ar.

1.3 Organizacao do trabalho

Em termos de estruturacdo, esta dissertacdo estd dividida em 6 capitulos.

No capitulo[2}, apresentamos os conceitos basicos que fundamentam esta disserta-
cao.

No Capitulo [3] ¢ introduzida uma classe multivariada. Derivamos também algu-
mas de suas propriedades, modelos particulares e discutimos métodos de estimacdo de
seus parametros.

No Capitulo[] propomos o modelo multivariado para predi¢ao espacial e apresen-
tamos suas propriedades. Além disso, desenvolvemos o algoritmo MCEM para a inferén-
cia e estimac¢do dos parametros deste modelo.

No Capitulo[5] aplicamos o modelo proposto no problema de predi¢do da umidade

relativa do ar para o Estado do Amazonas.



No Capitulo [6] descrevemos as consideracdes finais e, com base neste trabalho,

sugerimos algumas ideias para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Neste capitulo € feito um breve levantamento da teoria utilizada no desenvolvi-
mento deste trabalho. Inicialmente, apresentamos na Segdo [2.1] a forma geral da dis-
tribuicio Kumaraswamy. A classe de distribui¢do de probabilidade chamada estdvel e
suas propriedades mais importantes tém destaque na Sec¢do[2.2] Na Secdo [2.3]apresenta-
mos a distribui¢cdes condicionais G-exponencializada aplicadas no contexto multivariado
usando como base a técnica introduzida por Lehmann (1953). Em seguida, na Segdo [2.4]
¢ apresentado marginais de distribui¢des condicionais G-exponencializada e, por tltimo,

na Seg¢do 2.5]sdo introduzidos os Algoritmos EM e MCEM .

2.1 Forma geral da distribuicao Kumaraswamy

A distribuicdo de Kumaraswamy (chamada, de agora em diante, de distribuicdo
Kw).

A densidade de probabilidade, distribui¢do cumulativa, e as fungdes quantis da
forma geral da distribui¢io Kumaraswamy (Mitnik & Baek (2013)),- ou seja, a forma da
distribuicdo com suporte em qualquer intervalo aberto da reta real com limite superior b

e limite inferior ¢ - sdo as seguintes:

omu-a) [T
F(y)=1- [1_ (ly)i)a]ﬁ




-

y=Flw=c+@p-c)[1-(1-wps]". @.1)

ondec<y<b,0<u<l,ed>0ef >0saoparametros de forma. Denotaremos
esta forma geral de distribuigcdo por Kw(A, B,¢,b).

O r-ésimo momento em torno de zero de Y ~ Kw(A, 3, ¢,b) (Mitnik (2013)) é

/

r r , C j
=(b—rc)" . 2.2
w) =0 [ o (55) 22

onde ,(Y) = BB (1+ £, B) ¢ o n-ésimo momento em tono de zero de ¥ ~ Kw(1,B) =

Kw(%,B,0,1), Bla,d) = [o s~ (1= 5)?~1ds = [ ¢ a fungiio Beta, e [(v) = [571"~Le~ar

¢ a funcdo Gama. De (2.2), a esperanga e variancia da forma geral da distribuicao sao

E(Y)=c+(b-)AB(1+4.B) eVar(Y) = (b—c)* { BB (1+3,8) — [BB (1+1.8)]"}.

De (2.1)), a expressdo da mediana,

1
A

md(Y) =Kk =c+(b—c) (1—0,5%) .

2.1.1 Forma padrao da distribuicio Kumaraswamy

A forma padrao da distribuicdo Kumaraswamy ¢é obtida quandoc=0eb = 1.

Definicao 2.1 (Func¢ao densidade de probabilidade). Uma varidvel aleatoria tem dis-
tribuicdo Kumaraswamy com pardmetros A > 0 e B > 0 se sua fungdo densidade de

probabilidade (fdp) é dada por

ABYA 1= yMP-L o<y <,
g(y) = (2.3)

0 , caso contrdrio.

Os pardmetros A e 8 sdo chamados parAmetros de forma da distribui¢@o.
A representagdo grafica da fungio densidade (2.3)), para alguns valores de A e 3 é
dada na Figura[2.1]



A=0.5,8=0.5
A=5,8=1
N7 -—— A=18=3
A=2,8=2
—— A=28=5

Figura 2.1: Fun¢@o densidade da distribuicao Kw(A, ) para alguns valores de A e 3.

A Kumaraswamy € capaz e acomodar as taxas de falha mondétonas e ndo monéto-

nas.

Definicao 2.2 (Funcao de distribuicio acumulada). Se Y ¢ uma varidvel aleatoria tal

que Y ~ Kw(A,B), temos que sua funcdo de distribuicdo acumulada (fda) é expressa por

Gy) =G =1-(1-y)P, ye(0,1) (2.4)

A representagdo grafica da fungdo de distribuig¢do (2.4)), para alguns valores de A
e B é dada na Figura2.2]
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Figura 2.2: Fung¢@o de distribuicdo Kw(A, B) para alguns valores de A e f3.

Definicdo 2.3 (Funcio de excedéncia). Seja Y ~ Kw(A, ), definimos fun¢do de exce-
déncia da varidvel Y, indicada por G, como sendo o complementar da sua respectiva

fungdo distribui¢do, isto é,

G()=1-G(y)=1- 1—(1—yl)ﬁ} = (1—yl>ﬁ, y€e(0,1) (2.5)

Definicio 2.4 (Funcao de risco). A fungdo de risco de uma varidvel aleatériaY ~ Kw(0)

€ dada por:

;0 AByr1
r(y;6>=%<(yy,e))= lﬁ_yyl, y€(0,1) (2.6)

em que 8 = (4, 3) é o vetor de pardmetros.
Na Figura[2.3|sdo exibidas algumas formas possiveis da func¢do de risco (2.6)), para

diferentes valores de A e 3.
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Figura 2.3: Fung@o de risco da distribui¢do Kw(A, ) para alguns valores de A e f3.

Definicao 2.5 (Funcao quantil). Os quantis de uma varidvel aleatoria Y com distribui-

¢do Kumaraswamy padrdo ([2.4), podem serem obtidos da seguinte maneira dada por

1

y:F*I(u):[l—(l—u)E]I, we (0,1) 2.7)

Propriedade 2.1 (Esperanca e Variancia). Segundo Garg (2009), a distribuicdo Kw é
tdo versdtil quanto a distribuicdo beta, mas com uma forma mais simples de uso, especi-

almente em estudos de simulacdo jd que ela tem uma forma fechada simples para fdp e

fda.

Os momentos dessa distribuicdo sdo diretamente obtidos por

E(Y") = BB (%B)

lembrando que B(x,y) = % ¢ a fungdo beta.

Assim, sua esperanca e variancia sao dadas por

5(r) =5 (*3.5)
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Propriedade 2.2 (Mediana). De (2.7), obtemos imediatamente uma expressdo simples

para a mediana,

.

md(v) == (1- 0.5%) 2.8)

que fornece a base para as reparametrizacoes de dispersdo mediana.

2.1.2 Relacao com a distribuicao Beta

A funcio de densidade na Expressao tem as mesmas propriedades que a
distribuicdo Beta, porém com algumas vantagens. Segundo Sindhu et al. (2013) a dis-
tribuicdo Kw parece nio ser muito familiar para os estatisticos e ndo foi investigada sis-
tematicamente com detalhes, nem tem a sua intercambialidade em relacdo a distribui¢cao
Beta como tem sido amplamente apreciada. No entanto, Jones (2009) explorou a fundo
a génese da distribuicdo Kw e, o mais importante, deixou claro algumas semelhancas e
diferencas entre as distribuicdes Beta e Kw.

Por exemplo, as densidades Kw e Beta sd@o unimodais, crescentes, decrescentes
ou constantes, dependendo da mesma maneira como a distribuicao beta € definida sobre
os valores de seus parametros. Ele destacou vdrias vantagens que a distribui¢do Kw tem
sobre a distribuicdo Beta: a constante de normalizacdo, férmulas explicitas para a dis-
tribui¢do e fungdes quantis que nao envolve qualquer fun¢do especial; uma férmula para
geracdo de varidveis aleatdrias; formulas explicitas para os L-momentos e mais férmulas
para momentos de estatisticas de ordem. Além disso, segundo Jones (2009), a distribui-
cdo beta tem as seguintes vantagens sobre a distribui¢gdo Kw: férmulas para momentos e
para fungdo geradora dos momentos; uma sub-familia uniparamétrica de distribui¢des si-
métricas; estimativas simples para os momentos e varias maneiras de gerar a distribui¢ao
por meio de processos fisicos.

A distribuicio Kumaraswamy € relacionada com a distribuicdo Beta, pois ¥ ~

Kw(A,B) é a A-ésima raiz de uma varidvel aleatéria X ~ Beta(1,3). Ou seja,
Y = VX,

10



com igualdade em distribui¢do.
A seguir apresentamos a relacgdo entre a distribuicio Kumaraswamy e outras dis-

tribuicoes:
e SeY ~Kw(l,1),entdo Y ~U(0,1);
e SeY ~U(0,1), entdo (1 —(1 —Y)ll?)i ~ Kw(d,B);
e SeY ~ Beta(1,B),entdo Y ~ Kw(1,8);
e SeY ~ Beta(A,1),entdo Y ~ Kw(A,1);
e SeY ~Kw(A,1),entdo 1 —Y ~ Kw(1,1);
e SeY ~Kw(l,A),entdo 1 —Y ~ Kw(A,1);
e SeY ~ Kw(A,1), entdo —log(Y) ~ Exponencial (1);
e SeY ~ Kw(l,pB), entdo —log(1 —Y) ~ Exponencial (B);

e Se Y ~ Kw(A,B) entdo Y ~ BG1(A,1,1,B), em que BG1 ¢ a distribui¢do Beta

Generalizada do tipo 1, com fun¢do densidade

, mlymt (1= /!
f(y,M,n;P;CI) - l’lmPB(p7q)

para 0 < x™ < n™ em que m,n, p e g sa0 positivos.

2.1.3 Reparametrizacoes através da mediana

Admitindo a forma padrdo da Kw (2.1.1)), fazemos ¢ = 0 e b = 1, sem perda de
generalidade. Serd apresentada duas reparametrizacdes possiveis de dispersdo mediana

para os parametros de forma.
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De (2.8)), o pardmetro de forma 3 pode ser expresso como

1
K = (1—0.5%>A

1
= (1-057)
0.55 = 1—«*
1 In(1—«*)
B In05
In(0,5)
= — 7 2.9
p In(1—x*) 9
Analogamente, para o parimetro A temos,
In(1-0.5"8
A= w (2.10)
Inx

Substituindo sucessivamente (2.9) e (2.10) em (2.3), (2.4) e (2.7).Obtemos duas

reparametrizagdes possiveis da distribuicio Kumaraswamy. A primeira reparametriza¢ao
denotada por Kw(x,A~1,0,1) é:

Aln(0,5) ;4 g\ 205
[ S A 1— In(1—K%)
() (1 —x4)’ (1=y%)

1n(0,5)

Fi(y) =1—(1—y*)mi-h

. In(1—x%) %
F ) = {1—(1—14) 05) }

A segunda reparametrizacio, denotada por Kw(x, ~1,0,1) é:

foly) = L By

_ —1

In(1-0.5") \ wooss™) [ m]"

l—y
Inx

In(1-0.58"")
Ry =1 |1y

Inx

Fﬁfl(u) =y= [1 -1 _”)B]m
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O objetivo principal das reparametriza¢des é mostrar que os parimetros A ' e B!

sdo parametros de dispersao.

i)
2.0 25
!

fy)
1.5
i)

1.0

0.5

0.0
1

00 02 04 06 08 1.0

y

3.0

25

2.0

faly)
faly)
15
faly)

1.0

0.5

0.0

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10

y y y

Figura 2.4: Algumas densidades da Kumaraswamy, ambas reparametrizagcoes

A Figura [2.4] mostra a densidade de distribuicdes Kumaraswamy reparametriza-
das com suporte em (0, 1), para vdrios valores de seus pardmetros. A figura ilustra bem
quao flexivel e versatil € a distribuicio Kumaraswamy. Ela também ilustra uma série de
propriedades da versdo reparametrizada da distribuicdo que podem ser derivadas direta-
mente das propriedades conhecidas da distribuicdo em sua parametrizacdo padrdo (ver

Jones (2009), Secao 3; Kumaraswamy (1980), pag. 81-83; Mitnik (2013), Secdo 2).
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2.2 Distribuicoes estaveis

As distribui¢des estdveis sao uma rica classe de distribui¢des de probabilidade que
permitem assimetria, e caudas pesadas e t€ém propriedades interessantes tais como esta-
bilidade e independéncia de escala, Nolan (2015). Essa classe foi introduzida pelo ma-
tematico |[Levy (1925) em seu estudo de somas de termos independentes e identicamente
distribuidos.

Em geral, as distribui¢des estaveis ndo possuem uma forma fechada para sua fun-
cdo densidade de probabilidade, por isso a forma mais concreta para descrever todas as
possiveis distribui¢cdes estdveis € através da fungdo caracteristica ou transformada de Fou-
rier, exceto para trés casos particulares de distribui¢des: Normal, Cauchy e Lévy, com as
quais € possivel escrever suas densidades e verificar diretamente que elas fazem parte da
familia de distribui¢des estaveis.

Existem vdrias parametrizacdes da funcio caracteristica para distribui¢des esta-
veis. Por esse motivo, é importante escolher a parametrizacdo adequada para diferentes
situacdes. Nesse trabalho a funcdo caracteristica foi parametrizada de acordo com a defi-

nicdo apresentada abaixo.

Definicio 2.6 (Distribuicio estavel). Uma varidvel estdvel E, denotada por S(a, 3,7, 9),

se sua fungdo caracteristica é expressa por

E[exp(itE)] = exp (—y“\t|°‘ [1 +iB <tan%> (sin(0))(|yr| 1= — 1)} +i5t> se ol

Esta forma de parametrizacao para a fungdo caracteristica € muito recomendada.

As distribui¢des estdveis sao descritas por quatro parametros: um indice de estabi-
lidade o € (0,2] também chamado de expoente caracteristico; um pardmetro de assimetria
B € [—1,1]. Se B =0, a distribui¢do é simétrica, se B > 0 é assimétrica para direita, e se
B < 0 € assimétrica para esquerda. Além desses pardmetros também tem um parametro
de escala y > 0 e um pardmetro de locagdo 6 € R.

O indice de estabilidade o é considerado o parametro mais importante, pois de-
termina a forma (taxa de variacdo) da cauda da distribui¢do. Quanto maior seu valor
maior serd a frequéncia e o tamanho de eventos extremos, ver por exemplo |Ghahtarokhi
& Ghahfarokhi (2009).

Quando a distribui¢do é padronizada, ou seja, escala Yy = 1 e locagdo 6 =0, a
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distribui¢@o estdvel é representada pela notagdo S(«, 8,1,0). Uma propriedade basica das
distribui¢cdes estaveis € que soma de varidveis aleatérias estdveis resultam em varidveis
estaveis, ver Nolan (2015)).

Seja E,, ~ S(,0,1,0), m = 1,2,....,M e B = 0, entdo sua funcdo caracteristica
serd da forma

0e(t) =Elexp(itE)| =", a#1; t>0. 2.11)
Considere a mistura H; = Zﬁle ®y ¢E;,. Entdo, a fungdo caracteristica de H, sera dada
por

O, (t) = ¢):M O ¢Em (2)

m=1

|
&=

[e” ot “’mﬂfEm] (por independéncia de E|,E,, ..., Ey)

E [eitmeEm}

I
=

3
L

I
1=

9k, (a)mﬂ)

3
[

— @ %m X
e mt com 0Oy =0, entiao

I
=

3
L

_avM o
O, (1) =e" Ln=1®ue  portanto

M
Hy =Y @y En~S(a,0,%,0),

m=1

M
com ¥ =Y, @y .

Definicao 2.7 (Distribuicio a-estavel positiva). Uma varidvel E, = S(@,0,1,0) € cha-
mada a-estdvel positiva, descrita pela equagdo (2.11)). Entdo, a sua transformada de
Laplace é dada por,

o

Elexp(—aEq)]=¢ ", a>0, (2.12)

em que necessariamente o € (0,1] é o parametro de estabilidade da distribuicdo Ey e

quando ax =1— E; = 1.

A representagdo da densidade de E, € dada por
. 1( « 1\ n 1\ @/(1-a)
=2 (7252) (%) [r@end- (L) ote) pao

15



onde,

b(9) - (%)(” (@)

Os momentos da distribui¢io estdvel ndo existem, porém Zolotarev (1986) mos-

trou que os momentos log-estaveis sdo bem conhecidos. Usando estes resultados, temos

e E(logE) = g(l —a)

€, 2 /1
Var(logE) = % (? - 1> :

em que, ¥* =~ 0.57721 é a constante de Euller.

Um resultado importante que nos auxiliard na geracdo de varidveis aleatdrias o-

estdveis positivas € dada no seguinte corolério:

Corolario 2.1. Kanter et al. (1975). Sejam V e U varidveis aleatdrias independentes onde

V~Exp(l) e U~ %|0,n]. Entdo para o. € (0,1) tem-se que p(e*; ) € a densidade de

(@yl—a)/a.

Os valores de Ey podem ser gerados através dos seguintes passos:
1. Gere U~ % (0,m) e V ~ Exp(1), independentes.

c >(1—Of)/06.

2. Obtenha e* — (M

Pelo Corolario (2.1)), segue que e* ~ Ej.

Teorema 2.1 (Aproximacio da densidade de Hy). Seja Hy ~ S(«,0, 2%21 Y ,,0) com

0 < a < 1. Separa algum m, E,;, — oo. Entdo hy — oo e pelo Teorema 1.12 \Nolan (2012).
P(Hy > hy) ~ ’}’,fxcahza,

f(hl’ 05,073@ ~ a,}/[fxcahz(a+l)7

em que cq= LT(ot)sin (Z2).
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E a densidade aproximada de hy é dada por

Jd
flhpo) = —a—hP(Hf > hes QL)
¢

d _
= — [a—MYgCahé (X:|

~ a}/éxcahg_(aﬂ)com hy > 0.

Definicao 2.8 (Variaveis aleatorias exponenciais-estaveis). Diz-se que a varidvel alea-
toria M possui distribuicdo exponencial estdvel com vetor de parametro 0 = (a, UL, 0),

se M = u+ olog(E). Notagdo: M ~ ExpS(0).

2.3 Distribuicoes condicionais G-exponencializadas

Distribuicdes de probabilidade s@o utilizadas para modelar dados e possibilitar
diversas inferéncias sobre os mesmos. Nas décadas recentes diversas novas distribui-
coes de probabilidade foram propostas, estudadas e aplicadas a conjuntos de dados reais.
Parte dos esfor¢os nesse ramo da Estatistica é dedicado a estender as distribui¢cdes cldssi-
cas. Vdrias técnicas utilizadas para expandir familias de distribui¢des de probabilidade e
construir novos modelos mais flexiveis que incorporem alguma propriedade de interesse
tém sido proposto na literatura. Uma técnica bastante utilizada é baseada na exponen-
cializagdo de uma funcdo de distribui¢do acumulada G, chamada classe de distribuicdes
G-exponencializada. Esta técnica foi introduzida por Lehmann (1953) no contexto de
teste de hipdtese e recentemente tem recebido bastante atengao.

Existem varios trabalhos abordando algumas familias de distribui¢des na classe
de distribui¢es exponencializadas |Gupta et al. (1998) propos a distribuicdo Pareto Ex-
ponencializada, |(Gupta & Kundu (2001) introduziram a distribui¢do Exponencial Expo-
nencializada, Nadarajah & Kotz (2006)) apresentaram resultados e discussdes sobre as
distribui¢cdes Exponencial, Weibull, Gumbel, Gama e Fréchet Exponencializadas, Risti¢
& Balakrishnan (2012) introduziram a distribuicio Gama-exponencializada Exponencial;
ver Bakouch et al. (2012) propuseram a distribuicdo Binomial-Exponencial Exponencia-
lizada; |Pinho et al. (2012) introduziram a distribuicdo Gama-Exponecializada Weibull e
uma generalizacio de varias destas distribui¢des € a familia de distribuicdes T — X Expo-

nencializada desenvolvida em Alzaghal et al. (2013).
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Estas distribui¢des tém sido desenvolvidas e aplicadas em um contexto univariado
e amostras de varidveis independentes e identicamente distribuidas. No entanto, exis-
tem dados de natureza multivariada que exibem algum tipo de dependéncia entre eventos,
individuos e/ou grupo de individuos. Entdo, distribui¢des multivariadas que acomodem
esta dependéncia conjunta podem produzir inferéncias mais robustas. Um exemplo, € a
modelagem de valores extremos ambientais e/ou meteoroldgicos. Desde que os valores
extremos tais como precipitacao, temperatura, ou a polui¢do do ar sdo medidas em lo-
calizagdes especificas, como estacdes de monitoramento, estes sao multivariados e, pos-
sivelmente, espacialmente correlacionados. No contexto de valores extremos, algumas
distribui¢des multivariadas podem ser encontradas, por exemplo, Fougeres et al. (2009),
Cooley & Sain (2010), Padoan (2011), Reich & Shaby, 2012 e uma classe mais geral é
descrita em |[Fougeres et al. (2013)).

Um conceito fundamental a ser abordado € o de distribuicdes condicionais G-
exponencializada, caracterizada pela fungdo de distribui¢do acumulada G de uma varidvel
aleatdria elevada a um expoente £E. Embora este tipo de distribuicdo, com E fixo, tenha
sido apresentada a mais de meio século por Lehmann (1953), aqui a utilizaremos com o
objetivo de introduzir a dependéncia em distribui¢des Kumaraswamy multivariadas, que

serd abordado no préximo capitulo.

Definicao 2.9. Sejam Y e E > 0 duas varidveis aleatorias. Dizemos que, condicional a

E, Y possui distribuicdo G-exponencializada, se a distribuicdo de Y é da forma,

P(Y <y:8|E) =F(y;:0|E) = [G(:0)]" (2.13)

ou, se sua fungdo de excedéncia é dada por,
P(Y >y;0|E) =F(y;0|E) = [1 - G(3:0)]" =G (y:0)" . (2.14)

Onde G e G sdo chamadas, respectivamente, de funcdo de distribuigio e fungdo de exce-

déncia de base dependendo do vetor de pardmetros 6.

e interpretando a Definicdo. 1) Suponha Wi, W, ..., W, sdo varidveis aleatdrias inde-
pendentes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d) com Fung¢do de distribui¢do igual

aGe,ainda, W;,i =1,...,n é independente de E. Entdo Y representa a distribui¢ao
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do Méaximo (2.13)) ou do Minimo li de E dessas Wi/s variaveis. Portanto, po-
demos usar F' para modelar valores extremos. No caso do Valor Maximo, fazendo

x1=G~U(0,1)ex, =F =GE,

1 X2 1 E
P(W,-<Y;0\E):/ (/ dxl)dxfg":/xzdxgz—, i=1,2,..,n
0 0 0 E+1

podemos interpretar £ como um parametro de estocasticidade, no sentido que des-

creve o quanto a variavel aleatoria Y €, estocasticamente, maior que W;.

e interpretando a Defini¢do. 2) considere a funcao de excedéncia

I Eq
P(Y > y;0|Eq) = [G(1:0)] . (2.15)
Entdo a densidade condicional de Y é
~ Ea*l
f(v:0|Eq) =Eq [G(y:0)] ™ g(1:0)
de modo que a funcdo de risco condicional é

h()’§e|Ea) :Eah(y;e)

que pode ser interpretada como a fun¢do de risco para um modelo de fragilidade.

Exemplo 2.1. Seja G ~ Kw(A,B), isto é, a distribuicdo de base é Kumaraswamy. Entdo,

Y|E ~ Kw(A,BE), ou seja,

P(Y >y|E) = (1 —yl>BE

Demonstragdo.

P(Y >y|E) = [G(:0))F

~.Y|E ~ Kw(A,BE)
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Exemplo 2.2. Seja G ~ Gumbel(lL,0), isto é, a distribuicdo de base é Gumbel. Entdo,
Y|E ~ Gumbel(u+ clogE, o), ou seja,

— (u+ologE) }}

P(Y<y|E):exp{—exp{— o

Demonstragdo.

< ol N

- alral ()
_ exp{—exp{logE} < exp{_ (y_Tu) }}
et )

exp{ ,LL—}(—TGlogE) }}

= exp

.. Y|E ~ Gumbel (u + ologE, o)

2.4 Marginais univariadas de distribuicoes condicionais
G-exponencializadas

Uma aplicacdo interessante da Defini¢do (2.9) € vista quando consideramos E ~
o-estavel positiva Fougeres et al. (2009), denotada por Ey. Primeiramente, note que

podemos expressar (2.13) da seguinte maneira:

F(y;0|Eq) = [G(y;0)]"
= exp{log[G(y;0)"]}
= exp{Eqlog[G(y;0)]}
F(y;0|Eq) = exp{—Eqlog[l/(G(y;0))]}. (2.16)
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Aplicando a esperanga ambos os lados em (2.16)),

E(F(y§9|Ea)) = E[F(y;9|Ea)]
= E{exp[-Eqlog(1/(G(y;0)))]}
F(y;0) = E{exp[—Eq(—log(G(y;0)))]}

em seguida aplicando a transformada de Laplace (2.12)),

F(y;0) = exp{—[~log(G(y:0))]“}.

Analogamente, usando a Expressao (2.14) e marginalmente por (2.12)) obtemos

F(y;0) = P(Y >y) = E[F(y;0|Eq)] = exp {—[—1og(G(y;0))]*} . (2.17)

Em alguns casos o parametro o € chamado parametro de forma. Em outros casos,
entretanto, ele apenas modifica (aumenta ou diminui) os parametros da funcdo (distribui-
cdo ou excedéncia) de base.

A seguir vamos apresentar alguns exemplos de marginais univariadas. As notagdes
Y ~ G(y;0) ouY ~ G(y; 0) serd utilizada para especificar que G ou G ¢ a distribuigdo de

base para a varidvel Y.

Exemplo 2.3. Dizemos que Y possui distribuicdo Kumaraswamy se sua funcdo de ex-
cedéncia é expressa por . Agora, se E ~ a-estdvel positiva e Y ~ Kw(A, ) entdo
Y|E ~ Kw(A,BE). Portanto, por a distribui¢do marginal é dada por:

F(y:0,a) = exp{—B[~log(1—y")]*}, ye (0,1). (2.18)

Na Figura apresentamos o grafico dessa funcdo de excedéncia com A = 0.5,

B =2 e variando os valores do pardmetro de forma «.
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Figura 2.5: Fung¢do de excedéncia Kumaraswamy-Exponencializada

Exemplo 2.4. Considere E ~ a.-estdvel positivaeY ~ P(I)(u,1/0) entdoY|E ~ P(I)(u,E/0),
isto é,

Fosele) = (1) °. yop

Q&

Logo, por (2.17), temos que

_ loey—1lo o
F(y;O,a)ZGXP{—(gyTg“) } y>u

que representa a funcdo de excedéncia Log-Poly-Weibull(log i, o, ¢) |Berger & Sun (1993).

Nos exemplos acima, vemos que apds a marginalizagdo, as distribui¢des ndo per-
tencem a mesma familia. No entanto, existem casos em que as distribuicdes tanto condi-
cionais quanto incondicionais pertencem a mesma classe de distribuicdes. Os exemplos a

seguir ilustram esse fato.

Exemplo 2.5. Se a distribui¢cdo de base é Y ~ Gumbel(lL,0) com L € R e 6 > 0, isto é

cti0) e { e (Z)|). e
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entdo,

Fos6lE) —exp{ —exp |- (TN e {pexp |- (221 ]

ou seja, Y |E ~ Gumbel (it + o logE, 0). Logo, aplicando (2.17), temos que

Fos6) —exp{ exp |- (S E)|}. ver

com 0 = (1, 6/a). Portanto, Y ~ Gumbel (11, 2).

Portanto, ap6s a marginalizacao, ¥ também possui distribuicao na mesma familia
Gumbel. Neste caso & ndo representa um parametro de forma. Deste modo, dizemos que
a distribuicao estavel positiva simplesmente aumentou (0 < o < 1) o pardmetro de escala

de o para ¢/ a.

Exemplo 2.6. Suponha que E ~ o-estdvel positiva e Y ~ Weibull(B,1), isto €, Y possui

G(y:B,1) :eXP{— (%)l} y>0.

Entéo, Y |E ~ Weibull(B/E'/* 1) e aplicando (2.17), temos

F(y;0) ZeXp{— (%)M} y>0

fungdo de excedéncia

em que 8 = (B, ).

Portanto, ap6s a marginalizagdo, Y ~ Weibull(,A @), ou seja, Y também possui
distribui¢do na mesma familia Weibull. Neste caso, dizemos que o parametro @ diminuiu

(0 < a < 1) o parAmetro de forma A para Ac.

24.1 Distribuicao Kumaraswamy exponencializada univariada

Nesta secdo serd apresentado o estudo da distribuicio Kumaraswamy Exponenci-

alizada, identificada como (EKw).
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Considere que Y tem distribuicio de base em (2.4)), com parametro de forma o >
0, diz-se que Y ~ EKw(a,A,B)com A,B,>0ey € (0,1) sendo definida pela Expressao
(2.15)) e usando o resultado (2.18)). A func¢do distribuicdo correspondente € expressa por

F(3;0) =[1-G(:8)) = {1 —exp [-B(~log(1 - )]}

e sua funcao densidade utilizando a Expressao (2.16) definida como,

a—1

S

A distribuicdo Kumaraswamy tem sido usada no contexto de modelagem de taxas,
proporg¢des, nimeros indices e varidveis aleatérias com suporte limitado. Na literatura, di-
versos casos dessa distribui¢ao foram estudados, alguns deles sdo: Kumaraswamy normal
Correa et al. (2012)), Kumaraswamy log-logistica De Santana et al. (2012), Kumaraswamy
pareto |Bourguignon ef al. (2013), Kumaraswamy pareto generalizada Nadarajah & Elja-
bri (2013), Kumaraswamy gamma generalizada De Pascoa et al. (2011)), Kumaraswamy
hal f-normal generalizada Correa et al. (2012), Kumaraswamy Weibull inversa [Shahbaz
et al. (2012) e Kumaraswamy Rayleigh inversa Hussian & Amin (2014).

Algumas vezes fazer inferéncia no modelo multivariado é uma tarefa complexa,
pois as densidades e as propriedades sdo dificeis de serem obtidas. No entanto, no pré-
ximo capitulo serd apresentado um novo modelo Kumaraswamy multivariado com infe-

réncia mais simples de ser realizada.

2.5 Algoritmo EM e MCEM

2.5.1 Algoritmo EM

Neste trabalho o estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) serd encontrado
via algoritmo EM, ver Dempster et al. (1977), pois a maximizacao da fungdo verossimi-
lhanca do modelo proposto ndo € analiticamente tratavel.

O algoritmo EM ¢é uma ferramenta computacional utilizada para o célculo do

EMYV de forma iterativa, e é principalmente utilizado para problemas que envolvem dados
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incompletos ou quantidades ndo observaveis (varidveis latentes). As varidveis latentes po-
dem ser incorporadas ao modelo com o propdsito de capturar a caracteristica de interesse
(neste caso, a dependéncia) e facilitar a estimacao dos parametros de interesse, tendo em
vista que, com sua inser¢ao no modelo, a log-verossimilhanca completa pode ser reescrita
como a soma de duas log-verossimilhancas completas. Cada iteracao do algoritmo EM
tem dois passos, chamado o passo E (esperanca) e o passo M (maximizacao).

Para construir o algoritmo, seja y o vetor de dados observados ou dados incom-
pletos e E um vetor de quantidades aleatorias ndo observéveis (chamados de efeitos alea-
torios, varidveis latentes ou dados faltantes). O dado completo ou aumentado y. = (y,E)
é y aumentado com E e sua fungio de densidade é f(y.|0), 8 € RY, d € N. Denota-se
por /.(0|y.) a funcao log-verossimilhanca dos dados completos e por ¢(0]y) a fungdo
log-verossimilhanca dos dados observados.

Segundo [Zhu & Lee (2001), na maioria das aplicacdes estatisticas, a funcdo log-
verossimilhanca dos dados completos geralmente tem forma mais simples que a log-
verossimilhancga dos dados observados.

Sejak(Ely, @) a distribui¢io condicional de E com esperanga E, ,, g € defina o

ElY,
como a estimativa do parAmetro na k-ésima iteracdo. Entdo os dois passos na (k+ 1)-

ésima iteragdo sao:

1. Passo E: Calcule Q(0|0%)) = E[(.(8]y.)|y, 8"], onde a esperanca é tomada com

respeito a distribui¢do condicional f(y.|0).

(k+1)

2. Passo M: Maximize Q(8]6X)) com respeito a 6. Se o valor 6 = argmax

(0(6]6))) satisfaz e = 61 — 0| < £, em que & é um valor especificado

k+1)

para o erro na aproximagao, entdo, o EMV de 0 é 6 = 6**1)_ Caso contrério,

repita os passos E e M até que a convergéncia seja obtida.

Segundo Casella & Berger (2011), o EM é um algoritmo que seguramente con-
verge para o0 EMV e tem como base a ideia de substituir uma dificil maximizacio da
verossimilhanca por uma sequéncia de maximizacdes mais faceis, cujo limite € a resposta
para o problema original. A demonstracdo original da convergéncia do EM realizada
por Dempster et al. (1977) tinha uma falha, mas provas validas de convergéncia foram

apresentadas posteriormente por Boyles (1983) e Wu (1983).
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2.5.2 Algoritmo Monte Carlo EM

Em algumas aplicagdes do algoritmo EM, o passo E é complexo e ndo admite
uma solucdo analitica, isto €, a fun¢do Q(G!O(k)) ndo pode ser calculada explicitamente.

Uma solugdio é calcular a fungdo Q(60]6*)) através do método Monte Carlo (MC). Note

que
0(6/6") =Eypy gltc(8]y.)ly,0%)]. (2.19)
O algoritmo MCEM, ver Wei & Tanner (1990), consiste nos seguintes passos:
1. Passo E (MC): na (k+ 1)-ésima iteracdo, seja E&1) ... E®M) amostras geradas

da distribui¢do condicional de E|y, 8®). Aproxime Q(8]6*)) por,

1
)y L
0(616%) ~ -

Mks

{log[f(y,E("”‘);O)] ly, 9(")} ,

m=1

2. Passo M: Maximize essa versdo aproximada de 0(6|0%)), ou seja, obter

6("“) = Argmaxg <Q(9|0(k))>

Em muitas situagdes, a esperanga condicional (2.19) no passo E néo pode ser cal-
culada analiticamente, dificultando a maximizagdo da funcio log-verossimilhanga com-
pleta. Quando este problema ocorre, geralmente, usamos o método de Monte Carlo para
soluciond-lo e, assim, o algoritmo EM passa a ser chamado MCEM. Este € caso para

modelo Kumaraswamy multivariado descrito no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Classe multivariada para predicao de

taxas e proporc¢oes dependentes

3.1 Introducao

Neste capitulo construiremos uma classe de distribui¢cdes multivariadas para pre-
dicdes de taxas e proporcdes dependentes através da marginalizagdo de uma distribui¢ao
Kumaraswamy G-exponencializada, condicionada a um campo aleatério com distribuicao
alfa-estdvel positivo e representada por EKw(0; ). Algumas propriedades e métodos

para a estimacao dos parametros serdo discutidos.

3.2 Construcao do modelo

Considere os conjuntos S = {sy,...,s;} e U= {uy,...,uy}. Onde u,, € R? e
s;€ RP comde p=1,2. Quando d = p =1, dizemos que S e U s@o conjuntos de indices,
{1,2,...,L} e {1,2,...,M}, respectivamente. Para d ou p = 2, dizemos que U e/ou S sio
conjuntos com L e M localizagdes espaciais contidas em algum subconjunto finito de R?
ou, ainda, que sao subconjuntos de R2.

Sejam {(Dum(Sg) =@ue:m=12,... M e (= 1,2,...,L} constantes niao ne-
gativas, {Eq,, (u,,) : m=1,2,...,M} um campo aleatério latente (ou ndo observével) cons-
truido por varidveis independentes ;,,-estdvel e defina por Hy (s¢) =YY 0,(s¢)Eq,, (u).
Note que Hy = (Hy(S1),--.,Hq(sy)), com @ = (ay,...,q,) é um vetor aleatério for-

mado por marginais que sao misturas de distribuicdes oi,-estaveis. Agora assuma que
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G(y(s¢); @) é uma distribuicdo para Y (s;) e Y (s1)|He(s1),...,Y (s¢)|Hg(s¢) sdo con-

dicionalmente independentes com distribui¢do G-exponencializada da Secao (2.3)). Entdo,

~

F(y;0Hg) = HF(Y(SZ)§9|H05(S£))-
=1

Usando a Expresséo (2.16) e G(y(s¢); @) dada em ([2.4]), obtem-se

G (y(s¢); 8)]F%)

1~

F()’;o‘Ha) =

~
Il
R

exp{ log [(1 —(1 —y(sZ)M‘)ﬁz)Ha(Sé‘)] }
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Substituindo Hy (s¢) = YY_| @, (s¢)Eq,, (0), temos:

F(y;0|Hg) = ») E 1 1
iOlHa) = e {_4_21,;1“’”’“” cul) °g[1-<1-y<wﬂ}'

Aplicando a esperanga em ambos lados, consequentemente temos,

. L M 1 |
E(F(y,0|H(x)) = E {eXp [_;’El COm(Sé)Eocm(llm) lOg <1 — (1 —y(Sg)M)ﬁé)_ }
= E IA_/[Iex -—E (u )Za) (s¢)lo < ! )-
— 11 p _ o, (Um P m(S¢) 108 1_(1 —y(Sg)M)Bé _
M i L 1 i
— rLIlE {CXP _—Eocm(um)g_zl (Dm(Sé) IOg <1 — (1 —y(Sg)M)Bé)_ }

Como Egq,, (u,,) sdo varidveis com distribui¢ao de probabilidade @,,-estavel positiva, apli-

camos a transformada de Laplace (2.12) e,
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0.a)= Hex - ia) (s¢)lo ( : ) "
r R =R V(T

Portanto, a funcdo conjunta multivariada é dada por,

M L Gm
y,eazf_l { [Z (¢ log(l—(l—y<sz>’“«’>”f)] } (3.1)

Ou de forma similar, a fun¢do de excedéncia conjunta é dada por

M [ L "
Fly:0.0) — Hexp{_ _Zwm(Sg)log(E(Y(Sf);e))] }

=1

M [ L oim
= [lexp {— — ) On(se)Bylog (1 —y(Se)M>] } (3:2)

=1

As distribui¢des de probabilidades com funcdo de distribui¢ao conjunta dada em
(3.1) ou excedéncia expressa por (3.2), sdo fun¢des de uma mistura de distribui¢des ele-
vada a um expoente o,. Por isso dizemos que estas distribui¢cdes pertencem a uma classe
multivariada chamada Kumaraswamy G-exponencializada, para dados com dependéncia
(entre eventos, individuos ou grupo de individuos) denotado por ¥ ~ EKw(0; ). Neste
caso, 0 < oy, < 1 pode ser interpretado como uma medida de dependéncia entre as varia-

veis. No limite quando o, — 1 teremos a completa independéncia.

3.3 Casos particulares do modelo £ Kw multivariado

Nesta se¢@o apresentaremos alguns modelos multivariados que decorrem imedia-
tamente do modelo £Kw multivariado da Expressao (3.2)). Os modelos sdo desenvolvidos

em varios contextos o que torna-os bastante tteis.
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3.3.1 Modelo EKw multivariado para séries temporais
com componentes autoregressivos (AR)

Sejam U =S = {1,....t}, &x(¢) = p'~%, £ = 1,2,....,t e 0 caso contririo. Para

0 < p < 1 definimos o processo autorregressivo estavel positivo H, por:
H, = Z piEafi
i=0
Temos:
Hy = Y p'E;
=0
H, = pHy+E;

H, = p"Hyo+p" 'Ei+...4pE, 1 +Enp.

Entdo, para a distribui¢do da série temporal {Y;;r = 1,...,n} temos,

t={

F(y:8,0) = Hexp{ [—ip“%log(l—ﬂsal)r}.

3.3.2 Modelo EKw multivariado para processos de variacao espacial

discreta

Considere D C R? uma regido continua do plano. Seja n; j um sistema de vizi-
nhangas com as seguintes propriedades: (i, j) € n; j), (k,€) € n(; jy < (i, j) € np)-

Um exemplo simples € quando as vizinhancas s@o os quatro pontos mais préximos
e o proprio ponto, ou seja, quando n; jy = {(i, j), (i — 1, ), (i+1,j), (i, j—1),(i,j+ 1)}
(Veja fig3.Tcaso A).

Considere U e S pares de ndices com @, ¢ = @; ;(k,£) = & se (i,]) € ny ) €
zero caso contrdrio, com  constante € positivo. Defina He (7, j) = ¥, e, 5Ea(k 0)e
n ;) U{ (i, j) : 1 <1i,j <n}. Entdo, o processo de variacio espacial discreta {¥{; ) : 1 <

i,j < n} possui distribui¢do conjunta,
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Figura 3.1: Sistemas de vizinhanga A e B.

o

F(y:0,0) = [Jexpq 6% |- ), ﬁ10g<l—y(54)7“>
(k,0) (i,/) €Nk 0
Este é um modelo que pode ser utilizado em anélise de imagens com o par £ = (i, j)

representando a posi¢ao s(; ;) de um pixel.

3.4 Propriedades

Apresentamos algumas propriedades do modelo EKw multivariado proposto na
funcdo de excedéncia conjunta (3.2). Demonstragdes estdo descritas no Apéndice A ¢
foram desenvolvidas de forma minuciosa, que demandou bastante tempo, depois de vé-
rios célculos tediosos temos: Distribui¢do do minimo (A.T)); Distribui¢do marginal (A.2);
Dependéncia positiva (A.3)); Func¢do densidade conjunta (A.4); Funcdo densidade de pro-
babilidade por grupos (A.5)); Geragdo de vetores aleatério por grupos e Inferéncia
via méxima verossimilhanga por grupos (A.7).

Com a construgdo da classe multivariada para predi¢ao de taxas e proporg¢des, a

estrutura e propriedades serdo retomadas para constru¢do do modelo multivariado.
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Capitulo 4

O modelo multivariado para predicao

de taxas e espacialmente dependentes

Neste capitulo propomos o modelo EKw multivariado para a modelagem e pre-
dicdo. Esse modelo surge como caso particular do modelo Kumaraswamy multivariado
dado na Expressao (3.2), quando utilizamos como base a Kumaraswamy na forma padréo.
A estrutura e propriedades do modelo descrito no capitulo anterior serdo retomadas para

uma melhor compreensdo no contexto especifico de modelagem de dados.

4.1 Um modelo Kumaraswamy multivariado

Considere uma regido espacialmente continua D C R? na qual somente para um
conjunto S C D de posicdes fixas sy,83,...,5; € tempos t = 1,2,...,T sdo conhecidas as
medidas de interesse de um processo estocdstico Y = (Y1,...,¥%)".

O objetivo da nossa modelagem € ser capaz de fornecer a qualquer localizacao
so € Det > 1, em que ndo se conhece o valor da medida de interesse, a estimativa ?,(so)

a partir do processo observado Y;.

4.1.1 Construcao do modelo

Sejam s1,$7,...,8 as localizagdes espaciais, como por exemplo, L estagdes me-
teoroldgicas, em que para cada tempo ¢ € observado o processo estocdstico espacial
Y/ (s) = (Yi(s1),....Y:(sz))'. A varidvel ¥;(sy) =Y, € (0,1) representa uma medida de

taxa e propor¢do na /-ésima estacdo no tempo ¢ (semana, més ou ano). Considere U =
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{uj,uy,...,ups} C D, um conjunto com M localiza¢des espaciais arbitrarias proximas as
localizagoes s1,$;...,5.. Sejam {@(s¢,0y) = @y, :m=1,2,.. M e (=1,2,.,L}
constantes representando uma medida de distincia entre o par de localiza¢des (sg,u,,). A
regido D € particionada em M sub-regides/grupos com centros em u,,. Quanto mais pro-
ximo a localizag¢do s, estiver do ponto u,, maior serd @y ,,. Em cadaw,,, m =1,2,.... M

atribuimos varidveis aleatérias latentes E(u,,) independentes, isto é

E(u,,;) ~ oy,-estavel positiva.

O processo espacial {E(u,,) :m=1,2,...,M} é um campo aleatério latente cons-
truido por varidveis independentes @,-estavel positivas e € incorporado ao modelo para
capturar a dependéncia espacial entre os componentes do processo observado Y, (s). Para
acomodar essa dependéncia espacial, definimos K (log(||sy —w,||); T,) como sendo a fun-
cdo Kernel Gaussiana centrada em u,, e avaliada em s:

)i Tm) = Lexp (—(IOg(Hsg_umH))z) . T >0,

21Ty, 2712

K (log([[s¢ — uy|

A notagdo ||s; — u,,|| representa a distincia euclidiana da ¢-ésima esta¢do para o
ponto u,,. Os parametros T,, m = 1,2,...,M, sdo chamados de pardmetros de suaviza-
cdo da funcdo nucleo. Quanto maiores os valores de T, mais suave é o processo final
observado, (Cunha et al. (2017).

Os pesos @y, sdo definidos em fungdo de K(log(||sy — w|

);Tm), tal que 0 <
Wy <le ):%1:1 @y ,, = 1, similar ao descrito em Banerjee et al. (2004).

Para exemplificar nossa modelagem (Cunha ez al. (2017)), na Figura (.T)) apresen-
tamos uma regido D = [0, 100] x [0, 100] composta de 40 localizagdes arbitrarias (sy,S, ...,S40)
em que sdo observadas as medidas de interesse y; o. O conjunto U = {uj,u,u3,u4}
representa 4 localizagdes arbitrarias em que sdo alocados os processos latentes E (u,,),

m=1,2,3,4.
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Figura 4.1: Exemplo de representagdo espacial do processo de modelagem.

Para cada m fixo, definimos H,(m) (s¢) = oy mE(uy,)/0r, 0; > 0. Neste caso, dize-
mos que E(u,,) é um efeito espacialmente compartilhado por todas as estagdes meteo-
rolégicas proximas do ponto u,, € Ht(m) (s¢) é a contribuicdo desse efeito para a medida
na /-ésima estacdo proxima de u,, ajustado por um fator de larga escala temporal o;.
Assumindo que dado o valor do efeito aleatério {E(uy,) : u,, € U}, Yt(m) (s¢) |H,(m) (s¢) ~

Kw (1,Ht(';1) 151(150_2)) se H,(m) (sy) = 1 e sdo condicionalmente independentes para todo

(=1,2,....Lp,ym=1,2,.. Met=1,2,....T, Ky ¢ a mediana. Entdo,
(m) 1In(0,5)

- m m m Ht, In(1—xy) m
F (370001 (s0) = (1-57) ™ "0 <y < 1

t f

4.1)

em que 6, = (k¢,0;).

Para cada ¢ fixo, a distribui¢do condicional conjunta é dada por
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Deste modo, aplicando esperanca em ambos os lados, temos que
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Como E(uy,,) sdo varidveis independentes oy,-estéveis, resulta de (2.12)) que o modelo

marginal do processo observado € expresso por:

_ M [ L /@ 1n(0,5 A\ .
F(yt;et,a)zexp{—Z[—Z(@%T(_W))ln(l—yﬁ/))] } 0<y}) <1(4.2)

m=1 (=1

que representa o modelo Kumaraswamy G-exponencializado multivariado.

4.1.2 Propriedades

Nesta se¢do, apresentamos propriedades para o modelo EKw multivariado seme-
Ihantes as desenvolvidas no Apéndice A e acrescentamos outras, todas baseadas no con-

texto da aplicacao.

1. Distribuicio do minimo: Seja Sg C S ndo-vazio. Considere m e ¢ fixos e defina

Y™ (s0) = min Y, (sy).

$r€So
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Observe que,

F o (51,03 010,0m) = E {P <min Y,(8¢) > y1.0: 00/ H" (SZ)H
t,0 SgGSQ

Agora, como {Y;(s¢)|H;(sy) : Vsy € Sp} so varidveis condicionalmente independen-

tes com distribui¢do de excedéncia (4.1), vem que

Fy(rro (371,01 01,0, 0m) =

t,0

H P (Yz,e > V1,0 9r,0|H,(m) (Sg)>

E ]

SgGSo

= E{ H exp [—H,(m) (s¢)In (1 —y%)>
S/ESO

. Wy m IH(O,S) (m)

= E {exp E(um)sfezso o In(1— ) In (1 Y10 )

e, por (2.12)), obtemos a distribui¢do do minimo que é dada por:

aln
— ) Wy m ln(O, 5) (m)
Fym (31,03 81,0, 0m) = exp {— [— L oin(l—r) " (1-9)| t. 0<wmo<t.

0 s¢€So

. Distribui¢do marginal: Se S € unitdrio, entdo a distribuicdo marginal de Y; ; €

dada por:

@y ,,,1n(0,5)

o7}
Fyim (3,410, 0) = exp —[—ln(l—yf,”?)""““"”] L 0<y<1(43)

t,l

A fung@o mediana pode ser um preditor para umidade relativa do ar na /-ésima

estacdo e tempo ¢ pode ser dado por:

Sm) _ o _on(l-k) , 1/
Y, =1 exp{ —a)g7mln(0,5)< In(0,5)) (4.4)

. Densidade de probabilidade por grupos: Considere as L,, observacdes yt(m) que

compartilham E(u,,) e possuem distribui¢io conjunta

O
T (v ! COgmln() 5) m
F<yt( );ez,am):exp{— [ Z 0 In(1 — Ky) n<1_yt(7€)>] }
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Entdo, sua funcdo densidade conjunta € dada por

m L 1—Lm
f(yt( ); ela am) = a,[;lm (H w&mr(y&m; e)) e_Zt’mZLmam QLm (Zt,m7 am)- (45)
/=1

@), n(0,5)

In(0,5) ) (1 _y(m)) o In(T=xp)

o In(1—xy tl

m (0,5 oin
Zim = {Z[%:l [_w&m%m <1 —yf,’Z))} } » Q1(zm, Om) = 1 € para L, > 2

em que, Ot(m) ¢ o subvetor de pardmetros, r(y;,;0) =

L,—1—o d
QLm (Zt,m, OCm) = (u + Zt7m) Qmel (Zt,ma am) - Zt7m—QLm71 (Zl‘,l’lh am)-
am azt,m
Demonstracdo. E andloga a demonstracio do (A.5). [

. Geracao de valores da distribuicdo conjunta por grupos: Considere y,(m) =

(ve(s1),y:(s2),...,:(s,,)) com densidade conjunta (4.5). Introduzimos a seguinte

transformacao

(m) (m) (m) O
. Ui %) U L1 L (m)
(xt,lvxlﬂ’"'>xf,LM—1’Zl7m) = Ly (m) <L, .(m)’ " <L, .(m)’ th,é
Y20 XYy Y20y
em que vt(zl) = (—a)&m%m <1 —yfj?)) para ¢{ = 1,2,3,....L, e, obvia-
mente, Zﬁi] x; 0 = 1. Entlo,
Ay - ) Y

m
t,m>

1
(m) _ _(m)_om
Uyt =% 0 2m

axlj N avt(’;[) axt’[ - avl(:;l)

)

entdo, o jacobiano da transformacao (y;(s1),:(52),---»¥: (SL,,)) — (X¢e,1,%¢,25 3 X¢,L, 1 > Zt,m)

¢ dado por
Im_y
Z m
J= - o —.
Om (Hzil |w€7mr(y€,m; 0) ‘)
Segue que,
oLn—1
f('xt7l ) ""xtamel 7Zt7m) = F(Lm) X FTLm) QLm (Zl‘yﬂh am)efzt,m .

Assim, X,(m) e Z; m sdo independentes, e temos que Xt(m) ~ Dirichlet(1,1,...,1)
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simétrica, Frigyik et al. (2010), e Z; ,,, € uma mistura de distribui¢gdes Gamma com

pesos determinados por Qy,, (z¢,m, O ), Shi (1995)). Por exemplo, se L, = 2, teremos
Zim ~ (1 — oy )Gamma(l,1) + o, Gamma(2,1) e x; 1 ~ Beta(1,1).

1
Agora, da transformagao Ul('z) = x,(rZ)zt‘%, obtemos

(A)'[ ln(lfﬁg)

(m) xﬁzl/am In(0,5)

m M

Yiw = 1— [exp (— Py >] , 0=1,2,....Ly,.
,m

Entdo, apos a estimacao dos parametros, geramos valores das distribui¢do conjunta

X e Z e obtemos, Y através da transformacao.

. Um representacio hierarquica do modelo: Seja med;, a mediana do modelo

condicional (#.2)). Entdo, o modelo proposto, neste capitulo,

12 nivel:

Y; ¢|med; y ~ Kumaraswamy (1, med; ;)

29 nivel:

n(med, ;) = x(s¢) B + log <Ht(7r;)> (4.6)

em que, 7N (a) = —log(—log(a)) é a fungdo de ligagdo do modelo, n(xky) = x(s¢)
¢ uma medida de tendéncia ou locagdo do modelo, sendo X = (x1,xp,...,x.,) a
matriz do modelo, de dimensdo L,, x (p+ 1). Cada vetor x; = (X17,X2¢,...,Xp¢)
representa um conjunto de p—covaridveis associadas a /—ésima esta¢do € B =
(Bo, B, B2, .-, Bp)’ um vetor de pardmetros de regressao.

Pela Defini¢do o log(H; ¢) ~exp S (a,log(wyr)/0:,1). H;y é interpretado
como o efeito aleatério espacialmente compartilhado com variacdo temporal de

larga escala o;. Esse modelo serd utilizado no préximo capitulo, no contexto de

aplicacdo a dados de umidade relativa do ar.
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4.2 Estimacao dos parametros

Como os dados sdo condicionalmente independentes no tempo, a partir da densi-

dade dada em (4.5), obtemos que a fungdo log-verossimilhanga para o modelo proposto

@.6) ¢,

™0, 0m)]

1~
M=
=
0’
Py

1(0,a;y) =

7
3
)

I
™~
Mz

L, Ly,
<Lm log o, + Z log Wy m + Z logr(yﬁ,m; 0) - Zt,m)
/=1 /=1

N
I
_
3
I
_

1=
M=

+

m

L
(logzt,m - a_m log Ztm T+ log QLm (Zt,lm am)) .

N
I
—_
3
I
—_

A maximizagdo de /(0, &;y) por Newton-Raphson apresentou problemas numéri-
cos. Por isso, uma alternativa mais simples e que quase sempre converge € apresentada a

seguir via algoritmo (MCEM) discutido na Subseg¢do

4.2.1 Construcao do algoritmo MCEM para o modelo proposto

Considere y. = (y,E) o vetor de dados completos e @ = (0, ) seu respectivo

vetor de parametros. A funcdo de verossimilhanca completa é dada por:

L(9:y) = fOv.E:9)=/f(»;:0|E.a)p(E;a)

M T Ly
- 11 (anytg,w >) <Em;am>]

~

—

=1/=1

3

(m) log(0,5 )

LmH (—log(0,5)) o\ 1
1511 —log 1—xy) <1 yt(g)) o (1_))’(4)) P(Es Oin)

I
=
:]w

3
I}
[

Seja By, € (0,1) uma varidvel auxiliar tal que a distribui¢do conjunta de (E,,, By,)

1 ___Om
am - . ( 1— (Xm)

—E 1—am Bm —C(Bm)Em , Em > O
(1 - am) " C( )e

p(EmvBm; am) —

em que,

sin(7woy,By,) e sin{(1 — &) wB,,}
sin(7B,,) sin(To,By)

c(By) = {
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Entdo, marginalmente a B,,, E,;, é o,,-estavel Stephenson (2009).

Logo, a fungdo log-verossimilhanca completa ¢.(¢;y,.) é dada por:

M T Ly
le(9:3)=) ) {(log ) +1log(— log(0,5))—10g(—10g(1—Ke)))+H

Fazendo —IOg(—IOg(l — K'g)) = ﬁ() —I—[ﬂlxw —l—ﬁzng +... —|—ﬁpxpg € log(l - K'g) =

— e~ BotBrxietBovart-+Bpxpe) pa funco log-verossimilhanga completa temos,

M T Ly

1(0;y.,E ZIZMZ [log )+ log(—10g(0,5)) + Bo + Bixie + Baxae + vv. + Bpkpe —
m t

x log (1 —yt(”z)> o(BotBrxie+Prxast..ABpxpe) _ log (1 _y%))]

Z log(p(Em; o))

Entao,
Le(9;y,) =11(0;y. ,E)+lr(a;E) 4.7)

Para maximizarmos (4.7)), a seguinte proposi¢do tem o objetivo de calcular a dis-

tribuicdo condicional E|y, 8, & que serd utilizada no Passo E do algoritmo MCEM.

Proposicao 4.1. A distribui¢cdo condicional de E|y, 0, @ é dada por

M (m) 9))TL'"+1EHY;L’” —E,vm ( )(PO(Em,OCm)

p(Ely,6,a) H C(T Lyt 1)Eg (00 (Em, Om))

em que G ~ Gamma(T Ly,.1,0" (),
" (8) = X1 Xiry 0wy log (131"} ) elPotbrnitBurartBoap)

O

1
©o(Em, 0) = Ep, 1=om /0 c(Bm)e*C(B’”)E’" dB,,.

Demonstragcdo. Observe que por defini¢ao de distribui¢do condicional e por Bayes, temos

que
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f(Ely,0,a)

Como [; f

f(,E;0,0a)
f(y:0)
f(E;a) x f(y;0|E, a)
Jg, F(E;@) x f(y;0|E)dE,,

(E;a) x f(y; 0|E)dE,, é constante em relacdo a h, temos que:

p(Ely,0,a) = f(y;0|E,a)p(E;)
M /T Ly, ) Pm ™ log(0,5)elPotPretet PaxarteABppg)
o H HHE’" <1_yt€> P(Em; On)
m=1 t=1¢=1
M [ T Ln o o10805) ) (Bot+BrxygtBoxapt+Bpxpe)
e TT [Ex (T1TTe ™ = g P(En: 0n)
m=1 [ t=1/¢=1
N ﬁ ETLme E, Zz IZlm logG(Z)S a)[,me(ﬁo+ﬁ1xw+ﬁ2x2€+‘“+ﬁpxl’/ 10g< ytl )p Em o, :|
m=1
M
= [1I (ETLmeE'"D )GDO(Em,OCm))
m=1
%:1 (ETLmeEmU ( )(pO(EWham))
f ( 1l;:TLm —E 'l)( (Em’am)>
M (ETL ( Emaam >
mr:Il ( EXLne=Env™ (0) g (E,n. Ot )a’Em

Observe que

/E f(E;a) x f(y; 0|E)dE,, =

_ I(TL.+1)
~ 0(8)TLnt D(TLy, +1)

em que, 4 ~ Gamma(TL,, + 1
M

f(E|y,0,a) = H

m=1

como queriamos.

Agora, considere Q(¢)

0

(9 TLm—H

(PO Emaam)ETLme Env" )(e)dEm

J/

B[00 (Enm,0m)]

;00" (8)).

(9)>TLm+1E£LmefEmv(’”)(6) QDO(Em, OCm)

T(T L+ 1)Eey (90 (Em, )
O
= Eg|y.0,a(fc(9;y.)), entdo a partir da Proposigdo

41



temos

0(9)=01(0)+0x(a)

21

+Bo+ Bixie + Boxar + o+ Bpxpr) — Ep 0™ (9)}

em que,

L

Z log @y, + K 2 —log(oy) +1og(—1og(0.5))
/—1

M=
1=

01(0) =Egy.0.a(l1(0;y,E)) =
1

o~

m

M o 1 L
0s2(@) =Egy 0 o((2(@:E)) = ) <1Og <1 — ) - (1 p” )Em,2+06mT Zlog(%m>

=1

EEm‘y,97a(Em X (pO(Em7 am))
EEm\y,B,a((PO(Ema O‘m))

Em,1 =Eg|y,0,a(En) =

Eg,ly,0,a(10g Em X @0 (Em, On))
EEm\y,o,a((PO(Emvo‘m»

Emp = EE\y,O,a(IOg(Em» =

_ _Om

—om Eg,y.0 a(Em' " X @2(Em, Om))
E 3 — E E l—ocm E ;a — m )’7 ’
m, E|y79»a( m 2 (Em: ) ]EEm|y767a(q)0(Em7 On))

Essas esperancgas [, 1, > e I, 3 ndo possuem forma fechada e por isso serdo
aproximadas através de simulagdo de Monte Carlo em que E,;|y, 0, @ ~ Gamma(TL,, +

1,0(")(0)) (veja Mota (2017) Apéndice B) e

1 ‘ ~ o)
O1(Ep, Oy) = Epy '~ / ¢ (Byy)e < (Bn)En dB,,.
0

Desta forma, o algoritmo MCEM para maximizagdo de ¢.(@;y.) é da seguinte

forma:
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1. Passo E: Inicialize o processo iterativo com ¢(0) = (6(0), a(o)) e na c-ésima itera-
¢do, obtenha v(™ (8, gere { (B, E/¥): ju=1,2,...,N}, em que Ef ~ Gamma(T Ly, +
1,0 (8W)) ¢ Bl ~ U(0,1). Compute E*  E/*

Jk :
m1 mz,IEm3 e, finalmente, aproxime,

Em1,Em 2 € K, 3 por Monte Carlo,

Z IEm 1 Z Em 2 Z E
Jk 1 jk 1 jk 1
2. Passo M: Considerando —log(—1log(1 — xy)) = Bo + Bix1¢ em que xy indica a tem-
peratura de bulbo seco na /-ésima estacdo, entdo temos que o estimador de ma-
xima verossimilhanca para k; é K, = 1 —exp [—e_(ﬁﬁﬁle)} (por invariancia) para

0< Kk <1.

Ap6s algumas manipulacdes algébricas, obtemos diretamente, na (n + 1)-iteragdo

que os estimadores de maxima verossimilhanga para o; e o, sdo:

M L
~(nt1) 1 4 g 10g(0.5) CmY  amen 1
T ngu_zlEm’”Og(l &) tog (1307 & SRR+

4.3 Predicao para estado de atencao

Para realizar a predi¢do espaco-temporal, consideramos inicialmente os parame-
tros estimados na se¢do anterior (8, &) = (K, G, @).

Como para cada Y,(m) (s¢) ]H,(m) (s¢) ~ Kw (1 Ht( v m) %) Desta maneira, admi-
tindo a mesma distribui¢do para cada so € D, obtemos o seguinte preditor de probabilidade
para a faixa de porcentagem da umidade relativa do ar entre (20% e 30%) que indica o

estado de atencao.

P (0,2 < ¥, <0,3) = Fy(5)(0,30) — Fy(y (0,20) )
O m In(0,5) ~ Oy M . O
= eXp [— (— 1n(077) 6[ 11'1(1’9{)) ] —€Xp [_ (_ ln(o7 8) &t ln(l K'[)) ]

Segundo recomendagdes da Organiza¢do Mundial de Saide - OMS niveis abaixo

de 60% de umidade relativa do ar ndo sdo favordveis para a saide SGE-SP (2017).
Quando a umidade relativa do ar fica entre 20% e 30% ¢ classificada como estado de

atencdo (Pinto et al. (2008))).

43



Outra forma que pode ser utilizada para fazer as predicdes espago-temporais é
através do preditor da fung¢do mediana da distribui¢do marginal dada na Expressao (4.4),
sendo este assumido vélido para toda localizagdo sg pertencente a regido D. Isto é,

Sm) _ 4 _Gn(l—k) 1/
Y, =1 exp{ a)@mln(O,S)( In(0,5)) :

Em decorréncia da variacio climdtica da regido em estudo, a menor marca regis-
trada de umidade relativa do ar foi de 20%. As faixas de porcentagem da umidade relativa

do ar sdo descritas no capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Aplicacao do modelo proposto em dados

reais

Neste capitulo aplicaremos o modelo Kumaraswamy G-exponencializado multi-
variado (4.2)) no problema de predicao de umidade relativa do ar para o Estado do Ama-

zonas.

5.1 Sobre a umidade relativa do ar

A umidade relativa do ar (UR) € definida por Nascimento & Tubelis (1984), como
sendo a quantidade de dgua, na fase de vapor, existente na atmosfera. Segundo Da Silva
et al. (2007), a transferéncia de vapor para atmosfera € causada pela evaporagdo da agua,
a qual tem como fontes naturais as superficies de dguas, o gelo, a neve, a superficie do
solo além das superficies animais e vegetais.

O vapor d’agua que surge na interfase globo-atmosfera mistura-se ao ar, sendo
rapidamente transportada pelas correntes aéreas. Posteriormente, encontra condi¢des fa-
vordveis e, entdo volta ao estado sélido ou liquido na prépria atmosfera.

Para Oliverra et al. (2010), a UR € determinada pela radiacdo solar, que ativa os
demais mecanismos para a entrada de dgua sob forma de precipitacdo, bem como, pela
geracdo de calor. Sdo as varidveis climédticas as principais responsaveis pela entrada de
energia de sistema.

A umidade do ar € mais baixa principalmente no final do inverno e inicio da pri-

mavera, no periodo da tarde, entre 12 e 16 horas (Pinto ef al. (2008)). A umidade fica



mais alta:
e Sempre que chove devido a evaporacao que ocorre posteriormente;
e Em dreas florestadas ou proximas aos rios ou represa;
e Quando a temperatura diminui (orvalho).

O clima predominante no Estado do Amazonas € o clima equatorial, que é quente
e umido, com temperaturas bastante altas. A grande UR resulta da intensa evapotranspira-
cdo da enorme quantidade de dgua da rede fluvial, do alto indice de chuvas e da exuberante
vegetacao.

A temperatura média no Estado atinge 31,4°C, os meses mais quentes sdo agosto,
setembro e outubro e os indices pluviométricos variam de 1,750 mm e 3,652mm e a UR

anualmente varia de 80 a 90%, Ribeiro (2017)).

5.1.1 Interferéncias da umidade relativa do ar para saiade

Estudos voltados a entender o comportamento climatico vém ganhando importan-
cia significativa nos dltimos anos. Temas como aquecimento global, emissdao de gases na
atmosfera, indices pluviométricos, impactos da constante poluicdo, principalmente nas
grandes cidades, qualidade do ar, indices de poluentes, raios solares, efeito estufa etc.
estdo sendo constantemente debatidos e podem ser vistos em trabalhos de Magalhdes &
Zanella (2011)).

Tais topicos podem explicar uma série de fatores ligados a saude e as mudancgas
climdticas a entender o comportamento destas séries climaticas, por meio de estudos de
seus registros histéricos pode auxiliar na orientacio de adocao de novas politicas publicas.

Problemas decorrentes da baixa umidade do ar:

e Complicagdes alérgicas e respiratdrias devido ao ressecamento de mucosas;

Sangramento pelo nariz;

Ressecamento da pele;

Irritagdo dos olhos;

Eletricidade estatica nas pessoas e em equipamentos eletronicos;
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e Aumento do potencial de incéndios em pastagens e florestas.

De acordo com Pinto et al. (2008), alguns cuidados devem ser tomados observando-

se as faixas de porcentagem da umidade relativa do ar:

Entre 20 e 30% - Estado de atencao
e Evitar exercicios fisicos ao ar livre entre 11 e 15 horas;

e Umidificar o ambiente através de vaporizadores, toalhas molhadas, recipientes com

agua, molhamento de jardins etc;

e Sempre que possivel permanecer em locais protegidos do sol, em dreas vegetadas

etc;

e Consumir dgua a vontade.

Entre 12 e 20% - Estado de alerta
e Observar as recomendacdes do estado de atencao;
e Suprimir exercicios fisicos e trabalhos ao ar livre entre 10 e 16 horas;
e Evitar aglomeragdes em ambientes fechados;

e Usar soro fisiologico para olhos e narinas.

Abaixo de 12% - Estado de emergéncia
e Observar as recomendacdes para os estados de atengdo e de alerta;

e Determinar a interrupcao de qualquer atividade ao ar livre entre 10 e 16 horas como

aulas de educacio fisica, coleta de lixo, entrega de correspondéncia etc;

e Determinar a suspensdo de atividades que exijam aglomeragdes de pessoas em re-

cintos fechados como aulas, cinemas etc entre 10 e 16 horas;

e Durante as tardes, manter com umidade os ambientes internos, principalmente quarto

de criancas, hospitais etc.

Na Figura [5.1] é mostrado o diagrama de conforto humano da UR em fungédo da

temperatura. Fonte: | (Instituto Nacional de Meteorologia)
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Diagrama do Conforto Humano
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Figura 5.1: Diagrama do conforto humano

De acordo Marins (1998), é caracteristico do clima brasileiro durante boa parte
do ano, registrar altas temperaturas e altas umidades do ar o que recomenda cuidados
especiais para a prdtica de exercicios fisicos. As condi¢des climdticas podem alterar as

condigdes saudaveis dessas atividades e causar o surgimento do quadro de hipertemia ou

hipotermia.

5.1.2 Processo de obtenciao da umidade relativa do ar

De acordo com o| (Instituto Nacional de Meteorologia)), o psicometro mede a umi-

dade relativa do ar de modo indireto em porcentagem (%). Compde-se de dois termdme-
tros idénticos, um denominado termometro de bulbo seco (termdmetro de mercurio, com
seu bulbo apenas exposto ao ar), e o outro com o bulbo envolvido em gaze ou cadarco de
algodao mantido constantemente molhado, denominado termdmetro de bulbo imido (tem
seu bulbo envolvido com um condao umedecido em dgua a qual evapora, possibilitando

assim o calculo da umidade relativa do ar pela diferenca de temperatura).

De acordo com Barbiero (2004), a umidade relativa do ar (e) € a relagdo da pressao

parcial do vapor de dgua (pa) e a pressdo de saturacdo de vapor de dgua (pas) na mesma

temperatura e pressao atmosférica, dada pela equacao:

17,20 t
pas = 0,621 exp < s )

ta+237,3
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pa=—6,27 x 10~*(ta- tbu)

L, P2
pas

onde,
ta = temperatura do ar °C;
tbu = temperatura de bulbo timido °C;

A umidade relativa do ar € utilizada em (%), de acordo com a equacao:

UR =100 xe

5.2 Descricao dos dados

Para a realizacdo das andlises, foram obtidos os dados das estacdes meteoroldgi-
cas do Estado (Fig. (5.2)) disponiveis na Base de Dados Meteoroldgicos para Ensino e

Pesquisa do Instituto Nacional de Meteorologia | (Instituto Nacional de Meteorologia)).

Figura 5.2: Distribuicdo espacial das estacdes meteoroldgicas do Estado do Amazonas
segundo o INMET.
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Os dados referem-se a registros de umidade relativa minima do af| mensais obser-
vadas nos anos de 1998 a 2017 (T = 20 anos) nas L = 14 esta¢des do Estado distribuidas
em 13 municipios (o municipio Sdo Gabriel da Cachoeira possui duas estacdes: lauareté
e S.G. da Cachoeira) e monitoradas pelo INMET. A Tabela (5.1) mostra as coordenadas

geograficas (longitude, latitude e altitude) de cada uma dessas estagdes.

Tabela 5.1: Coordenadas geografica das estacoes meteoroldgicas do Estado do
Amazonas-INMET

Estacdes Meteoroldgicas Longitude Latitude Altitude

Barcelos -62,91 -0,96 40
Tauareté -69,2 0,61 120

S,G da Cachoeira -67 -0,11 90

Fonte Boa -66,16 -2,53 55,57

Tefé -64,7 -3,83 47
Benjamin Constant -70,03 -4.38 65
Eirunepé -69,86 -6,66 104
Labrea -64,83 -7,25 61
Coari -63,13 -4,08 46
Codajés -62,08 -3,83 48
Manicoré -61,3 -5,81 50
Manaus -59,95 -3,11 67
Itacoatiara -58,43 -3,13 40
Parintins -56,73 -2,63 29

A partir desses dados, consideramos a menor umidade relativa minima anual do
periodo - agosto, setembro e outubro - que representam os meses mais quentes do Estado.
A Figura (5.3) mostra o comportamento desses dados para o periodo considerado. Ob-
serve que a menor UR foi 20,0% registrada no ano de 2004 na estacdo de Labrea e em
2010 na estagdo de Codajds, enquanto que a maior foi 87% observada no ano de 2017 na

estacdo de Benjamin Constant.

'Nas estacdes meteorolégicas sdo feitas leituras das umidades relativas do ar em trés horarios pré-
determinados pela OMM (Organizag¢do Meteoroldgica Mundial), que sdo chamados de "hordrios sindticos".
Somente nestes trés horarios temos os valores de umidade relativa do ar (UR), além da média das trés
observacgdes. Eventualmente no horario das 14 horas local € quando ocorre a UR minima didria.
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Figura 5.3: Séries de niveis minimos de umidade relativa do ar anuais observadas nas 14

estacdes meteoroldgicas do Estado do Amazonas no periodo de 1998 a 2017.

Na Tabela[5.2] estdo apresentadas os resultados das estatisticas descritivas dos ni-
veis minimos de umidade relativa do ar para cada estacdo meteoroldgica. Observa-se na
Tabela que o menor valor do coeficiente de variagao (CV ) foi 11,25% para Benjamin

Constant e o maior, 24,0% para o municipio de Labrea. Conforme a classificagcdo dos li-

mites do CV propostos por(Warrick (1980), a variabilidade dos dados, em todas estacdes,

foi classificada como média, apresentando valores entre 12% e 60%.
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Tabela 5.2: Estatisticas descritivas dos niveis minimos de umidade relativa do ar nas

estacOes meteoroldgicas, no periodo de 1998 a 2017.

Estatistica descritiva (%)

Estacdes Minimo Desvio padrio Mediana Média Coeficiente de variacdo (%) Maximo
Barcelos 36,00 8,17 51,00 52,60 15,53 73,00
Javareté 48,00 10,92 56,50 55,60 19,64 65,00
S. G. da Cachoeira 36,00 6,87 48,50 48,85 14,06 72,00
Fonte Boa 22,00 7,81 50,50 50,65 15,42 68,00
Tefé 37,00 6,39 48,50 48,65 13,13 63,00
Benj. Constant 41,00 6,35 52,50 56,45 11,25 87,00
Eirunepé 28,00 8,96 50,00 49,35 18,16 59,00
Labrea 20,00 9,06 37,00 37,75 24,00 49,00
Coari 32,00 6,51 44,00 43,20 15,07 55,00
Codajas 20,00 8,39 47,50 47,85 17,53 68,00
Manicoré 31,00 7,26 41,50 43,15 16,83 59,00
Manaus 34,00 7,04 44,50 46,15 15,25 63,00
Itacoatiara 36,00 9,39 45,00 45,35 20,71 45,35

Ainda na Tabela[5.2] observa-se que as estagdes apresentam, em média, os meno-

res valores de umidade do ar, sendo Labrea com a menor média (37,0%). A média dos

niveis minimos de umidade do ar nas estacoes oscilou entre 37,0% e 56,45%.

As estagdes meteoroldgicas foram dispostas em M = 3 sub-regides/grupos com

centros, respectivamente, em uj, U, € uz em que alocamos as varidveis latentes ;-

estaveis, m = 1,2,3. Essa divisdo foi feita de acordo com o regime pluviométrico para o

Estado|Quadro (2017). A composicdo desses grupos € mostrada na Figura (5.4). Observe

que Ly =5, Ly = 3 e L3 = 6, representam a quantidade de estacdes proximas a uy, up e

u3, respectivamente.
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Figura 5.4: Divisdo das estacdoes meteoroldgicas em 3 sub-regides com centros uj, up €
u3. Os pontos com os mesmos simbolos pertencem a mesma sub-regiao/grupo.

Como a distincia entre as estacdes sdo grandes, pois o Estado do Amazonas apre-
senta extensoes continentais, 0S pesos @y ,, foram normalizados utilizando a Expressio

(4.1) e representando da seguinte maneira

K(log(||s¢ —wm||); Tm)
M K(log(||se — Wnl]); )’

m=1,2,3.

‘m —

Os parametros de suavizagao 7,,, m = 1,2,3, foram estimados por:

;Vsy ~ upy, }
)

1
. 4 \5 ™ —u,||)—M —u,
= (i) Mellls—nal) el 123

3L 0,6745

em que Me indica a mediana Bowman & Azzalini (1997).

5.3 Resultados do modelo

Nesta secdo, apresentamos os resultados referentes a aplicacdo do modelo Ku-

maraswany multivariado no problema espaco-temporal de umidade relativa do ar. Os
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parametros do modelo foram estimados usando o algoritmo MCEM descrito na Subsecao
(@.2).0 algoritmo foi implementados no software R R (2017).

A Tabela (5.3) mostra os valores estimados para o parimetro «.

Tabela 5.3: Estimativas do parametro &

Parametros Estimativas

o 0,15
(073 0,72
o3 0,43

Percebe-se que todas as estimativas 0, indicam uma razodvel dependéncia entre
as observagdes pertencentes a mesma sub-regido com centro em u,,. Essa dependéncia é
esperada desde que estamos trabalhando com dados medidos em estacdes meteoroldgicas.
Note que as observacdes pertencentes a sub-regido centrada em up s@3o menos espacial-
mente dependentes que as demais. Isto porque as estagdes pertencentes a essa sub-regiao
sdo as mais distantes uma das outras.

No que diz respeito, a predi¢do do menor valor da UR em cada estacdo, ky, este foi
estimado com o auxilio de regressdo ndo linear, em que usamos como varidvel regressora
a média das temperaturas de bulbo seco (°C) x(s) de cada estacdo meteoroldgica. Os
valores estimados para os pardmetros 3y e B; foram, respectivamente, Eg =1,656493 ¢
El = 0,004610503. Aqui, o parAmetro 3y representa o gradiente horizontal de umidade

relativa e o parAmetro ; o gradiente vertical. Deste modo, temos que

/,E(g) =1— exp _e—(l,6564934—0,004610503)@)

A variagdo em larga escala, oy, estimadas para cada tempo € descrita na Tabela
(5.4). Percebe-se que durante os 20 anos avaliados foi estimada uma variagdo média de

aproximadamente 0,86% em torno da umidade relativa do ar.
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Tabela 5.4: Estimativas do parametro de larga escala temporal

Parametros Estimativas | Parametros Estimativas
o1 0,9579733 O11 1,3333160
(o2) 0,6423506 o1 1,0177888
03 0,9788864 o13 0,6079223
o4 1,3842883 Ol4 0,5999210
Os 0,5073724 o5 0,5100196
O6 0,7368799 O16 0,1978524
o7 0,6721836 o17 0,7173672
o3 1,0275379 o138 1,2725584
09 0,9143790 O19 1,3343123
O10 0,7809492 020 1,0156240

Com estes parametros estimados obtivemos as umidades relativas do ar preditas
utilizando o preditor dado na Secdo (4.3). Apés a realizagdo das predi¢des em cada muni-
cipio, o pacote kriging do software R R (2017) fo1 utilizado para a suaviza¢do dos mapas.
As Figuras (5.5)), (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9) apresentam resultados gerados pela aplicagio
do modelo para os ultimos 20 anos (1998 - 2017) para o estado de atencdo. Podemos per-
ceber que a probabilidade de ocorréncia do estado de atencdo € muito pequena na regido
Norte do Estado (1% em média), enquanto que esta tem maior incidéncia na regido Su-
doeste (15% em média). Com este resultado percebe-se que o estado de atencdo € muito

improvéavel de ocorrer no Estado do Amazonas, devido as suas condi¢des climéticas.
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Figura 5.5: Predicoes de probabilidades para o estado de aten¢ao (%) no Estado do Ama-
zonas 1998-2001
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Ano 2002 Ano 2003

N AN
- 15 _ 15
(] ‘I\' — [} CI\I |
3 | 10 3 ] 10
g o | 8 o |
! 5 ! 5
o . o
— — — —
I T T T I T I I
-70 -65 -60 -70 -65 -60
Longitude Longitude
Ano 2004 Ano 2005
N AN —
- 15 _ 15
) t?l _ (] CI\J |
3 | 10 3 ] 10
g o | 8 o _
! 5 ! 5
o " o ;
- — — —
I I | I I I I I
-70 -65 -60 -70 -65 -60
Longitude Longitude

Figura 5.6: Predicoes de probabilidades para o estado de aten¢ao (%) no Estado do Ama-
zonas 2002-2005
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Ano 2006 Ano 2007
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Figura 5.7: Predicoes de probabilidades para o estado de aten¢ao (%) no Estado do Ama-
zonas 2006-2009
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Ano 2010 Ano 2011
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Figura 5.8: Predicoes de probabilidades para o estado de aten¢ao (%) no Estado do Ama-
zonas 2010-2013
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Ano 2014 Ano 2015
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Figura 5.9: Predicoes de probabilidades para o estado de aten¢ao (%) no Estado do Ama-
zonas 2014-2017

Uma medida importante quando trabalhamos com varidveis ambientais é o tempo

de retorno, que € defino por

em que F(y;0) é a fungdo de excedéncia marginal.

Pela Equagdo (4.3)) temos que o tempo de retorno é calculado por

_ - /G
A(m)_ _ _Gll’l(l—Kg) _ l
=1 eXp{ onin(0,5) | "\ 7

em que, 6; = G.
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Os niveis minimos de umidade relativa do ar anuais esperados para os tempos
de retorno de 20, 40, 60, 80 e 100 anos, obtidos via distribuicio Kumaraswamy G-

Exponencializada multivariada podem ser observados nas Figuras a
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Figura 5.10: Niveis minimos de umidade relativa do ar no grupo 1, para diferentes tempos
de retorno.
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Benjamin Constant Eirunepé Labrea
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Figura 5.11: Niveis minimos de umidade relativa do ar no grupo 2, para diferentes tempos
de retorno.
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Figura 5.12: Niveis minimos de umidade relativa do ar no grupo 3, para diferentes tempos
de retorno.

Verificou-se no municipio de Barcelos na Figura (5.10) que para os tempos de
retorno de 18 e 20 anos, previu valores minimos de umidade relativa do ar de 10% e
5% respectivamente. No municipio de Eirunepé na Figura que para os tempos de
retorno de 20, 40 e 60 anos, previu valores minimos de umidade relativa do ar de 33,9%,
13,4% e 6,4% respectivamente. No municipio de Manaus na Figura (5.12) que para os
tempos de retorno de 10 e 20 anos, previu valores minimos de umidade relativa do ar de
23% e 4,4% respectivamente. De acordo com a escala empirica de umidade divulgada
pelo Pinto ef al. (2008)), as previsdes obtidas se encontram na faixa de aten¢do (entre 20%
e 30%), sendo sugeridas para essa faixa algumas recomendagdes quanto aos cuidados a

serem tomados com a satde e as agdes a serem realizadas pela defesa civil.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Nesta dissertacao construimos uma classe de distribui¢des multivariadas para da-
dos possivelmente correlacionados (por grupos, objetos e/ou individuos) chamada Ku-
maraswamy G-Exponencializada, denotada por EKw. A classe foi caracterizada por sua
funcdo de excedéncia e construida através de distribui¢des o,-estaveis positivas. A de-
pendéncia espacial neste modelo foi mensurada por grupos. Para isso, as medidas de
distancias foram calculadas através da funcdo Kernel Gaussiana. As varidveis latentes
foram incorporadas ao modelo para capturar a dependéncia de interesse. Apresentamos
algumas de suas propriedades como, por exemplo, a distribui¢io do minimo e a geracao
de vetores aleatdrios por grupos e, além disso, discutimos métodos para a estimagdo e
inferéncia dos parametros. Como um caso particular, propomos o modelo multivariado
para a modelagem e predi¢do da umidade relativa do ar. As propriedades deste modelo
foram apresentadas de maneira semelhante as do modelo geral e outras foram acrescen-
tadas, todas no contexto temporais e ou/ espaciais. O modelo proposto € positivamente
dependente, ou seja, o modelo serd negativamente dependente se a formulacdo algébrica
for tratada através da funcdo F(y;0,a). A fungio de densidade de probabilidade multi-
variada foi obtida através da derivada da F(y; 0, e ). Devido a complexidade analitica da
densidade conjunta para estimagdo de parametros foi usado como alternativa a obtengao
dos estimadores via MCEM.

O foco da nossa aplicacao foi a andlise dos dados de umidade relativa do ar ob-
servados nas 14 estagdes meteorolégicas do Estado do Amazonas, nos anos de 1998 a
2017 do periodo considerado quente - agosto, setembro e outubro, obtendo o nivel mi-

nimo de UR e a temperatura maxima associada ao nivel. A baixa umidade significa que



o ar que a populacdo do Amazonas respira contém apenas 20% de dgua e os outros 80%
sdo de particulas s6lidas como mondéxido de enxofre, gds carbOnico e outras substancias
prejudiciais a saide. O nivel aceitdvel de 60% ¢é estabelecido pela Organizagdao Mundial
de Saude (OMS). Os menores niveis de umidade relativa do ar verificados pelo tempo
de retorno para os municipios de Barcelos, Eirunepé e Manaus, podendo essas previsoes
serem utilizadas no planejamento de acdes dos 6rgaos de saude e da defesa civil.

Com base neste trabalho, algumas abordagens futuras podem ser desenvolvidas:
1. Estudos de simulacoes;

2. Testar hipoteses e construir intervalos de confianga para os pardmetros do modelo

Kumaraswamy G-Exponencializado através do método Bootstrap paramétrico;

3. Aplicar o modelo Kumaraswamy G-Exponencializado multivariado para modelar
dados de saude publica e confiabilidade (Andlise de Sobrevivéncia multivariada

para dados dependentes);

4. Considerar as observacdes dependentes tanto no espago quanto no tempo (série

espago-temporal multivariada);

5. Estudo de simulagdo para estabelecer a melhor divisdo das estagdes meteoroldgicas

além do previsto pelo regime pluviométrico para o Estado;

6. Versdo Bayesiana do modelo Kumaraswamy G-Exponencializado.
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Apéndice A

Propriedades

A.1 Distribuicao do minimo

Considere Y ~Kumaraswamy G-Exponencializada. A distribuicdo do minimo so-
bre qualquer subconjunto Sy C S pertence a mesma classe Kumaraswamy G-Exponencializada.
Para esta propriedade temos que Y (s;)|Hg(S1),...,Y (sp)|Ha(sr) sdo varidveis aleatdrias

condicionalmente independentes com distribuicao £Kw multivariada, entdo:

F(c;0|Hg) =P (sénéisr}) {Y(s1),...,Y(s¢)} >c; 0|Ha)

H P (y(s¢) > c;0|Ha(sr))

S/ES()

_ H Eg(c;e)]Ha(Sz)

S[ES()

Toe{ il

s¢€So

1
- {‘SESOH“(S”“’g o] }
M 1
= exp {— Z Z 0n(s¢)Eq,, (0y)log {m} }

s¢eSom=1

Iy 1
:ﬂexp{_Eam@m) Y, On(se)log {m] }

sr€Sp
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Aplicando a esperanga e em seguida a transformada de Laplace (2.12)) temos

E( (C. | )) ﬁ [ E (" ) z u)m(Sg) log <—>_
F(c; 0 Hg = E lexp _ o \Bm ; (1 - C‘w)‘ ‘ .

B M r . ( ) 0) (Sf) 1()g (—>_

= I I1 E eXp _ o, um ; :0 m <| _CAZ)BZ ] .

Portanto a funcao de distribui¢do do minimo é:

= ﬁeXp{— [— Y. @n(s)Bylog (1—&4)] } (A1)
m=1

sr€So

A.2 Distribuicao marginal

Seja So = {s¢}, pela propriedade (A.1)), a distribui¢do marginal de Y (s;) é dada

por

F(y(s);0Hg) = F(y(s¢);0|Ha(se))
1
= exp {‘Ha@f”(’g [W] }

u 1
= exp{ mgﬁ m(S¢)Eq,, (W) log {—(1_%8()%)&} }

Aplicando a esperanga em ambos,

E (F(y(s0);0[Hy)) =

il 1
{e"p [ Z (50t o (W)] }
- Lo - s (=55
fi=f

o Fanlumonsotos [m} 3

Aplicando a equacgdo (2.12) a transformada de Laplace,

Hexp{ [ @ (s¢)Belog (1 y(Sp)M)i|am}.
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A.3 Dependéncia positiva

Para o caso geral, Shaked (1982)) define Y (s1),...,Y (sz) s@o positivamente depen-

dentes quando

F(y(s1),---,¥(s.))
[Te F(v(s0))

Agora, de forma similar a constru¢ao do modelo, tem-se que

F(y(s¢);0Ha) = F(y(se);0|Ha(se))

= exp {—HO‘(SZ) log {m} }

1
= eXP{— 1wm(sf)E“m(“’”)log[1—(1—y(5e)”)ﬁf]}.

Aplicando a esperanga em ambos membros temos,

M=

m=1

= E{nﬁ[leXp[ Eq, “’")wm(sg)log(1—(1—;54)”)&)}}
_ IA_:I { Eam(um)wm(Se)log[1_(1_;(54)@&,”}'

E pela transformada de Laplace (2.12)) temos,

E(F(y(s):6/Hq)) = E{p[ L On(s0)Ee, “m>1°g<1_<1_1 . )]

H exp{ = [~@nlstog (1-(1-ys™)") |7} a2
Pela construcdo das expressdes (3.1) e (A.2), temos que

Paio.e)  Thew{- [-xh ontsotog (1- (1-y0*)7 )]}

HILZIF(y(Sg);O,a) HE 1H 1eXP{ [ a)m(Sg)log(l—(l—y(sé)lz)ﬁé)}am}

Definindo d,, ((0) = — @y (s¢)log [1 —(1 —y(s@)lf)ﬁf] > 0. Assim, a razdo serd
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dada da forma,

%:167(10{_ (Zézldm,f(e))am} _ exp{—zf,"f:l (Zﬁzldm,f(m)am}
T T exp { — (dne(0)) "} exp{—E0 TF | (dne(6))™ |

M [ L Otm
= eXP{— Y (g_zldmx(e))

m=1

N
= exp{ f [i (d0(8)) ™" — (Lild,nve(e)) ] }

m=1 | (=1

Aplicando o logaritmo, temos

log< F(y:0,0) ): 3 [Z(dm,g(e))“"’— (idm,e(0)>am]-

[T7- F(¥(s0): 0, @)

Observa-se que

L L Gin
Z (dm,e(e))a’" - <Z dmj(e)) >0 se O<a,<1, m=12,....M.
=1 (=1

e zero se O, = 1, m=1,2,...,M. Portanto, a propriedade (A.3)) estd satisfeita, ou seja,
o modelo proposto € positivamente dependente e de forma similar é dito que o modelo é
negativamente dependente se toda esta formulagdo algébrica € tratada através da fungao

F(y;0.).

A.4 Funcao densidade conjunta

A fung¢do densidade de probabilidade multivariada f(y; @, e) de uma fungio de
distribui¢do multivariada pode ser obtida pela diferenciac¢do da fun¢do de excedéncia mul-

tivariada com respeito a cada varidvel. L1 (1997) mostrou pela seguinte férmula:

La(L)F(yv 67 a)

f(y;eaa):(_l) ayl ayL

=F(y;0,0)D; 5, 1(y;:6,0), (A.3)
em que

d
D172-,~~,L(y; 67 a) = DI,Z,....,(L—I)(y7 07 a)DL(y7 97 a) - 8_yLD1,2,....,(L—l)(y7 07 a)
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e, usando a funcdo de excedéncia conjunta (3.2), com

O (8) = —@n(s1)Brlog (1 - y(s0)™ ). (A4)
prova:
Folv- M L O~
%yf/a) = F(»;6,a) mZ:ll O (— Z @m(s¢) Belog <1 —y(Sz)M>>

A—1
—Op(s¢) (—_liﬁfyiizi)m )]
oo [ FB M) - N
= —F(y.0,a) (%) mZ] O O (S¢) <—ﬁ:21 @m(s¢)Belog (1 —)’(Sé)l)) :

Usando as equacdes (2.6) e (A.4), obtem-se

=—F(y;0,a)r(y; 0

L oy —1
SE) (Z Um,€(6)>
(=1

—1
Sendo que ¢(y; 0, a) = Z%I:l Ol Wy ¢ ():%:1 Um,z(o))a ;

Dg(y;e,a):r(yg;G)C(y;G,a), para £:0a1727"'7L € DO(ya67a>:1alOgO

HME

=—F(y;0,0)r(y;;0)c(y; 0, ).

IF (y:60,@))

;0,a)D)(y; 0, a
v, —F(y )D((y:; 6, a)

:_exp{ Z[ ; so)Blog (1-(s0)*)

m=1

alﬂ
}Dg(y;e,a).

A quantidade r(y(s¢); 0) é chamada taxa de falha de base. Entao Dy(y; 0, &) pode
ser interpretado como um modelo para taxa de falha proporcional (ver Kundu & Gupta
(2010); [Kundu et al. (2014)).

E vilido para qualquer ¢, entio para L = 2, temos:

M=

[ i“’m (s ﬁ410g<1— (s )M)rm}

F(}’h)’% 9, a) = exXp {_
(=1

m=1



282F()’17)’2; 67 a)

fO1,y2:0,0) = (—1)

dy10y2
_ i <8F(y17)’2, 67 a))
dy> dy '

Note que

OF (y1,y2:0,a)
ayl

= _F(yhyz; 67 a)’”(yl; 6)C<y17y2;0, a), entao
2

0 _
fO,)2:0,a) = g[—F(yl,yz;O,Ot)r(yl;ﬂ)c(yl,yz;e,a)].

Definindo D (y1,y2;0,¢) = r(y1;0)c(y1,y2; 0, &) e aplicando a regra do produto, logo

0 — — 0
f,y2:0,0) = T[—F(yhyz;e,aﬂD1(y1,y2;0,a)—F(yl,yz;O,a)a—yzD1(y1,yz;0,a)

= —[-F(1,52:0,a)r(y2:0)c(y1,2:0,@)| D1 (y1,y2: 0, &)

QO

9}

0
—F(y1,y2:0, a)a_yle()H,yz; 6.a)

= F(y1,y2;0,a)D2(y1,y2,0,a)D; (y1,y2;0,0) — F(y1,y2; 0, )

d
X =—Di(y1,y2:0,
7 11,32 )

_ Jd
= F(y1,y:0,a) {D1(y1,yz;0,a)Dz(y1,yz;O,a)—a—yle(yl,yz;O,a)]

= F(y1,y2:0,@)D12(y1,y2; 0, @), logo

M 2
f132:0.0) = exp{—Z [— on(s()Brlog (1-y(si)*)
/—

m=1 1

an’l
}Dl,z(yl ,y2;0,a), em que

Di12(y1,y2:0,0) = [Dl(yla}’%eaa)DZ(ylaYZ;eya) — aiyle(M,yz;e»a)}
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Portanto o resultado € vélido para L = 2. Agora fazendo para L =3

f1,y2,3:0, )

f1,y2,53:0, )

em que,

30°F(y1,2,3:0, @)
dy19y20y3
0 zazf(ybyz,y%@,a)}
-2 (=1
( )8y3 [( ) dy19y2
0

“on [F(y1,52,73:0,0)D12(y1,2,73: 0, )]

(=1)

a Fnl p—
[—a—%F()’h)’z,%; e, a):| D172(y1,y27y3;97 a) _F(y17y27y3; 07a)

d
X=—D12(y1,y2,53; 0,0
a)’3 ’ ( )

F(y1,y2,53:0,@)D3(y1,y2,y3;0,0)D1 2(y1,Y2,73; 0, &)
—F(y1,2,73: 6, a)ai%DLz(yhyz,m;B, a)

F(y1,y2,53:0,)

x [Dl,z(yl,yz,ys;O,a)D3(y1,yz,y3;9,a)—iDz,z(yl,yz,ya;e,a)}

dy3
F(y1,52,3:0,a)D123(y1,y2,3: 0, @), logo

M 3
CXP{— ) [— @m(s¢)Belog (1 —Y(Se)M)

O
D1,2,3(}’17)’27)’3§0aa>7
m=1 =1

2

D1,2,3()’la)’2a)’3;97a) = [01,2(3’173727)’3;97a)D3()’Ia)’2a)’3;97a) - ay3D1,2(y17)’2aY3267a> .

Logo, o resultado também € vélido para L = 3. Suponha agora que o resultado € vélido

para L = k, para algum k > 2. Isto é,

FO1,52, 09630, 0) = (—1)

Dl,2,....,k()’17-~-7yk§ 07“) =

kgkf(yla ceens Yo 67 a)
8y1...8yk

=F(y1,52,-,56:0,0)D1 5 i(y1,-..y%: 0, &), de modo que

g(ylay27"'7yk;eaa)

= ¢ a taxa de risco multivariada.
G(yhyZa ces Yk 07 a)

Agora mostrando que vale para L = k+ 1,Vk € N*. De fato, pois

FOLY2 Yk 1:0,0) = (—1)

k+1 8k+1F(y17""ayk7yk+l; 67 a)
9Y1...0yk0 Ykt 1

:(_1) J <(_1)kakf(yl7""7yk7yk+1;67a))

IVi+1 dy1...0yx

Jd -
= _a [F(yl,----7)’k>yk+1§6,a>D1,2,...,k()’17---,ykayk+1§97a)] :
Yi+1
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Assim,

f(yl,yZ,---,yk,yk+1;e,a) = F(y17""7yk7yk+1;e7a) DI,Z,...,k(yh"'7yk7yk+1;e7a)

3)’k+1

—F (Y1, s Yk Vi1, 0, 0) Dia k1Yo Yit1: 0, @)

a)’k—H

F(y17 ;)’k7Yk+1§9,a) [Dl 2.,k ()’1, 7)’k>yk+1;6,a>

Dir1(V15 - Vi Y150, @) — Dio. k(Y1 Vi Yit1: 0, 0)

Vit 1
f(ylayZ; <oy Yiy Yi+15 67 a) = F(y17""7yk7yk+1; 67 a)Dl,Z,...,kJrl(yl)~"7yk7yk+1;07 a)

Portanto, o resultado € vélido para todo k > 2. Essa forma recursiva da densidade

pode ser conveniente para programac¢do computacional.

A.5 Funcao densidade de probabilidade por grupos

Suponha que as L,, observagdes y(s/), para £ = 1,2,...,L,, que ocorrem nos M

grupos (pontos e/ou dreas, dependendo de d e p) distintos, sdo independentes. Entdao
M
Ya e a = H Ym’ 0m7 am onde

F(
M Ly, Oim
(Ym’ 0, am = exp{ Z [_; a)m(Sg)ﬁmlog (1 _y(sg)lm)] }
m= =3\

:exp{ Zm’ (s ﬁmlog<1— (s )l”'>]am}.

Sua func¢do de densidade € dada por

1

Lﬂl

S (Ym O, Cm) = 0" (me se)r Bm)> exp{—zn}am © " 0L, (2m, Om), (A.5)

em que y,, € o subvetor de observacdes que ocorrem nos m = 1,2,..., M grupos (pontos

O

e/ou dreas), 0, é o subvetor de parametros, pela equagao (A.4)) definindo z,, = (ZZI U, g(gm))
, 01(zm,0y) =l paraL, =1 e

L,—1—q 0
QLm (Zma am) = < = m +Zm) QLm71<Zm7 am) —Zm Qmel(Zma Olm), Ly > 2.
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A Expressao dada em (A.3)) € obtida através da propriedade (A.4) com derivadas recursi-
vas para cada m fixo e a fun¢do Qy,, (zm, 0,) € um polindmio de ordem (L,, — 1) em z,,

obtida de forma similar em |Shi (1995)). Sendo assim,

1 Lin aLmF(ym; ema am)
dy10y,...9yr,

F(Ym: Om, Om) =exp{—zm} € f(¥miOm, 0m) = (
Note que

ayf B aZm 9)74

, talque

OZm _ OZm y U,y
dyr Ve dyr

Logo,

aF(ym; ema am)
dye

Lo Oy —1
= —exp{—zm} On (Z vm,zz(ﬂm)> (=@ (s¢)) (=r(y(s); Om))

/=1
1—-L
= =0 O (5¢)r(¥(s¢); Om) exp{—2zm} zm ™"
prova:
Vamos usar o principio da indug¢do finita sob L,, > 2. Com efeito, para L,, = 2,

temos que pela Expressao (A.3),

OV (i, Y205 OmsOin) 9 ( IF(im, Y203 Oy i)
ms m;em,am = (-1 2 myJzm> =y m) ( msyY2ms> Ym, m)
FOim,y2 )=(=1) E I Ty o

Logo,

ayZm
d . 1-+ 9 1-L
X e Mz e M——z, "
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1 1

= — 04 Dy (81).7(¥(81); 01) {—ama)m(sz)r(y(sz); Gm)efz’”z,i; o rm e (0, — 1)
2 p—2
X <g_21 Um,e(em)> (—@m(s2)r(y(s2); Om))
2 2 2 2
= o (;] Om(8¢)r(¥(se); e,,,)> N 2y — 02 <H @m(se)r(y(se); Om)> ez
=1

2
+ oty (H @m(se)r(y(se); 6m>> gy O
=1

-2 1
FOtm>Yam: Om, Om) = OC,% waﬂ(SZ)r(y(sﬂ);em)) e zm (Zm—l—l—a_)

_2

2
S (¥ms O, 0m) = o | [T @m(s0)r(v(se); Om)

2 : —Zm l_ﬁ 2_1_(Xm
= Gy ﬂwm(sé)r(Y(SE),em)>e g (a—m+zm>

onde

- d
QZ(Zm, am) = (2(11—mam +Zm> Ql (Zm7 am) - Zmle (Zm7 am) c Ql (Zm; (Xm) =1
e, portanto, o resultado € valido.
Suponha agora que o resultado é vdlido para L,, = k com k € N*, para algum k > 2, isto
é,

k

k
S
f(ylm; <o 7ykm;6m7am) = O"IZ (H C()m(Sg)r(y(Sg);em)> ¢ Zmzm Qk(Zm,Otm),
/=1

Devemos provar que vale para L,, = k+ 1, Vk € N*. De fato, por diferenciag@o recursiva

temos que

ka1 9<k+l)F(YImaYZm» "'aykmay(k+l)m; em? (Xm>
OY1mOYam-- Vi, OV (k4 1)m

f(ylmayZma "'7ykm7y(k+l)m;om7am) = (_1)

_ a <(_1)k8(k)F(YIma)’2m7---;)’kmv)’(k+1)m§em>am>

aylmaayzma "'aaykm
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k

[ocrIZ (T, @m(50)r(y(50); Om)) € 2 ™

Ok (zm; Om ] =—ak
ay(k—i—l)m k< )

k 0 _ 1— -k
X (me(sé)r(y(sﬁ)§0m>> [ e Mz Qk(Zm,OCm)]

k

k
—a, (me(Se)r(y(sf);e'")>[ O (e Yo ™ Oz, O) + €
=1

0 _ k.
X —(ZIL oim Qk(Zma am))]

1 k

k
_O‘rl; (H wm(SK)’”<)’(SZ)§9m)> {_O‘mwm(skﬂ)r()’(skﬂ);em)e_zmzrln_am , o " Q1 (Zm, Oy
=1

0 170% 1-&

+e o Q Zmaam +Zm Q Zmaam
ay(k+l)m k( ) \ay(k+1)m k( )
(@
sendo,
J J aZm
a Ok(zZm, Om) = 5 Ok(2m, ) X
@ ay(k+1)m “ ) dzm 4 ) 8y(k+1)m
) k+1 O —1
:%Q i (Zims Om ) O (Z vmz ) (—Om(ser1)) (—r(y(Sgr1); 0m))
logo,

_ k41

k
= _O‘;]; (H wIn(Sf)r()’(SZ);Om)> {—amwm(sk+1)r(y(sk+1);Om)e_z’"zm TmZka(Zmaam)
=1
+e [

k

k+1 am—k=1 B
<Z Um0 (@ ) (—m(511)) (=r((k+1): 0m)) Ok (Zms ) +2m

9 k1 O 1
X EQ k (Zm, Om) O (vae ) O (Sk+1) 7 (¥ (Sk+1); Om)
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ol k+1 1— k+1 k 1 k+1
= 04, | [T @n(s0)r(v(s0);0m) | €2 ™ 2n Qi (2, Om) — " H 0);0m)
=1 =1
|kl k+1 1— Kl
X eiZm om Qk(Zma (Xm + kOC H a)m S/ 0 ) e*ZmZ o Qk(Zl’m (Xm) ar];JFl

k+1 1— k+1 pa)
X H COm(Sg)F(Y(Sg); em) eizmzm " Ime— oz Qk(Zm> O‘m)
=1 m

= oy | [T onlse)r(v(se): 0m) | €z [Zka(vaam)—Qk(Zmﬂm)Jra—
=1 m
0
XQk(Zm7 am) _Zmka(Zmy am)
k 1 k+1 1_k+l
SO tms Y2ms s Yims Y -1 ym' Oms Om) = Oy H(Dm sO)r(y(8e);Om) | € zm " Qkr1(zm, Om)

onde
- )
Ok+1(2m, Om) = (%mlam +Zm> Ok (zm; 0m) —Zmka(Zmaam)'

Portanto, segue o resultado para todo L,, > 2

A.6 Geracao de vetores aleatdrio por grupos

Considere que a condig¢do imposta na Propriedade (A.5) ¢ satisfeita. Para todas as

L,, observagdes y(sy) pertencente ao m-ésimo grupo introduzimos a seguinte transforma-

cdo
(ylayZv"'7yLm) = (xlax27-~-7me71,Zm), onde
Ve(0, v, /(0
*e= me[( J m7€(1 ) = U t(8m) = xizn ™5 x¢ € (0,1) tal que
Zf 1vm€( ) Z;?Tm
me l m 1 m
Zé’ilxe =l=x=1 _Zj?éflxj; ¢ Zm/a ZE lvmé( ) = vm,f(em) = Zm/a -

Yy Ume(6), logo

Um.1 (7] Um.2 (7]
f(x],X2, oo ;me—l;Zm) - fy ( m71/(amm>, m71/(amm),. .. ,Zm> X ‘J’.
m Zm
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Note que,

dy(s¢) 9V (Om) . ay(s) 1/t .
(se) _ ) Tu0n X T o % I=h g ey ose J=h

el 0 se  jFEL. 0 se jFEL.

Iy(s)) __y(s)  Ivne(Bn)

IZm _avm,f(em) 9z
_dy(s)) 1 G-t

- m
OV.0(0) Cy
Assim o jacobiano da transformagdo € dado por
[ dn . n dw ] (on g ... ]
al‘l 8[2 ath—l aZm 8t1 aZm
9 9p ... 9 In 0 22 ... 0
J — det 8t1 alz 8th,1 8Zm —_ det . 8'12 8zm
L, iy WLy WLy o L
L 8t1 ()l‘z T ath,1 8zm i | 0 0 O aZm i
Observe que
~1
() | _ |9Vm(Om) entdo por (2.6)
8vm,g(0m) ay(Sg) ’

Ly, L
/1 = LHI(—wm(Se)r(y(w);e)) 1] i
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Logo,

L | Ln
f('xl?xz’ e 7'me*17Zm> = (X’ﬁm (H (wm(sg)r(y(sg); e))> exp{_zm}zm o QLm (ZWH am)|‘]|
=
o (T3 1 g
= o, (@n(se)r(y(se);0)) | exp{—zm}zm “" O, (Zm; Om)
=1
L (5 RAN
X — | [T (@n(se)r(v(se):0))" |z
Om \ )i
- alfl’lm_l eXp {_Zm} QLm (Zm’ am)
_ Lm—l o QLm (Zma am)
= o, exp{—zm} —F(lm) ['(Ly)
1—1.1-1 o1 aop ot
= F(Lm)xl Xy - 'me—lem /F(Lm) exp {_Zm} QLm (Zm, ami'

TV
Dirichlet ; D
Mistura de Gamas

Entao

olbm—1

f(-x17x2,"'7me—17Zm) — F(Lm) FTL ) exp{_zm}QLm(Zmaam); Zm > 0.

Assim, (Xj,...,Xz,,—1) é independente de Z,, e (X,...,X1,,—1) ~ Dir(1,1,....,1,1)
simétrica, Frigyik et al. (2010), onde Y ;x; = 1; x; € (0,1) e Z,, € uma mistura de distri-
bui¢des Gama, ver Shi (1995) com pesos determinados por Qy, (zm, Q). Por exemplo, se

L,, =2, temos

Jfzm (Zm) = Oy eXp {_Zm} QLm (Zm7 am)

1—0
— amexp{—zm}( p m+zm)

m

= (1—op)exp{—zm}+ Amzmexp{—zm}, zm > 0.
Logo,
Zm ~ (1 —o4y)Gama(1,1) + 04,Gama(2,1) e
le(Xl):l; x1€(0,1)—>X1~Beta(1,l) e Xp~1-X.

Como f(x2,zm) = fx1(x1)fzm(zm) segue que X e Z,, sdo independentes. Agora pela

transformacdo vy, ((0,,) = xgz%a’" e sendo que Uy ¢(0,n) = —0n(s¢)1og G(y(s¢); O),
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entao

1/0,
_ X¢Zm
IOgG(y(Sg) em) = a)m<Sg)
1/ay,
- X¢Zm
exp {log G(y(s¢); 0m) } = exp {— on(s) }
- 1/a,
G(y(s¢): Bm) = exp {—’;‘;i”gm } . (A.6)

Substituindo em € obtida a expressdo
e
ol )
w15

xgzl/am i "
y(sg) =< 1— [exp (— . YZSZ) >] . (A.7)

Através de (A.7) podemos gerar valores das distribui¢des de (Xi,...,X7,,—1) € Z, e

obter (y(s1),...,y(sLm)) através da transformagdo inversa. Nas Figuras sdo

apresentados os graficos de distribui¢do acumulada bivariada variando o parametro Q.
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B1=5,B2=5A=2,A,=2,0=05

Figura A.1: Fun¢ao de distribui¢do acumulada bivariada para a = 0.50.
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B1=5,B2=5A=2,A,=2,0=0.7

Figura A.2: Funcao de distribui¢ao acumulada bivariada para a = 0.70.
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B1=5,B2=5A=2,A,=2,0=0.9

0.8

— 0.6

— 0.4

0.2

Figura A.3: Funcdo de distribui¢cdo acumulada bivariada para oc = 0.90.

A.7 Inferéncia via maxima verossimilhanca por grupos

A estimacgdo de parametros do modelo usando a densidade conjunta da Proprie-
dade [A.4] ¢ complexa em vista da dificuldade da representacdo analitica da densidade.
Uma alternativa € considerar a estimagao por grupos através da densidade apresentada na
Propriedade Para tanto, defina 0,, = (A, B), considere a fung@o de densidade por
grupos dada em (A.5)) com distribuicdo de base G(y(s/);0,,) expressa por , densi-
dade g(y(s¢); 0,x) por 2.3), r(y(s¢); 8,n) como em (2.6) e log-verossimilhanga denotada
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por .%25(0,,). Entdo para cada m fixo a log-verossimilhanga é expressa por,

g(efm O‘m;ym72m>

L(Om, O Ymy2m) =

Lm
Ly loga,, + Z log @y, (s¢) + Z log [/L,qﬁmy(s@) 11 —y(sz)’l"“)ﬁm’1
(=1 /=1
gG@m)
Ly L,
= Yotog [(1=yts0/P] —at (1- —) log i+ 1o O, (n. o)
=1 Qi
LITl l
Ly, logam—i—Zloga)m s¢)+-Z(0 —i—Z O,
(=1

L,
+ (1 _ a_> 1ogzm+10gQL (Zm: am)

m

em que, Uy, ¢(0,,) = —p(s¢)log [(1 — y(Sg)l'")ﬁ’"] = xgzrln/a’”. As fungdes escore para Q;,

e um particular 6, igual a A, ou 3,,, em termos de z,, sdo dadas a partir das expressoes

seguintes:

Derivadas de 12 Ordem

20,

i.ﬁf(em, Ol Yims Zm) = Lmailog Ol — I + 9 Kl — ai) logzm}

O, o, Jay,

0
+=—10g 0y, (z,0m)

oy,
—m_ g — | 1——1 I ——
O O 08 Zm + |:8(Xm ( (Xm) 08 Zm + ( OCm)
0 dZm
X ﬂlogzm} + {%10&’&,"(17 (Xm)aam

Ly, Ly, Ly, 0=
=—— a—logzm + mlogzm + (1 — a—) log z;"

Oy, m m m
Z
+Sl(zm:am)a_m10g2m+S(Zm7am)
m
L L 1 L
= M gz —a”; logzy +——1ogz, - —a"; log zm

am m 'm m 'm

Z
+S1(zm, Ocm)a—mlogzm +S(zm, Om)

m
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1
= [l = 20108 2+ 1082 + 51 (2ms G )2m X 2108 2]
m

+S(zm, Oy)
a . _ A(vaam)
E"%(OH’H(Xm’ynhzm) - o +S(Zm,am)

0 0
Onde, S(Zma am) = W log QLm (ZHU am)7 S1 (Zm7 am) = y log QL,,, (Zma (Xm),
m m

A(zm, Q) = Ly — 2108 25 + 108 20 + S1(2m, On ) Zim X Zm 108 2

P P L 9 vye(By) 1ot Ln o
—Z emaam; myZm =260+ " — Oy " vm 0.,
_ai Ly, a L O‘L Lm a
+ OnZm mgz:la_ejvm,é(em)_ o, (am m Za_ >
5571020 (5. 00)
d Ln 9 l)m7g(9m) —ﬁ L,
i 9 0,0(0,) 0 -l 9 0,0(0)
L 36, om(sy) T 9y, 08 QG G ;ae, On(s0)
2 Ly 9 Upe(On)  1-i [ Ly
—a_eng(e )+289W+amzm <1——m—2m+2m
0
XSI(Zmaam)) _vm,ﬁ(em)
422’1991'
P _ P L 3 0, 0(O) Ly 9
ﬁf(em,am,ym,zm)— 89 —Z6(0m )‘i‘gﬁm—f—B(Zm;am)Zwvm,ﬂ(em)-
/=1 J /=1 J
Onde,

] 1
B(ZWH am) amzm (1 - OC_ — Zm +zZmS1 (Zm; (Xm))

m
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Derivadas de 22 Ordem

5 9 [A(zm, Gim)
mg(ermam,)’mazm) = da,, [ o, +S(ZM7OCm)] = (a mA(Zmaam)am
90\, 9 1/ 9
_A(Zm,OCm)E) m +m5(2m,am) — (azmA(Zm,OCm)
7 0 ooy, 5
a 8zm a aam
1 0 Zm 0
= a—m (EA(Zm,am)a—mlome—i— EA(@,,,O%)) —A(Zm,(xm)
2, 9 n 7
X, ~ + aZmAS'(zm,Ocm) - logz;, + 8(XmS(Zm’am)
52 i
mo%(em,am,Ym,Zm) = — 0y, “A(zZm, 0y) + a% (A(zm, Cm) + S (Zm, Om))
1 0 0
+(X_,% (EA(ZmJXm)"‘amES(Zmaam)) Zm10g 2.
02 0 0 L 9
Lzmivmj(em)
5106 on(s))
—a—zg C )+iB( o )Lzmiu (0.) + B(zm: Ot
= aekej G\Um aek Zmy Um 621891. m,\Ym Zmy Um
Ly 92 Lu 92 0,4(0,)
XY —————U,,0(0,,)+ ’
é_z’laekaej ’f( ) gg 060,00; O (sy)
92 d zm & 9
= aekeng(em)‘F%B(Zm» m)a_ekgzia_ej m((em)
Ln 92 Ly 92 U0 (Om)

86



9° d alm azm

Ln 9 9°
Xgﬁvm,é(e m) + B(Zm, Om Z&O;ﬁ@ 0(6m)

Lo 82 Um,g(em)
+ Z 36000, On(s))

92 82 Ln 9 Ln 9
89k89j$(6maam;37m7zm) = aekeng(em) +Bl(zm,am>g21 a_ekvm,é(em)gzl a_ejvm,f(em)
Ln 92 L 92 0,4(0,)
+ B(zm, Oy == Ut (O) + 7 )
( ); 26,06 (8n) ;laekaej O (s0)
com
1= G
Bl(vaam) = OnZm aB(Zmaam)
Derivadas parciais
7 L (0, C; )—8—23(0 o )= J A(Zm’am)+S( )
8ocm89j m> Oms Ym, Zm —aejaam ms Oms Yms Zm _89]‘ o Zms Om
1 0 d 1 d
= a—ma—ejA(Zmam) 39 S(zm Om) = (X_m (EA(Zmﬁxm)
Zm 0 dzm 1 [ 0
Xﬁ) + %S(Zmyam)a_ej = a_m {@A(Zmaam) (am
1 1
am Z vmﬁ +a_S(Zm7am) <amzm om
Zm
X 3 —ij(om))
K—Zl 99;
92 0 d 1-L Ln 9
Wg(omaam’Ym,Zm) - <%A(Zmaam) +O‘m@5(2m;am)) Zm KZZI a_ejvm,ﬁ(em)~
Notando pela transformacgio em e que,
2 Jogv (6) =-—1—x-2v,,(6)
89g g U, e\ Y = (6 © 96, 'm0\ YUY

J
= % X a—wvm’g(%)

0
a—egvm,e(@e) — xeza] " PIn 2108 Uy ¢(6))
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podemos calcular a Informacgdo de Fisher através do valor esperado das derivadas parciais
de segunda ordem com respeito a distribui¢do conjunta de (Xi,....X;, ,) e Z, que sdo
independentes. Obviamente que esses valores esperados devem ser computados usando
alguma rotina padrdo de integracdo numérica ou através da integracao de Monte Carlo.
Agora, para computarmos o EMV, seja ¢, = (0,,, &t,)’, % (9,,) a funcdo escore, .7 (9,,)

a Informacao de Fisher e

G_l()qg,Zm,(l’m)éG_1 exp —xﬁzrln/am 10, | .
O (S¢)

Entdo, podemos calcular a Informacgdo de Fisher através da expressao

82

I (@) =Exz,) <_W

$<¢m;G_l(szm7 ¢m)7zm)) )

emque X = (X1,..,X1,,_,) € G ' (X, 2, 9,,) = (G (x1,2m,9,,)5 -G L (X1, 1375 D))
Logo, usando o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher (NRSF), o EMV de

¢,, € solucdo do processo iterativo,
ou =0l +. 7 (00) x % (81).

Nota-se que o computo de .#(¢,,) depende da obtencdo do valor esperado de
quantidades, como por exemplo A(z,,, Oy,) € By (zm, Qi ), as quais sdo dificeis de serem ob-
tidas analiticamente. Para superar essa dificuldade, € possivel substituir estes valores es-
perados por uma média via simulag@o de Monte Carlo. Seja (x("!) z(l ])), (x(82), zg,l;’z) ), ery (x(N) z,(,; N))
uma amostra da distribui¢io conjunta de X e Z,, na i-ésima iteracdo. Entdo a aproximacao

de Monte Carlo para . (¢,(,;)) ¢ dada por,

3 92 ). (=1 i) i) (0 (i)
——5Z ; G i ’ ni’n ’ . ) n?n s
-V L (g g 2 0a 0.5 9.

de modo que o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher-Monte Carlo (NRSF-MC)
utiliza .# no lugar de .7,

oi =)+ 7 (@) x % (9D). (A.8)
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As amostras da conjunta de X e Z,, ndo sdo facilmente obtidas. Por exemplo, pela

Propriedade[A.6] se L,, = 2 tem-se

an™) ~ (1 o4y))Gamma(1,1) + o) Gamma(2,1) e ") ~ Bera(1,2).

&9
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