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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar o conceito de h-quase sélitons de Ricci in-
troduzido por Gomes-Wang-Xia o qual é uma extensao natural dos quase
solitons de Ricci estudados por Pigola et al. Com esta configuragao, va-
mos mostrar que um h-quase soliton de Ricci compacto de curvatura escalar
constante nao-trivial de dimensdo maior ou igual a trés e h possuindo sinal
definido é isométrico a uma esfera euclidiana com fungéo potencial explicita-
mente definida. Logo apds, também vamos considerar h-sélitons de Ricci os
quais sdo casos particulares dos h-quase solitons de Ricci e uma generaliza-
cao dos tradicionais solitons de Ricci. Vamos provar que um caso particular
de h-soliton de Ricci gradiente compacto estacionario ou expansivo, é tri-
vial. Além disso, exibiremos uma caracterizagdo para uma classe especial de
h-solitons de Ricci gradiente.

Palavras-chave: Produto Warped; Curvatura Escalar; Quase Solitons de
Ricci; Esfera Euclidiana.



ABSTRACT

In this work we study the concept h-almost Ricci soliton introduced by
Gomes-Wang-Xia which extends naturally the almost Ricci soliton studied
by Pigola ct al. In this setting, we show that a compact nontrivial h-almost
Ricci soliton of dimension no less than three with h positive (or negative)
and constant scalar curvature is isometric to a standard sphere with well
defined potential function. Latter on, we also consider h-Ricci soliton which
is a particular case of the h-almost Ricci soliton and a generalization of the
traditional Ricci soliton. We prove that a particular case of compact gra-
dient h-Ricci soliton steady or expanding, is trivial. Moreover, we give a
characterization for a special class of gradient h-Ricci solitons.

Keywords: Warped Product; Scalar Curvature; Almost Ricci Solitons; Eu-
clidean Sphere.
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Introducao

Nas tltimas décadas tém-se notado um crescente interesse no cstudo de certos
fluxos definidos sobre uma variedade Riemanniana. Dentro desta tematica
podemos destacar o fluro de Ricci introduzido por Hamilton em [12]. A mo-
tivagao pela qual Hamilton introduziu este fluxo era exibir uma prova para
um problema proposto por Poincaré em 1900. Problema este que, mais tarde,
viria a ser considerado como um dos sete maiores problemas da matemética
e conhecido como "A Conjectura de Poincaré”. Apesar de Hamilton nao ter
obtido total éxito na prova deste problema, o conjunto de técnicas empre-
gadas por ele, abriu um novo horizonte no estudo da geometria intrinseca
de variedades Riemannianas. Aplicando as ideias desenvolvidas por Hamil-
ton, o matematico russo Perelmann, resolveu por completa esta conjectura
(cf. [21, 22, 23]).

Por outro lado, as correspondentes solugbes auto-similares do fluxo de
Ricci, os solitons de Ricci, sdao estudados por muitos pesquisadores como
generalizacoes de variedades Einstein (veja por exemplo [10, 16]).

Dada uma familia a um parametro de métricas ¢g(t) em uma variedade
M™, definida num intervalo I C R, denotando por Ricy) o tensor de Ricci
da métrica ¢(t), a equac@o do fluxo de Ricci &

9
ot

Hamilton mostrou que para qualquer métrica suave go em uma varicdade
Riemanianna compacta M", Existe uma tunica solugdo g(t) para a equagao
(1) definida em um intervalo [0,€), com g(0) = go. Para o caso completo
nao-compacto, Wan-Xiong Shi provou em [25] a existéncia de uma solugao
completa de (1), sob a condi¢io de que as curvaturas seccionais de (M", go)
sejam limitadas. O soliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M™, g(t)),0 <
t < T < oo, com a propriedade que, para cada t € [0,T), existe uma
familia de difcomorfismo ¢, : M™ — M™ e uma constante o(t) satisfazendo
a(t)eigo = g(t).

Uma maneira de gerar solitons de Ricci é a seguinte: Considere uma
variedade Riemanniana (M™, go) com um campo vetorial X e uma constante

(t) = —2Ricy(). (1)



A, satisfazendo
, 1
RZCQO -+ igx‘go = )\go, (2)

onde Zxgo denota a derivada de Lie de gy com respeito a X. Vamos definir
T :=00,8 N <0,eT := —2—% se A > 0. Em seguida, define-se o(t) =
—2Xt 4+ 1,t € [0,T), e um campo de vetores Y € X(M™) por Y = == A

familia a um parametro requerida sera dada pelos difeomorfismos ¢, ge(;)ados
por Y. Essa caracterizacao permite que alguns autores considerem a equagao
(2) como a definigao de soliton de Ricci. Para mais detalhes sobre o fluxo de
Ricci indicamos ao leitor a referéncia [10].

Seguindo a mesma linha de definigdo de soliton de Ricci, é natural analisar
a seguinte situagao: Seja (M",gp) uma variedade Riemanniana completa e
g(t) uma solucdo de (1) definida num intervalo [0,¢), de tal modo que ¢;
seja uma familia a um parametro de difeomorfismos de M™, com ¢y = idys e
g(t)(x) = 7(x,t)¢;go(x) para cada x € M™ onde 7(z,t) ¢ uma funcao suave
positiva sobre M"™ x [0, ¢). Neste caso, temos

2 50)(w) = Dl pian(s) + 7@, 061 Laypiol@). )

Como g = idy e g(0) = go, vamos ter 7(z,0) = 1. Entao, segue de (3) que
, 1
Ricy, + 5«»%(90 = Ago;

em que AMz) = —327(2,0) ¢ X = Z¢(2,0), 0 que motiva a definigdo de
quase soliton de Ricci dada pelos autores em [3, 20]. No entanto, veremos
que algumas propriedades geométricas importantes aparecem quando consi-
deramos a seguinte

Definigao 1. Um h-quase sdliton de Ricci é uma variedade Riemanniana
completa (M™,g) com um campo vetorial X € X(M), uma fungdo sdliton
A M = R e wna fungio h : M — R que sao diferencidveis e satisfazem a
equagao:

h
Ricg + E.ﬁfxg = \g,
onde Ric, denota o tensor de Ricci da métrica g e Lxg a deriada de Lie
de g na diregao de X.

O objetivo desta dissertacao é esclarecer os resultados de Gomes, Wang
e Xia apresentados em [11], cujo o objetivo principal é responder o seguinte
questionamento:

"h-quase solitons de Ricci, com h tendo sinal definido, sio rigidos na classe
de variedades compactas com curvatura escalar constante?"
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Mais precisamente, eles provaram os seguintes resultados:

1. Um h-quase soliton de Ricci compacto (M™, g, X, \), n > 3, nao-trivial
de curvatura escalar constante e h >0 (ou h < 0), € isométrico a uma
esfera euclidiana S™(r). Além disso, ele € gradiente e a fung¢do potencial
¢ a autofuncao correspondente ao primeiro autovalor do laplaciano em

S™(r).
2. Para um (—2)-sdliton de Ricci gradiente (M™, g,Vu,\), m # 0, €

u
vdlido o sequinte

M 4+ uAu + (m — 1)|Vul]* = g,

para alguma constante fi.

3. Um (—2)-sdliton de Ricci gradiente compacto (M™, g, Vu, A), m # 0,
estaciondrio ou expansivo, € trivial.

A prova destes fatos, bem como suas consequéncias estdo no Capitulo 2
(cf. Teoremas 2.2 e 2.3). Por fim estudamos o caso que envolve variedades
Riemannianas completas nao compactas (cf. Teorema 2.4).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos a notacao bem como resultados e exemplos da
teoria basica de geometria Riemanniana e tensores, os quais serao utilizados
no decorrer desta dissertagdo. Para maiores detalhes recomendamos ao leitor
as referéncias [7, 15, 24].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definigao 1.1. Dizemos que um congunto M ¢é uma variedade diferencidvel
(Hausdorff e com base enumerdvel) n-dimensional se existir uma familia de
aplicagoes injetivas x, : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:

(i) M = 2a(Ua);

(it) Para todo par of , com x,(Uy) N g (Y ) = W # 0, os conjuntos
' (W) e ;g:_l(W') sao abertos em R™ e as aplicagoes %_101'& exlog
sao diferencidveis.

(ir) A famidia {(Us, To)} € mdzima em relagio as condigoes (i) e (it).

Observagao 1.1. Dado p € z,(Uy,), a aplicagio T, ou o par (Uy, Tn) €
chamado uma parametrizagao (ou sistema de coordenadas) de M em p e
%o (Uy) uma vizinhanga coordenada em p. Uma familia {(Uy, o)} satis-
fazendo (i) e (1) € chamada uma estrutura diferencidvel em M. Denotare-
mos apenas por M"™ uma variedade diferenciavel M de dimensao n.

Observacao 1.2. (a) M ser Hausdorff significa que quaisquer dois pontos
de M tém vizinhancas disjuntas; (b) Dizemos que M possue base enumerdvel
para sua topologia se M pode ser coberto por uma quantidade enumerdvel de
vizinhacas coordenadas.



Definigao 1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicag¢ao
0 : M — N é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizagao y:V C
R™ — N em ¢(p) eziste uma parametrizagio ©: U C R™ — M em p tal que
o(x(U)) C y(V) e a aplicagio y*opo x: U C R™ — R" € diferencidvel em
x1(p). Dizemos que ¢ € diferencidvel em um aberto de M se € diferencidvel
em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condigao (i7) da Definigdo 1.1 que a Definicao 1.2 independe
da escolha das parametrizagoes = e y.

Definicao 1.3. Um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e
N é uma aplicacio ¢ : M — N diferencidvel com inversa diferencidvel. Em
particular, @ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U
de p eV de (p) tais que v : U — V € um difeomorfismo.

Definicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orien-
tdavel se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, o)} tal que:

(i) para todo par off , com xo(Us) N () = W # 0, a diferencial da

mudanca de coordenadas 35"_1 oz, tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M ¢é nao-orientavel. Se M ¢é orientével, a
escolha de uma estrutura diferenciével satisfazendo a condigéo (i) é chamada
uma orientacdo de M. Duas estruturas diferenciaveis satisfazendo a condigao
(1) determinam a mesma orientagao se a uniao delas ainda satisfaz (7).

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferen-
cidvel o : (—e¢,€) = M ¢é chamada uma curva diferencidvel em M. Suponha
que a(0) = p € M, e seja C°(M) o conjunto das fungoes de M diferencidveis
em p. O vetor tangente a curva o em t =0 € a fungao o/(0) : C°(M) — R
dada por

o/ (0)f = 45

dt.

t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva
a: (—¢,€) = M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em
p com as operacoes usuais de fungoes ¢ um espago vetorial n-dimensional e
serd indicado por T,M.

Escolhendo uma parametrizacao x : U — M™ em p = x(0), as rcepresen-
tantes locais da funcao f e da curva « nesta parametrizagao sao respectiva-
mente

f(CD:fOX(Q)aq:(mb'":xn)eU



at) =x"oalt) = (@1(t),...,wa(t))

Restringindo f a «, obtemos

o (0)f = i(_%_?‘l - ng(xl(t),.,.,zn(t)) .

- Z(m(gf) =(Z<o>(§—)> 0

i=1

Logo, a expressao local de o/(0) em termos da parametrizacao x ¢é:

o/ (0) = zn:x;(m (5(;)0

1=1

Note que (%) € T,M, pois ¢ o vetor tangente cm p a curva coorde-
i ),

nada z; — x(0,...,0,2;,0,...,0). O fato de {a_?c]v S 0%} ser linearmente
. . . ~ o o
independente juntamente com a expressao local, prova que {%, e Bz.,,,}

forma uma base de T,,M chamada base coordenada. O espago vetorial T,M
¢ chamado espaco tangente de M em p.

Proposicao 1.1. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicagao diferencidvel entre as
variedades diferencidveis M e N. Para cadap € M e cadav € T,M, escolha
uma curva diferencidvel o : (—e,€) = M tal que a(0) = p, o/(0) = v. Faga

f = poa. A aplicagio do, : T,M — Ty, N dada por dp,(v) = (¢ o a)'(0)
é uma aplicagdo linear que nao depende da escolha de . Esta aplicagao é
chamada diferencial de @ em p.

Demonstragao. Sejam x : U — M ey : V — N parametrizacoes em p e
©(p), respectivamente. A expressao local de ¢ é dada por:

Plg) =y topox(q) = (n(xr, ., Tm)s -, Un(T1, -+, Tm))
q:(xla'--;xm) cUe (yl,-'-vy'n,> eV

Por outro lado, a expressao local de o é dada por:
at) =xtoalt) = (z1(t),...,Tu(t)).

Portanto,

yh‘l 56 (f) - 9’50 (A);(f) - (yl(ml(t)v 2o -,'77771/(75))7 2o ,:lj,,,(.’l?l(f), s vmm(t»)'



e assim a expressao d¢ ’(0) na base {(%)} de T, N é dada por:

so-(5 5

Isto mostra quéd ’'(0) ndo depende da escolha de . Além disso, podemos
escrever

m2(0)> g =x""(p).

oy1 oy | .. du

Ox1 p Oxa q Oxm q xll (0)

Oy2 Oyz co. Ou2 2,(0)
dep(v) B /(0) = | e e e :

Oun|  Oun| ... Oun 7 (0)

6z1 q 3732 q 6113171

O
Portanto, dy, é uma aplicagao lincar de T, M cm T,y N cuja matriz nas

bases associadas as parametrizagoes x e y € precisamente a matriz (g-;l—)
J

Definigao 1.6 (Fibrado tangente). Seja M™ uma variedade diferencidvel. O
fibrado tangente de M é a uniao disjunta de todos os seus espagos tangentes.
Formalmente,
T™ = | J{p} x T,M
peM

O conjunto T'M definido acima tem uma estrutura diferenciavel, ver por
exemplo [7]. Agora faz sentido considerarmos a seguinte aplicagao entre
variedades diferenciaveis como segue. Seja X : M — TM uma aplicacao
diferenciavel que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Para
esclarecermos a diferenciabilidade de X no sentido da Definicao 1.2, convém
considerarmos uma parametrizacao x : U C R™ — M para entao escrevermos
para cada p € x(U),

X(p) = Zai(p)a%,

i=1
onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {5‘33-} ¢ a base associada
ax,4=1,...,n Isso permite afirmarmos que X é diferencidvel se, e s6

se, as funcdes a; sao diferenciaveis para alguma (e portanto para qualquer)
parametrizacao. Assim podemos considerar X como um operador atuando
nas fungoes f € C*°(M) do seguinte modo
(XHW) =X ai(p) 5.~ (P)
- L



onde f = fox~! éa cexpressio local de f na parametrizagao x. Sendo assim,
X é diferenciavel se X f € C®(M) para todo f € C*°(M). Vamos nos referir
a aplicacao X como um campo de vetores em M e denotaremos X(M) o
C*(M)-mobdulo dos campos de vetores diferenciaveis tangentes a M. Note
que, cada campo de vetores ¢ uma aplicagao R-linear de C*°(M) em C™(M)
tal que X (fg) = fXg+gX/f.

Um exemplo interessante e bastante ttil de campo de vetores tangentes
a M, ¢ o que passamos a considerar agora. Sejam X e Y campos de vetores
em X(M). Definimos o colchete de Lie dos campos X e Y, denotado por
[X,Y] como

X,Y]f = X(Yf) = Y(X[), f€C™(M).

Em um sistema com coordenadas locais (z1,...,%,), o colchete de Lie
dos campos de vetores coordenados é:

)= 3 (o) 0 (o) =
afCi7 8:1:]] f—— Gmi a.’L'j al’j 8$¢ N

0 0
Em geral, podemos escrever X = Z aiO—:r,-, cY = z bj(?.—xj Entao

ob; da;\ O

X, Y] = it — b2 | =— 1.1

[ ’ ] zz]: <a'8mi 8:@) 8xj ( )

E imediato da definicio acima as propriedade seguintes do colchete de

Lie. Para XY, Z € X(M), a,b e R e f,g € C®(M), vale:
(a) Bilinearidade:

[aX 4+ DY, Z] = a[X, Z] + V]Y, Z]
[X,aY +bZ] = a[X,Y] + b[X, Z]

3

(b) Anticomutatividade:
(X, Y] = =Y, X]

(¢) Identidade de Jacobi:
(X, Y], 21+ Y, 2], X] + [[2, X], Y] = 0

(d) [fX,gY]= folX, Y]+ fX(9)Y — gV ()X

1.2 Meétrica Riemanniana

Definigao 1.7. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel
M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto in-
terno g, : T,M xT,M — R (uma forma bilinear, simétrica, positiva definida)

8



no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido:
Considere um sistema de coordenadas locais (U, x) e sejam X,Y € T,M.

Temos que,
X=Yad e Y=> b,
i j
onde 0; = 6%,- e 0; = 5—%. Assim,
9(X,Y) = (X)YV) = <Z aiaiazbj0j> = Zaibj<aiaaj>»
i j irj

Portanto, dizer que a métrica varia diferenciavelmente € dizer que as fungoes
coordenadas g;; - U — R, dadas por gi; = (0;,0;), sao fungoes diferencidvers
em U. Uma variedade diferencidvel M com uma dada métrica Riemanniana
g chama-se variedade Riemanniana (M, g).

Utilizando a particao da unidade podemos ver que toda variedade diferen-
ciavel M possui uma métrica Riemanniana. De fato, seja { fo} uma particao
diferenciavel da unidade de M subordinada a cobertura {X,} de M por
vizinhangas coordenadas. Logo, podemos definir uma métrica Riemanniana
(,), cm cada X, a induzida pclo sistema de coordenadas. Fagamos entao

(w,v)y =Y falp)(u, v); (1.2)

acA

para todo p € M,u,v € T,M. A verificagdo da simetria, bilincaridade e
diferenciabilidade sdao imediatas. Agora, se u € T,M é um vetor nao nulo,

entdo (u,u), = Z fo(p)(u, u)? ¢ uma soma nao-negativa, pois cada termo €

acA
nao-negativo e, além disso, como uma das fungoes f, é estritamente positiva

(pois a soma delas é 1), temos que (u, u>;1 > 0 e, portanto, (u,v), > 0, o que
mostra a positividade. Assim (1.2) definc uma métrica Riemanniana.

Definigao 1.8 (Isometria). Um difeomorfismo F': M — N entre duas vari-
edades diferencidavers é uma isometria se

(u,v) = (dFp(u), dFy(v)),Yp € M,u,v € T,M.

Definicao 1.9 (Isometria Local). Dizemos que a aplicagdo diferencidvel F :
M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M
de p tal que F : U — F(U) é um difeomorfismo de acordo com a definigao
anterior.

9



1.3 Conexao Riemanniana

Definicao 1.10. Uma conexio de Levi- Civita (ou Riemanniana) V em uma
variedade Riemanniana € uma aplicagao

Vo X(M) x (M) — X(M)
definida por V(X,Y) := VxY que salisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixigvZ = [VxZ + gVyZ (C®(M)-linear na primeira varidvel)
(2) Vx(Y +2) =VxY +VxZ (R-linear na sequnda varidvel)
(3) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y (regra de Leibniz)
(4) VxY — Vy X = [X,Y] (simetria)
(5) X{Y,Z) = (VxY,Z) +{Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica)

onde X,Y, 7 € X(M) e f,g € C®(M). VxY também ¢ chamada de derwada
covariante do campo Y em relagdo ao campo X.

Uma correspondéncia em uma varicdade diferencidvel que satisfaca as trés
primeiras propriedades é chamada conexdao afim.

Vejamos que, dados dois campos de vetores X,Y € X(M) e um sistema
de coordenadas locais (U, x) em torno de um ponto p € M, podemos escrever
X =>,00;eY = Z]. b;0;. Agora, utilizando as propriedades da conexao
afim obtemos uma expressao para VxY da seguinte forma:

VxY = ZariVai (Z bj0j> = Zai(ai(bj)aj +0;Vo,0;).
i J i,J

Fazendo V,0; = Z F Ok, onde F" sao fungdes diferenciaveis em U, teremos

VxY = > +bZFk8k :Z(zaa (b) +Zabrk)

4,

- Z bk +Zalbfk

k

Isso mostra que VY depende de a;(p), bx(p) e das derivadas X (bx)(p) de by
segundo X. As fungoes Ffj sao chamadas simbolos de Christoffel da conexao.

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe
uma unica conexao Riemanniana V.
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Demonstracdo. Provaremos inicialmente a unicidade. Sejam XY, Z € X(M).
Suponha que exista uma conexao Riemanniana V, utilizando a equagao de
compatibilidade trés vezes com X, Y, Z permutando ciclicamente, obtemos:

X(Y,Z) = (VxY,Z)+{Y,VxZ),
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX),
ZIX,)Y) = (VzX,Y)+(X,VzY).

Usando a simetria de V no tdltimo termo de cada uma das igualdades acima,
podemos reescrevé-las como

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VX)) + (Y, [X, Z]),

Y(Z,X) = (VyZ,X) +(Z,VxY) + (Z,[V, X]),
ZIX,Y) = (V2X,Y) + (X, Vy Z) + (X,[2,Y]).

Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira, obtemos:

XY, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) = 2VxY, Z)+(Y,[X, 2]
HZ, IV, X)) — (X,]2,Y]).

Portanto,

UVXY,Z) = X(Y,Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y)
—(V,[X, Z]) = (Z,[Y, X]) + (X, [Z,Y]).

Esta féormula é chamada formula de Koszul. Logo, se existem duas
conexdes V! e V2, uma vez que na expressao acima o lado direito da igual-
dade depende s6 da métrica, ndo dependendo da conexao, segue que (VLY —
V%Y, Z) = 0, para todo X,Y,Z € X(M). Como a métrica ¢ uma forma bili-
near nio-degenerada, VLY = V%Y, para todo X ¢ Y ¢, portanto, V! = V2.
Para mostrar a existéncia, defina V pela expressao acima. E imediato veri-
ficar que V ecsta bem definida ¢ que satisfaz as propriedades descjadas. [

Observacao 1.3. Em um sistema de coordenadas (U, x), a conezdo dos cam-
pos coordenados sempre comuta. De fato, temos para todoi,j =1,...,n

(1

Vo,0; — Vo,05 = [0:,0;] =) 0. (1.3)

E de acordo com a definig¢ao dos simbolos de Christoffel, isto equivale a Ff'j =

Ff,,;, o que justifica o nome simetria no item (4) da Definigcio 1.10. Além
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disso, aplicando a formula de koszul aos campos de vetores coordenados, 0s
quais o colchete de Lie € zero, obtemos:

2<V9i8j,8,> - 8L<8J (9]> + (%(5;,8,) - 8]<87,8j>

Reescrevendo, temos

. 1
Z L 9m = 5(@'%1 + 0591 — 019is),

onde g;; = (0;,0;) e ZFZ'L&’“ = Vy,0;. Como a matriz (qu) admite uma

m

inversa ('), multiplicando ambos os lados da igualdade acima, e observando
que Y, gmug™ = Ok, teremos que
1
FZ‘ 9 Z(aigjl + 0591 — 019i) 9™ (1.4)

I

que € a expressao para os simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana
em um sistema de coordenadas qualquer.

1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Relembremos que um (1, r)-tensor em uma variedade diferenciavel M ¢ uma
aplicacao multilincar

T %X(M) % ... x X(M) — X(M).

. o

(r—fatores)

Enquanto que, num (0,r)-tensor, o contradominio é o anel C*°(M) das
funcdes diferenciaveis em M. Além disso, dados Yi,...,Y, € X(U), pede-
se que T(Yy,...,Y,) seja uma fungao diferenciavel em um aberto U C M e
T & C°°(U)-linear em cada variavel, isto é,

T(Yi, ... fX+RY,... . Y,)=fT(Y1,...,X,....Y,) + BT (Y1,....Y,....Y}),

para todo X,Y € X(U) e f,h € C>*(U).
Sejam M™ uma variedade Riemanniana, p € M e U uma vizinhanga de
p em M onde é possivel definir campos 0y,...,0, € X(M), de modo que

em cada g € U, os vetores {9;}, ¢ = 1,...,n, formam uma base de T;M.
Se o conjunto de campos {0y, ...,d,} forma uma base ortonormal de T, M
para cada ¢ € U, entdo dizemos que {9;}, ¢« = 1,...,n, é um referencial
ortonormal.

12



Por exemplo, destacamos o tensor métrico g : X(M) x X(M) — C*(M)
que faz corresponder a cada ponto p € M e a cada par X,Y € X(M), o
produto interno de X e Y na métrica Riemanniana de M, isto é, g,(X,Y) =
(X,Y),. g ¢ um (0,2)-tensor e suas componentes no referencial {0;} séo os
coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Observe que toda k-forma diferencial w em M é automaticamente um
(0, k)-tensor em M.

Observagao 1.4. Em uma variedade Riemanniana a métrica Riemanniana
faz corresponder a cada campo diferencidvel X € X(M) uma forma diferen-
cial wx € X*(M) dada por

wx(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Neste sentido, um campo de vetores diferencidvel X € X(M) é um tensor
X : X(M) — C>®(M), dado por

X(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nogao de derivada
covariante a tensores como veremos na scguinte definigao:

Definicao 1.11. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T € um (1,7+1)-
tensor VT dado por

VT(X,Vi,....Y,) =Vx(T(Yi,...,Y,)) - T(VxYi,....,Y;)  (L5)
— =T, ..., VxY,)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em
relacao a X como um tensor de mesma ordem que T' dado por

VxT(Yi,...Y,) = VT(X,Y1,....Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, 7)-tensor 7' ¢ um (0,7 +1)-
tensor VT dado por (1.5). Em particular, dizemos que um tensor ¢ paralelo
quando VT = 0.

Exemplo 1.1. Em uma variedade Riemanniana (M,g) com a conexdo de
Levi-Civita V, temos que Vg = 0. (A derivada covariante do tensor métrico
¢ o tensor nulo). Com efeito, dados Y1,Ys, X € X(M), teremos

Vg(X,Y1,Ys) = (Vxg)(Y1,Ys)

= Vx(9(Y1,Y2)) — 9(VxY1,Y2) — g(Y1,VxY3)
9(VxY1,Ys) + g(Y1,VxYs) — g(VxY1,Ys) — g(Y1, VxYa)
= 0
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Exemplo 1.2. Seja wy € X*(M). Utilizando a Observagao 1.4 a derivada
covariante de wy em relagao ao campo Z € X(M) € tal que, para todo Y €
X(M),

(Vzwx)<Y> = Z((UX(Y)) — wX(V2Y) = Z<X, Y> - <X, VZY>
b (VZX,Y>+<X,va>—<X,v2Y>
= (VzX\Y)=(VX(Z),Y).

Decorre dai que V zwyx pode ser identificado ao campo V zX, ou equivalen-
temente, Vwx pode ser identificado ao operador VX. Isto mostra que a
derivada covariante de tensores € uma generalizagao da derivagao covariante
de campos (derivar um campo é o mesmo que derivar covariantemente o Seu
dual).

Seja Z € X(M), definimos o (1,1)-tensor VZ : X(M) — X(M) por
VZ(X)=VxZ. Assim, de (1.5) para todo X,Y € X(M), scgue que

ViyZ = VVZ(X)Y)

= VxVyZ-Vy,vZ (1.6)
e
VixZ = VVZ(Y,X)
= VyVxZ —Vy,xZ (1.7)
Portanto

ViyZ —VexZ=VxVyZ —VyVxZ—VixyZ.

Fazendo Z variar nesta tltima equagao obteremos um (1, 3)-tensor, bas-
tando provar a linearidade em Z. O que motiva a seguinte

Definigao 1.12. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura
de Riemann € o (1,3)-tensor

R:X(M) x X(M) x X(M) = X(M)

dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -V xy)Z.

Exemplo 1.3. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €
X(M). De fato, seja Z = (z1,...,2,), entio VxZ = (Xz,...,Xz,) e
VyZ = (Yz,...,Yz,). Logo,

VxVyZ = (XYz,...,XYz), VyVxZ=(YXz,...,YXz,)
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V[X7Y]Z - ([X7 Y]Zla SR [Xa Y}Zn)'
Portanto,
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V xy)Z = 0.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo
o (0,4)-tensor

R X(M) x X(M) x X(M) x X(M) = C=(M)

dado por
R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W).

O proximo resultado é uma importante ferramenta no contexto de varie-
dades Riemaninnas, cuja demostracao pode ser encontrada em [7, 24].

Proposigao 1.2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes pro-
priedades:

(1) R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W) = R(Y,X,W,2Z)
(2) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)
(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi)

(4) (VxR)Y,Z, W)+ (VyR)(Z, X, W)+ (VzR)(X,Y,W) = 0 (segunda
identidade de Bianchi)

A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.13. A curvatura seccional K(x,y) sequndo um subespago bidi-
mensional o C T,M, é definida por

(R(z,y)y, )

K(z,y) = PYSTE

onde z,y € o sio vetores linearmente independentes e |z A y|* = |z|*|y|* —

(z,)°.

Segue da 4lgebra linear que esta definigdo nao depende da escolha dos
vetores z,y € o. Além disso, note que se {ej, ..., e,} ¢ uma base ortonormal
de T,,M, temos

K(es,¢;) = (R(es, ¢j)e;, ¢) = Rlei, e, ¢5,¢:).
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Definigao 1.14. Definimos o tensor curvatura de Ricci, denotado por Ric,
como o trago do tensor curvatura de Riemann.

Se {e1,...,en} C T,M ¢ uma base ortonormal, entao

n n

Ric(v,w) = Z(R(ei,v)w,eﬁ = Z(R(ei,w)v,ei>,

1=1 i=1

onde a ultima igualdade segue da Proposigao 1.2. Em particular, definimos
a curvatura escalar de (M™, (,)) por R := tr(Ric).
Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é Einstein se, para todo
XY € X(M),
Ric(X,Y) = M\g(X,Y),

onde A é uma funcéao real diferenciavel em M. Por exemplo, toda variedade
de dimensao dois é Einstein. Por outro lado, se M™ é uma variedade de
Einstein conexa com n > 3, é possivel verificar, pela segunda identidade de
Bianchi que A é constante (cf. Teorema de Schur).

Encerraremos esta se¢ao apresentando a defini¢ao e algumas propriedades
da derivada de Lie de tensores. Para tanto, vamos considerar um campo de
vetores X € X(M) e o seu fluxo ¢ : (—e,¢) x U — M, o qual para cada
t € (—¢,e), @i : U— ¢i(U) é um difeomorfismo dado por ¢:(q) = ¢(t,q).

A derivada de Lie de um (0, r)-tensor 7' com respeito a X é o (0, r)-tensor
que a cada p € M associa ao operador dado por
d

(ST)y = | (eiT)y =l s [ Toen — T

No caso de fungoes f € C°°(]\4 ), devemos interpreta-las como 0-tensores,
de modo que ¢} f = f o ¢ implica

d

(S = o] _@DNE) = Z|_(Fow)

Ademais, é valida a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, 7)-
tensor 1" em M

(AT)(Yh,.... V) = X(T(YW,....Y)) = T(X, Y], Ya, ..., ) — ...
~T(Yy,...,Y,_1,[X, Y,]).

Em particular, para o (0, 2)-tensor métrico g em M vale
ZxgY,Z) =g(Vy X, Z)+g(VzX,Y), (1.8)

Também precisaremos do lema abaixo, que é uma propriedade geral para
(0, 2)-tensores simétricos em uma variedade Riemanniana.
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Lema 1.1. Para todo (0,2)-tensor simétrico T em wma variedade Rieman-
niana (M™, g), vale
(Zx9,T) =2(VX,T),

para todo X € X(M).

Demonstragdo. Basta tomar um referencial ortonormal local {ey, ..., e,} em
(M™, g), usar a equagao (1.8) e a simetria de 7" para ver que

(Zxg,T) = Z("%XQ)UTU = Z(g(V€iX’ ej) + 9(Ve, X, €:))Ti;

i.j

v}
=23 g(Ve X, )Ty =2 9(Ve X, ¢5)g(Tes, e5) = 2VX, T).
i

J

O

1.5 Operadores Diferenciais

A derivagao covariante de tensores permite estender as variedades Rieman-
nianas certos operadores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso fre-
quente no R™. Passaremos a uma cxposicao de alguns destes operadores. Em
tudo que segue, (M, (,)) denotara uma variedade Riemanniana de dimensao
n com métrica (,) ¢ conexao de Levi-Civita V.

Definigao 1.15. Seja f: M"™ — R uma fungio suave. O gradiente de f € o
campo vetorial suave V f, definido sobre M por

(VS X) = Vi f = X(f) = df(X) (1.9)
para todo X € X(M).

Se {e1,...,en} é um referencial ortonormal em uma vizinhanca U C M.
Entao, pela definicao de gradiente, teremos em U

Vf= Z<vf’ €i>€z‘ = Zei(,f)ei-

7

Isto ¢,
Vf=2f¢€¢- (1.10)
i=1
Mais geralmente, se 0y, ..., 0, sdo campos coordenados em U, teremos
V=Y g70;(1)ds (1.11)
ij=1
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onde g;; = (8;,9;) e (¢") ¢ a inversa da matriz (g;;). Além disso, ¢ imediato
das propriedades de derivagao o resultado seguinte:

Proposicao 1.3. Se f,g: M"™ — R sao fungoes suaves, entao:
(i) V(f+9)=VI+Vyg

(1) V(fg) =gVi+/Vyg

Definigao 1.16. Seja X wm campo de vetores suave em M. A divergéncia
de X € a fungao diferencidvel divX : M — R, definida por

(divX)(p) =tr{v e T,M — V,X}, (1.12)
onde tr denota o trago do operador linear v € T,M — V,X.

Dizemos que um referencial ortonormal {ey, ..., e, } em um aberto U C M
é geodésico em p € U se (V.,e;)(p) = 0 para todos 1 <1,7 <n.

Proposicao 1.4. Seja X um campo diferencidvel em M e {e1,...,e,} um
n

referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. Se X = E ;€4
==l
em U, entao

n

(divX)(p) = > (ei(as) = (Veei, X)). (1.13)

i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que

n

divX(p) =Y ei(a;) (1.14)

i=1
Demonstracao. Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, obtemos

n n

dm;X - Z(vRiX7 ei) - Z(ei<X7 ei> - <X7 v(%zei>)
=1 1=1

= > (> ajej,e) = (Vee, X)) = > (ei(as) = (Veyei, X)),

i=1 j=1 i=1
]

Proposicao 1.5. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M e f: M — R
é uma func¢ao suave, entao

(1) div(X +Y) = divX + divY
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(17) div(fg) = fdivX +(V [, X)

Demonstracao.
div(X +Y) = D (Vo (X +V),e) =) (Vo X +V.,Y,e)
i=1 i=1
= > (Ve X,e) + (V.Y e))
i=1
= divX + divY
e

n n

div(fX) = Y (Ve (fX),e) =D (fVe X +eif) X, e5)

= Z((f’Ve,iX, ei) + (ei(f)ei, X))

= fZ(<vc,Xa ei> +Z<ei(f)eivX>
= fdliva +(Vf,X). -
O

Definigao 1.17. Seja f : M — R wma func¢ao diferencidvel. O laplaciano
de f € a funcao Af : M™ — R dada por

Af =div(Vf) (1.15)
Proposicao 1.6. Dadas f,g: M — R func¢oes suaves, tem-se
Alfg) =gAf + fAg+2(Vf,Vg) (1.16)
Demonstracao. Note que

A(fg) = div(V(fg)) = div(gVf) + div(fVyg)
= gdw(Vf)+(Vg,Vf)+ fdiv(Vg) +(Vf Vg
= gAf+ fAg+2(Vf,Vg).
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Definicao 1.18. Seja f : M — R wma funcao suave. Definimos o hessiano
de f como o (1,1)-tensor, dado por

(Hess f)(X) = VxVf, VX e X(M). (1.17)
Ou como o (0,2)-tensor, dado por
Hess f(X,Y) = (VxV/[Y) (1.18)

Proposicdo 1.7. Se f : M — R ¢ uma fungio suave entio (Hess f) :
X(M) x X(M) — C®(M) ¢ um tensor simétrico.

Demonstracao. Segue da definicdo do operador hessiano que

((Hess [)(X),Y) = (VxV[Y)=X(V]Y)—(V[,VxY)
= X(¥(f) = (VxY)(/). (1.19)

Analogamente,
(Hess f)(Y), X) = Y(X(f) = (Vy X)(f)- (1.20)
Subtraindo (1.20) de (1.19) obtemos

(Hess £)(X),Y) = (Hess f)(V), X).

O

Proposicao 1.8. Se f: M — R é uma fun¢ao suave, entao
Af =tr(Hess f) (1.21)
Demonstracdo. Seja p € M e considere U C M uma vizinhanga coordenada
de p onde esteja definido um referencial ortonormal local {e1,...,e,}. Entao

tr(Hess f) = Z((Hessf)(ei),eﬁ = Z(Vein, e;) = div(Vf) = Af.
i=1 i=1

O

Relembremos que o produto interno de Hilbert-Schmidt entre os (0, 2)-
tensores T e S é dado por

(T, S) = tr(TS*) (1.22)
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onde estamos identificando os (0, 2)-tensores 7' e S com seus respectivos
(1, 1)-tensores, dados por

T(X,Y) = (T(X),Y) e S(X,Y) = (S(X),Y). (1.23)

Desta forma, temos T : (M) — X(M) e S : X(M) — X(M). Além disso,
S*: X(M) — X(M) é definido por (S(X),Y) = (X, 5*(Y)).

Em particular, para uma basc ortonormal {ey, ..., e,}, temos T'(e;, ¢;) =
(Te;, ej). Logo

(T,S) = Y (TS"(e:),ei) = Y (S"(en), T"ei)

= Z<Z<S*€¢,€j>ej,Z(T*(ei),ek>6k>
- Z <Z<eia Sej)e;, Z(en T(ek)>ek> = Z(ei, Se;)(e;, Tej)
- Z ( Z<€ivTe,7>e1:, Sej) = Z<T€j, Sej).

Por exemplo, sendo S o tensor métrico g, teremos (T, g) = tr(T") e sendo
S =T, teremos |T|* = Z Te;|?.
J

Exemplo 1.4. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana n-dimensional.
Definimos

o tr(T
AR
Entao
o tr(T 2 tr(T 2
0<I|T)? = ’T— Mg’ = |T)? - tr(T)”
n n
Assim,
2
TP > tr(T) |
n
ocorrendo a igualdade se, e somente se,
tr(T
T = —————T( )g.
n
Em particular, se T = Hess f, temos
A 2
|Hess f|* > & (1.24)
n
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Proposicao 1.9. A sequinte formula € vdlida em qualquer variedade Rie-
manniana (M™,g):

divRic = %dR

Demonstracao. Pelo carater pontual dos tensores, ¢ suficiente trabalharmos
com um referencial geodésico ey,...,e, em p € M. Usaremos as seguintes
notacoes: R(e;, ej,ex) = Rk, Ve, = V; e a segunda identidade de Bianchi,
cf. item (4) da Proposigao 1.2, a saber

ViRji + VR + Vi Ry = 0.
Sendo assim, vamos calcular

dR(ex) = ex(R) = ek(z Ric(es,e))) = Y ex(Ryii,e;) = Y _(ViRjii, €;).

1,3 .3

Pela antissimetria dos dois primeiros indices do tensor curvatura e pela se-
gunda identidade de Bianchi

dR(ex) = — Z<VkRijivej> = Z(viptjkiaej> + Z<Vij-n', €;)

1,7 %,J 1]
= Z<viRjkia€j> + Z<VjRikja &)
i,j Jit
= 2 Z(viRjkiv ),
1,7

em que na ultima parcela da primeira linha para a tltima parcela da segunda,
usamos que, em p,

ej(Ruiiy ) = €j(Ruiij) = €;(Ringi) = €j( Ry, €1).
Por outro lado, ainda no ponto p, temos

(divRic)(ey) = Z((V,,;Ric)ek,e,,;):Z(V,;Rz'c(ekl),e,)

7 i
= E e;(Ric(ex, e;)) = E ei(Rjki. €j) = g (ViRjki, €5)
i ij i
que é suficiente para concluirmos a demonstracao. O
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Capitulo 2

h-Quase Soéliton de Ricci

2.1 Fundamentacao Teérica

Definigao 2.1. Um h-quase sdéliton de Ricci é uma variedade Riemanniana
completa (M™, g) com um campo vetorial X € X(M), uma fungdo soliton
A M — R e uma fungio h . M — R que sao diferencidveis e satisfazem a
equUagao:

h
Ricgy + %ﬁfxg = \g, (2.1)

onde Ric, denota o tensor de Ricci da métrica g e ZLxg a derivada de Lie
de g na dire¢ao de X.

Por conveniéncia denotaremos por (M™, g, X, \) um h-quase soliton de
Ricci. No caso de A ser constante diremos simplesmente que é um h-Ricci
soliton. Quando Yxg = Z.g para alguma funcao real suave u em M",
vamos nos referir a (M™, g, Vu, \) como um h-quase séliton de Ricci gradiente
com func¢dao potencial u. Neste caso, a equagao fundamental (2.1) torna-se:

Ric+ hV?u = \g, (2.2)

onde V?u denota o Hessu. Ressaltamos que este caso surge naturalmente
de um produto warped. Para ver isso, usaremos a mesma notagao e termi-
nologica de Barret O’Neill em [19]. Considere o produto warped (B x;F, g),
com g = gp + f2(,), em que gp ¢ (,) sdo as métricas Riemannianas de B ¢
F, respectivamente. Entao, o tensor de Ricci satisfaz as sequintes equagoes:

(i) Ric(X,Y) = Ricp(X,Y) - ZV2f(X,Y),
(ii) Ric(X,V) =0,

(ili) Ric(V,W) = Rica(V, W) — (% + 2 (m - 1)) gV, W),
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para todos os campos de vetores horizontais X,Y e campos de vetores ver-
ticais V, W, em que V?f denota o Hessiano da fungao diferenciavel f na
variedade Riemanniana (B, gp), m > 1 é a dimensao da variedade Rieman-
niana (I, (,)).

Admitindo que o tensor de Ricci de M™ satisfaz Ric(X,Y) = Agp(X,Y)
para todo X,Y € X(B) e para alguma funcao suave A em B, teremos um
(——’]’%)—quase soliton de Ricci gradiente (B, gg, Vf, A). Além disso, se B x; F
¢ Einstein, entdo a fibra (F, (,)) é automaticamente Einstein. Por outro lado,
se (I, (,)) é Einstein com Ricy = u{,), segue-se a partir de (i), (ii) e (iii) que
B x;F & Einstein com Ric = \g se, e somente se, (B, gg) ¢ um (—'f;%)—qua,se
soliton de Ricci gradiente com fungao potencial f e a fungao soéliton A satisfaz

p=fAf+(m—1D|Vf+ A (2.3)

Essa caracterizagao é especialmente importante, como veremos no Teo-
rema 2.3. Para uma estreita relacdo com este fato, recomendamos que o
leitor veja as referéncias [8, 14].

Um h-quase séliton de Ricci (M™, g, X, \) é expansivo, estacionério ou
contratil conforme A < 0, A = 0 ou A > 0, respectivamente. Se A nao tem
sinal definido, dizemos que cle ¢ indefinido. Quando X representa um campo
de vetores conforme homotético, isto é, .Zxg = cg, para alguma constante c,
vamos nos referir a (M™, g, X, A) como trivial. Caso contrério, € ndao-trivial.
Observamos que o tradicional séliton de Ricci é um 1-Ricei séliton com A
constante. Além disso, um 1-quase so6liton de Ricci é simplesmente um quase
soliton de Ricci, cuja geometria foi estudada pela primeira vez em [20] onde
os autores provaram alguns resultados de existéncia para quase soéliton de
Ricci gradiente. Mais tarde, algumas equagdes de estruturas para os quase
solitons de Ricci foram apresentadas em [3], que resultou em varios estudos
sobre a geometria dos quase solitons de Ricci (cf. [1, 3]).

Em [16] Maschler estudou a equagao (2.2) diferentemente da nossa moti-
vacao e ele se referiu a ela como equacao Ricci-Hessiana. Além disso, notamos
que uma equacao Ricci-Hessiana esta relacionado com uma classe de métricas
Riemannianas introduzidas por Catino [9] que sao generalizagoes naturais de
métricas Einstein. Mais precisamente, Catino definiu uma varicdade Rice-
manniana completa (M™, g), n > 2, como uma variedade quase Einstein
generalizada, se existirem fungoes diferenciaveis f, A ¢ p em M satisfazendo

Ric+ V2f — pdf ® df = Ag, (2.4)

em que ® denota o produto tensorial.

Quando p = % em (2.4), para um nimero inteiro positivo m, uma va-
riedade quase Einstein generalizada é definida como m-quase-Einstein gene-
ralizada (cf. [4]) que vai ser indicada por {M™, g, Vf, \,m}, e simplesmente
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variedade m-quase-Einstein quando \ é constante. Foi provado em [14, 8] que
qualquer variedade m-quase-Einstein esta diretamente relacionada com al-
gum produto warped Einstein, e em [8] qualquer variedade m-quase-Einstein
compacta com curvatura escalar constante é trivial (i.e., f &€ uma constante).
No entanto, Barros e Ribeiro [4] apresentaram uma familia nao-trivial de
métricas m-quase-Einstein generalizadas sobre uma esfera euclidiana S™(1),
que sao rigidas na classe de variedades Riemannianas de curvatura escalar
constante (ver [2]). Ou scja, cles mostraram que uma variedade m-quase-
Einstein generalizada compacta { M", g, V f, A, m} nao-trivial com curvatura
escalar constante, é isométrica a uma esfera euclidiana S"(r), e a menos
de constantes e homotetias, f = —mIn(r — %), em que 7 € (—le, +00) é um
ntmero real e h, ¢ a funcéo altura com respeito a um vetor unitario v € R™!,
que é parte da familia apresentada em [4].

Retornando a equagao (2.4), com p = —~-7;11—7 considerando uma fungao nao

v
constante u = e, obtemos:

Vu= 2V, (2.5)
m
que implica
9 U, 1 U ‘
Viu=—(Vf+ —df @ df) = —(—Ric+ Ag). (2.6)
m m m

Consequentemente, como um caso particular da a equagao (2.4), teremos

Ric + vy = Ag. (2.7)
U

Portanto, cada variedade quase-Einstein generalizada, com p = —%, é um

"-quase s6liton de Ricci gradiente. Em particular, trocando m por —m nos
calculos em (2.5)-(2.7) concluimos que qualquer m-quase-Einstein genecrali-
zada & um (—%)-quase soliton de Ricci gradiente.

2.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados auxiliares e exemplos que serao
cruciais para o bom entendimento dos tcoremas principais.

Definicao 2.1. Definimos a divergéncia de um (1,r)-tensor T em M™, como
sendo o (0,7)-tensor dado por

(divT) = (vi, ..., v.)(p) = tr(w = (Vu,T)(v1, ..., v,) (D)), (2.8)
ondep e M™ e (vy,...,v,) € T,M x ... x T,M.
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Seja T um (0, 2)—tensor em uma variedade Riemanniana (M™,g) e seja
e1, ..., e, um referencial ortonormal local em (M",g). Consideremos o seu
(1,1)—tensor correspondente T'. Entéo, div T é um (0, 1)—tensor que satis-
faz, para cada Z € X(M)

(@ivT)(2) = 3 9(VeT)Z,e) (2.9)
= ig(velT(Z)~T(VelZ),e,,;) (2.10)
- ig(veiT(Z),ei)—.q(T(VeiZ),eJ (2.11)
- d;v(T(Z))—ZT(VeiZ,ei). (2.12)

Portanto, de acordo com a defini¢ao em (1.23), temos

div(T(Z)) = (divT)(Z) + (VZ,T*). (2.13)

O préximo lema nos permite utilizar as técnicas de Barros e Gomes em
[2].

Lema 2.1. Seja T um (0, 2)-tensor simétrico sobre a variedade Riemanniana
(M, g). Logo,

div(T(p2)) = @{divT, Z) + o(NVNZ,T) + T(Ny, Z) (2.14)
para cada Z € X(M) e qualquer fungao ¢ em M.

Demonstragao. Pelas propriedades do operador divergente e pela simetria de
T, obtemos

div(T(pZ)) = div(pT(Z))
= ¢div(T(Z)) + 9(Ve,T(2))
= (divT)(Z) +¢(VZ,T) +T(Ve, Z)
para cada Z € X(M) e qualquer fungao diferenciavel ¢ em M". O

Lema 2.2. Dadas uma variedade Riemanniana (M™, g) e p € C®(M), as
sequintes formulas sao vdlidas:

V(eT) OVT +dpT
1
Ed\vw = V%p(Ve,-).

Il
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Em particular, € vdlida a sequinte expressao:
div(pg) = dp.

Demonstracao. A prova destes fatos, segue por uma conta direta bastando
usar as respectivas defini¢oes de cada um dos entes considerados. O

Lema 2.3. Para todo campo de vetores diferencidvel X e Y em uma varie-
dade Riemanniana (M™,(,)), € vdlida a sequinte formula:

Ric(X,Y) = div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,"VY) (2.15)
Demonstragao.

Ric(X,Y) = Z<R(€¢;X)Y>ei>

= ) (Ve VxV = VxV,Y = Vi, xY.e)

(3

= div(VxY) =Y (VxV.Y &) = Y (Vu, xY,e)

% 7

= dZU(VXY> - X( Z(vely’ ei)) - Z<VY(V€ZX), ei>

i W

= div(VxY) - X(divY) =Y (Vo X,'VY ()

— div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,*VY).
O

A equacdo a seguir, mostra a nao-comutatividade do laplaciano com a
diferencial. Alguns autores se referem a ela por formula contraida de Bochner
ou férmula de Bochner na forma (0, 1)-tensorial.

Lema 2.4.
Adf = dAf + Ric(Vf,-), (2.16)

em que Adf = divVdf.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3

Ric(X,Vf) = div(VxVf) — (X, V(ASf)) — (VX,V2f)
= div(V?f(X)) = (dAf)(X) = (VX, V*f).
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Reagrupando, utilizando o Lema 2.1 ¢ observando que Vdf = V2f, obtemos

Rie(X, V) + (dAf)(X) = div(VE[(X)) - (VX,V2])
(div V> f)(X)
= (Adf)(X)

para todo X € X(M). Uma vez que o tensor de Ricci é simétrico obtemos
imediatamente a equagio (2.16). O

Agora vamos considerar (M"(c), go), uma variedade Riemannian de cur-
vatura seccional constante ¢ € {—1,1}. Denotaremos por RZ*! v € {0,1}, o
espaco vetorial R"*! dotado com o produto interno (, ) dado por:

n
<7)a w > = Z v w; + (wl)yv'rl,+1w'ri,+1a
i=1

em que v = (Vy,...,Uns1) € W= (W1, ..., Wns1) 580 elementos de R**!. Com
esta definicao o espaco hiberbélico unitario (H"(—1), go) ¢ dado por

H"(-1) = {p e RT™; (p,p) = —1,pps1 > 1},

que ¢ uma hipersuperficie tipo-espago de R}*! isto ¢, o produto interno (, )
restrito a H"(—1) ¢ uma métrica Riemanniana go. Por outro lado, a esfera
euclidiana S™(1) é definida por

s"(1) ={p e Rg"; {p.p) =1}, (2.17)
Seguindo a mesma idéia de [4] temos:

Exemplo 2.1. Seja h, a fungdo altura em relagao a um vetor unitdrio fivo
v € R O quddruplo (M"™(c), go, Vu, ), onde u = e‘rfi, f=mln(r — c%),

T 6 um numero real tal que f € uma fungdo real ndo constante e A = c(n —

2 . . .o . .
1) + —m_h,, é uma estrutura nao-trivial de gradiente ™-quase soliton de

nT——chy

Ricci em M"™(c).

De fato, uma vez que df = —m”_fhv dh, e V2h, = —ch,go temos que
Vi =Vdf = —— " Vdh, —d(———) ® dh,
nt — chy nt — chy
2
mce g mc
= ——V*h, — dh, ® dh,
nt — ch, v (nT — chy)? ®
2 2
= —77—7/-0———}%90 - me dhy & dhy,.
nt — ch, (nT — chy)?
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Assim,

, 1 2
D=V 4 —df @ df = —2  hog. (2.18)
U m nt — ch,
Como Ric = ¢(n — 1)go, temos
2
Ric + Tv% = (C(n - 1)+ ﬂ——-h,v)go.
U nT — chy

Analogamente, considerando u = e, em que f(z) =mln(r +|z|*) e T é

um ntmero real tal que f ¢ uma fungao real ndo constante, e seja gy a métrica
candnica em R". Assim, para \(z) = Tf?;‘g, (R™, go, Vu, A) é um nao-trivial
h-quase séliton de Ricci gradiente. Por outro lado, o campo de vetores

2
x
n
X(l’l, st ,ZE”) = (mnxlv TpXo, .o s Tndn—1, _2~) (219)
¢ um campo de vetores conforme nao-homotético, assim define uma estrutura
nao-trivial de h-quase séliton de Ricci em (R™, go), onde zq,..., 2, sao as
coordenadas canonicas em R".

Exemplo 2.2. Suponha que (F,{(,)) é uma (n — 1)-dimensional variedade
Riemanniana completa Einstein com Ricgy = —(n —2)I(,), 1 > 0 en > 3.
Sejam k uma constante negativa e f: R — RY uma funcao definida por:

A nn(vV=R) + 12 cosh(vTRe) (2.20)
sinh(v'— cosh(vV —kt), :
V—k —k
em que A # 0 € uma constante. Considere M™ = R x ¢ F o produto warped
de R com (F,(,)), isto €, a variedade produto M™ = R x F munida com a
métrica:

ft) =

g=dt®dt+ f(t)*(,),

onde t é um pardametro global de R. Segue do Lema 1.1 em [20] que (M™, g)
¢ Einstein com Ric, = (n — 1)kg. Uma vez que (M™, g) € completa e k <0,
existe v em (M™,g) sem pontos criticos satisfazendo V?u + kug = 0 (veja
Teorema D em [17]). Assim, para cada fun¢io suave h : R — R, se A =
(n—1)k—hku, entdo (M™, g, Vu, X) € um nao-trivial h-quase soliton de Ricci
gradiente.

Encerramos esta secio citando o teorema a seguir devido a Obata [18].

Teorema 2.1. Uma variedade Riemanniana completa (M™, g), n > 2, ad-
mite uma funcdo nio constante ¢ satisfazendo V*¢ = —c2dg se, e somente
se, (M™, g) é isométrica a uma esfera euclidiana S™(c) de raio de 1/c.

29



Uma vez que a prova deste fato foge ao escopo do nosso trabalho, omi-
tiremos sua demonstragdo. Para maiores detalhes recomendamos o trabalho
original de Obata [18]. Por outro lado, no que tange ao nosso escopo, justifi-
caremos que a esfera satisfaz as hipoteses do presente teorema. Com efeito,
a aplicacao normal de Gauss de S"(c) é n(x) = ¢Z,Vx € S"(c) e o operador
de Weingarten da inclusdo ¢ : S*(c) — R™*! é

A, = —dn = —cl.

Logo, denotando por V e V as respectivas conexdes de Levi-Civita de R™!
e S, temos

VxY = VxY +(4,X,Y)n
== ny—CQ<X,Y>f.

Consequentemente, pela defini¢do de hessiano e pelo fato que VxY = XY,
vamos deduzir que

Vi(X,Y) = XY(1;) = VxY(r)
= XY(x;)— X:Y(;ci) — X, Y)E(z;)
= —A(X, YV, 7)
= —cr(X)Y),

como queriamos.

2.3 Resultados Principais

Agora estamos em condigoes de mostrar os principais resultados deste tra-
balho.

Teorema 2.2. Um h-quase séliton de Ricci (M™, g, X, ), n > 3, compacto
nao-trivial de curvatura escalar constante e h > 0 (ou h < 0) € isométrico a
uma esfera euclidiana S™(r). Além disso, ele € gradiente e a fungao potencial
¢ a autofuncio correspondente ao primeiro autovalor do laplaciano em S™(r).

Demonstracao. A prova seré feita sob a condi¢ao mais fraca
(X,VR) <0 (seh>0) ou (X,VR)>0 (seh<0). (2.21)
Denotando L = %fxg, scgue da equagao (2.1) que:

Ric=MAg—hL e hdivX =R — An, (2.22)
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uma vez que tr(L) = divX. Logo,

R R an— R hdivX
Ric — %«g:/\g— —g—hlL = i . ) v
/ n

isto &,
Ric = —hL. (2.23)
Por outro lado, tomando T = Roic, ¢ =1eZ = X no Lema 2.1, obtemos
div(Ric(X)) = (divRic, X) + (VX, Ric) (2.24)

Da Proposicao 1.9 conseguimos que

. (VR, X) (2.25)

n

o d ), —
(divRic, X) = <—R . @-,X> o2
n

e, consequentemente, do Lema 1.1 e da equagao (2.23) chegamos a

tr(L o o o o
(L) ) Riey = (Ric, 1) = —h|LP. (2.26)

(VX, Ric) = (VX —

Portanto, combinando as equagoes (2.24)-(2.26), temos

n—2

div(Ric(X)) = (VR X) - h|LJ2. (2.27)

Agora, integrando em M™ e usando a hipotese (2.21), segue do Teorema da

Divergéncia que ]O; = 0. Logo, o campo X representa um campo de vetores
cm M™ conforme ¢ nao-homotético. Portanto, da equagao (2.23) segue que
M"™ n > 3 ¢é Einstein, donde R é constante.

Para o que segue defina

PRERLACLO (/\ - E) , (2.28)

n h n

em que na tltima igualdade usamos a equagao (2.22). Consequentemente,
de L = 0 temos
Zxg = 2pg. (2.29)

Além disso, da teoria de campos conformes, o fator conforme p (veja por
exemplo [27]) satisfaz a scguinte equagao

R
V= — P9 (2.30)

nin —1
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Uma vez que o h-quase soliton ¢ nao-trivial, segue que p néo ¢ constante. As-

sim, concluimos que n_F_zl ¢ um autovalor nao-trivial do laplaciano e portanto

R > 0. Consequentemente, podemos aplicar o Teorema 2.1 para afirmar
que M™ é isométrica a uma esfera S™(r) de raio r = \/n(n — 1)/R. Segue-
se entdo que p é uma correspondente autofuncéo para o primeiro autovalor
A = R/(n — 1) da esfera S"(r). Sendo assim, definindo

n(n —1)
- 2.31
R 107 ( )
obtemos ) ( D .
= Loy = Viu= — G2 = pg = = Py, 2.32
5-Zoug = Vu 7 p=rg=5<xg (2.32)
O

Para o que segue, o lema abaixo serd bastante util.

Lema 2.5. Para um (—2)-quase sdliton de Ricci gradiente (M", g, Vu, A),
m # 0, € vdlido:

m+n—2

, — 2
d(w wN — ulu — (m — 1)’Vu|2> —

m

Adu® =0 (2.33)

m
Demonstracao. Neste caso, temos

Ric— V2 —Ag=0 e R=n\+ “Au
u u

Por outro lado, usando as formulas indicadas no Lema 2.2 juntamente com
a Proposicao 1.9 e equagao (2.16), temos

0 = divRic— —divV?u+V2u(V(-2),) - dx
u U

1 m mo, . m .
= Qd(n)\ + —?:L-AU,) o (Ric(Vu,-) + dAu) + TLFVZU,(VU,, ) —dA

-2 1 )
S —d(mAu) LY YN T(/\du + TVZN(V?/,, )
4 2 'u u U u

m
——d|Vul?
+2u2 |Vl

= = = 20— %(udAu + Audu) — %/\udu . 2m—;d1Vul2 + %qu\Q
= = 5 20— %Aduz - %d(uAu) - ;—'Z;d}vu;? + %qu}Q.
Logo, multiplicando a equagao acima por % obtemos
n; 2u2d/\ — Mdu? — d(uAu) — (m — 1)d|Vul* = 0,
que é suficiente pra provar (2.33). 0
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Teorema 2.3. Seja u uma fungao positiva em M™ e m # 0.

(i) Para um (—2)-séliton de Ricci gradiente (M",g,Vu, ), € vdlida a
equacao
Ml 4+ uAu + (m — 1)|Vul? = g, (2.34)

para alguma constante p.

(i) Um (—=™)-soliton de Ricci gradiente compacto estaciondrio ou expan-
sivo, € trivial.

Demonstracio. Fazendo ) constante em (2.33) obtemos (2.34). Como M &
compacta, podemos tomar p,q € M tal que

u(p) = max u(z) e wu(q) = il’él]\r/[l u(z). (2.35)

Entao teremos:
u(p) >0, u(g) >0, Vu(p) = Vu(q) =0 e Au(p) <0< Au(q). (2.36)
No caso em que A = 0, teremos a partir de (2.34) que
ulu 4 (m —1)|Vul® = p, (2.37)
A partir de (2.36) e (2.37) deduzimos as desigualdades
0> u(p)Au(p) = p = u(q)Au(q) = 0,
donde ;. = 0. Consequentemente,

ulu + (m — 1)|Vul® = 0. (2.38)

Integrando em M, obtém-se

(m —2) /M |Vul? = 0. (2.39)

Quando m # 2, a equagdo acima nos diz que u é uma constante. Por outro
lado, quando m = 2, temos a partir de (2.38) que

1
EAuz = ulu+ [Vul> =0

e novamente 1 ¢ uma constante.
No caso em que A < 0, deduzimos a partir de (2.34) e (2.36) as desigual-
dades

M (p) > > M (q).

Assim, u?(p) < u%(q) e novamente u é constante. O
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Para o tltimo resultado precisaremos do seguinte resultado obtido por
Caminha et al. [6], o qual extende um resultado de Yau [28| sobre uma
versao do teorema de Stokes para variedades Riemannianas completas e nao
compactas de dimensdo n. Para o que segue, seja L' (M) o espago das fungoes
definidas sobre M™ que sao integraveis a Lebesgue.

Lema 2.6. Seja X um campo suave sobre uma m-dimensional variedade
Riemanniana, orientada completa (M™, g), tal que divX nao muda de sinal
sobre M™. Se |X| € LY(M), entdo divX =0 sobre M™.

Note que o Lema 2.6 pode ser também visto como uma consequéncia da
versdo do Teorema de Stokes obtida por Karp em [13]. De fato, usando o
Teorema em [13], a condigdo | X| € L}(M) pode ser enfraquecida & seguinte

condigao técnica:
1
liminf—/ | X|dM =0,
r=Foo T B(2r\B(r)

onde B(r) denota a bola geodésica de raio r centrada em algum ponto fixo
0o € M™. Indicamos o Corolario 1 e a Observagao em [13| para alguma outra
condicao geométrica, aumentando assim a seguranga deste fato.
Retornando ao contexto anterior e analisando a prova do Teorema 2.2,
observamos que, qualquer condi¢ao que torne L =0na equagao (2.27) implica
que a variedade é Einstein e o campo vetorial X é conforme, com fator
conforme satisfazendo (2.30). Com isso, temos a seguinte versao do teorema
supracitado no caso completo nao compacto, mais precisamente

Teorema 2.4. Seja (M™, g, X, \) um h-quase sdliton de Ricci nao-trivial
completo nao compacto com h >0 (ou h<0) e curvatura escalar constante.
Se |Ric(X)| € LY(M), entao (M™,g) € Einstein com curvatura escalar nao
positiva. Além disso:

1. Se R =0, entao (M™, g) é isométrica a um espago euclidiano (R", go).

2. Se R < 0, entio Lxg = Lgug com fungao potencial u dada pela
identidade (2.31) e M™ ¢é isométrica a um espago hiperbilico desde que
U possua apenas um ponto critico, ou a um espaco pseudo-hiperbolico
desde que u ndao possua nenhum ponto critico.

Demonstragao. Assim como na demonstragdo do Teorema 2.2 vamos supor
que (2.21) ocorre. Sendo assim, da equacgao (2.27) obtemos que

div (Ric(X)> <0(>0). (2.40)
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Por outro lado, uma vez que cstamos supondo |Ric(X)| € £Y(M), da
desigualdade (2.40), podemos aplicar o Lema 2.6 a fim de concluir que
div(ﬁic(X)) = 0. Logo, seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 2.2
obtemos que M" é uma variedade de Einstein com curvatura escalar cons-
tante, X é um campo vetorial conforme nao-homotético e as equagoes (2.29)-
(2.30) ainda sdo validas. Além disso, sendo M™ completa ndo compacta,
segue do Teorema de Bonnet-Myers R é nao positiva.

Portanto:

1. Se R = 0, podemos aplicar o item (i) do Teorema G em [17] a fim
de garantir que (M™,g) é isométrica ao espago Euclidiano n-dimensional
(Rn, gO)

2. Se R < 0, podemos substituir X por Vu, onde u é dada por (2.31).
Em particular, obtemos uma classificagao completa usando o Teorema 2 de
[26] ou Teorema G de [17]| através da analise dos pontos criticos da funcao
potencial u. Isto é, para R = n(n — 1)k, (M",g) ¢ isométrica ao espago
hiperbélico

(H", —(1/k)go) = R x; R"",

em que f(t) = e*V=Ft desde que o fungao potencial u tenha apenas um ponto
critico, ou a um espago pseudo-hiperbélica, ou seja, um produto warped
R x; F, onde f é uma solucao f”" + kf = 0, e F é uma variedade Einstein
completa, desde que u nao tenha ponto critico. Finalmente, mencionamos
que qualquer um destes dois casos podem ocorrer. O primeiro esté contido
no Exemplo 2.1, enquanto que o segundo no Exemplo 2.2. O

Encerramos esta dissertagao com a seguinte observagao acerca do teorema
anterior.

Observagao 2.1. No Teorema 2.4, a hipétese |Ric(X)| € LY(M) pode ser
substituida por curvatura de Ricci limitada superiormente e | X| € LY(M). De
fato, sendo a curvatura de Ricci limitada superiormente, exite uma constante
C > 0 tal que Ric < C. Logo do Ezemplo 1.4 e da hipdtese |X| € LY (M),
obtemos

: : R?
|Ric(X)|? < |Ricl2|X|? = <\Rici2 - 7) X2 < CIX[2 e £Y(M),

mostrando o afirmado.
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