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A estimacdo tradicional em mistura de modelos de regressdo é baseada na supo-
sicdo de normalidade para os erros aleatdrios, sendo assim, sensivel a outliers, caudas
pesadas e erros assimétricos. Outra desvantagem € que, em geral, a andlise € restrita a
preditores que sdo observados diretamente.

Apresentamos uma proposta para lidar com estas questdes simultaneamente no
contexto de mistura de regressdes estendendo o modelo normal cldssico. Assumimos
que, conjuntamente e em cada componente da mistura, os erros aleatdrios e as covaridveis
seguem uma mistura de escala da distribui¢do normal assimétrica. Além disso, € feita a
suposi¢ao de que as covaridveis sao observadas com erro aditivo.

Um algoritmo do tipo MCMC foi desenvolvido para realizar inferéncia Bayesiana.

A eficdcia do modelo proposto € verificada via andlises de dados simulados e reais.
Palavras-chave: Distribuicio normal assimétrica; Algoritmo MCMC; Mistura de
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The traditional estimation of mixture regression models is based on the assumption
of normality of component errors and thus is sensitive to outliers, heavy-tailed and/or
asymmetric errors. Another drawback is that, in general, the analysis is restricted to
directly observed predictors.

We present a proposal to deal with these issues simultaneously in the context of
mixture regression by extending the classic normal model by assuming that, for each
mixture component, the random errors and the covariates jointly follow a scale mixture of
skew-normal distributions. It is also assumed that the covariates are observed with error.

An MCMC-type algorithm to perform Bayesian inference is developed and, in
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem baseada em mistura finita de distribui¢cdes € um ramo atraente da
pesquisa cientifica, com uma gama crescente de aplica¢des em diversas areas do conheci-
mento, como biologia, biometria, ciéncias agririas, marketing, medicina, economia, entre
outras. Sua importancia pode ser observada a partir de inimeros livros publicados na area,
como |Lindsay (19935)), Bohning (2000), McLachlan & Peel (2000), Frithwirth-Schnatter
(2006) e Mengersen et al. (2011)), e a edicao especial do periédico Computational Sta-
tistics and Data Analysis |Bohning et al. (2007 2014). Esses modelos sdo extremamente
flexiveis, pois permitem capturar muitas caracteristicas especificas dos dados reais, como
multimodalidade, assimetria, curtose e heterogeneidade ndo observada.

A mistura finita de modelos de regressao € definida por:

Yiloi=j ~N(x{ B} 0}) (1.1)

Plw;=j)=pj, j=1,...,G,i=1,...,n,

em que N(x;' B i GJZ) denota a distribuigdo normal com média x, B ; € varifncia 6]2, B;é¢

T é 0 vetor

um vetor p—dimensional dos coeficientes de regressdo, x; = (1,x;1, ... ,xi(p_l))
de variaveis explicativas de dimensdo p x 1 e @; € uma varidvel latente que é, de fato,
uma varidvel de classificagdo, se conhecermos o seu valor, saberemos como discriminar
o individuo i entre as G subpopulagdes heterogéneas. Cada subpopulagdo tem um vetor
especifico de coeficientes (B ;) e variancia (6]2). Usando l) e integrando em relagdo

a w;, obtemos a distribuicdo marginal de ¥;, que € uma mistura finita de G modelos de



regressdao com densidade:
2 2 S T 2
f(yi|ﬁ17"'vﬂGle7"'7O-G):ijN(yi|Xi ijj)7 (12)
j=1

em que N(-|x; B j,G]Z) denota a densidade da distribuigio normal com média x;' B je

variancia GJ2 sendo denominado pelo j-ésimo componente da mistura.

Existem vdrias trabalhos com aplicagdes do modelo (I.2)), incluindo pesquisas
em marketing (Quandt & Ramsey, 1978; DeSarbo & Cron, 1988; |DeSarbo et al., 1992),
economia (Cosslett & Lee, 1985 Hamilton, 1989), agricultura (Turner (2000)), nutri¢do
(Arellano-Valle ef al. (2008)) e em psicometria (Liu ef al. (2011))).

Muitas extensdes deste modelo cldssico foram propostas para aumentar a aplica-
bilidade em andlise de regressao linear. H4 situacdes em que assumir normalidade para
os erros € inadequado, por exemplo, para conjuntos de dados que provém de distribuicdes
assimétricas ou com caudas pesadas. |Bai ef al. (2012) prop6s a modificacdo do algoritmo
EM para mistura de normais, através do critério de substituicdo dos minimos quadrados
na etapa M por um critério robusto, como a funcdo ¥ de |[Huber (1981). Por meio de um
estudo de simulagdo, eles mostraram que a estimativa proposta € robusta quando os dados
tem valores atipicos ou a distribui¢do dos erros tem caudas pesadas. Song et al. (2014)
propuseram um procedimento de estimagao robusta para mistura de modelos de regressao
linear, assumindo que o erro tem distribui¢ao de Laplace.

Baseado em Hennig (2004), |Yao et al. (2014) argumentam que o modelo de mis-
turas de regressao t de Student € sensivel a pontos de alta influéncia. Para contornar este
problema, os autores propdem uma versdo do modelo de misturas de regressao t, ajus-
tando este modelo aos dados apds "thimming"dos pontos de alta influéncia. Usando a
distribui¢do normal assimétrica definida por|Azzalini (1985)), Liu & Lin (2014) propuse-
ram uma versao em mistura de normais em modelos de regressdo, que parece ser uma
ferramenta de modelagem teoricamente mais atraente para aplicagdes préticas, pois pa-
rece acomodar de forma adequada erros assimétricos. |Zeller e al. (2016) estenderam o
modelo normal, assumindo que os erros aleatérios seguem uma mistura de escala da dis-
tribui¢do normal assimétrica. Estes autores desenvolveram um algoritmo do tipo EM para
fazer inferéncia por maxima verossimilhanga dos parametros no modelo proposto.

Os trabalhos citados anteriormente estimam os parametros na mistura de modelos



de regressao por mdxima verossimilhanga. Que seja do nosso conhecimento, pouco es-
forco tem sido feito para tratar o problema sob a perspectiva Bayesiana. Alguns exemplos
sdo os trabalhos de |Viele & Tong (2002) e Hurn et al. (2003). Em geral, os trabalhos
frequentistas sdo restritos ao caso em que as covaridveis sdo observadas sem erro. Até
agora, apenas o trabalho de |Yao & Song (2014)) lida com erros aditivos tanto na varidvel
resposta como nos preditores.

Neste trabalho pretendemos propor uma mistura finita de modelos de regressao,
onde as covaridveis sdo observadas com erro aditivo. Além disso, apresentaremos uma
extensdo do modelo cldssico, supondo que a distribui¢do conjunta do erros observados e
do vetor de covaridveis pertence a classe de distribuicdes das misturas de escalas da nor-
mal assimétrica, o que nos permite lidar simultaneamente com a heterogeneidade latente,

assimetria e curtose.

1.1 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulos. A revisao de literatura que versa
sobre mistura de modelos de regressdo € descrita neste Capitulo 1. No Capitulo 2 apre-
sentamos as construgdes da distribuicdo normal assimétrica e das distribuigdes misturas
de escala da normal assimétrica.

No Capitulo 3 apresentamos a proposta do modelo, que trata sobre uma extensao
do modelo de mistura de regressdo linear com adi¢do de erros na varidvel resposta e nas
varidveis regressoras. O desenvolvimento do algoritmo Gibbs via inferéncia Bayesiana
para estimacao dos parametros também sao descritos neste capitulo.

No Capitulo 4 apresentamos os resultados obtidos por meio de estudos de simu-
lagdes e plicacdo em dados reais. As consideracdes finais sdo apresentadas no Capitulo
S.

No Apéndice A sdo apresentados os detalhes do algoritmo Gibbs.



Capitulo 2

Distribuicao Normal Assimétrica e
Distribuicoes Misturas de Escala da

Normal Assimétrica

2.1 A Familia SMSN

Os conceitos de distribuicao normal assimétrica (skew-normal ou SN) e distribui-
coes mistura de escala da normal assimétrica (scale mixtures of skew-normal distributions
ou SMSN) sdo cruciais no desenvolvimento da nossa teoria. Neste capitulo apresentamos
uma breve introducado destas distribuicdes.

A distribui¢do normal assimétrica € uma extensdo da distribuicdo normal. Isso
ocorre através da adicdo de um parametro, com finalidade de regular a assimetria. Algu-
mas versdes da normal assimétrica sdo cuidadosamente apresentadas em trabalhos como
Azzalin1 (2005) e |Arellano-Valle & Azzalini (2006), veja também o livro editado por
Genton (2004) e o trabalho recente de Azzalini & Capitanio (2014)).

Aqui, usamos a versdo da normal assimétrica utilizada por |Pyne ef al. (2009). No
que segue, X ~ N, (i, X) ¢ um vetor aleatdrio, p—dimensional com distribui¢do normal
com vetor de médias i e matriz de covariancias X (definida positiva e de dimensao p X p).

Vamos definir a distribui¢ao normal assimétrica por construcgao.

Definiciio 1. Sejam X ~ N,(l,X) e Xo ~ N(0, 1) independentes. Seja A um vetor p—



dimensional de constantes. Entdo dizemos que a distribuicdo de
Y =X+A|Xy, 2.1

€ normal assimétrica com vetor de locacdo W, matriz de escala X e vetor de forma A.

Usamos a notagdo: Y ~ SN, ([, X, A).

Proposiciio 1. Dizemos que Y ~ SN,([L,Z,A) se sua densidade é dada por

SN, (¥11,Z,4) =2 N, (y| 1, Q)P4 (y - p)),

em que,
QA
(1-ATQ'A)/2

Q=+AA", e A= (2.2)

Demonstracdo. Vamos definir o vetor aleatdrio

Ty Xo
T X+ AXy

)

onde X e X sdo dados na Defini¢io[I]} Pelo Teorema 3.1 em |Arellano-Valle et al. (2002),
(T1|To > 0) tem a mesma distribuicdo de Y = X + A|Xp|. Assim, basta encontrar a dis-
tribuigdo de (T1|Ty > 0), que é f(y) = P(Tp > 0)"'P(Ty > O|T; =y)fr,(y). Observe

que

Ty 0 1 AT
~ N1+p ’ T
T u A Y+AA

que, pela teoria usual de condicionamento em distribui¢des normais multivariadas, im-
plica (Tp|T; =y) ~N(ATQ ' (y—p),1—ATQ'A). O resultado segue imediatamente.
]

E importante notar que a SN dada na Definicdo|1|é a mesma utilizada em trabalhos
anteriores, como |Lachos et al. (2008)), Lachos et al. (2010)), |Cabral er al. (2012a), |Cabral
et al. (2012b) e Cabral et al. (2014), definida por

SN,(¥|1,E,A) = 2 N, (y|p, Q)P(A" Q2 (y — )

emque A" =Q 2A/(1-ATQ'A)"/2 e Q772 ¢ a inversa da raiz quadrada de Q. Para



obter a versdo usada nestes trabalhos, basta definir a parametrizagdo A = Q12px,
Definindo 7' = |Xo|, podemos observar em (2.1)) que Y ~ SN, (¢, X,A) admite a

seguinte representagdo estocastica

Y|T =t ~N,(u+Ar,L);

T ~ TN(0,1,(0,0)),

em que, TN(&, 62, (a,b)) denota a distribuicio normal truncada no intervalo (a,b), onde
& e 02 sdo média e varidncia, respectivamente.
A préxima defini¢do, trata sobre distribuicdes misturas de escala da normal assi-

métrica (SMSN), definida por|Branco & Dey (2001).

Definicao 2. Dizemos que a distribuicdo do vetor aleatéorio Y de dimensdo p, pertence a
familia de misturas de escala da normal assimétrica, quando sua representacdo estocds-

tica é dada por

Y=pu+U""%X, (2.3)

onde W é um vetor p—dimensional de constantes, X ~ SNI,(O,Z,A), U é uma varidvel
aleatoria positiva (com probabilidade 1), independente de X e com fungdo de distribuicdo

H(-[v).

Temos que, Vv é um parametro (possivelmente multivariado) indexando a distri-
buicdo de U, uma varidvel aleatéria denominada fator de escala e a distribui¢do H(-|v)
€ conhecida por distribui¢do da varidvel aleatéria de mistura. Usamos a notagdo Y ~
SMSN,, (i, Z,A,v).

Agora, observe que se Y ~ SMSN,,(,X,A, v) tem representacio dada em ,

entdo substituindo a distribui¢do de X por (2.1)), temos

Y=p+U'?X
=p+U""2(W+AW))

=pu+U"PWHU AW,

onde W ~ N,(0,X), Wy ~N(0,1) e U ~ H(:|Vv) sdo independentes. Dado que U = u,

entdo u~!/2W ~ Np((),u_l):), isto é, quando Y|U = u temos exatamente a forma apre-



sentada em (2.1)) da Defini¢ao[I] Assim,
Y|U:uNSNP([,l,u_lz.,u_l/zA), (2.4)
o que significa dizer que a distribuicdo marginal de Y é
SMSN,(y|pt, £ A, v) = 2/()°°Np(y|u, Q)B4 (y— p))dH V),  (2.5)

em que, Q e A sdo dados em (2.2).

A familia SMSN inclui a classe das misturas de escala da normal (SMN) definida
por |/Andrews & Mallows (1974), veja também Lange & Sinsheimer (1993)), onde € assu-
mido normalidade para X em (2.3)) e corresponde ao caso A = (). Neste caso usamos as
notagdes Y ~ SMN, (i, X,v) e SMN,,(-|u, X, v) para denotar a distribuicdo e densidade
de Y, respectivamente.

Dependendo da distribuicio do fator de escala U, temos um membro diferente da
familia SMSN, como normal assimétrica, t de Student assimétrica, slash assimétrica a nor-
mal contaminada assimétrica e as suas respectivas versdes simétricas. Tais distribuicdes

sdo apresentadas a seguir.

2.2 Distribuicao t de Student Assimétrica

A distribui¢@o t de Student assimétrica (ou simplesmente t assimétrica) com vV > 0
graus de liberdade, é obtida a partir de (2.5)) considerando U ~ Gamma(v/2,v/2) com

densidade

STp(y“l,,Q7),7V) :th()’“l,ﬂ,\/)T ) yEva

1/2
V+p lio
(8) A -mivep

sendod = (y—p)'Q""' (y — p) adistancia de Mahalanobis ao quadrado, onde t,,(-|pt, Q, v)
e T(-|v + p) denotam, respectivamente, a fungdo densidade t de Student p—variada, com
vetor de locagdo U, matriz de escala Q e v graus de liberdade e a funcdo de distribui¢do
t de Student univariada padronizada com Vv + p graus de liberdade, Q e A sdo dados em
(2.2)). Para uma demonstragio ver Branco & Dey (2001} sec 3.2).

Um caso particular da t assimétrica € a distribuicdo Cauchy assimétrica, quando



v = 1. Além disso quando v — oo, obtemos a distribui¢do normal assimétrica no limite.
Aplicacdes da distribuicdo t assimétrica podem ser vistas em trabalhos como Lin ef al.

(2007) e Lee & McLachlan (2014).

2.3 Distribuicao Slash Assimétrica

A distribuicdo slash assimétrica é obtida quando U ~ Beta(v, 1). A sua densidade

nao tem forma fechada e é dada por
1
SSL, (¥, Q,A,V) = 2v/ W IN (3| Q)2 (y — p))du, y € RP,
0

em que, Q e A sdo dados em (2.2)). Esta distribui¢do converge para a distribui¢io normal
assimétrica quando v — oo. As suas propriedades foram exaustivamente estudadas por

Wang & Genton (20006).

2.4 Distribuicio Normal Contaminada Assimétrica

Esta distribuic¢do € obtida quando U € uma varidvel aleatdria discreta bindria, com

funcdo de probabilidade

h(u;v) = pliy—gy + (1= p)ly—py, 0<v<l e O<T<I,
onde v =(p,7) . Segue de que a densidade associada é dada por
sy (31,2, 7) = 2 { Py (3l T )220 (y — )+ (1= Py (¥ @)D (3~}

Os parametros p e T podem ser interpretados como a propor¢ao de outliers e fator

de escala, respectivamente. Temos a normal assimétrica quando p =7 = 1.



2.5 Uma Representacao Hierarquica

Utilizando as representacoes (2.1)) e (2.3)), obtemos a seguinte representagio hie-

rarquica para Y ~ SMSN,, (4,2, A, v), dada por

YilUi = u;, T; = t; ~ Np (1 + Ati,u; ' E)
T;‘Ul =Uuj~ TN(O,M;I, (0700)>

Ui ~ H(:|V). 2.6)

Essa representagdo € 1til para gerar amostras artificiais de uma distribuicio SMSN
e para obter um algoritmo MCMC para fazer inferéncia a posteriori para os parametros
do modelo proposto (apresentado no capitulo seguinte).

Uma aplicacdo importante dessa representacdo € que transformacoes afins de uma
distribuicdo SMSN ainda estdo na familia SMSN, conforme indicado na seguinte propo-

sicao.

Proposiciio 2. Seja A:gxp, b:gx1eY ~SMSN,(u,X,A,v). Entdo Z =AY +b ~
SMSN, (AL +b,AZA’ AA, V).

Prova. A representagdo hierdrquica de Z ¢ obtida substituindo (2.6) com
ZIU =u,T =t ~Ny,(Ap+AAr +b,u""'AZA’),

entdo Z ~ SMSN, (A +b,AXA’ AA)v). N
Em particular, as distribuicdes marginais também sao SMSN. Assim, se Y ~
SMSN,,(u,X,A, v), vamos considerar a parti¢do

Y= (YIT,YZT)T, onde Yi:pyx1eYy:pyx1, com py+pr=p. 2.7

Entdo Y| = AY, onde A = (I, 0,,%,,). A matriz A induz parti¢cdes similares em g, X
e A, as quais denotamos por [ : p1 X 1, Ej1 : p1 X p1 e Aj : p; x g. Pela Proposicdo 2]
vem que Y| ~ SMSN,, (K£,,Z11,A;, V). Um resultado andlogo vale para Y,.



Capitulo 3

O Modelo Proposto

3.1 Uma Extensao do Modelo de Regressao Linear com
Erros nas Variaveis

Suponha que em um modelo de regressdo ambas as varidveis, preditora e resposta,
estdo sujeitas a erros de mensuracdo. Neste caso, o(a) experimentador(a) ndo observa
os valores da preditora diretamente. Em vez disso, observagdes de uma varidvel substi-
tuta sdo utilizadas para proceder inferéncia em conjunto com os valores observados da
resposta. Neste caso, temos o chamado modelo de regressao com erros nas varidveis. Al-
gumas referéncias sao os livros de Fuller (1987), Cheng & Van Ness (1999) e Buonaccorsi

(2010). O modelo € definido por

Y= a+ Bxi+e,

Xi:xi+Ci7 i=1,...,n,
onde € assumido que

2
o 0
T u ¥ 1x2
(xi,Ciei) ~Nj3 ; ;
0> 0, T
onde o e 3 sdo parAmetros de regressdo e assumimos que a matriz de covaridncias do
s (0 oN\T & di i 2 <2
vetor de erros de mensuragéo (§;,e;) ' é diagonal, tal que I' = diag(y*, o-).

Um fato bem conhecido em relacdo a este modelo é que ele é ndo identificavel
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(no sentido frequentista). Ou seja, diferentes conjuntos de parametros podem levar a
mesma distribuicao conjunta de X; e Y;, ver Fuller (1987, secdo 1.1.3) ou|Cheng & Van
Ness (1999, secdo 1.2.1). Algumas suposi¢des cldssicas que individualmente garantem
identificabilidade sao
i. A razio entre as variancias dos erros 62 /y? é conhecida;
1. A razdo de confiabilidade )
K = —(ze(:f 5 3.1)
€ conhecida ;
1ii. }/2 é conhecido ;
iv. 02 é conhecido;
v. o é conhecido e u # 0.
As suposig¢0es [i1] e [i1| serdo utilizadas nas aplicagdes com dados reais e simulados que
faremos no Capitulo 4.2]
Considerando o contexto de vérios regressores, |Yao & Song (2014) propuseram
uma mistura finita de modelos de regressao linear em que, em (1.1)), o vetor de covaria-

veis X; ou partes de X; ndo podem ser observados diretamente e, em vez disso, um vetor

aleatdrio substituto denotado por X;, é observado. Ou seja,

Xi=x;+§;,

Plwi=j)=pj, j=1,....G,i=1,...,n

Nesse caso, ndo € assumido uma distribui¢do para x;. Em vez disso, a densidade de
X; € estimada ndo parametricamente. Além disso, eles consideram os casos em que a
distribui¢do de §; é completamente conhecida (normal, exponencial dupla ou normal com
matriz de covariancia desconhecida). Em seguida apresentam um algoritmo EM para
estimagdo de méxima verossimilhanga.

Apresentaremos uma abordagem diferente da de |Yao & Song (2014), tratando a
questdo de estimacdo pelo ponto de vista Bayesiano, adotando uma abordagem paramé-
trica. Além disso, estendemos os trabalhos citados no Capitulo 1, assumindo para os erros
e as covaridveis uma classe de distribuicdes mais flexivel do que a distribui¢do normal.

Nossa proposta pode ser vista como uma extensdo do trabalho de [Lachos et al. (2009),

11



onde ¢ adotada uma abordagem semelhante, mas apenas no caso de uma componente.

Especificamente, assumimos que dado w; = J,

Y, =a;+x; Bj+ei (3.2)
Xi=x;+¢; (3.3)
comP(w;=j)=pj,j=1,...,G,i=1,...,n,tal que X; é um vetor r X 1 com varidveis de

regressdo latentes para o individuo i, aj e B jrx 1 sao parametros especificos de grupo
na estrutura do modelo de misturas de regressdes, ¢;; ¢ §; : r x 1 sdo erros aleatdrios.

. T -~ . . . .
Seja&;;=(§; ,ei j)T o vetor de erros de medicao para o individuo i € o componente j na
mistura e Z; = (XZT, Y;)" o vetor com as observagdes para o individuo i.

Podemos reescrever as expressoes (3.2) e (3.3) na forma

Zi:aj+Bin—|—£ij (34)

=a;+ ;%’jrij, 3.5

em que,
I

B;

0, denota uma matriz de zeros 1 x r, p = r+1, I, denota a matriz identidade r X r e

aj:(oeryaj>T7 B]: s %j:(BJ Ip><p)7 (36)

.
rjj= (X,T,Ci 7€ij)T -2

= (x;, lj)T. Assumimos que, dado @; = j,

Q 0 A
rij~ SMSNr+p # , P s V1, (37)
0, Opxr T 0,
em que,
r 0r><1 .
= , | com I' = diag(77,...,77). (3.8)
01><r O;

j
O modelo definido em (3.2)) - serd denotado pela sigla FM-SMSNME (Finite
Mixture of SMSN Measurement Errors Model), a sigla varia para cada membro diferente

da familia SMSN. A Tabela[3.1|apresenta as notagdes de acordo com as distribuigdes.
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Tabela 3.1: Siglas dos modelos com membros diferentes da familia SMSN.

Distribuicao Notagdo
Normal assimétrica (SN) FM-SNME
t de Student Assimétrica (ST) FM-STME
Slash assimétrica (SSL) FM-SSLME

Normal contaminada assimétrica (SCN) FM-SCNME

Dado que m; = j, entdo x; e €;; sdo independentes com
X; ~ SMSNr([.l,Q,A,V) €€~ SMNP(O,Fj,v).

O que implica que §; ~ SMN,(0,I",v) e ¢;; ~ SMN(0, GJZ, V).
A distribui¢do marginal de Z; pode ser obtida combinando (3.5), (3.7) e a Propo-

sicao 2] resultando em
Z;~SMSN,(a;+B;u,B,QB; +T; B;A,v), i=1,...n (3.9)

Entdo, a distribui¢do de Z; é uma mistura finita com j—ésimo componente dado em (3.9) e
propor¢do de mistura p;. Em outras palavras, para uma amostra {zi, ...,Zz, }, e denotando

o conjunto com todos os pardmetros por ®, a fun¢do de verossimilhanca é dada por:

1(®) =[] L(®), (3.10)
i=1
tal que, (3.11)

G
Li(®) =Y p;SMSN,(zla;+B;u,B;QB; +T;BjA,v), i=1,...n. (3.12)
j=1
Pela representacdo hierarquica de um vetor aleatério com distribuicdo SMSN dada em
(2.6) temos que, dado w; = j,
[J—f—Ali Mi_lg 0r><p

rij|Ui=u;, Ty =1t ~ N,y : 2 ;
0p-+1 Opxr u; T

T;|Ul = Ui~ TN(O,MI_] ) (0700))’

Ui NH(-|V).
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Entdo, usando a expressdo (3.4), obtemos a seguinte representa¢do hierdrquica para o

modelo FM-SMSNME:

Zix;, Ui = uj,w; = j ~ Np(a; +Bx;,u; 'T}); (3.13)
Xi|Ui = u;, T = t; ~ N (0 + Aty u; ' Q);
Ti|U; = u; ~ TN(0,u; ', (0,0));
Ui~H(:|v);

P(w; = j) = pj. (3.14)

Uma representacao alternativa é obtida particionando o vetor Z;, substituindo a

equacao (3.13)) por

Yi|x;, Ui = uj, 0; = j NNP(aj+X;rB_j7ui_lGJ2);

Xi[xi,U; = u; ~ Ny (x;,u; 'T),

e mantendo as outras.

E possivel obter outra representacio hierdrquica para o modelo FM-SMSNME,
integrando a varidvel latente x;. Para isso, € suficiente considerar a distribui¢do marginal
(3.9) e a representagdo hierdrquica do vetor aleatério com distribuigio SMSN dada em

(2.6), resultando em

Zi|Ui = ui,Ti =1,0;, = ] ~ Np(aj —f—Bjﬂ +BJ’Ali,u;l<B]’QB}— +1"J-));
Ti|U; = u; ~ TN(0,u; ', (0,0));
Ui ~H(-|V).

P(w; = j) = pj. (3.15)

Estas representacOes serdo importantes para desenvolver um algoritmo do tipo
Gibbs para obter estimativas a posteriori para os parametros do modelo FM-SMSNME,

como veremos na proxima se¢ao.
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3.2 Estimacao a Posteriori

3.2.1 Distribuicao a Priori

No contexto Bayesiano, especificacdes para distribuicio a priori sdo necessdrias

para inferéncia. Seja ® o vetor de pardmetros a ser estimado, isto €, o vetor contendo
A 2 2 <2 2 T T TNT

0S pardmetros ¥;,...,¥,, Oi,---,05, & = (Q1,...,0G) , B=(By,..-,Bg) » 1, A, L,

p=(p1,...,pc) e v. Fixamos a seguinte especificagdo a priori:

¢:(”T7AT)TNN2p(a¢7A¢)7 ajNN(Iia,Gé)a B]NN[)<C[37C[3)7 jzla"'>G7

onde supomos que todos os hiperparametros envolvidos sdo conhecidos, sendo que as ma-
trizes de covaridncia Ay e Cg s@o positivas definidas e diagonais. A razdo para concatenar
os vetores i e A é a obtencdo de um algoritmo eficiente MCMC para extrair amostras a
partir da distribuicdo a posteriori, como ficard mais claro a seguir.

Em relacido aos parametros de escala, adotamos a estrutura a priori hierdrquica

dada por

Gj_z|f~ Gamma(e, f) j=1,...,G

f ~ Gamma(g,h).

Esta configuracdo foi sugerida por Richardson & Green (1997) para o caso de

misturas de normais univariadas. Além disso fixamos
) .
Y; ~ Gamma(l,m), j=1,...,p,

onde e, g, h, [ e m sdo conhecidos e positivos. No que diz respeito a inversa da matriz
escala Q, escolhemos a priori

Q' ~ Wish,(r,S),

que € a distribuicao Wishart com densidade
(U], 8S) o< det(V) ~ P12 exp{—tr(SU)},
em que Q !, S é positiva definida, r > (p — 1)/2, det(-) e tr(-), denotam o determinante
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e o trago respectivamente. Para o vetor de pesos, aplicamos a suposi¢c@o habitual

pNDir(K’l,...,Kg),

que € a distribuic@o Dirichlet com hiperpardmetros conhecidos e positivos.

Em relacdo ao parametro fator de escala v, cada modelo especifico na familia
SMSN ¢€ tratado de maneira diferente. Por exemplo, existem varias sugestdes para estimar
graus de liberdade desconhecidos do modelo t de Student, veja as discussdes em |Fonseca
et al. (2008) e |Garay et al. (2015). Considerando o caso da t assimétrica adotamos a

estrutura

v ~exp(4)
A ~ Uniforme (29, 1),

onde 0 < Ay < A sdo conhecidos.
A configuragdo a priori para os modelos slash assimétrica e normal contaminada

assimétrica sao dados por

Distribuicao Priori

Slash assimétrica v ~ Gama(vp, Vi)

p ~ Beta(po, 1)

T ~ Beta(19, 71)

Normal contaminada assimétrica

onde vy, V1, Po, P1, To € T1 s@o conhecidos e positivos. Estas configuracdes a priori foram
usadas com éxito em outros trabalhos, veja Cabral et al. (2012a).
Assumindo independéncia entre os parametros, a especificacdo a priori completa
¢ dada por
G p
7(®) = x(p)x(9)n(v|A)(A)n(Q ) [T=(B ) [T =(c;2If)x()),]

Jj=1 J=1 J

n(yjz)a

1

excluindo A quando necessdrio, onde 7(-) denota uma densidade genérica.
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3.2.2 Algoritmo Tipo Gibbs

Nesta se¢ao propomos um algoritmo eficiente do tipo Gibbs para estimagdo Baye-
siana. O modelo FM-SMSNME permite um desenvolvimento direto de varios amostrado-
res de Gibbs, através das representagdes hierdrquicas apresentadas anteriormente. Temos,
por exemplo, o algoritmo padrdo que consiste em amostrar os pardmetros marginalmente
a partir das distribui¢des condicionais completas, ou seja, os parametros sdo atualizados
um de cada vez. Infelizmente, sabemos que esse método apresenta convergéncia lenta e
resulta em amostras altamente correlacionadas. Um procedimento mais eficiente pode ser
obtido atualizando os parametros simultaneamente, um método usualmente chamado blo-
cagem, ou quando as amostras s@o obtidas a partir das distribui¢des parcialmente margi-
nalizadas, integrando algumas varidveis latentes que estio presentes no esquema de dados
aumentados, um método denominado colapsagem, veja|Liu (1994)) para mais detalhes.

Antes de apresentar o algoritmo, vamos introduzir algumas novas notag¢des. Para

um vetor fixo @ = (@, ...,®,)", definimos
o ={ic{l,...,n}; ;= j} e m;= cardinal de .«7;.

Além disso, seja Y= (¥{,...,73) . B = Bl....B,) e o= (0%,...,02)". Dada uma
amostra observada z = {z,...,2,}, obteremos amostras da distribui¢do a posteriori dos
parametros do modelo FMSMSN-ME através de um algoritmo MCMC. Com este objetivo,
obteremos as distribui¢des condicionais completas, que serdo denotadas por 7(-|z,...).
Detalhes do algoritmo podem ser encontrados no Apéndice A.

Para obtermos uma amostra da distribuicao a posteriori do modelo FM-SMSNME,

0S passos sdo 0s seguintes:

Passo 1. Paratodoi=1,...,n, gere @; independentes, com a seguinte distribui¢do discreta

_ SMSN,,. (20, ¥, A;,v
P(wi:]|zi;-~)_ Pj P+1( l| Jo TN )

- G ) J: 17"'7G7
Y PkSMSN .1 1(2i|0k, Wi, Ar, V)

tal que 0]'IB]'[J,j,Aj=BjAele=BjQB;~r—l—rj,j=1,...,G.

Passo 2. Para obter amostras de p = (py, ..., pg) ' gere a partir da distribuigio de 7(p|®),
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dada pela Dirichilet

Dir(m; + ki, ...,mg + Kg),

onde m; indica a quantidade de elementos alocados na classe j, para todo j=1,...,G.

Passo 3. Para todo i = 1,...,n, gere amostras #; independentes de 7(;|z;,u;,w; = j,...),

que equivale a distribui¢cao normal truncada, dada por

AW l(z;—0;
TN( J ]T< 171 J)7 —1|* — ’(0,00>>7

os pardmetros 6 ; e ¥; sdo dados no Passo 1.

Passo 4. Para todo i = 1,...,n, gere amostras u; independentes de 7w(u;|z;,t;,w; = j,...),

que € equivalente as seguintes distribui¢des

(a) Para o caso da distribuicdo t de Student,
Gama ((v +p+1)/2,(1/2)AY + v)) .
(b) Para o caso da distribui¢@o Slash assimétrica,

16 ((2v+p+1)/2,49/2,0,1)),

()

onde TG denota a distribui¢do Gama truncada no intervalo (0, 1), e A, 7 ¢ dado por

]

A,(]) — (Zi _ ej —Ajti)/lP;I (Zi — Oj — Ajti) +ti2.

(c) Paraadistribuicao normal contaminada assimétrica, gere amostras ; independentes
a partir da distribuigdo discreta que assume o valor T com probabilidade n;/(1; + &;)
e 1 com probabilidade &;/(n; + &), tal que
il T T a—
Ni=p7T?2 eXp{—E [Zi—(ej—f—Ajti)] \le [zi—(0j+Ajt,-)] —f—ll-z} (<
1 T ay—
éi = (1 —p)exp {—5 [Z,’ — (Gj —i—A]’t,‘)} \Pj 1 [Zi — (Gj—f—Ajti)} —i—l‘iz} .
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Passo 5. Paratodo i =1,...,n, gere X; independentes a partir de 7(x;|z;,t;, u;,w; = j,...),

com distribui¢do normal N, ( Ky, ui_lle.), onde U, e Xy, sdo dados pelas expressoes

By = Xy, [B]TFjZi + Q_lﬂ + Q_IAZ‘,} e

—1
—1 —1
T, = (Q +B]T; BJ-)

Passo 6. Gere amostras ¢ = (1 ,A")" de 7(¢|z",u,t,®,...), em que z* = {z},...,z7;},

z' = 1/zzl, u=A{uy,...,up}, t={rn,...,.ty} e @ ={@y,...,®,}, com distribuicio

N, <[.L¢,Z¢> , tal que,

1

—1
Ly = (Z(W?)T‘Pl)i]W?JFA&l) e By =Xy (Z W))W, 7+ A a¢>
i=1 =1

onde W ¢ uma matriz de dimensdo (p+ 1) x 2p, dada por

W;k = |: l/zBa), 1/2tlB(D, :| , i=1,...,n

Passo 7. Gere amostras B ; de 7(B;|z,u,t, @,...) com distribuigdo Np(Mp,,Zp;), onde

—1
1 —1 1 T -1
Hg; :zﬁj (Z guiYiXi‘i‘Cﬁ cﬁ> e Zﬁj = <Z guiXiXi +C/3 ) )
J J

i€q; icad;
Passo 8. Gere },j—z de n(}/j_z\z,u, ...), j=1,..., p, independentes, com distribui¢do
Gama <E +1, 1 Zn:ui(Xij —)c,-j)2 —l—m) ,
2 23
onde X; = (Xj1, ... ,X,-p)T ex; = (xiq,--- ,x,-p)T.

Passo 9. Gere amostras 6172 a partir de 71:(6;2|z,u, ...), j=1,...,G, independentes, com

distribuicao

Gama( —l—e—Zu —|—f)

teng
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Passo 9a. Gere f a partir de 7(f|o?,..., 6(2;), com distribuigio

G
Gama(Ge+g, Y Gj—z +h).
j=1

Passo 10. Gere 8§ = Q! a partir 7(U|x,u,t,...), com distribuicio
. n 1 & T
WlShp E +r, E Z ui(xi —U;— At,')(X,' —U;,— Ali) +S ],
i=1
tal que x = {x,...,X,}.

Passo 11. Gere amostras da posteriori de Vv, levando em consideracao trés casos:

(a) tde Student assimétrica: Obtenha amostras de v utilizando um passo de Metropolis-

Hastings a partir da distribui¢do condicional marginalizada

n G
n(vlz,...) < exp{=AVI[] Y p;STp+1(20;,¥; A}, V).
i=1 j=1

Dada a observacao v(=1) obtida na iteracdo ¢ — 1, gere um candidato a nova ob-
servacdo V¢ a partir da distribuicao lognormal LN(V(’ _1),6‘%). A nova observacao

€ aceita com probabilidade

Q:min{ﬂ( n(VCIZ,...)thl)’l}. (3.16)

vi=Dz, .. ) vl

(a.1) Gere A a partir da distribuicdo TGama(2, Vv, (g, 1)), que é uma distribui¢do

Gama truncada no intervalo (g, 4;).

(b) Slash assimétrica: Gere amostras de v a partir de 7(v|u), com distribui¢do

n
Gamma (n—i— Vo, V1 — Z log ui) .
i=1

(c) Normal contaminada assimétrica: Gere amostras de p a partir 7(p|u, 7), com dis-
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tribui¢do Beta (ko + po, kK1 + p1) , onde

Koz(n—iu,-)/(l—f)+po e
i=1

=

K'lz( ui—n’c)/(l—’L’)—i—pl.

1

~

E possivel mostrar que
Ko = ndmero de u;s iguaisa T, € KkKj =n— Kp.

(c.1) Finalmente, usando um passo de Metropolis-Hastings, gere amostras de 7 a

partir da distribuicio condicional marginalizada dada por

n G
~1 ~1
g(tlz,p,...) < T (1—1) " [T ) SCN,11(2:(0;, ¥, A}, 7. p).
i=1j=1
Em vez de uma amostra desta distribui¢do, consideramos a transformacgdo 7 =
7/(1 — 1), que é uma fungdo que assume valores entre (0,1) e R™. Entdo,

tomamos amostras a partir da distribui¢do de 7, dada por

n(Tlz.p,...) = g(T/(1+7)lz,p)/(1+7)*.

Para fazer isso, usamos um passo de Metropolis-Hastings com distribui¢do
proposta log-normal, seguindo os mesmos passos do caso da t de Student as-
simétrica, veja (3.16). Entdo, para obter a amostra de 7 desejada, revertemos

a transformacdo, isto é, T =7/(1 +7).

A estratégia utilizada nos passos 11(a) e 11(c.1) é conhecida por colapsabilidade.
Consiste em extrair amostras da distribuicdo condicional marginalizada, que é obtida in-
tegrando a verossimilhanca aumentada tanto quanto possivel. Conforme mostrado por
Liu (1994), este procedimento geralmente produz convergéncia mais rdpida e amostras

menos correlacionadas do que gerar a partir de 7(v|u).
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3.3 Critérios de Selecao de Modelos

Uma das situagdes que nos deparamos ao modelar um conjunto de dados, seja
real ou simulado, é no momento de escolher o melhor modelo entre alguns candidatos
a fim explicar o fendmeno de estudo. Dentre as diversas metodologias de selecdo de
modelos apresentados na literatura, usaremos critérios Bayesianos, como o Critério de
Informacgdo do Desvio ou simplesmente DIC, |Spiegelhalter ef al. (2002), veja também
Celeux et al. (2006)) e como alternativa o Critério de Informac¢ao de Watanabe-Akaike, ou
WAIC, proposto por Watanabe (2010). Tais critérios sdo baseados em medidas de ajuste e
complexidade a partir da distribui¢do a posteriori do desvio. Dessa forma, o modelo que

apresentar o menor valor de critério serd o modelo mais adequado.

3.3.1 Ciritério de Informacao do Desvio Observado

Apresentaremos uma modificacdo do DIC original de [Spiegelhalter et al. (2002)
que foi proposta por Celeux et al. (2006, Sec. 3.1). Esta modificacao € elaborada de forma
adequada para o contexto de dados aumentados. De fato, o DIC usual ndo é adequado
nesta situacdo, porque a verossimilhaca para os dados incompletos nao € regular. Como
consequéncia, os argumentos assintoticos que o validam ndo podem ser verificados (L1
et al., 2013). O critério proposto por Celeux et al. (2006)) sera chamado DIC observado e
serd denotado por DICp.

Seja D(®) = —21og L(®) o desvio, em que L(®) é a funcdo de verossimilhanga
definida em (3.11)). Entdo a quantidade:

D(®) =E[D(®)|, (3.17)
¢ denominada de desvio médio a posteriori. E a medida
7 =D(0) —D(®), (3.18)

€ denominada de dimensdo efetiva (ou nimero efetivo de parametros conforme visto em
Spiegelhalter et al. (2002) ) ®, onde ¢é um estimador para © .

Analogamente aos critérios classicos de selecao de modelos como o AIC (Akaike,
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1974), o DIC ¢ definido como
DIC = D(®) +21p,

em que @ = E[®|z] € a esperanca a posteriori de @, ou seja, o primeiro termo do DIC é
uma medida de ajuste e o segundo termo € uma penalidade considerando a complexidade

do modelo. Se usarmos ® = ® em 1| , temos:

DIC = —2logL(®) +2E[D(®)|z] +41log L(®)

2E[D(®)[z] + 2logL(©)

D(®) + 1. (3.19)

Na pritica, geralmente usamos @ = ® = E[@|z]. Se a distribuicio de © é muito
distante de uma normal, entdo @ nio é um bom estimador. Segue que Tp pode inclusive
assumir valores negativos. Um problema em modelos de mistura é que ® nem sempre
identificdvel. A falta de identificabilidade resulta porque a verossimilhanca do modelo de
mistura finita € invariante com respeito a permutacdes dos indices das componentes. Se
a priori também for invariante com respeito a estes indices, todas as médias a posteriori

serdo iguais, e a mistura plug-in L;(®) terd somente uma componente. Como consequén-
cia, o estimador D(®) de D(®) nio é razodvel e o DIC definido em (3.19) é iniitil. Para
mais detalhes, veja a discussdao em (Stephens, 1997, pp. 13).

Para resolver este problema observe que, como a verossimilhanga L;(®) € invari-
ante a permutagdo dos indices das componentes, a verossimilhanga associada a amostra
L(®) =[], Li(®) também & invariante. Uma estimativa de L;(®) ¢é a densidade predi-
tiva a posteriori dada por E[L;(®)|z]. Esta integral pode ser aproximada usando amostras

a posteriori MCMC. Seja 0") a amostra MCMC gerada na [-ésima iteracdo do algoritimo,

para/ =1,...,m. Aproximamos a densidade preditiva por
1 & /
plz)=—Y Li(®").
m
Assim, um estimador de L(®) é:

p(z) =[] (@), (3.20)



e um estimador para D(®) é —2log p(z), que ndo depende de permutacdes dos indices
das componentes.

A esperanga a posteriori E[D(@®)|z] pode ser aproximada por:

. 2 m n
D=—— Z Zlog [Li(G(Z))} .
mi=Z1i=
Finalmente, a aproximacao do DIC que serd usada neste trabalho é
. . n
DICqys = D+ 17p, talque 7p=D+2Y logp(z).
i=1

O modelo que apresentar o0 menor DICp € considerado como melhor opgdo dentre os

demais. Para um estudo detalhado, veja a se¢do 3.1 de |Celeux et al. (2000).

3.3.2 Critério de Informacao Watanabe-Akaike

O Ceritério de Informacdo Watanabe-Akaike foi introduzido por Watanabe (2010).
A definicdo de WAIC ¢ semelhante as do AIC e DIC, ou seja,

WAIC = medida de ajuste + 2 X penalidade.
Neste caso, usamos

medida de ajuste = —2 Z log 7t(z;|z) (3.21)
i=1

— 2 log / 7(2,|©)7(®|2)d®
i=1

— —2i‘ilogE[Li(®)‘Z];

1=

em que, 7(z;|z) é a densidade a posteriori de Z;. Ao contrério de D(®), que é a medida de
ajuste usada para definir DIC, a medida de ajuste acima € invariante a reparametrizagdes.

As penalidades para a complexidade sdao definidas de duas maneiras:

pwaic, =D(0)+2

=h

log 7(z]2)

i=1

pwaic, = ) Var[logL;(8)]z],
i=1
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onde, D(0) é dado em |b Naio existe uma expressdo em forma fechada para (3.21).

Uma aproximagdo usando amostras MCMC € dada por:

n 1 m
—2) log| —) L; o)y | = —2log p(z),
i; (ml_zl (@) (2)
em que p(z) é dado em ([3.20]). Logo,

WAIC; = —2log p(z) + 2pwaic,

= —2log p(z) +2D(0) +4log p(z)

=2logp(z) +2D(0)

= DICyps.
Neste trabalho, também usaremos o WAIC,, definido por:
WAIC, = —210gﬁ(z) + 2PWAIC2-

Assim como o DICs, 0 modelo que apresentar o0 menor valor do WAIC,; € considerado

como sendo o melhor modelo ajustado.
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Capitulo 4

Simulacao e Aplicacao em Dados Reais

Neste capitulo vamos mostrar o desempenho dos modelos FM-SMSNME, compa-
rando com os modelos que incorporam distribui¢des como a normal, T de student, slash
e normal contaminada. Isso dar-se-4 em dois processos, na segdo [4.1] ilustramos através
de simulacdo e na secdo [4.2] aplicamos os modelos em dados reais. As rotinas compu-
tacionais foram implementadas nos softwares R Core Team (2017) e no JAGS El, através
do pacote rjags, para mais detalhes veja Plummer (2016). Para construcao dos graficos,

utilizamos o pacote ggplot2 (Wickham, 2009).

4.1 Simulacao

O objetivo desta simulacdo € analisar a performance dos modelos FM-SMSNME.
Para isso, considere o modelo visto em (3.4)), com representagdes dadas em (2.6) e (3.14).
Neste estudo, usamos duas componentes na mistura, isto é, G = 2.

A matriz de dados Z, foi composta por duas colunas, uma com a variavel resposta
Y e a varidvel substituta X, e o niimero de linhas igual a 100, que € o tamanho da amostra.
Os valores dos parmetros foram fixados em: & = (ay,00) = (0.1,1), B = (B1,B) =
(0.8,1.2), 6% = (6%,03) = (0.05,0.05)), p = (p1,p2) = (0.6,0.4), u =4, Q= 1,A=6,
v=3,7=0.3¢e p =0.7. Vamos fazer uma suposicdo de identificabilidade assumindo
que ¥> é conhecido, veja a se¢io Aqui, vamos tomar y> = 0.1.

Para estimacao usamos o algoritmo de Gibbs, com 50000 itera¢des, descartando

as 10000 primeiras observacdes da amostra MCMC (conhecida por burn-in). A fim de

! Just Another Gibbs Sampler - E um programa para andlise de modelos hierdrquicos bayesianos usando
a simulagdo Markov Chain Monte Carlo (MCMC).
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reduzir o efeito de correlagdo, foram salvas as observacdes geradas de 10 em 10 iteragdes
(lag), totalizando ao final uma amostra de tamanho 4 mil.

A seguir, descrevemos um breve roteiro dessa simulagao.

1. Uma amostra de tamanho 100, foi gerada a partir da distribui¢do normal assi-

métrica, com valores fixos para &, B, &, p, i, Q e A citados anteriormente.
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Figura 4.1: Conjunto de dados simulados. (a) Diagrama de dispersdo e (b) Histograma
da varidvel resposta.

A Figura [4.1] exemplifica um dos conjuntos de dados simulados com n = 100.
Observamos na Figura[d.T|(a) duas tendéncias bem separadas, isto representa uma mistura
com duas componentes. Ja na Figura[4.1] (b) visualizamos a assimetria e caudas pesadas
da distribuicao da varidvel resposta.

2. Dessa amostra, selecionamos aleatoriamente trés observagoes, y3,Ye6 € Y92-

Para deixar essa distribui¢do mais heterogénea, perturbamos estas observagdes através da

= 1—|—A X

3. Para os 15 padrdes de perturbacdo, ajustamos os modelos FM-SNME, FM-

seguinte expressao

em que, A = 10,20, ...,150.

STME, FM-SSLME, FM-SCNME, FMNME, FM-TME, FM-SLME e FM-CNME, com o
objetivo de verificar o comportamento das estimativas a medida que A aumenta.
4. Para cada ajuste, foram calculados os critérios, DIC observado e WAIC.

5. A fim de revelar o impacto das contaminac¢des sobre as estimativas dos parame-
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tros, foi calculada a mudanca relativa para as estimativas obtidas, pela seguinte expressao

RC = w x 100,
0

em que, O ; denota a estimativa sem contaminagao e 0 (1) @ estimativa com contaminago.
O trabalho de Massuia et al. (2017) procedeu um estudo de simulagdo similar no contexto
de dados censurados, com modelagem baseada em regressao linear utilizando mistura de
escalas da normal assimétrica.

6. Os passos anteriores foram replicados 100 vezes.

7. Dos resultados dessas réplicas, calculamos a média dos RC's e dos critérios de
selecdo.

Na sequéncia, mostramos o comportamento das estimativas dos parametros (em

comum) nos ajustes FM-SMSNME, mediante a variacdo de A.
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Figura 4.2: RC (%) para as estimativas de o, 0y, B1, B2, variando em A.

A Figura[4.2] apresenta as mudangas relativas para as estimativas dos pardmetros
oy, 0, By e By nos ajustes FM-SMSNME. Observe que em (¢ os ajustes seguem bem pro-
ximos, com excecao no ajuste FM-NME, ultrapassando RC de 400% a partir de A = 90.
Em fB; o RC assume no maximo 20% de varia¢@o, aparentemente os ajustes apresentam

comportamento similar para estimativa desse parametro. Para a; os ajustes FM-SNME e
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FM-NME comecam a se distanciar dos demais a partir de A = 40, ja para 3, esse afasta-

mento € evidenciado a partir de A = 70, isto indica que as estimativas sofrem muito mais

impacto a medida que as pertubagdes aumentam.
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Figura 4.3: RC (%) para as estimativas de 612, 0'22 e para os pesos pi, pa, variando em A.

Na Figura ilustra o comportamento das estimativas para os parametros ¢
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p1 € p2. Aqui o impacto de A € bem mais evidente em relagdo as estimativas apresen-

tadas na Figura As mudancas relativas de 612 e 622 nos modelos de caudas pesadas,

apresentam RC crescente com A = 80 em diante e se mantem equilibrados entre eles, en-

quanto que as estimativas nos ajustes FM-SNME e FM-NME sao consideravelmente mais

afetadas. O comportamento para 0'22 ¢ similar. As estimativas dos pesos sdo mais afetadas

nos ajustes FM-SNME ¢ FM-NME.
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Figura 4.4: Dic observado para os ajustes FM-SMSNME, variando em A.

A Figura f.4] apresenta a média dos critérios DIC observado para os ajustes FM-
SMSNME. Como podemos observar, os modelos de caudas pesadas sdo bem mais flexiveis
em comparagdo aos ajustes FM-SNME e FM-NME. Dentre os melhores ajustes, destaca-
mos os modelos FM-SCNME, FM-SSLME ¢ FM-STME.
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Figura 4.5: WAIC para os ajustes FM-SMSNME, variando em A.

Observamos na Figura[4.5|a média dos WAIC’s nos ajustes FM-SMSNME. Assim
como na Figura[4.4] os ajustes FM-SCNME, FM-SSLME ¢ FM-STME apresentaram os

melhores desempenhos.
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4.2 Aplicacao em Dados Reais

Para mostrar a utilidade dos métodos propostos, utilizamos o conjunto de dados
de Cohen (1984), que representa a percepcao de tons por um musico experiente. No
experimento de percep¢do de tons, um som fundamental e puroE] com toques gerados
eletronicamente foi tocado para o musico ouvir. A missdo do musico, era afinar uma nota
oitava acimzﬂ do som fundamental mediante a sua percep¢do do tom. O tom percebido
foi gravado em relacdo ao tom real, em 150 tentativas do mesmo musico. Os significados
foram determinados por uma relacao de alongamento, que € a relagc@o entre o tom afinado
e o tom fundamental. Duas tendéncias separadas emergem claramente, veja a Figura [4.6|
(a). Muitos artigos analisaram este conjunto de dados usando uma mistura de regressoes
lineares, veja |DeVeaux (1989), Viele & Tong (2002) e Hunter & Young (2012). Esses
dados foram analisados recentemente por Yao et al. (2014)) e Zeller et al. (2016)) levando-

0s a propor uma mistura de regressao robusta usando as distribui¢des t de Student e SMSN,

respectlvamente.
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Figura 4.6: Conjunto de dados percep¢do de tom. (a) Diagrama de dispersdo e (b) His-
tograma.

Observe que na Figura (a) emergem duas tendéncias separadas no grafico de

dispersdo. Para verificar a existéncia de assimetria e caudas pesadas nos dados, a Figura

2Também conhecido por frequéncia fundamental, é um som complexo composto por uma soma de sons
de diversas frequéncias, caracterizado por um som grave de altura mais baixa.

3Uma nota estd uma oitava acima significa dizer que a nota é a mesma, porém ela estd em uma regiio
mais aguda do instrumento.
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M4.6] (b) apresenta um histograma da varidvel taxa de tom perceptivel e revela uma leve
assimetria.

Para essa situacdo, ajustamos os modelos FM-SMSNME considerando duas com-
ponentes, isto &, r = 1 ¢ G = 2. E bem sabido que o modelo com erro de medicio nio
¢ identificdvel, como comentamos anteriormente, existem alguns pressupostos cldssicos
na literatura que o tornam identificavel. Por esta razao, vamos supor que razao de confi-
abilidade, definida em (3.1)), é conhecida. Como em |Yao et al. (2014)), n6s assumiremos
K =0.7.

Também em Yao et al. (2014), o erro de medig¢ao foi introduzido adicionando um
erro aleatério ao preditor. Por isso, geramos uma amostra §; ~ NIG(2.2,—2,0.1,0.22) da
distribui¢do normal inversa Gaussiana (NIG) e adicionamos a x;. A ideia € introduzir erros
aleatdrios com um forte padrio de assimetria e caudas pesadas, mas com uma distribui¢ao
diferente da SMSN. Se uma varidvel aleatéria Z ~ NIG(et, 3, 8, 1), entdo sua densidade é

dada por

1(2) = exp(8y/a>— ) - \/%Kl(m/éhr(z—u)z)exp(ﬁ(z—u)),

em que, K;(-) é a funciio Bessel modificada do terceiro tipo com a ordem 1, a > 0,
§>0e —a < B < a. Entio, temos E(Z) = u+ Bn e Var(Z) = n + B>n?/w, onde
n=25/\/a?—p%e w=35a2—p2. A amostra foi gerada usando o software R com
pacote GeneralizedHyperbolic (Scott, 2015). Mais detalhes sobre a distribuicao NIG
podem ser encontrados em [Paolella (2007). A Figura mostra o histograma do erro

aleatdrio gerado da distribui¢do NIG.
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2 0
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Figura 4.7: Histograma do erro aletorio com distribuig¢do NIG.
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O procedimento da modelagem € similar ao processo de simulacdo. Primeira-
mente, adicionamos um erro de medicao a covaridvel Taxa de tom real, como citamos
anteriormente. Para estimar os parametros nos modelos FM-SMSNME foi gerada uma
amostra Gibbs com 50 mil iteracdes, e foram excluidas as 10 mil primeiras observagoes,
sendo guardadas as observagdes geradas de 10 em 10 iteracdes, na tentativa de dirimir o
efeito da autocorrelacdo da cadeia. Na sequéncia, podem ser visualizados os traceplots de

alguns ajustes, como FM-STME, FM-SSLME ¢ FM-SCNME.
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Figura 4.8: Traceplots das amostras MCMC no ajuste FM-STME.

A Figura ilustra a trajetoria de alguns parametros no ajuste FM-STME. Pode-

mos visualizar uma trajetéria homogénea para as estimativas do pardmetro de assimetria

A, dos coeficientes de regressao o, o, 1 € o, dos pesos pj e ps.
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Figura 4.9: Traceplots das amostras MCMC no ajuste FM-SSLME.
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Figura 4.10: Traceplots das amostras MCMC no ajuste FM-SCNME.

Ja as Figuras e mostram as trajetorias das estimativas nos ajustes FM-
SSLME e FM-SCNME.



Tabela 4.1: Estimativas MCMC para os parametros nos ajustes dos modelos FM-
SMSNME para o conjunto de dados Cohen (1984).

Modelos

FM-SNME FM-STME FM-SSLME FM-SCNME

Média Dp Média Dp Média Dp Média Dp
A -1,0737  0,1340 -0,4408 0,1944 -0,3652  0,1753 -0,2825 00,2044
0,0747  0,1003 0,1555 0,0431 0,1036  0,0315 0,1914  0,0350
o 1,9979  0,2990 1,9629  0,2531 1,9588 0,0262 1,9411  0,0283
o 1,1672  0,0227 -0,0619  0,0245 -0,0316  0,2463 -0,1053  0,2490
Bi 0,0043  0,0093 0,0209 0,1016 0,0222 0,0113 0,0293  0,0122
B 04749  0,1231 0,9634  0,0105 0,9522  0,0990 0,9896 0,1031
uw o 3,0228  0,1093 2,6302 0,1674 2,6323  0,1789 2,4927  0,1706
ol 00047 0,1107 0,0045  0,0073 0,0013  0,0003 0,0025  0,0004
o} 01589  0,0835 0,0018  0,0004 0,0038  0,0071 0,0108  0,0170
p1 0,7522  0,0416 0,7358  0,0453 0,7396  0,0454 0,7415  0,0437
p> 02478  0,0416 0,2642  0,0453 0,2604  0,0454 0,2585  0,0437

% - - 4,6575  1,2259 1,6018 0,3434 - -
p - - - - - - 0,0756  0,0304
- - - - - - 0,1222  0,0438
FM-NME FM-TME FM-SLME FM-CNME

Média Dp Meédia Dp Média Dp Média Dp
Q 04058 0,09582 0,2106  0,0347 0,1375 0,0251 0,2105  0,0285
o 1,9950  0,0263 1,9563  0,0286 -0,1450 0,2142 1,9339  0,0303
o 01247  0,38235 -0,0679  0,2178 1,9477  0,0288 -0,1223  0,3102

Bi 0,0058 0,01094 0,0238 0,0125 1,0070  0,0892 0,0321 0,0132
B> 09335 0,16532 0,9739  0,0899 0,0270  0,0125 1,0017  0,1292
uw  2,1770  0,06238 2,2537  0,0519 2,2568  0,0499 2,2606  0,0484

ol 00373 0.1616 0,0017  0,0004 0,0021  0,0025 0,0025  0,0004
o 00021  0,0025 0,0031  0,0041 0,0012  0,0003 0,0108  0,0170
p1 0,7518  0,0409 0,7254  0,0466 0,2642  0,0446 0,7601  0,0426
p2 02482  0,0409 0,2747  0,0466 0,7358  0,0446 0,2399  0,0426
% - - 4,7335  1,3445 1,5621 0,3274 - -

p - - - - - - 0,0756  0,0304

- - - - - - 0,0438  0,0278

A Tabela[d.T|contém os valores para a média e desvio padrio (Dp) das estimativas

MCMC, nos ajustes FM-SNME, FM-STME, FM-SSLME, FM-SCNME, FM-NME, FM-
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TME, FM-SLME e FM-CNME.

Tabela 4.2: Critérios de selecdo para os modelos FM-SMSNME para o conjunto de dados
Cohen (1984)). A sigla LV denota log-verossimilhanga.

FM-SNME FM-STME  FM-SSLME  FM-SCNME FM-NME FM-TME FM-SLME  FM-CNME

LV 613217 51,4535 -49,9653 -49.,4891 72,6994 533180 -51,8601 -52,0098
DIC,, 1379573 1137793 1104559 1095833 166,974 1152278  112,5698 1132398
WAIC 1461873 1147382 111,4406 11,3164 1660062 1157825  113,0691  113,7790
i, 153139 10,8724 10,5253 10,6051 21,3987 85918 8,8317 9,2201
Twaic 19,4289 11,3518 11,0176 11,4717 21,0031 8,8691 9,0813 9,4898

Podemos observar na Tabela 4.2 que os modelos FM-STME, FM-SSLME e FM-
SCNME apresentam os menores valores para os critérios de selecao, comprovando que os
modelos assimétricos e de caudas pesadas sdo mais eficientes. Note ainda, que os ajus-
tes FM-SSLME e FM-SCNME que estdo em negrito, destacaram-se como os melhores,
apresentando os menores DIC e WAIC. Os modelos FM-SNME e FM-NME apresentaram
os maiores critérios, além disso, superestimaram o nimero de parametros nos modelos
FM-SMSNME.

As Figuras .11 e .12 mostram os graficos de dispersdo para o conjunto Percep-
¢do de tom, juntamente com as retas estimadas. Na sequéncia mostramos a Tabela 4.3
com os intervalos de credibilidade para os modelos FM-SSLME e FM-SCNME conside-

rados com os melhores ajustes.

FM-SNME FM-STME
35- . 35-
° °
= 2 30-
Qo (=% [ ]
Q Q
e <
[ Q
o Q 25-
S S
2 2
L] L]
2 28 20- (X e
s < ®
3 3
[ =
15- ]
0 1
Taxa de tom real Taxa de tom real
FM-SSLME FM-SCNME
35-
e e
S 3.0- =
o L] o
Q (9]
=4 1<
[ [
o 25- o
£ £
) 2
L] L]
2 20- o s 3
© ® o
3 3
= =
1.5- 3
0 1

Taxa de tom real Taxa de tom real

Figura 4.11: Dados percepcdo de tons. Diagramas de dispersdo com os modelos FM-
SNME, FM-STME, FM-SSLME e FM-SCNME ajustados.
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FM-NME FM-TME
35-
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o ©
3 3
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15-
0
Taxa de tom real Taxa de tom real
FM-SLME FM-SCNME

35- 35-

3.0- 3.0-
25- 25-

2.0-

Taxa de tom perceptivel
Taxa de tom perceptivel

15-

Taxa de tom real Taxa de tom real

Figura 4.12: Dados percepcdo de tons. Diagramas de dispersdo com os modelos FM-
NME, FM-TME, FM-SLME e FM-SCNME ajustados.

Tabela 4.3: Intervalos de credibilidade (IC) nos ajustes FM-SSLME ¢ FM-SCNME para o
conjunto de dados (Cohen (1984)), com 95% de credibilidade.

FM-SSLME FM-SCNME

Pardmetro Limite inferior Limite superior Limite inferior ~Limite superior
A -0,6792 0,0221 -0,6480 0,1730
Q 0,0445 0,1664 0,1211 0,2583
o 1,9097 2,0117 1,8861 1,9966
107) -0,5145 0,4232 -0,5796 0,3324
Bi -0,0005 0,0437 0,0065 0,0540
B> 0,7714 1,1509 0,8054 1,1816
u 2,2772 2,9881 2,1252 2,8065
o} 0,0007 0,0019 0,0013 0,0029
o} 0,00002 0,0141 0,00002 0,0204
)2 0,6515 0,8284 0,6544 0,8205
D2 0,1716 0,3485 0,1795 0,3456
% 1,0030 2.2419 - -
p - - 0,0287 0,1838

- - 0,0471 0,2083
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nesse trabalho apresentamos uma classe inédita de modelos amplamente flexivel
em relacdo ao modelo cldssico de mistura de regressdo linear. A nova proposta considera
que, para cada componente da mistura os erros aleatérios e as covaridveis tem uma dis-
tribui¢do que estd na classe das misturas de escala da normal assimétrica (SMSN). Outra
caracteristica importante, € que, a covaridvel foi observada com um erro aditivo.

Sob esse contexto, desenvolvemos um algoritmo tipo Gibbs para estimar os para-
metros de cada modelo. Um estudo de simulag¢do, com 100 réplicas, foi realizado com a
finalidade de avaliar a eficicia do método proposto. Os resultados mostraram que 0s mo-
delos assimétricos e de caudas pesadas apresentam um desempenho superior em relagdo
aos ajustes com os modelos que ndo levam estas duas caracteristicas em consideraciao ao
mesmo tempo.

A fim de tornar a anédlise completa, aplicamos os modelos em um conjunto de
dados reais de |Cohen (1984) - percepcdo de tons. Aqui verificamos que os modelos
utilizando as distribui¢des slash assimétrica e normal contaminada assimétrica tem ajuste

superior em relagdo aos demais.
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Capitulo 6

Apéndice A

6.1 Detalhes do Algoritmo Gibbs

O desenvolvimento das distribui¢des condicionais completas sdo dadas a seguir.
Passo 3: A distribuicao condicional completa da varidvel 7;, com i = 1,...,n, foi

desenvolvida a partir da representacdo hierdrquica (18). Como sendo:
E(THZL',UI',“; ajaﬁjaAagu W; = .]) o< ﬂ(Zi|Tian7#7 aj?ﬁJ'?A?Qa w; = J)ﬂ'.(Tl|Ul)
Assim,

< (Zi|T;, Ui, b, @, B ;, A, Q, 03 = j)7(T;|U;)
o< exp{—% [z — (aj+Bju+Ajtl.)}T(ui—l\pj)—l [zi—(a;+B,p +Ajt,-)}}
X exp {—%tlz} L (0,00 (t:)
o CXP{—% [(zi—a;—Bjp)—Aju] W' [(zi—a,—Bjp) - Ajtl] +fi2}]1(0,w) (1)

u; _ _
= exp { —5 [_ZAI\PI I (Zi —aj— Bj[.l)ll' + (AI\PI 1Aj + 1)t12i| }H(Qm) (l‘i)

Portanto,

AT\Pfl z,-—0~
E|Zi7Ui7“7aj5BjaAagawi:jNTN( L ( j) 1 )7(07°°)>7

T+AJP A wi(1+A] WA

em que, Gj:aj+Bj1,t,Aj:BjAe‘I‘j:BjQBJT+1"j.
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Passo 4: Apresentamos as condicionais completas quando U; ~ Gamma(v /2,v /2)
ou U; ~ Beta(v,1) com i = 1,...,n. Para o desenvolvimento das respectivas condicionais

completas usamos a representagdo hierdrquica (18).

Passo 4 (a): Quando 7(U;) ~ Gamma(v/2,v/2), temos a condicional completa dada

por

ﬂ(Ui’Zi,T;’,ﬂ,aj,B,A,Q,wi = J) o< E(Ziu}?Ui?uaajaﬁ;AJQa w; = ])E(Z|UI)E<U1)
1
o< exp{—i [Zi — (aj—i-Bj[l. —I—Ajti)]T (M;IT‘PJTI) [Zi — (aj—l—BjM —I—Ajti)] }
2 u; Y1 1%
X —— 775 Xp {—Etzz} u;i exp{—zui}ﬂ(om)(ui)

e { b Ay A Jaten{20)

Ui|Z:, T, b, &, B, A Q, 0; = j ~ Gama <(v +p+1)/2,(1/2Y + v)> :

onde

l(]) — (Zi o oj —Ajti)/\P;1 (Zi — OJ- — Ajti) +t.2.

] 1

Passo 4 (b): Quando 7 (U;) ~ Beta(v,1) temos a seguinte condicional completa

ﬂ(Zi’Z’,Ui,ﬂ, aj,B,A,Q, W, = ])E(TI‘UI)”(Ul)
uj _
o< exp {—5 [zi—a; —B;p+Ajti] Tyt [zi—a;—Bp+Ajt] }

J
uj _
X exXp {—Etlz} ul 1]1(0’00) (u;)
ptl .
c><1,ti2 exp{—% [z,-—aj—Bj[.t-l-Ajti]T‘P;
Py Ui (i
o<y, Y exp{—jli(j)}]l(o7oo)(ui)

2v+p+l 1

_ Ui 5 ()
=u, ° exp{—ili] }H(O7w)(ui)

! [zi—a; —Bju+Ajt] +ti2}”zy_l]1(0,°°)(u")
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Portanto,

Ui|Z;, T, 1,0, B,A Q ; = j ~ Gamma Truncada ((2v +p+1)/2, (ki(j)/2), (0, 1)> :

Passo S: A condicional completa da varidvel latente X; com i = 1, ..., n, foi obtida

através da representacdo hierarquica (17). Assim, temos:

n(Xi‘ZivaUi?”';aj7ﬁ7A7Qﬂa)i = .]) o< ﬂ(Zi|Xl‘,T;,Ui,ﬂ,aj,ﬁ,A,Q,O)i = ])TC(XI‘THUHF';A?Q)

Assim,

o< TC(Z,"XI',T;',U,',H,aj,ﬁ,A,F]‘,Q,(Di = ])E(XI‘THUH“;A;Q)

e { Ui
o< ex —_—
P12l
exp {4
< ex —_—
P172
exp {4
—= X _——
P172
Portanto,
em que,

_ Ui
(z,-—aj—Bin)Tl"j 1(Zi_aj_Bin):| }exp{__

: [(x,- U A)TO  (xi— At,-)] }

_—2(Zl' — aj)Trlein +XiTBJTF;1Bin] + [—Z(X,'[.I.Tgil —l—ATQill‘iXi) —{-X?Qilxi] }

—2x; ((zi —a;)'T;'Bj+p'Q"! +ATQ*1t,~> +x; (BjT;'B;+ Q*l)xl} }

Xi‘ZhTi)“;aﬁﬁ?A?Q;wi = .] NNP (ﬂxi7”;12Xi) ’

“'Xi = in ((Zi — aj)TFJTlBj —|—[J.Qil —l—AQilti>

T, = (BJTF]T]Bj-l—Ql)_l.

Passo 6: A condicional completa do vetor de coeficientes ¢ = ([.LT,AT)T foi

desenvolvida usando a seguinte representacao hierdrquica:

1/2

1/2
Z;k ‘uia li, W; ~ N[H—l (u[/ B(D,'“' + u; tiBw,'A7 ‘Pa)i)

Z; |9, uiti,@,...,~ Np(Wi 9, W),

isto é, temos um modelo de regressdo multivariado, sendo ¢ um vetor comum de coefici-
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entes de regressdo para todo i = 1,...,n. Entdo, temos a seguinte condicional completa:
7:(¢]Z*,U,T,W*,a¢,A¢, (0) o< 77:(Z*|¢,U,T,W*,a¢,A¢, 0))717(4’)
Assim temos:

o< ﬂ(Z*’¢,U,T,W*,a¢,A¢.,0))71'(¢)

“Texo{ - 0 - Wi0) 05 - Wio) | xexp{ 16 -00) 8, (0 a0)}
cxexp{—éi(zf—wm%,%zf—w:f¢>+<¢—a¢>TA¢1<¢—a¢>}
ocexp{—— —2i(z;‘(wnwﬂp;}+(w;)T¢T\p;}w,¢) +[—2¢TA¢1a¢+¢TA¢T¢}}

T(i W*TIP 1Z*—|—A >¢}

i=1

[ n
:exp{—i —2¢" (Z (W?)T‘P;ilz;‘—i—A‘pl%)
L i=1

Portanto,
¢’Z*7U7T7W*;a(]);A(]); o~ Np (uq)vz(]))

em que,

= (Z wH ', o % TA, a¢>

—1
— (Z (W) T‘P +A¢1> .

i=1

Passo 7: Nesse caso apresentamos a condicional completa para o; com j =

1,...,G, para seu desenvolvimento usamos a representacao hierarquica (17). Seja:

m(ajlz,x,u,t,B,,Tj,..., @) < n(z|aj, x,u,t,B;,T;,..., 0)7(;)
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Assim, temos:

7T(Z|(Xj,X,ll,t,ﬂj,rj,...,w),ﬂ'(aj)

u; _ 2
ocexp{— Z El(z,-—aj—Bjxi)Tr‘j1(z,~—aj—Bjx,~)}exp{—2Gé ((Xj—,ua) }

< expq — —
{ iel;zfj2

Desenvolvendo os termos que estdo em funcdo de a;, Bj, z; e I';. Primeiramente
. )T 1,. .
para o termo (z; — B x;) 1"]- a;, temos:

T

: I r'o 0
Tr_1 i r rx1 rx1
(Zi—Bin) Fj aj = - T Xi ) T
Y; Bj 01, 0; o;

- [( (Xi—Xi)F_] (Yi_Bin)chz )] Or?I

— 6207 (V. — B x
= 0-] OCJ (Yl BJX1>
Agora, para o termo ajr;] a;, temos:

' 0, 0,1

-2 T
01><r O-] OCJ

ajFJTIajz < 0,1 o )

—o'oc 0
=o o0;

u; _ _ 1
mexp{_ Y U2 Bx) T )T }exp{_m (a}_zajua)}
ic o

ocexp{ Z%[ 20, Oc (Y Bx,)—i—oc o; aj}}exp{ 2(17&(06]2—2061'#05)}

:exp{ Qi f(Z“l (Y;— ﬂx,)+caua> < lg/ﬁoa) ”

ic
Portanto,

\S) |

aj’Z,X,u,t,Bj,rj,...,wNN(uaj,zaj) y
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em que,

(Z” o Y ﬁ Xi) + Oy .uoc)

—1
n
Zaj = (szzuﬁ— G(x2>
i=i

Passo 8: Também obtivemos a condicional completa do vetor 8 jeom j=1

usando a representagdo hierarquica (17). Seja a condicional completa

(ﬁ '|Ziaxi7Ui7aj7rj7wi = .]) o< E(Zi|ﬁj7xi7Ui7aj7rj7wl’ = ])7”(ﬁ])

Entao,

n(Zi|x;, Ui, aj, B,Tj, 0= j)m(x;|U, u,A, Q)

u; _ 1 —
oc exp{— .Z;{ E(Zi—aj—Bjxl-)TFj Yz —a; —Bjx,-)}exp{—i(ﬁj _cﬁ)TCﬁl(Bj _cﬁ)} ,
1€

desenvolvendo a condicional completa em fung¢do de B;, z; e I';, temos

-

exp Zul l a b X ro Xi a b X

<expy— ), 5 —a —aj— i
2 |\ n B, 0 1/o Y B;

<on{ 38~ ) C;' (B~ )]
“eXP{—ig%% ,-—aj—x,-)Tr‘1(X,~—aj—xl-)+oif[y,-—(aj—x? j)ﬂ}
xexp{ ;( 2[3 Cs c/3+[3 C. 1[3)}
—exp{——[ ( Zulx, —aj) +C cﬁ) +ﬁ (%Zuixixy%—CEl) ﬁ]]}
J icdl;

] i€

Portanto,
ﬁJ|Zl7XhUla’Eaajarﬁl'laAaQawl :]NNp (“ﬁazﬁ)
J J
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em que,

“ﬁ _Zﬁ ( Z I/le aJ ‘f—Cﬁ Cﬁ)

j icd;

-1
Eﬁ = <62 Zux,x —l—Cﬁ ) .

J icdl;

Passo 9: Como nos passos anteriores, obtivemos a condicional completa do para-

metro 3/]-_2 com j = 1,...,n através da representacao hierarquica (17), temos que,
2
(’y] |Zl7leUlvaj7rj7wl_.])o<7r( l|y] leUlvajurijl_ ) (?’] )

Entao,
- ”z Tpr-1 —2\1-1 —2
o< eXp 5 —Bjx;) T (zi—a;—Bx;) 0 (v;7) exp{—m}/j },
Usando parte do resultado do passo 7, temos,
n
Uj
exp{ Z >

% (yj—Z)l—l exp {_m},j—z}

(X,'—aj—X,‘)Tr_l(Xi_aj_Xi)‘f’% [Yi— (aj—XiT j)r] }
j

Portanto,
) . n 1 ¢ 2
’}/j |Z,~7x,',U,~,Otj,l"j,w,~:]NGamma §+l,52u,~(X,-j—aj—x,~j) +m
i=1
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